T.C.
INONU UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

KONSOLIDE NORMLU QUASILINEER UZAYLARIN
BAZI YENI OZELLIKLERI UZERINE

YUKSEK LISANS TEZI

Ece SAHIN

Matematik Anabilim Dal

Tez Damismani: Prof. Dr. Yilmaz YILMAZ

TEMMUZ 2022



T.C.
INONU UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

KONSOLIDE NORMLU QUASILINEER UZAYLARIN
BAZI YENI OZELLIKLERI UZERINE

YUKSEK LISANS TEZI

Ece SAHIN
(36193614011)

Matematik Anabilim Dali

Tez Danmismani: Prof. Dr. Yilmaz YILMAZ

TEMMUZ 2022



TESEKKUR VE ONSOZ

Bu calisma boyunca bilgi, birikim ve tecriibelerini esirgemeyen kiymetli danisman hocam
Sayin Prof. Dr.Yilmaz YILMAZ’a tez yazim siirecime yardim, bilgi ve tecriibeleriyle destek
olan sayin Prof. Dr. M. Kemal Ozdemir’e ve egitim hayatim boyunca biiyiik fedakarliklar yapan,
maddi ve manevi desteklerini esirgemeyen, bu zorlu siiregte biiyiik motivasyon kaynagim olan
aileme tesekkiir ederim.



ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Konsolide Normlu Quasilineer Uzaylarin Baz1 Yeni
Ozellikleri Uzerine  baglhikli bu ¢alismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diisecek bir
yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildiina ve yararlandigim biitiin kaynaklarin hem metin
icinde hem de kaynakg¢ada yontemine uygun bi¢cimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu
onurumla dogrularim.

Ece SAHIN

i



ICINDEKILER

TESEKKUR VE ONSOZ i
ONUR SOZU...... i
ICINDEKILER .. iii
SEMBOLLER VE KISALTMALAR . . . . iv
OZET ........ " " v
ABSTRACT vi
1. GIRIS.... 1
2. TEMEL KAVRAMLAR...... 3
2.1 Baz1 Temel Kavramlar ve Tanimlar............cooocueeriiieiniiiniiiiiieeieeieeeee e 3
2.1.1 Topolojik Uzaylar ve Metrik Uzaylar...........ccccoeeviiieiiniiiiiiniiieeiee e 3
2.1.2 Lineer Uzaylar ve Normlu Uzaylar ...........c.cccceviiriiiiiiniiniiiieieneeeeeeeeee 4
2.1.3 I¢ Carpim Uzaylar1 ve Hilbert Uzaylar.............cococoveveveveveveveeeeeeeeeeeeeeeenen, 7
3. QUASILINEER UZAYLAR VE NORMLU QUASILINEER UZAYLAR.........ccccou.. 8
3.0.1 Quasilineer UZaylar.........ccooiiiiiiiiiiiiiiiieiie ettt 8
3.0.2 Quasilineer Uzaylar Uzerinde Norm Kavrami ..............cccooveveeereeeeueeerenererenenennnn, 10
3.0.3 Quasilineer Uzaylar Uzerinde I¢ Carpim Kavrami .............cccccoeveveveuerevecrecnnne. 10
3.0.4 Quasilineer Uzaylarda Quasilineer Bagimlilik-Bagimsizlik ..............cc..cccooeee 11

4.C ([a,b],Ig) KONSOLIDE QUASILINEER UZAYI ve IKi BOYUTLU INTERVAL-
LER UZAYI 14
4.0.1 Iki Boyutlu Intervaller UZAYl...........ocoovevveereeceeeceeeeeeeeeeeeeeeesseesesesesesesennans 26
KAYNAKLAR...... . . 31
OZGECMIS 32

il



SEMBOLLER VE KISALTMALAR

: Reel sayilar kiimesi,
: Bir E normlu uzayinin tiim bostan farkli kapali, sinirli ve konveks alt

kiimlelerinin ailesi,

: Bir E normlu uzayinin tiim bostan farkli kapali ve sinirl alt

kiimlelerinin ailesi,

: Reel sayilarin kapali araliklarinin uzayi,

: |a,b] araliginda tanimly, reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin uzayi,
: [a,b] arah@indan I ye tanimlanan tiim siirekli fonksiyonlarin uzayi,
:C ([a,b],Ir) nin regiiler alt uzayi,

:C([a,b],Ir) nin singiiler alt uzayi,

: A ve B kiimeleri arasindaki Hausdorff uzaklik,

: X quasilineer uzayinin boyutu,

: X quasilineer uzayinin simetrik alt uzayz,

: X quasilineer uzayinin regiiler alt uzayi,

: X quasilineer uzayinin singiiler alt uzay1

: X quasilineer uzayinin regiiler boyutu,

: X quasilineer uzayinin singiiler boyutu,
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Tezin orjinal kismi olan dordiicii boliimde ise farkli bir quasilineer uzayi 6rnegi olan
C ([a,b], Ir) uzay tamtildi. C ([a,b], Ir) uzay1 klasik normuyla bir Banach quasilineer uzaydur.
Ancak bu uzay iizerine bir i¢ ¢carpim insa edildi ve bu i¢ ¢arpimla tam olmayan bir i¢ ¢arpim
uzay1 oldugu gosterildi.
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1. GIRIS

Fonksiyonel analiz alaninda olduk¢a 6nemli bir yere sahip olan normlu uzaylar, Banach
uzaylar1 ve Hilbert uzaylar1 lineer uzay yapisi teskil eder. Lineer uzay yapist lizerine insa
edilen bu uzaylarin bir takim 6zellikleri sayesinde klasik tek degerli fonksiyonlarla olusturulan
diferensiyel denklemlerin bir¢ok doga problemine modellemesinde etkili olmuslardir ve bu
problemrin agiklanmasinda 6nemli mesafeler kat edilmigtir. Fakat baz1 6zel doga problemleri
vardir ki bunlar klasik tek degerli fonksiyonlar tarafindan modellenemeyebilir. Bunun sonucu
olarak kiime diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri icin benzer modellemeleri yapmak zorlagmis
ve kiime diferensiyel teorisi ilerletilememistir. Bunun temel sebebi kiime degerli diferensiyel
denklemlerin lineer uzay yapisi teskil etmeyisidir. Bu tarz lineer uzay yapis: tegkil etmeyen

uzaylari incelemek amaciyla quasilineer uzay yapisi gelistirilmisir.

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu calismada quasilineer uzay yapisi Aseev’in [1]
numarali calismasindan yararlanlanilarak ele alinacaktir. Aseev [1] 'de quasilineer uzay yapisini
tanimlamig ve bu yapiyr tanimlarken bir kismi siralama bagintis1 kullanmigstir. Gergeklestigi
calismalar sonucu olarak “=" bagintisinin bir kismi siralama bagintis1 olmasi nedeniyle her
lineer uzayin ozel bir ¢esit quasilineer uzay oldugunu gormiistiir. Quasilineer uzaylarin en
onemli Ozelliginin lineer uzaylardan farkli olarak uzaydaki her elemanin tersinin mevcut
olmadigidir. Quasilineer uzayda her elemanin tersi mevcut olursa kismi siralama bagintisinin
“=" bagintisina doniistiiglinii yani her lineer uzaymn aymi zamanda bir quasilineer uzay

oldugundan bahsetmistir. Aseev ayrica quasilineer uzaylarda norm tanimini kullanirken de kismi

siralama bagintisindan faydalanmustir.

Aseev [1] numarali ¢alismasinda lineer uzay yapisina sahip olmayan 6nemli uzaylardan
bahsetmistir. Bilimdeki uygulamalarda quasilineer uzay yapisina sahip olan, en ¢ok karsimiza
cikan ve iglenen quasilineer uzay Orne8i reel sayilarin kapali araliklarinin uzayi olan I
uzayidir. Bu uzaylarin cebirsel yapisina iligkin kapsamli arastirmalar da [2], [3] ve [4] numarali

kaynaklarda incelenmistir.

Dort boliimden olusan bu tezin ikinci boliimiinde ileriki boliimlerde kullanacagimiz bazi

kavram, tanim ve teoremlere yer verildi.

Uciincii boliimde quasilineer uzay tanimi ele alinmus, quasilineer uzaylarda bagimlilik-
bagimsizlik, kavramlarina yer verildi. Yine bu boliimde quasilineer uzayin regiiler ve singiiler

boyutu kavramlari tamtildi. Ayrica i¢ ¢carpim quasilineer uzaylar ve Hilbert quasilineer uzaylar
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tanimlar1 [5] den yararlanilarak verildi. Son olarak da dordiincii boliimde siklikla bahsettigimiz
konsolide quasilineer uzay yapisin1 daha iyi anlayabilmek i¢in zemin kavramina ve konsolide

quasilineer uzay tanimina bu boliimde yer verildi.

Tezin orjinal bolimii olarak sunulan dordiincii boliimde ise C ([a,b], Ir) konsolide fonksiyon
uzay yapisi ele alindi. Bilindigi gibi klasik analizde 6nemli bir yer tutan C [a,b] fonksiyon uzayz;
[a,b] aralifindan R ye veya C ye tanimli biitiin siirekli fonksiyonlarin olugturdugu kiimedir. Biz
de bu tanima benzer sekilde C([a,b], Ir) fonksiyon uzaymnin tanimini verdik. Ayni1 zamanda
bu fonksiyon uzayimmin tipki Ig uzayi gibi regiiler, singiiler ve simetrik alt uzaylara sahip
oldugunu ve konsolide bir quasilineer uzay yapisina sahip oldugunu calismamizda gosterdik.
Ayrica C ([a,b], Ig) tizerinde bir i¢ carpim tanimladigi [4] numarali kaynaktan faydalanilarak
gosterilmistir. C ([a,b], Ig) uzay:r klasik normuyla Banach quasilineer uzaydir. Ancak biz bu
uzay lizerine bir i¢ carpim koyduk ve bu i¢ carpimla C([a,b], Ig) nin tam olmayan bir i¢
carpim uzay1 oldugunu gosterdik. Yine bu boliimde iki boyutlu intervaller uzay1 kavramina yer
verdik Bu kiimenin 6zellikleri [6] da gosterilmistir. Interval degerli fonksiyonlar arasinda diklik

kavraminin tanimlandigini séyledik ve bunlarla ilgili orneklere yer verdik.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Bazi Temel Kavramlar ve Tanimlar

Bu boliimde ¢alismamizda ihtiya¢ duyulan bazi temel cebir, topoloji ve fonksiyonel analiz

kavramalarina yer verilecektir.

Tanmm 2.1.1. [7] (A, <) kismi sirali bir kiime olmak iizere u,v € A icin

u=xvveyav=u

oluyorsa (u,v) elemanlarina karsilastirilabilir elemanlar adi verilir.
Tamm 2.1.2. [8] Kismi sirali bir A kiimesinin tam sirali her alt kiimesine A da bir zincir denir.

Tamm 2.1.3. [7] (A, =) bir kismi sirall kiime ve B C A olsun.

Bir z € Biginu <X z olacak sekilde z den farkli A ’nin bir u elemani bulunamiyorsa z elemanina

B kiimesinin bir minimal elemani,

Bir n € B icin n <t olacak sekilde n den farkli A nin bir t € B bulunamiyorsa n elamanina B

kiimesinin bir maksimal elemani,

Her z € B i¢cin x <X z olacak sekilde bir x € M varsa x elemamina B kiimesinin en kiiciik

elemani veya minimumu,

Her z € B icin z Xy olacak sekilde bir y € B varsa y elemanina B kiimesinin en biiyiik

elemani veya maksimumu denir.

Lemma 2.1.1. [7] A kismi siwralt bir kiime ve A daki her C zinciri bir iist sinira sahip olmast

durumunda A kiimesi en az bir maksimal elemana sahiptir.

2.1.1 Topolojik Uzaylar ve Metrik Uzaylar

Bu boliimde topolojik uzay ve metrik uzay kavramlarimin bilindigi kabul edilerek bazi

sonuclar ve ornekler ifade edilmistir.

Ornek 2.1.1. p > 1 olmak iizere;

k=1

ﬁp:{xe(xk)CC: i|xk|p<<><v}
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kiimesi lizerinde

1
o p
d(x,y) = (Z [k _)’k|p>
k=1
fonksiyonu metrik tammlar. Dolayistyla (£, d) bir metrik uzaydr.

Tamm 2.1.4. [9] Bir (X, d) bir metrik uzayinda A kiimesine her x € A icin x merkezli bir agik
yuvar A da kalabiliyorsa A ya agik kiime denir. A nin metrik uzaydaki tiimleyeni agik kiime ise A

va kapali kiime adt verilir.

Tamm 2.1.5. [9] Bir x € A icin x merkezli bir yuvar A min alt kiimesi oluyorsa x elemanina A

nin bir i¢ noktast adi verilir. A min tiim i¢ noktalarinin kiimesine A min ici denir ve Aile gosterilir.

Tamm 2.1.6. [9] Metrik uzaydaki bir x elemani icin x merkezli her delik yuvarin ( x i icermeyen
yuvar) A ile ara kesiti bos kiimeden farkli ise x elemanina A’ nin bir yigilma noktas: denir. A nin
biitiin yigilma noktalarumn kiimesi A’ ile gosterilir. A kiimesi ile A kiimesinin birlesimine A nin

kapanist denir ve A ile gosterilir. Yani
A=AUA
seklinde ifade edilir.

Tanimdan da anlagilacag: gibi y1gilma noktas1 kiimeye ait olmayabilir.

Tamm 2.1.7. [9] Bir X metrik uzayinda A C X ve A = X oluyorsa A kiimesine X de yogundur
denir. Iyi bilinmektedir ki bir metrik uzayda bir A kiimesinin ici A’min kapsadigi en genis alt
kiimedir ve A ise A yi kapsayan en dar kiimedir. A min ici A da yogundur. Buna 6rnek olarak Q

rasyonel sayilar kiimesi alisilmis metrikle R de yogundur.

Tanmm 2.1.8. [7] Eger bir X uzayt X de yogun olan sayilabilir bir alt kiimeye sahip ise X

uzaywma ayrilabilirdir denir.

Ornek 2.1.2. C [a, D] fonksiyon uzayr ayrilabilirdir. Fakat (s dizi uzayt ayrilabilir degildir.

2.1.2 Lineer Uzaylar ve Normlu Uzaylar

Tamm 2.1.9. [7] Bir K cismi iizerinde bir X vektor uzayt Xx,y,... elemanlarindan olusan ve
lizerinde iki cebirsel islemin tanimlt oldugu bos olmayan bir X kiimesidir oyle ki X kiimesi
toplama adim verdigimiz ve X iizerinde bir i¢ islem olan "+" islemi ile bir Abel grubu ve dis
islem dedigimiz

S KxX —X, (0x) — a-x

4



skalerle carpma islemiyle de bir gruptur.
Ornek 2.1.3. C [a, D] fonksiyon uzayt R veya C cismi iizerinde vektor uzayidur.

Tamm 2.1.10. [7] X bir vektor uzayi ve Y C X olsun X ten miras kalan cebirsel iglemlerle Y

de bir vektor uzayi oluyorsa Y ye X in bir alt vektor uzayi veya lineer alt uzay denir.

Teorem 2.1.1. [7]Y, X vektor uzaywun bir alt uzayidir. <= Va, B skaleri ve Vx, y €Y icin

o-x+B-yeYdir

Ornek 2.1.4. [8] R? de 0 merkezli 1 yaricapli acik yuvar ve kapall yuvar konveks kiimeler iken
R? de 0 merkezli 1 yaricapl cember konveks kiime degildir.

Tanmim 2.1.11. [10] Bir X vektor uzayinda uy,uy, ..., u, vektorlerini goz oniine alalim.
n
Z O U =01 U1 +0p-uUp~+...+ 0y - Uy
k=1
seklinde oy skalerleri degistikce ortaya cikan vektorlere uy,uy, ..., u, vektorlerinin bir lineer

kombinasyonu adi verilir.

Tanmm 2.1.12. [10] A = {uy,u,...,u,} kiimesi bir X vektor uzayimn bir alt kiimesi olsun.
ay,00,...,0, skaler olmak iizere
n
ZOCk-MkZO@OCkZO, (1<k<n)
k=1

oluyorsa A ya lineer bagimsiz kiime, aksi halde lineer bagimli kiime adi verilir.

Tammm 2.1.13. [10] x1,x2, ..., x, vektorlerinin tiim muhtemel lineer kombinasyonlarinin
olusturdugu kiimeye bu vektorlerin gerdigi uzay denir. Ve span (xy,xa,...,X,) seklinde gosterilir.
Eger span(x1,x3,..,X,) = X oluyorsa x\,xy,....x, elemanlart X vektor uzaymm geriyor tabiri

kullanilr.

Tamm 2.1.14. [7]V bir K cismi iizerinde bir vektir uzayi olsun. Reel degerli ||-|| : X — R bir

fonksiyon her u,v € X ve her A € K icin
|lul| =0 <= u=0,
14 - ul| = [A] [|u]

e +vI[ < flul[ + [Iv]

sartlarmni sagliyorsa ||-|| fonksiyonuna V iizerinde bir norm, (V,||-||) ikilisine de normlu uzay

denir.



Ornek 2.1.5. Kompleks terimli ve simirly biitiin dizilerin kiimesi olan

lo = {xe (xx) C C:sup |x <°°}
k

dizi uzayi
[lx[| = sup |x]
k
normu ile bir normlu uzaydir.
Sonuc¢ 2.1.1. [7] Her normlu uzay
dx y) =[x =y

norm metrigi ile bir metrik uzaydir.

Ornek 2.1.6. x € C|a,b] olmak iizere C|a, b),
= t
il = max [x(t)]

normu ile bir Banach uzayudir.

Ornek 2.1.7. p > 1 olan bir reel sayi olsun.

Ep:{xe(xk)CC:i|xk\p<oo}

k=1

1
oo p
[x[| = <Z [k —yk|p)
=1

1
oo p
d(x,y) = |x =yl = (Z \Xk—yk|p>
k=1

lineer uzayt

ile bir normlu uzaydur. Ayrica ¢,

esitligi bir metriktir. Boylece (£, d) ikilisi bir metrik uzaydr.
Ornek 2.1.8. /.. dizi uzay:
|l x]| = sup |x]
k

normu ile bir Banach uzayudur.



2.1.3 I¢ Carpim Uzaylan ve Hilbert Uzaylar

Tamm 2.1.15. [11] X bir vektor uzayi ve (-,-): X x X — K’ ya bir fonksiyon olsun. Burada K X
vektor uzaymmn cismidir. Eger (-,-) isareti ile gosterilen fonksiyon asagidaki sartlart sagliyorsa

X tizerinde bir i¢ carpim adint alir.

(xx) > 0ve (xx) =0 x=6,
(xy) = (nx),

(o-xy) =a-(xy)

(x+rz) = (x2)+(2)

Tamm 2.1.16. [10] H bir i¢ carpim uzayt olsun. I¢ ¢carpum normu olan
Il = /(% x)
normuyla H tam ise H ye bir Hilbert uzay denir.

Ornek 2.1.9. u = (u1,uy, ...,u,) € C" ve, v = (v1,v2,...v,) € C" olmak iizere;

i¢c carpim altinda C" bir Hilbert uzayudr.
Tamm 2.1.17. [10] Bir X i¢ ¢carpim uzaywnda. x ve y gibi iki elemani goz oniine alalim.
(xy) =0

oluyorsa, x, y elemanlarina diktir denir ve x 1y seklinde gosterilir. S C X olsun. Her x,y € S
icin x Ly ise S’ye ortagonaldir denir. Ayrica S’ nin her elemaninin normu 1 ise yani ||x|| = 1

oluyorsa S’ye ortonormal kiime denir.



3. QUASILINEER UZAYLAR VE NORMLU QUASILINEER UZAYLAR

Fonksiyonel analizde bircok 6nemli uzay ¢esidi 6rneg8i olan Normlu uzaylar, Banach uzaylari ve
Hilbert uzaylar vektor uzay kavramu iizerine inga edilmistir. Quasilineer uzaylarin vektor uzay
yapisina benzedigi ancak vektor uzay yapisindan ayiran 6zelligi uzaydaki her elemanin tersinin
mevcut olmamasidir. Eger bir quasilineer uzayda her elemanin tersi mevcut ise kismi siralama
bagintis1 “=" bagintisina doniisiir ve uzay bir vektor uzay olur. Aseev quasilineer uzaylarda
tanimlanan norm fonksiyonunun da ayn: kimi siralama bagintist ile vektor uzaylardaki norm

fonksiyonuna doniistiigiinii gostermistir.

Fonksiyonel analizden biliyoruz ki her i¢ ¢arpim uzay1 aynit zamanda bir normlu uzaydir.
Bu boliimde i¢ ¢arpim fonksiyonu ile quasilineer uzay iizerinde bir norm olusturulabilecegini,
boylelikle vektor uzaylarda oldugu gibi quasilineer uzaylarda da bir i¢ carpim tanimlanabilecegi

[5] numarali kaynaktan faydalanilarak gosterilecektir.

Bu boliimde Aseev’in [1] numarali caligmasi temel alinarak quasilineer uzaylar, normlu
quasilineer uzaylar, quasilineer uzaylarda lineer bagimlilik-bagimsizlik kavramlar: tanitilacaktir.
Yine bu boliimde i¢ ¢arpim quasilineer uzaylar ve Hilbert quasilineer uzaylarin tanimlari [S] dan
yararlanilarak verilecektir. Son olarak da tezin dordiincii boliimiinde sik¢a kullandigimiz zemin

kavrami ve konsolide quasilineer uzay yapisini bu boliimde tanimladik.

3.0.1 Quasilineer Uzaylar

Tanim 3.0.1. [1] (X, <) bir kismi sirali kiime olsun. Her x, y, z, v € X icin ve her o, 3 skalerleri

icin cebirsel toplama ve skalerle carpma

+ X xX—X

X xK—X



islemleri < bagintisina uyumlu bir sekilde asagidaki sartlart sagliyorsa X kiimesine bir

quasilineer uzay adi verilir

x<x (3.0.1)
x=2yvey=zoldugunda x < z (3.0.2)

x Xyvey = xoldugunda x =y (3.0.3)
XF+y=y+x (3.04)
(x+y)+z=x++2) (3.0.5)

x+ 0 = 0 +x = x olacak sekilde X ’in sifir elemani denilen bir 6 € X vardi,  (3.0.6)

o (B-x)=(a-B)-x (3.0.7)
o-(x+y)=a-x+ao-y, (3.0.8)
l-x=x (3.0.9)

0-x=0 (3.0.10)

(a+B) x=0o-x+p-x (3.0.11)
x23y,z223v=x+z=Xy+v (3.0.12)
xy=—=0a-x=20-y (3.0.13)

Onerme 3.0.1. [I] Lineer uzaylar “=" kismi siralama bagintistyla quasilineer uzaylardir:

Ancak her quasilineer uzayin lineer uzay oldugunu soyleyemeyiz.
Onerme 3.0.2. [1] Her quasilineer uzaydaki sifir elemani yani 0 minimaldir.

Tamm 3.0.2. [12] Bir X quasilineer uzayinda x elemanimin toplamaya gore tersi varsa x
elemanina regiiler eleman, yoksa x elemanina singiiler eleman denir. Tiim regiiler elemanlarin
kiimesi X, ile gosterilir. Tiim singiiler elemanlarin kiimesi de 0 elemanini da dahil ederek

gosterdigimiz kiime ise X, kiimesidir.

Onerme 3.0.3. [12] Quasilineer uzaylarda regiiler elemanlar minimaldir.



3.0.2 Quasilineer Uzaylar Uzerinde Norm Kavrami
Tamm 3.0.3. [1] X bir quasilineer uzaydan reel sayilara tanumly ||-|| fonksiyonu su dzelliklere
sahip ise X iizerinde bir norm adint alir. Her u, v vektorii ve her o skaleri icin
u=0<|lul|=0
[l v]| < flaef] + V]
lla-ul| = || ||ul|, (o skaler)
u 2 voldugunda ||u|| < |]v||

Her 0 > 0 ig¢inu <v+ug ve |lug|| < 8 olacak sekilde en az bir ug € X var ise u < v olur.

Bu durumda (X,

|-||) ikilisine bir normlu quasilineer uzay denir. Kisaca (NQLS) yazarak

gosterecegiz.

3.0.3 Quasilineer Uzaylar Uzerinde I¢ Carpim Kavramm

Bu boliimde vektor uzaylar ile ilgili olarak lineer cebirde bildigimiz i¢ ¢arpim kavraminin
quasilineer uzaylar i¢in verilen genellestirmesini ifade edecegiz.Bu tanim verilirken [5] numarali

kaynaktan yararlanilmigtir.

Tamm 3.0.4. /5] Bir X quasilineer uzaywinda her x, y, z, u, v € X ve her o € R icin asagidaki
sartlart saglayan (-,-) : X x X — Q(R) fonksiyonuna i¢ carpum fonksiyonu X’e bu i¢ ¢carpum

ile birlikte quasilineer i¢ carpum uzayt denir:

X,y €X, oldugunda (x, y) € (Qc(R)), =R, (3.0.14)
x+y2) S x2)+0 2, (3.0.15)
(@-xy)=a (xy), (3.0.16)
(xy) =0 x, (3.0.17)

x € X, icin (x, x) > 0ve (x, x) = {0} < x = {0}, (3.0.18)

1 ¥ o) =sup {lI{t, ) : 7 € B s€ K}, (3.0.19)
x = yveu=voldugunda (x, u) C (y, v) (3.0.20)

Ve > 0 igin bir xe € X vardur oyle ki

XX y+xeve (xg, xg) CSe(0) isex <y (3.0.21)
dir. Burada S¢(0) kiimesi Q(R) nin sifir merkezli €-yarigapl kiiresidir.
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3.0.4 Quasilineer Uzaylarda Quasilineer Bagimhilik-Bagimsizhik

Tamim 3.0.5. [3] X bir quasilineer uzay olsun. {u};_; C X ve {o};_; C R olmak iizere
oy -u1+0-uy+...+0,; u, =u

olacak sekilde u elemamina {uy };_, kiimesinin bir lineer kombinasyonu
op-ur+0-up+...+0, - u, 2 u

olacak gekilde u elemamina ise {uy};_, kiimesinin bir quasilineer kombinasyonu (kisaca

ql-kombinasyonu) denir.

Tamm 3.0.6. [3] X bir quasilineer uzay olsun ve A, X in herhangi bir alt kiimesi kabul edilsin.
n

k=1

QspA:{uEX:

O - up U, Uy, U, ..., Uy €A, 001,0p,...,04 € R}

olarak tamimlanir.

Diger taraftan A nin gerdigi uzay ise SpA seklinde tanimlanir.

n
SpA = {u eX: Z O - Uy = U, Uy, U, ..., Uy €A, U1,00,...,04, € R}
k=1

dir. SpA C QOspA dir. Eger X bir vektor uzayi ise SpA = QspA olur.

Ornek 3.0.1. /3] (Ig, Q) intervaller uzaymmda B = {{\/ﬁ }} kiimesinin quasigerdigi kiime

QspB:Qsp{{\/i}} = {xEHR:ﬁ-{\/E} Cux, B ER} =1Ir
dir. Vx € I icin
B- {\/5} Cx
sartint saglayan bir B € R mevcuttur. Ayrica SpB = (Ir), dir.

Sonug 3.0.1. [3] Dejenere aralik tek nokta kiimesinden olusur ve a € R olmak iizere {{a}}

kiimesi g yi quasi gerer.
Tanmm 3.0.7. [3] (X, =) bir quasilineer uzay {uy};_; C X ve {4 };_; C R olsun.
0, <A -ur+Aup+...+A,-u,

olmast durumu sadece Ay = Ay = ... = A, = 0 oldugunda mevcut ise {”k}Z:1 kiimesine
quasilineer bagimsiz diyecegiz ve bu durumu kisaca (ql- bagimsiz) seklinde yazacagiz. Bu sart

saglanmiyorsa quasilineer bagimli kisaca (ql-bagumli) diyecegiz.
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Ornek 3.0.2. Iy quasilineer uzayinda {[1,3]} tek nokta kiimesini goz oniine alalim. Bu kiime
icin
{0} Ca-[1,3]
sartim saglayacak tek o skaleri O dir. Oyleyse bu tek nokta kiimesi quasilineer bagimsizdir:
Ornek 3.0.3. Ir quasilineer uzayinda {[1,3], {[—3, — 1]}} kiimesi verilsin. a; = o = 2 icin
{0} Coy-[13]+ - [-3,— 1] =[-4,4]

saglanacagindan {[1,3], {[-3, — 1]} } kiimesi Ig de ql-bagimlidir.

Simdi gosterecegimiz bazi tek nokta kiimeleri ql-bagimli olabiliyor. Lineer cebirde boyle bir

durum asla olmazdi. Ciinkii O hari¢ tek nokta kiimeleri lineer bagimsizdir.

Ornek 3.0.4. {[—2,3]} kiimesi Ig’ de gl-bagimlidir: Bunun sebebi sudur: {0} C o - [—2,3]

yvazdigimizda bircok a reel sayist icin bu bagintimin saglandigint goriiriiz. So6z gelimi o0 = %

bagimlidir.

Tezin dordiince boliimiinde ]1]12g nin konsolide quasilineer uzay oldugunu soyledik. Simdi ise
bu kavrami daha iyi anlayabilmek icin konsolide quasilineer uzay tanimini verecegiz. Konsolide
quasilineer uzaylar iizerinde bir i¢ ¢carpim tanimlandig1 icin olduk¢a 6nemli bir uzay cesididir.

Konsolide quasilineer uzay tanimin1 vermeden 6nce zemin kavramindan bahsedecegiz.

Tanim 3.0.8. X bir quasilineer uzay ve u € X olsun. u dan énce gelen tiim regiiler elemanlarin

kiimesine u nun zemini denir. u nun zemini IF,, ile gosterilir ve daha formal olarak
F,={xeX,:x2u}

seklinde tanimlanmir. Burada X, daha once de belirttigimiz gibi X quasilineer uzayinin regiiler

alt uzaym gostermektedir.

Biliyoruz ki X quasilineer uzayinin zemini X, regiiler alt uzayidir. Ayrica X bir lineer uzay
ise X in zemini kendisidir. Yani Fx = X dir. Bu yiizden lineer uzaylar yani vektor uzaylari icin

zemin kavrami gereksizdir.
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Tamim 3.0.9. (Konsolide Quasilineer Uzay) X bir quasilineer uzay olsun. Eger X in her elemani
zemininin supremumu oluyorsa X uzaywma saglam zeminli veya daha pratik olarak konsolide

uzay adi verilir. Daha detayli olarak X in her u elemani igin
u= supF, =sup{x e X,:x 2 u}
= =

oluyorsa X e konsolide uzay adi verilir. Burada supremum X quasilineer uzay: iizerindeki kismi

stralama bagintist olan < bagintisi iizerinden alinmaktadir.
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4. C([a,b],Ir) KONSOLIDE QUASILINEER UZAYI ve IKi BOYUTLU
INTERVALLER UZAYI

Bilimdeki uygulamalarda quasilineer uzaylarla ilgili en ¢ok karsimiza cikan ve islenen
quasilineer uzay Ornegi reel sayilarin kapali araliklarinin uzayr olan Iy uzayidir. Ig nin bir
quasilineer uzay oldugu Aseev’in [1] numarali ¢calismasinda gosterilmistir. Bu uzaylarin cebirsel
yapisina iligkin kapsamli arastirmalar da [2], [3] ve [4] numarali kaynaklarda incelenmistir.
Iz uzaymin 6nemli bir 6zelligi de konsolide bir quasilineer uzay olmasidir. Bu 6zellik bize
uzaydaki herbir elemanin, uzayin hamel bazi olan bir tek nokta kiimesi yardimiyla elde
edilebilcegini gostermistir. Bunun i¢in g nin “C” bagintisiyla bir quasilineer uzay oldugunu
gostermemiz ve bu bagintiya gore ise supremumu kullanmamiz gerekiyor. Soz gelimi [1,3] =
sup{A-{1}; A €[1,3]} seklinde tek tiirlii gosterebiliriz. Burada supremum, Iy yi quasilineer
u%ay yapan “C” bagimntisi iizerinden alinmaktadir. Her [a,b] € I igin bu temsil mevcuttur ve
supremumu bulmak miimkiindiir. Bunun temel sebebi de Ir nin konsolide uzay olmasindan
kaynaklanir. g nin 6nemli alt uzaylart ise (Ig),, (Ir)s ve (Ig)sym dir. Bu uzaylar sirastyla Ig
nin singiiler, regiiler ve simetrik alt uzaylaridir. Bu béliimde C ([a,b], Iz) fonksiyon uzayinin
bir quasilineer uzay ornegi teskil ettigini gosterdik. Bilindigi gibi klasik analizde 6nemli bir
yer tutan C[a,b] fonksiyon uzayi; [a,b] araligindan R ye veya C ye tanimh biitiin siirekli
fonksiyonlarin olusturdugu kiimedir. Biz de bu tanima benzer sekilde C (|a,b], Ir) fonksiyon
uzayimnin tanimin1 verdik. Ayni zamanda bu fonksiyon uzaymin tipki Ir uzayr gibi regiiler,
singiiler ve simetrik alt uzaylara sahip oldugunu ve konsolide bir quasilineer uzay yapisina
sahip oldugunu ¢alismamizda gosterdik. C ([a,b], Ir) uzayinin bir i¢ ¢arpim quasilineer uzay
oldugunu gosterdik. Yine bu boliimde iki boyutlu intervaller uzayr kavramina yer verdik.
Bu kiimenin ozellikleri [6] da gosterilmistir. Interval degerli fonksiyonlar arasinda diklik
kavramimin tamimlandigimi sodyledik ve bunlarla ilgili orneklere yer verdik. Son olarak da
bu boliimde i¢ carpim kullanilarak sinyal isleme alaninda bazi non-deterministik sinyallerin

enerjilerini tahmin etme ile ilgili bir uygulama da verilmistir.
Tamm 4.0.1. C([a,b], Ir) uzay
fec(lab], Ir) <= f:lab] —Ig

seklinde yani [a,b] araligindan Ig ye tanimly siirekli fonksiyonlarin uzayidir.

Burada siireklilik i¢in [a,b] tizerindeki metrik ile bilinen mutlak deger metrigi iken Ig

tizerindeki metrik Hausdorff metrigidir. Hausdorff metrigi ve bu metrige iliskin bilgiler
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Ikinci boliimde yer alan R deki metrikte n = 1 hali icin anlatilmistir. Oradaki bilgilerde
Qc(R") igin verilen metrik » = 1 hali i¢in yani Q¢ (R) = I dir. Bu metrik ise A, B € Iy igin

D(A,B) = max {supinf |a—b|, supinf |a—b|}

seklinde tanimlanir. Bu metrikle I nin tam metrik uzay oldugunu biliyoruz. Ayrica bu metrik
uzay sayilabilir ve yogun olan bir alt kiimeye sahip ise bu metrik uzaya ayrilabilir metrik uzay

denir.

Bir f fonksiyonunun siirekli olmasini su sekilde karakterize edebiliriz: (x,), [a,b] aralifinda
bir dizi ise x, — x € [a,b] olmasi halinde f( x,) — f(x) oluyorsa f fonksiyonuna siireklidir

denir. Uzaylarin metriklerini kullanarak
f : la,b] — I fonksiyonu siireklidir < |x, — x| — 0 ise D(f(x,), f(x)) — 0
dir. Yani bu sart saglandiginda f € C([a,b], Ig) deriz.
Simdi C ([a,b], Ig) ye 6rnekler verelim:

Ornek 4.0.1. Oncelikle R kiimesi I icerisinde bir kopya oldugundan [a,b] — R ye siirekli
fonksiyonlar C (la,b], Ir)’ nin bir elemamdir. Yani C[a,b] C C (|a,b], Ir) dir.

Ornek 4.0.2. f:[0,1] = Iz f(x) = [0,x] fonksiyonunu diisiinelim. f € C ([a,b], Ig) oldugunu
yani [’ nin siirekli oldugunu gosterelim. x,, — x yani |x, —x| — 0 oldugunu kabul edelim.

Bu durumda D(f (x,), f(x)) — 0 oldugunu gostermeliyiz. D(f(x,), f(x)) = D([0,x,], [0,x]) dir.

Simdi D’nin tamimum dikkate alarak su degerlere bakalim.

sup { inf |a—b|}:|xn—x|

a€[0,xy) be[0,x]

ve

sup { inf \a—b|} = |x — x|
be[0,x] Lac[0x]

dir. Ayrica |x, — x| = |x — x,| oldugunu da dikkate alirsak

D([0,x,],[0,x]) = max {|x, —x

e =xal b= |xn — x|
dir. Kabuliimiizden |x, — x| — 0 oldugunu gérmiis oluruz.

Diger taraftan;
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Teorem 4.0.1. fi, f>: [a,b] — I ve x € [a,b] olmak iizere C (|a,b], Ir) kiimesi
(f1 4+ /2)(x) = fi(x) + fa(x) ve
(af)(x) = af(x), x €R

cebirsel islemleri ve

fi(x) 2 fo(x) & Vx € [a,b] icin f1(x) C fo(x)
kismi siralama bagintistyla bir quasilineer uzaydir.

Ispat: “C” icerme bagintisinin I quasilineer uzayu iizerinde bir kismi siralama bagintist oldugu

g0z Oniine alinirsa;

g

fgveg<fisef=g
ve

fgveg=2hisef=h

ozellikleri saglandigindan “<” bagmtist C([a,b], [r) kiimesi iizerinde bir kismi siralama

bagintisidir. Ayrica

fre=g8+/,
fHg+h)=(f+8)+h,
0 sifir fonksiyonu olmak iizere
f+o=7f,
o, € Rigin
a(Bf) = (aB)f
a(f+g) =af+ag

lf=f
0f =6

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. x € [a,b] ve &, € R i¢in

((e+B)f(x) = (a+B)f(x) € eof(x) + B f(x) = (af +BS)(x)
16



oldugundan
(+B)f 2af+Bf

dir. fi = f> ve g1 = g2 olsun. Bu durumda her x € [a,D] igin

fi(x) € fa(x) ve g1(x) € g2(x) olup fi(x) + f2(x) € g1(x) + g2(x)

dir. O halde;

Hi+8 2 h+g
dir. Ayrica f < g ise her x € [a,b] i¢in f(x) C g(x) olacagindan & € R i¢in o f(x) C ag(x) olur.
Boylece her x € [a,b] i¢in (a.f)(x) C (ag)(x) olacagindan

of 2 og

dir. Boylece C ([a,b], Ig) kiimesi bir quasilineer uzaydir.
Simdi C ([a,b], Ir) quasilineer uzay1 iizerinde bir norm tanimlayacagiz. Tanimlayacagimiz

bu normun norm sartlarini sagladigin1 gosterecegiz.

Lemma 4.0.1. C([a,b], Ir) quasilineer uzay

= max || f(x
1= ma 751,
esitligiyle tanimli norm ile bir normlu quasilineer uzaydir.

Ispat: f siirekli bir fonksiyon oldugundan ve metrik uzaylar arasinda tammli siirekli

fonksiyonlar kompakt kiimeleri kompakt kiimelere doniistiirdiigiinden dolay1

max £ () 1

degeri mevcut olmak zorundadir. Bu nedenle || f||., normu iyi tanimlidir.

mav 1/ () + /(0] < max I3l + max 100l

x€la x€|
bu bize
1f1+ 2l < 1Al + 11 2]leo
ve

loe-fllew = lex] 11l

oldugunu gosterir.

x # 0 olmak tizere max || f(x)[|, >0
x€la,b] R
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olup || f1|., > 0 dir.

max (100 + /o0l < max 1)l + max /o3 s,

dir.

max [l f(x)llg, = lat]. max [17(2)ll
dir.

f1 = f2 olsun. Bu durumda her x € [a,b] i¢in fi(x) C fo(x) dir. Ir iizerindeki normun son

sartina dayanarak [| f1 (x)|p, < [[f2(x)|ly, olur. O halde

max 110l < max 1200 Nl

olup
1fille < 2]l
"dir.
Simdi kabul edelim ki her & > 0 igin f < g+ fe ve || fel.. = ity | felly, < € olacak sekilde

bir fe € C([a,b], Ir) elemani mevcut olsun. Bu durumda her x € [a,b] i¢in

f(x) € g(x) + fe(x)

ve || fel[, < € olur. Bu durumda I iizerindeki normun sartindan her x € [a,b] igin f(x) C g(x)

elde edilir. C([a,b], Ir) uzay1 iizerindeki kismi siralama bagintis1 tanimindan
f=g
sonucuna ulagilir.
Lemma 4.0.2. C([a,b], IR) bir konsolide quasilineer uzaydur.
Ispat: Her f € C([a,b], Ig) igin
F,= ﬁlig{g €C(la.b],Ir),: g = f}
oldugunu gosterecegiz. Yani,
Fr={g:[ab] = (Ir), : g(x) C f(x) her x € [a,b] i¢in}

olmak iizere f = suplF ; oldugunu gostermek istiyoruz. I ¢ kiimesinin iistten iistten sinirl oldugu
“g
aciktir. f, Fy kiimesi icin bir @ist sinirdir. $imdi bir 2 € C([a,b], Ir) elemamnin F ¢ kiimesi i¢in
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bagka bir iist sinir oldugunu kabul edelim. f < & oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. Kabul
edelim ki f £ h olsun. Bu durumda bir xo € R vardir dyleki f(xo) € h(xo) dir. O halde zg €
f(x0) iken zg ¢ h(xo) olacak sekilde bir zg € Ig vardir. Buradan {z9} ¢ f(xo) iken {zo} ¢ h(xo)
oldugunu séyleriz. Simdi g : [a,b] — (Ir),, g(x) = {zo} fonksiyonunu tammlayalim. g € F
oldugu aciktir. Ancak {z0} ¢ h(xo) oldugundan g £ h dir. Bu durum % nin F; kiimesi i¢in bir

tist sinir olmast ile gelisir. O halde f < & dir. Boylelikle ispat tamamlanmuis olur.

Onerme 4.0.1. C([a,b], Ir), quasilineer uzayr C([a,b], R) fonksiyon uzay: ile izometrik

izomorfiktir.

Ispat: f: [a,b] — Iy ve f(x) — f(x) =0 yani f € C([a,b], Ir), olsun. Bu durumda bir g € F
igin g(x) = {h(x)} seklinde yazilabilir. Oyleki 4 : [a,b] den R ye siirekli fonksiyondur.

Bu sekilde yazilabilmesinin sebebi g nin [a,b] den (Ir), ye siirekli bir fonksiyon olmasidir.

(Ig), nin de R ye izometrik izomorfik oldugunu bildigimizden teoremin ispati verilmis olur.
Onerme 4.0.2. C([a,b], Ir), quasilineer uzay: C ([a,b], (Ir)s) ye denktir.
Onerme 4.0.3. C([a,b], Ir) sym quasilineer uzay C([a,b], (Ir)sym) ye denktir.

Ispat: f : [a,b] — Iy Syleki f simetrik yani f = — f olsun. Bu durumda her x € [a,b] icin f(x) =
—f(x) dir. Yani her x € [a,b] i¢in f(x) € (Ir)sym dir. Bu da bize f € C([a,b], (Ir)sym) oldugunu
gosterir. Tersine f € C([a,b], (Ir)sym) ise f : [a,b] = (Ir)sym stirekli olup her x € [a,b] icin
f(x) € (Ir)sym yani f(x) = —f(x)"dir. Bu bilgiler bize f € C([a,b], IR),y, oldugunu séyler.

Teorem 4.0.2. C ([a,b], Ir) fonksiyon uzayi iizerinde

B—

b
71 | [ W IR, ax

esitligi bir norm tammlar. Yani;

o=

b
171+ | [ (suple)2ax
o 1Ef(x)

esitligi C ([a,b], Ig) iizerinde baska bir normdur.

Ispat: Aseev [1] numarali ¢alismasinda gostermistir ki S bir kompakt topolojik uzay olmak

iizere ve X de tam bir Q uzay1 olmak iizere C(S(X)) de bir quasilineer uzaydir. Diger taraftan
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aymi ¢alismadan biliyoruz ki (L, [a,b],Ir)

b P

1715 ([ (suplely7a
) 1ef)

normu ile tam normlu quasilineer uzaydir. Yani ¢ = 2 i¢in L;([a,b],Ig) bir tam normlu
quasilineer uzaydir ve bu uzay lizerindeki norm da teoremde ifade edilen normdur. Simdi
biliyoruz ki C([a,b],Ir) uzayt Ly([a,b],Igx) normlu uzaymin bir alt uzayidir. Oyleyse
C ([a,b], Ig) de yukaridaki norm ile bir normlu quasilineer uzaydir. Bunu su sekilde kolayca
gorebiliriz. Biliyoruz ki C ([a,b], Ir), regiiler alt uzay1 C ([a,b], Ig) nin bir alt uzayidir. Ayrica
C([a,b], Ir),’nin C[a,b] ye denk oldugunu sdylemistik. Dolay1siyla bu uzay iizerindeki yukarida

tanimladigimiz norm su hali alir:

1 1
2 2

b b
17 | fIrelEar | = | [lrePas

Bu normla C [a,b] nin tam olmadigim klasik fonksiyonel analizden biliyoruz. Denklikten dolay1
C([a,b], Ir), regiiler alt uzay1 da bu normla tam olamaz. Buradan goriiyoruz ki C ([a,b], Ir) nin
bir parcasi olan daha dogrusu regiiler alt uzay1 tam degildir. Oyleyse C ([a,b], Ir) quasilineer

uzay1 da ||-||, normuyla tam olmayan bir normlu quasilineer uzaydir.

Simdi C([a,b],r) uzayr iizerinde bir i¢ carpim tanimlayacagiz. Bunu tanimlarken
“Aumann” integralinden faydalanacagiz. C ([a,b], Ig) uzay: iizerinde bir i¢ carpim tanimlan-

digin1 gostermek i¢in [4] numarali tezdeki metodu kullanacagiz.

Teorem 4.0.3. f, g € C([a,b], IR) icin

(4) b -
)= [, Fo.s0ar =[50, 70 - [s(). 50 ar
esitligi C ([a,b], Ir) iizerinde bir i¢c ¢carpum tamumlar ve béylece C (|a,b], Ir) quasilineer i¢
carpim uzayudir.

Ispat: Ispati [4] numaral tezdeki metoda benzer sekilde yapilir.

Burada f : [a,b] — Ir ve g : [a,b] — Ir ye siirekli fonksiyonlar oldugunu sdylemistik.
Aumann integrali kullanilarak daha once verdigimiz i¢ carpim tanimi bu tanmimla aymidir ve
bu tamim daha kullanighdir. Buna gore interval degerli fonksiyonlar arasinda diklik kavrami

da tanimlanir. Burada biliyoruz ki Iy intervaller iizerindeki i¢ ¢arpim araliklar arasindaki bu
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carpma ile ilgili bilgiler ve 6zellikleri [6] kaynaginda detayli bir sekilde belirtilmigtir. Fakat
bunun Quasilineer uzaylar {lizerinde tanimlanan i¢ carpim anlaminda bir i¢ carpim oldugu
bilinmemekteydi. Kolayca gosterilebilir ki [5] de ortaya atilan i¢ carpim ozelliklerini Iy

tizerinde bilinen carpma islemi saglar.

Uyari 4.0.1. C|a,b] uzaymun C (|a,b], Ig) uzayimun bir alt uzayr oldugunu soylemistik. Ayrica
Cla,b]’ nin ashnda bu uzaywn regiiler alt uzayt oldugunu da soyledik. Eger yukaridaki i¢ carpum
da f ve g fonksiyonlarim C ([a,b], Ir), den yani regiiler alt uzaylardan segersek f ve g dejenere
interval degerli olur ki bu f ve g’ nin reel degerli fonksiyonlar olmast haline denk gelir. Bu

durumda
b b - -
(.8 = [ £0rgar= [ [£0), 70)] - [g0). 5] at
a a
i¢ carpimu reel sayiar cismi iizerinde tamml C |a,b] vektor uzay iizerindeki ayni sembollerle

tammlanan i¢ ¢arpim olur. C [a,b] iizerinde bu i¢ carpumdan dogan norm,

2

b
71 { [ 17 Par

seklinde tamimli normdur. Bu norm ile Cla,b] nin tam olmadigim yani bir Hilbert uzay:

olmadigin biliyoruz. Bu nedenle (f,g) = fff(t).g(t)dt = ff [M, m} . [@ ﬁ} dt i¢
carpmyla C ([a,b], Ir) quasilineer uzayt da bir Hilbert quasilineer uzay degildir.

Simdi bu i¢ uzayinda iki elemanin birbirine dik olmasi tanimini verelim. Bu tanim daha

onceki i¢ carpim quasilineer uzaylar ile ilgili tanimlardan elde edilmistir.

Tamm 4.0.2. X bir i¢c carpim gls ve x, y € X olsun. (x, y) = {0} oluyorsa x ve y elemanlarina

diktir denir. A C X ve her x, y € A igin (x, y) = {0} oluyorsa A kiimesine dik kiime adi verilir.

Ornek 4.0.3. f:[0, 7] — g, f(t) =sint ve g: [0, t] — I, g(t) = cost fonksiyonlarin goz
oniine alalim. Bu dejenere interval degerli fonksiyonlarin C ([a,b], Ir, (,)) i¢c ¢carpim uzaymnda

birbirine dik oldugunu soyleyecegiz.

(.8 = [ ) gy

Bu fonksiyonlar aslinda C [a,b] fonksiyon uzayindaki reel degerli sint ve cost fonksiyonlaridir

ve siireklidirler. Tabiki bu fonksiyonlara denk olan dejenere interval degerli yukaridaki f ve g
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fonksiyonlart da siirekli fonksiyonlardir. Yani f € C (|a,b], Ir) dir.
T T
(f,q) = / £(0).g(t)dr = / [sint, sinf] - [cost, cost]dr
0 0
T
z/ [sin? - cost, sint - cost]dt
0

T
&/ sint-cost dt =0
0

oldugunu biliyoruz. Yani bu iki dejenere interval birbirine diktir.

[0, cost],t€ (0, F
[cost, 0], t€ |5,

0, sin?| seklinde tamimlanan interval-degerli fonksiyonlar siireklidir bu nedenle C([a,b], Ig)

Ornek 4.04. f:[0, 7] — Ig , f(t) = { ve g:[0,t] = Ig, gt) =

nin elemanidir. Fakat ortogonal degildirler.

g(t) = [0, sint] nin siirekli oldugunu gérmek kolaydir. f: [0, 7] — Ig olmak iizere

f0)= { [0,cos1], 1 € {o,%

[cost,0], 1€ |3, @

fonksiyonunun 7 noktasinda siirekli oldugunu gosterelim. Bu nokta diginda [0, 7] araligiin

diger noktalarinda f nin siirekliligini ispatlamak kolaydir. Kabul geregi (tn — 5,n €0, n])

oldugundan |t, — %| — 0 yazili. D (f(t),(f(%3)) — 0 nudur?
Burdan ¢, — §+,tn e (% 7r) ise
T
D(f(t).f(5)) =D (leost,0] . {0})
= ||[costn,0]|]| —> 0 (n — o)
Simdi #, — 5 kabul edelim. Bu durumda
T
D(f (). f(3)) = D([0,cost,] . {0})
= ||[0,cost,]|| —> 0 (n — o0)
Bu durum bize f fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterir.

Tamm 4.0.3. f : g — I fonksiyonu verilsin. [a,b] C [c,d] i¢in inclusion izotonik f ([a,b]) C
f ([e,d]) oluyorsa f fonksiyonuna inclusion izotonik adi verilir. Eger f nin tamm kiimesi Iy

araligi yerine R alimirsa f’nin inclusion izotonik olmaswn tanimi su olur:

a = b oldugunda, (a ve b reel sayilar) f(a) = f(b) sekline doniisiir.

Simdi boylece f([a,b]) — Ir ye bir fonksiyon inclusion izotoniktir.
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Lemma 4.0.3. f([a,b]) — IR ye siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

/[“’b] o= [/[a,b} fdr /[a,b} mdt]

olur. Burada f(t) ve f(t) [a,b] — Ig ye tamumli alt sinir ve iist sinir fonksiyonlaridur. Ve

f(t) = [@ m]

dir.

Bu lemma interval degerli fonksiyonlarin integrallerinin bulunmasinda énemli bir sonugtur
ve [6] dan alinmistir ve sayfa 131 de sunulmustur. Bu sonug ile birlikte f ve g fonksiyonlar

siirekli oldugunda yani f, g € C([a,b], [r) oldugunda

= [ rwata= [ [0, 70 -[s0). 70 ar
= [ sw 5]

r {/{lb&dt, /ab Wdr]

Burada

e
—
Il

t

min{ £(1) - g(0), £(1) - 0). F0)-g(0). £(1) (1)}

t .
(1) = max{ (1) 8(0), £(2)-&(0), 70) (1), (1) -20)}

A

C([a,b], Ir) iizerindeki bu i¢ ¢arpim vasitasiyla interval degerli bazi siirekli zamanli
sinyallerin enerjilerini hesaplayabiliyoruz. Bu hesab1 i¢ ¢carpim quasilineer uzaylar iizerindeki
normun karesi ile verebiliyoruz. Bdylece non-deterministik yani deterministik olmayan
sinyallerin enerjilerini yaklasik olarak tahmin edebiliyoruz. Tahmin ne kadar yakin elde edilirse
o kadar avantajlidir. Zaten belirli kisitlamalar1 olmayan yani hi¢bir bilgiye sahip oldugunu
bilmedigimiz bir sinyalin enerjisini tahmin bile edemeyiz. Fakat sinyal degerlerinin belli aralikta
oldugunu biliyorsak veya bagka bir deterministik sinyale belli derecede benzedigini biliyorsak
sinyal enerjisine dair bilgi edinebilmek kolaylagabilir. Boyle bir durumda non-deterministik
sinyalimize eksik bilgiye sahip sinyal adi verilir.

Simdi sinyal islemeye dair kisa bilgiler verelim. Sinyal isleme teorisi elektirigin icadindan

sonra gelismeye baglamis bir alandir. Dogadan gelen analog sinyalleri degistirebilmek, istenilen

formata sokabilmek, parazitten arindirabilmek, genliklerini diisiirebilmek veya bagka diger
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filtreleme islemleri yapabilme olayina sinyal igleme adini veriyoruz. Bu islemi yapabilmek icin
oncelikle cesitli sinyalleri matematiksel olarak tanimlamak gerekir. Sinyal iglemede ilk olarak
karsimiza ¢ikan sinyaller zaman sinyalleriydi. Buna gore sinyalin matematiksel tanimi soyle

verilmisti.

Tamm 4.0.4. Reel sayilardan kompleks sayilara tanimlt herhangi bir fonksiyona bir zaman

sinyali diyoruz.

Zaman en iyi modelleyen matematiksel obje reel sayilardir. Bircok durumda reel sayilarin
[a,b] aralig1 f sinyalinin tamim kiimesi segilir ve boyle bir kisitlamaya gidilir. Sinyal enerjisi
bir¢cok durumda hesaplanmasi gereken onemli bir kavramdir. Bunun i¢in 6zel bir Hilbert uzay1
secilir ve onun iizerindeki norma bakilir. Ozellikle de klasik sinyallerin enerjileri hesaplanirken
L,R veya L, |a,b] Hilbert uzaylar1 ve onun iizerindeki norma bakilir.Bu normun karesi ordaki
sinyalin enerjisini verecektir. Bu nedenle L,R veya L; [a,b] Hilbert uzaylarina sonlu enerjili,
diger bir deyisle enerjisi hesaplanabilen sinyallerin uzay1 adi verilir. Boylece L,R nin herbir
elemant siirekli-zamanli sonlu enerjili sinyallerdir. Analog zaman sinyalleri de bu tip sinyaller

kapsamina girer. Simdi interval-degerli sinyallerin tanimin1 verelim.

Tammm 4.0.5. Reel sayilardan lc kompleks interval degerli fonksiyonlara tanimli herbir
fonksiyona siirekli zamanli kompleks interval degerli sinyal adi verilir. Eger bu fonksiyon R nin
bir alt araligindan veya R’den Iy’ ye tanimli ise siirekli zamanli interval degerli sinyal adini

alr.

Birazdan verecegimiz problemde siirekli zamanli interval degerli sinyal kavrami kullanila-
caktir. Interval degerli sinyallerin enerjilerini hesaplayabilmek icin de L, (R, I¢), L, ([a,b], Ig)
i¢ carpim quasilineer uzaylari kullanilir. C ([a,b], Ir) fonksiyon uzay1 L; ([a,b], Ir) uzayinin bir
alt quasilineer uzay1 olup bu uzay iizerindeki norm ile C ([a,b], Ig) uzaymin bir i¢ ¢arpim uzay1
oldugunu yukarida soyledik. Bu nedenle buradan C ([a,b], Ir)’ deki sinyallerin de enerjilerini

bu normla hesaplayabilmek miimkiindiir.

Simdi bu bilgileri kullanarak eksik bilgiye sahip zaman sinyalinin enerjisini yaklasik olarak
nasil hesaplayacagiz, bunu gosteren bir 6rnek problem verelim.

Problem 4.0.1. Eksik bilgiye sahip deterministik olmayan bir v sinyalinin [0,1] araligindaki

% e~ dalgalar ( sinyalleri) arasinda oldugu gozlemlenmistir. Bu eksik bilgiye

degerlerini e~
sahip sinyalin enerjisi ne olabilir veya hangi reel sayilar arasinda bulunur bunun icin bir tahmin
veriniz.
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Lemma 4.0.4. Yukaridaki G(t) = [e_Z’ ,e ! } fonksiyonu siirekli bir fonksiyondur.

Ispat: G’nin her ¢ € [0,1] noktasinda dizisel siirekli oldugunu gostermek yeterlidir. 79 € [0,1]
olsun. Ve [0,1]” de t, — ty yani |t, —t9| — 0 (n — o) kabul edelim. G ((#,),G(tp) oldugunu
gostermeliyiz. G(1,) Ir’ de oldugundan Iy’ deki metrik D’ ye gére D(G(t,), G(to)) — 0 (n — o)

oldugunu kanitlamaliy1z.

D(G(t,),G(tg)) = D( [6_2’,e_t] , [e_zm,e_t”])

= max { ‘6’_2[" — e_%‘ , {e_[" —e 0 }}

olur. Klasik analizden biliyoruz ki e

ve e ' fonksiyonlar1 siirekli oldugundan dizisel
siireklidir. Ordaki metrik yani R’deki metrik |-| olup f, — #o oldugunda e %" — e~20 ve
e~ — ¢ olacaktir. Yani n — oo igin |e 2" — e~ 20| — 0 ve [e " — ¢ "0 — 0 olacak demektir.
Tabiki bunlarin maksimumu da n — o i¢in sifira gidecektir. Boylece tanimladigimiz interval

degerli G fonksiyonunun siirekli oldugunu gostermis oluruz.

Simdi yukaridaki probleme tekrar donelim. G’ nin siirekli olmasi bize yukaridaki
teoremi kullanma hakki verecektir. G’nin integralle tanimlanan normunun karesini kolayca
hesaplayabilecegiz. Buna gore

1

(G,G)= [ (G(t).G(1))dt

o0 o 5

1
[8721, eit] . [eth, eit] dr

1
|:e*4l‘, 6721i| dt

M rl 4 1 5
/ e / e “dt
1Jo 0

1 +1 1 +1
| det 47T 22
1 I 1 1 }

I
S— S— S>— S—

olur. Bu bize (G, G)’nin normu enerjiyi ifade edeceginden, problemdeki v non-deterministik

sinyalinin ( fonksiyonunun) enerjisinin % — 2—22 degerinden fazla olamayacagin goriiriiz. Ayrica

v’ nin enerjisinin % — ﬁ degerinden de kiiciik olmayacagini gormiis oluyoruz. Bu durum sinyal

enerjisinin ne oldugunu bilmesek bile enerji diizeyi hakkinda onemli bir tahmin olacaktir.
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4.0.1 Iki Boyutlu Intervaller Uzay

Reel sayilarin kapali araliklarinin kiimesi I olmak iizere iki boyutlu kapali intervallerin
olusturdugu kiime ]IHZ% olarak gosterilecektir. Bu kiimenin ozellikleri [6] da gosterilmisgtir.
Simdi bu uzayin bir elemani ([)ﬂ, x_l} , @, x_z] ) seklinde reel kapali interval ikililerinden

olusmaktadir. Bu kiimenin ]I%R nin elemanlar1 arasinda toplama olarak adlandirilan iglem,
(bros 7], 22 %2]) + (lyn, 315 2, 32])
= (v + v ¥+ 31 [ 432, 2+ 2] )

seklinde tanimlanir. & € R olmak iizere

o ([x, 7], [x22]) = (e[ 1] o o, 32 )

seklinde skalerle carpma islemi tanimlanir. Ayrica

([x 7], [r2. 73]) € ([, 1] [v2, 72]) <= [0 7] € [y1, 77]

ve [)2, x_z] C [)2, y_z] olmak iizere iki boyutlu intervaller arasinda C ile gosterilen kismi siralama
bagintis1 tanimlanir. Bu islemler ve bu bagintiyla H]%Q bir quasilineer uzaydir ve qls oldugu

gosterilebilir. Ayrica

([ 71]s %)), (3]s [2.32)))
=hzlm,x—k}~[y_k,y—k}

seklinde tamimli i¢ carpimla bir i¢ carpim uzayidir. Bu bilgiler [S], [13] , [3] ve [14]
kaynaklarindan elde edilir. Simdi buna gore birbirine dik iki boyutlu interval ¢ifti 6rnegdi

verecegiz.

Ornek 4.0.5. ([1,2], [0, 0]) € 12 ve ([0, 0], [1, 5)) € I3, olmak iizere bu iki eleman 1% i¢ ¢arpim

uzayinda birbirine ortogonaldir. Bunu gosterelim.

(([1, 2], [0, 0]), ([0, 0], [1, 5]))
=[1,2][0, 0]+ [0, 0 - [1, 5] = {0}

oldugundan bu iki eleman ]II%R’ de birbirine ortogonaldir.
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JI]%g de yukarida i¢ ¢carpimdan dogan norm

(b ] [z 7)) || = o/ o 3] o 1)+ [, 2] [ 3] |

seklinde bulunur.

Ornek 4.0.6. ([—1, 3], [2,4]) € I ve ([1, 2], [-2, 1)) € I3 olmak iizere bu iki eleman I3 i¢
carpim uzaywmda birbirine ortogonal degildir. Bunu gosterelim.
((=1.3]-12.4), ([1, 2], [=2,1])) = [=1, 3] [1, 2] + [2, 4] - [-2, 1]
=[-2, 6]+[-8, 4]
= [-10, 10]
oldugundan bu elemanlar ortogonal degildir.

Teorem 4.0.4. ki boyutlu intervaller uzay: H]%{ bir quasilineer uzaydr.

ispat: X = ([)ﬂ, x_1], [)2, x_z]) ve ( yl,y_ﬂ, yz,y_z]) elemanlan ]II%R’ nin keyfi iki elemani
olsun ve yukarida tanimlanan iglemler ve iki boyutlu intervallerin alt kiime olma bagintisinin
quasilineer uzay sartlarin1 sagladiginmi gosterecegiz. Simdi Hﬂ%{, nin quasilineer uzay olma

sartlarint saglayalim.
1) x Cxoldugunu ([x, ¥, [x2, %2]) C ([x1.X7], [x2.%2]) ancak ve ancak [x;, ¥7] C [x1, X1]
ve [x2, %3] C [x2, %3] oldugundan kolayca gdstermis oluruz.
2) x Cyvey C zkabul edelim. Bu durumda
([x. 7], [x2.%2]) € ([y1, 31, [y2, 72])

Ve

(D3] D2 32]) € ([ 7] [22:22)

olur buradan

e i) € [y v ve [y v € [z, 7]
buluruz. ve ayn1 zamanda

v 2] € [y, 32] ve [y2,32] € |22, 22

yazariz. Boylece alt kiime bagintisinin 6zelliginden

o 1] € [z 7] ve [ 2] € (22,22

oldugu ortaya cikar. Bu ise x C z oldugunu gosterir.
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3) x CyveyC xkabul edelim. Bu durumda

(b i) 22 %2]) € (b 3]s 2. 32])

Ve

(e 71], [p2.32]) € ([x1. 7], [x2, 72])

olur. Bu durumda interval ikililerinin esitligi kavramini hatrilayacak olursak Buradan da

olur.

[x2. 2] = [y2. 32] ve [y2, 2] = [22. 2]

yazilabileceginden bu durum 3’ ii ispatlar.
4) x+y=y-+x oldugunu gostermek kolaydir.
5) x+(y+z) = (x+Yy) +z ozelligini gostermek kolaydir.

6) x + 0 = 0 + x olacak sekilde X’in sifir elemani denilen 6 elemam vardir. Simdi bunu

gosterelim.
0 = ([0,0], [0,0]) € If dir. ve her x = ([x1, X7], [x2, %) € I icin 6 +x=x+ 6°dur.
Boylece 0 ]I]%’ nin etkisiz elemanidir. Yani sifiridir.
7, 8,9 ve 10. ozellikleri gostermek rutin ve kolay bir istir..

11)

(a+B)x=(a+B) ([x1, %], [x2,72])

((a+B) [x1, 7], (0 +B) [x2, 7))

C (a [x, %] + B [x1, 7], & [x2, B2] + B [x2, 73] )
= (o [x1, 71] , 0t [x2, 73] ) + (B [x1. 71] . B [12. T3] )
= ax+ PBx.
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12) x Cyve z Cvise x+z C y—+ vsartim gosterecegiz x C y ve z C v kabul edilsin. Burada

e=([z1. 71 [22. 22)) €T ve v = ([v1. 71] . [v2. 73] ) € Iy di
(o 7] [, 3]) € ([0, 51 [y2,72]) ve

(2171 (22, 22]) € ([, vi] s [y, v2))
oldugundan

o 1] € [y 31 ve [0, %] € [y, 77

(21, 71] - € [ vi] ve (22, 73] € [v2, 7]
olur

Lot X1] + [z, Z1) € [ve, 1) + [y, 31] ve
2, %] + [22, 2] € [v2, 73] + [y2, 72

elde ederiz. x4z C y + v oldugunu sdyler.

13) xCyise o-x C o -y sartinm1 gosterecegiz. Hipotezden x C y ise

[x1, X1] € [y1, 31] ve [x2,72) C [y2,72]

olur. & skaleri i¢in

o [x1. X1] C o [y1. 31] ve & [x, 3] € o [y2. 2]
yazabiliriz. Boylece o - x C o -y elde edilir ve ispat tamamlanir.

Uyar1 4.0.2. 13 nin regiiler alt uzayt x = ([x1, x1], [x2, x2]) seklindeki dejenere aralik ¢iftleridir.
Yani (H]%{)r bu sekilde aralik ciftlerinden olusmaktadir. Ayrica (]I]%%)r alt uzayt R? vektor uzayina

denk olup bu uzay lineer uzay olan bir quasilineer uzaydir.

I% nin singiiler alt uzay: yani (I})  dejenere olmayan has aralik ciftlerinden olusur ve bu
alt uzay vektor uzay1 olmayan bir quasilineer uzaydir. Ornegin ([1, 2], [-3, 4]) € (H%%)s iken
([1,1], [3,3]) ¢ (]I]%)s 12 nin diger bir 6nemli alt uzay1 da (]I]%)sym uzayidir. Bu uzay (I3) nin de
bir alt uzay1 olup tabiki vektodr uzayi olmayan bir quasilineer uzaydir. (H%R)sym nin elemanlarina

simetrik interval ¢iftleri adim veriyoruz.

Ornek 4.0.7. ([-2, 2], [-5, 5]) € (Ig),,,, dir
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Teorem 4.0.5. ]I%R bir konsolide quasilineer uzaydur.

Ispat: ]I%Q’ nin herbir elemaninin birinci ve ikinci koordinatlarinin birer reel interval oldugunu
hatirlayalim. Ayrica Ir nin konsolide quasilineer uzay oldugunu biliyoruz. Bu nedenle her bir
y €lr

y=sup{x:xCy,xe(Ir),} =sup{x:x e R}
< <

seklinde yazilabilir. Oyleyse herbir y = ( [)ﬂ , y_d , [)2, y_ZD € H]ﬁ icin de

y= (1], yz,y—z})=(sgp{x:xg[y_l,y—l}},sgp{x:xg[y_z,y—z]b

x regiiler x regiiler

yazabiliriz. Bu ise ispati tamamlar.
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