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ONUR SOZU

2

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Kontakt Yapili Istatistiksel Manifoldlarin Geometrisi
baglikli bu calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir diisecek bir yardima bagvurmaksizin
tarafimdan yazildigina ve yararlandigim biitiin kaynaklarin hem metin icinde hem de
kaynakcada yontemine uygun bi¢imde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla
dogrularim.
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1. GIRIS

Modern diferensiyel geometrinin en 6nemli ve en genis teorilerinden biri olan manifoldlar teori-
sinin 6nemli alt basliklarindan birisi de kontakt geometridir. Kontakt geometrinin uygulamalari
termodinamik, mekanik ve optik gibi farkli alanlarda kendine yer bulmaktadir. Kontakt geometri
1815’lerde Hamilton, Huygens ve Jacobi’nin geometrik optikler iizerindeki calismalarindan

dogmustur. Kontakt geometrinin yapi taglarini kontakt manifoldlar olusturmaktadar.

Kontakt manifold, (2n+ 1) —boyutlu diferansiyellenebilir M manifoldu iizerinde n 1—form

ile verilen
nA(dn)" #0
sartin1 saglayan bir manifolddur [1].

1960’1arda Sasaki, (2n+ 1) —boyutlu diferansiyellenebilir bir M manifoldu iizerinde 1 bir

1-form, & bir vektor alani ve ¢ de (1, 1)—tipli bir tensor alan1 olmak iizere

nE)=1ve¢p*=-I+nE&

sartlarini saglayan (¢, &, n) ticliisiiniin hemen hemen kontakt yap1 ve bu yapiyla birlikte verilen
(M, ¢,E,n) dortliisiiniin ise hemen hemen kontakt manifold oldugunu ifade etmistir. Ayrica M

manifoldu tizerinde

g(PX,0Y) =g (X,Y) —n(X)n (¥) ve g (X,§) =1 (X)

denklemlerini saglayan bir g metrigi tamimlayarak hemen hemen kontakt metrik manifold

kavramini tanimlamistir [2].

Bilgi geometrisi olarak adlandirilan istatistiksel manifoldlar teorisi, ilk 1945’te C. R.
Rao’nun bir makalesiyle baslamistir [3]. Sonrasinda istatistiksel manifoldlar iizerinde cesitli
geometrik yapilar incelenmeye calisilmigtir. 1980’lerde istatistiksel yap1 kavrami tanitilmis ve
bu da bilgi geometrisinde yeni arastirmalara zemin hazirlamigtir. 1985 yilinda, afin geometride
dual konneksiyon (eslenik konneksiyon) kavrami ilk kez Amari tarafindan istatistiklere

aktarilmagtir.



(M, g) Riemann manifoldu iizerinde V torsiyonsuz bir afin konneksiyon olmak iizere

(Vxg)(Y,Z) = (Vrg)(X,Z)

kosulu saglaniyorsa (V,g) ikilisi bir istatistiksel yap1 ve (M,V,g) icliisii de bir istatistiksel

manifold olarak adlandirilir. Ayrica M tizerinde
Zg(X,Y)=g(VzX,Y)+g(X,V5Y)

seklinde tanimlanan M nin V* afin konneksiyonuna V nin dual konneksiyonu (eslenik

konneksiyon) denir [4], [5].

Amari tarafindan verilen eglenik (dual) konneksiyon kavramindan sonra U. Simon da dual

konneksiyon ile ilgili miikemmel bir arastirma yapmustir [6].

Bu kavramlara gore istatistiksel manifoldlarin diferansiyel geometrisi, farkli geometrik
yapilar eklenerek geometriciler tarafindan incelenmektedir. T. Kurose afin uzayda istatistiksel
manifoldlarin afin inversiyonlarini calismis ve afin geometri ile istatistiksel manifoldlarin
geometrisi arasinda yakin bir iligki oldugunu gormiistiir. Son yillarda H. Furuhuta belli bir
konneksiyon ile bir Kaehler manifoldunu g6z oniine alarak holomorfik istatistiksel manifoldu
tanimlamigstir. Diger yandan K. Takano istatistiksel manifoldlar {izerinde uygun kompleks ve
uygun kontakt yapilar gbz Oniine alarak Kaehler-like ve Sasaki-like istatistiksel manifoldlar
tamimlamigtir. C. Murathan da Takano’nun verdigi bu caligmalar1 hemen hemen kosimplektik

istatistiksel manifoldlara genisletmistir ( [7], [8], [9], [10]).

Yiiksek Lisans Tezi olarak olusturulan bu calismada, 6nce kontakt yapili manifold ardindan
hemen hemen kontakt yap1 ile hemen hemen kontakt manifold ve Sasakian yapi ile Sasakian
manifold kavramlar1 verilerek bazi karakterizasyonlar incelendi. Daha sonra istatistiksel yap1
ve istatistiksel manifold kavrami verildi. Kontakt yap1 yardimiyla kontakt istatistiksel manifold
ve Sasakian istatistiksel manifold kavramlar: ifade edilerek bunlarin geometrisi incelendi. Bazi

karekterizasyon ve sonuglar verildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde bize yardimci olacak, ileriki boliimlerde kullanacagimiz bazi temel kavramlara yer

verilecektir.

Tamm 2.0.1. M bir Hausdorff uzay olsun. M de her bir acik alt kiime, n—boyutlu bir R uzayina
yva da bu uzayda bir acik alt kiimeye homeomorf oluyorsa bu durumda M ye bir topolojik
manifold adi verilir [11].

Tanim 2.0.2. n—boyutlu bir M topolojik manifoldunun U a¢ik alt kiimesi y homeomorfizmi ile

n—boyutlu bir R uzayimin 'V agik alt kiimesine eglenebilirse, soyle ki
yv:U—VCR"
ise bu durumda (U, y) ye M de bir harita (koordinat komsulugu) adi verilir [11].

Tanmim 2.0.3. n—boyutlu bir topolojik manifold M olsun. B bir indis kiimesi ve {Uﬁ } BeB de M

manifoldunun bir agik ortiisii olarak verilsin. Her B € B icin Wg homeomorfizmi altinda, yani
Yg . U B — Vﬁ CcR"
seklinde Ug ya homeomorf olabilecek R" uzayinda bir Vg agik alt kiimesi var olup, meydana

gelen (Uﬁ, y/ﬁ) haritalarinin {(Uﬁ, wﬁ)}ﬁeB ailesine M manifoldunun bir atlasi (koordinat

komsulugu sistemi) denir [11].

Tanmm 2.0.4. n—boyutlu M topolojik manifoldunda bir S = {(Uﬁ, l//ﬁ)} BeB atlast verilmig
olsun. Sayet S de Ug NUqy # 0 ve her o, € B icin Ppy ile ¢op fonksiyonlari Ck—sinifindan
diferansiyellenebilir ise S atlasina C*—sinifindan diferansiyellenebilirdir denir. Eger M de S
atlast Ck—simifindan ise bu durumda S ye CX—sinifindan diferansiyellenebilir yapt adi verilir

[11].

Tammm 2.0.5. Uzerinde CK—simifindan bir diferansiyellenebilir yapt barindiran n—boyutlu
bir topolojik M manifolduna C*—simifindan diferansiyellenebilir manifold adi verilir. M deki
diferansiyellenebilir fonksiyonlar kiimesi C* (M,R) ile ifade edilir [11].

Tamm 2.0.6. M bir diferansiyellenebilir manifold ve o (I) da M iizerinde {(I,)} koordinat
komsulugu ile verilmis C*—simifindan bir egri olsun. o (1) = p € M olmak iizere,

V,:C*(M,R) — R

v df,  d(foa)
f_>7p[f]—i§d_xi|pvz——dxi li

olarak taniml 7 p fonksiyonuna o (I) egrisinin p deki tanjant vektorii ady verilir [12].
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Tammm 2.0.7. Diferansiyellenebilir bir M manifoldunun bir noktasi olan p deki tanjant

vektdrlerinin kiimesine tanjant uzay: adi verilir ve T,M seklinde gosterilir [13].

Tamm 2.0.8. Diferansiyellenebilir bir M manifoldunda her p noktasina bir X, tanjant vektorii

karsilik geliyorsa yani,

X:M— UpenTM

p—Xp

seklindeki doniigiime M de bir vektor alam adi verilir. Tiim vektor alanlarinn kiimesi y (M) ile

ifade edilir [11].

Tamm 2.0.9. Diferansiyellenebilir bir M manifoldunun p deki tanjant uzayr olan T,M nin
dualine kotanjant uzay: adi verilir ve bu uzay TyM seklinde ifade edilir. Ayrica T;M nin her

bir elemanina da kotanjant vektor denir [13].

Tamm 2.0.10. n—boyutlu bir M diferansiyellenebilir manifoldu iizerinde her bir kotanjant

vektore 1—form veya diferansiyel 1—form denir [13].

Tamm 2.0.11. M manifoldu diferansiyellenebilir ve n—boyutlu olsun. y (M) de bu manifold

iizerindeki vektor alanlarinin kiimesini gostersin. Sayet

Vix (M) x x (M) — x (M)

(X,Y) — V(X,Y) = VyY

seklinde tanimli olan doniisiim,

i) Vx (Y+Z) =VxY+VxZ
ii) fo+ng = fVxY +gVzY
iii) VxfY = fVxY+X (f)Y
iV) V(X—|—Y)Z =VxZ+VyZ

(2.0.1)

kosullarint saglryorsa M iizerinde Vx e X yoniindeki kovaryant tiirev ve V ya da bir afin

konneksiyon adi verilir [14].

Tamm 2.0.12. M diferansiyellenebilir bir manifoldu ve x (M) de bu manifold iizerindeki vektor

alanlarin kiimesini gostersin. Sayet g doniigiimii
g:x (M) x x(M)— C”(M,R)

asagidaki kosullart sagliyorsa g ye bir Riemann metrigi (metrik tensor) denir.
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i) g bilineerdir.
ii) g simetriktir.
iii) g pozitif tammlidir [13].

Tanmmm 2.0.13. Uzerinde bir Riemann metrigi tammlanms olan manifolda Riemann manifoldu

adi verilir [14].

Tamm 2.0.14. Diferansiyellenebilir M manifoldu iizerindeki vektor alanlarin kiimesi (M) ve

afin konneksiyon da V olsun.
T:x (M) x x (M) — x (M)
(X,)Y) — T (X,Y)=VxY —VyX —[X,Y]
seklinde tanmimli T ye torsiyon tensorii adi verilir.
Sayet T = 0 olmast durumunda yani,
[X,Y] =VxY —VyX (2.0.2)
ise M iizerinde V ya bir sifir torsiyonlu konneksiyon adi verilir [14].

Tamm 2.0.15. n—>boyutlu bir M Riemann manifoldunda V bir afin konneksiyonu ve y (M) de

bu manifold iizerindeki vektor alanlarin kiimesini gostersin. Sayet V doniigiimii

i) [X,Y] = VxY —VyX }

i) Xg (Y,Z) = g (Vx¥,Z) +8 (Y, VxZ) (2.0.3)

kosullarint sagliyorsa V ya bir Riemann konneksiyonu (Levi-Civita konneksiyonu) adi verilir.

Ayrica
2¢(VxY,2)=Xg(Y,Z)+Yg(X,Z)—Zg(X,Y) (2.0.4)
+8(Z,[X,Y])+g(Y,[Z,X]) — g (X,[Y,Z])
ifadesi Kozsul formiilii olarak bilinir [14].

Bundan sonra aksi belirtilmedigi siirece V ile gosterdigimiz Riemann (Levi-Civita)
konneksiyonunu Vile gosterecegiz.
Tanmm 2.0.16. M bir Riemann manifoldu, M iizerindeki vektor alanlarimin kiimesi y (M) ve
Riemann konneksiyonu da V olarak verilsin.
R:x (M) x x (M) x x(M)— x (M)
(X,Y,Z) — R(X,Y)Z=VxVyZ—VyVxZ —Vix yZ (2.0.5)
ile tamimlannus tensor alanina Riemann egrilik tensorii adi verilir [14].
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Tamm 2.0.17. M bir Riemann manifoldu, bu manifold iizerindeki vektor alanlarimin kiimesi

X (M) ve Riemann konneksiyonu da V olarak verilsin. M iizerinde

R:x (M) x (M) x x(M) x x(M)— C”(M.R)

(X,Y,Z,W) — R(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z,W) (2.0.6)
biciminde tanimlanmug tensdre bir Riemann-Christoffel egrilik tensorii adi verilir [15].

Teorem 2.0.1. M n—boyutlu bir Riemann manifoldu, bu manifold iizerindeki vektor alanlarinin

kiimesi )y (M) ve Riemann konneksiyonu da V olarak verilsin. O zaman

1)R(X,Y,Z,W)=—R(Y,X,Z,W)
2)R(X,Y)Z+R(Z,X)Y+R(Y,Z)X =0
3)R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X.Y)
4)R(X,Y,Z,W)=—R(X,Y,W,Z)

ifadeleri saglanir [11].

Tanim 2.0.18. n—boyutlu bir M Riemann manifoldunun egrilik tensor alani R olmak iizere,
Ric=S=iz{R— R(.,X)Y}

ifadesine v konneksiyonuna gore M manifoldunun Ricci egriligi adi verilir.

S = Ric, (0,2) —tipli bir tensér alant olup, T,M tanjant uzayimn bir {e;} ortonormal bazi
icin

Ric(X,Y) =Y g(R(e;,X)Y,e) (2.0.7)

-

1

dir [16].

Tanim 2.0.19. M diferansiyellenebilir manifoldunda X bir vektor alani, K bir tensor alant ve ¢

de 1—parametreli grup olsun. O zaman K min X e gore Lie tiirevi

(LxK)x = th—E%; K — (¢IK)x]

LxK = [X,K]

seklinde tanmimlanmir [17].



Onerme 2.0.1. X vektor alant yoniinde Ly ile gosterilen Lie tiirevi icin asagidaki ozellikler

saglamir. f,g € C* (M,R) ve H, K, K herhangi tensor alanlart olmak iizere,

i) LyY =[X,Y]

i) Lx f = X [f] = df (X)

iii) Ly (gY) = X (g)Y 4 gLxY

iv) Ly(K®K ) = (LyK) ® K +K® (LxK )
v) Lix y) = [Lx,Ly] = LxLy — LyLx

vi) (LxH)(Y) =X (H (Y)) - H ([X,Y])

Vii) (Lxg) (ZaY) :X(g(Z,Y)) _g([sz] >Y) —g(Z, [X7Y])

[13].

Teorem 2.0.2. M Riemann manifoldunun p noktasindaki non-dejenere tanjant diizlemi I1 olsun.

I1 diizleminin bir bazim {U,V '} olarak verelim. Bu durumda

~

RWU,V,U,V)

S T A M TAT

(2.0.8)

degerine 11 diizleminin kesitsel egriligi denir ve K (I1) ile gosterilir [14].



3. SASAKIAN MANIFOLDLAR

Bu boliimde oncelikle kontakt geometriyi olusturan kontakt manifoldlar iizerinde durulup,
ardindan hemen hemen kontakt manifoldlar, K-kontakt manifoldlar, Sasakian manifoldlar ve

bunlarin yapilar ile ilgili kavramlara yer verilecektir.

3.1 Kontakt Manifoldlar

Tanmm 3.1.1. M manifoldu diferansiyellenebilir ve (2n+ 1) —boyutlu olarak verilsin. Sayet M

nin her noktasinda M diferansiyel 1—formu mevcut ve

nA(dn)" #0 (3.1.1)

sarti saglaniyorsa M ye kontakt yapiya sahip bir manifold veya kisaca kontakt manifold adt

verilir. N 1—formuna ise bir kontakt form adi verilir. (dn)" ifadesi
(dn)" =dnAdnA...Adn

seklinde olup, n defa dis carpinu belirtir. 1 bir 1—form ve dn da bir 2—form oldugundan
NA(dn)" carpimi da (2n+1) formdur. Bu yiizden kontakt manifoldlar (2n+ 1) —boyutlu
manifoldlardir [1].

Teorem 3.1.1. (Darboux) w, n—boyutlu bir M diferansiyellenebilir manifoldunda bir 1—form

olarak verilsin. M iizerinde
(dw)"™ =0 ve wA (dw)? £0
ifadeleri saglansin. Buna gore M de
L
w=dy’t — Zy’dxl
i=1

olacak bicimde her bir nokta civarinda (xl,...,xp o y”_l’) seklinde bir koordinat sistemi

vardrr.

O halde Darboux teoreminden (2n+ 1) —boyutlu olan M kontakt manifoldun her bir

noktasinda
n

n :dz—Zyidxi ;i=1,2,...,n
i=1

seklinde bir (xi ) ,z) koordinat sistemi vardir [1].
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Ornek 3.1.1. Diferansiyellenebilir (2n+ 1) —boyutlu olarak verilmis bir M manifoldunda
diferansiyel 1 1—formu

n=dz— Zyidxi
i=1

olmak iizere, n = 1 icin M> de nAdn # 0 dir. Gercekten
n=dz—y'dx'
olmak iizere,
dn =d(dz) —dy' Adx' —y'd (dx")
dir. Burada d(dz) = d*z = 0 ve d(dx') = d?x! = 0 oldugu icin
dn = —dy'Adx!
= dx'Ady'
olur. O halde
NAdn = (dz—y'dx") A (dx' Ady")
= [dzA (dx'Ady")] — [y'dx' A (dx' Ady")]
= dx'Ady'Adz
#0

dir. Boylece 3—boyutlu M manifoldu bir kontakt manifolddur. Simdi [18] de verilen 6rnegin

farkl bir versiyonunu verelim.

Ornek 3.1.2. M3 diferansiyellenebilir manifoldunun her bir (x,y,z) noktasi civarindaki
diferansiyel 1 1—formu
N = sinzdx 4+ coszdy

olarak verilsin. O zaman NAdn # 0 olup, M? bir kontakt manifolddur. Gercekten

dn = coszdzAdx + sinzd (dx) — sinzdzAdy + cos zd (dy)

= cos zdzAdx — sinzdzAdy
oldugundan, buna gore

NAdn = (sinzdx + coszdy) A (cos zdzAdx — sinzdzAdy)

— —sin® zdxAdzAdy + cos® zdyAdzAdx



= sin® zdxAdyAdz + cos® zdxAdyAdz
= (0052 7+ sin? z) (dxAdyAdz)
= (dxAdyAd?)
#0
dir. Boylece 3—boyutlu M manifoldu bir kontakt manifolddur.
Tamm 3.1.2. M kontakt (2n+ 1) —boyutlu manifoldu n kontakt 1—formu ile verilsin. O zaman
D={XexM)|n(X)=0}
olarak tamimli D kiimesine M nin kontakt distribiisyonu adi verilir [1].
Ornek 3.1.3. R3 de (xl,yl,z) kartezyen koordinatlar olsun. 1 diferansiyel 1—formu
n =dz—y'dx'

R3 iizerinde bir kontakt yapidir. Burada D kontakt distribiisyonu

9
X = — +y' 2
1 =3 ) 3%
ve
J .
XnJri:a—yi ;l:l,Z,...,n

tarafindan gerilir. Ornek (3.1.1) de nAdn # 0 oldugunu géstermistik. Simdi D kontakt

distribiisyon kiimesini elde edelim.

n (X)) =dz (X)) —y'dx' (x,)

. & 18 1 1 a 1a
_dz(8x1 ty 9z>_y dx (8x1 +y 8Z)
—yl !

=0

ve

N (Xnti) = dz (Xpsi) — y'dx' (Xpi)
—del) -y (5
=0
dir. Dolayistyla kontakt distribiisyon
D ={X\,Xnti € x (M) |1 (X1) =0ve N (Xnyi) =0}

seklinde elde edilir.
10



Tamm 3.1.3. Diferansiyellenebilir M kontakt (2n+ 1) —boyutlu manifoldu n kontakt 1—formu
ile verilsin. Sayet

Hn(E)=1

ii) dn (§,X) =0
kosullarim saglayacak & ile gosterilen bir global vektér alant mevcutsa & ye kontakt yapinin

karekteristik vektor alant denir [1].
Ornek 3.1.4. 3—boyutlu diferansiyellenebilir bir M manifoldunun her bir (xl ! ,z) noktasinda
n= sinzdx! -l-coszdyl

diferansiyel 1—formu icin

ﬁ—smzi-i—cosza € x (M)

ox! dy!
ifadesi karekteristik vektor alant sartlarini saglayan tek vektor alanidir. Gergekten
d d
n(€) = (sinzdxl —I—coszdyl) (smza 2 +cosza—yl)
= sin® zdx! (a o) + sinzcos zdx' (3y )
+ coszsinzd 1(i) +cos? zd (i)
S2Ey 51 @y ay!
= sin’z+cos’z
=1

dir. Ayrica
dn = —coszdx' Adz — sinzdzAdy'

olmak iizere,
dn (&,X) = [~ coszdx' Adz —sinzdzAdy'] (€,X)
= —cosz[dx' (£)dz(X) —dx' (X)dz(&)]
—sinz [dz(&)dy' (X) —dz(X)dy' (£)]

_ J J i .
= —cosz[dx! (81nz—+cosza )dz (X) —dx (X)dz(sszJrcosza—yl)]

dx!
— sinz[dz(sin + i)d (X) —dz(X)dy' (sin i—i— = )]
sinzldz(sinz -7 coszgy1 y z v (sinzo COSZ&yl
— — coszsinzdx! (8 )dz (X )—cos zdx! (8y )dz(X)
+ coszsinzdx! (X)dz(ai) + cos? zdx! (X) dz(ai)

11



0 0
) Uiy 1
sin zdz(axl Ydy' (X) smzcoszdz(ayl)dy (X)

0 0
) 1 : 1 7
+sin“zdz (X) dy (ax1)+s1nzcoszdz (X)dy (ayl)

dir. Burada gerekli sadelestirmeler yapilirsa

dn (&,X)=0
olarak bulunur. Dolayist ile &, 1) kontakt yapisinin karekteristik vektor alani olur.

Sonu¢ 3.1.1. M kontakt manifolduyla birlikte verilmis M kontakt formunun cekirdegi Cek n

olmak iizere,

i) Cek n ={0}
ii) Cekn=D

dir [18].

3.2 Hemen Hemen Kontakt Manifoldlar

Tamm 3.2.1. M diferansiyellenebilir (2n+ 1) —boyutlu manifoldunda sirast ile (1,1), (1,0) ve
(0, 1) tipindeki ¢,&,n tensor alanlart verilsin. Sayet §,&,1n icin

Hn&) =1 (3.2.1)
i) 92X = X +1n(X)& (3.2.2)

sartlart saglaniyorsa (¢,&,M) iicliisiine M nin sahip oldugu hemen hemen (h.h.) kontakt yapt ve
bu yapiyla beraber verilmis (M, 9,&,n) dortliisiiyle gosterilen M nin kendisine ise h.h. kontakt
manifold adi verilir. M de

lineer

¢:x(M)— x (M)
E:M 1Ly (M)

orten
lineer

nixM) € MLR)

seklindedir [1].
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Ornek 3.2.1. (x,y,z) iiclisii R® de kartezyen koordinatlar olsun.

O:x (R3) —X (R3) lineer bir doniisiim olmak iizere, bu doniisiime karsilik gelen ¢ matrisi

olarak verilsin. O zaman (R3,¢,&,1) dortliisii (3.2.1) ve (3.2.2) kosullarim saglayan h.h.

kontakt manifolddur. Gergcekten

1 d d d
==~ (dz—ydx)2(5) =dz(==) —ydx(==) =1
M (E) = 5 (de—ydx)2(5) = de(5) ~ ydx(3)
olur X €y (R3) icin
X=a i#—a i#—a i
~ Tox 28y 30z
olmak iizere,
1 d d d
X)==(dz—yd — — —
n(X) =5 (ds-yds) (@5 4@ +as )
1 d d d
= —|la1dz= dz— dz—
2[a1 25 ta zay +a;3 zaz]
1 d d d
— —|yardx— dx— dx—
2[ya1 xax+ya2 xay+ya3 x&Z]
1
) (a3 —yay)
olur.
ai
Burada X vektor alanimin matris formu X = |ay | ve & karekteristik vektor alamina karsilik
as
0
gelen matris de & = |0 seklindedir.
2
Buna gore
—1 0 0 aj
’X=¢0@X)=[ 0 -1 0| |a
-y 0 O as
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-1 0 O aj 0 0 0\ |a
=10 -1 0 al+1 0 0 0] |a
0O 0 -1 as | -y 0 1 as
) -
=-hL(X)+ 0
—ya) +a3

0
=—X+(—ya;+a3z) |0

1 0
=—X+=(a3—yap) |0
2 2

=-X+nX)¢
dir. Dolayistyla (R3, (]),c‘;,n) h.h. kontakt manifolddur.

Onerme 3.2.1. M, (2n+ 1) —boyutlu manifoldunun sahip oldugu h.h. kontakt yapt (¢,&,1)

iicliisiiyle verilmis olsun. M iizerinde asagidaki esitlikler saglanir.

i) 9E =0 (3.2.3)
i) n(¢X) =0, (no¢=0) (3.2.4)
iii) rank ¢ =2n (3.2.5)

[13].

Ispat: i) (3.2.2) esitliginde X yerine & yazilirsa

9’6 =-E+n(§)&
olur. (3.2.1) den
P*E =0 (3.2.6)
elde edilir. Burada & = 0 oldugunu gorebilmek i¢in Olmayana Ergi yontemini uygulayalim.

Kabul edelim ki (3.2.6) esitligi i¢in ¢& # 0 olsun. (3.2.6) esitliginde & vektor alani yerine
& yazilirsa

9> (98) =0
olup, (3.2.2) esitliginden
n(98)& =¢¢ (3.2.7)
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bagintisi bulunur. Burada iki durum s6z konusudur; 1 (¢&) = 0 veya 1 (¢&) # 0 dir. Sayet
N (&) sifirise 9& de sifirdir. Bu da kabuliimiize gore ¢elismektedir. O halde ¢& = 0 olmalidur.
Sayet 1 (¢&) sifirdan farkl ise (3.2.7) esitligine sol taraftan ¢ uygulanirsa

0= 9%, =n(9&)p&

olup, buradan ¢ & nin sifir oldugu goriiliir. Bu da kabuliimiize gore ¢elismektedir. O halde ¢& =0
olmalidir. Boylece her iki durumdan da ¢& = 0 dur.

ii) (3.2.2) esitliginde X yerine ¢X yazilirsa
0°X = —0X+1(9X)& (3.2.8)

olarak bulunur. Diger taraftan
0°X = ¢ (¢°X)
ifadesinde (3.2.2) esitligi kullanilirsa, ¢ lineer oldugundan

¢°X = —pX +1(X) 9

olur. (3.2.3) esitliginden
03X = —¢X (3.2.9)

olur. (3.2.8) ve (3.2.9) esitlikleri karsilastirtlirsa
n(9X)§ =0

elde edilir. O halde £ # 0 oldugundan

n(¢X)=0
dir.

iii) Cek ¢, ¢ lineer doniigiimiiniin ¢ekirdegi olsun. Cekirdegin tanimina gore, VX € Cek ¢

icin X = 0 ifadesinin her iki yanina ¢ uygulanip, (3.2.2) kullanilirsa
¢ (¢X) = ¢(0)
¢$>X =0

olup, buradan
X=n(X)§
15



olarak bulunur. Dolayisiyla VX € Cek ¢ icin X € Sp {£} dir. Bu ise

Cek ¢ C Sp{&} (3.2.10)

olmasi demektir. VX € Sp{&} icin
X =A¢

yazilabilir. Bu ifadenin her iki yanina ¢ uygulanirsa
X =298

olup, (3.2.3) esitliginden
0X =0

olarak bulunur. Dolayisiyla VX € Sp {&} icin X € Cek ¢ dir. Yani
Sp{&} CCek ¢ (3.2.11)

olmasi demektir. O halde (3.2.10) ve (3.2.11) den Cek ¢ = Sp{&} dir.
rank ¢ + sifirlik ¢ = boy x (M) =2n+1
olmak tizere, boy (Cek ¢) = sifirlik ¢ = 1 oldugu i¢in
rank ¢ =2n

olur.

3.3 Hemen Hemen Kontakt Metrik Manifoldlar

Tamm 3.3.1. (¢,&,n) iicliisii M diferansiyellenebilir (2n+ 1) —boyutlu manifoldunun sahip

oldugu h.h. kontakt yapisini olustursun. M manifoldunun bir p noktasindaki g Riemann metrigi

g:T,M x T,M "™ R

simetrik— poz. tammli

olmak iizere, M manifoldu iizerinde

i) g(X,8)=n(X) (3.3.1)
i) g(9X,9Y) =g (X,Y)—n(X)n(Y) (3.3.2)

kosullar: saglaniyorsa g ye bir bagdagsik metrik veya h.h. kontakt metrik, (¢,&,m,g) dortliisiine
M nin sahip oldugu h.h. kontakt metrik yapt ve bu yapryla birlikte verilen (M,$,&,1,8)

beslisiyle gosterilen M nin kendisine ise h.h. kontakt metrik manifold adi verilir [13].
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Buradaki (3.3.1) denklemi (3.3.2) esitliginden elde edilebilir. Gergekten (3.3.2) de Y vektor

alani yerine & yazilirsa
g(9X,08) =g(X,c)—n(X)n (&)

olarak bulunur. (3.2.1) ve (3.2.3) ifadelerinden
g(X,6)=n(X)

oldugu goriiliir.

Ornek 3.3.1. Daha énce Ornek (3.2.1) de verdigimiz (R3,(]>,§,n) h.h. kontakt manifoldunda

bir g metrigi soyle tamimlansin.

g=—((1+*)dx* +dy* + dz* — 2ydxdz)

FN.

ve g nin matris yazilimi
g=e 161)62 + ezzdy2 + 633d22 + 2e12dxdy + 2e13dxdz + 2er3dydz

olmak iizere, g metrigine karsilik gelen matris simetrik oldugundan bu metrige gore g matrisi

1 1+y2 0 —y
g:Z 0 1 0
-y 0 1

seklindedir. O zaman (R3,¢,&,1,g) besli yapist (3.3.1) ve (3.3.2) esitliklerini saglayan bir

hemen hemen kontakt metrik manifolddur. Gergcekten

X = (a1,a2,a3) € x (R?) i¢in

1
g(X,§)=[ala2a3]Z 0O 1 0 0
-y 0 1 2
1 2y
:Z[alazaﬂ 0
_2
1
25(03—yal)
dir. O halde
1
g(X75)25(03—y611)
1
n(X)=§(as—ya1)

17



oldugu i¢in
nX)=gX,8)

olup, (3.3.1) esitligi saglanir. Simdi de (3.3.2) esitliininin saglandigin1 gosterelim.

0 1 0\ |a ar
OX=1-1 0 0| |az| = |—a
0 y O | a3 | | yas |
0 1 0\ [b] [ by ]|
oY=1-1 0 0 by| = |—b;
0 y 0 b3_ _yb2
1
nX)= 3 (a3 —yay)
1
ny)= 5 (b3 —yb1)

dir. Biliyoruz ki
2(9X,0Y) = (9X)" g(¢Y)

oldugundan, buna gore

L (1 0 =\ [ b2
g(9X,9Y) = [ax —a yaz]Z 0 1 0 —by
-y 0 1 yba
1 [ b
= Z[az —ay yay) | —bi
| 0
1
= Z (azbz +a1b1)
1 1
nX)n () :E(a3_yal)§(b3_ybl)
1
=2 (a3bs — yasby —yaib3 + y*aib, )
ve
aj 1+y> 0 —y\ [by
g(X,Y) = |42 | 0 1 0 b2
as -y 0 1 b3
1
=1 ((1 +y2) a1by — ya1b3 + arby — yazb + azbs)
1 1
= 7 (a1b1 +a2b2) + 1 (a3b3 +y2a1b1 —yaibs —ya3b1)
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olarak bulunur. Bu ifadelerden (3.3.2) esitliginin saglandig1 goriiliir.

Onerme 3.3.1. M, diferansiyellenebilir (2n+ 1) —boyutlu manifoldunun sahip oldugu h.h.
kontakt yapr (¢,&,m) iicliisiiyle verilsin. M manifoldunda bir Riemann metrik her zaman

mevcuttur. Oyle ki (3.3.2) esitligi saglanir [1].

Ispat: Her manifold icin bir Riemann metrigi tanimlanabilir. Kabul edelim ki h,, M manifoldu

izerinde tamimlanmis bir herhangi Riemann metrik ve 4 da
h(X,Y)=h (¢°X,°Y) +n (X)n (¥)

olarak verilmis bir metrik olsun. Oncelikle bu metrigin bir Riemann metrik oldugunu gérelim.
i) h metriginin simetrik oldugu asikérdir. Gergekten A Riemann metrigi simetrik oldugundan
i (9°Y,97X) +1 (Y) 1 (X) =h(Y,X)
olup, buradan
h(X,Y)=h(Y,X)
elde edilir. Bu ise & nin simetrik oldugunu gosterir.
ii) h metrigi bilineerdir.
h/, ¢ ve 1 nin lineerliginden VA, u € Rile X, Y ve Z vektor alanlari igin
h(AX +uY,Z) =h (97 (AX +uY),0°Z)+n (AX +uY)n (Z))
=h [29°X + 1Y, 0*Z] + An (X)n (2)
+un¥)n(2)
= LK (0°X,0°Z) + uh' (9%Y,0°7)
+An(X)n(Z) +un (¥)n(Z)
=A[h (9°X,9°Z) +n (X)n (2)]
+ulh (9°Y,9°Z) +1 (Y)n (2)]
=Ah(X,Z)+uh(Y,Z)
oldugu aciktir. Diger taraftan

h(X,AY +uZ) =Ah(X,Y)+uh(X,Z2)

dir. Dolayisiyla & metrigi bilineerdir.
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iif) h metrigi pozitif tanimhdir.

Tanimladigimiz 4 metriginde Y yerine X alinirsa
(X, X)=h (9°X.0°X) + 17 (X)

olur. Kabuliimiize gore A bir Riemann metrik oldugundan 3 (¢2X ,0%X ) ifadesi X # 0 igin
pozitifdir. Ayrica n? (X) ifadesi de pozitif oldugu igin /2 (X, X) > 0 dir. Diger yandan / (X,X) =0

ise /' Riemann metrigi pozitif tamimh oldugundan 3 ((PZX 02X ) = 0 olup,

nX)=0

olur. Bu durumda 1 (X) = g (X, &) = 0 oldugundan X = 0 dir. Bylece A nin bir Riemann metrik
oldugu goriiliir. Simdi de g metrigini tanimlayip, g nin de bir Riemann metrik oldugunu gorelim.
Soyle ki

§0X,Y) = 3 [R(9X,0%) +h(X,¥) 47 (X) 0 (¥)] (333)

ile tantmlansin. Bu durumda g metrigi simetrik, bilineer ve pozitif tamimlidir. Ger¢ekten

i) g metriginin simetrik oldugu asikardir. 7 Riemann metrigi simetrik oldugundan (3.3.3) de
esitligin sag tarafi

%[h(q)Y,q)X) +h(Y,X)+n(Y)n (X))

seklinde yazilabilir. Bu durumda

§(X.¥) =g (V.X)
oldugu goriiliir. Bu da g nin simetrik oldugunu gosterir.
ii) g metrigi bilineerdir.
h, ¢ ve n nin lineerliginden, VA, u € Rve X, Y, Z € x (M) icin
2(AX +1Y,2) = %[h((f) (AX + 1Y), 0Z) +h (AX + u¥,2)
+1 (AX +uY)n (Z)]
= STHAOX +10Y,07) + Ah(X,Z) + uh(1,2)
+An(X)n (2) +pun (Y)n (2)]
= A{3 [h(9X,02) +h(X,Z) + 1 (X)n (2)]
Fu{51h(07.02) +h(Y.2) +0 (V) 0 (2)]}
=Ag(X,Z)+ug(¥,2)
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oldugu agiktir. Diger yandan
g(X,AY +uZ) =Ag(X,Y)+ug(X,Z)

dir.
iii) g metrigi pozitif tanimhdir.

Tanimladigimiz (3.3.3) ifadesinde Y yerine X alinirsa

g(X.X) =3 [n(oX,0X)+h(X,X)+n*(X)]

| =

olur. Sayet g (X,X) = 0 ise & Riemann metrigi pozitif tanimli oldugu i¢in

n(X)=0

oldugu aciktir. Bu durumda 1 (X) = g (X, &) = 0 oldugundan X = 0 olur. Diger taraftan X # 0
icin i bir Riemann metrik oldugundan % (¢X,¢X) ve h(X,X) ifadeleri pozitifdir. Ayrica n? (X)

de pozitif oldugundan g (X,X) > 0 dir. Boylece g metrigi de bir Riemann metrigi olur.

Tanimladigimiz (3.3.3) ifadesinde X yerine ¢X ve Y yerine de ¢Y yazilip, (3.2.2), (3.2.4)

ve (3.3.1) esitlikleri kullanilip, gerekli diizenlemeler yapilirsa

§(9X,07) = S [H(X,Y) +h(9X,9¥) 1 (X) 11 (¥) +21 (X) 7 (V)]
(X))

olarak bulunur. Dolayisiyla
oldugu goriiliir.

Sonug 3.3.1. (¢,&,n,g) dortliisii M diferansiyellenebilir (2n + 1) —boyutlu manifoldunun sahip

oldugu h.h. kontakt metrik yap olsun. ¢, g metrigine gore anti-simetrik tensor alanidir. Oyle ki
g(X,(])Y) = —g((])X,Y)
dir [13].

Ispat: (3.3.2) de Y nin yerine ¢Y yazilirsa

g (9X,9°Y) =g (X,0Y) —1 (X)n (Y)
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(3.2.2), (3.2.4) ve (3.3.1) esitliklerinden
—8(0X,Y)+n(Y)n (¢X) =g (X,9Y)
olur. Burada (3.2.4) esitligi kullanilirsa
g(X,0Y) = —g(¢X,Y)
bulunur. Buradan gorebiliriz ki ¢, g metrigine gore anti-simetrik tensor alanidir.
Sonug 3.3.2. Her X, Y € x (M) icin M de bir g metrigi

gixM) x x(M) — R

(X,Y) — g(X,¥)=XxTvy
seklinde tanimli olsun. Burada V, g ye karsilik gelen matris olmak iizere, ¢ lineer doniisiimii de

¢:x (M) — x (M)

X —oX=UX
Y — oY =UY
olarak tamumlansin. Bu durumda
vl'v=—-vu

dir [18].
Ispat: ¢, g metrigine gore anti-simetrik bir tensor alanidir. O zaman

g(UX,Y)=—g(X,UY)
wx)'vy = —x"v (Uy)

x'uTvy = —xTvuy
dir. Bu denklem soldan (X T) 71, sagdan Y ! ile carpilirsa
u'v=-vu

elde edilir. Ozel olarak V = igin
Ul =-U

olur. Bu da ¢ ye karsilik gelen matrisin anti-simetrik oldugunu gosterir.
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3.4 Kontakt Manifoldlarda Temel 2-Form

Tammm 3.4.1. Diferansiyellenebilir (2n+ 1) —boyutlu M manifoldunun sahip oldugu h.h.
kontakt metrik yapi (¢,&,1,g) dortliisiiyle verilsin. M de

®(X,Y) =g (X,9Y) =dn (X.Y) (3.4.1)

olarak tanimlanan ® global formuna h.h. kontakt metrik yapisinda bir temel 2—form adi verilir.

Kontaktlik tamimina gore ® temel 2—formu icin NA (®)" # 0 dir. Eger M de
dn (X,Y) = g(X,0Y) = B(X,Y) (3.42)

ifadesi saglamirsa (¢,&,m,g) dortlii yapisina M nin sahip oldugu kontakt metrik yapi ve bu
yapuyla birlikte verilmis (M,9,E,m,g) beslisiyle gisterilen M nin kendisine ise kontakt metrik
manifold adi verilir [13].

Ornek 3.4.1. Ornek (3.3.1) de gisterdigimiz R iizerindeki h.h. kontakt metrik manifoldun simdi

de temel 2—formunu bulalim.

1
n =5 (dz—ydx)
dn = % [d (dz) — dyAdx — yd (dx)]
= % (dxAdy)

dir. O halde (3.4.1) esitliginden
1
D= 5 (dxAdy)

ifadesinin (]R3, 0,&,n, g) beslisinde temel 2—form oldugunu soyleyebiliriz.

Sonu¢ 3.4.1. M iizerinde tamimli her kontakt metrik manifold aym zamanda bir kontakt
manifoldtur. Ayrica ® = dn kosulunu saglayan h.h. kontakt metrik yapisi da bir kontakt metrik
yapidir [13].

Onerme 3.4.1. M iizerinde bir N diferansiyel k—formu verilsin. Xo,X1,...,Xy € x (M) vektir

alanlart icin

1 & ,
an (XO, "'7Xk) = k‘f’—l (_l)le (rl (X07 - Xi, 7Xk))
i=0
1 o
+ﬁ Z (—1)I+JT] ([Xi,Xj] ,X(),...,X,‘,...,Xj,...,Xk)
* L osigi<k

23



formiilii saglamir. Her XY € x (M) igin sayet M bir 1—form ise bu durumda

2dn (X,Y) =X (n(Y)) =Y (n (X)) —n ([X,Y])

olur [13]. M h.h. kontakt metrik manifoldu icin (3.4.3) esitliginde (3.3.1) kullamilirsa

olur. Ayrica (2.0.3) ve (3.4.2) esitlikleri yardimiyla
20 (X,Y) = g(¥.Vx§) — g(X.Vr§)

oldugu agiknir.

(3.4.3)

(3.4.4)

Onerme 3.4.2. (¢0,E,n,2) kontakt metrik yapiyla verilen M diferansiyellenebilir

(2n+ 1) —boyutlu manifoldunda asagidaki ifadeler saglanur.

i)dn(X,9Y)+dn (¢X,Y)=0

ii) dn (X,§) =0
[13].
Ispat: i) (3.4.2) ifadesinde X gordiigiimiiz yere ¢X yazilirsa

dn (¢X.Y) =g(¢X,9Y)
olur. Benzer sekilde Y nin yerine de ¢Y yazilip, ¢ nin anti-simetrikligi kullanilirsa
dn (X, 9Y) = —g(¢X,9Y)
(3.4.7) ve (3.4.8) esitliklerinden
dn (X,9Y)+dn (¢X,Y) =0
olarak bulunur.
ii) (3.4.2) de Y nin yerine & yazilirsa
dn (X,8) =g(X,9¢)

olup, (3.2.3) esitliginden

dn(X,§)=0

elde edilir.
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3.5 Hemen Hemen Kontakt Manifoldlarin Torsiyon Tensorii

lineer

Tanim 3.5.1. Reel n—boyutlu bir vektor uzaytV olsun. J : V- — V endomorfizmi,
J=—1
ozelligini saglarsa J ye V de bir kompleks yapt denir [13].

Tamm 3.52. M nin sahip oldugu h.h. kontakt yapr (9,E.,n) iicliisiiyle verilsin.
(2n+ 1) —boyutlu diferansiyellenebilir M manifoldunda R Reel dogrusu bir manifold
oldugundan M x R de bir manifolddur. M x R deki vektor alamnt (X, f %) olarak verirsek,
buradaki X, M manifoldunun teget oldugu bir vektor alanini, f % bir fonksiyonu ve t de R
nin bir koordinatini temsil eder. O halde M x R manifoldunun tanjant uzayinda bir lineer J

doniisiimii

lineer

J:x(M x R)— x (M x R)

d d d
olarak tamumlamir [13].

Teorem 3.5.1. Yukarida tamimlanan J doniisiimii icin asagidaki ifadeler saglanir.
i) J Lineerdir.
i) J> = —1 dir [13].

Ispat: i) V (X, f4), (Y,.g4) € x (M x R)veAl, u€Rigin

X F9) +u(r,%)

=J(AX +pY,(Af+pg) %)
= (0 (AX+uY)—(Af+ug) &, n(AX +puy) %>

— (AOX + Y — AfE—pgE.An (X)L un )L

dt dt
= (A0X ~ A&, A1 (X) £)+ (HOY — g (V) 5)

= A(OX — FE.1 (X)) +H(OY —gEn (1) )

d d

oldugundan J doniisiimii lineerdir.
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i)V (X,f4) € x (M xR)igin
2y 94 _ 4
oldugundan, burada (3.5.1) esitligi iki kez kullanilirsa
d d
PCf5) = (09X = fE) =n(X) &, (X — £6) )

olur. 1 ve ¢ lineer oldugundan

PSS = (02X — 08 1 ()& (0 (9%) ~ () 5

dir. (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) ve (3.2.4) esitliklerinden

d

2 d _ “
J (Xafa)_ I(X’fdt)

olarak bulunur. ¥(X, f %) € x (M x R) i¢in bu esitlik saglandigindan
Jr=—I

olur. Burada 7 bir 6zdeslik fonksiyonudur. Lineer J doniisiimiine M x R manifoldunda bir h.h.

kompleks yap1 adi verilir.

Tamm 3.5.3. (¢,&.n,g) dortliisii M diferansiyellenebilir (2n+ 1) —boyutlu manifoldunun
sahip oldugu h.h. kontakt metrik yapisini olustursun. Oyle ki M x R iizerinde
L]:x(M x R) x x(M x R) — x(M x R)
d d d d
X, f—),(Y,g— X, f—),(Y,g—
(75 e )~ | )

= (X.Y],(X (&)=Y (/) 3) (352)

biciminde tanimli operatiore Braket operatorii denir [19].

Tamm 3.5.4. (2n+ 1) —boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu bir J h.h. kompleks yapisiyla
verilmig olsun. O zaman (1,2) —tipinde verilen
Np:x (M) x x (M) — x (M)
(X,Y) — Ny (X,Y) =J*([X,Y]) + [JX,JY]

—J(JX,Y])—J([X,JY])
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biciminde tanumli Ny tensér alant J nin Nijenhuis torsiyon tensorii olarak adlandirilir. J* = —I

oldugundan

N (X,Y) = —([X,Y])+ [JX,JY] — T (X, Y]) — J ([X,JY]) (3.5.3)

dir. Ozel olarak J yerine ¢ alinirsa

Ny (X,Y) = 0> ([X,Y])+ [0X,0Y] — ¢ ([9X,Y]) — ¢ ([X,0Y))
= _[XvY]+n[X>Y]€+[¢X’¢Y]_¢([¢X7Y])

— ¢ ([X,9Y]) (3.5.4)

biciminde tammli Ny, ¢ tensoriiniin Nijenhuis torsiyon tensorii olarak adlandirilur [13].

Tammm 3.5.5. M x R iizerinde J h.h. kompleks yapisi verilsin. Sayet Ny Nijenhuis torsiyon
tensorii stfir ise yani, Ny = 0 oluyorsa J ye integrallenebilirdir denir. Sayet J kompleks yaptsi
integrallenebilir ise o zaman (¢,&,n) iicliisiiyle verilen h.h. kontakt yapt normaldir diye

adlandiritlir [13].

Lemma 3.5.1. M, diferansiyellenebilir (2n+ 1) —boyutlu manifoldunun sahip oldugu h.h.

kontakt yapu (¢, &, m) iicliisiiyle verilsin. M de Lie tiirevine gore asagidaki esitlikler saglanir:

(Leo) (v) = [E,9Y]— ¢ (€,7)) (3.5.5)
(Len) (¥) =E(n(Y)) —n([E,Y]) (3.5.6)
(Loyn) (X) = oY1 (X) —n ([¢Y,X]) (3.5.7)

[20].

Teorem 3.5.2. (¢,&,m,g) dortliisii M diferansiyellenebilir (2n+ 1) —boyutlu manifoldunun

sahip oldugu h.h. kontakt metrik yapisini olustursun. Bu durumda

(Loyn) (X) = (Loxn) (¥)
dir [13].

Ispat: (3.4.3) de Y yerine @Y ve benzer olarak X yerine de ¢X alinip, iki farkli denklem seklinde

taraf tarafa toplanip, (3.2.4) esitligi kullanilirsa
2{dn (X,9Y)+dn (¢X,Y)} = —¢o¥Yn (X) —n ([X,9Y])
+0Xn (Y)—n([¢X,Y])
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ifadesi elde edilir. (3.4.5) esitliginden
oYn (X)+n ([X,9Y]) = ¢Xn (Y) —n ([9X,Y])
olarak bulunur. Buradan (3.5.7) esitligi yardimiyla
(Loyn) (X) = (Lox) (Y)
bulunur.

Lemma 3.5.2. (¢,&,n) iicliisii M diferansiyellenebilir (2n+ 1) —boyutlu manifoldunun sahip
oldugu h.h. kontakt yapisin olustursun. Bu durumda her X,Y € x (M) igin

N tensorii

NY(X,Y) = Ny(X,Y) +2dn(X,Y)E, (3.5.8)

N® tensorii
NO(X,Y) = (Loxn) (Y) = (Loyn) (X), (3.5.9)

NG tensorii
NI (X) = (Lg9)(X), (3.5.10)

N@ tensorii
NW(X) = (Len)(X) (3.5.11)

seklinde tanimlanir [19].

Teorem 3.5.3. M, diferansiyellenebilir (2n+ 1) —boyutlu manifoldunun sahip oldugu h.h.
kontakt yapu (¢, &, n) iicliisiiyle verilsin. Bu durumda

N;((X,0),(¥,0)) = (N (X,¥), N (X, ) %) (3.5.12)
ve
d d
) 23y = (n® 4) il
Nj(X,0),(0, 7)) = (VD (). N9 (%) 2 (35.13)
dir [19].

Ispat: Ilk olarak (3.5.12) deki N; torsiyon tensoriinii hesaplayalim. N; tensorii (3.5.3) esitligine
gore agilip, (3.5.1) kullanilirsa

Nj (<X70) ) (Ya 0))

= [(X,0), (5 0)] + (90X, (X) £). (0,0 (1) )]
—I(((X,0), (07,1 (V) )~ J([(0X, 1 () £). (7, 0))
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ifadesi elde edilir. Esitligin sag tarafinda 6nce (3.5.2) ardindan (3.5.1) esitligi kullanilirsa

<

= —([X,¥],0)+([9X,9¥],(9Xn (Y) — Y7 (X)) —-

(O (X.0¥) ~Xn (V)€ (X, 0]) )
(0 (90X Y)Y (X)E (19X, V] )

olup, gerekli diizenlemeler yapilirsa

N; ((X.0),(7,0))

~[X.F+ (0,071 =9 (. 07) — g (0X.1)
_| @m0 —yn))Eenx yiE—n XY, 3510
( oX (1) 0¥ (X >i >
1 (X,97]) ~n ([9X.¥])) ) @

bulunur. Dolayisiyla (3.4.3), (3.5.4), (3.5.7), (3.5.8) ve (3.5.9) ifadeleri (3.5.14) esitliginde

kullanilirsa
d

dt)
elde edilir. Benzer sekilde (3.5.13) deki N; torsiyon tensoriinii de hesaplayalim. (3.5.1) ve
(3.5.3) esitliklerinden

Nj((X’())a(YvO)) — (N(l)(X7Y)7N( )(X Y)

Ni((X,0), (0.5 J

— —[(X.0), (0,2 )l +[(9X.n (X ) - ):(=6,0)]

dt
d d
—J([(ox,n (X) ), (0, -)]) —J([(X,0), (=&, 0)])
elde edilir. Burada 6nce (3.5.2) ardindan (3.5.1) esitligi kullanilip, gerekli diizenlemeler
yapilirsa
d d
N;j((X,0),(0, ) = (¢ ([X,¢]) — [¢X, ¢, (n ([X,S]) +&n (X)) —-) (3.5.15)
olarak bulunur. Dolayisiyla (3.5.5), (3.5.6), (3.5.10) ve (3.5.11) esitlikleri (3.5.15) de
kullanilirsa
d d
. 2y = (N® @ (x) =
NJ((X70)7(07 dt)) (N (X)7N (X) dt)
elde edilir.

Teorem 3.5.4. M, diferansiyellenebilir (2n+ 1) —boyutlu manifoldunun sahip oldugu h.h.
kontakt yapi (¢,E,m) iicliisiiyle verilsin. (¢,E,n) iiclii yapist normaldir ancak ve ancak NV,
N(Z), N®) ve NW tensirleri stfirdwr [13].
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Ispat: (=) : M nin sahip oldugu h.h. kontakt yapisin1 normal kabul edelim. Bu durumda
herhangi i,k € C* (M,R) fonksiyonlart i¢in

Nj((th%)a (Y,k%)) = N;((X,0)+ (O,h%), (¥,0) + (O,k%))

ifadesinde J kompleks yapisinin lineer olusu, N; torsiyon tensoriiniin de bilineer ve

anti-simetrikligi kullanirsa

NS, (0S)

= N;((X,0), (¥,0)) +kN;((X,0), (0, %))

— NG00, (0. £20) + BAN((0, ). (0. 5)

olur. Burada N; ((0,4), (0, %)) =0 olup, (3.5.12) ve (3.5.13) esitlikleri kullanilirsa

NI (), (1 k)

=W x,y),N? (x,Y) %) + k(NP (X), N (X) =)
d

—h(N®) (), NY (v) =) (3.5.16)

olarak bulunur. Eger N; torsiyon tensorii sifir ise
N (X, 7)+kN® (X) —=hNB) (Y) =0 (3.5.17)

veE

NP (X,Y)+ kN (X) = hN® (Y) =0 (3.5.18)

dir. Ny, dn, N (1) ve N nin anti-simetrik oldugu kolayca gosterilebilir. (3.5.17) de ¥ nin yerine
X alinirsa (h # k)
NY (X, X) = (h—k)N® (X)

olarak bulunur. Burada N!) tensérii anti-simetrik oldugu icin
ND(x,x)=0

dir. Buna gore
(h—k)N®) (X)=0
olur. Burada & # k oldugundan ve bu esitlik her X vektor alani i¢in saglandigindan

N® =0
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dir. Benzer sekilde (3.5.18) esitliginde Y yerine X alinirsa (h # k)
NP (X, X) = (h—k)N® (X)
olur. Burada N tensérii anti-simetrik oldugu i¢in
N (x,x)=0

dir. Buna gore

(h—k)N® (X)=0

olur. Burada & # k oldugundan ve bu esitlik her X vektor alani i¢in saglandigindan
N® =0

dir. Hatirlatalim ki ispat yapilirken (4 # k) kabul edilmisti. Simdi de (h = k) i¢in inceleyelim.
(3.5.17) esitliginde Y yerine —X alinirsa

ND (X, —X)+nN®) (X)) =N (=X) =0
olarak bulunur. Burada N!) tensérii anti-simetrik oldugu icin
ND (X, X)=0

dir. Buna gore

olur. & # 0 igin

olup, bu esitlik her X vektor alani i¢in saglandigindan
N® =0
dir. Benzer sekilde h = k igin (3.5.18) esitliginde Y yerine —X alinirsa
NP (X, —X)+hN® (X) = hN® (=X) =0
elde edilir. Burada N?) tensorii anti-simetrik olup,

N (xX,x)=0
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dir. Buna gore
olur. & # 0 igin

olup, bu esitlik her X vektor alani i¢in saglandigindan
N® =0

dir.

(<) : Aksine N(1) den N e kadar olan tensorleri sifir kabul edelim. Bu durumda (3.5.16)

dan

Ni((X ). (k) = (0,0)

olur. Burada N; torsiyon tensorii V(X ,h%), (Y,k%) € x (M x R) i¢in saglandigindan

N;=0

olur. Dolayist ile (¢, &, 1) h.h. kontakt yapisinin normal oldugu goriiliir.

Teorem 3.5.5. (¢, &, 1) diclii yapiya sahip (2n+ 1) —boyutlu M h.h. kontakt manifoldunda N")
stfira esit kabul edilirse N\, N®) ve N¥) de stfirdir [13].

Ispat: VXY € x (M) icin (3.5.8) de Y nin yerine & yazilip, (3.4.3) ve (3.5.4) esitlikleri

yardimiyla ifade acilip, hipotez geregince N M=o oldugu goz oniinde bulundurulursa

£, X]+¢[5,0X]—(en(X))E =0 (3.5.19)

olarak bulunur. Bu ifadenin her iki tarafina 1 uygulayip, (3.2.1) ve (3.2.4) kullanilirsa

n[&.X]—En(X) =0 (3.5.20)

olup, (3.5.6) ve (3.5.11) esitlikleri yardimiyla, VX € x (M) i¢in

(Len) (X) =0
N (x)=0
N4 —0
elde edilir. (3.5.20) esitliginde X = ¢X alinirsa
n(g,0x]=0 (3.5.21)
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olarak bulunur. Diger taraftan (3.5.19) un her iki yanina ¢ uygulanirsa, boylece (3.2.2), (3.2.3)
ve (3.5.21) esitliklerinden

¢[6,X]—[S,¢X]=0

dir. Burada (3.5.5) ve (3.5.10) esitlikleri kullanilirsa, VX € x (M) i¢in

(Leo) (X) =0
N®(x)=0
NG =0

elde edilir. Ustelik N(1) = 0 ise (3.5.8) esitliginden
0=2dn (9X,¥) & + Ny ($X.Y)
olur. Burada (3.4.3) ve (3.5.4) esitlikleri yardimiyla ifade agilip, (3.2.2) ve (3.2.4) yardimiyla

0=9¢Xn(Y)s+n(X)[5,0Y]—9¥Yn (X)& —[¢X,Y] - [X,0Y]
— ¢ [0X,0Y] - ¢ [-X +1(X)G,Y]

ifadesi bulunur. Bu son esitligin her iki tarafinda n uygulanip, (3.2.1), (3.2.4) ve (3.5.21)

esitlikleri kullanilirsa
XN (Y)—oYn(X)+n[oY,X]-n[pX,Y]=0 (3.5.22)
elde edilir. Boylece (3.5.7) ve (3.5.9) esitliklerinden N (X,¥) = 0 olur.

Sonug 3.5.1. Diferansiyellenebilir (2n + 1) —boyutlu M manifoldunun sahip oldugu h.h. kontakt
yapt (¢,&, 1) iicliisiiyle verilsin. N®) tensorii sifir ise

dn (9X,9Y) =dn (X,Y)
olup, (¢,&,m) kontakt yapisi dn yi ¢ altinda invaryant birakur [1].
Ispat: Teorem (3.5.2) ispatindan biliyoruz ki
2dn (9X,Y)+2dn (X,0Y) = (Lexn) (Y) — (Loyn) (X)
olup, (3.5.9) esitliginden

2dn (0X,Y)+2dn (X,0Y) =N? (X,Y) (3.5.23)
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dir. N() = 0 iken N(?) = 0 oldugu igin (3.5.23) de Y = ¢¥ alinip, (3.2.2) kullanilirsa

dn (9X,9Y) —dn (X,Y)+n(Y)dn (X,§) =0

olup, (3.4.6) esitliginden
dn (¢X,9Y)=dn (X.Y) (3.5.24)

olarak bulunur. Béylece N2 = 0 olmas1 durumunda (¢, &, 1) h.h. kontakt yapis1 dn 2—formunu

¢ altinda invaryant birakir.

Sonug 3.5.2. M, diferansiyellenebilir (2n+ 1) —boyutlu manifoldunun sahip oldugu h.h. kontakt
yapr (9,&,n) iicliisiiyle verilmis olsun. Bu yapuun normal olmast i¢in ancak ve ancak N (1)

tensorii sifir olmalidir [13].

Lemma 3.5.3. (¢,&,1,g) kontakt metrik yapryla verilen M diferansiyellenebilir manifoldda

§((T20)1, W) = gV (¥, W), 62) +dn (97, 2) 1 (W)

—dn (eW,Z2)n (Y) (3.5.25)
olup, herhangi bir kontakt metrik yapi icin
Vep=0
dir [13].
Gergekten (3.5.25) de Z = £ almip, (3.2.3) ve (3.4.2) esitlikleri kullanilirsa

g(Ve9)Y, W) =g (9Y,0E)n (W) — g (9W,0&) 1 (Y)

bulunur. Burada (3.2.3) esitliginden

g((Ve9)Y, W) =0

olur. O zaman YW € y (M) i¢in
Vep=0

dir.

Sonu¢ 3.5.3. Kontakt metrik yapiya sahip M manifoldunda & vektor alammin integral egrisi
geodeziktir [13].
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Ispat: Biliyoruz ki
g(8,8)=1

dir. X € x (M) i¢in

Xg(£,6)=0
= g(Vx&,E)=0

dir. Diger taraftan & nin ortogonal oldugu herhangi X vektor alani i¢in biliyoruz ki
g(6,X)=0

dir. Her & karekteristik vektor alani igin

Eg(E,X)=0
= g(VeE,X) +g(VeX,E) =0

dir. Buradan

g(Ve&,X) = —g(&,[6,X]+ Vx&) = —g (£,[E,X]) — (€, Vx&)

olup, dolayisr ile

g(Ve€,X) = -1 ([€,X)
- 2d77 <§>X)

olarak bulunur. Buradan goriilebilir ki karekteristik vektor alani tanimina gore dn (&,X) =0

oldugundan g(%g E,X)=0dir ve VX € x (M) i¢in bu ifade saglandigindan
Ve§ =0

olur.
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3.6 K-Kontakt Manifoldlar

Tamm 3.6.1. M bir Riemann manifold ve g de bir Riemann metrik olsun. Sayet M iizerinde
X € x (M) igin

LXg =0
oluyorsa bu durumda X vektor alani g ye gore bir Killing vektor alant olarak adlandirilir. Sayet

X bir Killing vektor alantysa o zaman
(Lxg) (Y.Z) = g(VyX,Z) +5(Y.V2X) =0
saglanir [17].

Tamm 3.6.2. (¢,&,n,g) dortliisii ile verilen (2n+ 1) —boyutlu M kontakt metrik manifoldunda
& karekteristik vektor alani g metrigine gore bir Killing vektér alantysa M deki kontakt metrik

yvapisina K—kontakt yapi, M nin kendisine ise K—kontakt manifold adi verilir [1].

Teorem 3.6.1. (¢,&,n,g) dortliisii diferansiyellenebilir (2n+ 1) —boyutlu M manifoldunun

sahip oldugu kontakt metrik yapisini olustursun. M de asagidaki onermeler birbirine denk olup

saglantr.
i) M manifoldu bir K — kontakt manifoldtur.
ii) §(Vx&,Y) +g(X,Vy&) =0 (3.6.1)
iii) Vx& = —9X (3.6.2)
[20].

Ispat: (i) = (ii) : M yi K—kontakt olan bir manifold olarak kabul edelim. O zaman & de bir
Killing vektor alami olur. Dolayisiyla

Leg=0 (3.6.3)
dir. Lie tiirevine gore
oldugundan, burada (2.0.2) ve (2.0.3) yardimiyla
(Leg) (X.¥) = g(VeX.Y) + (X, VeY) —g(VeX.Y)
+8(VxE.¥) —g(X.Ve¥) + (X, VyE)
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olup, gerekli sadelestirmeler ile
(Leg) (X,Y) = g(VxE,Y) +g(X,VyE) (3.6.4)
olarak bulunur. Boylece (3.6.3) den
8(Vx&.Y) +8(X.Vy§) =0
olur.
(if) = (iii) : (3.6.1) esitliginin saglandigim kabul edelim. Bu durumda
g(Vx£.Y) = —g(X,VyE) (365)
olur. Diger taraftan (3.4.4) esitliginde (2.0.3) kullanilirsa biliyoruz ki
2dn (X,Y) = g(Vx€,Y) = 8(V¥&,X) (3.6.6)
dir. Burada (3.6.5) ifadesi ile (3.6.6) esitligi karsilagtirilirsa
dn (X.Y) = g(VxE.Y)
olup, M bir kontakt metrik manifold oldugu i¢in (3.4.2) esitliginden
dn (X,Y) = g(X,9Y)
olarak bulunur. Burada ¢ tensor alaninin anti-simetrikliginden
s(Vx€.Y) = —g(¢X.Y) (3.6.7)
olup, bu esitlik her Y vektor alani i¢in saglandigindan
Vyé = —X
dir.
(iif) = (i) : Kabul edelim ki (3.6.2) esitligi saglansin. O halde (3.6.4) de (3.6.2) esitligi
kullanilirsa
(Leg) (X,Y) =g (—9X.Y) +g(X,—9Y)
olur. Burada ¢ tensor alani anti-simetrik oldugu i¢in
(Leg) (X,Y)=0
dir. Her X ve Y vektor alanlari icin bu ifade saglandigindan
Leg=0
olur. Dolayist ile & bir Killing vektor alani ve M de bir K—kontakt manifoldtur.
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Lemma 3.6.1. (¢,&.n,g) kontakt metrik yapiyla verilen (2n+ 1) —boyutlu M kontakt metrik
manifoldda N* ve N* tensorleri sifirdir. Diger taraftan N* tensériiniin sifir olmast icin ancak ve

ancak & bir Killing vektér alami olmalidir [13].
Ispat: M bir kontakt metrik yapiya sahip oldugundan, (3.5.23) esitliginde (3.4.2) kullanilirsa
N*(X,Y) =28 (9X,0Y)+2g (X,9°Y)

olur. ¢ nin anti-simetrikliginden

N?(X,Y)=0

dir. Bu esitlik her X ve Y vektor alanlar i¢in saglandigindan
N*=0
oldugu goriiliir. (3.4.3) de Y yerine & yazilip, (3.2.1) esitligi kullanilirsa

an (X,§) = 5 {~&n ()~ 1 (X.ED}

bulunur. Ustelik (3.4.2) esitligine gore biliyoruz ki

dn (X,8) =g(X,9¢)
=0

oldugundan, (3.5.6) ve (3.5.11) esitliklerinden

2dn (X, &) = — (Lgn) (X)
=N (x)

=0
olur ve her X vektor alani icin bu esitlik saglandigindan
N® =0
olarak bulunur. Ustelik (3.3.1) esitliginden VX € y (M) icin

(Leg) (X,8) =En (X)—n([€.X])

dir. Burada (3.5.6) kullanilip, N @ =0 oldugu g6z Oniine alinirsa

(Lég) (X7€) =0
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olarak bulunur. 1 ile dn, & nin 1—parametreli doniisiim grubu altinda invaryant oldugundan Lie

tirevleri sifirdir. Yani Lgdn = 0 dir. Boylece
(Ledn) (X,Y)=0
dir. Lie tiirevinin agilimi ve (3.4.2) esitliginden

ég(Xa¢Y)—g(¢Ya [g,X])—g(X,(D[é,Y]):O (3.6.8)

ifadesi bulunur. Diger yandan

(Leg) (X, 0Y) =Eg(X,0Y) —g(0Y,[E.X]) — g (X,[E,0Y])
ve
g (X, (Leo) (V) =g (X,[E,0Y]) —g (X, ¢ [£,Y])
ifadeleri toplanip, (3.6.8) kullanilirsa
(Leg) (X,0Y)+g (X, (L) (Y)) =0

esitligi elde edilir.

(=) : Kabul edelim ki N©®) = 0 olsun. O zaman

(Leg) (X,9Y) =0
olur. Bu ifade X, ¥ € x (M) igin saglanip,
Leg=0

olur. Boylece &, g ye gore bir Killing vektor alanidir.

(<) : Tersine kabul edelim ki &, g metrigine gore bir Killing vektor alani olsun. Bu durumda

Lgg = 0 oldugundan
g (X, (Lg9)(¥)) =0

dir. Her X vektor alani i¢in bu ifade saglanip,
N® =0

olur.
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Lemma 3.6.2. M, diferansiyellenebilir (2n+ 1) —boyutlu manifoldunun sahip oldugu kontakt
metrik yap (¢,&,1,g) dortliisiiyle verilsin. M de bir h operatrii

lineer
h:yx (M) — x (M)

X —h(X)= % (Leo) (X)

seklinde tamimlansin. Asagida verilen kosullar h tensor alani icin saglanir.

i) Simetriktir. Yani
g(hX,Y) =g (X,hY)
dir.
ii) h& =0 dur.
iii) X € x (M) iin
Vx€ = —0X — ohX (3.6.9)
dir.

iv) ¢ ile anti-komutatif yani,

Oh = —ho (3.6.10)
dir.
v) izh =0 dir [19].

Ispat: i) (3.5.5) esitliginden

olup, (2.0.2) esitligi yardimiyla gerekli diizenlemeler yapilirsa

g((Led) X, Y) = g((Ved) (X) +9VxE — VoxE.Y)

olur. Bir kontakt metrik manifoldda biliyoruz ki %56 =0ve %g ¢ = 0 dir. O halde

olur. Bu esitlikte X ve Y yerine & alinirsa ifade sifir olur. (3.5.22) esitligi & nin ortogonal oldugu
X veY icin
1 (X, 07])+ 1 (19X.¥]) =0 (.6.11)
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olup, diger yandan (2.0.3) esitliginden
—8(Vx&,9Y) —g(VyxS,Y) = g(Vx9Y,5) +8(VyxY, &)
dir. O zaman (3.5.5) ve (3.6.11) esitliklerinden

g(hX,Y)=g((Lg¢)X.Y)
= g(Vx9Y, &) +5(VoxY. &)
= 1(Vx9Y) +1(Vox¥)
N(VerX) +n(Vy¢X)
=2 ((Le9) V,X)
=g (X,hY)

elde edilir ve dolayisiyla 4 nin simetrik bir tensor alan1 oldugu goriiliir.

if) Lie ttirevi agilim1 ve & nin tanimina gore

=5 (Led) (&
{[,08] -9 ([E,E])}

o l\.)l»—l\)l»—‘

dir.
iii) (3.5.25) esitliginde Z yerine X, Y yerine & yazilip, (3.2.3), (3.5.4) ve (3.5.8) esitlikleri

kullanilirsa
S((TXO)E W) = 15 (67 [6.W] - 9 [£,0W],0X) — dn (9W. )
olarak bulunur. Burada (3.4.2), (3.5.5) ve ¢ nin anti-simetrikliginden
S((Tx)E W) = 5 (6% (L) W) X) +5 (W,9°X)
elde edilir. (3.2.2) esitliginden
«((Tx0),W)

:%g(—(Lg(p)W—l-n((Lg(P) W)E,X) +g(W,—X +1(X)§)

= 5o (L) W) + 31 ((Le0) W) 1 ()~ 00, X) +1 (W) 1 (X)
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olur. Burada L¢ ¢ nin simetrikligi kullanilirsa
S((Vx0)E W) = 32 (L) X,W) + 38 (W,hE) 0 (X) — g (W, X) +8 (W,1 (X))
olur. h = %Lg ¢ ve h& = 0 esitlikleri goz oniine alinip, gerekli diizenlemeler yapilirsa
Q(Tx0E —0VxE,W) = g ((L£0) X+ (X)E —X,W)
olur. VW € x (M) i¢in ifade saglandigindan
~0Vxg =5 (Le) X+ M (X)§ X
dir. Burada esitligin her iki tarafina ¢ uygulayip, (3.2.2) ve (3.2.3) esitlikleri kullanilirsa
Vyxé :—%¢)(L§¢)X—¢X (3.6.12)
olur. /4 operatorii tantmindan biliyoruz ki

1
h=3(Leg) = §N(3)

| =

oldugundan, (3.6.12) esitligi
Vy& = —¢X — ohX

olarak elde edilir.

iv) Biliyoruz ki (3.6.6) esitliginde (3.4.2) kullanilirsa

22 (X,0Y) = g(Y,Vx&) — g(X,Vy&)

yazilabilir. Burada (3.6.9) esitligi yardimiyla, ¢ nin anti-simetrikligi ve 2 nin da simetrikligi

kullanilip, gerekli diizenlemeler yapilirsa
g((9h+h¢)X,Y) =0
olup, VY € x (M) igin esitlik saglandigindan
Oh+ho =0

olur. Bu ise /4 nin anti-komutatif oldugunu gosterir.
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v) {ei, 9e;, &} bir ¢ —bazi olsun. Bu durumda

izh = i g (hei,e;) + g (hoe;, dpe;) +g (hE, &)

i=1

I

N
I
—_

g (hei,ei) — g (Phe;, pe;)]

g (hei,ei) + g (¢%heive;)]

I

N
I
—_

I

N
I
—_

g (he;,e;) — g (hej,e;) +1 (he;) N ()]

I
o

olur.

Onerme 3.6.1. (2n+ 1) —boyutlu bir M kontakt metrik manifoldunda

(Veh)X = 9X —h*0X — 9R (X, E) €, (3.6.13)

SR(E.X) &~ 0R(£,0X)E) = IPX +9°X (3.6.14)

dir [19)].

ispat: Bir kontakt metrik manifoldda V- = 0 oldugu igin (3.6.9) esitligi yardimiyla
R(E,X)E =V Vx& — Ve &

¢ (—0X —ohX)+ ¢ [5,X]+¢h[E,X] (3.6.15)

I
<D

olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

R(EX)E=—((Ve)X +9VeX) — (Ve@)hX +9VehX) + 9V eX — 9VxE
+QhVeX — 9hVxE

olur. Burada §€¢ = 0 oldugu goz oOniine alinip, esitligin sag tarafinda gerekli sadelestirmeler

yapilarak, (3.6.9) ve (3.6.10) esitlikleri kullanilirsa

= — ¢ (—0X — OhX) — 9h(—9X — 9hX) — 9VhX + 9hVeX
= 92X — 9°h°X — 9 (Veh)X
= °X + 12X —1 (B*X) € — 9(Veh)X
olup, buradan
R(E.X)E = 02X +hX —9(Veh)X (3.6.16)
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elde edilir. Diger taraftan (3.6.15) ifadesinin her iki tarafina ¢ uygulanirsa
OR(E,X)& = —9°Ve (X +hX) + 9 [§,X] +9°h[§,X]
olur. Burada (3.2.2) esitligi kullanilirsa

OR(E,X)E =VeX +VehX —n(VeX)E —n(VehX)E —VeX
+VxE+N(VeX)E —n(VxE)E —hVeX +hVxE

FN(VX)E —n(hVxE)§
olur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

OR(E.X)E = (Veh)X +VxE +hVx¢
olur. Dolayistyla (3.6.9) ve (3.6.10) esitliklerinden

OR(E,X)E = (Veh)X — 90X — OhX + OhX +h9X

= (Veh)X — X +h29X (3.6.17)
elde edilir. Bu ise bize (3.6.13) denklemini verir. (3.6.17) esitliginde X yerine ¢X alinirsa
OR(§.9X)& = (Veh)9X — 97X +h7¢°X
olur. Ayrica (3.6.10) esitligi ile beraber ?5 ¢ = 0 ve hé = 0 denklemleri kullanilirsa

OR(E,9X)E = —9(Veh)X — 97X + h*9°X
= —1’X — ¢°X — 9(Veh)X (3.6.18)

elde edilir. O halde (3.6.16) esitliginden (3.6.18) esitligi taraf tarafa ¢ikarilirsa

(R(E,X)E —QR(E,9X)E) =’ X + ¢°X

| =

(3.6.14) denklemi elde edilir.

Sonug 3.6.1. Diferansiyellenebilir bir M kontakt metrik (2n+ 1) —boyutlu manifoldun &

dogrultusundaki Ricci egriligi Ric (&) olmak iizere,
Ric (&) = 2n— izh? (3.6.19)

dir [19].
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Ispat: {e;, ¢e;, £} bir ortonormal ¢ — bazi olsun. O halde bu baza gore (2.0.7) de X ve Y yerine

& yazilisa

n
Rie(£.8)= Y, {a(R(er.8)8.0) + 5(R(9er.8) & 00) + 2(R(£.£).2))
i=1
esitligi elde edilir. VX € x (M) igin (3.6.14) esitliginde Riemann egrilik tensorii 6zelligi ve ¢

nin anti-simetrikligi kullanilirsa

g(R(X,8)&.X)+g(R($X,5)&,0X) = —2¢ (9°X + H°X, X) (3.6.20)
olarak bulunur. Diger taraftan ¢ bazina gore A” nin izi
izh* =

(g (MPei i) +g (W e, pe;))

(g (Weivei) — g (ph’deie;))

’M= T_M=

N
I
L.

(g (Weivei) +g (9*h%es er))

I

N
I
il

(g (hzeiaei) —8 (h2¢zeiaei))

I

N
I
—_

I

~
—

(g (h e,,e,) +g(h €z>€i))

8 (hzeiv ei)

I

~
Juy

oldugundan, (3.6.20) esitliginin izi

n

Ric(£) = Ric(6,8) = Y. {8(R(e1,6) &) +8(R(9e1,E) €, e |

i=1

= —Zig (((])281‘ +h2e,-) ,ei)
i=1

:—22 (]) ei,e; —|—g(h e,,ei))
i=1
n

:_22 g(ei,ei) +g (heie))
_ _2i (—1) —2(%izh2)

=2n— izh2

olur ve boylece ispat tamamlanr.

45



3.7 Sasakian Manifoldlar

Tamm 3.7.1. M diferansiyellenebilir (2n+ 1) —boyutlu manifoldunun sahip oldugu kontakt
metrik yapt (¢,&,n,g) dortliisiiyle verilmis olsun. Sayet M manifoldunun kontakt metrik
yapist normalse o zaman (¢,&.1,g) dortliisiine Sasakian yapt ve bu yapiyla birlikte verilmis

(M, ¢,E,m,g) beslisiyle gosterilen M ye de Sasakian manifold ad verilir [13].

Teorem 3.7.1. (2n+ 1) —boyutlu h.h. kontakt metrik yapryla birlikte verilmis M manifoldunda
(¢,&,m,g) dortliisii bir Sasakian yapisidir <

(Vx9)Y =g(X,Y)E—n(¥)X 3.7.1)

dir. Burada
(Vx@)Y = Vx oY — pVxY (3.7.2)

dir [13].

Ispat: (=) : (¢,&,7,¢) dortliisiiniin bir Sasakian yap1 oldugunu kabul edelim. O zaman M
manifoldunun kontakt metrik yapisi normal yap: olup, N\) = 0 ve dn = ® dir. (3.5.25)
denkleminde Z = X icin N\) = 0 alp, (3.3.1) ve (3.4.2) esitlikleri kullanilirsa

g((Vx9)Y,W) =g (9Y,9X) g (E,W) — g (9W,0X) 7 (V)

ifadesi bulunur. (3.3.2) esitligi yardimiyla her W vektor alani i¢in bu ifade saglandigindan

(Vx9)Y =g(X,Y)E—n(Y)X
olur.

(<) : Aksine Y = & i¢in (3.7.1) ifadesi saglansin. Bu durumda (3.2.1), (3.2.3) ve (3.7.2)

esitlikleri yardimiyla
—¢Vxe =n(X)§—X

olmak iizere, burada 6nce ¢ uygulanip ardindan (3.2.2) kullanilirsa

—9?Vx& = (X) $& — 9X
Vy& = —¢X (3.7.3)

olarak bulunur. Diger taraftan ¢ nin anti-simetrikliginden biliyoruz ki

—g((f)X,Y)—g(X,(PY) =0
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dir. Burada (3.7.3) den
8(VxE.Y) +8(X,VyE) =0 (3.7.4)
olur ki bu da
(Leg) (X,Y) =0
olmasi demektir. Dolayisiyla buradan & nin bir Killing vektor alani oldugu goriiliir. Ayrica
bildigimiz iizere (3.6.6) esitliginde 6nce (3.7.4) ardindan (3.7.3) kullanilip, (3.4.2) esitligi goz
ontinde bulundurulursa

dn (X,Y) = ®(X,Y)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla (¢,&,n,g) dortliisit M de bir kontakt metrik yapi olur. Simdi bu

yapinin normal oldugunu gorelim. Buna gore (3.5.4) esitliginde (2.0.2) yardimiyla
Ny (X,Y) = 0°Vx¥ — 0*VyX + Vyx0Y — Vyy 0X
— OVox¥ +9VyOX — 9Vx9Y +9VorX

ifadesi elde edilir. Burada 6nce (3.7.2) adindan aksine kabuliimiiz olan (3.7.1) kullanilip, gerekli

diizenlemeler yapilip, ¢ nin anti-simetrikligi kullanilirsa

Ny (X,Y) =2g(9X,Y)&

olur. (3.4.2) esitliginden
Ny (X,¥) = —2d7 (X, )&

bulunur. Buradan

Ny (X,Y)+2dn (X, Y)E=0
sonucuna ulagilir. Dolayisiyla (¢, &, 1, g) dortliisiiniin Sasakian yapi oldugunu sdyleyebiliriz.

Onerme 3.7.1. M bir Sasakian manifold ve R da Riemann egrilik tensorii olsun. O zaman
RX,Y)E=n(¥)X—n(X)Y (3.7.5)

dir [19].
Ispat: (2.0.5) esitliginde Z = & icin (3.7.3) esitligi kullamlirsa
R(X,Y)E = —Vx9Y +VydX +¢VxY — pVyX
olur. Burada (3.7.2) yardimiyla esitligin sag tarafi
= (Vr9)X — (Vx9)Y
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olup, (3.7.1) esitliginden
R(X,Y)E=g(Y,X)E—n(X)Y —g(X,Y)E+n(Y)X
=n¥)X-nX)Y

olarak bulunur.

Lemma 3.7.1. Bir Sasakian manifoldda, X birim vektor alant & ye ortogonal olsun. O zaman
R(X,6)X ==&
dir [19].

Ispat: Teorem (2.0.1) deki Riemann egrilik tensorii ozellikleri yardimiyla (3.3.1), (3.7.1),
(3.7.2) ve (3.7.3) esitlikleri kullanilirsa

g(R(X,E)X,Y) = —g(VxVyE — VyVx& — Vi y&, X)
— —g(—Vx Y +VyoX + 9Vx¥ — pVyX,X)

=g, X)e—n(¥)X—g(¥,X)c+¢(5,X)Y,X)
bulunur. Burada X vektor alani & ye ortogonal oldugu igin
g(R(X,8)X,Y) =g (=¢&,Y)
olup, VY € x (M) igin bu esitlik saglandigindan
R(X.§)X =&
dir.

Teorem 3.7.2. M diferansiyellenebilir Riemann (2n+ 1) —boyutlu manifoldunda bir & Killing

birim vektor alant mevcut olsun. O zaman M bir Sasakian manifoldtur <
R(X.§)Y=—g(X,Y)§+n(Y)X (3.7.6)

dir [13].
Ispat: (=) : M yi Sasakian manifoldu olarak kabul edelim. Her X,¥ € y (M) icin & bir Killing
birim vektor alan1 oldugu i¢in Riemann egrilik tensorii
R(X,8)Y =VxVy& Vg &
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olarak yazilabilir. Burada (3.7.2) ve (3.7.3) yardimiyla esitligin sag tarafi
— —(Vx9)Y

olup, (3.7.1) esitliginden
oldugu goriiliir.

(<) : Aksine (3.7.6) saglansin. Bu durumda (3.7.1) esitligi geregince M bir Sasakian

manifoldtur.

49



4. ISTATISTIKSEL MANIFOLDLAR

Bu boliimde istatistiksel manifoldlar ile ilgili kavramlara yer verilecektir.

Tanim 4.0.1. (M, g) ikilisi bir Riemann manifold olsun. V da bu manifold iizerindeki torsiyonsuz

bir afin konneksiyonu gostersin. Sayet M iizerinde
(Vxg)(Y,Z) = (Vyg)(X,Z)

esitligi saglamirsa (V,g) ikilisine bir istatistiksel yapt ve (M,V,g) iicliisiine de bir istatistiksel
manifold adi verilir. Burada

(Vxg) (Y, Z) = Xg(¥,2) =g (VxY,Z) —g(Y,VxZ)
ve
dir [21].
Tamm 4.0.2. Bir (V,g) istatistiksel yapist icin

Xg(Y,Z)=g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (4.1.1)

olarak tammlanan M nin V* afin konneksiyonuna g ye gére V min dual (kon juge) konneksiyonu

denir. (V*, g) cifti de M iizerinde bir istatistiksel yapt olup,
2V =V 4+ V* (4.1.2)

seklindedir. Gercekten M iizerinde « ile indislenen torsiyonsuz konneksiyonlarin bir parametrik

ailesi
1+« 11—«
= \% Vv*
2 + 2

VOC

olmak tizere, ¢ = 0 icin

1 ~
V=2 (V+V) =V

dir. Burada %, M {izerinde bir Levi-Civita konneksiyonudur [21].

Onerme 4.0.1. (M,V,V*, g) bir istatistiksel manifold olsun. V ve V* torsiyonsuz konneksiyon-
lart igin
X,Y] = [X,Y]" (4.1.3)
dir [22].
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Uyari 4.0.1. Bir (M,V,g) istatistiksel manifoldunda (1,2) —tipindeki K tensor alam
K(X,Y)=VxY —VxY (4.1.4)
olarak tamimli olup, (4.1.2) ve (4.1.4) esitliklerinden
K:%-V*:%(V—v*) (4.1.5)
seklinde yazilabilir. Ayrica K tensorii asagidaki kosullart saglar [21].
) K(X,Y)=K(Y,X)
i) g(K(X,Y),Z)=¢g(Y,K(X,Z)) (4.1.6)
Gercekten V, V* ve v torsiyonsuz konneksiyonlar oldugundan (4.1.3) esitligine gore

Vy¥ — VyX =ViY — VX = VY — VyX

yazilabilir. Buradan

VxY = Vx¥ — VyX + VyX
ifadesi (4.1.4) esitliginde yerine yazilirsa
K(X,Y)=VxY —VxY +VyX — VyX
— VyX —VyX
—K(Y,X)
elde edilir. Diger taraftan (4.1.4) den
g(K(X.Y).2) = g(VxY¥,2) ~g(VxV.2)
dir. (4.1.1) ve (4.1.2) egitliklerinden
§(K(X.¥),2) =Xg(V,2) ~ g (¥,V4Z) ~ 18 (Vx¥,Z) ~ 24 (V3¥,2)
= Xg(¥.2) g (V,ViZ) ~ 5 Xz (¥,2) ¢ (¥, V;2)]
2 Ke(1.2) (¥, x2)
olup, gerekli sadelestirmeler yapilirsa
§(K(X.Y),2) = 38 (Y, VxZ - Vi2)
olur. (4.1.2) esitligindeki V* = V-V ifadesi bu son denklemde yerine yazilirsa
g(K(X.Y),Z)=¢g(Y,VxZ—VxZ) =g(Y.K(X,Z))

oldugu goriiliir.
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Uyari1 4.0.2. Eger bir g Riemann metrigi icin verilen K tensér alami (4.1.6) sartin saglarsa, bu

durumda (V := Y + K, g) M iizerinde bir istatistiksel yapidir [21].

Onerme 4.0.2. (M,V,g) bir istatistiksel manifold, R ve R* da Riemann egrilik tensirleri olsun.

O zaman X1, Xp, X3, X4 € x (M) icin asagidaki esitlikler saglanur.

i) g(R(Xl,Xz)X3,X4) = —g(R(Xz,Xl)X3,X4)
i) g(R*(X1,X2)X3,X4) = —g(R" (X2, X1)X3,X4)

iii) g(R(X1,X2)X3,X4) = —g(R*(X1,X2)X4,X3)
[7].
Ispat: i) V afin konneksiyonuna gore Riemann egrilik tensorii
8(R(X1,X2)X3,X4) = & (Vx, Vx, X3 — Vx, Vx, X3 — Vi, x,)X3,X4)
dir. Esitligin sag tarafi (—) parantezine alinirsa
=8 (= (Vx,Vx,. X3 = Vx, VX, X3 — Vi, x,1X3) , Xa)
olur. O halde buradan goriilebilir ki
g(R(X1,X2)X3,X4) = —g(R(X2,X1)X3,X4)

dir.

4.1.7)
(4.1.8)
4.1.9)

V* dual konneksiyonunun R* Riemann egrilik tensoriine gore de ispat1 benzer sekildedir.

iii) [X1,X2] = 0 oldugunu kabul edelim. (4.1.1) esitliginden

X1 (X28 (X3,X4)) = X18 (Vx,X3,X4) + X128 (X3, Vi, Xa)
= ¢ (Vx, Vx,X3,X4) + g (Vx, X3, Vi, X4)

+8 (VX1X37 V§(2X4) +8 (X37 V;((I V§(2X4)
olup, benzer sekilde

Xo (X8 (X3, X4)) = g (Vx, Vx, X3,X4) + g (Vx, X3, Vi, X4)

+8 (Vx, X3,V X4) + g (X3,Vy, Vx, Xa)
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dir. Buna gore

0= [X1,X2] 8 (X3,X4) = X1 (X28 (X3,X4)) — X2 (X18 (X3, X4))
=8 (Vx,Vx, X3 — Vx,Vx, X3,X4)
+8 (Vx, Vi, Xs — Vi, Vi, X4,X3)
=g (Vx, Vx, X3 — Vx,Vx, X5 — Vix, ,Xz]X37X4)
+8(Vx, Vi, Xa =V, Vx, X4 — Viy, x,1X4.X3)

= g (R(X1,X2)X3,X4) + g (R* (X1, X2) X4, X3)
elde edilir.
Tamm 4.0.3. Bir (M,V,g) istatistiksel manifoldunda
S(X,¥)Z = %{R(X,Y)ZM*(X,Y)Z} (4.1.10)
ifadesine istatistiksel egrilik tensor alani denir [7].

Uyan 4.0.3. Bir (V,g) istatistiksel yapist i¢cin V Levi-Civita konneksiyonunun egrilik tensor
alani R olsun. O zaman

R(X,Y)Z=S(X,Y)Z—[Kx,Ky]Z (4.1.11)

denklemi saglanir [21].

Ispat: (2.0.5) ifadesinde (4.1.2) esitligi kullamlirsa

R 1 o1
R(X,¥)Z=Vx(5 (VyZ+V}2)) = V(5 (VxZ+V52))
1 .
—5(VxrZ+Vixn?)
|
-1 VXVYZ+VXV§Z VyVxZ = VyViZ = Vix yZ = Vix 2}
{ vayz—l—V*Vyz)—l— (VXvYZ—i—V}k(VI*,Z)
=3\ "2 L(VyVXZ+VVxZ) — S (VyViZ + ViV Z)
V[X7y]z VFX,Y]Z

= }1{ (X,Y)Z+R*(X,Y)Z}

1 Vi Vyz+ va”{,Z Vs VXZ 4.1.12)
olur. Simdi (4.1.12) esitliininin ikinci parantezindeki
V;}Vyz—k val*/z — V;sz - VyV}Z - V[X7y]Z — VE}( Y]Z 4.1.13)
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ifadesini hesaplayalim. (4.1.4) ve (4.1.5) esitliklerinden
V=K+VveV'=V-K
ifadeleri (4.1.13) de kullanilirsa

= V(K (Y,2)+VyZ) +Vx(VyZ—K (Y,2))

— V(K (X,Z)+VxZ)—Vy(VxZ—K (X,Z))
~(K(IX.Y).2) + Vix1)Z) = (Vix yZ - K ([X.Y],2))

— V4K (Y,Z)+ VyVyZ+VxVyZ—VxK (Y,Z) = Vi K (X,Z)
~ VyVxZ —VyVxZ+VyK (X,Z) ~2Vix y|Z

= VxK(Y,Z) - K(X,K(Y,Z))+ VxVyZ - K(X,VyZ)
+K(X,VyZ)+VxVyZ—K(X,K(Y,Z)) - VxK (Y,Z

~

)
—VyK (X,Z)+ K (Y,K (X,Z)) — VyVxZ+K(Y,VxZ)
) - 2V[X7y]z

CK(Y,VxZ) — VyVxZ+ K (YK (X,Z)) + VyK (X,Z

—2R(X,Y)Z—2K(X,K(Y,Z))+2K (YK (X,Z))

olur. Boylece buldugumuz bu son ifade (4.1.12) de ikinci parantezde yerine yazilirsa

~

RX,Y)Z = %{R(X,Y)Z-I—R* (X,)Z}
+ % {2§(X,Y)Z—2K(X,K(Y,Z)) +2K(Y,K(X,Z))}

bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilip, (4.1.10) esitligi goz 6niinde bulundurulursa

~

R(X,Y)Z=S(X,Y)Z— [Kx,Ky|Z
sonucuna ulagilir.

Onerme 4.0.3. (M,V,g) bir istatistiksel manifold olsun. Bu durumda S tensor alant asagidaki

sartlari saglar.

i) S(X,Y)Z+S(Y,Z)X +S(Z,X)Y =0
ii) g(S(X,Y)Z,W) = —g(S(Y,X)Z,W)
i) g(S(X,Y)Z,W) = —g(S(X,Y)W,Z)

) g(S(X,Y)Z,W)=g(S(Z,W)X,Y)

[7].
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Tamm 4.0.4. Bir (M,V,g) istatistiksel manifoldunda

ise M manifolduna c € R sabit istatistiksel egriliklidir adi verilir [21].

Simdi verecegimiz Lemma & = ¢ icin ileride inceleyecegimiz h.h. kontakt metrik istatistiksel

manifoldlarin yap1 tasini olusturur.

Lemma 4.0.1. (V,g) bir istatistiksel yapt olsun. M manifoldunun sahip oldugu h.h. kontakt

metrik yapt (¢,E.1,g) ve bu yapiyla birlikte verilmis tensor alani da h olmak iizere,
VxhY —hV5Y = (Vxh)Y + K (X,hY) + hK (X,Y)

dir [23].

Ispat: (3.7.2), (4.1.4) ve (4.1.5) esitlikleri kullannrsa

VxhY —hV5Y = VyhY + K (X,hY) — h(VxY — K (X,Y))

= (Vxh)Y + K (X,hY) + hK (X,Y)

elde edilir.

K —Xkontakt yapisi, & nin Killing vektor alani1 ve A nin da sifir oldugu kabul edilen bir kontakt

metrik yapidir. Simdi kontakt olup, K—kontakt olmayan bir 6rnek verelim.

Ornek 4.0.1. M = {(xl,xz,x3) e R3 X3 # 0} olsun. R3 de standart koordinatlar (x1,x3,x3) ve

e1, ea, e3 vektor alanlar

) 2x 0
22 + 2x1x§

J 0 1 0 , 0
dx;’ 2= x3 dx

ox doxy 37

61: —_— 3__x_
x5 0x3’ 30x,’

olmak iizere, g Riemann metrigii, j € {1,2,3} icin g (ei,ej) = 8;j, N 1—formun (U) =g (e;,U)

ve (1,1) —tipindeki ¢ tensor alam da

pe; =0, Per =e3, Pez=—en

olarak tammlansin. Bu durumda n(e;) = 1, U € x(M) icin ¢*°U = —U +n(U)e; ve
g(oU,9V) =g ((U,V)—n(U)n (V) dir. Buna gore ey = & olup, (¢,&,m,g) dortliisiiniin M

de h.h. kontakt metrik yapist oldugu goriiliir. Simdi K—kontaktlik durumunu inceleyelim.
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Oncelikle [ey, 3], [e1,e3] ve |ea,e3] ifadelerini hesaplayalim.

e1,e2] = €1 (e2) —e2(e1)
9 (2 0 L9 19
_8_x1<¥8_xl+2x1x38_xz+x_§a_)@>
(m0 0 1[0
2 oxi S 2 0x ) \ax

2x2(9 L3 a+2 0? 1 0?
2o o N Frr 2 0x10x3

_2xz8+2 02 +i 92
x3 0x3 X103 dx10xy  x3 0x10x3

3 0

38)62

+
|

=2

[62,63] =e (63) —e3 (62)
_sz d Jd 1 ( 2 8)

8 X1 +ZXIX3 ox X2 P ;8)@ I 8x2
8 2xy 0 d 1 0
2 9 2 v
3 x> ( 2 ox, + 2x1x3 8x2 x 8X3>

(. 82 _38 5 582 1 92
N x28x18x2 x% 0xy 143 0x3  x30x20x3

2 2 2
+ (2%—{—2)62 I +2X 13— J 1 8_)

8 1 &xla 3(9 2 X3 aXQ8X3
2 0 ) 0
x% 8x2 8x1
2
=2e1+ —e3
X3
olur.
Koszul formiiliinden
Ve e =0, Veer=—(1+x3)e3, Veez=(1+x3)en,
Ve,e1 = (—14+x3)e3, Ve,ea=0, Veez=(1—x3)e
~ ~ 2 =~ 2
Ve361 = (1 +X3)€2, V63€2 = — (1 +x3)61 - 363, Ve3e3 = Fez.
3 3
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elde edilir. Ornegin 66162 = — (1 +x3) e3 egitliginin saglandigini gisterelim. Gergekten

28(Veea,e1) = e1g(ea,e1) +exger,er) —erg(er,e2) +g([er,ex] e1)
+g([e1,e1],e2) —g([e2,e1],e1)
—0,

28(Vee2,62) = e1g(e2,e2) +eag(er,ea) —eag(er,ex) +g([er,ea],e2)

+g([e2;e1],€2) — g(lez, 2], e1)
=0,

28(%162,63) = 618(62763) +€2g(61,€3) —€3g(€1,€2) +8([€1,€2] 763)
+g([es,er1],e2) —g([e2,e3],e1)
= —2(1—|—X3)
= 66162 = — (1 +x3)e3.

olur. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilebilir. Buradan da gorebiliriz ki

dn(er,e2) =0=g(e1,9e2), dn(er,ez)=0=g(e1,Pe3)

ve

1 ~ ~
dn (eze3) = 5 {8(Verer,e3) = g(Veser,e2) } = =1 = g (2, 0¢3)

dir. Boylece dn = ® olup, M kontakt metrik manifoldtur. Diger taraftan

X = ey ve X = Pey = e3 oldugundan ve (3.6.9) esitliginden

Vx€ = —0X +hoX
= —¢er+hoer
= —e3+he3

=(h—1)es

h # 0 dir. O halde kontakt metrik manifold K —kontakt degildir.

Simdi bilinen bazi temel ifadelerden yararlanip, daha sonraki kontakt istatistiksel

manifoldlar boliimiinde kullanacagimiz bazi esitlikleri elde edelim.

(Leg) (X,Y)=0 ;XY € x (M) (4.1.14)
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iken (M ,%,g) Riemann manifoldunda & nin bir Killing vektor alani oldugunu hatirlayalim.

Ayrica

dir. Burada bir (M, V, g) istatistiksel manifolduna gore (4.1.4) esitliginden

olup, g nin lineerliginden

(ng) <X7Y> :g(vxévy)_g(K<X7€)7Y)+g(VY57X)

—g(K(Y,8),X) (4.1.15)

bulunur. Sayet &, istatistiksel manifold iizerinde bir Killing vektor alaniysa (4.1.14) ve (4.1.15)

esitliklerinden

g(vX€7Y)+g(VY€vX> :g(K(X7§)7Y)+g(K(Y7€)7X)

olur. Burada (4.1.6) esitligi kullanilirsa

g<VX§ﬂY)+g(VY§7X) :2g<K(Xa§)aY) = 2g(K(Y,(§),X) (4.1.16)

olarak bulunur. Ayrica (4.1.5) esitliginden

(Leg) (X.Y) =g (K (X,8) +Vx&.Y) +g(K(Y,)+ V&, X)
=g(K(X,8),Y)+5(VxG.Y)+g(K(Y,5),X)

+8(Vy&,X)
yazilabilir. £ bir Killing vektor alan1 oldugu igin (4.1.6) esitliginden

g(V;}g,Y)—l—g(V;g,X) = _g<K(X7§)7Y)_g(K(§7Y)7X)

- _g<K(X7§)7Y)_g(Y7K(§7X>)
olup, buradan
g(Vx&,Y)+8(Vy&,X) = —2¢(K(X,5),Y) = —2¢(K(Y,5),X) (4.1.17)

elde edilir.
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5. KONTAKT ISTATISTIKSEL MANIFOLDLAR

Bu boliimde h.h. kontakt metrik istatistiksel manifoldlar ve bunlarin bazi smiflan ile ilgili

kavramlara yer verilecektir.

5.1 Hemen Hemen Kontakt Metrik Istatistiksel Manifoldlar

Bu kisimda h.h. kontakt metrik manifold iizerinde bir istatistiksel manifold tanimlayacagiz.
Ardindan da h.h. kontakt metrik istatistiksel manifoldlarin bazi1 6zelliklerini inceleyecegiz.

Oncelikle asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 5.1.1. (V,g) ikilisi bir istatistiksel yapt olsun. (g,9,&) iicliisii de M diferansiyellenebi-

lir manifoldunun sahip oldugu h.h. kontakt metrik yapisini olustursun. O zaman
Vx9Y —9Vi¥ = (Vx9)Y +K (X,0Y) + K (X.Y)
dir [21].

Tamm 5.1.1. M manifoldu iizerinde (V,g,9,&) dortliisiine bir Sasakian istatistiksel yapt denir,

eger (V,g) bir istatistiksel yapi, (g, 9,&) iicliisii M de bir Sasakian yapt ve
K(X,0Y)+90K(X,Y)=0 ; X, Y€y (M)
ise [21].
Ornek 5.1.1. (g,9,&) iicliisii M de bir Sasakian yapt olarak verilsin. O zaman
K(X,Y)=g(X,8)g(¥Y,8)& ; X, Y ey (M)
olarak tanimli K tensorii M iizerinde bir Sasakian istatistiksel yapt olusturur. Gergekten
(4.1.6) esitliginden

K(va) :g(X7§)g(Y7€)€
:g(Y7§)g(X7§)5
—K(Y,X)

ve

g(K(X,Y),Z) :g(g(X,5>g(Y,§)€,Z)
g(¥,6)g(X,5)g(8,2)
:g(Y,g(X,é)g(g,Z)é)

g(V,K(X,2))
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dir. O halde Uyari (4.0.2) den (V := §—|—K, g), M iizerinde bir istatistiksel yapidir. Diger yandan

K(X,0Y)+¢K(X,Y) =g(X,5)g(9Y.¢)E +¢ (g(X,5)g(Y,§)E)
olup, 9& = 0 ve ¢ anti-simetrik oldugu icin
K(X,0Y)+90K(X,Y)=0

oldugu goriiliir. Dolayisiyla A € ¢ (M) icin (V* := V4 AK,g,0,E), M iizerinde bir Sasakian

istatistiksel yapidir.

Tamm 5.1.2. (V,g) bir istatistiksel yapt ve M de (g, ¢, &, m) dortliisii de h.h. kontakt metrik yapt
olsun. Sayet

K(X,0Y)+0K(X,Y)=0 (5.1.1)

ifadesi ve buna denk olarak

VxdY — oViY = (V@)Y (5.1.2)

esitligi saglaniyorsa o zaman (M,V,g,¢,&,n) altlist ile gosterilen M manifoldun kendisine

h.h. kontakt metrik istatistiksel manifold adi verilir [23].

Belirtelim ki M h.h. kontakt metrik istatistiksel manifoldu V* dual konneksiyonu i¢in de
(M,V*, g,0,E,1n) ile gosterilir [23].

Simdi de h.h. kontakt metrik istatistiksel manifold 6rnegi verelim.

Ornek 5.1.2. (x,y,z) iicliisii R? de kartezyen koordinatlar ve M = {(x,y7z) eR3 } manifoldunun

her bir noktasinda lineer bagimsiz ey, e, e3 vektor alanlart
el =0dx, ep =0dy—xdz, e3 =0z

olmak iizere, g Riemann metrigi i, j € {1,2,3} icin g (ei,ej) =0;j, N 1—formun (U) =g(e3,U)

ve (1,1) —tipindeki ¢ tensor alan da

Pey = —ey, Qer=e1, Pe3 =0

olarak tammlansin. Bu durumda n(e3) = 1, U € x(M) icin ¢*°U = —U +n(U)es ve
g(oU,9V) =g ((U,V)—n(U)n (V) dir. Buna gore ez = & olup, (¢,&,m,g) dortliisiiniin M

de h.h. kontakt metrik yapist oldugu goriiliir. Simdi istatistiksellik durumunu inceleyelim.
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Oncelikle [ey, 3], [e1,e3] ve |ea,e3] ifadelerini hesaplayalim.

le1,e2] = e1(e2) —e2(eq)
— 0x(Jy — xdz) — Ay +x92(9x)
= 9%xy — dz — x0%xz — 3% yx +x0°zx
= —e3,
le1,e3] = e1 (e3) — e3 (e1)
— 0x(92) — 9z(9x)
—0,
[e2, €3] = €2 (e3) —e3(e2)
= dy —xdz(dz) —dz(dy —xdz)
—0,

olur. Koszul formiiliinden asagidaki esitlikleri elde edebiliriz.

— ~ ~ ~ ~ 1
Velel - VEQeZ - V€3e3 - 07 VEQel . — Ve]ez = 5637
~ o 1 ~ ~ 1
Ve3el = Vel€3 = 562, Ve3e2 = Veze3 = —Eel.

dir. Ornegin Vo e3 = —%e3 oldugunu gosterelim.

28(%162»61) =e1g(ez,e1) +eag(er,e1) —eig(er,e2) +g([ersex],en)
+g([er,e1],e2) —g([e2,e1] e1)
—0,

28(Ve,e2,02) = €18 (e2,2) +e2g (e1,e2) — eag (e1,2) + g ([e1, €2 e2)
+8([ez,e1],e2) —g([e2, 2] ,e1)
—0,

28(Veyer,e3) = e1g(e2,e3) +exg (e1,e3) —esg (er,e2) + g ([er, 2] e3)

+g([e3,e1],e2) —g(lez,e3],e1)
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olur. Diger egitlikler de benzer sekilde gosterilebilir. Simdi torsiyonsuz afin konneksiyonlart

asagidaki gibi tamimlayalim.

1 1
Velel = _Vezez = Eela V63el = VeleS = Eeza V€362 = Veze3 = _5617
1 1 1 1
Ve,e1 = —§€2+ 763 Ve er = €2 53 Vee3=0.

Ayrica (4.1.2) esitliginden V min duali olan V*,
1 1 1

* _ * _ * o _ * N vi _

Velel - _Vezez - _Eel’ Vesel = Ve1€3 - 5627 Ve3€2 = Veze3 = _531;
. o, 1,

Vezel = 562 + 563, Vele2 = Eez — 563, Ve3e3 =0

olarak bulunur. Vi, j. k € {1,2,3} icin
(Veig) (ejvek) = (Vejg) (eiaek)
oldugu goriiliir. Ornegin bu denklem i = 1, j =2 ve k = 3 degerleri icin korunur. Gercekten

(Velg) (62763) = (Vezg) (61,63)

e18(e2,e3) —g(Ve,e2,e3) —g(e2, Ve e3) = erg(e1,e3) —g(Ve,e1,e3) —g(e1,Ve,e3)

1 1 1 1 1 1
—8(—5e2—ese3) —glea, 5e2) = —g(—5er+ 5e3,e3) —gler, —5e1)
L o(er,03) + ng(e3,63) = 22 (e2,2) = 2 (e2,e3) — =g (e3,03) + ng (er,e1)
2g 62763 2g 63763 2g 62762 F 2g 62763 2g 63763 2g elael
0=0

olur. O halde (V,g) , M iizerinde bir istatistiksel yapidir. Ayrica (5.1.1) ve (5.1.2) den
Vei¢€j - ¢Vzi€j = (Vei¢)€j
ve
K(e,-,(bej) + 0K (ei,ej) =0
bagntilart denk olup Vi, j € {1,2,3} icin korunurlar.
Ornegini=1, j =2 olsun. pe; = —e>, Ppey = ej ve Pez =0 oldugu gz oniine alimrsa
Vel (Pez — (PV:lez = (Vel (P)ez

11 _ _
Ve e1—0(se2—=e3) =V, 0er — 9V, er

2 2
1 1 ~ ~
Ve e — §¢€2+ §¢€3 =V, e — ¢V e
1 1 1
561 - 561 = —§¢63

0=0
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dir K=V —V* oldugundan

K (e1,9e2) + 9K (e1,e2) =K (er,e1) +9(Veye2 — Ve )

= Velel — V:]el + (])Velez — (PV:lez

1 1 1 1
=5e1— 503 Spert o ges
=0

olur ve her iki denklem saglanir. Boylece (M,V,g,¢.& 1) altilist h.h. kontakt metrik istatistiksel

manifoldtur.

Belirtelim ki Vi, j € {1,2,3} icin

~

1
(Vedles = 5 (ere) €~ o) e
olup, M bir %—Sasakian istatistiksel manifoldtur. Hatirlatalim ki eger
(Vx9)Y = a{g(X,Y)c —n(¥)X}
oluyorsa M bir o.—Sasakian manifoldtur. Ornegini =1, j = 2 alimirsa

(Ve9)er =5 (gleren)E ~n(e)er} 5 E=es

- - 1
Ve 9er — ¢V, er = 3 {g(e2,e3)e1}

1 1
Ve e1+ 5(1563 = Eg(ez,eg)el

~

0=0
oldugundan esitlik saglanir.
Simdi h.h. kontakt metrik istatistiksel manifold icin daha genel bir ornek verelim.

Ornek 5.1.3. (g,0,&,n) dortliisic M manifoldunun sahip oldugu h.h. kontakt metrik yapisini

olustursun. W herhangi bir vektér alani ve W 1 & olsun. Bu durumda

K(X,Y)={s(W,X)g(W,0Y)+g(W,0X)g(W,Y)} oW

+{g(W,X)g(W,Y)—g(W,0X)g(W,0Y)} W

seklinde tanumli K tensorii (4.1.6) ve (5.1.1) esitliklerini saglar. Ger¢ekten
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K(X,Y)={g(W,X)g(W,0Y)+g(W,0X)g(W.Y)} oW

+{s(W,X)g(W.Y)—g(W,0X)g(W,9Y)} W
={gW.Y)g(W.9X)+g(W,9Y)g(W,X)} oW
+{g(W.Y)g(W,X)—g(W,9Y)g(W,pX)} W
—K(Y,X)

dir. Ayrica ¢ tensor alaninin anti-simetrikliginden
_ {s(W.X)g(W,0Y)+g(W,0X)g(W,Y)} oW
stk 2= (v oy an v w2 )
gg(W.X)g(W,0Y) W, Z) +g(g(W,0X)g(W.Y) ¢W,Z)

+8(g(W,X)g(W,Y)W,Z) —g(g(W,0X) g (W,9Y)W,Z)
=g(W,X)g(W,9Y)g(oW,Z) +g(W,0X)g(W,Y)g(¢W,Z)
+g(W,X)g(W,Y)g(W,Z) —g(W,0X)g(W,9Y)g(W,Z)

_|_

8

(
(W,
(W
sW.X)g(oW,Y)g (W, 9Z) —g(W,9X)g(W.Y)g(W,9Z)
(W.X)g(W,Y)g(W,Z) +g(W,0X)g (¢W,Y)g(W,Z)

(

g(Y,g(W.X)g(W,0Z) ¢W)+g(Y,g(W,0X)g(W,Z) oW)

+g(Y,e(W,X)g(W,Z)W) —g(Y,8(W,0X)g(W,0Z)W)

:g( Y {g(W,X)g(W,0Z) +g(W,0X) g (W,Z)} ¢W )
+{g(W,X)g(W,Z) —g(W,0X) g (W,0Z)} W

=(Y,K(X,Z2))

olur. O halde Uyar1 (4.0.2) den (V := Y +K,g), M iizerinde bir istatistiksel yapidir. Diger
taraftan (3.2.2) egitligi yardimiyla

K(X,9Y)+¢K(X,Y)
{ {g(W,X)g (W,0%Y) +g(W,0X)g(W,0Y)} oW }
+{g(W.,X) W¢Y) g(W,0X)g (W,9%Y)} W
+ {(p( {g(W W¢Y)+g(W 0X)g(W,Y)} oW )]
+{g(W,X)g(W,Y) —g(W,90X)g(W,9Y)} W
{ {g(W,X) (W 02Y) +g(W,0X) g (W,0Y)} oW }
+{g(W.X)g(W,9Y) —g(W.9X) g (W,9%Y) } W
+{ {g(W,X)g (W ¢Y)+g(W,¢X)g(W,Y)}¢2W]
+{g(W,X)g(W,Y) —g(W,0X)g(W,9Y)} oW
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=g(W,X)g (W,0°Y) oW +g(W,0X) g (W, 9Y) oW
+g(W.X)g(W,0Y)W —g(W,0X) g (W,9°Y) W
+g(W.X)g(W,0Y) 9°W + g (W,0X) g (W,Y) 9*W
+g(W,X)g(W,Y) oW —g(W,0X) g (W,9Y) oW

=—gW.X)g(W,Y) oW +g(W,X)g(W,9Y)W
+8(W,0X)g(W, Y)W —g(W.X)g(W,9Y)W

bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa
K(X,90Y)+9K(X,Y)=0

oldugu goriiliir. Boylece M h.h. kontakt metrik istatistiksel manifoldtur.

5.2 Hemen Hemen Kontakt Metrik Istatistiksel Manifoldlarin Bazi Simiflar

Oncelikle bu kistimda bize yardimci1 olacak bazi temel esitliklerden yararlanip, daha sonra
kullanacagimiz denklemleri elde edecegiz. Sonra kontakt metrik ve K—kontakt istatistiksel
manifoldlar1 tamimlayacagiz. Ardindan kontakt metrik istatistiksel manifoldlarda karsilik gelen
sonuclar1 verip, kontakt metrik istatistiksel manifoldlarin K—kontakt istatistiksel manifoldu
olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar1 sunacagiz. Ayrica tek boyutlu bir istatistiksel manifoldun bir

K —kontakt istatistiksel manifold olabilecegi durumlar1 da inceleyecegiz.

Eger bir M manifoldu h.h. kontakt metrik istatistiksel manifold ise o zaman (5.1.2)

esitliginde Y nin yerine & yazilirsa

Vx9& —9ViE = (Vx9)§
(3.7.2) den
OViE = 9Vx&
olup, bu esitlige ¢ uygulanirsa
O’V = 9?Vx§
olur. (3.2.2) esitligi ve g(%xé,é)é =0 dan

V& = Vx& +g(ViE,E)E (5.2.1)
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elde edilir. Burada (4.1.2) esitligi kullanilirsa

2VxE — Vx& = Vx& +2g(Vx&,E)E — g (VxE,E)E

olur. Buradan

Vxé = Vx& +(VxE.8)E
olarak bulunur. (4.1.4), (4.1.5) ve (5.2.1) esitliklerinden
K<X7€) = VX& _V;(g

= Vx&—Vxé

olup, (5.2.2) yardimiyla

oldugu goriiliir. Ustelik
hK (X, &) =0

dir. Gergekten 7€ = 0 oldugundan

=0

olur. Diger yandan torsiyonsuz V* konneksiyonuna gore (2.0.2) ve (3.3.1) kullanilirsa

2dn (X,Y)=Xn(Y)-¥Yn(X)—n ([X.Y]")

=Xg(8,Y)-Yg(5,X)—g(Vx¥,§) +g(VyX,E)

olup, (4.1.1) esitligi yardimiyla gerekli sadelestirmeler yapilirsa
2d77 (X,Y) :g(vxng) _g(Xang)
ifadesi bulunur. Ustelik (5.2.2) esitligi kullanilirsa

2dn (X,Y) = g(Vx&,Y) +g(Vx&,E)n (Y)
—g(Vy&,X) —g(Vy&,E)n (X)
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olur. Ayrica V Levi-Civita konneksiyonuna gore elde ettigimiz (3.6.6) ile (5.2.6) esitlikleri

kargilastirilirsa

g(Vx&,5)n(Y) =¢(Vr&,8)n (X) (5.2.7)

bulunur.

Simdi bir h.h. kontakt metrik istatistiksel manifoldda
[KX7KY]€ :K(XvK(Yvé)) _K<Y7K(X7€))
esitligini hesaplayalim. (5.2.3) esitliginden

[KX7KY]§ :K(ng(VY§75>§)_K(Y7g(vxé7é)§)
=g(Vyr&,8)K(X,8) —g(VxE,8)K(Y,S)
=0

elde edilir. (4.1.11) esitliginde Z yerine & yazilip, [Kx, Ky| & = 0 ifadesi kullanilirsa
S(X,Y)E=R(X,Y)& (5.2.8)
olarak bulunur.

Tamim 5.2.1. M h.h. kontak metrik istatistiksel manifoldu (M,V,g,9,&,n) altlisiyla verilsin.
M iizerinde dn = @ ise M ye bir kontakt metrik istatistiksel manifold, eger dn = ® ve & de

Killing vektor alani ise o zaman M ye bir K—kontakt istatistiksel manifold adi verilir [23].

Onerme 5.2.1. Bir M kontakt metrik istatistiksel (2n + 1) —boyutlu manifoldunda

VihX —hVeX = OR(E,X)E+9X — 19X +1 (V&) (X —n (X)E +hX), (5.2.9)

R(§,X)E—OR (§,0X)& =20°X +20°X +2n (V&) 0hX +g(R(E,X)§,8)E  (5.2.10)
dir [23].
Ispat: Oncelikle (5.2.2) esitliginde (3.6.9) ifadesi yerine yazilirsa
Vx& = —9X — 0hX +¢(Vx&,§)&
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olur. Bu ifade Riemann egrilik tensdriinde yerine yazilirsa

R(§,X)E =V VxE—VxVe& — Ve xi6
= Ve (—9X — 9hX +g(VxE,E) &)
—Vx (—9& — 9hE +g(V:E,E)E)
— (—0[&,X] - 9h[&,X]+g (Vi x16,€) &)

olup, & =0 ve h§ = 0 dan
R(E.X)E=—V:0X —V:0hX + Vg (VxE,E)E—Vxg (Ve 8) &
+¢[&,X]+0h[E,X] -2 (Viex§,6) &

olur. Burada ifadenin her iki tarafina ¢ uygularsak

PR(E,X)E =—9VedX — 9V 9hX +¢Veg(VxE,E)E
—0Vxg (Ve&,8) E+0°[E.X]+ 0%h[E,X] — g (Vie x§,8) 0E

(2.0.1), (3.2.2) ve (5.2.2) esitliklerinden

= ¢{g(VxE,&) (Ve +g(VeE,E)E)+ (Eg(VxE,E)E)}
— VX — OV OhX — Vg (VeE,E) & — [EX]
+1 ([E,X]) € —h[E,X]+1 (h[E,X])E

655 =0, & =0 ve h& = 0 oldugundan

OR(E,X)E = —9VedX — Ve phX — 9Vxg (Ve&,8) & —[6,X] (5.2.11)

olarak bulunur. Simdi de elde ettigimiz (5.2.11) in ilk {i¢ terimini hesaplayalim.

(5.1.2) esitliginin duali alinarak, X yerine & ve Y yerine ¢X yazilirsa
Vi*X — 9V 9X = (Ve 9)9X
olur. Burada %5(]) = 0 oldugundan (2.0.1) ve (3.2.2) yardimiyla
Vip*X —9V:0X =0
“VEX+E(1(X))E+1 (X) VEE — 9V 4X =0
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= VedX = -VeX+S(n (X)) E+1(X) Ve (5.2.12)

dir. (5.2.12) de X yerine hX yazilirsa
OVeOhX = —VihX +E (1 (hX)) & +n (hX) V&
olur. /& simetrik oldugundan

OVEOhX = —VEhX +& (g (X, hE))E +g (X, hE) ViE

= 9V $hX = —VihX (5.2.13)
dir. (2.0.1), (3.6.9) ve (5.2.2) esitlikleri kullanilirsa

0Vxg(Ve,8)E =9 [g(Ve. &) VxE+Xg(VeE,6)E]
g(VeE. &) oVxE+Xg (Ve &) 9&
g (VeE,E) ¢(VxE +g(VxE,E)E)
(VeE,8) OVxE +5(Vx§,6) 9&
8(Ve€.€) o (—9X — 9hX)
(Ves.é)

( ) (X

8

¢ (V£ &) (—92x - ¢2hx)
g(Veé, &) (

X)E +hX) (5.2.14)

olarak bulunur. (5.2.12), (5.2.13) ve (5.2.14) esitlikleri (5.2.11) denkleminde yerlerine

yazilirsa

OR(E.X)E = VX & (M (X))E — 1 (X) VEE + VhX
—8(Ve&, &) (X —n(X)E +hX) = VeX +Vx§
+8(VeX,8)E—g(VxE,E)E —hVeX +hVxE
— (VX ~ VEX) — (Eg (X, £) & — 1 (X) VEE + VhX
1 (Ve&) (X = (X) & +hX) — 9X — 9hX
+8(VxE.E)E+8(VeX, &) E —g(VxE.E)E
~IVEX 4 h(—0X — OhX +g(VxE.E)E)
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= 2K (£,X) g (VeX.&) E—g (X, VEE) € —n (X) VEL
+VihX —n (Ve&) (X —n (X) & +hX) — X — 9hX
+8(Vx8,8)E+8(VeX,8)E—5(VxE,8)E —hVeX
—h¢X —hohX +g(VxE,E)hE
— 2K(E,X)—g <X,V§.§) — N (X)VEE + VX
— 1 (Ve&) (X =1 (X)& +hX) — X — 9hX
—hV:X — hoX — hohX
olur. (5.2.1) esitliginden
vie=n(vie)e
denklemi ve (3.6.10) esitligi kullanilirsa
VEihX —hVeX = OR(E,X) € +0X — W*9X +2K (§,X) + 21 (V§§> n(X)&
+1(Veé) (X —n(X) & +hX)
olur. (4.1.6),(5.2.3) ve (5.2.7) esitliginin dualinden
VihX —hVeX = OR(E,X)E + 90X — X —2¢(Vi&§,8) & +22(Vx&,6)¢&

+1(Vel) (X —n (X)E+hX)
= OR(EX)E+OX — 19X +1 (V&) (X —n(X) & +hX)

(5.2.9) elde edilir.
(5.2.9) esitliginin her iki yanina ¢ uygularsak
OVERX — OhVeX = 0°R(E,X) & +0°X — 9R?9X +¢1 (V&) (X — 0 (X) & +hX)
olur. (3.2.2), (3.6.10) ve ¢ nin lineerliginden
OVERX —9hVeX = —R(E,X)E+1 (R(,X)E)E +¢°X —h*9°X
+n(Veg) (90X —n(X) 98 + 9hX)
olup, buradan (3.2.2) yardimiyla
OVhX — 9hVeX
= —R(&X)E+2(R(§,X)E,8)E +¢°X + X
+1(Ve€) (90X + ¢hX) (5.2.15)
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ifadesi elde edilir. Ayrica (5.2.9) esitliginin duali
VehX —hViX = OR (£, X) € +0X — h*0X +1 (vgg) X—nX)E+hX)  (5.2.16)
dir. (5.2.16) esitliginde X = ¢X alimirsa
VehoX —hV5oX
— OR"(£,0X)& + 97X — 262X + 1 (VEE ) (0X — 1 (9X) & +hoX)

:
= OR" (8.0X)E+ 02X — 1 (=X +1 (X) &) +1 (Vi ) (0X +hoX)
= OR* (E,0X)E + 02X + KX + 1 (v .5) (9X +hoX) (5.2.17)

elde edilir. Diger taraftan %5 ¢ = 0 oldugundan

Ve9hX — 9VihX = (Ve9)hX =0

= VeohX = 9VihX (5.2.18)

ve

h (Vg 0X — ¢V§X> = h(V:9)X =

= Vi0X = VX (5.2.19)

dir. (5.2.18) ve (5.2.19) esitlikleri (5.2.17) denkleminde yerlerine yazilip, (3.6.10) goz oniine

alinirsa
—OVLAX + OhVX = OR" (£,0X)& + 07X + 12X +1 (V2§> (9X +hoX)
elde edilir. Bu durumda elde ettigimiz bu denklem ile (5.2.15) esitligi taraf tarafa toplanirsa
q)Vf,EhX —PhVeX — q)V;EhX +QhVeX
=—R(EX)E+g(R(EX)E.E)E+9°X +1°X

+1 (V&) (9X +9hX) +9R" (§,9X) &
+ 92X + 12X + 1 (VEE) (9X + hoX)

olur. (4.1.1) esitligine gore

Eg(E.¢)
(w5®+gWgé)
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olup, burada (3.3.1) esitliginden
n (Vi) =-n(vee) (5.2.20)
dir. O halde (3.6.10) ve (5.2.20) esitliklerinden
R(E,X)E —9R"(5,0X)¢
=20°X +21°X +1 (V&) 0X +1 (V&) 9hX

—N (V&) 90X —n (Ve&) hoX +¢(R(E,X)E,6) &
=20°X +20°X +2n (V&) 9hX + g (R(E,X) E,E) &

(5.2.10) elde edilir.

Uyan 5.2.1. (5.2.10) egitliginin duali

R (E.X)& — OR(£,0X) & = 202X +2°X +2n (VEE) 9hX +g (R (£,X)&,£)¢ (5.221)
dir [23].

Onerme 5.2.2. Bir kontakt metrik istatistiksel manifold iizerinde X L & icin K(X,E) = 0 dur.
Buna denk olarak X 1 & igin

Vx& = V& = Vy&

dir [23].

Ispat: {e},...,e,, 0eq,...,0e,,E} bir ¢ —baz1 olsun. Buna gére

. ey g(R(e.E)E e) +8(R(9erE)E, e
Ric (&) + Ric <5>—,§{ + (R (e1.E) E.e1) +8 (R (9er,E) €. de) }

dir. ¢ nin anti-simetrikligi ve (4.1.7) esitliginden

:i{ —8(R(S,ei)&,e)) +8(PR(E, pei) S, ei) }
ey (R*(é ei)&,ei) +g (R (&, 0e:) € e;)

@) E— OR(E,0e)E e
—‘Z{ I U >}

olur. Bu durumda (4.1.9), (5.2.10) ve (5.2.21) esitlikleri kullanilirsa
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Ric (&) +Ric* (§)
—Z{ g (20%¢i+ 202 +21 (VE) phei+g (R (&.e) £,6) & e1) }
g (20%¢i+2h%ei+ 21 (V&) hei+ g (R(§,e:) §,) & i)

{ 2g (92ei,ei) +2g (h*eisei) +2g n(V*§> Ohe;,e > }

i=1

g (g (R (E.e)&,E) & ) +2¢ (9ei,e) +2¢ (Weyse)
~2¢(n (V£8) Oherei) g (3 (R* (§,e0) .)€ )

=—Y {4g(9%ei,e;) +4g (WPeiei) }
i=1

= 4n — 2trh?

™=

elde edilir. O halde (3.6.19) dan
Ric (§) + Ric* (§) = 2Ric (&)
olur. Buna gore (4.1.10) ve (4.1.11) esitlikleri yardimiyla

Ric (&) +Ric* (€) = 2Ric (&)

< g(R(eivé)é ) (R*(ehé)évei)
;‘Z{ +g(R(9ei, &) &, pei) + g (R* (9ei, &) €, per) }

=2V {s(R(enE)E ) + g(R(PeirE) Eder)}

=
< g(R(E,ei)ei, &) +g(R*(&,ei)ei, &)
:>1—21{ +8 (R (&, dei) pei, &) +g (R (§,ei) pei, &) }

= ) {25(S(&,ei)ei,§) +28(S(§, pei) pei &)}

{ g (S(&,ei)ei— [Ke Ko €i,&) }
+8 (S (§7¢ei) ¢€l [K§:K¢ei} ¢ei7 g)

g(S(&,ei)ei, &) +2

™= I

N
I
—_

\'M:

|
_

Y
)

8(5(5,9ei) pei,S)

1

g(S(&,ei)ei, &) —2

I

_|_
M:l

g ([Ke. Ke ] eir§)

1

~

1

g(S(&,gei) pe;, & +2Zg([K§,K¢eJ ei,9&)
=1

N
I
—_

olur. Dolayisiyla

Zg Ké; el)é):()

i=1
dir. Burada
Kz, Ko ei = K(E,K (ej,e;)) —K (e;,K (€,e;))
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oldugundan, (4.1.6) ve (5.2.3) esitlikleri kullanilirsa

(K(&,K (eirei)) —K (e, K (§,€)),8)}

S
I
—~—

oQ

~
—

(K(§7K(€ivei)) 75) _g(K(ehK(g?ei)) 75)}

I
—
oQ

~
—_

I
™=

~
—_

{g(K (ei,ei) K (5,5)) —g(K(S,ei), K (ei,6))}

I
™=

~
[y

{g(K(eier),K(5,6)) —g(K(einG), K (e:,6))}
{g(ei K (e, K(§,8))) —g (5, K (ei K (€i:6)))}

I
™=

~
—_

I

~
—_

{g (ei;K(eiag(Vég'é?g) é)) _g(€>K(ei7g(Vei€7€)é)>}

I
D=

Y {8(Ved.&)g(eiK(ei8) 8 (Veis,8) (8, K (e6))

~.
—

I
1=

{g (Véé 5) (ezag(veigag)g) _g(veigaé)g(éug(veigaé)5)}

~.
—_

{g (Vég 5) (Veiévé)n (ei) —g(Veié,é)z}

|
1=

N
Il
—_

I

|
I-
il

olarak bulunur. Herhangi bir ¢; | & i¢in
8(Ve§,8)=0
olur. O halde (5.2.3) e gore X | & i¢gin
K(X,&)=0

dir.

Sasakian manifoldlar kontakt metrik manifoldlarin 6zel durumlar1 oldugundan herhangi bir

Sasakian istatistiksel manifold igin (5.2.2) esitliginde (3.6.2) yerine yazilirsa
Vx&=—¢X+g(VxE.,6)¢& (5.2.22)
elde edilir. Buna gore X L & i¢in
VyE = ViE = Vy& = —9X (5.2.23)

dir.
74



Sonug 5.2.1. (2n+ 1) —boyutlu bir M kontakt metrik istatistiksel manifoldda, & dogrultusundaki

Ricci egriligi ve onun duali icin
Ric (&) = Ric* () =2n—trh?
dir [23].
Ispat: Lemma (4.0.1) de X yerine &, Y yerine de X yazilip, (4.1.6) esitligi kullanilirsa
VehX —hViX = (Veh)X +K (hX,€) +hK (X, €)
bulunur. Burada (3.6.13), (5.2.4) ve Onerme (5.2.2) kullanilirsa
VehX —hViX = X —h*0X — R (X,§)¢&
elde edilir. O halde bu esitlik ile (5.2.16) karsilagtirilirsa
OR"(£,X)E+1 (VEE) (X =0 (X)E+hX) = R (E,X) ¢ (52.24)
olur. (4.1.10) ve (5.2.8) esitlikleri goz Oniine alinirsa
S(E.X)E = 5 {REX)E+R (6, X)8)
R(E.X)E = 3 {R(EX)E + R (£, X)) (5.2.25)
olup, buradaki (5.2.25) esitligi (5.2.24) de yerine yazilirsa
2 (VEE) (X =1 (X)E +hX) = 9R(E,X) & — 9R" (§,X)&

elde edilir. Burada esitligin her iki tarafina ¢ uygulanirsa

2 (V3E) (90X =1 (X) & + 9hX) = 0°R(£,X) & — 9°R" (£,X) &
olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa, (3.2.2) ve (3.3.1) esitliklerinden X € x (M) i¢in
20 (V:E) 8(9X.X)+2n (V:E) g (94X, X)

=—¢(R(E,X)8,X)+8(R(S,X)&,8)g (S, X)
+8(R"(6,X)8,X) —g(R"(6,X)§,5)¢(8,X)

olup, burada X L £ oldugundan

2 (V:E) 8 (0hX.,X) = g (R(E,X) &.X) +5(R" (§,X)&,X)
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olarak bulunur. Boylece {ey,...,en, €11 = Qey,...,e2, = Pey, £} seklinde tanimh ¢ —bazi igin

(4.1.7) ve (4.1.8) esitlikleri kullanilirsa

2n+1 2n+1 2n+1

25 (Vi8:8) X s(ohene) = X ¢(Rlen8)Ee) = L (R (e f)Se)

bulunur. O halde
2n+1

Y. g(¢hei,ei) =0
i=1
oldugundan, buradan
0 =Ric(&) —Ric* (&)
olur. Ayrica Onerme (5.2.2) nin ispatina gore

Ric (&) +Ric* (&) = 4n—2trh?

oldugundan, boylece

Ric (&) = Ric* (§) =2n—trh?
elde edilir.

Uyari 5.2.2. Belirtelim ki yukaridaki sonug ve (3.6.19) esitliginden, herhangi bir kontakt metrik

istatistiksel manifoldu icin
Ric(§) = Ric* (§) = Ric (§)
dir [23].

Simdi kontakt metrik istatistiksel manifoldlar iizerinde K —kontakt istatistiksel olmanin gerek

ve yeter sartlarini verelim.

Teorem 5.2.1. Bir M kontakt metrik istatistiksel (2n + 1) —boyutlu manifoldda
g(VX€7Y)+g<VY§7X) =0 ;X,Y L g
ise o zaman M bir K—kontakt istatistiksel manifold olur [23].

Ispat: Eger M bir K—kontakt istatistiksel manifold ise (4.1.16) ve Onerme (5.2.2) den sonucu
elde edebiliriz. Tersine X L & i¢cin K (X,&) = 0 oldugundan (4.1.15) den V X, Y L & igin

(Leg) (X,Y) =0
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dir. Gergekten (4.1.15) esitliginde X ve Y yerine & yazilip, (4.1.4) kullanilirsa

(Leg) (€.6) =g (V& &) —g(K(E,8).Y) +8(VeE &) —g(K(E,€).€)
=2g(VeE,8) —2g(K(&,8).8)
=2g (V&) —28(V:E —VeE &)
=2g (V&) —2g (VL. E) +2(VE,E)

olur. Burada %55 = 0 oldugundan

(Leg) (£,8)=0
oldugu goriiliir. Diger taraftan benzer sekilde (4.1.15) esitliginde X veya Y yerine & yazilip,
(4.1.4) kullanilirsa

(Leg) (£,Y) =g (Ve&,Y) — (Ve —VeE,Y) +g(VyE E)
— g(Vy& —Vy& &)

olur. (5.2.23) esitliginden

(Leg) (8,Y) =g(VeE,Y) —g (97, &)

bulunur. Burada %56 =0 ve ¢ anti-simetrik oldugundan

(ng) <§7Y) =0

olur ve boylece her iki durumdan dolay1

(Leg) (X,Y) =0
elde edilir.

Simdi tek boyutlu bir istatistiksel manifold iizerinde elde edecegimiz bir K—kontakt
istatistiksel yapisim1 asagidaki Onerme ile inceleyelim. Burada Riemann manifoldlarindan

yararlanip, iizerinde bir K—kontakt istatistiksel yapinin nasil olusacagini gorelim.

Onerme 5.2.3. M, (2n+ 1) —boyutlu ve X L & icin R(X,E)E = X ifadesini saglayan, & yi
Killing vektor alani kabul etmis bir Riemann manifoldu olsun. O zaman M manifoldu iizerinde

bir K—kontakt yapt vardir [19].

Ik olarak bir istatistiksel manifold i¢in & bir Killing vektor alam1 ve S de bir istatistiksel

egrilik tensor alam olmak iizere, S (X,Y) £ yi hesaplayalim.
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R ve R* Riemann egrilik tensorleri olmak iizere, (4.1.10) esitliginden biliyoruz ki

28(S(X,¥)&,2) = g (VxVr& — VyVxE = V& + Vyyx&,2)

+8 (VxVy€ — ViV — Vi yE+ VY xE.2)
dir. Burada (4.1.1), (4.1.16) ve (4.1.17) esitlikleri yardimiyla

2(S(X,¥)€.2)

=Xg(Vy&8,Z2) —g(VyS,VxZ) —Yg(Vx§,Z)g
+8(VxE,ViZ) +8(V2E, Vi) ~ 28 (K(Z,€) Vi)
(28, ViX) +2¢ (K (Z.) Vi X) + Xg (V3 €,2)
—3(Vy€,VxZ) ~ Yg(Vi&.2) +8(Vi&, Vy2)
§(V5E,VxY) +2¢ (K (Z,€), VxY) ~ g (Vi&, VyX)
~28(K (2,€),vX)

— —Xg(V2E,Y)+2Xg (K (Z,€).Y) +8 (Vv;28.¥ )
~28(K (Y,&),ViZ) +Yg(V2E,X) 20 (K (Z,€) X)
5 (Vw;28.X) +28 (K (X.£),V§Z) +8 (V2E, ViY)
~28(K(Z,8),VY) — g (V2€,ViX) + 2 (K (Z,€) , Vi X)
~Xg(V7E,¥) = 2Xg (K (Z,€),¥) +8 (Vi £6.Y)

+28 (K (Y.€),VxZ) +Yg (V& X) +2Yg (K (2.£).X)
g(Vy,28,X) —2¢(K(X,§),VyZ) +8(V7&,VxY)
+28(K (Z.8),Vx¥) = g(V5E, V¥ X) — 2 (K (Z,€) , V¥X)

olur. Burada gerekli sadelestirmeler yapilip, (4.1.1) esitligi kullanilirsa

28(S(X,Y)¢S,Z)
=—g(VxVz&,Y)—g(VzE,VxY) +g (Vv)*(zéaY)
—2g(K(Y,8),VxZ)+g(VyVzE,X) +g(VzE,VyX)

5 (Vw28 X) + 28 (K (X,8),ViZ) +8 (V2E, ViY)
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—2¢(K(Z,8),VxY)—g(VzE,VyX) +28(K (Z,§),VyX)
—8(VxV2E.Y) —g(VZE,VxY) +¢(Vy,,6.Y)
+2g(K(Y,8),VxZ) +8(VyV7E,X) +8(V2E, VyX)
—8(Vy,26.X) —28(K(X,&),VyZ) +g(V3&, VxY)

+2g(K(ng)aVXY) _g(VE€7VYX) _zg(K(Zvé)vaX)
(4.1.5) ve (4.1.6) esitlikleri yardimiyla

g (VxVzE.Y) +¢ (Vriz&.Y) +2(VyV2E.X)

8 (Vv;26.X) — (ViVZE.Y) +g (Ve,,E.7)
+8(ViVzE.X) —g(Vv,28.X) +4g (K (Y,§) K (X,Z))
—4g(K(X,6),K(Y,Z)) —4¢(K(Z,5),K (Y, X))
+4g(K(Z,6),K(X,Y))
=—g(VxVzE,Y)+g (VV§Z§,Y> +8(VyVzE,X)

g (Vvz8.X) ~ g (ViV5E.Y) +¢ (Vi 26.Y)
+8(VyV2E.X) =g (V%,28.X) +43(Z,K (XK (Y,£)))
—4¢(Z,K(Y,K(X,8))) —4¢(K(Z,5),K(X,Y))

+4g(K(2,8),K(X,Y))

olup, buradan

28(S(X,Y)8,Z)=¢ (—vazé +Vyi 28 —VxVzE +V*VX257Y)
+g (Vyvzﬁ — V28 +Vy V38— V*VYZ§7X)
+4g([Kx,Ky]&,Z) (5.2.26)

elde edilir. Diger yandan (5.2.26) esitliginde Z yerine X yazilirsa

2(S(X.¥)€.X)
— —g(VxVxE,¥) +g(VyixE.Y ) —g(ViVi&,Y)
+2 (Ve x&.Y) +8(VrVx€,X)—¢ (Vv;xg»x)
+8(ViVRE.X) — g (Vo xE.X) +48 (K (XK (¥,£)) ,X)

—4g(K(Y,K(X,§)),X)
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olur. (4.1.1), (4.1.5), (4.1.16) ve (4.1.17) esitlikleri kullanilirsa

28(S(X,Y)&,X)
=—Xg(Vx8.Y)+g(Vx&, VxY) —g(Vy§, VxX)
—Xg(Vx&,Y)+8(Vx&,VxY) —g(VrE, VxX)
+Yg(VxS,X) —g(VxS,VyX) +8(Vx&, VyX)
+Yg (VxS X) -8 (Vx&, VyX) +2(VxE,VrX)
+8(VxVr&,X) —g(VxVr&,X) — g (VxVy &, X)
+8(VxVy&,X) —g(VyVx§,X) +8(VyVx&,X)

(4.1.1), (4.1.5), (4.1.6), (4.1.16) ve (4.1.17) esitlikleri yardimiyla

28(S(X,Y)&,X)

— —Xg(VxE,¥)+2¢ (K(X.8), Vi) — g (Voré.X)
—g(Vy&, VxX) +2Xg (K (X,8).Y) +Xg (VyE.X)
—2¢(K(X,8),VxY)—g(Vy,yE.X) —8(VrE, VxX)
+Yg(Vx§,X) —g(Vx&,VyX) +g(Vx&,VyX)
—2Yg(K(X,&),X) ~Yg(Vx&,X) — g (Vx&, VyX)
+2(Vx&, VyX) +g(VxVy&,X) —Xg(VyE,X)
+8(Vy&,VxX) —Xg(Vy&,X) +g(Vy&, VxX)
+8(VxVy&.X) ) +8(VxE.VyX)
+Yg(VxE.X) —g(Vx&,VyX) +Yg(Vx&,.X)
—8(VxS,VyX) =Yg (Vx&,X) +g(Vx&, VyX)

— —Xg(Vx&,¥) ~ g (Vo€ X ) +Xg (Vx&,¥)

—Xg(Vx&.Y)+Xg(Vy&.X) — g (Vy,rE.X)
+Yg(VxE,X)—Yg(VxE,X)+Yg(VxE,X)
—Yg(Vx&,X) +8(VxVr&,X) —Xg(VrE,X)
+Xg(Vy&,X) —Xg(Vy&,X) +Xg(Vx&E,Y)

—f—g(V;}V;é,X) _Zg(K(X7§)7VXY_V)}k(Y)

X
—Yg(Vxé,X
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bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

29(S(X.Y)&.X) = g (VxVr& = Vwyr €+ Vi Vié = Vi,y €. X )

esitligi elde edilir.

Onerme 5.2.4. Eger & bir (M, V,g) istatistiksel manifoldunda Killing vektor alant ise

1 * 7% *
S(XE)Y = 5 {VxVrE —VuyrE+ViViE — Vi, ¢ |

—2K(E,K(X,Y)) (5.2.28)
dir [23].

Ispat: (5.2.27) denkleminde X vektr alam yerine X 4 Z alimirsa

28(S(X+2Z,Y)E,X+Z)

=8(Vx+zVyr& = Vi v&+Vx zVyS —Vy, v6. X +2)

olur. Burada

26(S(X+Z2,Y)E,X+2Z)
=2¢(S(X,Y)&,X)+2g(S(X,Y)¢,Z)
424 (S(Z,Y)E,X)+2¢(S(Z,Y)E,2)
=8(Vx+zVy& = Vv vE+Vx 7VyS = Vy, y&. X +2Z)

—4g(K(X+Z,6),K(X+2Z)Y))

28(S(X,Y)&,X)+28(S(2,Y)&,Z)
=8(VxVy§ —Vviy& +VyVy & — Vi v 6. X)
+8(VzVy8 = Vyey &+ V;Vy 6 — Vy 4 8.2)
—4g(K(X,8),K(X,Y))—4g(K(Z,8).K(Z,Y))
=8(Vx1zVyr& —Vvy v&+Vx zVyE —Vy, v$. X +2)

—4g(K(X+Z,6),K(X+2Z,Y))
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oldugundan

28(S(X,Y)&,Z)+2g(S(Z,Y)¢E,X)
=8(VxVyS —Vviy& +VxVyS — Vg ,v6.2)
+8(VzVy& —Vyiy§ +V;Vy 8 —Vy 1 E.X)

—4¢(K(X,€),K(Z,Y))—4g(K(Z,&),K(X,Y)) (5.2.29)

dir. (5.2.26) esitliginde Y yerine Z ve Z yerine de Y yazilip, (4.1.6) kullanilirsa

28(S(X,2)G,Y) =g(VzVyE = Vysy &+ VVyE = Vy,4 &, X)
+8(=VxVr& +Vvir§ —VxVy&+Vy,y8.2)

+4g(K(§7K(X7Y)) _K(YaK(X7§>) 7Z)
olur. Bu esitlik (5.2.29) da yerine yazilip, (4.1.6) kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

g(8(X,Y)¢,Z)+g(S(Z.Y)¢&.X)
=8(VxVy& — Vyiy &+ VxVy & —Vy,yE.2)
+8(S(X,2)¢,Y) —4g(K(§,K(X,Y)),Z)

olarak bulunur. I.Bianchi 6zdesligine gore S(Y,Z)X = —S(X,Y)Z — S(Z,X)Y oldugundan,
I.Bianchi 6zdesligi ve Onerme (4.0.3) den

—g(S(X,Y)Z,8)+g(S(Y,Z2)X,5) —¢(S(Z,X)Y,§)

=g(VxVy& = Vyiy& + Vi Vy & — Vy v 6, 2)
—4g(K(5,K(X,Y)),Z)
=2g(S(X,8)Y,Z) = g(VxVy& — Vy;yS + VxVy & — V§,v6.2)

—4g(K(§,K(X,Y)),Z)

1 * ES *
=S(X,6)Y = 3 {VXVYé —Vv;;yé +VxVyé —vayé}

_2K(§7K(X>Y))
elde edilir.

Simdi verecegimiz Teorem, Onerme (5.2.3) ifadesini genellestirir. Bilinmelidir ki bir
K—kontakt manifoldda, X L & icin R(X,E)& = X dir. O halde (5.2.8) den X L & icin
S(X,8)E =X dir.
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Teorem 5.2.2. (M,V,g) iicliisii bir istatistiksel manifold ve & de birim Killing vektor alani olsun.
Ovyle ki X 1 & icin
S(X,6)e=X

ve

K(X76Y§) +§K(X,Y)é =0
dir. O halde M manifoldu iizerinde bir K—kontakt istatistiksel yapi vardir [23].
Ispat: Her X € y (M) icin

Vxé=—-0X+g(Vx&,8)¢ (5.2.30)
ve

V& =—0X+g(Vx&.8)¢& (5.2.31)
ifadelerini goz Oniine alalm. (5.2.30) ve (5.2.31) taraf tarafa toplanip, (4.1.1) esitligi

kullanilirsa
20X = —Vx& —Vxe +Xg(§,6)¢
olur. (4.1.2) esitliginden
20X = —2Vy&

olarak bulunur. Bu ifadenin her iki tarafina ¢ uygulanip, esitligin saginda (5.2.1) kullanilirsa
0°X = —0 (V&) +2(Vx&,8) 98
=Vyie&—¢g (VV;‘(§§7§> S
olur. VY € x (M) ve X L & i¢in (5.2.28) esitligi kullanilirsa
g(9’X.Y)=¢ (Vv;;gé,Y> —g (g (Vv;;gé,é) é,Y)
= —2¢(S(X.§)&.¥) +g (Vx Ve + ViViE,Y) —g (Vi)
49 (K (6K (X,8)).Y) —g Vvl &) n (V) (5.232)
olarak bulunur. Simdi (5.2.32) esitligindeki son dort terimi hesaplayalim.
(4.1.2) esitliginden
g (VXVEE+ VRVEE,Y ) =g(Vx Vel +Vi(2VeE — VE).Y)
olur. %55 = 0 oldugundan esitligin sag tarafi (5.2.1), (5.2.2) ve (5.2.3) yardimiyla
=g(VxVe€+g(Vx Ve, V&) V& —VxVeE —g (Vi VeE,VeE) VL Y)
=2 (K (X.Y:£).7)
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olur. Burada V& = g (V¢&,&) & oldugundan, dolayis: ile

g (VxVEE+ViVLEY) =28 (K (X,g(V£E,£)€).Y)

2 (5 (Ve€,8) K (X,E).Y)

28 (Ve,&) g (g (VxE,E)E.Y)

28 (Veg.£)g(VxE.E)n(Y) (5.2.33)

elde edilir.
(4.1.17) esitligi kullanilirsa
¢ (Voye8.¥) =28 (K (1.€),Vx&) +8(V5E,Vx&)
= g(vl*/g +2K(Y7§)7 VX&)

(4.1.5) esitliginden

= 8(Vy§+2(Vré — V3§), Vxé)

= g(2VyE — Vi€, VxE)
(4.1.2) esitliginden

=g(Vr&,Vx§)

(5.2.30) esitligi ve ¢ nin anti-simetrikliginden
=8(—9Y,—9X)+5(Y,g(Vx$,¢) 9E)
+8(X,8(VrG,6)0¢) +2(8(Vr6,6)6,8(Vx§,5)¢)

(5.2.3) esitliginden

=8 (_Y7_¢2X) +g(K(Y7§) 7K(X=5>)

(3.2.2) esitligi yardimiyla X | & igin

=—g(-Y,X)+g(K(§,Y),K(X,5))

(4.1.6) ve (5.2.3) esitliklerinden, dolayisiyla

(Voye&.¥) =8 (VX) + (YK (£,K(X,6)))
=g (V.X) +8(K(£,8(VxE,£)E).Y)
= g(X.Y) +5(s(VxE.E)K(£.).Y)
=g(X,Y)+g(g(Vx&,8)g(Ve&,6)E.Y)
=g(X,Y)+g(Vx&,£)g(Ve€.E)n(¥) (5.2.34)
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elde edilir.

(5.2.3) den

g(K(§,K(X,5)),Y)

g(K(§,8(VxE,8)8),Y)
g(g(Vx8,8)K(5,8).Y)
2(8(Vx&,6)g(Vet,&)E,Y)
§(Vx&,8)g(Ve&.&)n(Y) (5.2.35)

olarak bulunur.

(4.1.1), (4.1.4) ve (4.1.16) esitliklerinden

¢ (Vv;e€.&) = 8(VeE,Vi€) ~ 28 (K (&,€), Vi)
=g (Ve& —2K (&,8),VxE)
= 8(Ve& —2(VeE — V&), Vi)
= —g(Ve&E,Vx€)
= —g(g(VeE,E) E,—9X +g (VXE,E)E)
= —g(g(VeE,E) E.g(VXE,E)E)
=¢g(Vx§,8)g(Ve&,§) (5.2.36)

elde edilir. (5.2.33), (5.2.34), (5.2.35) ve (5.2.36) esitlikleri (5.2.32) de yerlerine yazilirsa

g(9°X,Y) = —2¢(S(X,8)&,Y) +2¢(VeE,§) g (VxE,&)n (Y)
+g(X,Y)+g(Vx&,8)g(Vel,E)n(Y)
—4g(Vx&,8) g (Ve&, &) (Y) +¢(Vx&,8) g (Ve&, &) n(Y)
=g(-25(X,8)S+X.Y)
= g(—2X +X,Y)
=g(—X.Y)
elde edilir. VY € x (M) igin
0°X = —X
oldugundan, X 1 & icin
9?=—I+n®§
dir. Diger taraftan (3.6.2) esitliginden
—K(X,Vy&) =K (X,9Y)
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ve
_§K(X,Y)€ = ¢K(X.Y)

olur. Buradan

K(X,0Y)+9K(X,Y)=0
olarak bulunur. Béylece (M, V,g,¢,&,n) yapist h.h. kontakt metrik istatistiksel manifoldtur.

Ayrica biliyoruz ki (5.2.5) esitliginde (5.2.22) kullanilirsa
A (X,Y) = 3 {8 (90X +8(VxE.§)&,Y) — (07 +8(Vr&,£)E.X))
olur. g nin lineerliginden
2dn (X,Y) = g(—0X,Y)+g(Vx&,8)n (Y) —g(—9Y,X) —g(Vy&,8)n (X)
(5.2.7) esitligi yardimiyla
2dn (X,Y) =g (—¢X,Y) — g (- 9V, X)
olup, ¢ nin anti-simetrikliginden
dn(X,Y)=®o(X,Y)

oldugu goriiliir. O halde Tamim (5.2.1) e gore dn = ® ve & de bir Killing vektor alani

oldugundan M bir K—kontakt istatistiksel manifold olur.
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