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ONUR SOZU
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Bir derleme olarak hazirlanan bu yiiksek lisans tezi bes boliimden olusmaktadir. Birinci
boliimde Riemann manifoldlar iizerinde Ricci solitonlarla ilgili literatiir bilgisi verildi. Ikinci
boliim ise Riemann manifoldlar, Riemann altmanifoldlari, kompleks manifoldlar ve kontakt
manifoldlarla ilgili temel kavramlara ayrildi. Uciincii boliimde, Riemann manifoldlar1 ve
altmanifoldlar iizerinde potansiyel vektor alani bir 6zel vektor alam1 (concurrent, concircular)
olan Ricci solitonlar incelendi. Bu béliimde Oklidyen hiperyiizeylerde Ricci solitonlar
ve gradient Ricci solitonlar calisildi. Dordiincii boliimde, hemen hemen kontakt metrik
manifoldlarin baz1 6zel smiflarinda Ricci solitonlar ve n-Ricci solitonlar incelendi. Son
boliimde ise kompleks uzay formun reel hiperyiizeyleri iizerinde Ricci solitonlar, 1n-Ricci
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1. GIRIS

Diferensiyel geometride Riemann manifoldlar uygulamada oldukga elverisli yapilardan birisidir.
Riemann manifoldlar ¢alisilirken uzay1 karakterize eden Onemli araclardan birisi Riemann
manifoldun kesit egriligidir. (M,g) bir Riemann manifold olsun. Eger (M,3) Riemann
manifoldu sabit kesit egriligi ¢ ye sahip ise M ye bir uzay form denir ve M (c) ile gosterilir. Bir
n-boyutlu Riemann manifoldunda ¢ = 0 oldugunda Riemann manifoldu n-boyutlu Oklid uzay1
R" e, ¢ > 0 oldugunda Oklidyen n-hiperkiireye ve ¢ < 0 oldugunda n-boyutlu hiperbolik uzaya
diffeomorfiktir. Eger (1\7[ ,&) Riemann manifoldu Ric = Ag sartin1 sagliyor ise M ya Einstein
uzay denir. Burada Ric, M nin Ricci egriligi ve A ise bir reel sayidir. Iyi bilinir ki Einstein
uzaylar uzay formlarin bir genellestirilmisidir, yani her uzay form ayni zamanda bir Einstein
manifoldudur fakat tersi her zaman dogru degildir. Eger (M ,&) Riemann manifoldu iizerinde bir
& vektor alani igin

1
5£e8+Ric=1g (1.0.1)

sartim saglayacak sekilde bir A reel sayisi var ise M iizerinde bir Ricci soliton vardir veya
(g,&,A) iicliisiine M iizerinde bir Ricci soliton, yada kisaca M ya bir Ricci soliton denir. Burada
£e8, & dogrultusunda g metriginin Lie tiirevidir ve £ ye potansiyel vektor alami denir. A > 0 ise
Ricci solitona genigleyen (expanded), A < 0 ise daralan (shrinking), A = 0 ise duragan (steady)
denir. Ricci solitonlar Einstein uzaylarinin genellestirilmigsidir. Bir Ricci soliton genel olarak
(M, g,&,2) ile gosterilir. (1.0.1) ile verilen denkleme M iizerinde Ricci soliton denklemi denir
ve bu denklem

1
S£e8+Ric+Ag=0 (1.0.2)

seklinde de verilebilir, yani (1.0.1) ve (1.0.2) denklemleri birbirine denktir. Sadece (1.0.2)
denkleminde A < 0 ise Ricci soliton genisleyen (expanded), A > 0 ise daralan (shrinking) olur.

n, M Riemann manifoldu iizerinde bir 1-form ve u bir reel say1 olmak iizere
| ~
§£§g+ch:7Lg+,un®T[ (1.0.3)

denklemi saglaniyor ise (g,&,A4, 1) dortliisiine M iizerinde n-Ricci soliton denir. Bir n-Ricci

soliton, Ricci solitonun genellestirilmisidir, yani (1.0.3) de g = 0 alinirsa (1.0.1) elde edilir.

Bir Riemann metrigi g icin gelisim (evolution) denklemi

ag ..
= —2Ric(3) (1.0.4)
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seklindeki Ricci akis (flow) denklemidir. Bu denklemin ¢oziimii M iizerinde (1.0.4) denklemini
saglayan g (r) metriklerinin bir-parametreli ailesini verir, burada ¢ parametresi reel sayilarin bir
non-dejenere arahg1 / ya aittir [1,2]. Eger I araligini baslangic noktasi 7 ise (M, g (1)) a Ricci
akigin baslangi¢ sart1 veya g (fp) a Ricci akigin baslangi¢ metrigi denir. Bir Ricci soliton, bir
Ricci akis (M, g (1)), 0 <t < T < oo, hert € [0,T] igin ¢, : M — M bir diffeomorfizm ve & ()
bir sabit olmak iizere o (¢) ¢, (0) = g (¢) yi saglayan bir yapidir. Yani bir Ricci solitonda biitiin

(M, 3 (t)) Riemann manifoldlari bir sabit ¢arpani ile birbirine izometriktir [2].

Son yirmi yilda, Ricci solitonlarinin geometrisi bir ¢cok matematik¢inin ilgi odagi olmustur.
Ozellikle, Grigori Perelman’in 1904’te ortaya atilan uzun siiredir devam eden Poincare
varsayimint ¢ozmek icin Ricci solitonlar1 uyguladiktan sonra daha onemli hale geldi [2].
Boylece Ricci solitonlar diferensiyel geometride son yillarin bir popiiler ¢calisma konusu haline
gelmigtir ve bir Riemann metrigine sahip olan farkli uzaylarda (Riemann manifoldlar, Sasakian
manifoldlar, para-Sasakian manifoldlar, Kahler manifoldlar ve bu manifoldlarin altmanifoldlari,
v.s.) incelenmeye baglanmustir [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9]. Potansiyel vektor alan1 & yerine
bazi1 6zel vektor alanlart alinarak Ricci solitonlarla ilgili yeni geometrik sonuglar elde edilmistir.
& vektor alam M manifoldu iizerindeki bir f fonksiyonunun gradient vektor alani olarak

alindiginda Ricci solitona gradient Ricci soliton denir ve (1.0.1) denklemi
Ric+Hy=Ag (1.0.5)

haline doniisiir. Bir gradient Ricci soliton (1\71 ,&, f,A) ile gosterilir. Burada Hy, f fonksiyonunun
Hessian tensoriidiir. Bunlarin yani sira potansiyel vektor alan1  nin concurrent, concircular
veya torse-forming vektor alani olarak alindiginda manifoldun incelenmesi sonucunda farkli ve

elverigli geometrik sonuclar elde edilmektedir.

Ricci solitonlarin altmanifoldlar {izerinde davranmiglari, altmanifoldlarin geometrisinin
incelenmesine farkli bir bakis acis1 getirmis ve zenginlik katmistir. Bir Riemann manifoldu
(M ,&) nin bir altmanifoldu (M, g) iizerinde bir Ricci solitonun var olmast i¢in gerekli sartlarin
incelenmesi problemi 6nemli geometrik sonuglarm ortaya ¢ikmasim saglamistir. Ozellikle
Oklidyen uzayin bir altmanifoldu Ricci solitona sahip ise bu altmanifoldlarin ne tiir 6zelliklere
sahip oldugu B. Y. Chen ve arkadaglar1 tarafindan farkli makalelerde incelenmis ve Ricci

solitonlarla ilgili 6rnekler verilmistir [3], [6].

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu c¢alismada, bir Ricci solitona sahip manifold

ve altmanifoldlarin geometrisi hakkinda bir derleme yapilmistir. Tez, bes bolim halinde
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hazirlanmigtir. Giris olarak verilen birinci bdliimde, Ricci solitonlar hakkinda literatiir bilgisi
ve tezin genel icerigi hakkinda kisa bilgiler verildi. Ikinci boliimde ise tezin anlagilabilir
olmasi i¢in Riemann manifoldlar, Riemann altmanifoldlari, kompleks manifoldlar ve kontakt
manifoldlarla ilgili temel kavramlar verildi. Ugiincii boliimde, ilk olarak potansiyel vektor alani
concurrent vektor alani ve concircular vektor alami olan Ricci solitonlar, concurrent vektor
alanina sahip olan Riemann manifoldlarin altmanifoldlarinin Ricci soliton olmalar1 ve son olarak
da Oklidyen hiperyiizeylerde Ricci solitonlar ve gradient Ricci solitonlar incelendi. Dordiincii
boliimde, o-Sasakian manifoldlarda Ricci solitonlar ve 3-boyutlu normal hemen hemen kontakt
metrik manifoldlarda n-Ricci solitonlar incelendi. Son boliimde ise kompleks uzay formun reel

hiperyiizeyleri lizerinde Ricci solitonlar, 1-Ricci solitonlar ve *-Ricci solitonlar ele alindi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Riemann Manifoldlar

Bu alt boliimde skaler carpim uzaylari, Riemann manifoldlar1 ve altmanifoldlar ile ilgili

temel tanim ve teoremlere yer verilecektir.
Tamm 2.1.1. V reel sayilar cismi iizerinde bir n-boyutlu vektor uzayt olsun. Eger
g:VxV—R
doniisiimii icin
(1) Her u,v € V icin g (u,v) = g (v,u),
(2) Her u,v,w €V ve her a,b € R icin

g (au-+ b, w) = ag (u,w) + bg (v, )

g (u,av+bw) = ag (u,v) +bg (u,w)

sartlari saglaniyor ise g ye simetrik bilineer form denir [10].

Tamm 2.1.2. g simetrik bilineer form olmak iizere her v €V ve v # 0 igin g(v,v) > 0 ise g
ye pozitif tamimli, g (v,v) < 0 ise g ye negatif tamumli, g(v,v) > 0 ise g ye pozitif yari-tanimli

(semi-definite) ve g (v,v) <0 ise g ye negatif yari-tamumli (semi-definite) denir [11].
Tamm 2.1.3. g simetrik bilineer form olmak iizere
YueV igin g(u,v)=0

olmast v = 0 olmasini gerektiriyor ise g ye non-dejeneredir, aksi halde g ye dejeneredir denir

[12].

Tamm 2.1.4. g, V vektor uzay iizerinde simetrik bilineer form olsun. g lw: W C V — R
doniisiimii negatif tanimli olacak sekilde en genis W C V alt vektor uzaymmin boyutuna g bilineer
Sformunun indeksi denir. Baska bir ifade ile, V iizerinde g simetrik bilineer formunun indeksi g
yi negatif tamimli yapan en genis W C 'V alt vektor uzaymin boyutudur ve index g veya indexV

ile gosterilir [10].

Tamm 2.1.5. V vektor uzayt iizerinde g simetrik bilineer formu non-dejenere ise g ye 'V iizerinde
bir skaler ¢carpim ve (V,g) ikilisine de bir skaler ¢carpim uzay: denir [11].
4



Tamm 2.1.6. (V,g) bir skaler carpim uzayt ve U da V nin bir alt uzayt olsun. Eger g|ly: U X

U — R doniisiimii non-dejenere ise U ya V nin alt skaler ¢carpim uzayi denir [10].

Tanmmm 2.1.7. (V,g) bir skaler carpim uzayr olsun. Eger u,v € V icin g(u,v) =0 ise u ile v

ortogonaldir (diktir) denir ve u_Lv ile gosterilir [11].

Tamm 2.1.8. (V,g) bir skaler carpum ve U,W C V olsun. Eger her u € V ve her w € W icin

g(u,w) =0ise U ile W alt vektor uzaylarina ortogonaldir (diktir) denir ve U LW ile gisterilir
[10].

U C V alt vektor uzay icin U nun dik uzay1 U+ = {v € V| g (u,v) = 0 ve Vu € U} dir. Bu
durumda (U L)l = U dur.

Lemma 2.1.1. (V,g) bir skaler ¢carpim uzayi olsun. U C 'V alt vektir uzayinin non-dejenere

olmast icin gerek ve yeter sart V.= U ® U olmasidir [10].

Lemma 2.1.2. Her (V, g) skaler carpum uzaywun bir ortonormal bazi vardwr. (V, g) skaler ¢carpim

uzaymn ortonormal bazi {ey, ey, ... e, } olmak iizere
g (eiej) = €6;;, & =gl(ei,e)) ==l
dir. Burada 5,~j Kronecker deltasidir [13].

Teorem 2.1.1. (V,g) skaler carpim uzayt ve {e1,ey,...,e,} kiimesi V nin bir ortonormal bazi

olmak iizere her v € V vektorii icin

n
V= Z gig(v,ei)e
i=1

olarak yazilabilir ve bu ifade tek tiirliidiir [ 14].

V skaler ¢carpim uzayinin bir {ey,es,...,e,} ortonormal baz1 i¢in & = g (e;,e;) = =1 olmak

iizere (€1,&,...,¢&,) siral n-lisindeki negatif isaretli terim sayis1 V nin indeksidir [14].

Tamm 2.1.9. (V,g) ve (W,§) skaler carpim uzaylari olsunlar. T : V. — W bir lineer doniisiim

olmak iizere her u,v €'V icin
g(u,v) =&(T (u),T (v))

sarti saglanir ise T doniigiimiine lineer izometri denir [11].

Iki skaler carpim uzaymin izometrik olmast igin gerek ve yeter sart bu iki uzayin boyutlarinin

ve indekslerinin esit olmasidir.



Tamm 2.1.10. M bir n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. Her p € M icin tanjant
uzayr T,M iizerinde bir sabit indeksli g, skaler carpumi var ise g ye M manifoldu iizerinde (0,2)

tipinde bir metrik tensor ve (M, g) ikilisine de bir semi-Riemann manifold denir [13].

U kiimesi n-boyutlu M semi-Riemann manifoldunun acik bir alt kiimesi olsun. U iizerinde

bir lokal koordinat sistemi {x,x,,...,x,} olmak iizere g metrik tensoriin bilesenleri
gij=8(0,9;), 1<i,j<n

dir. Burada d; = % dir. g metrik tensorii (0,2) tipten simetrik tensor alant oldugundan 1 <i, j <

nigin g;; = gj; dir. Dolayisiyla U lizerinde g metrik tensorii

n
g= Z gijdx; @dx;
ij=1

olarak yazilabilir. Eger indexM = 0 ise (M, g) ye Riemann manifold denir [13].

Tamm 2.1.11. M bir n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold olmak iizere her X,Y,Z € T'(TM)
ve her f € C* (M,R) icin

V:T(TM) xT(TM) <5 T(TM), V(X,Y) = VxY
operatorii
(1) VxY, X bilesenine gore C* (M,R)-lineerdir,
(2) VxY, Y bilesenine gire R-lineerdir,
(3) Her f € C*(M,R) icin Vx (fY) = (Xf)Y + fVxY,

ozelliklerini sagliyor ise V operatoriine M iizerinde bir lineer (afin) konneksiyon denir. VxY

vektor alamina Y vektor alamimin X vektor alanina gore kovaryant tiirevi denir [10].

Tanim 2.1.12. M bir manifold ve V manifold iizerinde bir lineer konneksiyon olmak iizere
T:T(TM)xT(TM) — T (TM)
doniigiimii her X, Y € T'(TM) i¢in
T(X,Y)=VxY—-VyX—[X,Y] (2.1.1)

seklinde tammlanan T tensor alanina V lineer konneksiyonun torsiyon tensorii denir. Bu T
tensorii (1,2) mertebeli tensor alamdir. T = 0 olmast durumunda V lineer konneksiyonuna

torsiyonsuz denir [10].



Eger g metrigi M semi-Riemann manifoldu iizerindeki V lineer konneksiyonuna gore paralel
ise V konneksiyonuna metrik konneksiyon denir. Yani, V konneksiyonun g metriine gore

paralel olmasi her X,Y,Z € I'(TM) i¢in
(Vxg) (Y,Z) = Xg (Y,Z) —g(VxY,Z) —g(Y,VxZ) =0

esitliginin saglamasidir. Torsiyonsuz ve metrik olan bir afin konneksiyona Levi-Civita

konneksiyonu denir [10].

Asagidaki teorem bir semi-Riemann manifoldu iizerinde afin konneksiyon sartlariyla birlikte

iki tane daha 6zelligi saglayan bir tek Levi-Civita konneksiyonun var oldugunu gosterir.
Teorem 2.1.2. M semi-Riemann manifoldu iizerinde her X,Y,Z € T'(TM) i¢in
(4) [X,Y] = VxY —VyX,
(5) X (¢(¥,2)) = g(VxY,Z) +g(¥,VxZ),
sartlari saglayan bir tek V konneksiyon vardir. Bu konneksiyon Koszul formiilii olarak bilinen
2¢(VxY,Z) =Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)—Zg(X,Y) (2.1.2)
—8(X, [V, Z]) +8(V,[Z,X]) +8(Z,[X,Y])

ile karakterize edilir. 4. ozellige sahip olan V konneksiyonuna, simetrik konneksiyon da denir.

Su halde bir Levi-Civita konneksiyonu bir simetrik konneksiyondur [10].

Tamm 2.1.13. M, n-boyutlu bir semi-Riemann manifoldu, {xy,x,...,x,} M manifoldunun bir
U acik komsulugunda lokal koordinat sistemi ve bu koordinat sistemin belirledigi ortonormal

catt {01,0s,...,0,} olsun. Bu durumda
n
V50; =Y Ti0
k=1
olmak iizere U iizerinde
Ij;:U—R
seklinde tanimlanan reel degerli Ff?j fonksiyonlarina Christoffel sembolleri denir [11].

Onerme 2.1.1. M, n-boyutlu bir semi-Riemann manifoldu, {xi,xa,...,x,} kiimesi M
manifoldunun bir U acik komsulugundaki lokal koordinat sistemi ve bu koordinat sistemin

belirledigi ortonormal ¢cati {0),0,...,0,} olmak iizere
d
(1) Vay =5, (S +X fieT) 2

k _ Lyn  kr [ 98 | dgni _ 98ij
)G =3118 {3xij+3—xj—a—x:}




dir. Burada Y = 2?21 gjoj ve [gij ] , [gi j} matrisinin tersidir [10].
Tanim 2.1.14. M bir manifold ve V manifold iizerinde bir lineer konneksiyon olmak iizere her
X,Y,ZeT(TM) icin

R(X,Y,Z)=R(X,Y)Z=VxVyZ—-VyVxZ— VixyZ (2.1.3)

seklinde tanimlanan

R:T(TM)xT(TM)xT(TM) — T (TM)

tensor alanina V lineer konneksiyonun Riemann egrilik tensorii denir. Acikca goriilmektedir ki
R, (1,3) mertebeli tensor alamidir: R = 0 olmasi durumunda M manifoldu flattir (diizlemseldir)

denir. X,Y,Z,W € T(TM) i¢in
g(R(X,Y)Z,W) :R(XaY;Z7W)
ile gosterilir [13].

Onerme 2.1.2. (M,g) semi-Riemann manifold ve V da (M,g) iizerinde Levi-Civita
konneksiyonu olsun. Bu durumda V konneksiyonun egrilik tensorii R olmak iizere her

X.Y,Z,W e T(TM) icin

R(X,Y)Z=—-R(Y,X)Z (2.1.4)
R(X,Y;Z,W)=—R(X,Y;W,Z) (2.1.5)
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =0 (2.1.6)
R(X,Y;Z,W)=R(Z,W;X,Y) (2.1.7)

dir. (2.1.6) esitligine birinci Bianchi 6zdesligi denir [11].

Onerme 2.1.3. (M,g) semi-Riemann manifoldu ve V, (M,g) manifoldu iizerinde Levi-Civita
konneksiyonu olsun. Bu durumda V konneksiyonun R egrilik tensorii olmak iizere her XY, Z €
[(TM) icin

(VxR) (Y,Z)+ (VYR)(Z,X)+ (VzR) (X,Y) =0 (2.1.8)

dir. Burada W € I' (TM) i¢in
(VxR)(Y,Z,W) = ((VxR) (Y,Z))W = VxR(Y,Z)W — R(VxY,Z)W (2.1.9)
—R(Y,VxZ)W —R(Y,Z) (VxW)

esitligiyle tamumlanir. (2.1.8) esitligine ikinci Bianchi ozdegligi denir [12].
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X,Y,Z,W € T'(TM) olmak iizere S, (1,2) tensor alan1 ve @ 1-formu igin R egrilik tensorii

asagidaki 6zdeslikleri de saglar:
(VxVyo)(Z) — (VyVx) (Z) = (Vix yj@) (Z) = -0 (R(X,Y)Z) (2.1.10)
ve

(VxVyS)(Z,W)—(VyVxS) (Z,W) — (Vixy}S) (Z,W) (2.1.11)

—R(X,Y)S(Z,W)—S(R(X,Y)Z,W)—S(Z,R(X,Y)W).
(2.1.10) ve (2.1.11) formiillerine Ricci 6zdesligi denir [12].

Tamm 2.1.15. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M manifoldunun bir p noktasindaki
tanjant uzayr T,M olsun. T,M uzaywn 2-boyutlu altuzay: & diizlemine kesit (tanjant diizlemi)

denir. 7t diizleminin bir {e1,e,} bazi igin

O(e1,e0) = gler.e1)g(e2,e2) — (g (e1,2))”

diyelim. |Q (ey,ea)| reel sayisi, e| ve ey vektirleri iizerine kurulan paralelkenarin alanini verir.

p € M noktasindaki non-dejenere w diizleminin {ey, e} bir bazi olmak iizere

g(R(e1,e2)er,er)
Q(elveZ)

sayisina M manifoldunun 1t diizlemine gire kesit egriligi denir. {e1,e,} bir ortonormal baz ise

Q(er,er) =1ve K(m) =g(R(ey1,e2)er,e1) = R(ey,ea;e1,e) olur [12].

K(m)=K(ej,ez) =

(2.1.12)

Her p € M icin T,M deki her 7 diizleminde kesit egriligi K () = 0 olan semi-Riemann
manifolduna flattir (diizlemseldir) denir. Acik¢a anlasiyor ki bir M semi-Riemann manifoldunun
flat olmas1 i¢in gerek ve yeter sart her p € M noktasindaki egrilik tensoriiniin sifir olmasidir.

n-boyutlu ve s indekli E? semi-Oklidyen uzay1 flattir [10].

Tamm 2.1.16. (M, g) n-boyutlu semi-Riemann manifoldu ve {ey,ey, ..., e,} vektor alanlart M

iizerinde bir ortonormal ¢ati olmak iizere
n
Ric(X,Y)=izR(.,X)Y =Y &g(R(e;,X)Y,e) (2.1.13)
i=1

seklinde tanimlanan

Ric :T(TM) x T (TM) — C* (M, R)

(0,2) tipli tensor alamina Ricci tensorii denir ve Ric ile gosterilir. Eger Ric = 0 ise M

manifolduna Ricci flattir denir [11].



Eger (2.1.13) esitliginde (2.1.4), (2.1.5) ve (2.1.7) kullanilirsa M manifoldunun Ricci
tensoril her X,Y € I'(TM) igin

n
Ric(X,Y) =Y &g(R(e;,X)Y,e) Z&‘,g (Y,e;)ei, X)
i=1

n
Z el? i):RiC(Y7X)
olur ki bu da Ricci tensoriiniin simetrik oldugunu gosterir [10].

Tamm 2.1.17. (M, g) semi-Riemann manifold ve A bir sabit olsun. Eger
Ric = Ag (2.1.14)

ise M manifolduna Einstein manifoldu denir. u € I' (TM) birim vektor alant i¢in Ric (u) Ricci

egriligi Ric (u) = Ric (u,u) esitligiyle tammlanr [10].

Tamm 2.1.18. (M, g) n-boyutlu semi-Riemann manifoldu ve {ey,ey, ..., e,} vektor alanlart M
iizerinde bir ortonormal ¢ati olmak iizere
1= K (eiej) (2.1.15)
i<j
sayisina M manifoldunun skaler egriligi denir. M manifoldunun skaler egriligi, p € M

noktasindaki T,M tanjant uzayimn 2-boyutlu altuzaylarina gore kesit egriliklerinin toplanudir

[14].

Tanmm 2.1.19. (M,g) bir semi-Riemann manifoldu olsun. f € C*(M,R) fonksiyonun
diferensiyeli d f 1-formun duali olan vektor alamina f nin gradienti denir ve V f veya grad f ile

gosterilir. Baska bir deyisle, (M, g) semi-Riemann manifoldu iizerinde f fonksiyonunun gradienti

Vf, M iizerinde bir vektir alamdir ve her X € T'(TM) igin

g(Vf.X)=df (X)=X(f) (2.1.16)

seklinde tamumlamir. M nin bir lokal koordinat sistemi {x1,x3,...,x,}, bu koordinat sistemine

karsilik gelen ortonormal ¢ati {0y,- - -,0,} ve dual ¢cati {dxy,- - -,dx,} olsun. Bu durumda

df = Za dx; ve Vf= Zn:g”afé?

i,j=1

(2.1.17)

dir [10].
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Tamm 2.1.20. (M, g) bir n-boyutlu semi-Riemann manifold ve {9, - -, 9, } de M manifoldunun
bir ortonormal ¢atist olsun. X € T'(TM) i¢cin

n
div:T(TM) — C*(M,R) , divX =iz(VX) =) &g (V5X.0)) (2.1.18)
i=1

seklinde tamimlanan div doniisiime M iizerinde X vektor alaminin divergensi denir. X =

Y1 X70;, X; =Yi_, gijX’, olmak iizere

0X;
IV x
axi+1§1 Jk k}

n
divX = Z {
j=1
dir [11].
Tamm 2.1.21. (M, g) bir semi-Riemann manifold ve f € C* (M,R) olmak iizere
hy:T(TM) — T (TM), hy(X)=VxVf (2.1.19)

seklinde tamimlanan lineer doniigiime (M, g) iizerinde f fonksiyonunun Hessian tensdrii denir.
X,Y €eT'(TM) i¢in Hr (X,Y) = g (VxVf,Y) seklinde tanimlanan (0,2) tipindeki tensore f nin

Hessian formu denir [10].

Lemma 2.1.3. (M,g) bir semi-Riemann manifold ve f € C*(M,R) fonksiyonunun Hessian

tensorii hy olsun. Bu durumda hy tensorii self-adjointtir. Yani XY € I'(TM) icin

g(hr(X),Y) =g (X,hs(Y)) (2.1.20)
dir. [12]

Tanim 2.1.22. (M, g) n-boyutlu semi-Riemann manifold olsun. Bir f € C* (M,R) fonksiyonu-
nun Laplasyam Af = —div (Vf) olarak tamimlanmir. Bir {x1,xy,...,x,} lokal koordinat sistemi
icin

B n aZf n kaf
Af =— Z {m—zrzja—xk}

ij=1 k=1
dir [10].
[E" semi-Oklidyen uzaymin dogal koordinat sistemi {u1,u, ..., u,} olsun. Bu durumda
" 9f 9 " 9X; no92f
V=) g§=——, divX =) — , Af=—-) &—5 2.1.21
/ ; ui o ;aui / ; o 12D
olur.
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(M, g) bir Riemann manifoldu ve f € C* (M, R) olmak iizere eger Af = 0 ise f fonksiyonuna
(M, g) manifoldu iizerinde harmoniktir denir. Eger Af > 0 ise f fonksiyonuna (M, g) manifoldu
tizerinde altharmoniktir denir. Eger Af < 0 ise f fonksiyonuna (M,g) manifoldu iizerinde

siiperharmoniktir denir [11].

Tanim 2.1.23. Bir M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde bir tensor alammmin X € T'(TM)

vektor alam yoniindeki Lie tiirevi £x, asagidaki dort aksiyomu saglayan bir doniisiimdiir;

(1) M manifoldu iizerinde f diferensiyellenebilir fonksiyonun X vektor alamina gire Lie

tiirevi, f fonksiyonun X vektor alant yoniine gore tiirevine egittir, yani £x f = X [f] dir.
(2) M manifoldu iizerinde her S ve T tensor alanlari i¢in Leibniz kurali olarak bilenen
£x(S®T) = (£xS)@T +S® (£xT)
esitligini saglar.
(3) £x doniigiimii (Lie tiirevi), T tensor alani ve X, X,,..., X, € '(TM) i¢in

£x (T (X1,X2,...,X,)) = (£T) (X1, X2, ..., Xp)
n

= T(Xl,...7(£xxl'),...,Xn)

i=1
Leibniz kuralimt saglar.

(4) £x doniisiimii (Lie tiirevi), fonksiyonlar iizerinde d dis tiirev operatirii ile birlikte
degisimlidir, yani [£x,d] = 0 dir [10].
Lemma 2.14. (M,g) semi-Riemann manifoldu olmak iizere her X,Y vektor alanlari ve v €
['(TM) igin
(£,8) (X, Y)=g(Vxn,Y)+g(X,Vyv) (2.1.22)
dir [13].
Tamm 2.1.24. (M, g) bir semi-Riemann manifold ve X de M iizerinde bir vektér alani olsun.
Eger
£xg=0 (2.1.23)
ise X vektor alamina Killing vektor alani denir [10].
Tamm 2.1.25. (M, g) semi-Riemann manifoldu, A € C* (M,R) ve X, M manifoldu iizerinde bir
vektor alanmi olsun. Eger
£xg =g
ise X vektor alamina konformal vektor alani denir [11].
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Teorem 2.1.3. (M,g) bir semi-Riemann manifold olmak iizere X € (TM) vektor alant icin

asagidaki sartlar denktir.
(1) X bir Killing vektor alamdr,
(2) HerY,Z € T (TM) igin Xg (¥,7) = g (1X.Y],2) + g (¥,[X, 7).

(3) VX, g metrik tensoriine gire anti-adjointtir. Yani Y,Z € T (TM) i¢in
g(VyX,Z) = —g(VzX,Y)
dir [10].

Tamm 2.1.26. (M, gy) ve (N, gn) semi-Riemann manifoldlari ve v : N — M bir diffeomorfizm
olsun. Eger y metrik tersérleri koruyorsa, yani W* (gy) = gn ise Y diffeomorfizmine izometri

denir [10].

Tanm 2.1.27. (M,gu) ve (N,gn) semi-Riemann manifoldlart olsun. Her u,v € T,N ve her

p € N olmak iizere p nin bir U acik komgulugu icin ¢ : U — ¢ (U) diffeomorfizmi var ve

gn (1,v) = gu (s, (1), 8x, (v)) o (2.1.24)

p)
saglantyor ise ¢ : N — M doniisiime p € N noktasindaki lokal izometri denir [12].
Eger her p € N igin p nin bir U komsulugu ve ¢ : U — ¢ (U) C M lokal izometrisi var ise

N semi-Riemann manifoldu, M semi-Riemann manifolduna lokal izometriktir denir. [10]

Tamm 2.1.28. (M, gy) ve (N,gn) semi-Riemann manifoldlar olsun. f € C* (M,R) ve f # 0 bir

pozitif fonksiyon olmak iizere

0" (gm) = fen (2.1.25)

ise @ : N — M doniisiimiine konformal denir. Eger f fonksiyonu sabit ise ¢ doniisiimiine

homoteti denir [10].

Eger f = 1 alinirsa ¢ homotetisi bir izometri olur, eger f = —1 alinirsa ¢ homotetisi bir

anti-izometri denir [10].

Tamm 2.1.29. M bir semi-Riemann manifold, V da M manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu,

u € C*(M,R) ve y bir 1 —form olmak iizere her X € T'(TM) igin

Vv =pX +y(X)v (2.1.26)
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saglaniyor ise v vektor alanmina torse-forming vektor alani denir. Eger W = 0 ise yani
Vxv=uX (2.1.27)
ise v vektor alanina concircular vektor alani denir. Eger L = 1 ve Yy = 0 ise yani
Vxv=X (2.1.28)
ise v vektor alanina concurrent vektor alani denir [10].

Tamm 2.1.30. M ve N, sirasiyla n ve m boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar (n <m), i :
M — N bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun. Eger her p € M icin (is), : TyM — Ty )N
doniisiimii birebir ise i doniisiimiine immersiyon ve M ye de N nin altmanifoldu denir. Eger i

immersiyonu birebir ise i ye bir imbedding denir [10].

(N, g) bir Riemann manifold, M de N nin bir altmanifoldu olsun. Bu durumda X,Y € I' (T M)
icin g(X,Y) = g(i.X,i,Y) ile M iizerinde bir g Riemann metrigi tanimlanir ve bu g metrigine
indirgenmis metrik denir. Ayrica burada i ye izometrik immersiyon denir. TN de TM nin

ortogonal tiimleyeni T+M ile gosterilir ve
r (TLM) — [V eT(TN)|g(V.X) =0,¥X € T (TM)} (2.1.29)
ile tanimlanir. Bu durumda
TN=TM®&T*M (2.1.30)
olarak yazilir.

(N,g), m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve i : M — N doniisiimii (M, g) n-boyutlu

manifoldundan (N, g) m-boyutlu bir Riemann manifolduna bir izometrik immersiyon olsun.
(M, g) ve (N, g) nin Levi-Civita konneksiyonu sirasiyla V ve V olsun. M nin X, Y teget vektor
alanlar1 ve N normal vektor alani icin Gauss ve Weingarten formiilleri sirasiyla
VxY = VxY +h(X,Y) (2.1.31)
VxN = —AnX +DxN (2.1.32)
olarak tanimlanir. Burada VxY ve h(X,Y), 6XY nin sirasiyla teget ve normal bilesenleridir.

Benzer sekilde —AyX ve DxN, %XN nin teget ve normal bilesenidir. Burada £ ya ikinci temel

form, Ay e sekil operatorii veya Weingarten doniisiimii ve D ye de normal konneksiyon denir.
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n e e s -
p €M, N € T;M normal vektorii i¢in
Ay :T(TM) — T (TM)

bir lineer doniisimdiir ve Ay bir self-adjoint endomorfizmdir. Her X,Y € I'(TM) ve N €
I (T+M) vektor alanlar i¢in g (¥, N) = 0 oldugundan

g(h(X,Y),N)=g(AnX,Y) (2.1.33)

olarak elde edilir. Eger h = 0 ise M ye total geodezik, her N € T (TLM ) icin Ay = Al ise M ye

total umblhk altmanifold denir. {61, . '76,1}, M iizerinde blI' ortonormal gatl olmak uzere
H= (2 iz(h) = : f h(ei,e;) (2.1.34)
e — l e — e e A
Z P 20

vektor alanina M nin ortalama egrilik vektor alani denir. Her X,Y,Z € I'(TM) i¢in
R(X,Y)Z=VxVyZ—VyVxZ—Vix yZ

ifadesinde Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilirsa

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z —Apy )X +Apxz)Y +h (X,VyZ)—h(Y,VxZ) (2.1.35)
—h([X,Y],Z)+Dxh(Y,Z)—Dyh(X,Z)
elde edilir ve bu denkleme Gauss denklemi denir. Bu denklem teet ve normal bilesenlerine

ayrilirsa

~ T
(R (X,Y)Z) — R(X,Y)Z+Anx 7)Y —Anyz)X (2.1.36)
veE

(1?()(,1/)2)L = h(X,VyZ) —h(Y,VxZ)+Dxh(Y,Z)

—Dyh (X,Z) —h (ny,Z) +h (VyX,Z)

elde edilir. (2.1.35) denklemi W € I'(TM) ile i¢ ¢arpilirsa

8 <R(X7Y)27W> :g(R(XuY)27W> +g(Ah(X,Z)Y7W) -8 (Ah(YZ)X,W)

R(X,Y;ZW)=R(X,Y;Z,W)+g Ay X, W) —g (Apx 2)Y, W)

ve (2.1.33) esitliginden

R(X,Y:Z,W)=R(X,Y:Z,W)+g(h(X,W),h(Y,Z))—g(h(Y,W),h(X,Z))  (2.1.37)
15



olur.

(13 (X,Y) z) L Dyh(Y,2)— h(VxY.Z) — h(Y,VxZ)}

—{Dyh(X,Z) —h(VyX,Z) —h(X,VyZ)}

dir. Buradan
(13 (X,Y)Z)L - (%h) (Y,2) - <§Yh) (X,2) (2.1.38)

elde edilir ki ve buna Codazzi denklemi denir. Burada (R (X,Y)Z) R (X,Y)Z nin normal
bilesenidir ve gh, h ikinci temel formun van der Waerden-Bortolotti V = V& D konneksiyonuna

gore kovaryant tiirevidir. Yani
(?/Xh> (Y,Z) = Dxh(Y,Z) — h(VxY,Z) — h(Y,VxZ) (2.1.39)
dir [3], [10].

Tanim 2.1.31. (M ,&) m-boyutlu bir Riemann manifold ve M de M nin n-boyutlu altmanifoldu
olsun. Eger M nin normal uzay: 1-boyutlu, yani m —n =1 ise M ye M nin bir hiperyiizeyi

denir [10].

M hiperylizeyinin birim normali N olmak iizere Gauss ve Weingarten formiilleri X,Y €

['(TM) i¢in sirasiyla
VxY = VxY +g(ANX,Y)N ve VxN = —AyX (2.1.40)

dir.

(My,g1) ve (M>,g>) iki Riemann (veya semi-Riemann) manifold, f, M| iizerinde bir pozitif
fonksiyon ve | : M} x My — My ile m, : My X M, — M, da dogal projeksiyonlar olsun. M =
M; x M> olmak iizere

g=g1+f & (2.1.41)

olacak sekilde M iizerinde bir g Riemann metri8i var ise M ye warped ¢arpim manifoldu denir
ve M = My X ¢ M, ile gosterilir. f fonksiyonuna warping fonksiyonu denir. Eger f fonksiyonu M
lizerinde taniml reel degerli pozitif fonksiyon ise M = M, x ¢ M, ye twisted ¢arpim manifoldu

denir [10].

Bir M = My X y M, warped ¢arpim manifoldunda f sabit fonksiyon ise bu durumda M ye

asikar warped carpim manifoldu veya Riemann carpim manifoldu denir. ¢ € M, noktasi igin
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M, x {q} = 7r2_1 (q) ya yapraklar (leaves), p € M| igin {p} x Mp = 71'1_1 (p) ye lifler (fibers)
denir [10] ve bunlar M nin sirasiyla total geodezik ve total umbilik altmanifoldlaridir. M; x {q}
tizerindeki vektor alanlarina yatay (horizontal, teget, tanjant), {p} x M, iizerindeki vektor
alanlarina dikey (vertical, normal) denir. u € T,M;, p € M, ve q € M, igin u nun (p, ¢) noktasinda
M iizerine olan lifti (genislemesi), 7, (1) = u olacak sekildeki bir u vektoriidiir. M iizerindeki
vektor alanlarinin horizontal liftlerinin kiimesi L (M) ile vertical liftlerinin kiimesi ise L (M)
ile gosterilir. M nin Levi-Civita konneksiyonu V olmak tlizere M; ve M, nin Levi-Civita

konneksiyonlari, egrilik tensorleri ve Ricci tensorleri arasindaki iligkiler asagidaki sekildedir:

Onerme 2.1.4. XY € L(M,) ve V,W € L(M,) icin M = M X r My iizerinde asagidaki ifadeler

saglanir;
1) VxY € L(M,),

2) VxV =VyX = (X Inf)V,
g(V,W)

3) nor (VyW) = —TVf,

4) V', My nin Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere Vi,W mn lifti tan (Vi,W) € L(M,) dir
[10].

Onerme 2.1.5. M = M Xy My, My ve M nin egrilik tensérleri sirastyla R, MR ve MR olmak

iizere X,Y,Z € L(M))ve U,V,W € L(M,) i¢in asagidaki ifadeler vardir;

1) M, iizerinde MR (X,Y)Z nin lifti R(X,Y)Z € L(M) dir,

2)R(X,V)Y:wv,

3)R(X,Y)V =R(V,W)X =0,

4)R(X,V)W:—g(VT’W)VXVf,
5)R(V,W)U:FR(V,W)U+g(vjfc—évf){g(V,U)W—g(W,U)V} [12].

Onerme 2.1.6. k = boyMy > 1 ve M = M| X My, M| ve M, nin Ricci egrilikleri sirastyla Ric,
MiRic ve MaRic olmak iizere X,Y € L(My) ve V,W € L(M>) icin asagidaki ifadeler saglanir;
k
1) Ric (X,Y) =MRic(X,Y) — ?Hf (X,Y),
2) Ric(X,V) =0,

Af
f

g(Vf,Vf)

3) Ric (V,W) =MRic (V,W) — { —(k—1) 2

}g(V,W) [12].
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Tamm 2.1.32. (M ,&) semi-Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (M,g) olsun. Eger (M, g)
paralel ortalama egrilik vetoriine sahip bir total umbilik altmanifold ise (M,g) ye digsal

(extrinsic) kiire denir [10].

Tamm 2.1.33. (M,g;) ve (M>,g>) iki Rimann (veya semi-Riemann) manifold, f;, M;, i = 1,2,

lizerinde bir pozitif fonksiyonlar olmak iizere

g=figi+ fie (2.1.42)

olacak sekilde M iizerinde bir g Riemann metrigi var ise M ye doubly warped ¢arpim manifoldu
denir ve M = ,My X s, M; ile gosterilir. Eger f;, i = 1,2, fonksiyonlart M = My x M, iizerinde
tammli ise M = ,My X 5, M3 ye doubly twisted ¢carpum manifoldu denir [10].

M = ,M; x s, M doubly carpim manifoldunda X € L(M;) ve V € L(M,) igin
ViV =VyX =X Infi)V+(V Inf)X (2.1.43)

dir. fi =1 veya f, = 1 olmasi durumunda bir doubly warped carpim, warped ¢arpim olur.
Eger fi € C*(My) ve f> € C* (M x M>) ise M = p,M; x s, M, doubly twisted ¢arpimina bir
warped-twisted carpimi denir. Benzer sekilde eger fi € C* (M) x M,) ve f, € C* (M) ise
M = , M X s, M doubly twisted ¢arpimina twisted-warped ¢arpimi denir [11].

M manifoldu iizerindeki bir Z distribiisyonu 7'M tanjant demetinin bir alt vektor demetidir.
Eger her X,Y € I'(2) i¢in [X,Y] € I'(Z) ise Z ye integrallenebilir denir. & integrallenebilir
ise Z ye M nin bir altmanifoldu karsilik gelir ve bu altmanifolda integral altmanifoldu veya
yaprak (leave) denir. Eger Z nin her yapragi M manifoldunun total umbilik altmanifoldu ise M
tizerinde & distribiisyonuna total umbilik denir. Ayrica her yapragin ortalama egrilik vektorii
normal demette paralel ise & ye kiiresel foliasyon denir. Bu durumda & nin yapraklart M
nin digsal (extrinsic) kiireleridir. Eger & nin yapraklar total geodezik altmanifoldlar ise & ye
total geodezik distribiisyon denir. Asagidaki iki teorem doubly twisted ¢arpim manifoldlarin

karekterize eden teoremlerdir [11].

Teorem 2.1.4. g, M| x M, iizerinde bir semi-Riemann metrik olsun. Eger 9| ve 9, foliasyonlart
swrastyla My ve M, ye karsilik gelen ortogonal distribiisyonlar ise asagidaki ifadelere sahip

olunur.

(a) g metrigi My Xy, 1,y Ma double-twisted ¢carpuminin metrigi olmasu igin gerek ve yeter sart

D\ ve D, total umbilikal foliasyonlar olmasidir.
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(b) g metrigi My X y M twisted ¢arpimimin metrigi olmast icin gerek ve yeter sart 7y total

geodezik ve 9, de total umbilikal foliasyon olmasidir.

(c) g metrigi My X y My warped ¢arpimimin metrigi olmasi i¢in gerek ve yeter sart 9 total

geodezik ve 9, de kiiresel foliasyon olmasidir [4].

Teorem 2.1.5. g, M| X M, iizerinde bir semi-Riemann metrigi olsun. Eger 9| ve 9

foliasyonlart her yerde dik olarak kesisiyorlarsa

(1) Eger 2, total umbilikal foliasyon ve 9, kiiresel foliasyon ise My X M, iizerinde g metrigi

bir twisted-warped ¢carpimdir.

(2) Eger 9 kiiresel foliasyon ve & total umbilikal foliasyon ise M X M, iizerinde g metrigi

bir warped-twisted ¢carpimdir.

(3) Eger 9\ ve 9, kiiresel foliasyon ise My x M, iizerinde g metrigi bir doubly warped
carpumdr [4].

2.2 Kompleks Manifoldlar

Tamm 2.2.1. V reel bir vektor uzayr almak iizere
Ve={Z| Z=X+iY; X,Y €V} (2.2.1)

kiimesini goz oniine alalim. Bu durumda V° lizerinde asagidaki sekilde iki islem tanimlayalim;

+:VexVe—V° (2.2.2)
(Zl ,Zz) — 21+ 24 = (X] + iY]) + (Xz + in) (2.2.3)
= (X1 +X2) +i(Y1 +12)
ve
e:CxVe—Ve (2.2.4)

(A, Z) — (c1+icr) (X +1iY) = (1 X — Y ) +i(cX + 1Y)

islemlerine gore V¢, C cismi iizerinde bir vektor uzayr olup bu uzaya V nin komplekslestirilmis

uzayi denir [15].

Tamm 2.2.2. [ doniisiimii V iizerinde tamml birim doniisiim olmak iizere V vektor uzayt

iizerinde J* = —I ile tanumli J lineer endomorfizmine bir kompleks yapi denir [15].
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V, J kompleks yapisiyla verilen bir reel vektor uzay1 olmak iizere her cy,cp € Rveher X € V
icin V lizerinde

(Cl + iCQ)X =c1 X+ cJX (2.2.5)

carpma islemi tanimlansin. Bu durumda V bir kompleks vektor uzayi olur. Tersine V, kompleks

bir vektor uzay1 olsun. V iizerinde J endomorfizmi
JX =iX (2.2.6)
ile tamimlanirsa J, V nin kompleks yapisi olur [16].

Onerme 2.2.1. Bir J kompleks yapisina sahip V reel vektir uzayinin boyutu ¢ifitir [17].

Ornek 2.2.1. C" kompleks vektir uzayt ve W € C", W = {wy,wa,...,wp+, wi = xg + iy, 1 <

k<nvei*=—1 olsun.
JW =iW
= (iwy,iwa, ..., iwy)
olacak sekilde J tensorii tanimlanabilir. Boylece R?" jizerinde X = (X1 o3 Xn, V1, - - -, Yn) vektorii
icin
IX = (=Y1yeey=Yn, X1,y Xn)
tamimlanirsa
J(IX) = (=X1y.eey=Xn, —Vlseees—Yn)

elde edili. Bu durumda her X € R*" icin J?X = —X olur. Dolayisiyla J, R*" iizerinde bir

kompleks yapidur.

Onerme 2.2.2. J, boyutu 2n olan reel bir vektor uzayt V nin kompleks yapisi olsun. Bu durumda

{X1,X2,...,X,} lineer bagimsiz vektorler ise
(X1, X2, . XJX1,JXs,. .., JX,}
kiimesi V nin bir bazidir [18].

Teorem 2.2.1. R?", J kompleks yapisina sahip 2n-boyutlu reel bir vektir uzayr olmak R%” ile

C" uzaylart birbirine izomorftur.
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R?" in kompleks yapis1 Jy, Z; = X; + i¥; olmak iizere
Jo: R — R*"
(-xla"'axnayla"'ayn) — (yla"'vym_xl?"';_xn)

ile verilsin. Burada tanimlanan Jy tensoriine kanonik kompleks yapi denir ve Jy tensoriine

kargilik gelen matris [Jy] olmak iizere

o] = { _Oln {’)’ } (2.2.7)
dir [19].

Ornek 2.2.2. C" kompleks vektor uzayive Z € C*, Z = (Z1,...,7Z,), 1 <k <nvei* = —1 olsun.

Zy = Xy + iy olmak iizere
JZ, = —iZ;
=Y, —iX;y
olup V¢ iizerinde J, kompleks yapisi
Jr R — R™"
(X1, 1,02, Y25+« X0, ) — (Y1, =X1,¥2, =X25 -+, Yn, —Xn)
olarak tamimlanabilir.
Simdi 7, = % Xy —iJXy), Zy = % (Xk + iJXy) olsun. Bu durumda
J(Z) =

(JXi — iJ7Xy)

D =N =

(JX; + iXy)
(lx —ilx

=i| =Xx—iz
Pk T Ik

J(Zy) = iZy

olur. Buradan

elde edilir. Benzer olarak
J(Zy) = 5 (IXe + 77Xy

| = —

(JX) — iXp)
=—i lX +'1JX
= —1 2 k l2 k
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olur. Buradan da
J (Zk) = —iZ
elde edilir. Boylece elde ettigimiz esitliklerden V¢ nin iki alt kiimesi

vib={z|zeve: Jz=iz} (2.2.8)

ve

vol={z|zeve: Jz=—izZ} (2.2.9)
tammlanabilir [18].
Teorem 2.2.2. V¢ komplekslestirilmis vektor uzayt olmak iizere
ve=vi0gyo! (2.2.10)
dir [17].

Tanim 2.2.3. C" nin bir W acik alt kiimesinde tanimli kompleks degerli bir fonksiyon f olsun.
Eger f(p) = u(p) +iv(p) fonksiyonun reel ve imajiner kistmlart C' sinifindan ise f ye C!

smifindandir denir.

Ayrica, f nin kismi ve total diferensiyelleri sirasiyla

SN PR R O (2.2.11)
8xk p axk p 8xk p
O 2| 2, 2.2.12)
ve
df|, = dul,+ idv|, (2.2.13)

ile tanimlanir [19].

Tamm 2.2.4. C" nin bir W acik alt kiimesi iizerinde tammli bir kompleks degerli fonksiyon f

olsun. Az = Axy + iAyy, icin p = zo9 € D noktasinda

lim f (Zok +Mk) _f (Zok)
Az—0 Az

limit degeri her k icin mevcut ve zi, Axy ve Ayy yaklasimindan bagimsiz ise kompleks degerli f

fonksiyonuna holomorfiktir denir. Bu durumda

du dv  du dv
TR A I 2219

Cauchy-Riemann denklemleri elde edilir W C C" iizerinde verilen kompleks degerli f

fonksiyonu Cauchy-Riemann denklemlerini saglarsa f ye holomorfik fonksiyon denir [19].
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Tamm 2.2.5. M bir Hausdorff uzay olmak iizere M de {Uq} o c; agik alt kiimeleri verilsin. Eger
her p € M noktasinda
qut:UOt CM_>WaCCn

homeomorfizmalart mevcut olup Ug NUg # ¢ igin

DPyp =Poo¥;' W5 (UaNUp) — Py (Ua NUp),

B
Ppy =Ppo¥,' : Po (UaNUg) — ¥p (U NUp)

doniisiimleri holomorfik ise M ye kompleks manifold denir. Burada {Uq, Yo} yc; de M nin

holomorfik koordinat komsulugu sistemi denir. [15].
Tanim 2.2.6. M bir reel 2n-boyutlu manifold ve her p € M icin
Iy T,M — T,M

lineer doniisiimii J> = —I egitligini sagliyorsa bu tensore M iizerinde hemen hemen kompleks

yapt ve M ye de J kompleks yapryla birlikte hemen hemen kompleks manifold denir [15].
Teorem 2.2.3. Hemen hemen kompleks manifoldlarin boyutu cifttir [15].

Teorem 2.2.4. M bir kompleks manifold olsun. Bu durumda M iizerinde bir hemen hemen

kompleks yapt vardir [15].

Tamm 2.2.7. M ve M’ sirasiyla J ve J' tensorleri ile birlikte hemen hemen kompleks manifoldlar
ve f: M — M’ olsun. Eger
Jofi=f.ol (2.2.15)

ise f ye hemen hemen komplekstir veya f, J ve J' yapilarint korur denir [15].

Tamm 2.2.8. M bir kompleks manifold ve J, M iizerinde bir hemen hemen kompleks yapt olsun.
Bu durumda XY € T'(TM) icin

N(X,Y)=—-[X,Y|+[JX,JY]—-J[JX,Y]|—J[X,JY] (2.2.16)
ile tanimlt N tensor alanina J nin Nijenhuis tensor alant denir [18].
Teorem 2.2.5. M bir kompleks manifold ise Nijenhuis tensor alan sifirdir [19].

Tanim 2.2.9. M bir kompleks manifold, J de bir hemen hemen kompleks yapt ve Z,W vektor
alanlart (1,0) tipinde olsun. [Z,W], (1,0) tipinde olmasi durumunda J ye integrallenebilirdir
denir [15].
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Teorem 2.2.6. M bir hemen hemen kompleks manifold olsun. J tensoriiniin integrallenebilir

olmasi igin gerek ve yeter sart Nijenhuis tensor alanimin stfir olmasidir [15].

Tamm 2.2.10. Z, M hemen hemen kompleks manifoldu iizerinde bir vektor alant olmak iizere
her f holomorfik fonksiyonu icin Z (f) holomorfik oluyorsa Z ye holomorfik vektor alant ad
verilir [15].

Boylece Z =Y, fia% vektor alaninin holomorfik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f;

fonksiyonlarinin holomorfik olmasidir.

Teorem 2.2.7. (M,J) bir hemen hemen kompleks manifoldunun bir kompleks manifold olmast
icin gerek ve yeter kosul VJ = 0, T = 0 olacak sekilde M iizerinde V konneksiyonun var

olmasidir. Burada T, V konneksiyonun torsiyon tensor alanidir [15].

Tamm 2.2.11. M bir hemen hemen kompleks manifold, M nin hemen hemen kompleks yapist J
ve M iizerinde bir Riemann metrigi g olsun. Eger her X,Y € T (TM) i¢in

g(JX,JY)=¢g(X,Y) (2.2.17)
sarti saglaniyor ise g ye M iizerinde Hermityen metrik denir [15].

Ornek 2.2.3. C" kompleks vektor uzayt ve Z,W € C" olmak iizere Z = (21,22, ...,2n) ve W =

2

(Wi, W2y .oy Wh) , 2 = Xg + iV, Wi =t +isg, 1 <k <n,vei*=—1 olsun. Bu durumda

JZ=iZ=1i(z1,20,-+,2n),

JW:iW:i(Wl,Wz,...,Wn>

olmak iizere C" iizerinde Riemann metrigi

¢(Z,W)=Re{(Z,W)} =Re { Z ziw,} (2.2.18)

i=1
ile tamimlansin. Bu durumda

n
Z xiti + visi] (2.2.19)

l:

—_

ve

g(JZ,JW) =Re { zn: iz,-.i_wi} (2.2.20)

i=1

™=

[xiti + yisi]

i=1

olur. Buradan g(Z,W) = g(JZ,JW) oldugu goriiliir. Boylece g, C" kompleks vektor uzayt

iizerinde bir Hermityen metriktir.
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Tamm 2.2.12. M bir hemen hemen kompleks manifold olmak tizere M iizerinde g Hermityen
metrigi tamumli ise (M,g) ikilisine hemen hemen Hermityen manifold denir. M bir kompleks
manifold ve M iizerinde g Hermityen metrigi tamuml ise (M,g) ikilisine Hermityen manifold

denir [15].

Tanmm 2.2.13. (M,g) bir hemen hemen Hermityen manifold, J de M nin bir hemen hemen
kompleks yapist olsun. Her X, Y € T'(TM) igin

P (X,Y)=g(X,JY) (2.2.21)
ile tamimlanan ® tensoriine temel 2-form denir [15].

Lemma 2.2.1. &, M iizerinde temel 2-form olmak iizere
OUX,JY)=D(X,Y), VX,Y €T (TM) (2.2.22)
dir [15].

Tamm 2.2.14. (M,g,J) bir hemen hemen kompleks manifold olmak iizere ® temel 2-formu

kapali ise (d® = 0) g Hermityen metrigine bir Kahler metrik adi verilir [15].

Tamm 2.2.15. M bir hemen hemen kompleks manifold ve M iizerinde bir g Kahler metrigi
tammly ise M ye bir hemen hemen Kahler manifold denir. Eger M bir kompleks manifold ve M

iizerinde g Kahler metrigi tamimli ise M manifolduna Kahler manifold denir [15].

Teorem 2.2.8. Bir (M, g,J) Hermityen manifoldunun bir Kahler manifold olmast icin gerek ve
yeter sart VJ = 0 olmasidir [20].

Onerme 2.2.3. (M,g) bir Kahler manifold olmak iizere her X,Y,Z € T(TM) icin asagidaki

ozellikler saglanir;

(i) R(X,Y)JZ=JR(X,Y)Z, R(JX,JY)Z=R(X,Y)Z, (2.2.23)

(ii) Ric (JX,JY) =Ric(X,Y), Ric(X,Y)= %(inR (X,JY)). (2.2.24)

Tamm 2.2.16. M bir hemen hemen kompleks manifold, p € M icin T,M nin bir diizlemi 7 olsun.

Eger © diizlemi J altinda invaryant ise & ye holomorfik diizlem kesiti denir [15].

Bu tanima gére her X € I' (TM) i¢in © = Sp {X,JX } diizlemi bir holomorfik diizlem kesitidir.
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Tamm 2.2.17. M bir Kahler manifoldu, M iizerinde bir hemen hemen kompleks yapt J olsun.
Tt holomorfik diizleminde tanimli kesit egriligine holomorfik kesit egriligi denir ve X € I (TM)
icin

K(m)=R(X,JX,X,JX)=g(R(X,JX),X) (2.2.25)

ile verilir. Eger M nin her p noktasindaki diizlem kesitleri icin K (1) degeri sabit oluyorsa M

manifolduna sabit holomorfik kesit egrilikli manifold (uzay) denir [15].
Tanmim 2.2.18. Sabit kesit egrilikli bir Kahler manifolduna kompleks uzay form denir [21].

Teorem 2.2.9. M bir Kahler manifold olsun. Bu durumda M sabit holomorfik kesit egrilikli

olmast icin gerek ve yeter sart her X,Y,Z € I' (TM) ve ¢ € R i¢in
R(X,Y)Z = g{g (X,2)Y —g(Y,Z)X +g(JX,Z)JY (2.2.26)
—g(JY,Z2)JX +2¢g(JX,Y)JZ}

olmasidir [15].

2.3 Hemen Hemen Kontakt Manifoldlar

Tanmm 2.3.1. M, (2n+ 1)-boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M iizerinde

diferensiyellenebilir bir N 1-formu var ve

nA@dn)"#0
sartint sagliyor ise M ye bir kontakt manifold ve 1 ya da bir kontakt form denir [22].

Tamm 2.3.2. M, (2n+ 1)-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold, ¢ de M iizerinde (1,1)
tipinde bir tensor alami, & de M iizerinde bir vektor alani ve 1 da M iizerinde bir 1-form olsun.
Eger

nE)=1, @*=-I+ncE 2.3.1)
sartlart saglaniyor ise (¢,&,M) ya M iizerinde bir hemen hemen kontakt yapi, M ye de bir hemen

hemen kontakt manifold denir [22].

M ye bir hemen hemen kontakt manifold dendiginde (M, @, &, ) dortliisii kastedilir. (2.3.1)
deki I ise TM iizerindeki birim doniisiimdiir [22].

Onerme 2.3.1. (M, ¢,&,n) bir hemen hemen kontakt manifold olsun. Bu durumda
0E=0, Noo =0, rankep =2n (2.3.2)
dir.
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Tamm 2.3.3. (M, ,&,n) bir hemen hemen kontakt manifold olmak iizere, her X,Y € T'(TM)
icin
g(@X,9Y)=g(X,Y)—n(X)n(Y) (2.3.3)

olacak sekilde bir g Riemann metrigi var ise (Q,&, 1, g) ye M iizerinde bir hemen hemen kontakt
metrik yapt ve M ye de hemen hemen kontakt metrik manifold denir. Burada g ye bagdasabilir
metrik denir [22].

Eger (2.3.3) de Y yerine & alinacak olursa

nX)=g(X,§) (2.3.4)

elde edilir. (2.3.3) de Y yerine @Y alinirsa

oldugu goriiliir.

Bir hemen hemen kontakt metrik manifold iizerinde e; = @e; olacak sekilde bir

{e1,e2,...,en,e1+,€2%,...,en,E} bir ortonormal bazi vardir. Bu baza bir ¢-baz denir [22].

Tamm 2.3.4. (M, ¢, &, n,g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Her X, Y € T (TM)
icin
B(X,Y) = g(X,pY) (2.3.6)

olarak tamimlanan (0,2)-tipindeki ® tensoriine M nin temel 2-formu denir [22].

(2.3.5) den kolay bir sekilde goriiliir ki
(I)(X,Y) = —g(QDX,Y) = —CI)(Y,X)
dir, yani ® anti-simetriktir.

Tamm 2.3.5. (M, ¢,&,n,g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Her X, Y € T (TM)
icin
dn(X,Y) =g(X,eY) (2.3.7)

ise M ye kontakt metrik manifold denir [23].

M manifoldu, (¢,&,n) hemen hemen kontakt yapisina sahip bir hemen hemen kontakt

manifold olsun. Bu durumda M x R ¢arpim manifoldu iizerinde bir vektor alan1 X = (X, f4)
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seklindedir. Burada 7, R nin koordinati, f ise M x R iizerinde bir fonksiyon ve X € I'(TM) dir.

1(x55) = (ox-rene0 )

seklinde tanimlanan J, M x R iizerinde bir hemen hemen kompleks yapidir, yani J> = —1 sartin1

Buna gore

saglar.

M x R iizerindeki J hemen hemen kompleks yapisinin Nijenhius tensor alani
Ny (X.Y) = [JX,JY|+J2 [X,Y] T [JX,Y] -J [X,JY]

olarak tanimlanir [23].
Bir (M, ¢, &, 1) hemen hemen kontakt manifoldunda ¢ nin Nijenhius tensor alani ise X,Y €
['(TM) igin
No(X.Y) = [@X,0Y]+¢*[X.Y] - 0[X.Y] - ¢[X,0Y]

olarak tanimlanir [23].

Tamm 2.3.6. Bir (M, @,E,1) hemen hemen kontakt manifoldu icin M X R iizerindeki hemen
hemen kompleks yapust integrallenebilir ise (¢,E,1) hemen hemen kontakt manifold yapisina

normaldir denir [23].

M x R iizerinde X = (X, f %) Y = (Y,h%) vektor alanlarimin Lie braketi

7] = (e -v () 5

dir.

Onerme 2.3.2. Bir (M,@,E,n) hemen hemen kontakt manifoldunda, (¢,E,M) mn normal

olmast i¢cin gerek ve yeter sart

Np+2dn®&=0

olmasidir [22].

Tamm 2.3.7. (M, ,&,n,g) bir kontakt metrik manifold olsun. Eger karekteristik vektor alan
&, g ye gore Killing vektor alami ise (¢, &,1,g) kontakt metrik yapisina K-kontakt yapt ve M ye
de K-kontakt manifold denir [22].

h= %fg ¢ olmak iizere bir kontakt metrik yapinin K-kontakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart

h = 0 olmasidir. Burada A, (1, 1) tipinde bir tensor alanidir [22].
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Ayrica kolayca goriilebilir ki
hE =0, ho+oh=0, VE=—p—oh (2.3.8)

ifadeleri saglanir [22]. Buna gore bir hemen hemen kontakt manifoldun bir K-kontakt olmasi

icin gerek ve yeter sart VE = — @ olmasidir.

Tanmm 2.3.8. (M,,E,n,g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Eger M nin

kontakt metrik yapisit normal ise M ye Sasakian manifold denir [22].

Boylece bir hemen hemen kontakt metrik manifoldun Sasakian olmasi icin gerek ve yeter sart
her X,Y € T'(TM) igin
(Vxp)Y =g(X,Y)E—n(Y)X (2.3.9)

denkleminin saglamasidir [22].

Tamm 2.3.9. Bir hemen hemen kontakt metrik manifold (M, ®,&,m,g), M iizerindeki bir o
fonksiyonuve X,Y € T'(TM) igin

(Vx@)Y = a(g(X,Y)E —n(Y)X) (2.3.10)

VxE = —ap(X): (Vxn)Y = ag(X, ) (23.11)

sartlarint sagliyor ise M ye a-Sasakian manifold denir [5].

Bir a-Sasakian manifoldda her X,Y,Z € I'(TM) icin agagidaki baglantilar saglanir:

RX,Y)E=a’>MYV)X —n(X)Y]+Y (&) X — X (at) @Y (2.3.12)

R(EX)Y =a?[g(X,Y)E —n(Y)X]+g(X,0Y) (grada) +Y () X  (23.13)
NR(X,Y)Z)=a’[g(Y,Z)n(X)—g(X,Z)n (V)]

+X (o) g (@Y, Z)—Y (o) g (90X, Z) (2.3.14)

Ric(X,E) =0’ (n—1)n(X) — X () (2.3.15)

Ric(E,&)=0a?(n—1) (2.3.16)

Ot =a’(n—1)E+¢(gradar). (2.3.17)

Burada R Riemann egrilik tensorii, Ric Ricci tensorii ve Q Ricci operetoriidiir [S].

Tanmm 2.3.10. (M, ¢,&,n,g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Eger dn =0
ve d® =21 A D sartlart saglaniyorsa M ye bir Kenmotsu manifold denir. Burada ® (X,Y) =
g(X,Y) olup, ® ye M nin temel 2-formu denir [23].
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Boylece bu yapi

(Vx@)Y =-n(Y) X —g(X,0Y)¢ (2.3.18)
Vxé=X-n(X)¢& (2.3.19)

denklemleri ile karekterize edilir, (2.3.19) denkleminden div§ = 2n elde edilir [24].

M nin Riemann egrilik tensorii X,Y € I'(TM) i¢in (2.3.19) den
RXYV)E=nX)Y—n¥)X (2.3.20)

elde edilir. (2.3.20) dan
Ric(X,&) = —2nm (X) (2.3.21)

elde edilir.

Tamm 2.3.11. Bir M hemen hemen kontakt metrik manifold iizerinde Ricci tensorii
Ric=ag+bn®n (2.3.22)

sartint sagliyor ise M ye n-Einstein manifold denir. Burada a ve b de M iizerinde reel degerli

fonksiyonlardir [24].

Onerme 2.3.3. Eger bir n-Einstein Kenmotsu manifoldda a bir sabit ve b = 0 ise bu durumda

M bir Einstein uzaydir [24].
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3. RIEMANN MANIFOLDLAR VE ALTMANIFOLDLAR UZERINDE RICCI
SOLITONLAR

3.1 Concurrent Vektor Alanlar1 ve Ricci Solitonlar

(M,g) bir Riemann manifoldu ve & de M iizerinde bir diferensiyellenebilir vektor alani

olsun. A bir reel sabit olmak iizere M iizerinde
1 :
E;Eé:g—i—Rlc:?Lg (3.1.1)

denklemi saglaniyorsa (g,&,A) iigliisiine M iizerinde bir Ricci soliton denir ve Ricci soliton
(M,g,E,A) ile gosterilir. & vektor alanina Ricci solitonun potansiyel vektdr alani denir. Bir
(M,g,E,A) Ricci solitonunda A > 0, L =0 ve A < 0 olmasina gore Ricci solitona sirasiyla
daralan (shriking), duragan (steady) ve genisleyen (expanding) denir. £ nin sifir veya Killing

vektor alan1 olmasi durumunda Ricci solitona agikar Ricci soliton denir [3].

Eger & potansiyel vektor alan1 M iizerinde bir diferensiyellenebilir f fonksiyonun gradienti
ise (M, g,&,A) Ricci solitonuna gradient Ricci soliton denir ve (M, g, f,A) ile gosterilir. Ayrica
gradient Ricci solitonda bu diferensiyellenebilir f fonksiyonuna potansiyel fonksiyon denir [3].
Eger f fonksiyonu sabit ise (M, g, f,A) gradient Ricci solitonuna agikar gradient Ricci soliton

denir. (3.1.1) den £ = Vf oldugundan her asikar gradient Ricci soliton, asikar Ricci solitondur.

Bu kisimda ilk 6nce potansiyel vektor alant concurrent olan Ricci solitonlari incelenilecektir.
Eger v bir (M, g) Riemann manifoldu iizerinde concurrent vektor alani ise X € I'(TM) igin

Vxv = X oldugunu biliyoruz. Simdi concurrent vektor alanlar i¢in drnekler verelim.

Ornek 3.1.1. Concurrent vektor alani ile donatilmis Riemann manifoldlarin en iyi bilinen
ornegi Oklid uzayidir. Oklid uzayinda yer vektorii alami v olarak alinirsa, Oklid uzayindaki her

X vektor alant icin Vxv = X saglanir ve v bir concurrent vektor alamdir [3].

Yine benzer sekilde Oklid uzaymn bir hiperyiizeyi, Oklid uzaymmdan indirgenen metrik ile bir

Riemann manifolddur ve hiperyiizeyin yer vektor alant bir concurrent vektor alanidur.

Concurrent vektor alanlari ile donatilmig Riemann manifoldlar i¢in daha genel bir 6rnek

verelim.

Ornek 3.1.2. I yay parametresi s olan R de bir acik aralik ve (F,gr) de keyfi bir Riemann

manifoldu olsun. g = ds*> + s*gr metrik tensorii ile I x;F bir warped ¢carpim manifoldudur. v =
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59 olsun. Her U € T (IXF) igin U=X+Y ve X = fi§- €T(TI),Y =X}, fize €T (TF)

olmak iizere

d d
VUVZVX+YV:VXV—|-VYv:Vf aSaS—F;VﬁaXZ 85‘

ds d ) ds d d
=h (%?dl_sva; as) +i§’fl (8 &S+SV£ &)

d(Ins) 0
_fl +Zfl 8s Ix;

=fig: +Zf, =XAY=U
oldugundan v = s%, I X F tizerinde bir concurrent vektor alamdir [3].

Asagidaki teorem, potansiyel vektor alani concurrent olan Riemann manifoldlar1 iizerinde

Ricci solitonlari i¢in 6nemli bir karekterizasyon teoremidir.

Teorem 3.1.1. (M,g) n-boyutlu Riemann manifoldu iizerinde (M,g,v,A) Ricci solitonun v

concurrent vektor alanina sahip olmast icin gerek ve yeter sart asagidaki iki sartin saglamasidur.
i) (M,g,v,A) Ricci solitonu A = 1 olan bir daralan (shrinking) Ricci solitondur,

ii) I, yay parametresi s olan R nin agik araligi ve (F,gr) de Ricci tensorii Ricr = (n—2) g
esitligini saglayan (n — 1)-boyutlu Einstein manifoldu olmak iizere, M Riemann manifoldu, I X

F warped ¢carpim manifoldunun bir acik parcasidir [3], [25].

Ispat: v concurrent potansiyel vektor alaniyla donatilmis Ricci soliton (M,g,v,A) olsun. Bu
durumda her X € I'(TM) igin
Vxv=X (3.1.2)

olur. p € M noktasindaki 7,M tanjant uzayinin X, ve v, ortonormal teget vektorlerin gerdigi 7

diizleminin kesit egriligi K (X,,v,) olmak iizere (3.1.2) kullanilirsa

K(m)=K(X,v)(p ) K(Xp,vp) =g (R(Xp,vp) vp, Xp)
=5 [V Vo ¥ = Vg, 10

¢(x, vav,, vavx Vo= Vi, VrXp)
g(Vx,vp—V — [Xp,vpl, Xp)

(

8 ([Xp,vp] — [va"p] Xp) =0
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olur. Her p € M i¢in bu esitlik sagladigindan

K(X,v)=0
esitligi elde edilir. {ey, - -, e,} bir ortonormal ¢at1 olmak tizere
Ric(v,v) = Z g(R(ej,v)v,e;) = Z g(Ve, Vo=V, Vv — Viei]Vs ei) (3.1.3)

I
—_

i=1

n
8 (Veiv_vvez V[e v Vs e Z lei,v] —[ei,v],ei) =0

I

N
Il
—_

bulunur. e; = , W = ||v|| olmak iizere v = pe; olarak yazilir. e; i ihtiva eden bir

lokal ortonormal gatl {e1,e,...,e,}, bu catiya karsilik gelen dual ¢ati {a)l,a)z, . .,w”} ve

konneksiyon 1-formlar a)l.j (i,j=1,2,...,n) olsun. Bu durumda
n .
Vxe; = Z o/ (X)e;, i=1,2,...,n
seklinde ifade edilir. (3.1.2) esitliginde X = e; segilirse,

e1=Ve,v="Ve (ler) =e1(i)er+ Ve er

olur. Buradan
er(u)=1
Velel =0

esitlikleri elde edilir. =S, {e1} ve =S D {ez,...,en} seklinde 2, ve 2, distribiisyonlarini
tanimlayalim. V,e; = 0 oldugundan & distribiisyonu integrallenebilirdir ve % total
geodeziktir. Boylece 7 distribiisyonuna karsilik gelen egri M manifoldunun bir geodezigidir.

Benzer sekilde (3.1.2) esitliginde X = ¢; (k= 2,3,...n) segilirse

dir. Buradan

olur ve

- (w}(ek)el+co12(ek)e2+...+w{<(ek)ek+...+w?(ek)en)
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oldugundan
Lo (ej)=0,i#j (3.1.4)
Lol (e)=1= uw! (¢)=-1 (3.1.5)
elde edilir. Cartan yap1 denklemi olarak bilinen
— i oine’ i=1.2,...n

esitliginde i = 1 igin (3.1.4) esitligi kullanilirsa

do'=[ -0l re' |+ | -olrhe® | +.. + | -0 re" | =0

dir. Bu nedenle M manifoldu iizerinde yerel olarak ds = w! olacak sekilde en az bir s €

C” (M,R) fonksiyonu vardir. Diger taraftan 2 < i # j < n olmak iizere (2.1.11) kullanilirsa

8 ([eivej] 781) :g(ve,‘ej_vejeiuel)

:g(veiej7el) _g(vejei7el)

A(Ene) g

= 0; ei) — ( )

oldugundan [ei,e j} nin e; yoniinde bileseni yoktur, yani [e,-,e j} € 9, dir. Bu durumda %,
integrallenebilirdir. Ustelik 2, distribiisyonun her p € M noktasindan gecen bir tek maksimal
integral manifoldu vardir ve p noktasini ihtiva eden diger tiim integral manifoldlar bu
maksimalin bir agik altmanifoldudur. M manifoldunda %, distribiisyonun L yapraginin ikinci
temel formu /i ve V, % distribiisyonu {lizerine indirgenen konneksiyon olmak iizere Gauss
formiilii

Veej=Veej+h(eie;) (3.1.6)
dir. Buradan sonra (3.1.6) esitligi her iki tarafi e; ile i¢ carpilirsa

g(Veiej,el) =g <@eiej+fz (ei,ej) ,e1> , 2<i,j<n
=g <©ei€j,€1> +g (iz (e,-,ej) ,el)

oldugundan



(3.1.5) den

olur ve buradan

heie))=—"ey, 2<ij<n (3.1.7)
elde edilir. Bu da 2, distriblisyonun her L yapraginin ortalama egriliginin —% oldugunu gosterir.
(3.1.7) esitliginden 2, distribiisyonun her bir L yapraginin, ortalama egrilik vektorii H = —%
olan M manifoldunun totally umbilik hiperyiizeyi olmasini gerektirir. Bununla birlikte e, =
esll =...= e, = 0uygulanarak %, nin kiiresel distribiisyon oldugu sonucuna ulasilir, yani her
total umbilik yapraginin ortalama egrilik vektorii normal demetine paraleldir. Sonug olarak M
manifoldunun e; = % icin

g =ds’+f*(s)gr

warped metrik tensor alani ile 7 X ¢(;) F* warped ¢arpim manifoldu oldugu goriiliir.

v vektor alanina ortogonal her X birim vektorii igin kesit egriligi

K(X,v)=g(R(X,v)v,X)

a —g(R(V,X)X,V)

RS N
e
S

olur. K (X,v) = 0 oldugundan f”(s) = 0 dir ve buradan f(s) = as+b, (a,b € R) elde edilir.

a = 0 olmasi durumunda I X ¢, F* warped ¢arpim manifoldu bir Riemann manifoldudur. Bu ise
9, nin her yapraginin total geodezik olmasini gerektirir; ancak bu (3.1.7) esitliginde elde edilen
sonug ile celigir. O halde a # 0 dir. f(s) = s olsun. Bu durumda M manifoldu bir 7 x 7(s) F yerel

carpim manifoldudur.

Lie tiirevinin tanimini ve (3.1.2) kullanilirsa her X, Y € I'(TM) i¢in

(£,8) (X,Y) =g (Vxv,Y)+g(X,Vyv) (3.1.8)

:g(X,Y)+g(X,Y) :2g(X7Y)
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(3.1.8) de elde edilen Sonug 3.1.1 de yerine yazilirsa

%Zg(X,Y)—FRic(X,Y) =Ag(X,Y)
Ric(X,Y) = Ag(X,Y) — g(X,Y)

Ric(X,Y)=(A—-1)g(X,Y) (3.1.9)

olur, bu da M nin bir Einstein (n— 1)-manifold oldugunu gosterir. (3.1.3) ve (3.1.9) den
Ric(v,v) = (A —1)g(v,v) = 0 olur ve buradan M manifoldu flat ve A = 1 dir. Bu da (M, g,v,1)

nin A = 1 olan daralan (shrinking) Ricci soliton olmasi demektir.

M manifoldu Ricci flat oldugundan ve Onerme 2.1.5 den warped ¢arpim manifoldunun ikinci

faktorii F, Ricp = (n—2) gr esitligini saglayan Einstein manifoldudur.

Simdi tersini ispatlayalim, yani A = 1 ve M = I X F warped ¢arpim manifoldu olsun. M

manifoldu icin X € .Z(I) ve v € .Z (F) birbirine dik vektor alanlart olmak iizere
H (X, X
K(X,v)=g (L’)v,v) =0
s

dir. Ayrica, K (X,v) = —g (R(v,X) X,v) oldugundan
Ric(X,X) =0 (3.1.10)

ve
Ric(v,v) =0 (3.1.11)
bulunur. Boylece M manifoldu Ricci flattir. Buradan (3.1.10) ve (3.1.11) esitlikleri géz 6niine

alinarak A = 1 i¢in Ricci soliton denklemi yazilirsa

1

568=8 (3.1.12)

esitligi elde edilir. Her U € I' (I X, F) igin

(£v8) (U7 U) =g(U,U)

| =

dir ve buradan

S (68) (U.U) = 5 (ve (U,U) ~ 28 (v U], U))
= S (2 (VWU,U) ~2(2(V\U,U) ~ ¢ (Vur,U)))
=g(WU,U)—g(V,U,U)+g(Vyv,U)
=g(Vuv,U)
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oldugundan

g<VUV7U) :g<U7U)
g(VUV_UvU) =0
VUV—UZO

VUV =U
elde edilir ki bu da v vektor alanin concurrent vektor alan1 oldugunu gosterir.
Bu teoremden asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug¢ 3.1.1. Riemann manifoldlar iizerinde v potansiyel vektor alani concurrent vektor alani

olan duragan (steady) ve genisleyen (expanding) Ricci soliton yoktur [3].

Sonug 3.1.2. v potansiyel vektor alani concurrent vektor alant olan her (M, g,v, L) Ricci soliton

gradient Ricci solitondur [3].

Ispat: v vektor alani concurrent vektor alani oldugundan (3.1.8) esitliginden

1
£,g=2¢ = Efvgzg

olur. Buradan (3.1.1) Ricci soliton esitlifinden agikca anlagiliyor ki
Ric=0ve A =1
dir. f= %g (v,v) segilirse her X € I'(TM) i¢in

§(770) =X [ =X | Je(0)

=g (Vxvv)

:g(va)

olur. Buradan

g(Vf,X) :g(X,V)

8 (Vf - V7X ) =0
ve g metrigi non-dejenere oldugundan
Vf—v=0 = Vf=v

elde edilir. Boylece (M, g,v, A1) Ricci solitonu bir gradient Ricci solitondur.
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Ayrica Hessian formunun simetriliginden

(£18) (X,Y) = (£v78) (X.¥Y) =g (VxV[.Y) +8(X,VyV/)

=H;(X,Y)+Hp(Y,X)=2H¢(X,Y)

olur ve bu ifade her X,Y € I'(TM) i¢in dogru oldugundan

1

Efvg =H f

elde edilir. O halde (3.1.12) esitliginden g = H olur. Boylece gradient Ricci soliton
Ric=(A—1)g = Ric+g=Ag

esitliginde g Einstein metrigi yerine Hy yazilirsa gradient Ricci soliton denklemi

Ric+Hy=Ag
esitli§ine doniisiir.

Simdi iizerinde concurrent vektor alani v bulunan m-boyutlu Riemann manifoldu (N, g) nin

n-boyutlu altmanifoldu (M, g) tizerindeki Ricci solitonlar1 inceleyelim.

v! ve v, sirastyla v concurrent vektor alaninin teget ve normal bilesenleri, yani v = v 4 v+

olsun.

Teorem 3.1.2. (N, @) nin bir altmanifoldu (M,g) olsun. (M,g,vT,)u) nin Ricci soliton olmasi

icin gerek ve yeter sart M nin Ricci tensériiniin, her X, Y € T'(TM) igin
Ric(X,Y):(l—l)g(X,Y)—g(h(X,Y),vL) (3.1.13)
seklinde olmasidir [3].
Ispat: v, N iizerinde concurrent vektor alani oldugundan
v=v vt (3.1.14)
dir. Her X € I'(TM) igin
X = 6Xv = %X (vT + vi> = %XVT + %le
:VXVT+h(X,vT) — A, X + Dyt 3.1.15)
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olur. (3.1.15) ifadesi teet ve normal bilesenlerine ayrilirsa

Vvl =4, X +X (3.1.16)

h(X,Y)=—Dxvt (3.1.17)
elde edilir. Lie tiirevi tanimindan ve (3.1.16) dan her X € I'(TM) igin

(6,78) (X.¥) =g (Vv ¥ ) +g (X, 900"
=g(A L X+X,Y)+g(X,A, .Y +Y)
=g(A. X,Y)+g(X,)Y)+g(X,)Y)+g(X,A,.Y)
=2g(X,Y)+2g(A,X,Y)

—2¢(X,Y) 423 (h(X,Y),#) (3.1.18)
olur. Bu esitlik (3.1.1) deki Ricci soliton denkleminde yerine yazilirsa

S {2ex )+ 22 (n00,Y) 1) b Ric(x,Y) = 28 (X 1)

Ric(X,Y)+g(X.Y)+3 (h (X,Y) ,vl> —Ag(X,Y) (3.1.19)

Rie(X,Y) = (A~ 1)g(X,¥) =g (h(X,¥),v")
esitligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Ornek 3.1.3. y, R? iin birim kiiresi iizerinde birim hzli egri olsun. R Oklid uzayinda yer

vektorii
x(s,x0,x3) = (Y(5)x2,%2,%3)

olan (M,g) altmanifoldunu gz oniine alalim. M nin yer vektorii v = (y(s)xz,x2,x3) bir

concurrent vektor alamidir. M nin tanjant demeti TM

{el - (}/(S),0,0), € = %(’}/(S),l,()), €3 = (05071)}

vektorleri tarafindan gerilir. {ey,ez,e3} bir ortonormal ¢atidir ve normal uzayiwn bir ortonormal

catisi ise

{m — 5 (1(9,-1.0) 12 = (¥(6) ¢<s>,o,o)}

olarak bulunur. Buna gore concurrent vektor alani v = V2x2er + x3e3 olarak yvazilir, yani v = vl

dir. M nin egrilik tensoriiniin R = 0 oldugu kolayca gosterilebilir, yani M flattir. Boylece (3.1.1)
ifadesi A = 1 ile saglanir ve M bir Ricci solitondur [3].
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Ornek 3.1.4. M = S? (1) x R? olmak iizere M, R> de kiiresel hipersilindirdir. Bu durumda
y% +y% +y% = 1 olmak iizere M nin yer vektorii (y1,y2,v3,X1,%2) dir. Bu yer vektoriine v
denilirse bu durumda v bir concurrent vektor alanidur.

T™ =Sp{U; = (y3,0,—y1,0,0), U> = (0,y3,—2,0,0), U3 = (0,0,0,1,0), Us = (0,0,0,0,1)}
dir ve hiperyiizeyin birim normali ise N = (y1,y2,v3,0,0) dir. Ayrica v = xiUs +xUs + N

T

olarak yazilir, yani v' = x1Us + xoUy ve v- = N dir. Dogrudan bir hesaplamayla (M,g, vT,),) ,

A = 1 ile bir daralan Ricci solitondur [3].

Teorem 3.1.3. Bir v concurrent vektor alamna sahip (N,g) Riemann manifoldunun bir
altmanifoldu (M, g) olsun. (M,g,vT,l) nin agikar Ricci soliton olmast icin gerek ve yeter sart

M nin v--umbilik olmasidir [3].

Ispat: M, vi-umbilik ise X € T'(TM) igin A X = uX olarak yazilir. Buradan
ise g(h(X,Y),v) = g(A.X,Y) = ug(X,Y) elde edilir (3.1.13) den Ric(X,Y) =
(A —p—1)g(X,Y) olur ki bu ise M nin Einstein uzay1 olmasi demektir, yani (M,g,v', 1) bir

asikar Ricci solitondur.

Bu teoremden asagidaki sonuca varilabilir.

Sonug 3.1.3. Bir v concurrent vektor alanina sahip (N,g) Riemann manifoldunun her total

umbilik altmanifoldu (M, g) iizerindeki (M,g,vT,QL) Ricci solitonu asikardir [3].

Onerme 3.1.1. Eger bir v concurrent vektir alamna sahip (N,g&) Riemann manifoldunun

bir minimal altmanifoldu (M,g) iizerinde (M,g,vT,l) bir Ricci soliton ise M sabit skaler

A—1
egriligine sahiptir ve T = nT) dir [3].

Ispat: Kabul edelimki (M,g,v",2) bir Ricci soliton olsun. (3.1.13) den X, Y € I'(TM) i¢in
Rie(X,Y) = (A =1)g(X,¥) =g (h(X,¥) ,v")

dir. M minimal oldugundan ortalama egrilik vektorii sifirdir, yani g (H , VL) = 0 dir. Boylece son

denklemden M nin bir {ey,---,e,} catist igin
n
Y Ric(ej,e;) =n(A—1) (3.1.20)
i=1

elde edilir. M nin skaler egriliginin 7 = Z K (e,-,e j) oldugu g6z 6niine alinirsa (3.1.20)

1<i<j<n
n(A—1)
2

ifadesinden 7 = olarak bulunur ve ispat tamamlanir.
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M altmanifoldu iizerindeki bir f fonksiyonunun gradienti Vf ile gosterilsin. (3.1.16) ve

(3.1.17) denklemlerinden asagidaki lemma verilebilir.

Lemma 3.1.1. Bir v concurrent vektor alamina sahip (N,g) Riemann manifoldunun bir

altmanifoldu (M, g) olsun. Bu durumda y = %g (Vv ve f = %g (v,v) olmak iizere
Vy=—A.v', (3.1.21)
vl =Vf (3.1.22)
dir [3].
Ispat: (3.1.16) denkleminden X € I'(TM) igin
Xy=g (%XVJ',VL) =g <Dle,vL) =—g (AVLVT,X>
olur ki bu (3.1.21) un saglanmasi demektir. Benzer sekilde
Xf=¢g (%Xv,v) =g <X,VT>
elde edilir ve bu da (3.1.22) ifadesinin saglanmasi anlamina gelir.

Lemma 3.1.1 in (3.1.22) denkleminden asagidaki onerme verilebilir.

Onerme 3.1.2. Bir v concurrent vektor alamina sahip (N,§) Riemann manifoldunun bir
1
altmanifoldu (M,g) iizerindeki her (M,g,vT,l) Ricci solitonu f = Eg(v,v) potansiyel

fonksiyonu ile bir gradient Ricci solitondur [3].

Bu dnermeye gore M iizerindeki (M,g,v',A) gradient Ricci solitonunun bir agikar Ricci

soliton olmasi i¢in gerek ve yeter sart g (v,v) nin M iizerinde sabit olmasidir.

Sonug 3.1.4. (N,g) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (M, g) iizerindeki bir (M, g, f,A)
gradient Ricci solitonunun asikar olmasi icin gerek ve yeter sart N iizerindeki concurrent vektor

alani v nin M de normal vektor alant olmasidir [3].

Ispat: Kabul edelim ki (M, g, f,A) bir asikar gradient Ricci soliton olsun. Bu durumda g (v,v),
M iizerinde sabittir. X € T'(TM) i¢in 0 =X g (v,v) = 2g (X,v) olur. Béylece v € I' (TM™*) dir.

Tersine v, M ye normal ise X g (v,v) = 2g (X,v) = 0 dir. Boylece g (v,v), M iizerinde sabittir.

Boylece Sonug 3.1.4 e gore gradient Ricci soliton asikardir.
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3.2 Concircular Vektor Alanlar: ve Ricci Solitonlar

Bu kisimda potansiyel vektor alani concircular vektor alami olan Ricci solitonlart
incelenilecektir ve bunlarla ilgili onemli sonuglar verilecektir. Ornek 3.1.2 deki warped carpim
yapisinda warping fonksiyonu f (s) = s yerine [ iizerinde herhangi bir ¢ () diferensiyellenebilir
fonksiyonu ve v= ¢ (s) % olarak alinirsa Vyv = ¢’ (s) X elde edilir ki bu da v nin bir concircular
vektor alan1 olmasi demektir.

Teorem 3.2.1. Eger bir n-boyutlu M Riemann manifoldu her yerde sifirdan farkl bir concircular

vektor alamina sahip ise bu durumda M =1 X () F seklinde bir lokal warped ¢arpumdir; burada
¢ (s) #0ve F, (n—1)-boyutlu Riemann manifolddur [26].

Ispat: Kabul edelim ki M Riemann manifoldunun her noktasinda sifirdan farkli olan concircular

vektor alan1 v olsun. eg, v vektorii dogrultusundaki birim vektor alani, yani ¢ = ||v|| olmak iizere

V= Qe (3.2.1)
olsun. M iizerinde e; in dahil oldugu bir ortonormal ¢at1 {ej,ez,...,e,} olsun. Vv = ue;
oldugundan dogrudan hesaplamalarla

R(ei,v)v=V,Vyv =V, Vv =V, v (3.2.2)

=(ei(n)v—>v(un))e,i=12,....n

elde edilir. (3.2.2) den ve g (R(e;,v)v,v) = 0 oldugundan

elde edilir. Boylece Vu gradient vektorii v vektoriine paraleldir.

Vxv=uX ve (3.2.1) den

tey =Ve (@) =e1(@)er +@Ve el

bulunur ve buradan

e1 (@) =M, Vee1 =0 (3.2.3)

elde edilir. (3.2.3) nin ikinci denkleminden e; in integral egrileri M de geodeziktir, yani ¥ =

Sp{e;} distribiisyonu bir total geodezik distribiisyondur. Z, = Sp{e»,...,e,} olsun.

(3.2.1) ve Vo,v = le;, i =2,...,n,den

pei =V (per) = ei(9)er + @Veer,
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bulunur ve buradan

ep=---=e,0=0, (3.2.4)
(pVel.el = Ue; (325)

olur. Vye; = Y"_, ! (X)ej,i=1,2,...,m, ve (3.2.5) den
1 U ..
w; (ej) = 66”’ 2<i,j<n (3.2.6)

olur. (3.2.6) den %, nin integral altmanifoldlar1 total umbilik olan M de integrallenebilir
distribiisyon oldugu sonucuna varilir. Ayrica %, nin integral altmanifoldunun ortalama egriligi
A olarak verilir. 2 nin integral altmanifoldu hiperyiizey oldugundan (3.2.3) ve (3.2.4) den
;z nin integral altmanifoldunun ortalama egrilik vektor alan1t M de normal demete paraleldir,
yani hiperyiizeyin birim normaline paraleldir. Boylece TM = 2| & %, de % total geodezik ve
9, total umbilik integrallenebilir distribiisyonlar oldugundan M =1 X () ' seklinde bir lokal
warped ¢apim yapisina sahip olur. Burada f (s), I iizerinde tanimli bir fonksiyon, % =e veF
bir Riemann (n — 1)-manifolddur. M nin kesit egriligi, e; vektoriine ortogonal olan her X birim

vektor alani igin
_S(s)
f(s)

esitligi saglanir. Diger taraftan (3.2.1) ve (3.2.2) den e; vektoriine ortogonal olan her X birim

K(e1,X) =

(3.2.7)

vektor alani igin
oK (e1,X) = —vu = —p' (s) (3.2.8)
elde edilir. Boylece (3.2.8) denklemi (3.2.3) ile (3.2.7) birlikte goz 6niine alinirsa

f1(s) w(s) 9" (s)

f(s) o o)
elde edilir. O halde f (s) = @ (s) segilirse M = I X (5) F lokal olarak bir warped garpim olur.

Dogrudan hesaplamalarla her X € I' (T (I x (5 F)) igin Vx ((p (s) %) = ¢’ (s) X olur.

Lemma 3.2.1. f, M Riemann manifoldu iizerinde bir fonksiyon olsun. f nin V f gradienti bir
concircular vektor alami olmast icin gerek ve yeter sart f nin Hessianmimin her X,Y € T'(TM)
icin

Hy (X.Y) = g (X.Y) (3.29)

esitligini saglamasidir. Burada |, M iizerinde bir fonksiyondur [26].
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Ispat: f, M Riemann manifoldunun bir fonksiyonu olsun. Kabul edelim ki f nin Hessiani

(3.2.9) esitligini saglasin. Bu durumda X,Y € I'(TM) i¢in

g(uX,Y) =X (Y (f))—VxY (f)
=Xg(Y,Vf)—g(VxY,VF) (3.2.10)

=g(Y,Vx (Vf))

elde edilir. Boylece Vx (Vf) = uX elde edilir ki bu da V f nin concircular vektér alani oldugunu

gosterir. Tersine olan durum benzer sekilde ispatlanabilir.

Onerme 3.2.1. Oklidyen n—uzay iizerinde sifirdan farkl bir vektér alani v olsun. Bu durumda v
nin concircular vektor alani olmas icin gerek ve yeter sart v = bx olmasidir. Burada b sifirdan

farkli bir sabit ve X bir concurrent vektor alanidir [26].

Ispat: Eger v bir Riemann manifoldu M iizerinde bir concircular vektor alani ise Vyv = puX

olmak iizere v ye dik olan her X vektor alani i¢in
R(X,v)v= VxVyv=V,Vxv=Vx v (3.2.11)
=X (u)v—v(u)X
dir. (3.2.11) den Vu nin v ye paralel oldugu goriiliir. Eger M Oklidyen n-uzay ise R = 0 olur.

Boylece (3.2.11) den X =vu =0, u = b # 0 elde edilir. Sonug olarak x = % concurrent vektor

alanidir. Tersine olan ispat asikardir.

Teorem 3.2.2. n > 3 olmak iizere (M,g) Riemann n-manifoldu iizerinde bir (M, g,v,A) Ricci
solitonunun potansiyel vektor alant v nin concircular olmast icin gerek ve yeter sart asagidaki

sartlarin saglamasidir;
(i) Vxv = uX ifadesindeki 1 fonksiyonu sifirdan farkli bir b sabitidir,
(ii) A =b,

(iii) 1 yay-parametresi s olan bir acik aralik, (F,gr) de Ricp = (n—2)b*gr olan bir
(n — 1)-boyutlu Einstein manifoldu olmak iizere M Riemann manifoldu I X s . F warped ¢arpim

manifoldunun bir agik parcasidir. Burada b, c birer reel sabitlerdir [26].

Ispat: Kabul edelim ki (M, g,v,A), v potansiyel vektor alam concircular olan bir Ricci soliton

olsun. Bu durumda her X € T'(TM) igin Vxv = uX olurve X,Y € T'(TM) igin (3.1.1) ve Vxv =
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uX den

(£,8) (X,Y) =g(Vx»,Y)+g(Vyv,X) =2ug(X,Y) (3.2.12)

Ric(X,Y)=(A—p)g(X,Y) (3.2.13)

olur ki bu da M nin bir Einstein manifold olmas1 demektir. n > 3 ve M Einstein oldugundan M
sabit skaler egriliklidir. Boylece u — A sabittir. O halde y fonksiyonu da sifirdan farkli sabit olur

ve bu sabite b denilirse (i) ispatlanmis olur. Buradan ise i = b olmak iizere her X € I'(TM) i¢in
Vxv=>bX (3.2.14)

olarak elde edilir. (3.2.11) den X, v ortogonal olmak iizere R(X,v)v = 0 olur ve buradan
Ric(v,v) = 0 dir, yani M Ricci-flattir. Sonug olarak (3.2.13) den A = b olarak elde edilir, bu

da (ii) nin ispatidir.

Teorem 3.2.1 den ¢ (s) bir fonksiyon ve F Riemann (n — 1)-manifold olmak iizere M =
I X y(5) F bir lokal warped ¢arpim manifoldudur. Ayrica (i) durumundan ve Teorem 3.2.1 den
¢’ (s) = u = b dir ve buradan c bir sabit olmak iizere ¢ = bs + ¢ olur. O halde M, I X,
F warped carpiminin bir acik parcasidir. M Ricci-flat oldugundan A = u = b olur. Onerme
2.1.6 den I Xps. . F nin ikinci ¢arpam F, Ricr = (n—2) b?gr esitligini saglayan bir Einstein

manifolddur. Tersi ise dogrudan hesaplamalarla kolayca ispatlanir.

Teorem 3.2.3. (N,§) bir concircular vektor alam v =v' +v* ye sahip m-boyutlu Riemann
manifoldu ve (M,g) de N nin n-boyutlu altmanifoldu olsun. (M,g,v",A) nin bir Ricci soliton

olmast i¢in gerek ve yeter sart M nin Ricci tensoriiniin her X, Y € I'(TM) i¢in
Ric(X,Y) = (A—u)g(X,Y)—g(h(X,Y),vL> (3.2.15)
seklinde olmasidir [26].

Ispat: ¢ : M — N izometrik immersiyon olsun. v, N iizerinde concircular vektor alani
oldugundan
v=v' vt (3.2.16)

1

olarak yazilir. Burada v've v, v nin sirasiyla teget ve normal bilesenleridir. Vyv = uX

oldugundan (3.2.16), Gauss ve Weingarten formiiliinden her X € I'(TM) i¢in
uxX = Vv +h (X,VT> — A, X +Dyvt (3.2.17)
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olur. (3.2.17) denklemi teget ve normal bilesenlerine ayrigtirilirsa
Vxv' =A X +uX (3.2.18)
elde edilir. Lie tiirevin tanimindan ve (3.2.18) den her X,Y € I'(TM) i¢in
(£,8) (X,Y) =2ug (X,Y)+23 (h(X,Y),#) (3.2.19)

bulunur. Sonug olarak Ricci soliton denklemi ve (3.2.19) den (M ,g,vT,/'L) bir Ricci soliton

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Ric(X,Y)+ug(X,Y)+3 (h (X.Y) ,vl> — 2g(X.Y) (3.2.20)

sonucuna vartlir, bu da (3.2.15) ifadesinden baska birsey degildir.

N, M Riemann altmanifoldunun normal vektor alan1 olmak iizere eger M, n-umbilik ise yani
sekil operatorii Ay = @I denklemini sagliyorsa dogrudan asagidaki sonuca sahip olunur. Burada

@, M tizerinde bir fonksiyon ve / bir birim doniigiimdiir.

Sonug 3.2.1. N nin bir M altmanifoldu iizerinde bir (M,g,vT,l) (n > 3) Ricci solitonunun

asikar olmast icin gerek ve yeter sart M nin v---umbilik olmasidir [26].

Sonug 3.2.2. N nin bir M total umbilikal altmanifoldu iizerinde her (M gV, /'L) Ricci solitonu

bir asikar Ricci solitondur [26].

{e1,ea,...,e,}, M in ortonormal ¢atisi olmak iizere (M, g) nin 7 skaler egriligi
T= Y K(eie)) (3.2.21)
1<i<j<n

seklinde tanimlanir [10].

Sonug 3.2.3. N de bir M minimal altmanifoldu tizerinde eger (M .8V, 7L) bir Ricci soliton ise
M nin t skaler egriligi T =n(A — ) /2 dir [26].

ispat: Varsayalim ki (M .8V, /l) , N de M altmanifoldunun bir Ricci solitonu olsun. Teorem

3.23denher X,Y € I'(TM) i¢in
Ric(X,Y) = (A—u)g(x,y)—g(h(x,y),w) (3.2.22)

dir. Eger M minimal ise bu durumda g (H,v") = 0 olur. Boylece (3.2.22) den ¥ Ric (e, ;) =
n(A — u) elde edilir. O halde M nin skaler egriligi T =n (A — u) /2 dir ve sabittir.
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Sonuc 3.2.4. v bir concircular vektor alani ve ¢ bir sabit olmak iizere R"*' (¢) bir sabit egrilikli
Riemann manifoldu olsun. Eger (M,g,vT,}L), R+ (¢) de bir M hiperyiizeyi iizerinde Ricci

soliton ise M en fazla iki farkli asli egrilige sahiptir ve bunlar

nH+p:|:\/(nH+p)2—4(7L—;,L—(n—1)c)
2

K1,Ky = (3223)

seklinde verilir. Burada H ortalama egriliktiy, yani H = HN dir ve N birim normal vektor alant

olmak iizere p = g (N,v) dir [26].

Ispat: Hipoteze gore (M,g,v',A) nin, R"!(c) de M hiperyiizeyi iizerinde bir Ricci soliton

oldugunu kabul edelim. ey, ..., e, vektorleri Ay sekil operatoriin eigen vektorleri olacak sekilde
{e1,ea,...,e,} kiimesi M iizerinde bir ortonormal ¢ati olsun. O zaman
Ayei=Kiej, i=1,2,...,n (3.2.24)

elde edilir. g, R"*! (c) metrigi olmak iizere Gauss denkleminden

Ric(X,Y) = (n—1)cg (X,Y) +ng (h(X,Y),H) (3.2.25)

D=

- 1g(h(X,ei),h(Y,€i))

~

olur. (3.2.24), (3.2.25) ve Teorem 3.2.3 den (M gV, 7L) bir Ricci soliton olmasi gerek ve yeter
sart
{(l’l— 1)C—|— (HH— K'j) Kl} 5ij = (), — [.L) 6,'j —pK','5,'j (3.2.26)

elde edilir. (3.2.26) denklemi asagidaki ikinci dereceden olan
K2 — (mH+p) K+ A —p—(n—1)c=0,i=1.2,....n

denkleme denktir ve bu denklemin kokleri ise (3.2.23) ifadesini verir.

3.3 Oklidyen Hiperyiizeyler Uzerinde Ricci Solitonlar

Bu alt bolimde Oklid uzayt E*™! in bir M hiperyiizeyi iizerindeki (M,g,x',1) Ricci
solitonun Ozelliklerini incelenilecektir ve bunlarla ilgili karakterizasyon teoremleri verilecektir.
Oklidyen uzayda bir hiperyiizeyin x yer vektdrii bir concurrent vektor alanidir ve x = x| +x*

olarak yazilir. Boylece potansiyel vektor alan1 x| olan Ricci solitonlar1 incelenilecektir.
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Onerme 3.3.1. Eger (M ,g,XT,l) , E"*1in bir M hiperyiizeyi iizerinde Ricci soliton ise M en

fazla iki farkl asli egrilige sahiptir ve bu asli egrilikler

nHA4p £/ (nH+p)> +4—41
2

K1, Kb = (331)

seklinde verilir. Burada H ortalama egrilik ve p da M nin destek fonksiyonudur. Yani N birim
normal vektér alami ve H da M nin ortalama egrilik vektor alami olmak iizere p = g (x,N) ve

H = HN dir. Burada g Oklid metrigidir [6].

Ispat: M nin yer vektoriiniin tefet vektorii x| olmak iizere (M,g,x', 1) bir Ricci soliton
olsun. ey, - - -, e, ler Ay sekil operatoriiniin eigen vektorleri olmak iizere {e,- -, e,}, M tizerinde

ortonormal c¢at1 olsun. Bu durumda
ANei: Kie;, 1= 17...,;1 (332)

olacak sekilde k; asli egrilikleri vardir. Gauss denklemi (2.1.35) den X,Y € I'(TM) icin M nin

Ricci egriligi

M=

Ric(X,Y) =ng (h(X,Y),H)— Y g (h(X,e)), h (Y,e})), (3.3.3)
=1

1

olarak hesaplanir. (3.3.2), (3.3.3) ve Teorem 3.1.2 den kolayca hesaplanir ki (M 7g,XT,k) nin

bir Ricci soliton olmasi icin gerek ve yeter sart
(nH— k) K:6;; = (A — 1) & — pK; & (3.3.4)
olmasidir. i = j i¢in (3.3.4) denklemi diizenlenirse k; ye gore
K2 — (nH+p)K+A—1=0

seklinde bir ikinci dereceden denklem elde edilir. Bu denklemin iki farkli ¢6ziimii var ve bu

¢oziimler (3.3.1) deki k; ve k> den bagka bir sey degildir. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 3.3.1. (M 8.X |, /’L) ,E"Vin M hiperyiizeyi iizerinde A = 1 olan bir daralan (shrinking)
Ricci soliton olsun. Bu durumda M, E™ in asagidaki hiperyiizeylerin agik parcasindan
birisidir;

(1) Orjinden gegen bir hiperdiizlemdir,

(2) Orjin merkezli bir hiperkiiredir,

(3) E"*! in orjininden gecen bir dogru tarafindan iiretilen bir flat hiperyiizeydir,
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(4) sk (\/k — 1) xE"k 2<k<n—1I, sekilde bir kiiresel hipersilindirdir [6].

Ispat: Kabul edelimki (M 8X |, l) , M hiperyiizeyi lizerinde bir daralan (shinking) Ricci soliton

olsun. Bu durumda Onerme 3.3.1 den M en az iki farkli asli egrilige sahiptir ve bunlar

nH+p+\/(nH—i—p)2+4—42,
B 2

nH+p—\/(nH+p)2+4—4),

K1 2

(3.3.5)

y K2

dir. Eger M nin asli egrilikleri sifir ise (1) elde edilir. Eger M sadece bir tek asli egrilige sahip

ise bu durumda M total umbiliktir ve (2) saglanir.

Simdi kabul edelim ki M iki farkli asli egrilige sahip ve A = 1 olsun. Bu durumda (3.3.5) de
A =1 alinirsa kK1 = nH + p ve k; = 0 elde edilir. Bu sifirdan farkli olan asli egriligi k = nH+p
ile gosterelim. 1 < k < n igin asli egriliklerin k—tanesi x ve (n— k) —tanesi de 0 olsun. Bu
durumda (2.1.34) den nH = kK veya Kk = % esitligine sahip olunur. Bu k¥ = nH + p da yerine
yazilirsa

n(l—k)=kp (3.3.6)
elde edilir.

Durum (a) : k = 1. Bu durumda (3.3.6) denkleminden p = g (x,N) = O olur. Boylece
concurrent vektor alan1 X, M nin tanjant vektor alanidir. %XX = X oldugundan X in integral

egrileri E"*! de orijinden gecen dogrularin bir parcasidir. Bu ise teoremdeki (3) ifadesinin

ispatidir.
Durum (b) : 2 < k < n— 1. Genelligi bozmaksizin M nin bir {ey,- - -, e, } ortonormal ¢atisina
gore
| kI O
Ay = { 0 0, ] (3.3.7)

oldugu kabul edilebilir. Burada I, k x k tipinde birim matris ve 0,,_; da (n — k) x (n — k) tipinde

sifir matrisidir. Simdi

91 :Sp{el7"'aek}7 92:Sp{ek+17"'7en} (338)

diyelim. (3.3.6) ifadesinin X € I' (T M) vektor alanina gore tiirevi alinirsa

k

XH:_n(l—k)

g (XTvANX) =

i 1)g(xT,ANX), (3.3.9)

elde edilir. Buradan ise

ANXT, (3.3.10)



olur ve bu da VH €I" (%)) olmasi demektir. Burada
VH = e (3.3.11)
olarak almamiz genellidi bozmaz. Burada ¢, VH nin normudur. (3.3.11) ifadesinden
e H=---=¢H=ex=---=¢,k=0, (3.3.12)
bulunur. Bu ifadelerden X,Y € I'(Z;) ve V,W € I' (%,) vektor alanlart igin
h(X,)Y)=xg(X,Y), h(X,V)=h(V,W)=0 (3.3.13)

elde edilir. (2.1.39), (3.3.13) ve Codazzi denklemi (Vyh)(W,X) = (Vxh)(V,W) ifadesinden
h(VyW,X) = 0 olur. Bu durum 2; deki herhangi bir X vektor alani i¢in gecerli oldugundan
VyW € T'(2,) elde edilir. Boylece 2, bir total geodezik integrallenebilir distribiisyondur, yani
2, nin integral altmanifoldlart M nin total geodezik altmanifoldudur. Ayrica her V.W € I' (%)
icin h(V,W) = 0 ve 2, nin integral altmanifoldu E"! in (n—k)-boyutlu total geodezik

altmanifoldudur.
1<i#j<kvete{k+1,---,n}igin, (2.1.39), (3.3.7) ve (3.3.13) den
(%eih) (e.e1) = —h (e}, Verer), (%w) (erre;) =0 (3.3.14)

elde edilir. Codazzi denkleminde (%eih) (ej,e) = (%eth) (ej,e/) oldugundan o/ (e;) = 0 olur.
Buna gore 7 de M de total geodezik integrallenebilir distribiisyondur. Boylece % in integral
manifoldu k-boyutlu M; olmak iizere M = M, x E"~* olarak yazilir. Ayrica (3.3.8) de 2 in

insasindan M total umbiliktir, yani M; « S* kiiresidir. Boylece (4) ispatlanmis olur.

Teorem 3.3.2. E" ! nin bir donel hiperyiizeyi M,

X (X1,%2,...,%,) = (x1, f (x1) sinxy, f (x1) cosxp sinxs, ..., (3.3.15)

f(x1)cosxy -+ -cosx,_1sinx,, f(x;)cosx; - --cosx,)

ile verilsin. Eger (M,g,XT,?L) bir Ricci soliton ise bu durumda M bir hiperkiirenin acik bir

parcasidir [6].
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Ispat: (3.3.15) den M hiperyiizeyinin tanjant demeti TM asagidaki vektor alanlari tarafindan

gerilir.
Fr (0, £ (x1) sinxy, ' (x1) cosxz sinxg, ...,
I (x1) cosxp -+ coS X, sinx, f7 (x1) COSX - - COSXy )
d ) .
e (0, f (x1)cosxp, —f (x1) sinxp sinxs, ...,
— f(x1)sinx; - - - cosx;,_ sinx,, —f (x) sinxy - - - cos xy,)
0 ) ) .
5 = (0,0,...,—f (x1)cosxp - --sinx,_; sinx,, —f (x1) cosx; - - - sinx,_j cosxy)
Xn—1
d .
. (0,0,...,f(x1)cosxy - COSXy—1COSXy, —f (X1)COSXp - - - SiNX) .
n

Bu vektor alanlar1 ortogonal baz oldugundan g;; = 0 (i # j) dir ve buradan

bulunur. Buradan da M nin metrik tensorii

n—1
g= (1 +f (xl)z) dx? + £ (x) {dx% + cos® xodx3 + - Z coszxjdx%} (3.3.16)
j=2
olur. Dogrudan hesaplamalarla M nin Ricci tensorii ve ikinci temel formu
‘ B _2f// . _1_|_f/2_f 1
Ric (&xl y axl) = W, Ric (3X2, 8XZ) = W (3317)
5 N =) N _ S =Nf
g(h(a)ﬂ?a)ﬂ)?x ) = Tam o g<h(ax2>axz)ax ) =T a? (3.3.18)

esitliklerini saglar. Burada x*, E**! de M nin x yer vektor alanminin normal bilesenidir.
(M,g,x", ) bir Ricci soliton ise bu durumda (3.1.13) den
Ric(&xl,8X2)+g(h(8xl,8xl) ,XJ‘) _ Ric(0x,,0x,) +g(h(8xZ,8X2) ,XJ‘)

811 822
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esitligi saglanir. (3.3.16) — (3.3.19) denklemleri kullanilarak, (3.3.19) esitligi saglanmasi i¢in

gerek ve yeter sart
(i) 1= f2+x1ff =0 veya (ii) 1+ f2+ ff" =0,

esitliklerinin saglanmas1 gerektigi elde edilir. Bu farkli iki durumu ayr1 ayri inceleyelim.
Durum (i) : 1 — 2 +x1 ff' = 0 oldugunda b # 0 sabiti i¢in f (x;) = &4/ 1 + b2x? olarak elde

edilir. Boylece

Ric(0y,,0y,) — & (h (0x,,0x,) 7XL) _ —b? 5 (3.3.20)
g1 (14627 (1+52))

sabit olmadig: goriiliir. Bu durumda (M, g,x", ) bir Ricci soliton olamaz.

Durum (ii) : 14 f2 4 ff” = 0 oldugunda b ve ¢ sabitleri i¢in f (x;) = #1/b2 — (x| — c)?
olarak elde edilir. Boylece
Ric(0y,,0x,) — & (h (0y,,0x;) ,XL) 22— b2+ —cxy
g1l b?

, i=1,...,n (3.3.21)
sabit olmasi icin gerek ve yeter sart ¢ = 0 olmasidir. ¢ = 0 oldugunda M hiperkiirenin bir agik

parcasi olur ve bu durumda M bir asikar Ricci solitondur. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi Oklid uzayinda sabit ortalama egrilikli hiperyiizeyler iizerindeki Ricci solitonlari

karakterize edecek olan asagidaki teoremi verelim.

Ricci soliton drnegi olan Ornek 3.1.4 deki hiperyiizey (hipersilindir) kolayca gériilebilir ki

bir sabit ortalama egrilikli hiperyiizeydir.

Teorem 3.3.3. M, E"*! Oklidyen uzayinda bir hiperyiizey ve (M , g,XT,)L) bir Ricci soliton
olsun. Eger M sabit ortalama egrilikli ise bu durumda M asagidaki hiperyiizeylerden birisidir;

(a) Orjinden gegen bir hiperdiizlemdir,

(D) Orjin merkezli bir hiperkiiredir,

(¢) r >0 olan S' (r) x E*~! bir dairesel hipersilindirin bir acik parcasidur,

(d) 2 <k <n-—1 olmak iizere Sk( k— 1) x E"=* bir kiiresel hipersilindirin bir agik
parcasidir [6].
Ispat: Kabul edelim ki E"*! in bir M hiperyiizeyi iizerinde bir Ricci soliton (M ,g,XT,l)
olsun. Bu durumda Onerme 3.3.1 den M nin en fazla iki farkli asli egriligi vardir. Eger M nin

sadece bir tane asli egriligi olsaydi, bu durumda M total umbilik olurdu. O halde (a) veya (b)

durumlarindan biri elde eldilir.
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Eger M nin iki farkl1 asli egriligi var ise Onerme 3.3.1 den bu iki farkli asli egrilik sirasiyla

nH+p+\/(nH+p)2+4—4/l nH+p—\/(nH+p)2+4—4/l

K1 2 ) 2

(3.3.22)

dir ve bu asli egriliklerin k—tanesi x; ve (n — k) —taneside k, olsun. M nin ortalama egriliginin

1 n
H = -) x; oldugu goz 6niine alinip (3.3.22) kullanilirsa
n:=

1

1

(2—n)nH = np + (2k —n) \/(nH+p)2+4—47L (3.3.23)

bulunur. Kabul edelimki M nin H ortalama egriligi sabit olsun. Bu durumda (3.3.23) den destek

fonksiyonu p = g (x,N) sabit olmak zorundadir. Béylece
0=Xp = —g(x,ANX) = —& <h (X,XT> ,N) (3.3.24)

elde edilir. Eger x" # 0 ise (3.3.24) den ki, k, den biri sifirdir ve buradan A = 1 elde edilir.
Bu durumda, Teorem 3.3.1 den (c) veya (d) elde edilir. Eger x' = 0 ise x, M hiperyiizeyinin

normalidir. O halde g (x,x) sabit olmalidir. Boylece durum (b) elde edilir.

3.4 Oklidyen Hiperyiizeyler Uzerinde Gradient Ricci Solitonlar

(M, g) Riemann manifoldu ve v, M manifoldu tizerinde diferensiyellenebilir bir vektor alani

olmak iizere bir (M, g,v, 1) Ricci solitonunun
1 :
5 W8+ Ric=Ag, L eR (3.4.1)

denklemini saglayan bir (M,g) Riemann manifoldu oldugu bilinir. Eger v potansiyel vektor
alam1 M Ricci solitonu iizerinde f diferensiyellenebilir fonksiyonunun gradienti ise M Ricci
solitonuna gradient Ricci soliton denir ve f fonksiyonuna da potansiyel fonksiyon denir [9].

v = V f ise Hessian formunun simetriliginden

(£vg)(XvY) = <£Vfg)(X7Y) :g(VXVf7Y)+g(X,Vny)

— Hy (X,Y)+Hy (Y,X) = 2H; (X,Y)

olur. Bu durumda (3.4.1) esitligi
Ric+H;=Ag, A eR (3.4.2)

esitli§ine doniisiir.
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Bu kisimda birim normal vektor alam N olan y : M — R™! immersiyonu ile taniml
n-boyutlu (M, g) hiperyiizeyi iizerideki gradient Ricci solitonlar incelenilecektir. M nin sekil

operatorii A olmak iizere X, Y€ I'(TM) igin

VxY =VyxY 4 g(AX,Y)N, VxN = —AX (3.4.3)

dir. Burada V ve V sirastyla R**! ve M nin Levi-Civita konneksiyonlaridir. M hiperyiizeyinin

Ricci tensorii Ric ve skaler egriligi T

Ric(X,Y)=nHg(AX,Y)— g (AX,AY) (3.44)
T=n"H? - ||A|?
dir. Burada nH = iz A olan ortalama egrilik fonksiyonudur. Hiperyiizey i¢cin Codazzi denklemi
ise
(VA)(X,Y)=(VA)(Y,X) (3.4.5)
dir ve (VA) (X,Y) = Vx (AY) — A (VxY) dir.

R**+! deki y immersiyonu icin M nin yer vektor alamim y ile gosterilirse W = ¢ + pN
olarak ifade edilebilir. Burada t € I'(TM) teget bileseni ve p = g(w,N) olup M nin destek
fonsiyonudur. M nin yer vektoriiniin concurrent vektor alani oldugu goz oniine alinirsa X €
['(TM) i¢in

Vxt =X + pAX ve Vp = —At (3.4.6)

elde edilir. Burada Vp destek fonksiyonun gradientidir.

Teorem 3.4.1. R"*! Oklidyen uzaymda v : M — R"T! w =t + pN immersiyonu ile verilen

M hiperyiizeyi iizerinde (M, g,t, ) nin bir Ricci soliton olmast icin gerek ve yeter sart
A?—(p+nH)A+(A—-1)I=0 (3.4.7)

olacak sekilde bir A sabitinin var olmasidir. Burada H hiperyiizeyin ortalama egriligi ve A sekil

operatoriidiir. Ayrica bu Ricci soliton bir gradient Ricci solitondur [9].
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Ispat: M hiperyiizeyinin immersiyonu y : M — R™*! olsun. (3.4.6) kullanilarak (£;g) Lie
tiirevini hesaplarsak her X, Y € I'(TM) i¢in

(£18) (X,Y) =g (Vxt,Y)+g(X,Vyt)
= g (X + pAX,Y)+g(X,Y + pAY)
=2¢(X,Y)+pg(AX,Y)+pg(X,AY)

— 2(X,¥) +2pg (AX,Y)
olur. Buradan da (3.4.4) esitligiyle birlikte

Ric(X,) + 5 (6:8) (X.¥) = ntHg (A(X),¥) g (A (X) A (Y))

+e(X,Y)+pg(A(X),Y)

=g(X,Y) +g((nH+p)A(X),Y) —g(A(X),A(Y))
=g(X,¥)+g((nH+p)A(X),Y) —g(A*(X),Y)
=g(X,Y)+g(((p+nH)A—A%) (X).Y) (3.4.8)

olarak bulunur. Bu ifade (3.4.1) deki Ricci soliton denkleminde yerine yazilirsa

g(X,¥)+¢g(((p+nH)A—A%) (X),Y) = Ag (X,Y)
A—1)g(X,¥)+g((A*—(p+nH)A) (X),Y) =0
g((A*—(p+nH)A+ (A —1)I)(X),Y) =0

ve g metriginin non-dejenereliginden
—(p+nH)A+(A-1)I=0

elde edilir.

Simdi tersine 6yle bir A sabiti var ki A sekil operatorii (3.4.7) ifadesini saglansin. (3.4.8)
esitliginde A% — (p +nH)A = (1 — A)I yazilirsa bu durumda

Ric(X,Y)+ % (£8)(X,Y) =g (X,Y) +g(((p +nH)A—A?) (X),Y)
=g(X,Y)+g((A -1)I)(X),Y)
=g(X,Y)+g((A-1)(X),Y)
=g(X,Y)+Ag(X,Y)—g(X,Y)
= Ag(X,Y) (3.4.9)



olur ki bu da M hiper yiizeyinin potansiyel vektor alani ¢ olan Ricci soliton olmasi demektir.

Bu Ricci soliton bir gradient Ricci soliton oldugunu gosterelim. Bunu gérmek icin f =

il w||* fonksiyonunu goz niine alalim. Bu durumda X € I'(TM) igin

X(F) = 3% (IWI7) = 3X (s (w, w)) = 8 (Vxw.1 + pN)
X(f) =X, Vf) =g(X,1)

elde edilir ve bu da t = Vf oldugunu gosterir. Yani potansiyel vektor alam1 M iizerinde f

diferensiyellenebilir fonksiyonun gradientidir. Boylece ispat tamamlanr.

Teorem 3.4.2. Destek fonksiyonu p ve sekil operatirii A olan R"*" Oklidyen uzaywmin bir M
yonlendirilebilir hiperyiizeyi (M, g, p,A) mn bir gradient Ricci soliton olmast icin gerek ve yeter
sart

(VA) (X,t) + (1 —nH)A(X)+ (14 p)A% (X) = —AX

esitligi saglayacak sekilde bir A sabitinin var olmasidir [9].

Ispat: (=) : M hiperyiizeyini ifade eden immersiyon y : M — R"*! olsun. O zaman (3.4.6)

kullanilarak p destek fonksiyonun Hessian formu her X, Y € T'(TM) i¢in

Hp (X,Y) =g (VxVp,Y) =g (Vx (—A1),Y) = —g(Vx (A1),Y)
— g((VA) (X,1)+A (V1) )
= —g((VA) (X,1) +A (X +pA(X)),Y)

= —g ((VA) (X,1) +A(X) +pA* (X),Y)
olarak bulunur. Buradan da (3.4.4) esitligiyle birlikte

Ric(X,Y)+H,(X,Y) =nHg(A(X),Y)—g(A(X),A(Y))
—g((VA) (X,1) +A(X) + pA*(X),Y)
=—g((VA)(X,1),Y) +nHg (A(X),Y)
—g(A(X),Y) —g(A*(X),Y) —pg (A (X),Y)
=—g((VA)(X,1).Y)

—g((1=nH)A(X)+(14p)A*(X),Y) (3.4.10)
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olur. Bu ifade (3.4.2) deki gradient Ricci soliton denkleminde yerine yazilirsa

—8((VA) (X,1),Y) =g (1 =nH)A(X) + (1 +p) A* (X),Y) = Ag(X,Y)
—g((VA) (X,1),Y) —g (1 —nH)A(X) + (1+p)A*(X),Y) —2g(X,Y) =0
—g ((VA)(X,t) + (1 —nH)A(X) + (1+p)A* (X) +AX,Y) =0

g ((VA) (X,t) + (1 —nH)A(X)+ (1 +p)A*(X) +AX,Y) =0
ve g metriginin non-dejeneriliginden

(VA) (X,t) + (1 —nH)A(X)+ (14+p)A*(X) +AX =0

(VA) (X,t) + (1 —nH)A(X) + (1+p)A% (X) = —AX

elde edilir. Eger hipotezdeki sart1 saglayan bir A sabiti var ise bu da Ric(X,Y)+ H, (X,Y) =
Ag(X,Y) gradient Ricci soliton denkleminin saglandigini gosterir. Yani M hiperyiizeyi
potansiyel fonksiyonu p olan bir gradient Ricci solitondur. Buna karsilik olarak eger M
hiperyiizeyi (M,g,p,A) gradienti Ricci soliton ise bu durumda (3.4.10) kullanilarak tersine

islemlerle ispat tamamlanir.

Teorem 3.4.3. S"*!, (n+2)-boyutlu Oklid uzayr R"*? de orijin merkezli birim hiperkiire, M,
v M — S" immersiyonu ile verilmis bir hiperyiizey ve Z de R"*? Oklidyen uzay: iizerinde

bir sabit vektor alant olsun. (M, g,u, ) nin bir Ricci soliton olmast icin gerek ve yeter sart
A*— (nH+ f)A+(p+1+A—n)[=0

denkleminin saglamasidir. Ayrica bu Ricci soliton potansiyel fonksiyonu & olan bir gradient

Ricci solitondur [9].

Ispat: M, S"*! ve Oklidyen uzay iizerinde Riemann konneksiyonlar sirasiyla V, %, D ve Z sabit

vektor alaninin §"+! birim kiiresinin teget bileseni & olmak iizere
Z| g1 =& +ON (3.4.11)
olarak ve M boyunca & ise

§|M:”+fN

olarak yazilir. Burada NveN sirastyla S"*! ve M nin birim normal vektor alanlar u ise & nin M
deki teget bilesenidir. Z sabit vektor alan1 oldugundan X € I’ (TS"“) icin (3.4.11) denkleminin

kovaryant tiirevi alinirsa DxyZ = 0 = Dy (€ + 6N) olur. Buradan

Vxé —g(X,E)N+X(6)N+0X =0
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bulunur. Bu son denklem R"*2 nin S"*! hiperyiizeyine gore teget ve normal bilesenlerine

ayrilirsa X € T'(§"*1) i¢in
V€ = —0X ve X(0) = g(X,£)

olur. Boylece X (0) = g(%G,X ) oldugundan Vo = & elde edilir, burada Vo, $"t! iizerinde &
nin gradientidir. Simdi %Xé = —oX ifadesinde & = u+ fN yazilir ve hesaplanirsa X € I'(TM)
icin

Vi€ = Vxut X (f)N — FA(X),
veya

—0X = Vxu+g(Au,X)N+X (f)N — fA(X)

dir, burada A, M hiperyiizeyinin sekil operatoriidiir. Bu denklem M hiperyiizeyi iizerinde teget

ve normal bilesenlerine ayrilirsa
Vxu=—-0X+fAX), Vf=—Au
elde edilir. Simdi M hiperyiizeyi tizerinde £,g yi hesaplayalim. X,Y € I'(TM) i¢in
(£u.8) (X,Y) = —-20g(X,Y)+2fg(A(X),Y), (3.4.12)
olarak bulunur. §"*! de M hiperyiizeyinin Gauss denklemi i¢in kullanilirsa M nin Ricci tensorii
Ric(X,Y)=(n—1)g(X,Y)+nHg(AX,Y) — g(AX,AY) (3.4.13)
seklinde elde edilir. Boylece (3.4.12) ve (3.4.13) den
Ric(X,Y) + 3 (£) (X,¥) = (1~ 1~ 0) g (X,¥) + (+H+ ) g (A (X),Y)
—g(A*(X).Y) (3.4.14)
ifadesine ulasilir.

Simdi kabul edelimki hipotezdeki sarti saglayan A sabiti var olsun. Bu durumda Ric (X,Y) +
% (£,8) (X,Y) = Ag(X,Y) olur, yani (M,g,u,A) bir Ricci solitondur. Tersinin dogrulugu

asikardir.

Ayrica bu Ricci soliton bir gradient Ricci solitondur. Bunu gormek i¢in Vo = & oldugunu

g6z Oniine alinirsa ve X € I'(TM) igin

X(0)=g(X,5)=g(X,u+fN)=g(X,u)
oldugundan u = Vp elde edilir.
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4. HEMEN HEMEN KONTAKT METRIK MANIFOLDLAR UZERINDE RICCI
SOLITONLAR

Bu bolimde hemen hemen kontakt metrik manifoldlar iizerinde Ricci solitonlar ve Ricci
solitonlarin genellestirilmisi olan 7-Ricci solitonlar incelenecektir. Ilk ©nce «a-Sasakian
manifoldlar iizerinde Ricci solitonlar1 karakterize eden teoremler ve sonuglar verilecektir.
Daha sonra ise 3-boyutlu normal hemen hemen kontakt metrik manifoldlar tizerindeki n-Ricci

solitonlarla ilgili sonuclar verilecektir.

4.1 «-Sasakian Manifoldlarda Ricci Solitonlar

Kabul edelim ki &, a-Sasakian manifoldu M iizerinde simetrik ve paralel (0,2)-tipinde bir

tensor olsun. Bu durumda X,Y,Z, W € I'(TM) i¢in
VZh(X,Y:Z,W)—=V2h(X,Y;W,Z) =0, (4.1.1)

dir. Burada V)2(7YZ = VxVyZ — Vy,yZ dir [27], [28], [29]. Buna gore M nin Riemann egrilik
tensorii R olmak iizere X,Y € I'(TM) olmak iizere h paralel oldugundan R (X,Y)h = 0 dir ve
buradan

h(R(X,Y)Z,W)+h(Z,R(X,Y)W)=0 4.1.2)

elde edilir. (4.1.2) de Z =W = & alinirsa ve R(X,Y)& nin (2.3.12) deki degerini yerine

yazilacak olursa
2[ (o) h (X, &) =X (@) h(@Y.E)] +2a[n (V) A(X.E)—n (X)A(V,E)] =0 (413)
elde edilir. (4.1.3) de X = & alimirsa
202 [0 (V) (&)~ h(Y,&)] —2& (@) h(9Y,E) =0 (4.14)
yazilir. (4.1.4) de Y yerine @Y alinirsa
28 () [n(Y,8) =n (Y)h(E,8)] —2a’h(¢Y,&) =0 (4.1.5)
ifadesine ulagilir. (4.1.4) ve (4.1.5) in ortak ¢oziimiinden
(o + (& (0)”) M (¥) 1 (8,€) ~h(¥,E)] =0 (4.16)

elde edilir. o* + (& (at))? # 0 oldugundan

h(Y,&) =n(Y)h(§,8) (4.1.7)
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bulunur. (4.1.7) de X vektor alanina gore kovaryant tiirev alimir ve & nin paralelligi g6z Oniine

aliirsa
Xh(Y,8)=X(n(Y)h(§,8))

veya

(Vxh) (Y,6) +h(VxY,6) +h(Y,Vx&) = [(Vxn) (Y) +1 (VxY)|h(E,8)
+n(Y)[(Vxh) (Y,8) +2h(VxE,8)] (4.1.8)

elde edilir. 4 paralel oldugundan VA = 0 dir, ayrica 1 (Vx&) = 0 oldugu dikkate alinirsa

h(Y,Vx&) =n(Vxn)(Y)h(E,8) (4.1.9)
ifadesine ulasilir.
Vx &E=—apX ve (Vxn)Y = ag (X, @Y) degerleri (4.1.9) da yerine yazilirsa
—ah(Y,X) = ag(X,eY)h(E.S) (4.1.10)

elde edilir. (4.1.10) da X yerine @X alinirsa

og (X, 9X)h(S,8)
a{g(X,Y)-nX)n(¥)}hr(,S)

o{g(X,Y)=nX)n(¥)}hr(§,S)
og(X,Y)h(8,8)—an(X)n(¥Y)h(&,8)

—ah(Y,9*X

ah(Y,X)—an (X)h(Y,&
ah(X,Y)—an(X)n(Y)h(§,§

) =
—ah(¥,~X 47 (X)&)
)
)

veya
a[h(X,Y)—g(X,Y)h(&,8)] =0 (4.1.11)
yazilir. Bir o-Sasakian manifoldda o # 0 oldugundan

h(X,)Y)=g(X,Y)h(§,&) (4.1.12)

elde edilir ve (4.1.7) denklemi yardimiyla (4.1.12) deki /& (&, &) nin sabit oldugu goriiliir. Buna

gore asagidaki teoreme sahip olunur.

Teorem 4.1.1. Bir a-Sasakian manifoldda bir simetrik paralel ikinci dereceden kovaryant

tensor metrik tensoriiniin bir sabit ile carpimina egittir [5].

Sonuc 4.1.1. Bir lokal Ricci simetrik o.-Sasakian manifold bir Einstein manifolddur [5].
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Boylece a-Sasakian manifoldlar i¢in asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.2. Bir a-Sasakian manifold icin asagidaki ifadeler denktir.
(1) Einsteindir,
(2) Lokal Ricci simetriktir,
(3) Ricci semi-simetriktir, yani R.Ric =0 dir [5].

Ispat: Asikar olarak (1) = (2) = (3) diir. Simdi (3) = (1) oldugunu ispatlayalim. R.Ric = 0

oldugundan Ric tensorii £ ile aym sartlara sahip olur. Buna gore
(R(X,Y) : Ric)(U,V)=—Ric(R(X,Y)U,V)—Ric(R(X,Y)V,U)

dir. (4.1.2) den
Ric(R(X,Y)U,V)+Ric(R(X,Y)V,U) =0 (4.1.13)

olur. X yerine & alinirsa
Ric(R(E,Y)U,V)+Ric(R(&,Y)V,U)=0 (4.1.14)
elde edilir. (4.1.14) de (2.3.13) yerine yazilirsa

g (@U,Y)Ric(gradot,V) + U (o) Ric (@Y,V)]
+a?[g(Y,U)Ric(E,V)—n (U)Ric(Y,V)]
+[g(@V,Y)Ric(U,grado) +V (&) Ric (U, @Y)]

+a?[g(Y,V)Ric(U,E)—n (V) Ric(U,Y)] =0 (4.1.15)
elde edilir. (4.1.15) de U yerine & alinirsa ve (2.3.15), (2.3.17) kullanilirsa

§ (@) Ric(@Y,V) —o’n (Y) (¢V) (a)
—a?Ric(Y,V)+g(Y,@V)Ric(&,grad )

+at(n—1)g(Y,V)+a’n (V) (9Y) (@) =0 (4.1.16)
olur. (4.1.16) da'Y ve V nin rolleri degistirilirse

& (o) Ric(9V,Y) — a?n (Y) (V) (@)
—o?Ric(V,Y)+g(V, oY) Ric(&,grad )

+ot(n—1)g(V,Y)+a’n(Y)(eV)(a) =0 (4.1.17)
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elde edilir. (4.1.16) ve (4.1.17) denklemlerinden
Ric(Y,V) = (n—1)a’g(Y,V) (4.1.18)
elde edilir. Boylece (1) elde edilmis olur.
Buradan asagidaki teoreme sahip olunur.
Teorem 4.1.3. Bir Ricci simetrik a-Sasakian manifold bir Einstein manifolddur [5].

Teorem 4.1.4. Kabul edelim ki bir a.-Sasakian manifold iizerinde bir V vektor alanina gore
(0,2)-tipindeki £y g+ 2Ric tensor alanmi paralel olsun. Bu durumda (g,V,A) bir Ricci solitondur.
Ozel olarak, bir a-Sasakian manifold icin Ricci semi-simetrik ve £y g paralel ise (g,V,A) Ricci

solitondur [5].
Ispat: Teorem 4.1.1 ve Sonug 4.1.1 den ispat: agirkardur.

Bir Ricci soliton

£yg+2Ric+2g =0 (4.1.19)

denklemini saglar. Boylece £y g + 2Ric tensorii paraleldir. Teorem 4.1.1°e gore bu ifade metrik
tensoriiniin bir sabit ile carpimina esittir, yani (£yg+ 2Ric)(X,Y) = g(X,Y)h(&,&E) dir ve
h(&,&) sabittir.

Sonug 4.1.2. Bir a-Sasakian manifoldda bir g metrigi V = & ile bir Ricci soliton ise bu durumda

M manifoldu Einsteindir [5].
Ispat: (4.1.19) da V = & alinirsa ve X,Y € I'(TM) igin
(£e¢+2Ric+2Ag) (X,Y) =0 (4.1.20)

dir. Buradan
(£e8) (X, Y) =g (VxE,Y) +g(X,VyE) =0 4.1.21)

olur. Buradan da Ric (X,Y) = —Ag(X,Y) olur ve M, t-Sasakian manifold Einsteindir.

Sonug 4.1.3. Bir o-Sasakian manifoldda bir (g,&,A) Ricci solitonu duragan (steady) olamaz,

yani daralandir (shriking) [5].
Ispat: (£§ g) (X,Y) =0 oldugundan

h(X,Y)= (£sg) (X,Y)+2Ric(X,Y)
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denilirse

h(X,Y)=—2Ag(X,Y)

olur. X =Y = & alinirsa

h(&,8)=—-24 (4.1.22)

olur. n-boyutlu (n =2m+ 1) a-Sasakian manifoldda Ric (&,E) = o (n— 1) oldugundan aym
zamanda

h(E,E) =202 (n—1) (4.1.23)

olur. (4.1.22) ve (4.1.23) den
A=—(n—1)a? (4.1.24)

elde edilir ve A < 0 olur. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 4.1.5. Eger bir n-boyutlu o.-Sasakian manifold n-Einstein ise bu durumda o-Sasakian

manifolddaki (g,E, 1) Ricci solitonlar daralandir (shrinking). Burada A = — (n— 1) &? dir [5].
Ispat: ispati ii¢ parca halinde yapacagiz.
i) oi-Sasakian manifold n-Einsteindir,

i) a-Sasakian manifoldda Ricci soliton degisken (sabit olmayan) skaler egrilik ile ifade
edilir,
iif) a-Sasakian manifoldda Ricci soliton daralandir (shrinking).

o-Sasakian manifoldun 7n-Einstein olmasi demek X,Y € I'(TM) igin
Ric(X,Y) =ag(X,Y)+bn (X)n (¥) (4.1.25)

olacak sekilde a, b reel degerli fonksiyonlarin var olmasidir.

Simdi (4.1.25) denklemini saglayan a, b fonksiyonlarini bulalim. {e;} , M nin bir ortonormal

catisi olsun. Bu durumda
T= Z Ric (ej,e;)
i=1
dir. (4.1.25) den

T=na-+b (4.1.26)

elde edilir. Tekrar (4.1.25) de X =Y = & alimirsa ve Ric(€,E) = a® (n— 1) oldugu goz 6niine
alinirsa
a+b=(n—1)a? (4.1.27)
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denklemine sahip olunur. (4.1.26) ve (4.1.27) den a, b ¢6ziiliirse

n—1

a:{ ! —az}, b:{naz— t } (4.1.28)
n—1

olarak bulunur. Boylece

Ric(X,Y) = {n_

! - oﬂ] g(X.,Y)+ [nocz = 1 n&x)n ) (4.1.29)
elde edilir.

Simdi skaler egrilik 7 nun de8isken oldugunu, yani T nun sabit olmadigin1 gosterelim. M,

o-Sasakian manifoldu & potansiyel vektor alani ile bir Ricci soliton ise
h(X,Y)= (£e8) (X,Y)+2Ric(X,Y) (4.1.30)

simetrik paralel (0,2)-tipinde bir tensordiir. £zg = 0 oldugundan (4.1.29) ve (4.1.30) den

h(X,Y)= [% — 2052} g(X,Y)+ {2na2 — ,,ZTTJ nX)ny) (4.1.31)
olur. (4.1.31) in Z vektor alant yoniinde kovaryant tiirevi alimnirsa
o) = 270 saz (o) g (x.0)+ [anoz (@) - 220 [ coomn
200 2,928 n (1) 61,9280 (1) @132

ifadesine sahip olunur. Z = & ve X ile Y yi de & ye dik olarak segilirse ve Vi = 0 oldugunu goz
Oniine alinirsa

Ver=2(n—1)aé ()

veya

Ver=(n—1)Vea® (4.1.33)
elde edilir. (4.1.33) de integral alinirsa
t=m-1)o’+c (4.1.34)
olur ve burada c integral sabitidir. Boylece 7 sabit olmayan skaler egriliktir.
Son olarak ¢-Sasakian manifoldda Ricci soliton olma durumuna bakalim.
£eg+2Ric+21g =0
ifadesinde & = £¢ g + 2Ric olmak iizere X,Y € I'(TM) igin

h(X,Y)=—2Ag(X,Y)
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dir. X =Y = & alinirsa
h(g,6)=—2A (4.1.35)

olur. (4.1.31) de X =Y = & alinirsa
h(EE)=2(n—1)a? (4.1.36)
ifadesine sahip olunur. Bu son iki denklemden
A=—(n—1)a?

elde edilir. A # 0 oldugundan A < 0 olur ve a-Sasakian manifold daralandir (shrinking). Boylece

ispat tamamlanir.
Simdi 3-boyutlu a-Sasakian manifoldlarin Ricci soliton olma durumunu inceleyelim.

Teorem 4.1.6. Degisken (sabit olmayan) skaler egrilikli 3-boyutlu o-Sasakian manifoldda
A = —2a? olan bir Ricci soliton (g,&, M) ise bu daralandir (shrinking), yani duragan (steady)

olamaz [5].
Ispat: Ispati ii¢c kisim halinde yapacagiz.
i) 3-boyutlu ¢-Sasakian manifold n-Einsteindir,
if) Ricci soliton 3-boyutlu a-Sasakian manifoldda skaler egrilik degiskendir (sabit degildir),
iii) 3-boyutlu t-Sasakian manifoldda Ricci soliton daralandir (shrinking).
3-boyutlu bir a-Sasakian manifoldun Riemann egrilik tensorii X,Y,Z € I'(TM) i¢in
R(X,Y)Z=g(Y,Z)0X —g(X,Z)QY +Ric(Y,Z)X
~Ric(X,2)Y = [¢(Y.2)X g (X,2)Y] (4.137)
dir. (4.1.37) de Z = £ alip ve
R(X,Y)E = 021 (Y)X — 1 (X)Y]+Y (&) pX — X () @Y
ve
Ric(X,§) =201 (X) — (¢X) (@)
olduklar1 g6z Oniine alinirsa
¥ (@) pX — X (@) 9¥]+a*[n (V)X = (X)Y]
=1 (Y)0X —n (X)QY +2a’ [n (¥)X —1 (X)Y]
~ (V) (@)X +(9X) (@)¥) = S [0 (V) X~ (X)Y] (4.1.39)
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elde edilir. Burada tekrar Y = & almip ve Q& = 20*€ 4 ¢ (grad &) oldugu goz 6niine alinirsa

0X = E—az]XJr [3&2—5] n(X)E+E (o) pX
+n(X) ¢ (gradar) + (9X) (@) &

elde edilir. (4.1.39) ifadesi Y ile i¢ carpima tabi tutulursa

Rie(X,Y) = |5 — | g(X.¥)+ [362 = 2 ()1 () + & (@)g (@X.Y)

—nX)((¢¥) (a)) + 1 (¥) ((9X) ()

olur. Buna gore

Rie(Y,X) = |5 — 02| g(v.X) + [302 = 2| n () n (X) + & (@) g (¢7.X)

=1 (¥) ((¢X) () +1 (X) (oY) ()

dir. (4.1.40) ve (4.1.41) taraf tarafa toplanirsa
. T2 T
Rie(X,Y) =[5~ a?] g (X,¥) + [362 = 2| n (X)n (¥)

olarak bulunur. (4.1.42) ye gore 3-boyutlu ¢t-Sasakian manifold bir 1-Einsteindir.

Simdi skaler egrilik 7 nin sabit olmadigin1 gosterelim.
h(X,Y)= (£¢g) (X,Y)+2Ric(X,Y)
diyelim. £g¢ = 0 oldugundan (4.1.43) de (4.1.42) kullanilirsa
h(X,Y)=[t—20% g(X,Y)+[6a* 7| n(X)n(¥)
elde edilir. (4.1.44) denkleminde Z ye gore kovaryant tiirevi alinirsa

(V2h) (X,¥) = [VzT —40Z (0] g (X.Y) + [120Z (@) — V7] 1 (X) 7 (¥)

+ 602 — ] [g (X, V2E) 1 (V) + g (¥.V2E) 7 (X))
olur. VA = 0 oldugunu goz 6niine almp ve Z=&, X =Y | & olarak alinirsa
Vet=4a (& () = Ver=V;(207)
ifadesine sahip olunur. (4.1.46) da integral alinirsa

r:2oc2+c
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elde edilir, burada c integral sabitidir. Boylece 7 sabit degildir, yani degiskendir.

Son olarak (g,&,4), a-Sasakian manifoldda bir Ricci soliton ise

dir ve burada X =Y = & alinirsa

h(§,8)=-24 (4.1.48)
olur. (4.1.44) de X =Y = & alinirsa

h(E,E) =4a? (4.1.49)
elde edilir. (4.1.48) ve (4.1.49) dan

A =202 (4.1.50)

olur ve o # 0 oldugundan A # 0, A < 0 dir. Dolayisiyla Ricci soliton daralandir (shrinking).

Ornek 4.1.1. M = {(x,y,2) | x,y,z € R} olsun. {E1,E,,E3} lineer bagumsiz vektirleri

o 8 a1 .
E]:e a—y, Ez—e |:$+2ya—zj|,E3—a—Z (4151)

olarak verilsin. Bu cati yardimiyla g Riemann metrigi g (Ei,E j) = 0;j olarak verilirse

1
§= = [(1-4e"y?) dx@ dx+dy©dy+e*dz @ de] (4.1.52)

olarak ifade edilir. U € T'(TM) i¢in n(U) = g(U,E3) ve @, (1,1)—tensor alant 9E| = E;,
©E, = —E|, E3 = 0 ile tamumlansin. Buna gore U/W € I' (TM) icin

n(E) =1, ¢’U=-U+n(U)E;

ve
esitlikleri saglamir. Boylece & = E3 olmak iizere M iizerinde (¢,&,1M,g) hemen hemen kontakt

metrik yapust tammlanir. XY € T (TM) icin [X,Y] = VxY — VyX oldugu goz oniine alinirsa
[El,Ez] = —¢'E; +2€2xE3, [El,Eg] = [Ez,Eg] =0 (4.1.53)
seklinde bulunur. Kozsul formiilii

Zg(VXY,Z) :Xg(Y,Z) +Yg(Z,X) —Zg(X,Y) —g(X, [YvZ])

—g(Y,[X,Z)+g(Z,]X,Y]) (4.1.54)
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ifadesinden

VE1E1 = esz, VE2E2 = 0, VE3E3 =0
Vi By = —¢"E| +e*E3, Vi,E| = —¢*E3, Vi, E3 = ¢E}

Vi, E3 = —¢™Ey, Vg,E| = —e*Ey, Vi, Ey = ¢™E] (4.1.55)

elde edilir.
(Vx(p) Y = VXgDY — (pVxY

oldugu goz oniine alimp ve (4.1.55) kullanilirsa
(Vx@)Y =a(g(X,Y)E—n(Y)X), Vx&=—apX (4.1.56)
elde edilir ve burada o0 = e** # 0 dir. (4.1.47) den
T=2¢"+c#0
dir ve T sabit degildir. (4.1.50) den
A=-2e%#£0

ile M bir Ricci solitondur ve daralandir (shrinking) [5].

4.2 3-Boyutlu Normal Hemen Hemen Kontakt Metrik Manifoldlarda n-Ricci Solitonlar

Bir (M, g) Riemann manifoldu iizerinde
£xg+2Ric+2Ag+2unen =0 4.2.1)

denklemi saglaniyor ise (g,V,A, ) ye bir n-Ricci soliton denir [30]. Burada A, i reel sayidir
ve 11 da M iizerinde bir 1-formdur. Eger 4 = 0 ise o zaman bir Ricci soliton elde edilir, yani bir

n-Ricci soliton, Ricci solitonun bir genellestirilmisidir.

Bir 3-boyutlu hemen hemen kontakt metrik manifold (M, ¢, &, 1, g) iizerinde

(Vx@)Y =g(¢VxE,Y)E—n(Y)oVxE (4.2.2)
Vxé=aX-n(X)E]-BoX (4.2.3)

dir. Burada o = 1divE, B = 1iz(@VE) ve divé = iz{X — Vx&}, iz(@VE) =
iz{X — @Vx¢&} dir.
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Bir 3-boyutlu normal hemen hemen kontakt metrik manifold M i¢in

(i) Eger o = B = 0 ise M kosimplektik,

(ii) Eger oo = 0 ve B # 0 ise M quasi-Sasakian,

(iii) Eger oo = 0 ve B # 0 bir sabit ise M -Sasakian, a = 0, B = —1 ise M Sasakian,
(iv) a # 0 bir sabit ve B = 0 ise M a-Kenmotsu manifold elde edilir [31].

3-boyutlu normal hemen hemen kontakt metrik manifoldlarda asagidaki esitlikler saglanir.

Her X,Y € I'(TM) i¢in

RX,Y)E= (Y(a)— (a®—B?)) *X — (X (@) + (o> — B?)) @%Y (4.2.4)

+ (Y (B)+2afn (Y)) pX — (X (B) + 2B (X)) oY
Ric(X,Y) ==Y (&) = (oY) (B) — (& () +2(a” = p*)) n (¥) (4.2.5)
E(B)+2aB =0 (4.2.6)

dir [30].
Ayrica 3-boyutlu Riemann manifoldda Riemann egrilik tensorii X,Y,Z,W € I'(TM) igin
R(X,Y,Z,W)=g(X,W)Ric(Y,Z)—g(X,Z)Ric(Y,W) (4.2.7)
+g(Y,Z)Ric(X,W)—g(Y,W)Ric(X,Z)
T

—5le(X;W)g(¥,2) —g (X, Z) g (v, W)]

dir. Burada 7, M nin skaler egriligidir [30].
R(&E,Y,Z,E)=—R(&,Y,&,Z) dzelligini kullanilirsa (4.2.4) den

R(E.Y)E =~ (& (a)+ (e~ B%)) 9°Y = (E(B) +20B) pY

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafim Z ile i¢ ¢arpimi yapilirsa ve g (¢X,Y) = —g (X, YY)

oldugu g6z Oniine alinirsa

R(E,,7,8) = — (& (o) + (02— B2)) 2 (07, 07) — (£ (B) +20B)g (Y,97)  (428)
elde edilir. (4.2.6) den

R(E,Y,Z,E)=—(E(a)+ (a® —B?)) g (@Y, 9Z) (4.2.9)

olur. Bir 3-boyutlu normal hemen hemen kontakt metrik manifoldda bir ortonormal baz
{e1,e2,&} ise Ricci egriligi X,Y € I'(TM) icin

Ric(X,Y) = ZZ:R(ei,X,Y,ei)+R(§aX7Yv§)
i=1
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dir. Buna gore a ve 8 nin sabit olmasi durumunda (4.2.6),(4.2.7) ve (4.2.8) den

Ric(X,Y) = (% +(a?— ﬁz)) 2(@X, oY) —2 (o — B2) 0 (X)n (¥) (4.2.10)
ve
T 2 2 2 2
0X = (3+ (a2 BY)) X —2(a? = B0 ()& @2.11)
elde edilir, burada Q Ricci operatoriidiir. (4.2.7) de (4.2.9) kullanilirsa
R(X.Y)Z = (5+2 (0%~ B2))[g(.2)X ~g(X,2)Y] (4.2.12)
+8(x.2)[(5+3 (e~ 2)) | n(1)&
-(5+3(@-B))nn@2)x

bulunur.

(4.2.6) den o ve B nin sabit olmasi durumunda 3-boyutlu normal hemen hemen kontakt
metrik manifold ya B-Sasakian ya a-Kenmotsu ya da kosimplektik manifolddur [27] [30] [32]
[33].

Simdi (M, ¢,&,1n,g) 3-boyutlu normal hemen hemen kontakt metrik manifold ve h da
M iizerinde (0,2) tipinde bir simetrik paralel tensor olsun. Buna gore V, M nin Levi-Civita
konneksiyonu olmak iizere VA = 0 dir. Bu durumda (4.1.1) ve (4.1.2) denklemleri saglanir.

(4.1.2) denkleminin U,V,X,Y € I'(TM) igin
h(R(U,V)X,Y)+h(X,R(U,V)Y)=0
dir. Burada U = X =Y = & alinirsa
h(R(§,V)E,8)+h(5,R(E,V)E) =0
olur. & simetrik oldugundan her X € I'(TM) i¢in
h(&,R(§,X)&)=0 (4.2.13)
elde edilir.

Simdi kabul edelim ki M kosimpektik olmasin. Bu durumda o # 0 ve 8 # 0 dir. (4.2.4)

denkleminden

R(E.X)& =~ (&(a)+ (o —B?)) 9°X — (£ (B) +20B) pX
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olur. (4.2.4) den o, 3 sabit oldugundan

R(E.X)E =~ (a*—B?) ¢°X (4.2.14)
=—(0*=B*) (=X +n(X)&)

olur. Bu ifade (4.2.13) de yerine yazilirsa
(o2 = B?) [ (X&) —n (X) R (§,8)] =0 (42.15)
elde edilir. > — B2 # 0 oldugundan
h(X,8)—n(X)h(£,6)=0 (4.2.16)

elde edilir. (4.2.16) nin Y ye gére kovaryant tiirevi alinirsa

h(VyX,5)+h(X,Vy&) =Y (n(X))h(§,5) =21 (X)h(VyG,6) =0

elde edilir. Y (n (X)) =Y (g(X,&)) = g(VyX,&) +g(X,Vy&) oldugu gbz oniine alimip tekrar
(4.2.16) kullanilirsa

h(vaYg)_g(X7VY§>h(§7§)_2n (X)h(VYgaé) =0

olur. Bu son denklemde Vy& = a[Y —n (Y)&] — BoY degerlerini yerine yazilip (4.2.16) den
h(Y,&)=vy(Y)h(&,&) kullanilip ve diizenlenirse

alh(X,Y)—g(X,Y)h(5,6)] = Bh(X,pY)—g(X,0Y)h(S,6)] (4.2.17)
elde edilir. Bu son esitlikle Y nin yerine ¢Y alinip ve diizenlenirse
(a®=B%) [h(X,Y) —g(X,Y)h(&,8)] =0 (4.2.18)
denklemi bulunur. &> — B2 # 0 oldugundan son olarak
h(X,Y)=g(X,Y)h(E,§) (4.2.19)

denklemi elde edilir. Burada i ve g paralel tensor alanlari oldugundan A = h (&, &) sabittir.
Boylece M iizerinde h = Ag olarak elde edilmig olur. (4.2.19) dan agagidaki teorem ifade
edilebilir [30].

Teorem 4.2.1. 3-boyutlu kosimplektik olmayan bir normal hemen hemen kontakt metrik

manifoldda (0,2) tipindeki bir paralel tensor alanmi metrigin bir sabitle ¢arpimina egittir [30].
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3-boyutlu bir normal hemen hemen kontakt metrik manifold (M, @,&,n,g) lizerinde bir

n-Ricci soliton (g,&, A, i) olsun. Bu durumda
£eg+2Ric+2Ag+2un®@n =0
denklemi saglanir. Buradan
2Ric = —£eg —2Ag—2un®@n
dir ve
(£22) (X,Y) =g(VxE,Y) +g(X,VyE)
degeri yerine yazilirsa X,Y € I'(TM) i¢in
2Ric(X,Y) = —g(Vx&.,Y) —g(X,VyE) =248 (X,Y) —2un (X)n (¥)
dir. (4.2.3) daki Vx& degeri (4.2.21) de yerine yazilip ve diizenlenirse
Ric(X,Y)=—(A+a)g(X,Y)+(a—u)nX)n(Y)

elde edilir. (4.2.22) denkleminden

Ric(X,6) = —(A+u)n(X)
OX =—(A+o)X+(a—u)g
05 =-(A+a)&
T=—-An—(n—1)a—pu

ifadeleri bulunur.

(4.2.20)

(4.2.21)

(4.2.22)

(4.2.23)
(4.2.24)
(4.2.25)

(4.2.26)

Simdi £¢ g+ 2Ric +2un @1 ifadesiyle ilgilenelim. (;Eég) (X,Y)=g(Vx&,Y)+g (X,VéY)

de V& ve V& ifadeleri (4.2.3) den yerine yazilirsa

(£28) (X,Y) =2a[g(X,Y) —n (X)n (V)]

(4.2.27)

elde edilir. Ayrica 3-boyutlu normal hemen hemen kontakt metrik manifoldda (4.2.7) den

R(X,Y)Z=g(Y,Z)0X —g(X,Z) QY +Ric(Y,Z) X

_Ric(X,Z)Y — % e(Y,2)X — ¢(X,2)Y]
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yazilabilir. Ric(X,Y) = Y7 R (e;,X,Y,e;)) + R(E,X,Y,E) oldugunu géz oniine alinip burada
(4.2.10) ve (4.2.11) kullanilirsa

Ric(X,Y) = [% — (a? - [32)] g(X,Y) - [% 302 /32} n(X)n(Y) (4.2.29)
0X = E— (az—ﬁz)]X— [5—3052—[32} n(X)E& (4.2.30)

elde edilir. (4.2.20) denkleminden
£eg+2Ric+2un®@n = —2Ag

olarak yazilir ve A sabit, g paralel oldugundan sol taraf (0,2) tipinde bir paralel tensor alanidir.

Buna gore X,Y € I'(TM) igin
h(X,Y)= (£e8) (X,Y)+2Ric(X,Y)+2un (X)n (Y) (4.2.31)

denilirse 4, (0,2) tipinde bir paralel tensor alamidir. (4.2.31) ifadesinde (4.2.27) ve (4.2.29)

yerine yazilirsa

S (= p)]e(x.v)

~2[2-3(a2 =B n(X)n (V) +2um ()0 ()

BXY) = 2alg(X,Y) =0 (X)n (V)] +2 |

veya

h(X,Y)=[20+7-2(a®—B?)]g(X.Y) (4.2.32)

—Roa-2u+t-6(c? =B nX)n(Y)
olur. Burada X ve Y yerine & alinirsa
h(E,E)=2[2(a*—B%)+u]g(X.Y) (4.2.33)
olarak yazilir. Buradan asagidaki teorem verilebilir [30].

Teorem 4.2.2. M, 3-boyutlu kosimplektik olmayan normal hemen hemen kontakt metrik

manifold olsun. Bu durumda (g, , 1) iicliisii de bir n-Ricci solitondur [30].

Simdi bir V vektor alan1 £ ile noktasal olarak lineer bagimli olsun, yani b bir fonksiyon

olmak iizere V = b& olsun. Bu durumda X,Y € I'(TM) i¢in (g,v,n, 1), n-Ricci soliton ise

g (VxbE,Y) + g (VybE X)) +2Ric(X,Y) +2Ag (X,Y) +2un (X)n (¥) =0
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veya

bg(Vx&.Y)+X (b)n (Y)+bg(VyS,X)+Y (b)1 (X)
+2Ric(X,Y)+2Ag (X,Y) +2un (X)n (¥) =0

olur. Vx& = a[X — 1 (X) &] — BX degeri iistte yerine yazilirsa

—2bag(X,Y)—2ban (X)n (Y)+X (b)n (Y)+Y (b)n (X)
+2Ric(X,Y)+24g(X,Y)+2un (X)n (X) =0 (4.2.34)

elde edilir. (4.2.34) da Y yerine & alinirsa ve (4.2.5) den Ric (X, &) degeri a, B nin sabit olmasi

g0z Oniine alinarak yerine yazilirsa
X(b)+EB)N(X)+2[2(a? =B +A+p—2ba]n(X)=0 (4.2.35)
elde edilir. Burada tekrar X yerine & alinirsa
E(b)=—2(a*—B*) — A —B+2ba
elde edilir. Bu deger (4.2.35) de yerine yazilirsa
X(b)+[2(a*—B*)+A+u—2ba]n(X)=0

veya

db=—{A+pu+2(a>—B*) —2ba}n (4.2.36)
olur. (4.2.36) da d diferensiyeli tekrar uygulanirsa
{A+p+2(a*—B*) —2ba}tdn =0
olur ve dn # 0 oldugundan
A+p+2(a*—B%) —2b0=0 (4.2.37)

elde edilir. Bu ifade (4.2.36) de g6z 6niine alinirsa db = 0 olur, yani b sabittir. Boylece (4.2.34)
dan

Ric(X,Y) = (ba—21)g(X.,Y)+ (ba—u)n (X)n (¥)
olarak yazilir ki bu M nin skaler egriliinin sabit olmasi anlamina gelir [30].

Buradan asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.2.3. Eger bir 3-boyutlu kosimplektik olmayan normal hemen hemen kontakt metrik
manifold & ile lineer bagimli bir potansiyel vektér alant 'V ile bir n-Ricci soliton ise bu durumda

V bir sabit ile & nin ¢carpumi ve ., B sabit olmak iizere g nin skaler egriligi sabittir [30].

Simdi tersi olan durumuna bakalim, yani V = &, «,f sabit olmak iizere M, 3-boyutlu
n-Einstein normal hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Bu durumda X,Y € I'(TM)

icin a, b reel skaler olmak iizere
Ric(X,Y)=ag(X,Y)+bn(X)n(Y) (4.2.38)
dir. Buna gore (4.2.27) den
(£e8) (X,Y) =20 [g(X,Y)+ 71 (X)n (Y)] (4.2.39)
dir ve (4.2.38) ifadesinden

(£e8) (X,Y)+2Ric(X,Y)+2Ag (X,Y)+2un (X)n (Y)

=2(a+a+A)g(X,Y)—2(x—b+u)n(X)n () (4.2.40)

elde edilir. Buna gore eger

a+b+A=0 (4.2.41)

ve

b= —o+ u = sabit (4.2.42)

ise bu durumda (g,&,A,u) M iizerinde bir n-Ricci solitondur. Buradan asagidaki teorem

verilebilir [30].

Teorem 4.2.4. o, sabit olmak iizere M bir 3-boyutlu kosimplektik olmayan normal hemen
hemen kontakt metrik manifold olsun. Eger M manifoldu Ric = ag + b1 ® 1N olan bir n-Einstein

manifold ise bu durumda (g,&,—a+ b, L), M iizerinde bir n-Ricci solitondur [30].

Simdi potansiyel vektor alam V = & olmak iizere bir 11-Ricci solitonda, X, Y € I'(TM) i¢in
(£28) (X,Y)+2Ric(X,Y) 4228 (X,Y)+2un (X)n(¥Y) =0 (4.2.43)
saglanir. Buna gore

(£z8) (X.¥) =2a[g(X,Y) —n (X)n (V)] (4.2.44)
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dir. (4.2.39) ve (4.2.44) kullanilirsa
(£c8) (X,Y)+2Ric(X,Y) = 2a+1-2(a* —B*)] g(X,Y) (4.2.45)
—[t—6(a*—B*) +2a]n(X)n(Y)
olarak bulunur. Buna gore (4.2.43) denkleminde X,Y yerine & alinirsa
2(*=B*)+A+p=0

veya
A=—{2(a*-B%) +u} (4.2.46)

elde edilir. Bu A degeri skaler egriligin (4.2.26) deki denkleminde yerine yazilirsa
T=6(a*—B%) —21 +2u (4.2.47)

elde edilir. A sabit oldugundan (4.2.46) den o> — 32 de sabittir, dolayisiyla 7 sabittir. Buradan

asagidaki teoreme ulagilir [30].

Teorem 4.2.5. (g,&, 1), 3-boyutlu kosimplektik olmayan normal hemen hemen kontakt metrik

manifold M iizerinde bir 1n-Ricci soliton olsun. Bu durumda A ve skaler egrilik T arasinda

A+u=-2(a*-pB?%,
T=6(a*—B%) —21+2u

bagintilart vardir [30].

(4.2.46) denkleminde yu = 0 i¢in A = —2 (062 — [32) olur ve buradan asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 4.2.6. Eger o, B sabit olan bir 3-boyutlu kosimplektik olmayan normal hemen hemen

kontakt metrik manifold iizerinde bir (g,&, L) Ricci solitonu daralandur (shrinking) [30].

Ornek 4.2.1. M = {(x,y, 7) € R3’ 7# O} olsun. M iizerinde
d d d

Q=g esin =iy

ox dz

olmak iizere M iizerindeki Riemann metrigi
g(er,e1) =g(ez,e2) = g(es,e3) =1,

g(er,e2) = g(e1,e3) = g(ez,e3) =0
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seklinde tamimlansin, yani

dx* + dy?* + dz?
g g

72

olsun.Z e T(TM) icinm, 1-formun (Z) = g (Z,e3) olarak tammlansin. @, (1,1)-tensér alanim
ise
Ppe; = —ez, Per =ey, Pe3 =0
ile tamimlayalim. g ve @ nin lineerligini kullanarak
n(e3)=1,1n(e1) =0, M(e2) =0
le1,e2] =0, [ea,e3] = —ea, [e1,e3] = —e)
ifadeleri elde edilir. M iizerinde bir Z = z1e1 + z0e3 + z3e3 vektor alani icin
0°Z = (9Z) = ¢ (19e1,220¢2,239¢3)
= @ (~z1e2+22e1)
= —21¢(e2) + 220 (e1)
= —Z1€1 —22€2
= —Zz1e1 —2pep —Z3e3+ 2363
0’Z=—Z+1n(Z) ez ve W = wiey +wres + wies vektor alant icin
g(0Z, W) = g(—z1e2 +22€1, —Wiea +wrey)
=Z1W1 +22w2 +23W3 — Z3W3
=g(Z,W)=n(Z)n(W)

elde edilir. Boylece & = e3 olmak iizere (¢,&,n) iicliisii M iizerinde bir hemen hemen kontakt

metrik manifold olur [30].

V., g metrigine gore Levi-civita konneksiyonu olsun. Bu durumda Kozsul esitliginden her

X,Y,ZeT'(TM) icin
2¢(VxY,Z2)=Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)+Zg(X,Y)—g(X,[Y,Z])
-8V, [X,Z]) +¢(Z,[X,Y])
dir. Bu denklemden

Velel = e3, Vele2 = 07 V6163 = —eé3,
Ve,e1 =0, Ve,ep = e3, Vo053 = —en, (4.2.48)
VeSel = 0, VeSez = 0, Ve3e3 =0.
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elde edilir. Bu ifadelerden (4.2.3) denklemi o = —1 ve B = 0 i¢in saglanur.

Boylece (M,g,&,@,n) bir normal hemen hemen kontakt metrik manifold ve ., sabittir.
Simdi Riemann ve Ricci egrilik tensorlerini (4.2.48) ifadelerini kullanarak hesaplayalim. Buna

gore

R(er,e2)e3 =0, R(ez,e3)e3 = —e3, R(e1,e3)e3 = —ey,
R(€17€2)€2 = —eq, R(€2’€3)€2 = e3, R(€1,€3)€2 — 0’

R(ej,er)e; = ez, R(ez,e3)e; =0, R(ej,e3)e; =e3.
elde edilir. Bu Riemann egrilik ifadeleri Ricci tensorii icin kullanilirsa
Ric(ej,e1) =g (R(er,e2)er,e1)+g(R(e1,e3)e3,e1) = —2
olur ve benzer sekilde
Ric(ey,e1) = Ric(ez,e2) = Ric(e3,e3) = =2

dir. Simdi n-Ricci soliton oldugunu gostermek icin (4.2.21) denkleminin saglandigini gostermek

yeterlidir. Buna gore i = 1,2,3 icin
S(eiei)=—(A+a)g(eie)+(a—u)n(e)n (e) (4.2.49)

olurve a = —1, B =0 icin
—2=—(A-1) = A =3

olmasini gerektirir. Ayni sekilde
S(ez e3) =—(A+a)g(es,e3) +(a—p)n(es)n(es)

dir. Buradan ise benzer sekilde A = 3 ve o = —1 oldugunu kullanilirsa & = 5 bulunur. Boylece
(g,&,A,1), M iizerinde bir M-Ricci solitondur. A = 3 > 0 oldugundan bu n-Ricci soliton
genisleyendir (expanding) [30].

Bir hemen hemen kontakt metrik manifold (M,g,,E,1n) normal ve temel 2-formu

D (X,Y) =g (X,eY) kapali ise yani d® = 0 ise M ye quasi-Sasakian manifold denir [30].
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(4.2.3), (4.2.10) ve (4.2.11) denklemlerinde & = 0, B # 0 i¢in bir quasi-Sasakian manifold

elde edilir. Buna gore quasi-Sasakian manifoldlar lizerinde asagidaki ifadeler saglanir.

Vx§=—poX (4.2.50)

(Vxn)Y =g(VxS.Y) = —Bg(¢X.Y) (4.2.51)
R(X,Y)§=B*(Y)X —n(X)Y] (42.52)

Ric(X,&) =2B°n (X) (4.2.53)

Ric(X,Y) = (g - [32) g(X,Y)+ (3/32 - %) nX)n(Y) (4.2.54)

OX — (g—ﬁz)XJr (3;32—%) n(X)& (4.2.55)

dir. Bir B-Sasakian manifold quasi-Sasakian manifolddur ve § = —1 icin Sasakian manifold

elde edilir. Simdi bir 3-boyutlu quasi-Sasakian manifoldun bir 1-Ricci solitona sahip oldugunu

gosterelim [30].

(M, g,9,&,n) quasi-Sasakian manifold olsun ve
£eg+2Ric+2Ag+2un®@n =0 (4.2.56)

denklemini géz 6niine alalim. Bir quasi-Sasakian manifoldda & bir Killing vektor alanidir, yani

£gg =0dir. (4.2.56) de (4.2.3) ve £zg = 0 olmasi kullanilirsa

Ric(X,Y)=—-Ag(X,Y)—un (X)n(Y) (4.2.57)
OX =—-AX—-un(X)¢§ (4.2.58)
Ric(X,E) = —(A+u)n (X) (4.2.59)
0S=—(A+u)é& (4.2.60)
T=3A—pu (4.2.61)

elde edilir. Buradan asagidaki teorem verilebilir [30].

Teorem 4.2.7. Skaler egriligi T = — (34 + ) olan bir 3-boyutlu quasi-Sasakian manifold M
iizerinde, (&,A, 1) bir n-Ricci solitondur [30].

W = 0 icin asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.2.1. Skaler egriligi © = —3A olan bir quasi-Sasakian manifold iizerinde (&,1) bir
Ricci solitondur [30].
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Ornek 4.2.2. x, ¥, 2, R3 jin standart koordinatlari olmak iizere M = { (x,y,2) € R3‘ 7F# 0} olsun.

M iizerinde

9 9,9, 9
0z s ez_By’eB_ ox’

vektor alanlarint goz oniine alalim. M iizerindeki g Riemann metrigini

€1

g (eirej) = &j

ile tammlayalim. M, 1-formunu ise Z € T'(TM) icin n(Z) = g(Z,e3) ile tammlayalim.

(1,1)-tensor alan @ yi ise

pe1)=1,n(e1)=n(e2) =0,
1
le1,e2] = 593 le2,e3] =0, [eg,e3] =0,
P’Z=—-Z+1(Z)es

8(QZ,oW) =g (Z,W)—n(Z)n (W)

dir. Boylece & = e3 olmak iizere (¢,&,M,g), M iizerinde bir hemen hemen kontakt metrik yapt
tammlar. V, g ye gore Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere her X,Y,Z € I'(TM) i¢in Kozsul
esitligi

2¢(VxY,Z2) =Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)+Zg(X,Y)—g(X,[Y,Z])

—g(Y, [X,Z])—f—g(Z, [X,Y])

saglanir. Kozsul formiilii kullanilirsa

1 1
Ve]el = 07 VeleZ - _1637 Vele3 = 163
1 1
Vese1 = 1e3, Ve,e2=0, Veye3 = —7e) (4.2.62)

1 1
Ve3€1 = 2627 Ve3€2 = _Zela V€3e3 =0.

elde edilir. (4.2.62) denklemlerinden (4.2.52) denklemi B = %l ve & = e icin saglanir. Boylece
bu manifold B = % olmak iizere bir 3-boyutlu quasi-Sasakian manifolddur. Ayrica (4.2.62)

ifadelerinden Riemann ve Ricci egrilik tensor alanlart

1 1
R(el7e2)e3 = 07 R(82,€3)€3 - _62, R(€1,e3)€3 = —e17
16 16
1
R(€1782>62 = —Eel, R(€2,€3)€2 = —Ee3’ R(81’€3)ez — O7
3 1
R(el’ez)el - EeZ? R<€2,€3>€] =0, R(elve3)€l = _E€3.
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ve

1

Ric(ej,e1) =g (R(e1,ex)er,e1)+g(R(er,e3)es,er) = —3

olur ve benzer sekilde
: . . 1
Ric(ej,e1) = Ric(ep,e2) = g’ Ric(e3,e3) = —3
olarak bulunur. Boylece bir -Ricci soliton olmast i¢in (4.2.57) denkleminin saglanmasidir, yani
Ric(ej,e;) = —Ag(eiei)) —un(e;)n(e), i=1,2,3
saglanmasi gerekir. Buna gore

Ric(e1,e1) = —Ag(e1,e1)

veya

elde edilir. Ayni zamanda

Ric (63,83) =—Ag (33763) —Hun (63) n (63)

veya

=g

elde edilir. O halde (g,&, A, 1) bir n-Ricci solitondur [30].
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5. KOMPLEKS UZAY FORMUN REEL HiPERYUZEYLERI UZERINDE RiCCi
SOLITONLAR

Bu boliimde ilk 6nce kompleks uzay formlar ve kompleks uzay formlarin reel hiperyiizeyleri ile
ilgili kisa bilgiler verilecektir. Daha sonra ise reel hiperyiizeyler iizerindeki Ricci solitonlarin ve

n-Ricci solitonlarin karakteristik 6zelliklerini incelenilecektir.

5.1 Kompleks Uzay Formlar

Bir kompleks n-boyutlu (reel boyut 2n) kompleks uzay form, sabit holomorfik kesit egriligi
¢ ye sahip bir Kahler manifolddur. Bu Kahler manifoldu M (c) ile gosterelim. Eger ¢ > 0 ise M,
bir kompleks projektif uzay CP" e, eger ¢ = 0 ise M, kompleks Oklidyen uzay C" e, eger ¢ < 0
ise kompleks hiperbolik uzay CH" e izomorfiktir. Kompleks projektif ve kompleks hiperbolik

uzaylara non-flat kompleks uzay formlar denir, yani bu ¢ # 0 olmasi durumudur [34].

C"*!, kompleks Oklidyen uzay olsun. C"*! in dogal kordinat sistemi (zg,21,...,z,) olsun.
Buna gore C"*! deki Hermityen metrik z = (29,21, . ..,2,) Ve w = (wo,W1,...,w,) icin
n
F(z,w) =Y zwk (5.1.1)
k=0

olarak tamimlanir. Jz = iz, olarak tanimlanan J, C"*! iizerinde bir kompleks yapidir. z; = uoy +
ittog 11, Wg = Vo + ivar,1 olmak iizere g Riemann metrigi z,w € C"*! icin g (z,w) = ReF (z,w)

ile tanimhidir veya daha acik olarak u,v € R?**2 icin

2n+1
gluv) =Y ww (5.1.2)
k=0
dir. Eger F Hermityen metrigi Lorentz ise
2n+1
g (u,v) = —uovo —urvi + Y wpvy (5.1.3)
k=2

seklinde tanimlidir [34].

C"*! — {0} iizerindeki carpimsal grup ile C* gosterilsin. Bu durumda C* sifirdan farkh
kompleks sayilardan olusur. U;, z € C™*1 — {0} icin j-yinci bileseni, yani z ; 7 0 olan noktalarin

kiimesi olsun. U; iizerinde

20 Zj—1 Zj+1 Zn
(ZO,---,Zj,Zj—i—l,---,Zn) — (_.7"'5__7__7"'7__
Zj % Zj
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doniistimiinii goz oniine alalim. Bu doniigiim altinda U nin goriintiisii U]* olsun. Boylece

(Cn+1 i {O} BN (Cn+1 . {O}) /C*
seklinde bir dogal projeksiyon tanimlanmus olur. CP" = (C*"! — {0}) /C* a kompleks projektif
uzay denir.

s 20 Zj-1 Zjtl z
zj # 0 olmak lizere (Z—j,...,fz—j,fz—j,...,z—’;> ye karsilik gelen (z(),...,zj,...,zn) e Uj

iizerinde homojen kordinat sistemi denir [34]. C"*! ile R?**2 uzaylari izomorftur. Boylece

(2n+ 1)-boyutlu r-yarigaph hiperkiire
§2H () = {z¢ (Cn—H‘ 2(2,2) = r2}
ile tammlidir. z € S?**! (r) noktasindaki tanjant uzay1
.5 (r) = {we C"| g(z,w) =0}

seklinde tanimlidir, yani z yer vektorii 21 (r) nin normal vektor alanidir. R?"*2 nin Levi-Civita
konneksiyonu %, §27+1 (7) iizerine indirgenen Levi-Civita konneksiyonu V olmak iizere X,Y €

(75?1 (r)) i¢in Gauss formiiliinden
VxY = Vx¥ —g(X,Y) 5
;
olarak yazilir. Ayrica V nin Riemann egrilik tensorii, X, Y, Z € I (TZSzn+1 (r)) icin

R(X,Y)Z = rlz{g(y,z)x—g(x,z)y}

olarak bulunur. $**! (r) den CP" iizerine kanonik projeksiyon
m: ST () — CcP"

seklindedir.

Kompleks hiperbolik uzayin insas1 bazi onemli farklarla birlikte kompleks projektif uzay
CP" ingasina benzer sekilde yapilir. z,w € C"*! i¢gin
F(z,w) = —zoWo+ Y 2%k
k=1
Lorentz Hermityen metriktir [34]. g (z,w) = Re F (z,w) dir ve daha agik olarak (5.1.3) ile verilir.

Buna gore C"*! de r-yaricapli anti-de Sitter uzay1

H12n+1 — {Z c Cn+1| g(z,z) — _r2}
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ile tanimlanir. Buna gore z € H 12”“ noktasindaki tanjant uzay1
TH" = {weC"!| g(z,w) =0}
dir, yani z yer vektorii H 12”“ nin normal vektdr alanidir. Buna gore X,Y € ' (T,H 12”“) icin
Vx¥ = Vx¥ +g(X,Y) r%
olur. V nin Riemann egrilik tensorii X,Y,Z € I’ (TZH 12”“) icin
R(X,Y)Z = —rlz (e(V.2)X — g (X.2) ¥}

olarak elde edilir. H]2”+] den kompleks projektif uzay CP”" iizerine olan kanonik projeksiyon da

H%”H in goriintiisit CH" ile gosterilirse
w:H""' — CH" c CP"

olarak ifade edilebilir. CH" e kompleks hiperbolik uzay denir [34] ve CH", CP" in acik bir alt

kiimesidir.

Simdi CP" veya CH" uzaylarin1 M ile $2+! () veya H12"le uzaylarim da M’ ile gosterelim.
Boylece kanonik projeksiyon
M —M
olarak goz oniine alimir. M, M de bir hiperyiizey olmak iizere M’ = n~'M de M’ bir

hiperylizeydir.

Simdi ise sabit holomorfik kesit egrilikli uzaylarda reel hiperyiizeylerin standard 6rneklerini
verelim. Ilk énce kompleks hiperbolik uzaydaki 6rneklerden bahsedilecektir. M=CH",t>0

bir reel parametre ve
M = {z = C"“| g(z2) =% lzo—2u/ :f}
olmak iizere M = wM’ ne horosphere veya Montiel tiipii (self tube) denir [34].

Teorem 5.1.1. Horosphereler kompleks hiperbolik uzaywn iki farkli asli egriligine sahip olan

1 2
hiperyiizeylerdir. Bu asli egriliklerin 2n — 2 tanesi A = — ve bir tanesi de o = — dir [34].
r r

Ctl = CPH x €9t p,g >0, p+g=n—1> 0 olacak sekilde garpim uzay1 olarak

yazilabilir. CP*! ve C*! iizerindeki metrikler C"*! in Hermityen metrigi F den indirgenen
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metriklerdir. Bunlar1 sirasiyla Fj ve F; ile gosterelim.

M = {Z: (Zl,Zz) S (Cn—H’ 71 € CP+1, 22 € (Cq+1,

Fi(z1,21) = = (0 +7°), B (22,22) = b*}

olmak iizere
1
M = H12P+1 ((b2+r2) 2) % S2q+1 (b)
seklinde yazilir. M = tM’ ye CH" iizerinde tiip denir [34]. Burada b > 0 olan bir reel parametre

ve r > (0 dir. Boylece bir tiip baslangi¢ parametresi b > 0 ve daha sonra

1

b=rsinhu, (b*+7r*)? =rcoshu, A; =r'tanhu (5.1.4)

A = r teothu, c = —r2

ile u parametresine bagli bir parametreli ailedir. (5.1.4) dan A4 + ¢ = 0 olur. z; €
H{’H (b2+r2), 2 € St (b) olmak tizere N’ = — (121 + A2z2) denilirse N, M’ niin birim

normal vektor alam olur. z = (z1,z2) € M’ i¢in V = Jz diyelim.
g(V,z) =¢(Jz,2) =0

veE

g(V,N) =—g (JZ] +Jz, M1 —l—lzZz) = —llg(le,zl) — g (JZ2,ZZ) =0

oldugundan V, M’ iizerinde bir vektor alanidir. Bu A ve A, ler o = %coth 2u olmak iizere

1
2—od+—=0
T

ikinci dereceden denklemin ¢oziimleridir [34].

Lemma 5.1.1. A’, M’ nun sekil operatirii olsun. X € F(HIZPH) olmak iizere A'’X = L1 X ve

Y € T(8207Y) icin A'Y = MX dir. Eger U = —JN' denilirse bu durumda A'V = U ve A'U =
oU —r=2V dir [34].

M = M’ hiperyiizeyini goz Oniine alalim. z € M’ noktasinda

T = {zeTsz"“) g(Z,U) =0, g(z,) :0}

T ={zeL.S*"| g(Z,U) =0, g(z,v) =0}

olmak iizere T} ve T» distribiisyonlar1 J invaryant distribiisyonlardir. Boylece &' =JN ve & = &’
olmak iizere
TryM = Sp{} omT @ m.Th
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olarak yazilabilir. Boylece M nin sekil operatorii A olmak iizere X € I'(m, Ty), Y € I' (7, T3) i¢in
Aé = 0615, AX = l]X, AY = le
olarak yazilir.

Eger p = 0 ise M ye bir geodezik hiperkiire denir [34]. M nin iki farkl asli egriligi vardir.
Bunlardan 2n — 2 tanesi A; dir, birisi ise & dir. Geodezik kiirenin yarigap ru dur. Eger g = 0 ise
M ye kompleks hiperbolik uzay iizerinde tiip denir [34]. Bu durumda da iki farkli asli egrilige
sahiptir, 2n — 2 tanesi A; ve birisi de o dir ve yarigap1 ise ru dur. Boylece asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 5.1.2. M, kompleks hiperbolik uzayda p > 0, g =0, p+q = n—1 ile bir hiperyiizey
1

olsun. Bu durumda M ii¢ farkly asli egrilige sahiptir. Bunlarin 2p-tanesi A; = — tanhu, 2qg-tanesi
r

1 2
Ay = —cothu, bir tanesi ise a; = — cothu dur [34].
r r

r > 0 ve bir reel parametre de r > r* olmak iizere
M = {z eC'| g(z,2) =% [F(z,2)|* = t}

hiperbolik uzayin bir hiperyiizeyidir. M = M’ hiperyiizeyine de reel hiperbolik iizerindeki tiip
denir [34].
Bu hiperyiizeyin asli egrilikleri ise n — 1 tanesi A = %Coth u, n— 1 tanesi A, = %tanhu ve

birisi ise Q] = %tanh 2u dur.

Cl =Pl xCIt! p,g>0ve p+g=n—1>0,0< b < rolmak iizere bir hiperyiizey
M,
M — g2 ((rz _bz)i) « 24+ (p)
olsun. Dikkat edilecek olursa M’ iki kiirenin kartezyen carpimudir ve M’, S*"*1(r) kiiresinde
yatar. 77 : C"*! — CP" e kanonik projeksiyon olmak iizere M = M’ ye kompleks projektif
uzay lizerinde tiip denir [34]. Eger 0 < u < g olmak {iizere b = rsinu denilirse (r2 — bz)% =
rcosu olur. Boylece asli egriliklerini A; = —%tanu ve Ay = %cotu olarak yazilir. Projektif

uzayin sabit egriligi ¢ = r—2 oldugundan A A> + ¢ = 0 olur [34].

Hiperbolik uzay durumunda oldugu gibi p = 0 durumunda da kompleks projektif uzay
1

tizerindeki tiip bir geodezik kiire olur ve asli egrilikleri ise 2n — 2 tanesi A, = — cotu ve birisi ise
r

2
o = —cot2u olur [34].
r
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5.2 Kompleks Uzay Formlarin Reel Hiperyiizeyleri

(M,J,§) reel 2n-boyutlu (kompleks n-boyutlu) bir Kahler manifold olsun. Burada J, M nin
kompleks yapisi ve § de Kahler metrik tensoriidiir. Simdi M, M nin bir reel hiperyiizeyi olsun.

M nin birim normal vektor alan1 N olmak lizere M ye ait bir X vektor alani igin
JX=¢0X+n(X)N (5.2.1)
olarak yazilir. Burada ¢X € I'(TM), n (X) = g (JX,N) seklinde taniml1 bir 1-formdur. Eger
JN =-¢& (5.2.2)

denilirse, & M iizerinde bir birim vektor alamidir. § den M iizerine indirgenen metrik g ile

gosterilsin. Buna gore (5.2.1) ve (5.2.2) den X € I'(TM) i¢in
—X=7X=J(¢X+n(X)N)
=J(¢X) +n(X)JN
= @’X+n(pX)N—n(X)¢&
olur. Bu son denklem teget ve normal bilesenlerine ayrilirsa
P> =-1+n®E Nop=0 (5.2.3)

elde edilir. (5.2.2) den
n@g)=g(8&) =1 (5.2.4)

olur. Ayrica tekrar (5.2.1) ve (5.2.2) kullanilirsa
gX.Y)=gUX,JY) = g(eX +n (X)N,0Y +n (Y)N)
=8(0X,0Y) +n (Y)Z(¢X,N)+1 (X)&(N,9Y) +n (X)n (Y)&(N,N)
g(X,Y) =g(eX,0Y)+n(X)n(Y)
veya
g(@X,0Y) =g (X,Y)—n(X)n(Y) (5.2.5)
sonucuna ulagilir. (5.2.1) ifadesinde X yerine & alinirsa
JS =95 +n(5)N
N=¢&+N
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yani

0E =0 (5.2.6)
elde edilir. Boylece (5.2.3), (5.2.4), (5.2.5) ve (5.2.6) dan (¢,&,7n,g), M iizerinde bir hemen
hemen kontakt metrik yapidir [34], [35], [36].

M nin reel hiperyiizeyi M iizerindeki Gauss ve Weingarten denklemleri X,Y € I'(TM) igin

VxY = VyY +g(AX,Y)N (5.2.7)

VyN = —AX (5.2.8)

dir, burada VveV sirastyla M ve M nin Levi-Civita konneksiyonlar1 ve A da N ye karsilik gelen
sekil operatoriidiir. Kahler manifoldda VI=0 oldugundan (5.2.1), (5.2.7), (5.2.8) den

0= (%J) Y = VyJY — jVxY
= Vx (@Y +1 (Y)N) —J (Vx¥ + g (AX,Y)N)
=Vx@Y +X (n(Y))N+1 (Y)VxN —JVxY — g (AX,Y)JN
= Vx @Y +g(AX,pY)N+X (n(Y))N —n (Y)AX

—oVxY —n(VxY)N+g(AX,Y)¢

elde edilir. Bu son denklem normal ve teget bilesenlerine ayrilirsa

VxQY — VY — 1 (Y)AX + g (AX,Y)E =0 (5.2.9)
ve
g(AX,0Y)+X(n(Y))—n(VxY)=0 (5.2.10)
elde edilir. (5.2.9) dan
(Vx@)¥ =1 (Y)AX — g (AX,Y) € (5:2.11)

ifadesine ulasilir. Benzer sekilde (%XJ )N = 0 oldugundan

0= VyJN —JVxN = —Vy& + JAX
=—-Vx&—g(AX,E)N+ @AX + 1 (AX)N

— _Vx& — 1 (AX)N + AX + 1 (AX)N

veya

Vx& = pAX (5.2.12)
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seklinde elde edilir [35].

Simdi M iizerinde U = V¢¢& ile bir vektor alam tanimlayalim. Buna gore g(&,8) =1 ve
g (9X,X) =0 oldugundan

g(ljvé) =0, g(ljﬂ4§) 0

elde edilir. (5.2.5) ve (5.2.12) den
[V =2(U,U) = g(9AE, pA)
= g(Ag.A8) —n (AE)°
veya o = g (A&, &), ap = g (A%, &) denilirse
U)* = 0n—of (5.2.13)
olarak bulunur. Bu son denklem ve (5.2.5) den asagidaki lemma verilir [35].

Lemma 5.2.1. A = oy & olmasi icin gerek ve yeter ||U|| = 0 olmasidir [35].

Simdi kabul edelim ki M Kahler manifoldu ¢ skaler egrilikli kompleks uzay form olsun. Bu

durumda M nin Gauss ve Codazzi denklemleri X,Y,Z € I' (TM) i¢in sirasiyla

R(X,Y)Z= 2{g(Y,Z)X—g(X,Z)Y+g(<pY,Z) OX —g(0X,Z) Y —2g(9X,Y) @Z}
(5.2.14)
= +g(AY,Z)AX — g (AX,Z) AY

(VxA)Y = (VyA)X = 2{n (X) ¥ =1 (¥) pX —2¢ (¢X.Y¥) £} (5.2.15)

dir. M nin Ricci egriligi, {e},ez,...,e,—2,E} ortonormal gatisina gore X,Y € I'(TM) igin
2n—2
Ric(X,Y)=) g(R(ei,X)Y,e;))+g(R(E.X)Y,&) (5.2.16)
i=1

dir. Ric (X,Y) = g (QX,Y) olmak iizere Q, M nin Ricci tensorii ise (5.2.14) ve (5.2.16) den
szg{(zn+1)x—3n (X)E}+HAX — A%X (5.2.17)
elde edilir. Burada H = izA olup M nin ortalama egriligidir.

Tamm 5.2.1. Bir kompleks uzay form M (¢), ¢ #0, de bir M hiperyiizeyinde reel vektor alam
& bir asli vektor alant yani AS = oy § ise M ye Hopf hiperyiizeyi denir. Burada oy bir reel
sabittir [37].
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A sekil operatoriiniin X,Y € I'(TM) i¢in kovaryant tiirevi
(VxA)Y = VxAY — AVyY
dir. A = a1 & oldugu g6z oniine alinirsa (5.2.12) den
(VxA) & = a1 pAX —AQAX (5.2.18)
elde edilir. Codazzi denklemi (5.2.15) de X yerine &, Y yerine X alinirsa

c
(VeA) X = (VxA) § = 2{n (§) oX —n (X) 95 — 2 (¢S, )}
veya
(VeA)X = 29X +(VxA)&
olur. (5.2.18) denkleminde
(VeA)X = 29X + 01 9AX — ApAX (5.2.19)
sonucuna ulagtlir. V¢A bir self-adjoint doniigiimdiir, yani
g((Ved) X.Y) =g (X, (VeA) Y)
dir. Buna gore (5.2.19) den
c
2((VeA) X, Y) =¢ (X, L OY + 01 pAY —A(pAY)
c
veya
(VeA) X = —gq)x — 0 QAX +AQAX
elde edilir. (5.2.19) ile bu denklem esit oldugundan
2AQAX — §<px — o1 (A +AQ)X (5.2.20)
bagintisi elde edilir.

Kabul edelim ki X, & ye dik bir vektor alam ve || X|| = 1 olmak iizere AX = fX olsun. Bu
durumda (5.2.20) dan

(2f — o) A@X = (fa1+%> oX (5.2.21)
elde edilir. Eger 2f = a ise (5.2.21) dan f? = —% olur ki bu ¢ < 0 olmas1 demektir, yani
kompleks uzay form kompleks hiperbolik uzay CH" olur [35].

Ayrica (5.2.21) dan asagidaki lemma verilebilir.
90



Lemma 5.2.2. ¢ # 0 olan bir kompleks uzay form M (¢) de bir Hopf hiperyiizeyinde & ye dik bir
X vektor alam bir asli dogrultu ise bu durumda ©X de bir asli dogrultudur [35].

5.3 Reel Hiperyiizeylerin Ricci Solitonlar:

Simdi M, M Kahler manifoldunun reel hiperyiizeyi olsun. Eger M {izerinde
1 :
E;Egg—f—ch:?Lg—HJn@n (5.3.1)

denklemini saglayan A,y reel sayilari var ise M, potansiyel vektor alan1 & olan bir n-Ricci

solitona sahip olur. Eger u = 0 ise M bir Ricci solitona sahiptir.

Simdi £¢g yi hesaplayalim. X,Y € I'(TM) igin
dir. (5.2.12) den

(£e8) (X.Y) = g (QAX,Y) +g (X, QAY) (5.3.2)

olarak bulunur.

Kabul edelim ki M bir n-Ricci soliton olsun. Bu durumda (5.2.17) ve (5.3.2) deki ifadeleri
(5.3.1) de yerine yazilirsa

(Az—HA—%(goA—A(p) —2(2}1—1— 1)+7L)X (5.3.3)
=— (u+§c) nXx)¢&

elde edilir.

Ik 6nce & nin bir asli egrilik vektorii oldugunu ispatlayalim. (5.3.3) denkleminde X yerine

& alinirsa (5.2.12) den
1
A2§—HA§—§U+(1+[J+§(1—;1)>§:O (5.3.4)
ifadesi elde edilir. (5.3.4) iin her iki tarafim & ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa

ocg—alH:—(?L+u+§(l—n)> (5.3.5)
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elde edilir ve bu (5.3.4) kullanacak olursa
1
A%E = HAE +§U+(a2—oc1H)§ (5.3.6)

olur. (5.3.6) in her iki tarafimm U ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa ve g(&,U) = g(AE,U) =0

oldugu goz oniine alinirsa

1
g(48,AU) =S |U|” (5.3.7)

elde edilir. Eger
1
S:AZ—HA—E((pA—A(p)—<§(2n+1)—7t)1 (5.3.8)

denilirse S bir simetrik operatordiir.

Boylece (5.3.3) denklemi

SX:—(qu%c)n(X)é

olarak yeniden ifade edilir. Simdi AS — SA y1 hesaplayalim. (5.3.8) den

(pA* +A%Q) X — AQAX = — (u - Ec) (n (X)AE —n (AX)E) (5.3.9)

1
2 4

elde edilir. Burada X yerine & alinirsa
1 5 3
794 §—AU = — Bt e (A — &)
sonucuna ulagilir. Bu son denklemde tekrar ¢ uygulanir ve diizenlenirse
3
A%E = & —20AU + (2u + Ec) U (5.3.10)
olur. (5.3.6) ve (5.3.10) dan

3 1
HAE — oy HE — (2u+§c—§> U+2¢0AU =0

veya buna ¢ uygulanirsa
3 1
2AU + 2/.1—1—50—5 oU—-HU =0 (5.3.11)

elde edilir. (5.3.11) denklemini U ile i¢ carpilirsa ve g(¢X,9Y) = g(X,Y)—n(X)n ()
oldugunu g6z Oniine alinirsa

2¢(AU,U) =H||U|? (5.3.12)
ifadesini ve ayrica (5.3.11) ile A& i¢ carpilirsa
1 3 1
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ifadesi bulunur. (5.3.7) ve (5.3.13) den

33 )
2u+e—2 ) |lUP=0
(2u+3¢=3) 1w
- y 3 3 . y
elde edilir ve eger 2u + 375 # 0 ise |[U]| = 0 olur ve Lemma 5.2.1 saglanir, dolaysiyla
A& = a; & elde edilir.

3 3
Simdi 2 + 265 = 0 olmasit durumunu goz 6niine alalim. Bu durumda (5.3.11) dan
2AU = —oU +HU (5.3.14)

3 3
olur. (5.3.3) de X yerine U alir ve u + =1 olmast ile (5.3.5) kullanilirsa

1
A2U—HAU—§((pAU—A(pU)+(a1H—a —%)U:() (5.3.15)

elde edilir. (5.3.15), U ile i¢ carpima tabi tutalim her bir terimini ayr1 ayr1 hesaplayalim. Buna

gore (5.3.14) kullanilirsa

1 H 1 H
g (A’U,U) = g(AU,AU) =¢ (—§<pU + EU, —§<pU+ 3U)

1 , H? 2
=—|\|U —|U
4H 1”+ 7 U]

ve (5.3.14) kullanilirsa
H?
g(~HAU.U) = ——-|/U]

elde edilir ve (5.2.13) den o, = ||U]|> + o} oldugu dikkate alinirsa (0 H — 0 — 3) |U||? ifadesi
Lo W2 HE o 1 3 2
U+ = U == U= U~ (e H=0n - | ||U
JNOP+ 5 0P = S 0P =S o) - (-0 -3 ) 0]

ye esit olur. Bu bulunan degerler (5.3.15) denleminde dikkate alinir ve elde edilen son ifade —4

ile carpilirsa
2 2 2 2 2
H —4a1H+4<a1+I|U|| +1) — (H-2a) +4(||U|| +1) >0

elde edilir ki bu sifirdan farklidir. Béylece (5.3.15) den ||U||* = 0 elde edilir. Buradan asagidaki

Oonerme verilebilir [35].

Onerme 5.3.1. Eger M bir n-Ricci solitona sahip ise bu durumda & bir asli egrilik vektoriidiir

[35].

(5.3.1) de u = 0 olmasi durumunda Ricci soliton denklemi elde edilir. Boylece asagidaki

sonuca varilir.
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Sonug 5.3.1. ¢ # 0 olan bir kompleks uzay formda potansiyel vektor alami & olan bir Ricci

soliton yoktur [35].

5.4 Hopf Hiperyiizeyleri Uzerinde n-Ricci Solitonlar

M, bir kompleks uzay form M (¢), ¢ # 0, de Hopf hiperyiizeyi olsun. Buna gore reel vektor
alam & icin AE = o) & saglanir. Buradan M iizerinde (5.2.12) denkleminden

VeE = pAE = g =0
olur. (5.2.14) denkleminden Z yerine & alinirsa

RX.V)E =W)X -V} +g(LAAX —g(X.ADAY  (541)
olur. A = a1 € oldugu goz Oniine alinirsa

R(CY)E =S {n(0)Y =0 (X)¥}+0u {n(¥)AX -1 (X)AY} (5.4.2)
elde edilir. (5.2.17) dan M nin Ricci tensorii

Ric(X,Y) = 2{(2714— 1)g(X,Y)—3n(X)n(¥)} (5.4.3)
+ Hg (AX,Y) — g (AX,AY)
dir.

h, M iizerinde (0,2)-tipinde bir simetrik paralel tensor alam ise (4.1.2) den, X,Y,Z,W €
['(TM) igin
h(R(X,Y)Z,W)+h(Z,R(X,Y)W)=0 (5.4.4)

dirve Z=W = & alinirsa
h(R(XvY)€7§)+h(‘5>R<X7Y)€) =0

veya h simetrik oldugundan

h(R(X7Y)57§) =0

olur. Burada (5.4.1) deki R(X,Y) & degeri yerine yazilirsa

ZMRE) =1 (0)h(Y.E)} (54.5)
+ou{n (Y)h(AX,5) =1 (X)h(AY,5)} =0
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denklemi elde edilir. Burada X yerine & alinirsa

S INMKEE) - (E)h.6)) (5.4.6)
+ou {oun (V) h(E,E) ~ h(AY,E)} =0

olur. A nin 4 ya gore self-adjoint oldugu kabul edilirse
h(AY,E) = h(Y,AE) = ouh (Y, E) (5.4.7)
ifadesine ulagilir. Buna gore (5.4.6) dan

c
(5+0) I ()h(E&)~n(r.8)} =0 (548)
elde edilir [35].

Tamim 5.4.1. Eger bir M Hopf hiperyiizeyi c—|—40612 # 0 sartint sagliyor ise M ye regiiler o -Hopf
hiperyiizeyi denir [38].

Ornegin kompleks projektif uzay CP" nin her Hopf yiizeyi regiilerdir, ¢iinkii ¢ > 0 dur.

Teorem 5.4.1. Bir regiiler oq-Hopf hiperyiizeyinde bir simetrik paralel ikinci dereceden

kovaryant tensor h icin asagidakiler denktir;
(i) Sekil operatirii h-&-simetriktir, yani (5.4.7) saglan,

(ii) Stfir bir asli egrilik degildir, yani sekil operatérii drtendir. h tensérii metrik tensériiniin

bir carpimui olarak ifade edilir [38].

Ispat: Tanim (5.4.1) ve (5.4.7) den

h(Y,8)=n(Y)h(E,8) (54.9)

olur. Bu denklemin X vektor alan1 yoniinde kovaryant tiirevi alinirsa
h(VxY,&)+h(Y,VxE) =Xn (Y)h(§,5)+Xh(5,5)n(Y)
olur. Vx& = @AX ve V& = 0 oldugundan
h(VxY,G) +h(@AX,Y) =h(5,5){g(VxY,5) +g(pAX,Y)} (5.4.10)

elde edilir. (5.4.9) den h(VxY,E) =n(VxY)h(&E, &) dir ve bu deger (5.4.10) de goz Oniine
alinip sadelestirilir ise
h(QAX,Y)=h(E,&)g(pAX,Y) (5.4.11)
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olur. A orten oldugundan AX yerine X aliabilir. Bu durumda

h(9X,Y)=h(E,8)g(eX,Y) (5.4.12)
sonucuna ulagilir. Simdi X yerine @X alinir ve > = —I + 1 ® 1 kullamlirsa
h(X,Y)=h(§,5)g(X,Y) (5.4.13)

elde edilir. (5.4.13) de h min paralelligi g6z 6niine alinirsa A (&, &) nin sabit oldugu sonucuna

ulagilir ve boylece ispat tamamlanir.

Bir kompleks uzay form M (¢),n >3, ¢ # 0 de paralel Ricci tensoriine sahip reel hiperyiizey

yoktur [39]. Fakat n = 2 oldugu zaman paralel Ricci tensorlii hiperyiizey vardir [40].

Sonug 5.4.1. Kabul edelim ki bir regiiler o, -Hopf hiperyiizeyi iizerinde sekil operatorii A drten
ve bir V vektor alant icin h = £y g + 2Ric tensorii paralel olsun. Eger herhangi bir X vektor
alani igin

n([V,AX]) + g (AX,[V,&]) = aun ([V, X]) + pg (X, [V, E]) (5.4.14)

saglaniyor ise bu durumda (g,V') bir Ricci solitondur [38].

Ispat: h = £yg + 2Ric tensorii icin (5.4.7) denkleminin saglanmasi (5.4.14) denkleminin

saglanmasina es degerdir. Boylece ispat tamamlanir.

Bu sonugta iki durum s6z konusudur. Bunlardan birisi V € Sp{&} ve diger durum ise V
nin £ ye dik olmas1 durumudur. Ikinci durum oldukca karmagik ve incelemesi oldukga zordur.

Bunun i¢in V = & i¢in n-Ricci soliton durumunu incelenilecektir. Boylece
h=~£:g+2Ric—2un®n
olarak inceleyelim. Bu ifade de Lie tiirevi

(£28) (X,Y) =g (VxE,Y) +g(Vyé),X (5.4.15)

8(PAX,Y) + g (@AY, X)

(
(

g(pAX,Y) —g(AQX,Y)
(

g((pA—-A@)X,Y)

olarak bulunur. /2 da £¢ g ve Ricci tensoriiniin (5.4.3) degeri yerine yazilir hesaplanirsa
c
hzi{(2n+1)g—3n®n} (5.4.16)
+g((2HA+ QA —Ap —2A%)--) —2un®7
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elde edilir ki buradan

h(E,E)=(n—1)c+2Hoy — 207 — 21 (5.4.17)

elde edilir. Boylece A = —$h (&, &) ve u = A +Hay — o + "5 ¢ olmak iizere (g.€,4, 1), drten

sekil operatoriine sahip regiiler oj-Hopf hiperyiizeyi iizerinde bir n-Ricci solitondur.

5.5 Reel Hiperyiizeyler Uzerinde -Ricci Solitonlar

Kompleks uzay formun bir reel hiperyiizeyi M iizerine bir (¢, &, 1, g) kontakt metrik yapisini
indirger. Eger A = ;& ise M ye Hopf hiperyiizeyi denir ve burada o = 1 (A§) olup bir

diferensiyellenebilir fonksiyondur.

Tamm 5.5.1. M, bir kompleks uzay form M (¢) min bir reel hiperyiizeyi olsun. M nin Riemann

egrilik tensor alani R olmak iizere
PR 3 1 .
Ric* (X,Y) = ElZ{Z — R(X,0Y)0Z}

tensoriine M nin Ricci x-tensorii denir [41].

Bu tanima gore (5.2.14) den X,Y € I'(TM) igin
Ric* (X,Y) =2cn{g(X,Y)—n(X)n(Y) — g (pAQAX,Y)} (5.5.1)
veya Ric* (X,Y) = g(Q*X,Y) seklinde tanimh *-Ricci operatorii
0" =~ |50 +(pA) (55.2)

olarak ifade edilir [41].

Bir p € M noktasinda T,,M tanjant uzay1 i¢in
M =Sp{E}e2 (5.5.3)

ayrigimuna sahip olunur. Burada 2 = ker () = {X € T,M | 1 (X) =0} olup buna holomorfik
distribiisyon denir. O halde (5.5.3) ayrigimina gore

AE =&+ BU (5.5.4)

1

olarak yazilir, burada 8 = H(pvéé H veU = — B

V& €ker(n), B #0dur.
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Tanim 5.5.2. M, kompleks uzay form M (¢) de bir reel hiperyiizey olsun. Eger M iizerindeki bir
V vektor alant icin

1
5£ve+Ric' —2g=0 (5.5.5)

denklemini saglayacak sekilde bir A reel sabiti var ise (V,A,g) ye M iizerinde bir x-Ricci soliton

veya M ye bir x-Ricci solitona sahiptir denir [41].

Simdi potansiyel vektor alani & olan M reel hiperyiizeyi bir -Ricci soliton olsun. Buna gore

(5.5.5) denklemindeki ifadeleri yerine yazalim. X,Y € I'(TM) igin

(£e8) =8 (VxE,Y) +8(VrE, X)
dir. Buna gore (5.2.12) ve (5.5.1) ifadeleri (5.5.5) da yerine yazilip diizenlenirse

8(PAX,Y) + g (@AY, X) +ncg (X,Y) —nen (X)n (Y) +28 (pAX,AQY) — 248 (X,Y) =0

(5.5.6)
elde edilir. Bir p € M noktasinin bir N komgulugu iizerinde  # 0 olsun. Yani
N={peM|p#0}
olsun. Boylece N iizerinde (5.5.4) saglanir. (5.5.6) ifadesinde X =Y = & alinirsa
8(QAS,5) +8(pAG, ) +ncg(8,8) —nen (8) 1 (S) +28 (9AS,ApS) —2A8(E,8) =
veya (5.5.4) de A = o1& + BU oldugu dikkate alinirsa
g(QAc.¢) =g(@(a1c +BU),5) =Pg(oU,8) = —Bg(U,95) =0
ve buradan
A=0 (5.5.7)

elde edilir. Tekrar (5.5.6) ifadesinde X = &, Y = U alinirsa, A = 0 oldugundan

g(QAE,U) + g (QAU,E) +ncg (&,U) —nen (§)n (U) +28 (9AE,AQU) =

veya
¢ (PAU.E) = —g (AU, pE) =

S(E.U) = Bg(é,qovgé):égwgé,(pé):o,
(W) =g(E.U) =

¢ (AE.U) = g (9 (@& +BU),U) = Bg(9U,U) =0
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olduklar1 g6z Oniine alinirsa

g(PAS,AQU) =0
veya AE = a + BU yerine yazilirsa

g(ApU,pU)=0 (5.5.8)
elde edilir. Yine (5.5.6) denkleminde benzer sekilde X = &, Y = @U alinirsa ve diizenlenirse

1
8(AU,@U) =g(ApU,U) = (5.5.9)
elde edilir. Yine (5.5.6) denkleminde X =Y = U alinirsa
8 (AU, U) + g (9AU,U) +ncg (U,U) —nen (U) 1 (U) +2g (pAU,A@U) =0

veya

1

olduklar1 g6z Oniine alinirsa
—1+nc+2g (AU, ApU) =0 (5.5.10)
ve (5.5.6) denkleminde X =Y = U alinirsa benzer sekilde
1 +nc+2g(pAU,ApU) =0 (5.5.11)

elde edilir. (5.5.10) ve (5.5.11) taraf tarafa ¢ikartilirsa 2 = 0 elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. Bu
celigskinin nedeni 3 # 0 olmasi kabiiliindendir, yani 8 # 0 olamaz. 8 = 0 olmas1 durumunda ise

& bir asli vektor alani olur, yani M bir Hopf hiperyiizeyidir. Buradan asagidaki onerme verilir.

Onerme 5.5.1. Kompleks boyut n > 2 olmak iizere, M (¢) de bir x-Ricci solitona sahip her reel

hiperyiizey bir Hopf hiperyiizeyidir [41].

Simdi Z € I'(U) birim vektoriinii i¢in AZ = pZ olmasi durumunu goz oniine alalim. Bunun
icin ise R.Niebergul ve P.J.Rhan tarafindan verilen Sonug 2.3 ii kullanacagiz ve bu sonucu ifade

edelim [42].

Sonug 5.5.1. M (c) de bir M reel hiperyiizeyi i¢in bir p € M noktasinda

(i) |1Z]| =1, Z €T (2) igin AZ = uZ ise

(u—%>A<pz: (%ﬂf‘) 0Z (5.5.12)
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dir.
(i) ZeT'(9),AZ = uZ ve AQZ = voZ saglaniyor ise bu durumda

_ “;“Vaur% (5.5.13)

vu
dir.

(iii) Tu C D, Z asli egrilik vektorlerinin kiimesi olmak iizere T, @-invaryant ise bu

durumda
“2 =a1u+§ (5.5.14)
saglanr.
(5.5.12) denkleminde u = % olmasit durumunda
2
—+-]9Z=0
(+3)e
veya
(af +¢) 9z=0 (5.5.15)

elde edilir. Z € I'(D) oldugundan @Z # 0 dir ve of + ¢ = 0 olmak zorundadir. O halde o +c¢ # 0
ise kesinlikle u # % dir [42].

Buna gore asagidaki irdeleme yapilabilir.
o} + ¢ # 0 durumu:

o
Bu durumda u # 71 dir ve (5.5.15) den AQZ = v@Z olacak sekilde v vardir. Boylece
(5.5.13) saglanir, yani
o C
— V)+— 5.5.16
5 (L+v)+ 1 ( )
dir. (5.5.6) denkleminde X =Y = & alinirsa A = 0 oldugu goriiliir. Tekrar (5.5.6) denkleminde

uv =

X =Y = Z alinir ve A = 0 oldugu kullanilirsa

8(PAZ,Z) + g (9AZ,Z) +ncg (Z,Z) —nen (Z)n (2)

+2g(QAZ,A@Z) —2Ag(Z,Z) =0
veya g(pAZ,Z) = ug(9Z,2) =0, Z € T'(2) igin

N(Z)=0, g(PAZ,AQZ) = vug(QZ,0Z) = vug(Z,Z) =vu, A =0
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oldugu goz Oniine alinirsa

nc+2uv =20 (5.5.17)
elde edilir. Ayrica (5.5.6) denkleminde X = Z, Y ¢Z alinirsa
8(QAZ,AQZ) + g (PAQZ,Z) +ncg (Z,9Z)
—nen (Z)n (9Z) +2g (pAZ,A9*Z) =0
olur ve burada AZ = uZ, AQpZ = v@Z degerleri yerine yazilirsa
L=v (5.5.18)
sonucuna ulagilir. (5.5.17) de (5.5.18) kullanilirsa
ne+2u*=0

elde edilir ki bu ¢ < 0 olmas1 demektir. Bu ise kompleks projektif uzay CP" in reel hiperyiizeyi
iizerinde potansiyel vektor alani & olan *-Ricci solitonun olmamasi demektir. O halde asagidaki

teorem verilir.
Teorem 5.5.1. Kompleks projektif uzay CP", n > 2, de potansiyel vektor alan & olan *-Ricci

solitona sahip reel hiperyiizey yoktur [41].

Kompleks uzay form M (c) de asagidaki siniflandirma teoremi oldukga 6nemli rol oynar. M.
Okumura M (¢) = CP" olmasi durumunda ve S. Montiel ve A. Romero M (¢) = CH” olmasi
durumunda reel hiperyiizeylerin bir simiflandirmalarimi yaptilar, bu simiflandirmalar asagidaki

sekildedir [43], [44].

Teorem 5.5.2. M, M (c) nin bir reel hiperyiizeyi olsun. Bu durumda A = @A dir ancak ve

ancak M asagidakilerden birine kongruenttir;
1) M(c) = CP" olmast durumunda:
(A1) r-yaricapli bir geodezik hiperkiire, 0 < r < %,
(A2) Total geodezik CP* (1 < k < n—2) iizerinde r-yarigapl bir tiip (0 <r < %),
2) M (¢) = CH"olmast durumunda:
(A3) CH" de bir Montiel tiip (horosphere),

(A4) Bir geodezik hiperkiire veya bir total geodezik kompleks hiperbolik hiperdiizlem CH"~!
iizerinde bir tiip,
(As) Total geodezik CH*, (1 < k < n—2) iizerinde bir tiiptiir [41].
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Teorem 5.5.2 de siniflandirilan reel hiperyiizeylere (A) tipindeki reel hiperyiizeyler denir ki

bunlar sabit asli egrilikli Hopf hiperyiizeyleridir.

Teorem 5.4.1 ve Teorem 5.5.1 ye gore CH" de & nin potansiyel vektor alani oldugu x-Ricci

solitona sahip reel hiperyiizeyler (A) tipindeki reel hiperyiizeylerdir.

2
U=vVvec= R degeri (5.5.16) de yerine yazilirsa
n

w[(2n+ 1) —2an =0 (5.5.19)

elde edilir. Burada iki durum s6z konusudur. Ya p = 0 dir veya (2n+ 1) u = 20 n dir.

2 2
Eger u =0 ise c = = oldugundan ¢ = 0 olur ki bu miimkiin degildir, ¢iinkii CH" de
n

¢ < 0 dir. Dolayistyla celigkidir yani u # 0 olmak zorundadir. O halde
(2n+1)u =2noy (5.5.20)

bagintis1 saglanir.
Simdi M (c) = CH" olmasi durumunda M reel hiperyiizeyini irdeleyelim.

Kabul edelim ki M, CH" de bir geodezik hiperkiire olsun. Geodezik hiperkiirenin eigen

th?
degerleri u = coth (r), a; = 2coth (2r) degerleri (5.5.20) de yerine yazilirsa n = coth” (r) elde

edilir.

Boylece geodezik hiperkiire & nin potansiyel vektor alani oldugu bir *-Ricci solitona sahiptir

ve r-yaricapi 2n = coth® (r) bagmtisini saglar.

Kabul edelim ki M, total geodezik CH*, (1 < k <n—2), iizerinde bir tiip olsun. (5.5.20)
tanh? (r)
2
elde edilir. 0 < tanh(r) < 1 oldugundan bu bir celiskidir. O halde CH"~! iizerindeki tiip,

bagintisinda M nin eigen degerleri u = tanh (r), &} = 2coth (2r) yerlerine yazilirsa n =

potansiyel vektor alan1 £ olan bir *-Ricci solitona sahip degildir.

Son olarak kabul edelim ki M total geodezik CH* , 1 <k < n-—2, iizerinde tiip olsun. Bu
durumda

A& =2coth(r)&, AX =tanh(r) X, AY =coth(r)Y
olacak sekilde X.Y € I"(D) vardir. Onceden oldugu gibi bunlar (5.5.20) de yerine yazilirsa
coth? (r) = 2n ve tanh? (r) = 2n

olur ki bu miimkiin degildir ve bu bir ¢eliskidir. Boylece total geodezik CH*, 1 <k < n—2,

tizerindeki tiip iizeride potansiyel vektor alan1 & olan *-Ricci soliton yoktur.
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o} + ¢ = 0 durumu:

Bu durumda ¢ = —of < 0 oldugundan uzay form sadece M (¢) = CH" olur. Buradan ise
o # 0 elde edilir. Kabul edelim ki pu # % olsun. Bu durum (5.5.16) bagintisinda g6z 6niine
alinir ve 0612 + ¢ = 0 oldugu dikkate alinirsa v = % elde edilir ve burada v, ¢Z ye karsilik
gelen eigen degerdir, yani ApZ = v@Z dir. (5.5.6) denkleminde X =Y = & alimirsa A = 0 olur.
Yine (5.5.6) denkleminde X = Z, Y = ¢Z alinir ve AZ = uZ ve AQZ = %(pZ olduklari dikkate

alinirsa

sz

(04
elde edilir ki bu p # 71 kabiiliiyle celisir.

Geriye A = % durumu kaliyor. Bu ise Z distribiisyonundaki biitiin vektorler igin eigen
degerlerin sadece % olmasi anlamina gelir. Bu durumda reel hiperyiizeyler horospheredir.
(5.5.6) ifadesinde X =Y = & alimirsa A = 0 olur. Bu bir celigkidir. (5.5.6) ifadesinde X =
Y =Z eI (2) icin eigen degerlerin sadece % oldugu dikkate alinirsa n = % olur ki bu miimkiin

degildir. Buradan asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.5.3. M, M (¢) =CH", n > 2, c = —4, kompleks hiperbolik uzayda reel hiperyiizey
olsun. Eger M potansiyel vektor alamt & olan *-Ricci solitona sahip ise bu durumda M, 2n =

coth? (r) olan bir geodezik hiperkiirenin bir parcasidir [41].
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