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1. GİRİŞ

Modern diferensiyel geometrinin önemli bir alanı olan manifoldlar teorisi, üzerinde

tanımlanabilen geometrik yapılarla birlikte daha ilgi çekici hale gelmiştir. Süreçle birlikte

disiplinlerarası çalışma alanı olarakta öne çıkan manifold teori, özellikle matematik gibi

bir çok alanda daha fazla çalışılabilir hale gelmiştir.

Matematiksel anlamda, üzerinde herhangi bir noktasındaki tanjant uzayında

tanımlanan metrik tensör, bahsi geçen noktada tanjant uzayını bir skaler çarpım uzayına

dönüştürerek, çeşitli işlemlerin yapılabilmesinin önünü açar hale gelmiştir.

Bilindiği üzere, manifold üzerinde tanımlanan metriğin pozitif tanımlı olması

halinde Riemann manifoldları elde edilir. Diğer taraftan manifold üzerinde tanımlanan

metriğin negatif tanımlı olma halini göz önüne alarak semi-Riemann manifoldlar B.

O’Neill tarafından tanımlandı [26]. Bir Riemann manifoldun altmanifoldu da Riemann

manifoldudur. Yani, Riemann manifoldundan indirgenen Riemann metriği pozitif tanımlı,

simetrik bilineer formdur. Diğer taraftan semi-Riemann manifolddan indirgenen metrik,

altmanifold üzerinde negatif tanımlı, pozitif tanımlı veya dejenere olabilir. Negatif tanımlı

olması hali timelike altmanifold, pozitif tanımlı olması hali spacelike altmanifold ve de-

jenere olması hali dejenere altmanifold alarak isimlendirilir. Spacelike ve timelike alt-

manifoldların geometrisi Riemann manifoldların altmanifolların geometrisi ile paralellik

gösterirken dejenere altmanifoldlar tamamen farklı bir geometri ortaya koymaktadır.

Dejenere altmanifoldlarda, dejenere olmayan altmanifoldların tersine normal

demetin bir kısmı tanjant demette kaldığından, normal ile tanjant demetin arakesiti sıfır el-

emana sahip değildir. Bu sebeple, dejenere altmanifoldlarda tanjant demete tamamlayan

bir demetin varlığı konusu K.L. Duggal ve A. Bejancu tarafından ele alınmış ve böyle

bir demetin var olduğu, ancak tanjant demete dik olmadığı gösterilmiştir [8]. Bu demet

transversal demet olarak isimlendirilmiştir. Bu şekilde tanımlanan demetin varlığı, de-

jenere olmayan altmanifoldlar için tanımlanan bazı kavramların yeniden tanımlanmasına

yol açmıştır. Örneğin dejenere olmayan altmanifoldlar üzerine indirgenen konneksiyon

daima metrik konneksiyon iken, dejenere altmanifoldlarda böyle bir durum söz konusu

değildir. Bu tür nedenlerden dolayı dejenere altmanifoldlar, özellikle geometriciler
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tarafından diferensiyel geometrinin daha ilgiyle çalışılan bir alanı haline gelmiştir [2, 9–

12, 17, 29, 30]

İnsanlık tarihinde önemli yeri olan ϕ = 1+
√

5
2 irrasyonel sayısıyla tanımlanan altın

oran, x2− x−1 = 0 denkleminin bir çözümü olup sanatta, doğada, mimaride ve matem-

atikte yoğun bir şekilde kullanılmaktadır. Özellikle geometride bir bütünün parçaları ile

basit bir kurala göre mükemmel bir uyumunu ortaya çıkaran, sayısal bir bağıntı olarak ele

alınabilir.

Altın Oran kavramı, Öklid’in M.Ö. 3. yüzyılda, bir doğruyu 0,618... noktasından

bölmekten bahsettiği Elementler isimli 13 kitaptan oluşan çalışmalarında ilk defa or-

taya attığı düşünülmektedir. Bununla birlikte bazı kaynaklar, bu bilginin geçmişinin eski

Mısır’a dayandığını belirtmektedir. Özellikle Giza Piramidinin, altın oranın kullanıldığı

ilk örneklerden birisi olduğu bilinmektedir

Bir diferensiyellenebilir M̃ manifoldu üzerinde f−yapı, K. Yano [32] tarafından f 3+

f = 0 eşitliğini gerçekleyen bir endomorfizm olarak tanımlandı. Daha sonra bu kavram

S.I. Goldberg ve K. Yano [15] tarafından genişletilerek manifold üzerinde bir polinom

yapısı kavramı tanıtıldı. Bu yapı bir M̃ manifoldu üzerinde

Q(x) = xn +anxn−1 + ...+a2x+a1I

eşitliğini gerçekleyen (1,1) tipinde bir tensör alanıdır. Örnek olarak Q1(x) = x2 + I poli-

nomu bir hemen hemen kompleks yapı, Q2(x) = x2−I polinomu bir hemen hemen çarpım

yapısı tanımlar. Özetle hemen hemen kompleks yapı ve hemen hemen çarpım yapısı birer

polinom yapısıdır. Bu şekilde tanımlanan yapılar, matematikçilere C∞ sınıfından difer-

ensiyellenebilir manifoldlar üzerinde yeni geometrik yapılar üretip, çalışma fırsatı ortaya

çıkarmıştır.

C.H. Hretcanu [19] yukarıda tanımlanan yapı polinomu yardımıyla M̃ diferensiyel-

lenebilir manifoldu üzerinde

Φ
2 = Φ+ I

denklemini gerçekleyen (1,1) tipinde Φ tensör alanını tanımlayıp, bu yapıya altın yapı

ismini verdi. Böylece (M̃,Φ) ikilisi de altın manifold olarak adlandırıldı [5, 19]. Bir altın
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yapı ile bir hemen hemen çarpım yapısı arasındaki ilişki P bir çarpım yapısı olmak üzere

Φ1 =
1+
√

5P
2

, Φ2 =
1−
√

5P
2

şeklinde tanımlandı [5, 19]. Benzer olarak Φ altın yapısının da manifold üzerinde

P1 =
1√
5
(2Φ−1), P2 =−

1√
5
(2Φ−1)

eşitlikleri ile belirli iki hemen hemen çarpım yapısı tanımladığı gösterildi.

Daha sonra altın manifold (M̃,Φ) Riemann metriği ile donatılarak altın Riemann

manifoldu kavramı ortaya atıldı [20, 21]. Bir (M̃, g̃) Riemann manifoldu üzerinde altın

Riemann yapı

g̃(ΦX ,Y ) = g̃(X ,ΦY )

eşitliğini gerçekleyen (g̃,Φ) ikilisidir. Burada g̃ metriğine Φ−uyumludur denir. Bu du-

rumda (M̃, g̃,Φ) bir altın Riemann manifoldu olarak isimlendirilir [20]. Son zamanlarda

altın manifoldlar, semi-Riemann metriği ile donatılarak altın semi-Riemann yapı tanıtıldı

ve üzerinde özellikle dejenere altmanifoldlar ile ilgili çalışmalar yapıldı [1, 14, 16, 27, 28].

1997 de V.W. Spinadel [6, 7] altın oranın genelleştirmesi olarak metalik oranlar

ailesini tanıttı. p ve q pozitif tamsayıları için

x2− px+q = 0

denkleminin çözümü metalik oranlar ailesi olarak tanımlandı. Burada verilen

(p,q)−metalik sayıları da

δp,q =
p+
√

p2 +4q
2

ile verilir. Altın orana benzer şekilde metalik oranlar üzerinde de tanımlanan Riemann ve

semi-Riemann metriği ile birlikte matematikçiler için oldukça geniş calışma alanı ortaya

çıkmıştır [3, 4, 13, 22, 23].

Metalik oranlar ailesinde tanımlanan (p,q)−metalik sayıları aldıkları değerlere göre

metalik oranlar ailesinin elemanları altın yapı (p = 1,q = 1), gümüş yapı (p = 2,q = 1),

bronz yapı (p = 3,q = 1), nikel yapı (p = 1,q = 3) ve bakır yapı (p = 1,q = 2) gibi bir

çok metalin adını alır.
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2011 yılında V. W. de Spinadel tarafından [7] tanımlanan bronz orandan farklı olan

ve metalik oran ile arasında kapsama bağıntısı bulunmayan yeni bir bronz oran K. Kalia

tarafından tanımlandı [24]. Bu çalışmada Lucas ve Fibonacci sayıları tanıtılarak bun-

lar arasındaki ilişki araştırılmıştır. [24] da verilen bronz orana metalik oranlar ailesinde

tanımlanan (p,q)−metalik sayılarına değer vererek ulaşmak mümkün değildir.

2018 yılında altın ve metalik manifold tanımlarından esinlenerek, B. Şahin [31]

tarafından [24] da verilen bronz oran kullanılarak donatılan yeni bir manifold tanımlandı

ve bu tipteki manifoldlar hemen hemen poly-Norden manifold olarak isimlendirildi.

Bu çalışmada poly-Norden manifoldların bazı geometrik özellikleri incelendi. Daha

sonra [31] da tanımlanan hemen hemen poly-Norden manifoldların Riemann metriği

ile donatılmış altmanifoldları ilk kez S. Yüksel Perktaş tarafından çalışıldı [34]. Bu

çalışmada hemen hemen poly-Norden Riemann metrik manifoldların dejenere olmayan

altmanifoldları ile ilgili geometrik sonuçlar elde edildi.

Bu çalışmada, hemen hemen poly-Norden semi-Riemann manifoldların dejenere

hiperyüzey ve altmanifoldları çalışılmıştır. Giriş bölümünden sonra, ikinci bölümde

semi-Riemann manifoldların dejenere hiperyüzey ve dejenere altmanifoldları ile ilgili tez

boyunca kullanılacak temel kavramlarden bahsedilmiştir.

Tezin orjinal bölümleri diğer bölümlerdir.

Üçüncü bölümde, hemen hemen poly-Norden semi-Riemann metrik manifoldlar

üzerinde, ilk olarak dejenere hiperyüzeyler tanıtılmış, invaryant ve screen semi-invaryant

dejenere hiperyüzeylerle ilgili karekterizasyonlar verilip, bu tipteki hiperyüzeylerle ilgili

örnekler elde edilmiştir.

Dördüncü bölüm, hemen hemen poly-Norden semi-Riemann metrik manifoldların

dejenere altmanifoldlarına ayrılmış, ilk olarak invaryant dejenere altmanifold tanıtılarak

örnek verilmiştir. Daha sonra ikinci kısımda semi-invaryant dejenere altmanifold

incelenmiştir. Üçüncü ve dördüncü kısımda ise sırasıyla genelleştirilmiş CR-dejenere alt-

manifold ve screen transversal CR-dejenere altmanifold kavramları tanıtılarak bu tipteki

altmanifoldlar ile ilgili örnekler elde edilmiştir. Daha sonra altmanifold tanımlarından

ortaya çıkan distribüsyonların integrallenebilme şartları irdelenmiştir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Dört kısımdan oluşan bu bölümde semi-Riemann manifoldlar, semi-Riemann mani-

foldların dejenere hiperyüzeyleri ve dejenere altmanifoldları hakkında temel bilgilere yer

verildi. Son olarak ise hemen hemen poly-Norden manifoldlar incelendi.

2.1 Semi-Rieman Manifoldlar

Tanım 2.1.1. Ṽ bir sonlu boyutlu reel vektör uzayı olmak üzere

ḡ : Ṽ ×Ṽ → R

dönüşümü s, t ∈ R ile u, v, w ∈ Ṽ için

i) g̃(u,v) = g̃(v,u),

ii) g̃(su+ tv,w) = sg̃(u,w)+ tg̃(v,w),

iii) g̃(u,sv+ tw) = sg̃(u,v)+ tg̃(u,w)

aksiyomları sağlanıyor ise g̃ ya simetrik bilineer form denir [26].

Tanım 2.1.2. g̃, Ṽ üzerinde simetrik bilineer form olmak üzere w ∈ Ṽ ve w 6= 0 için

i) g̃(w,w)> 0 ise g̃ ya pozitif,

ii) g̃(w,w)< 0 ise ḡ ya negatif,

iii) g̃(w,w)≥ 0 ise g̃ ya pozitif yarı

iv) g̃(w,w)≤ 0 ise ḡ ya negatif yarı tanımlı denir [26].

Tanım 2.1.3. g̃, Ṽ üzerinde g̃ simetrik biliner form, 0 6= ξ ∈ Ṽ ve her z ∈V için

g̃(ξ,z) = 0

ise g̃ ya dejenere, farklı sıfır ise non-dejeneredir denir [8].

Tanım 2.1.4. g̃, Ṽ üzerinde simetrik biliner formu için Ṽ nın radikal uzayı

RadṼ = {ξ ∈ Ṽ | g̃(ξ,w) = 0,∀w ∈ Ṽ}

ile verilir [8].
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Tanım 2.1.5. Bir Ṽ reel vektör uzayı ile

g̃ : Ṽ ×Ṽ → R

simetrik bilineer formu için

g̃|V̂ : V̂ ×V̂ → R

negatif tanımlı olacak şekilde en büyük boyutlu V̂ nın boyutuna g̃ nın indeksi denir ve ν

ile verilir. Burada g̃|V̂ ya indirgenmiş simetrik bilineer form denir ve ĝ ile gösterilir [26].

Teorem 2.1.1. g̃ simetrik bilineer formu için

i) g̃ (βk,βl) = 0, k 6= l,

ii) g̃ (βk,βk) = 1, 1≤ k ≤ ε,

iii) g̃ (βk,βk) =−1, ε+1≤ k ≤ ε+ν,

iv) ḡ (βk,βk) = 0, ε+ν+1≤ k ≤ n = ε+ν+µ

şeklinde Ṽ nın bir {β1, ...,βn} bazı vardır [26].

Tanım 2.1.6. Ṽ üzerinde dejenere olmayan simetrik biliner forma skaler çarpım, (Ṽ ,g̃)

ye de skaler çarpım uzayı denir. Ṽ vektör uzayı g̃ dejenere ise dejenere (lightlike) vektör

uzayı olarak isimlendirilir [8].

Tanım 2.1.7. V̂ , Ṽ vektör uzayınin altuzayı olmak üzere g̃|V̂ dejenere ise V̂ ya dejenere

altuzay denir ve

V̂ ∩V̂⊥ 6= {0}

dır. Buradaki V̂ nın dik uzayı

V̂⊥ = {w ∈ V̂ | g̃(w,z) = 0, ∀z ∈ V̂}

ile verilir [8].

Teorem 2.1.2. Ṽ semi-Öklid uzay ve V̂ , Ṽ nin altuzayı olsun. O halde

RadV̂⊥ = RadV̂ = V̂ ∩V̂⊥

dir [8].
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Tanım 2.1.8. M̃ diferensiyelenebilir manifoldunun p ∈ M̃ noktasında TpM̃ tanjant uzayı

için

g̃ : TpM̃×TpM̃→ R

(Up, Yp)→ g̃(Up,Yp)

ile verilen sabit indeksli, bilineer, simetrik ve dejenere olmayan (0,2)-tensör alanına

metrik tensör ve g̃ ile donatılmış M̃ ya semi-Riemann manifoldu denir [26].

Tanım 2.1.9. M̃ semi-Riemann manifold üzerinde tanımlı metrik tensör g̃ nın indeksine

manifoldun indeksi denir ve indM̃ ile verilir.

İndeks υ ise 0≤ υ≤ boyM̃ olur [26].

Tanım 2.1.10. g̃, M̃ semi-Riemann manifold üzerinde tanımlı metrik tensör olmak üzere

p ∈ M̃ ile Up ∈ TpM̃ için

g̃ : TpM̃×TpM̃→ R

ise

i) g̃(Up,Up)> 0 ya da Up = 0 ise Up spacelike,

ii) g̃(Up,U p)< 0 ise Up timelike,

iii) g̃(Up,Up) = 0 , Up 6= 0 ise Up dejenere (null) vektör olarak isimlendirilir [26].

Tanım 2.1.11. Ṽ üzerinde tanımlı simetrik bilineer form g̃|Ṽ dejenere ise Ṽ ya dejenere

vektör uzayı denir [8].

Tanım 2.1.12. Ṽ semi-Öklid uzayı ve (V̂ , g̃|V̂ ), nullV̂ = r < n şeklinde, n−boyutlu de-

jenere vektör uzayında radikal uzayın tümleyenine V̂ nın screen (ekran) uzayı denir ve SV̂

ile gösterilir [8].

Tanım 2.1.13. Ṽ semi-Öklid uzayı ve V̂ da Ṽ nın altuzayı için V̂ üzerine indirgenmiş

metrik ĝ dejenere ise V̂ ya dejenere altuzay aksi durumda dejenere olmayan altuzay denir

[8].
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Tanım 2.1.14. Bir diferensiyelenebilir manifold M̃ nın her noktasına r-boyutlu lineer

altuzay eşleyen

D : M̃→ TpM̃

p→ Dp ⊂ TpM̃

dönüşüme distribüsyon adı verilir. Her p∈ M̃ için Dp de r-tane diferensiyelenebilir lineer

bağımsız vektör alanı bulunuyorsa distribüsyona diferensiyelenebilirdir denir [8].

Tanım 2.1.15. Bir diferensiyelenebilir manifold M̃ üzerinde D bir distribüsyon olsun.

Her U,Z ∈ Γ(D) için [U,Z] ∈ Γ(D) oluyorsa distribüsyona involutivedir denir. Eğer dis-

tribüsyon involutive ise integrallenebilirdir [8].

Tanım 2.1.16. Rn
υ üzerinde koordinat sistemi {w1, ...,wn}, ∂i =

∂

∂wi
ve Rn

υ de Y ve U için

∇YU = ∑Y (Ui)∂i

ile verilen ∇YU vektör alanına U nun Y ye göre kovaryat türevi denir. Burada U = ∑wi∂i

dir [26].

Tanım 2.1.17. Bir diferensiyelenebilir manifold M̃ üzerinde aşağıdaki şartları

gerçekleyen

∇̃ : Γ(T M̃)×Γ(T M̃)→ Γ(T M̃)

ya konneksiyon denir:

i) ∇̃ZW , Z ye göre C∞(M̃,R) lineerdir,

ii) ∇̃ZW , W ya göre R lineerdir,

iii) ∇̃Z(lW ) = Z(l)W + l∇̃ZW , her l ∈C∞(M̃,R)

dir [26].

Teorem 2.1.3. Bir semi-Riemann manifold M̃ ve her U,Y,Z ∈ Γ(T M̃) için

i) [U,Y ] = ∇̃UY − ∇̃YU,

ii) Ug̃(Y,Z) = g̃(∇̃UY,Z)+ g̃(Y, ∇̃U Z)

8



şartlarını gerçekleyen bir tek ∇̃ Levi-Civita konneksiyonu vardır, bu konneksiyon

2g̃(∇̃UY,Z) =Ug̃(Y,Z)+Y g̃(Z,U)−Zg̃(U,Y )

+g̃([U,Y ],Z)+ g̃([Z,U ],Y )− g̃([Y,Z],U ]
(2.1.1)

Kozsul formülü ile belirlenir [26].

Tanım 2.1.18. Levi-Civita koneksiyonu ∇̃ olan semi-Riemann manifoldu M̃ nın Riemann

eğrilik tensörü, her U,Y,Z ∈ Γ(T M̃) için

R̃ : Γ(T M̃)×Γ(T M̃)×Γ(T M̃)→ Γ(T M̃)

(U,Y,Z)→ R̃(U,Y )Z = ∇̃U ∇̃Y Z− ∇̃Y ∇̃U Z− ∇̃[U,Y ]Z

ile tanımlı (1,3) tensör alanına denir [26].

Teorem 2.1.4. Bir semi-Riemann manifold M̃ nın Riemann eğrilik tensörü R̃ ve her

U,Y,W,V ∈ Γ(T M̃) için

i) g̃(R̃(U,Y )V,W ) =−g̃(R̃(Y,U)V,W ),

ii) g̃(R̃(U,Y )V,W ) =−g̃(R̃(U,Y )W,V ),

iii) R̃(U,Y )V + R̃(Y,V )U + R̃(V,U)Y = 0,

iv) g̃(R̃(U,Y )V,W ) = g̃(R̃(V,W )U,Y )
dir [26].

Tanım 2.1.19. Y,U semi-Riemann manifold M̃ nın p ∈ M̃ noktasında tanjant uzayının iki

boyutlu altuzayı P nin bir bazı olmak üzere

K(P) =
R̃(Y,U,Y,U)

g̃(Y,Y )g̃(U,U)− g̃(Y,U)2

şeklinde verilen K(P) sayısına manifoldun kesit eğriliği denir. Ayrıca K(P) = c ise man-

ifold sabit kesit eğriliğine sahiptir denir [26].

Tanım 2.1.20. Eğer M̃ semi-Riemann manifoldu sabit kesit eğrliğine sahip ise U,Y,W ∈

Γ(T M̃) için

R̃(U,Y )W = c{g̃(Y,W )U− g̃(U,W )Y}

dir [26].
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Tanım 2.1.21. R̃, semi-Riemann manifold M̃ nın Riemann eğrilik tensörü ve {w1, ...,wn},

TpM̃ nın ortonormal bazı için

R̃ic : TpM̃×TpM̃→ R

( Up, Yp)→ R̃ic(Up,Yp) =
n

∑
i=1

εig̃(R̃(wi,Up)Yp,wi)

veya

R̃ic(Up,Yp) = iz{Zp→ R̄(Zp,Up)Yp}

ile tanımlı tensöre Ricci tensörü ve R̃ic(Up,Yp) değerine de Ricci eğrliği denir [26].

Tanım 2.1.22. Bir semi-Riemann manifold M̃ ve {w1, ...,wn}, TpM̃ nın ortonormal bazı

için M̃ nın skaler eğriliği

τ̃ =
n

∑
i=1

εiR̃ic(wi,wi)

şeklinde tanımlanır [26].

Tanım 2.1.23. M̂ m-boyutlu ve M̃ n-boyutlu manifoldlar ve

Π : M̂→ M̃

için rankΠ = boyM̂ ise dönüşüme daldırma (immersiyon) denir [18].

Tanım 2.1.24. M̂ m-boyutlu, M̃ n-boyutlu manifoldlar ve M̂ ⊂ M̃ için

j : M̂→ M̃

daldırma ise M̂ ya M̃ nın altmanifoldu denir [18].

2.2 Semi-Riemann Manifoldların Dejenere Hiperyüzeyleri

Tanım 2.2.1. M̂, 0 < υ < m+1 indeksine sahip (m+2)-boyutlu semi-Riemann manifold

(M̃, g̃), nın hiperyüzeyi için p ∈ M̂ noktasında TpM̂ nin dik uzayı ve radikali sırasıyla

TpM̂⊥ = {Vp ∈ TpM̃ : g̃(Vp,Yp) = 0,∀Yp ∈ TpM̂}
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ve

RadTpM̂ = {Vp ∈ TpM̂ : g(Vp,Yp) = 0,∀Yp ∈ TpM̂}

ile tanımlanır [8].

Tanım 2.2.2. Bir (m+2)-boyutlu semi-Riemann manifold (M̃, g̃) nın n-boyutlu altmani-

foldu M̂ üzerinde her noktayı bir r-boyutlu alt vektör uzaya eşleyen

RadT M̂ : p ∈ M̂→ RadTpM̂

dönüşüme radikal distribüsyon, M̂ ya ise r-dejenere altmanifod denir. Burada dis-

tribüsyonunun boyutu nullRadTpM̂ ile verilir [8].

Tanım 2.2.3. M̂, 0 < υ < m+1 indeksine sahip (m+2)-boyutlu semi-Riemann manifold

(M̃, g̃), nın hiperyüzeyi olsun. Her p ∈ M̂ için

RadTpM̂ = TpM̂∩TpM̂⊥ 6= {0}

ise M̂ ya M̃ nın dejenere hiperyüzeyi denir [8].

Lemma 2.2.1. M̂, 0< υ<m+1 indeksine sahip (m+2)-boyutlu semi-Riemann manifold

(M̃, g̃), nın hiperyüzeyi için aşağıdaki ifadeler birbirine denktir [8]:

i) M̃ nın bir dejenere hiperyüzeyi M̂ dır.

ii) M̂ da ĝ, sbt m rankına sahiptir.

iii) T M̂⊥ =
⋃

p∈M̂ TpM̂⊥ , M̂ da bir distibüsyondur.

Lemma 2.2.1 den S(T M̂), RadT M̂ ya ortogonal ve non-dejenere olduğu görülebilir.

S(T M̂) sabit indeksli ise

T M̂ = S(T M̂)⊥T M̂⊥ (2.2.1)

ve

T M̃ = S(T M̂)⊥S(T M̂)⊥ (2.2.2)

dir. Burada S(T M̂)⊥, S(T M̂)nın ortogonal tümleyenidir. Dejenere transversal vektör

demeti olan ltr(T M̂), S(T M̂) da T M̂⊥ in tümleyeni olduğundan

S(T M̂)⊥ = T M̂⊥⊕ ltr(T M̂) (2.2.3)

dir [8].
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Teorem 2.2.1. (M̃, g̃) semi-Riemann manifoldun dejenere hiperyüzeyi (M̂, ĝ) üzerinde

E ∈ Γ(RadT M̂) için

g̃(N,E) = 1, (2.2.4)

ve

g̃(N,N) = g̃(N,W ) = 0, ∀W ∈ Γ(S(T M̂)) (2.2.5)

olacak şekilde N tarafından gerilen ve rankı 1 olan bir tek (ltr(T M̂)) distribüsyonu vardır

[8].

(2.2.4) ile (2.2.5) ten

T M̃|M̂ = S(T M̂)⊥{T M̂⊥⊕ ltr(T M̂)} (2.2.6)

olur. O halde herhangi bir S(T M̂) için (2.2.4) ile (2.2.5) eşitliklerini gerçekleyen ve T M̂

için tümleyen bir tek ltr(T M̂) vardır [8].

Levi-Civita konneksiyonu ∇̃ olan (m+2)-boyutlu (M̃, g̃) semi-Riemann manifoldun

dejenere hiperyüzeyi M̂ boyunca T M̃ nın {E,N,Wi}, 1 < i < m, yerel quasi-ortonormal

vektör alanları için

∇̃U Z = ∇̂U Z +h(U,Z) (2.2.7)

ve

∇̃U N =−ANU +∇
t
U N (2.2.8)

yazılabilir. Burada U,Z ∈ Γ(T M̂); N ∈ Γ(ltr(T M̂)); ∇UY , ANU ∈ Γ(T M̂) ve h(U,Z),

∇t
U N ∈ Γ(ltr(T M̂)) dir. Yukarıdaki ilk eşitlik Gauss, ikincisi Weingarten formülü olarak

isimlendirilir.

Her U,Z ∈ Γ(T M̂) için

B(U,Z) = g̃(h(U,Z),E) (2.2.9)

ve

τ(U) = g̃(∇t
U N,E)

denirse (2.2.7) ile (2.2.8) sırasıyla

∇̃U Z = ∇̂U Z +B(U,Z)N (2.2.10)
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ve

∇̃U N =−ANU + τ(U)N (2.2.11)

olur [8].

Sonuç 2.2.1. Bir (m+2)-boyutlu (M̃, g̃) semi-Riemann manifoldun dejenere hiperyüzeyi

(M̂, ĝ) için ikinci temel formu dejenere yani

B(U,E) = 0, ∀U ∈ Γ(T M̂), E ∈ Γ(T M̂⊥) (2.2.12)

dir [8].

P : Γ(T M̂)→ Γ(S(T M̂)) projeksiyonunu ele alırsak

∇̂U PY = ∇
∗
U PY +h∗(U,PY ), ∀U,Y ∈ Γ(T M̂) (2.2.13)

ve

∇̂U E =−A∗EU +∇
∗t
U E, ∀U ∈ Γ(T M̂), E ∈ Γ(T M̂⊥) (2.2.14)

yazılabilir. Burada ∇∗U PY,A∗EU ∈ Γ(S(T M̂)) ve h∗(U,PY ),∇∗tU E ∈ Γ(T M̂⊥) dir [8]. h∗,

S(T M̂) nin ikinci temel formu ve A∗ ise şekil opertörüdür. Yukarıdaki ilk eşitlik S(T M̂)

için Gauss ikincisi Weingarten formülü olarak isimlendirilir.

(2.2.8), (2.2.10), (2.2.13) ile (2.2.14) ten U,Z ∈ Γ(T M̂), E ∈ Γ(T M̂⊥) ve N ∈

Γ(ltr(T M̂)) için

ĝ(ANZ,PW ) = g̃(N,h∗(Z,PW )), g̃(ANZ,N) = 0 (2.2.15)

ve

ĝ(A∗EU,PZ) = ĝ(E,h∗(U,Z)), g̃ (A∗EU,N) = 0 (2.2.16)

olur.

M̂ nın bir λ koordinat komşuluğu üzerinde

C(U,PZ) = g̃(h∗(U,PZ),N)

ve

ε(U) = g̃(∇∗tU E,N)
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ile verilirse

h∗(U,PZ) =C(U,PZ)E (2.2.17)

ve

∇
∗t
U E = ε(U)E (2.2.18)

bulunur. (2.2.17) ve (2.2.18), (2.2.13) ve (2.2.14) te yerine yazılırsa

∇̂U PZ = ∇
∗
U PZ +C(U,PZ)E (2.2.19)

ve

∇̂U E =−A∗EU + ε(U)E (2.2.20)

olur. Burada ε(U) =−τ(U) dir. Artık (2.2.15) ve (2.2.16) eşitlikleri

ĝ(ANZ,PW ) =C(Y,ZW ), g̃(ANZ,N) = 0 (2.2.21)

ve

ĝ(A∗EU,PZ) = B(U,PZ), g̃ (A∗EZ,N) = 0 (2.2.22)

şeklinde yazılabilir [8].

Lemma 2.2.2. Bir (m+2)-boyutlu (M̃, g̃) semi-Riemann manifoldun dejenere hiperyüzeyi

(M̂, ĝ) üzerine indirgenmisş konneksiyon ∇̂ ve S(T M̂) üzerindeki konneksiyon ∇∗ olmak

üzere

i) ∇∗ konneksiyonu metrik konneksiyondur.

ii) Her U,Z,V ∈ Γ(T M̂) için

(∇̂U g)(Z,V ) = B(U,Z)θ(V )+B(U,V )θ(Z) (2.2.23)

dir. Burda θ(V ) = g̃(V,N) dir [8].

2.3 Semi-Riemann Manifoldların Dejenere Altmanifoldları

Tanım 2.3.1. Bir (m+n)-boyutlu semi-Riemann manifold (M̃, g̃) nın n-boyutlu altmani-

fodu M̂ için

Π : M̂→ M̃
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izometrik daldırma (rankΠ = n) ise M̂ ya M̃ nın altmanifoldu denir [26].

Tanım 2.3.2. Bir M̃ semi-Riemann manifoldun altmanifoldu M̂ olmak üzere, her p ∈ M̂

için TpM̂⊥ ın boyutuna dik tümleyenin boyutu (ek boyut), indeksine ise dik tümleyenin

indeksi denir [26].

Tanım 2.3.3. Bir semi-Riemann manifold M̃ nın bir altmanifodu M̂ olmak üzere her p ∈

M̂ için

Rad : p ∈ M̂→ RadTpM̂

dönüşününün rankı r ve r > 0 ise M̂ r-dejenere altmanifold olarak isimlendirilir [8].

Bir semi-Riemann manifold M̃ ve r-dejenere altmanifoldu M̂ için, aşağıdaki durum-

lar incelenir:

Durum I. (0 < r < min{m,n}). Altmanifoldun tanjant demetinde, RadT M̂ nın

tamamlayanı olan S(T M̂) göz önüne alınırsa, RadT M̂ ya ortogonal, non-dejenere, M̂

üzerinde sabit indeksli ve

T M̂ = S(T M̂)⊥RadT M̂ (2.3.1)

dır. Buradan

T M̂⊥ = ∪TpM̂⊥

ile verilirse RadT M̂ = T M̂ ∩ T M̂⊥ ve M̂ üzerinde rankr > 0 olan bir distibüsyon

olduğundan T M̂⊥, T M̃|M̂ de T M̂ ye tamamlayan değildir. T M̂⊥ da RadT M̂ ya ortog-

onal tamamlayan vektör demetini S(T M̂⊥) ile gösterilirse T M̂⊥

T M̂⊥ = RadT M̂⊥S(T M̂⊥) (2.3.2)

ile verilir ve S(T M̂⊥) e, M̂ nın transversal ekran distribüsyonu denir. Diğer taraftan

T M̃|M̂ = S(T M̂)⊥S(T M̂)⊥ (2.3.3)

dir. Burada S(T M̂)⊥, T M̃|M̂ de S(T M̂) ya ortogonal tamamlayandır. Ayrıca S(T M̂⊥),

S(T M̂)⊥ in altvektör demeti ve dejenere olmadığından

S(T M̂)⊥ = S(T M̂⊥)⊥S(T M̂⊥)⊥ (2.3.4)

olur.
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Teorem 2.3.1. [8] Bir semi-Riemann manifold (M̃, g̃) nın r-dejenere altmanifodu

(M̂, ĝ,S(T M̂),S(T M̂⊥)), koordinat komşuluğu λ ve {Ek} de Γ(RadT M̂|λ) uzayının bazı

olsun. O halde S(T M̂⊥)⊥|λ altvektör demetinde

ĝ(Nk,E j) = δk j, (2.3.5)

ĝ(Nk,N j) = 0 (2.3.6)

şeklinde {N1,N2, ...,Nr} vektör alanları vardır.

Teorem 2.3.2. [8] Bir (M̃, g̃) semi-Riemann manifoldun r-dejenere altmanifoldu (M̂, ĝ)

ve k ∈ {1,2, ...,r} için {N1,N2, ...,Nr} tabanı olan S(T M̂⊥)⊥ de RadT M̂ ya tamamlayan

vektör demeti vardır.

Yukarıda sözü edilen vektör demeti dejenere transversal vektör demeti olarak isim-

lendirilip ltr(T M̂) ile gösterilir. Şimdi

tr(T M̂) = ltr(T M̂)⊥S(T M̂⊥) (2.3.7)

vektör demetini inceleyelim. Burada tr(T M̂) nın T M̂ ile arakesti sıfır ve rankı n dır.

Böylece transversal vektör demeti trT M̂, T M̃|M̂ de T M̂ demetine tamamlayan ama

ortogonal olmayan vektör demetidir.

(2.3.1) ile (2.3.7) den

T M̃ = T M̂⊕ tr(T M̂)

= RadT M̂⊥S(T M̂)⊕ ltr(T M̂)⊥S(T M̂⊥)

= S(T M̂)⊥S(T M̂⊥)⊥(RadT M̂⊕ ltr(T M̂)) (2.3.8)

olur.

Diğer yandan altmanifold boyunca M̃ deki quasi ortonormal çatı k ∈ {1,2, ...,r},

a ∈ {r + 1, ...,m} ve α ∈ {r + 1, ...,n} için {Ek,Nk,Xa,Wα} dır. {Ek}, {Nk}, {Xa} ve

{Wα} da sırasıyla Γ(RadT M̂|λ), Γ(ltr(T M̂)|λ), Γ(ST M̂)) ve Γ(S(T M̂⊥)) nın bazlarıdır.

Durum II. (1 < r = n < m). O halde S(T M̂⊥) = {0} yani RadT M̂ = T M̂⊥ dır. Alt-

manifold üzerinde normal demet dejenere bir distribüsyon olup, altmanifolda koizotropik
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altmanifod denir ve

T M̂ = S(T M̂)⊥T M̂⊥ (2.3.9)

dir. Buradan

T M̃ = T M̂⊕ ltr(T M̂)

= S(T M̂)⊥{T M̂⊥⊕ ltr(T M̂)} (2.3.10)

dır.

Diğer yandan altmanifold boyunca M̃ deki quasi ortonormal çatı

{E1,E2, ...,En,N1,N2, ...,Nn,Xn+1, ...,Xm} dir. Burda {Xn+1, ...,Xm} kümesi Γ(S(T M̂)|λ)

nun bazıdır.

Durum III. (1< r =m< n). O halde S(T M̂)= {0} yani RadT M̂ = T M̂ dır. Altman-

ifoldun tanjant demeti, T M̂⊥ in alt vektör demeti olup, altmanifolda izotropik altmanifold

denir ve

T M̂⊥ = T M̂⊥S(T M̂⊥) (2.3.11)

dir. Buradan

T M̃ = T M̂⊕ tr(T M̂) (2.3.12)

yazılir.

(2.3.12) te (2.3.7) kullanılarak

T M̃ = T M̂⊕ ltr(T M̂)⊥S(T M̂⊥) (2.3.13)

bulunur.

Diğer yandan altmanifold boyunca M̃ deki quasi ortonormal çatı

{E1,E2, ...,Em,N1,N2, ...,Nm,Wn+1, ...,Wn} dir. Burada {Wm+1, ...,Wn} kümesi

Γ(S(T M̂⊥)|λ) nun bazıdır.

Durum IV. (1 < r = m = n). O halde S(T M̂) = {0}, S(T M̂⊥) = {0} yani RadT M̂ =

T M̂ = T M̂⊥ dır. Bu tipteki altmanifolda tamamen dejenere altmanifold denir ve

T M̃ = T M̂⊕ ltr(T M̂)
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yazılabilir.

Diğer yandan altmanifold boyunca M̃ deki quasi ortonormal çatı

{E1,E2, ...,Em,N1,N2, ...,Nm} dir [8].

Bir (m+ n)-boyutlu (M̃, g̃) semi-Riemann manifoldun n-boyutlu dejenere altmani-

foldu (M̂, ĝ) olmak üzere ∇̃, M̃ nın Levi-Civita konneksiyonu olsun. Her U,Y ∈ Γ(T M̂)

ve V ∈ Γ(tr(T M̂)) için

∇̃UY = ∇̂UY +h(U,Y ) (2.3.14)

∇̃UV =−AVU +∇
t
UV (2.3.15)

olur. Burada ∇̂UY,AVU ∈ Γ(T M̂) ve h(U,Y ),∇t
UV ∈ Γ(tr(T M̂)) dir. ∇̂ ile ∇t sırasıyla M̂

ve tr(T M̂) üzerindeki lineer konneksiyonlar olmak üzere h ya ikinci temel form, A ya ise

şekil operatörü denir.

M̂ altmanifoldunun Durum I veya Durum IV deki gibi olduğu düşünülürse, tr(T M̂)

deki ltr(T M̂) ve S(T M̂⊥) in projeksiyonları L̂ ve Ŝ için

L̂ : tr(T M̂)→ ltr(T M̂) Ŝ : tr(T M̂)→ S(T M̂⊥)

dir. Burada hl(U,Y ) = L̂h(U,Y ), Dl
XV = L̂(∇t

UV ) ve hs(U,Y ) = Ŝh(U,Y ), Ds
XV =

Ŝ(∇t
UV ). O halde (2.3.14) ile (2.3.15) ten

∇̃UY = ∇̂UY +hl(U,Y )+hs(U,Y ), (2.3.16)

∇̃UV =−AVU +Dl
UV +Ds

UV (2.3.17)

olur. hl ve hs sırasıya ikinci temel form ve ekran ikinci temel form olarak isimlendirilir

[8].

Tanım 2.3.4. [8] B vektör demeti, P : σ→ σ vektör demet morfizimi ve her s ∈ Γ(σ) için

DU : Γ(σ)→ Γ(σ)

s→ DU s

opertörü aşağıdaki şartlrı sağlıyan P morfizimine göre Otsuki konneksiyon denir:

1) D fU+Y s = f DU s+DY s

2) DU( f s+ ś) = DU f s+U( f )P(s)+DU ś.
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Önerme 2.3.1. Bir M̃ manifoldunun r-dejenere veya izotropik altmanifoldu M̂ için Dl ve

Ds operatörleri, sırsıyla L̂ ve Ŝ morfizimlerine göre tr(T M̂) de iki Otsuki konneksiyon

tanımlar [8].

Buradan U,Y ∈ Γ(T M̂) ve Z ∈ Γ(tr(T M̂)) için

∇
l
U : Γ(ltr(T M̂))→ Γ(ltr(T M̂))

L̂Z→ ∇
l
U(L̂Z) = Dl

U(L̂Z)

ve

∇
s
U : Γ(S(T M̂⊥))→ Γ(S(T M̂⊥))

ŜZ→ ∇
s
U(ŜZ) = Ds

U(ŜZ)

diferansiyel operatörleri tanımlanır. Burada ∇l ile ∇s, dejenere transversal konneksiyon

ve ekran transversal konneksiyon ltr(T M̂) ve S(T M̂⊥) üzerinde lineer konneksiyonlardır.

Ayrıca

Dl : Γ(T M̂)×Γ(S(T M̂⊥))→ Γ(ltr(T M̂))

(U, ŜZ)→ Dl
U ŜZ = Dl(U, ŜZ)

ve

Ds : Γ(T M̂)×Γ(ltr(T M̂))→ Γ(S(T M̂⊥))

(U, L̂Z)→ Ds
U L̂Z = Ds(U, L̂Z)

bilineer dönüşümleri tanımlanıp (2.3.17) de uygulanırsa

∇̃U Z =−AZU +∇l
U L̂Z +∇s

U ŜZ

+Dl(U, ŜZ)+Ds(U, L̂Z)
(2.3.18)

olur.

Burada Z yerine, N ∈ Γ(ltr(T M̂)) ile W ∈ Γ(S(T M̂⊥)) alınırsa

∇̃U N =−ANU +∇
l
U N +Ds(U,N), (2.3.19)

∇̃UW =−AWU +∇
s
UW +Dl(U,W ) (2.3.20)
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bulunur.

Şimdi M̂, M̃ nın koizotropik veya tamamen dejenere altmanifold olduğunu

varsayalım. Bu durumda (2.3.16) ve (2.3.18) den

∇̃UY = ∇̂UY +hl(U,Y ), (2.3.21)

∇̃U N =−ANU +∇
l
U N (2.3.22)

bulunur. Dejenere olmayan altmanifodlarda ki gibi (2.3.14), (2.3.16) ve (2.3.21) Gauss

formülü, (2.3.15), (2.3.17), (2.3.18), (2.3.19), (2.3.20) ve (2.3.22) ise Weingraten

formülüdür.

Metrik konneksiyon olan ∇̃ nın özellikleri ile birlikte Gauss ve Weingarten

formülerinden

g̃(hs(U,Y ),W )+ g̃(Y,Dl(U,W )) = g(AWU,Y ), (2.3.23)

g̃(hl(U,Y ),E)+ g̃(Y,hl(U,E))+g(Y, ∇̂U E) = 0, (2.3.24)

g̃(Ds(U,N),W ) = g̃(N,AWU), (2.3.25)

g̃(ANU, N̂)+ g̃(AN̂´U,N) = 0, (2.3.26)

bulunur. Burda U,Y ∈ Γ(T M̂), E ∈ Γ(RadT M̂), W ∈ Γ(S(T M̂⊥)), N, N̂ ∈ Γ(ltr(T M̂)) dir

[8].

P dönüşümü, S(T M̂) üzerinde T M̂ nın projeksiyonu ise (2.3.1) den

∇̂U PY = ∇
∗
U PY +h∗(U,PY ) (2.3.27)

ve

∇̂U E =−A∗EU +∇
∗t
U E (2.3.28)

yazılabilir. Burada ∇∗U PY,A∗EU ∈ Γ(S(T M̂)) ve h∗(U,PY ),∇∗tU E ∈ Γ(RadT M̂) dir. ∇∗ ve

∇∗t sırasıyla S(T M̂) ve RadT M̂ üzerinde lineer konneksiyonlardır. Ayrıca h∗ : Γ(T M̂)×

Γ(S(T M̂))→ Γ(RadT M̂) ve A∗ : Γ(T M̂)×Γ(RadT M̂)→ Γ(S(T M̂)) şeklindeki bilineer

formlardır [8].
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Diğer taraftan (2.3.16), (2.3.17), (2.3.27) ve (2.3.28) den her U,Y ∈ Γ(T M̂), N ∈

Γ(ltr(T M̂)), E ∈ Γ(RadT M̂) için

g̃(hl(U,PY ),E) = g̃(A∗EU,PY ), (2.3.29)

g̃(h∗(U,PY ),N) = g̃(ANU,PY ), (2.3.30)

bulunur. hl simetrik olduğundan (2.3.29) dan S(T M̂) nın şekil operatörü self-adjointir.

(2.3.24) te Y yerine E yazılıra

g̃(hl(U,E),E) = 0 (2.3.31)

olur. (2.3.29) da U yerine E alınıp (2.3.31) kulanılırsa

A∗EE = 0 (2.3.32)

olur [8].

∇̂ metrik konneksiyon olmadığından, (2.3.16) kullanılarak

(∇̂U ĝ)(Y,Z) = ĝ(hl(U,Z),Y )+ ĝ(hl(U,Y ),Z) (2.3.33)

bulunur. Ayrıca S(T M̂) de tanımlanan ∇∗, metrik konneksiyondur [8].

2.4 Hemen Hemen Poly-Norden Manifoldlar

Bilindiği üzere x2−ωx+1 = 0 denkleminin pozitif kökü

ρω =
ω+
√

ω2−4
2

(2.4.1)

Bronz oranı verir [24]. (2.4.1) de verilen Bronz orandan esinlenerek B. Sahin [31] bir

diferensiyelenebilir manifold üzerinde yeni bir yapı tanımladı

Tanım 2.4.1. Bir diferensiyellenebilir manifold M̃ üzerinde

Φ
2 = ωΦ− I (2.4.2)

eşitliğini gerçekleyen (1,1)−tipindeki tensör alanına poly-Norden yapı, (M̃,Φ) ikilisine

de hemen hemen poly-Norden manifold denir [31].
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Örnek 2.4.1. R4 reel uzayı üzerinde

Φ : R4→ R4

(u1,u2,u3,u4) → (ρωu1,ρωu2, ρ̄ωu3, ρ̄ωu4),

ifadesini tanımlayalım. Bu ifade de ρω = ω+
√

ω2−4
2 ve ρ̄ω = ω−ρω dir. Bu durumda

Φ
2(U) = Φ

2 (u1,u2,u3,u4)

= Φ(Φ(u1,u2,u3,u4))

=
(
ρ

2
ωu1,ρ

2
ωu2, ρ̄

2
ωu3, ρ̄

2
ωu4
)

ve

(ωΦ− I)(U) = ωΦ(U)−U

= ω(ρωu1,ρωu2, ρ̄ωu3, ρ̄ωu4)

−(u1,u2,u3,u4)

=

 (ωρω−1)u1,(ωρω−1)u2,

(ωρ̄ω−1)u3,(ωρ̄ω−1)u4,


dir. Buradan ρω = ω+

√
ω2−4
2 ve ρ̄ω = ω−

√
ω2−4
2 olduğu göz önüne alınırsa

ρ
2
ω =

ω2 +ω
√

ω2−4−2
2

,

ωρω−1 =
ω2 +ω

√
ω2−4−2
2

,

ρ̄
2
ω =

ω2−ω
√

ω2−4−2
2

,

ωρ̄ω−1 =
ω2−ω

√
ω2−4−2
2

,

olacağından ρ2
ω = ωρω−1 ve ρ̄2

ω = ωρ̄ω−1 elde edilir. Böylece Φ dönüşümünün (2.4.2)

eşitliğini sağladığı görülür. O halde (R4,Φ) bir hemen hemen poly-Norden manifold olur

[31].
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Tanım 2.4.2. Bir hemen hemen poly-Norden manifold (M̃,Φ) ve g̃, semi-Riemann metrik

olmak üzere her U,Y ∈ Γ(T M̃) için

g̃(ΦU,ΦY ) = ωg̃(ΦU,Y )− g̃(U,Y ) (2.4.3)

bağıntısını sağlayan g̃ metriğine Φ ile uyumlu bir semi-Riemann metriktir denir [31].

(2.4.3) eşitliği göz önüne alınırsa Φ dönüşümünün self adjoint, yani

g̃(ΦU,Y ) = g̃(U,ΦY ) (2.4.4)

olduğu kolayca görülür.

Tanım 2.4.3. Bir semi-Rieman manifold (M̃, g̃)ve Φ bir hemen hemen poly-Norden yapı

olsun. Bu durumda g̃ semi-Riemann metriği, Φ ile uyumlu ise (M̃, g̃,Φ) ye bir hemen

hemen poly-Norden semi-Riemann manifold denir [31].

Tanım 2.4.4. Bir diferensiyelenebilir M̃ manifoldu için

J̃ : Γ(T M̃)→ Γ(T M̃)

U → J̃U

ile tanımlanan dönüşüm ∀U ∈ Γ(T M̃) için

J̃2U =−U

eşitliğini sağlıyor ise (M̃, J̃) ikilisine hemen hemen kompleks manifold denir [33].

Eğer (M̃, J̃) üzerinde

g̃(J̃U, J̃Y ) =−g̃(U,Y ) (2.4.5)

eşitliğini gerçekleyen g̃ ya bir Norden metrik (M̃, g̃, J̃) üçlüsüne de hemen hemen Norden

manifold denir. Eğer J̃ integralenebilir ise (M̃, g̃, J̃) üçlüsüne bir Norden manifold denir

[25].

Tezin devamında ω 6= 0 olduğunu kabul edeceğiz.
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Önerme 2.4.1. (M̃, g̃,Φ) hemen hemen poly-Norden manifold olsun. Φ bir hemen hemen

poly-Norden yapısının özdeğerleri

ω+
√

ω2−4
2

ve
ω−
√

ω2−4
2

dir [31].

Önerme 2.4.2. (M̃, g̃) semi-Rieman manifold ve Φ hemen hemen poly-Norden yapı olmak

üzere, Φ, M̃ nın bir tanjant uzayı üzerinde bir izomorfizmdir. Ayrıca Φ nın tersi Φ̆ ise

Φ̆ =−Φ+ωI (2.4.6)

eşitliği sağlanır [31].

İspat. Öncelikle hemen hemen poly-Norden yapı Φ nin bire-bir olduğunu gösterelim.

U,Y ∈ Γ(T M̃) için

Φ(U) = Φ(Y )

olsun. O halde

Φ(U) = Φ(Y )⇒ Φ(Φ(U)) = Φ(Φ(Y ))

Φ2(U) = Φ2(Y )

ωΦ(U)− I(U) = ωΦ(Y )− I(Y )

eşitliklerinden U = Y yazılabilir. Şimdi Φ◦ Φ̆ = I = Φ̆◦Φ eşitliği kullanılırsa

Φ◦ Φ̆(U) = I(U)⇒Φ(Φ(Φ̆(U))) = Φ(I(U))⇒Φ
2(Φ̆(U)) = Φ(U)

⇒ ωΦ(Φ̆(U))− I(Φ̆(U))) = Φ(U)⇒ ωI(U)− Φ̆(U) = Φ(U)

⇒ Φ̆ =−Φ+ωI

sonucuna ulaşılır.

Önerme 2.4.3. (M̃, g̃) semi-Rieman manifold ve Φ hemen hemen poly-Norden yapı ve

tersi, Φ̆ olmak üzere Φ̆, M̃ üzerinde bir poly-Norden yapı değildir. Yani

Φ̆
2 6= ωΦ̆− I (2.4.7)

[31].
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İspat. Her U ∈ Γ(T M̃) için

Φ̆
2(U) = Φ̆(Φ̆(U))

= Φ̆((−Φ+ωI)(U))

= Φ̆(−Φ(U))+ωΦ̆(I(U))

= (−I +ωΦ̆)(U)

ve

(ωΦ̆− I)(U) = ωΦ̆(U)− I(U)

= ω((−Φ+ωI)(U))− I(U)

= −ωΦ(U)+ω
2I(U)− I(U)

olacağından (2.4.7) nın varlığı görülebilir.

Önerme 2.4.4. Bir (M̃, g̃) semi-Riemann manifold üzerindeki her J̃ hemen hemen kom-

pleks yapısından

Φ1 =
ω

2
I +

√
4−ω2

2
J̃

ve

Φ2 =
ω

2
I−
√

4−ω2

2
J̃

olacak şekilde iki tane hemen hemen poly-Norden yapı elde edilir. Burada −2 < ω < 2

dir [31].
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İspat. Her U ∈ Γ(T M̃) için Φ2
1 = ωΦ1− I olduğunu gösterelim.

Φ
2
1(U) = Φ1(Φ1(U))

= Φ1

(
ω

2
I(U)+

√
4−ω2

2
J̃(U)

)

=
ω

2
I(U)

(
ω

2
I(U)+

√
4−ω2

2
J̃(U)

)

+

√
4−ω2

2
J̃(U)

(
ω

2
I(U)+

√
4−ω2

2
J̃(U)

)

=
ω2

4
I2(U)+

ω
√

4−ω2

4
J̃(U)I(U)+

ω
√

4−ω2

4
J̃(U)I(U)

+
4−ω2

4
J̃2(U)

=
ω2−2

2
+

ω
√

4−ω2

4
J̃(U)

dir. Diğer taraftan

ωΦ1(U)− I(U) = ω

(
ω

2
I(U)+

√
4−ω2

2
J̃(U)

)
− I(U)

=

(
ω2

2
−1
)

I(U)+

√
4−ω2

2
J̃(U)

=
ω2−2

2
+

ω
√

4−ω2

4
J̃(U)

olacağından Φ2
1 = ωΦ1− I eşitliğine ulaşılır. Benzer şekilde Φ2

2 = ωΦ2− I eşitliğide elde

edilebilir.

Önerme 2.4.5. Bir (M̃, g̃) semi-Riemann manifold üzerindeki her Φ hemen hemen poly-

Norden yapıdan

J̃1 =
−ω√
4−ω2

I +
2√

4−ω2
Φ

ve

J̃2 =
ω√

4−ω2
I− 2√

4−ω2
Φ

olacak şekilde iki tane hemen hemen kompleks yapı elde edilir. Burada −2 < ω < 2 dir

[31].
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İspat. Her U ∈ Γ(T M̃) için J̃2
1 =−I ve J̃2

2 =−I olduğunu gösterelim.

J̃2
1(U) = J̃1(J̃1(U))

= J̃1

(
−ω√
4−ω2

I(U)+
2√

4−ω2
Φ(U)

)
=

−ω√
4−ω2

I(U)

(
−ω√
4−ω2

I(U)+
2√

4−ω2
Φ(U)

)
+

2√
4−ω2

Φ(U)

(
−ω√
4−ω2

I(U)+
2√

4−ω2
Φ(U)

)
=

(
ω2

4−ω2

)
I(U)−

(
4ω

4−ω2

)
Φ(U)

+
4

4−ω2 (ωΦ1(U)− I(U))

=
ω2−4
4−ω2 I(U) =−I(U)

olacağından J̃2
1 =−I eşitliğine ulaşılır. Benzer şekilde J̃2

2 =−I eşitliği de elde edilebilir.

Tanım 2.4.5. (M̃, g̃,Φ) bir hemen hemen poly-Norden semi-Riemann manifold olsun.

Eğer Φ, M̃ üzerindeki Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel, yani

∇̃Φ = 0 (2.4.8)

ise (M̃, g̃,Φ) ye bir poly-Norden semi-Riemann manifold denir [31].
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3. HEMEN HEMEN POLY-NORDEN SEMİ-RİEMANN MANİFOLDLARIN

DEJENERE HİPERYÜZEYLERİ

Bu bölüm üç alt bölümden oluşmaktadır. İlk alt bölümde, hemen hemen poly-

Norden manifoldların dejenere hiperyüzeyleri incelendi. İkinci ve üçüncü alt bölümlerde

ise hemen hemen poly-Norden manifoldların invaryant dejenere hiperyüzeyleri ve

screen semi-invaryant dejenere hiperyüzeyleri tanıtılarak bu tipteki hiperyüzeylerle ilgili

örnekler verildi.

3.1 Hemen Hemen Poly-Norden Semi-Riemann Manifoldların Dejenere

Hiperyüzeyleri

Bir hemen hemen poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın dejenere

hiperyüzeyi M̂ ve her U ∈ Γ(T M̂) ve N ∈ Γ(ltr(T M̂)) için

ΦU = φU + û(U)N, (3.1.1)

ve

ΦN = ζ+ v̂(E)N (3.1.2)

yazılabilir. Burada φU,ζ ∈ Γ(T M̂) ve û ile v̂

û(U) = ĝ(U,ΦE) v̂(U) = ĝ(U,ΦN), (3.1.3)

şeklinde tanımlı 1-formlardır.

Lemma 3.1.1. Bir hemen hemen poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın de-

jenere hiperyüzeyi M̂ ve her U,Y ∈ Γ(T M̂) için

φ
2U = ωφU−U− û(U)ζ, (3.1.4)

û(φU) =−ωû(U)− û(U)v̂(E), (3.1.5)

φζ = ωζ− v̂(E)ζ, (3.1.6)

v̂(E)2 = ωv̂(E)−1−u(ζ), (3.1.7)
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ĝ(φU,Y ) = ĝ(U,φY )− û(U)θ(Y )+ û(Y )θ(U), (3.1.8)

ĝ(φU,φY ) = ωĝ(U,φY )− ĝ(U,Y )+ωû(Y )θ(U) (3.1.9)

−û(Y )ĝ(φU,N)− û(U)ĝ(φY,N).

İspat. (3.1.1) eşitliğinde her iki tarafa Φ uygulanıp (2.4.2) göz önüne alınırsa

Φ(Φ(U)) = Φ(φU)+ û(U)Φ(N)

ωΦU−U = φ
2U + û(φU)N + û(U)ζ+ û(U)v̂(E)N

ωφU−ωû(U)N−U = φ
2U + û(φU)N + û(U)ζ+ û(U)v̂(E)N

bulunur. Bu eşitlikte teğet ve transversal bileşenler göz önüne alınırsa (3.1.4) ve (3.1.5)

bulunur.

Benzer olarak (3.1.2) eşitliğinde Φ uygulanıp (2.4.2) kullanılırsa

Φ(Φ(N)) = Φ(ζ)+ v̂(E)Φ(N)

ωΦN−N = φ(ζ)+ û(ζ)+ v̂(E)ζ+(v̂(E))2N

ωζ+ωv̂(E)N−N = φ(ζ)+ û(ζ)+ v̂(E)ζ+(v̂(E))2N

olur. Bu eşitlikte teğet ve transversal bileşenler göz önüne alınırsa (3.1.6) ve (3.1.7) bu-

lunur.

Diğer taraftan (2.4.3) ve (2.4.2) eşitliğinden

ĝ(φU,Y )+ û(U)θ(Y ) = ĝ(U,φY )+ û(Y )θ(U),

ĝ(φU,φY )+ û(U)ĝ(φY,N)−ωû(Y )θ(U) = ωĝ(U,φY )− ĝ(U,Y )

−û(Y )ĝ(φU,N),

bulunur. Buradan (3.1.8) ile (3.1.9) eşitliğine ulaşılır.

Lemma 3.1.2. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın dejenere

hiperyüzeyi M̂ ve her U,Y ∈ Γ(T M̂) için

(∇̂U φ)Y = û(Y )(ANU)+B(U,Y )ζ, (3.1.10)
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(∇̂U û)Y = v̂(E)B(U,Y )−B(U,φY )− û(Y )τ(U), (3.1.11)

∇̂U ζ =−φANU + τ(U)ζ+ v̂(E)(ANU), (3.1.12)

U(v̂(E)) =−B(U,ζ)− û(ANU) (3.1.13)

dur.

İspat. Her U,Y ∈ Γ(T M̂) için (2.4.8) den

(∇̃U Φ)Y = ∇̃U ΦY −Φ(∇̃UY )

0 = ∇̃U(φY − û(Y )N)

−Φ(∇̂UY +B(U,Y )N)

= ∇̂U φY +B(U,φY )N− û(Y )(ANU)

+û(Y )τ(U)N−φ∇̂UY − û(∇̂UY )

−B(U,Y )ζ−B(U,Y )v̂(E)N

bulunur. Bu eşitlikte teğet ve transversal bileşenler alınırsa istenen ilk iki eşitlik bulunur.

Benzer şekilde U ∈ Γ(T M̂) ile N ∈ Γ(ltr(T M̂)) için (2.4.8) den

(∇̃U Φ)N = ∇̃U ΦN−Φ(∇̃U N)

0 = ∇̃U(ζ− v̂(E)N)

−Φ(−ANU + τ(U)N)

= ∇̂U ζ+B(U,ζ)N−ANUv̂(E)+ v̂(E)τ(U)N

+φANU + û(ANU)− τ(U)ζ− τ(U)v̂(E)N

bulunur. Buradan (3.1.12) ve (3.1.13) eşitliklerine ulaşılır.

3.2 İnvaryant Dejenere Hiperyüzeyler

Bu alt bölümde, poly-Norden semi-Riemann manifoldların invaryant dejenere

hiperyüzeyleri tanıtılarak, bu tipteki hiperyüzeylerle ilgili örnek verilecektir.
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Tanım 3.2.1. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın dejenere

hiperyüzeyi M̂ olsun. Eğer

Φ(Rad T M̂) = Rad T M̂,

Φ(ltr(T M̂)) = ltr(T M̂),
(3.2.1)

ise hiperyüzeye invaryant dejenere hiperyüzey denir.

Örnek 3.2.1. (M̃ = R7
3, g̃) bir (−,+,−,+,−,+,+) işaretli semi-Öklid uzay,

(w1,w2, ...,w7), R7
3 nin standart koordinat sistemi olsun. Eğer

Φ(w1,w2, ...,w7) =

 ρωw1,ρωw2,ρωw3,ρωw4,

ρωw5,ρωw6,ρωw7

 ,

olarak alınırsa (2.4.2) eşitliği sağlanır. Dolayısıyla Φ, R7
3 üzerinde bir hemen hemen poly-

Norden yapıdır. (M̃, g̃,Φ) üzerinde

w5 = w7,

ile tanımlanan M̂ hiperyüzeyi göz önüne alınırsa Bu durumda

Π1 =
∂

∂w1
, Π2 =

∂

∂w2
,

Π3 =
∂

∂w3
, Π4 =

∂

∂w4
, Π5 =

∂

∂w6
,

Π6 =
∂

∂w5
+

∂

∂w7
.

için T M̂ = Sp{Π1,Π2,Π3,Π4,Π5,Π6} dir ve M̂ bir dejenere hipeyüzeydir. Buradan

Rad T M̂ = Sp
{

E =
∂

∂w5
+

∂

∂w7

}
,

ltr T M̂ = Sp
{

N =
−1
2

(
∂

∂w5
− ∂

∂w7

)}
olarak elde edilir. Ayrıca

ΦE = ρωE ve ΦN = ρωN

olduğundan M̂, bir invaryant dejenere hiperyüzeydir.

31



Teorem 3.2.1. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın invaryant dejenere

hiperyüzeyi M̂ olsun. O halde φ, hiperyüzey üzerinde bir hemen hemen poly-Norden

yapıdır.

İspat. Bilindiği üzere, M̂ nın invaryant dejenere hiperyüzeyidir ancak ve ancak her U ∈

Γ(T M̂) için

ΦU = φU

dır. Burada (3.1.1) eşitliği göz önüne alınırsa

û(U) = 0 (3.2.2)

elde edilir. (3.2.2) eşitliği (3.1.4) ve (3.1.8) eşitliklerinde kullanılır ise

φ
2U = ωφU−U

ve

ĝ(φU,Y ) = ĝ(U,φY )

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.2. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın invaryant dejenere

hiperyüzeyi M̂ olsun. O halde

B(ΦU,Y ) = B(U,ΦY ) = ΦB(U,Y ),

B(ΦU,ΦY ) = ωB(U,ΦY )+B(U,Y )

dir.

3.3 Screen Semi-İnvaryant Dejenere Hiperyüzeyler

Bu bölümde, poly-Norden semi-Riemann manifoldların screen semi-invaryant de-

jenere hiperyüzeyleri tanıtılacaktır. Bu tipteki hiperyüzeye örnek verilip, üzerinde

tanımlanan distribüsyonların integrallenebilme şartları araştırılacaktır.
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Tanım 3.3.1. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın dejenere

hiperyüzeyi M̂ olsun. Eğer

Φ(Rad T M̂)⊂ S(T M̂),

Φ(ltr(T M̂))⊂ S(T M̂),
(3.3.1)

ise hiperyüzeye screen semi-invaryant dejenere hiperyüzey denir.

Örnek 3.3.1. (M̃ = R5
2, g̃) bir (−,+,−,+,+) işaretli semi-Öklid uzay, (w1,w2, ...,w5),

R5
2 nin standart koordinat sistemi olsun. Eğer

Φ(w1,w2, ...,w5) = ((ω−ρω)w1,(ω−ρω)w2,ρωw3,ρωw4,ρωw5) ,

olarak alınırsa (2.4.2) eşitliği sağlanır. Dolayısıyla Φ, R5
2 üzerinde bir hemen hemen poly-

Norden yapıdır. (M̃, g̃,Φ) üzerinde

w5 = (ρω)w1 +(ρω)w2 +w3,

ile tanımlanan M̂ hiperyüzeyi göz önüne alınırsa

Π1 =
∂

∂w1
+ρω

∂

∂w5
, Π2 =

∂

∂w2
+ρω

∂

∂w5
,

Π3 =
∂

∂w3
+

∂

∂w5
, Π4 =

∂

∂w4
,

için T M̂ = Sp{Π1,Π2,Π3,Π4} dir ve M̂ bir dejenere hipeyüzeydir. Buradan

Rad T M̂ = Sp{E = ρωΠ1−ρωΠ2 +Π3} ,

ltr T M̂ = Sp
{

N =
1
2

(
−ρω

∂

∂w1
+ρω

∂

∂w2
− ∂

∂w3
+

∂

∂w5

)}
ve S(T M̂) = Sp{Ω1,Ω2,Ω3} tür. Burada

Ω1 =−
∂

∂w1
+

∂

∂w2
+ρω

∂

∂w3
+ρω

∂

∂w5
,

Ω2 =
1
2

(
− ∂

∂w1
+

∂

∂w2
−ρω

∂

∂w3
+ρω

∂

∂w5

)
,

Ω3 =
∂

∂w4
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tür. Ayrıca

Ω1 = ΦE ve Ω2 = ΦN

olduğundan M̂, screen semi-invaryant dejenere hiperyüzeydir.

S(T M̂) distribüsyonu non-dejenere olduğundan,

S(T M̂) = {Φ(RadT M̂)⊕Φ(ltr(T M̂))}⊥ϑ̂, (3.3.2)

şeklinde dejenere olmayan ϑ̂ distribüsyonu tanımlanabilir. (3.3.2) den

T M̂ = {Φ(RadT M̂)⊕Φ(ltr(T M̂))}⊥ϑ̂⊥RadT M̂, (3.3.3)

T M̃ = {Φ(RadT M̂)⊕Φ(ltr(T M̂))}⊥ϑ̂⊥{RadT M̂⊕ ltr(T M̂)}. (3.3.4)

yazılabilir. D̂ = RadT M̂⊥Φ(RadT M̂)⊥ϑ̂ ve D̊ = Φ(ltr(T M̂)) olarak tanımlanırsa

T M̂ = D̂⊕ D̊ (3.3.5)

eşitliğine ulaşılır.

ξ = ΦN ve Ψ = ΦE şeklinde tanımlı vektör alanları, R̊ ile Q̊ sırasıyla, T M̂ dan D̂ ile

D̊ üzerine tanımlanan projeksiyonlar ve U ∈ Γ(T M̂) için

U = R̊U + Q̊U

olsun. Buradan (3.1.1) eşitliğine Φ uygulanıp (2.4.2) kullanılırsa

Φ
2U = Φ(φU + û(U)N)

ωΦU−U = φ
2U + û(φU)N + û(U)ξ

ωφU +ωû(U)N−U = φ
2U + û(φU)N + û(U)ξ

elde edilir. Bu son eşitlikte teğet ve transversal bileşenler göz önüne alınırsa

φ
2U = ωφU−U− û(U)ξ, (3.3.6)

ve

û(φU) = ωû(U) (3.3.7)

34



bulunur. Ayrıca (2.4.3) eşitliğinden

û(ξ) =−1 (3.3.8)

olduğu görülür.

Benzer şekilde (3.1.1) eşitliği ile birlikte (2.4.3) eşitliği kullanılırsa

ĝ(U,φY ) = ĝ(φU,Y )+ û(U)θ(Y )− û(Y )θ(U), (3.3.9)

ĝ(φU,φY ) = ωĝ(U,φY )− ĝ(U,Y )−ωu(Y )θ(U) (3.3.10)

−u(Y )ĝ(φU,N)−u(U)ĝ(φY,N).

bulunur.

Ayrıca (2.2.10), (2.2.11) ve (3.1.1) eşitliklerinden

(∇̃U Φ)Y = ∇̃U ΦY −Φ(∇̃UY )

0 = ∇̃U(φY − û(Y )N)

−Φ(∇̂UY +B(U,Y )N)

= ∇̂U φY +B(U,φY )N− û(Y )(ANU)

+û(Y )τ(U)N−φ∇̂UY − û(∇̂UY )N

−B(U,Y )ξ

buradan ise

(∇̂U φ)Y = B(U,Y )ξ+u(Y )ANU (3.3.11)

elde edilir.

Aynı şekilde

∇̃U ξ = ∇̃U ΦN

= (∇̃U Φ)N +Φ(∇̃U N)

= Φ(−ANU + τ(U)N)

∇̂U ξ+B(X ,ξ)N = −φANU− û(ANU)+ τ(U)ξ+ τ(U)v̂(E)N
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eşitliğinden

∇̂U ξ =−φANU + τ(U)ξ, (3.3.12)

ve

∇̃U Ψ = ∇̃U ΦE

= (∇̃U Φ)E +Φ(∇̃U E)

= Φ(−A∗EU− τ(U)N)

∇̂U Ψ+B(X ,Ψ)N = −φA∗EU− û(A∗EU)N + τ(U)Ψ

eşitliğinden ise

∇̂U Ψ =−φA∗EU− τ(U)Ψ (3.3.13)

elde edilir. Ayrıca B(U,ξ) =−û(ANU) = ĝ(ANU,Ψ) olduğundan

B(U,ξ) =−C(U,Ψ) (3.3.14)

olur.

Teorem 3.3.1. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın screen semi-

invaryant dejenere hiperyüzeyi M̂ olsun. Bu durumda vektör alanı Ψ, hiperyüzey üzerinde

paraleldir ancak ve ancak

i) M̂, M̃ üzerinde tamamen geodezik

ve

ii) τ = 0

dır.

İspat. Vektör alanı Ψ nın paralel olduğu kabul edilip (3.1.1) ve (3.3.13) kullanılırsa, U ∈

Γ(T M̂) için

0 = −φA∗EU− τ(U)Ψ

= −ΦA∗EU + û(A∗EU)N− τ(U)Ψ (3.3.15)
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olur. (3.3.15) eşitliğine Φ uygulanıp, (3.1.1) ve (2.4.2) eşitlikleri kullanılırsa

0 = −Φ
2(A∗EU)+ û(A∗EU)ΦN− τ(U)ΦΨ

= −ωΦ(A∗EU)+A∗EU + û(A∗EU)ξ

−ωτ(U)Ψ+ τ(U)E

= −ωφ(A∗EU)−ωû(A∗EU)N +A∗EU

+û(A∗EU)ξ−ωτ(U)Ψ+ τ(U)E

elde edilir. Yukarıdaki son eşitlikten

A∗EU =−τ(U)E− û(A∗EU)ξ

ve

ωû(A∗EU) = 0

yazılabilir.

Teorem 3.3.2. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın screen semi-

invaryant dejenere hiperyüzeyi M̂ olsun. O halde ξ hiperyüzey üzerinde paraleldir ancak

ve ancak M̂ ve S(T M̂), M̃ üzerinde tamamen geodeziktir.

İspat. ξ nın paralel olduğu kabul edilip (3.1.1) ile (3.3.12) eşitlikleri kullanılırsa, her

U,Y ∈ Γ(T M̂) için

0 = −φANU + τ(U)ξ

= −ΦANU + û(ANU)N− τ(U)ξ (3.3.16)

olur. (3.3.16) eşitliğine Φ uygulanıp, (3.1.1) ve (2.4.2) eşitlikleri kullanılırsa

0 = −Φ
2(ANU)+ û(ANU)ΦN− τ(U)Φξ

= −ωΦ(ANU)+ANU + û(ANU)ξ

−ωτ(U)ξ− τ(U)N

= −ωφ(ANU)−ωû(ANU)N +ANU

+û(ANU)ξ−ωτ(U)ξ− τ(U)N
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elde edilir. Yukarıdaki son eşitlikten

ANU =−û(A∗EU)ξ

ve

ωû(A∗EU) = τ(U)

yazılabilir.

Tanım 3.3.2. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın screen semi-

invaryant dejenere hiperyüzeyi M̂ olsun. Her U ∈ Γ(D̂) ve Z ∈ Γ(D̊) için

B(U,Z) = 0

oluyorsa hiperyüzeye mixed geodezik dejenere hiperyüzey denir.

Teorem 3.3.3. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın screen semi-

invaryant dejenere hiperyüzeyi M̂ olsun. O halde M̂ mixed geodezik dejenere

hiperyüzeydir ancak ve ancak

i) AN nin D̂ da bileşeni yoktur,

ii) A∗E nin D̊ da bileşeni yoktur.

İspat. Kabul edelim ki M̂ mixed geodezik dejenere hiperyüzey yani

B(U,ξ) = 0 (3.3.17)

olsun. (2.2.11) ve (2.4.4) eşitlikleri (3.3.17) eşitliğinde kullanılırsa

0 = B(U,ξ)

= B(U,ΦN)

= g̃(∇̃U ΦN,E)

= g̃((∇̃U Φ)N +Φ∇̃U N,E)

= g̃(∇̃U N,ΦE)

= −ĝ(ANU,ΦE)
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eşitliğinden (i) elde edilir. Diğer taraftan

−ĝ(ANU,ΦE) = g̃(∇̃U N,ΦE)

= Ug̃(N,ΦE)+ g̃(N, ∇̃U ΦE)

= g̃(ΦN, ∇̃U E)

= ĝ(ΦN,−A∗EU− τ(U)E)

= ĝ(ΦN,A∗EU)

eşitliğinden (ii) elde edilir.

Şimdi hiperyüzey üzerinde tanımlanan distribüsyonların integrallenebilme şartlarını

inceleyelim. İlk olarak ϑ̂ yı ele alalım. (3.3.3) ten

β̂ = {Φ(RadT M̂)⊕Φ(ltr(T M̂))}⊥RadT M̂

denilirse U ∈ Γ(T M̂), Y ∈ Γ(ϑ̂) ve Z ∈ Γ(β̂) için

∇̂UY =
ϑ̂

∇UY +
ϑ̂

h(U,Y ), (3.3.18)

∇̂U Z =−
ϑ̂

AZU +∇
⊥
U Z, (3.3.19)

yazılabilir. Burada
ϑ̂

h : Γ(T M̂)× Γ(ϑ̂) → Γ(β̂) ve
ϑ̂

A : Γ(T M̂)× Γ(β̂) → Γ(ϑ̂) bilineer

operatör,
ϑ

∇ ve ∇⊥ sırasıyla ϑ̂ ve β̂ üzerinde lineer konneksiyonlardır.

Kabul edelim ki ℑ⊂ M̂ koordinat komşuluğu olsun. (3.3.3) ten her U,Y ∈ Γ(ϑ̂) için

ρ1(U,Y ) =−ĝ(
ϑ̂

h(U,Y ),ΦN),

ρ2(U,Y ) =−ĝ(
ϑ̂

h(U,Y ),ΦE),

ρ3(U,Y ) = ĝ(
ϑ̂

h(U,Y ),N),

(3.3.20)

denilirse, (3.3.18) eşitliği

∇̂UY =
ϑ̂

∇UY −ρ1(U,Y )ΦE−ρ2(U,Y )ΦN +ρ3(U,Y )E (3.3.21)

olarak yazılabilir. Şimdi ρ1, ρ2 ve ρ3 ü B ve C cinsinden hesaplayalım.
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(2.4.3) eşitliği (3.3.21) eşitliği kullanılırsa

ĝ(∇̂UY,ΦN) = ĝ(
ϑ̂

∇UY −ρ1(U,Y )ΦE−ρ2(U,Y )ΦN

+ρ3(U,Y )E,ΦN)

= ĝ(
ϑ̂

∇UY,ΦN)−ρ1(U,Y )ĝ(ΦE,ΦN)

−ρ2(U,Y )ĝ(ΦN,ΦN)+ρ3(U,Y )ĝ(E,ΦN)

= ρ1(U,Y )

bulunur. Diğer taraftan ∇̃ konneksiyonun bir metrik konneksiyon olduğu göz önüne

alınıp, (2.2.10) ve (2.4.4) kullanılırsa

ĝ(∇̂UY,ΦN) = g̃(∇̂UY,ΦN)

= g̃(Φ∇̂UY,N)

= g̃(Φ(∇̃UY −B(U,Y )N),N)

= g̃(Φ(∇̃UY ),N)−B(U,Y )g̃(ΦN,N)

= g̃((∇̃U Φ)Y,N)− g̃(∇̃U ΦY,N)

= −Ug̃(ΦY,N)+ g̃(ΦY, ∇̃U N)

= g̃(ΦY, ∇̃U N)

= ĝ(ΦY,−ANU + τ(U)N)

= −ĝ(ΦY,ANU)

= −C(U,ΦY )

olur ve ρ1(U,Y ) =−C(U,ΦY ) elde edilir.

Benzer olarak (2.4.3) eşitliği (3.3.21) eşitliği kullanılırsa

ĝ(∇̂UY,ΦE) = ĝ(
ϑ̂

∇UY −ρ1(U,Y )ΦE−ρ2(U,Y )ΦN

+ρ3(U,Y )E,ΦE)

= ĝ(
ϑ̂

∇UY,ΦE)−ρ1(U,Y )ĝ(ΦE,ΦE)

−ρ2(U,Y )ĝ(ΦN,ΦE)+ρ3(U,Y )ĝ(E,ΦE)

= ρ2(U,Y )
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bulunur. Burada ∇̃ konneksiyonun bir metrik konneksiyon olduğu göz önüne alınıp

(2.2.10) ve (2.4.4) eşitlikleri kullanılırsa

ĝ(∇̂UY,ΦE) = g̃(∇̂UY,ΦE)

= g̃(Φ∇̂UY,E)

= g̃(Φ(∇̃UY −B(U,Y )N),E)

= g̃(Φ(∇̃UY ),E)−B(U,Y )g̃(ΦN,E)

= g̃((∇̃U Φ)Y,E)− g̃(∇̃U ΦY,E)

= −Ug̃(ΦY,E)+ g̃(ΦY, ∇̃U E)

= g̃(ΦY, ∇̃U E)

= ĝ(ΦY,−A∗EU +∇
∗t
U N)

= −ĝ(ΦY,A∗EU)

= −B(U,ΦY )

olur. Buradan ρ2(U,Y ) =−B(U,ΦY ) olur.

Son olarak

ĝ(∇̂UY,N) = ĝ(
ϑ̂

∇UY −ρ1(U,Y )ΦE−ρ2(U,Y )ΦN

+ρ3(U,Y )E,N)

= ĝ(
ϑ̂

∇UY,N)−ρ1(U,Y )ĝ(ΦE,N)

−ρ2(U,Y )ĝ(ΦN,N)+ρ3(U,Y )ĝ(E,N)

= ρ3(U,Y )

bulunur. Diğer taraftan

ĝ(∇∗UY +C(U,Y )E,N) = ĝ(∇∗UY,N)+C(U,Y )ĝ(E,N)

= C(U,Y )

olduğundan ρ3(U,Y ) =C(U,Y ) dir.

O halde ρ1, ρ2 ve ρ3 terimleri (3.3.21) eşitliğinde kullanılırsa

∇̂UY =
ϑ̂

∇UY +C(U,ΦY )ΦE +B(U,ΦY )ΦN +C(U,Y )E (3.3.22)
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yazılabilir.

Teorem 3.3.4. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın screen semi-

invaryant dejenere hiperyüzeyi M̂ olsun. O halde ϑ̂ distribüsyonu integrallenebilirdir

ancak ve ancak U,Y ∈ Γ(ϑ̂) için

C(U,ΦY ) = C(ΦU,Y ),

B(U,ΦY ) = B(ΦU,Y ), (3.3.23)

C(U,Y ) = C(Y,U),

dır.

İspat. ∇̂ torsiyonsuz olduğundan, (3.3.22) eşitliği göz öününe alınırsa

[U,Y ] =
ϑ̂

∇UY −
ϑ̂

∇YU

+(C(U,ΦY )−C(ΦU,Y ))ΦE

+(B(U,ΦY )−B(ΦU,Y ))ΦN

+(C(U,Y )−C(Y,U))E

yazılır. ϑ̂ distribüsyonunun integrallenebilir olduğunu kabul edilirse her U,Y ∈ Γ(ϑ̂) için

[U,Y ] ∈ Γ(ϑ̂) dır. Bu durumda [U,Y ] nin ΦRadT M̂, Φltr(T M̂) ve RadT M̂ bileşenlerinin

hepsi sıfır olmalıdır. Buradan (3.3.23) eşitliğine ulaşılır.

Tersine (3.3.23) eşitliği sağlanırsa her U,Y ∈ Γ(ϑ̂) için [U,Y ] =
ϑ̂

∇UY −
ϑ̂

∇YU ∈ Γ(ϑ̂)

olacağından ispat tamamlanır.

Teorem 3.3.5. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın screen semi-

invaryant dejenere hiperyüzeyi M̂ olsun. O halde D̂ distribüsyonu integralenebilirdir

ancak ve ancak her U,Y ∈ Γ(D̂) için

B(ΦU,ΦY ) = ωB(ΦU,Y )−B(U,Y ), (3.3.24)

dır.
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İspat. Eğer Y ∈ Γ(D̂) olarak seçilirse ΦY ∈ Γ(D̂) olur. Buradan D̂ integrallenebilirdir

ancak ve ancak

ĝ([ΦU,Y ],ΦE) = ĝ(∇̂ΦUY,ΦE)− ĝ(∇̂Y ΦU,ΦE)

= ĝ(Φ∇̂ΦUY,E)− ĝ(Φ∇̂YU,ΦE)

= ĝ(∇̂ΦU ΦY,E)−ωĝ(∇̂YU,ΦE)+ ĝ(∇̂YU,E)

= B(ΦU,ΦY )−ωB(ΦU,Y )+B(U,Y )

olacağından (3.3.24) eşitliğine ulaşılır.

Teorem 3.3.6. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın screen semi-

invaryant dejenere hiperyüzeyi M̂ olsun. O halde D̂ distribüsyonu paraleldir ancak ve

ancak her D̂ distribüsyonu hiperyüzey üzerinde total geodeziktir.

İspat. D̂ distribüsyonunun tanımından, D̂ paraleldir ancak ve ancak her U ∈ Γ(T M̂) için

ĝ(∇̂UY,Ψ) = 0

dır. Bu eşitlikten

0 = ĝ(∇̃UY,Ψ)

= g̃(∇̃UY,Ψ)

= g̃(∇̃UY,ΦE)

= g̃(Φ∇̃UY,E)

= g̃(−(∇̃U Φ)Y + ∇̃U ΦY,E)

= g̃(∇̃U ΦY,E) = B(U,ΦY )

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.
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4. HEMEN HEMEN POLY-NORDEN SEMİ-RİEMANN MANİFOLDLARIN

DEJENERE ALTMANİFOLDLARI

Bu bölüm dört alt bölümden oluşmaktadır. İlk ve ikinci alt bölümde sırasıyla, in-

varyant ve semi invaryant dejenere altmanifoldlar tanıtılarak, bu tipteki altmanifoldlar ile

ilgili örnekler verildi. Üçüncü alt bölümde, genelleştirilmiş CR-dejenere altmanifoldlar

incelendi, son bölümde ise screen transversal CR-dejenere altmanifoldlar ve bu altmani-

fold üzerine tanımlanan distribüsyonlar ile ilgili geometrik karekterizasyonlar ve örnekler

elde edildi.

4.1 İnvaryant Dejenere Altmanifoldlar

Tanım 4.1.1. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın dejenere altmani-

foldu M̂ olsun. Eğer

Φ(S(T M̂)) = S(T M̂),

Φ(Rad T M̂) = Rad T M̂.
(4.1.1)

ise altmanifolda invaryant dejenere altmanifold denir.

Örnek 4.1.1. (M̃ = R5
1, g̃) bir (−,+,+,+,+) işaretli semi-Öklid uzay, (w1,w2, ...,w5),

R5
1 in standart koordinat sistemi olsun. Eğer

Φ(w1,w2, ...,w5) = (ρωw1,ρωw2,ρωw3,ρωw4,ρωw5) ,

olarak alınırsa (2.4.2) eşitliği sağlanır. Dolayısıyla Φ, R5
1 üzerinde bir hemen hemen poly-

Norden yapıdır.

(M̃, g̃,Φ) üzerinde

w1 = ς3, w2 =−sinας1 + cosας3

w3 = cosας1 + sinας3, w4 = ς2, w5 = 0

ile tanımlanan M̂ altmanifoldu göz önüne alınırsa

Π1 =−sinα
∂

∂w2
+ cosα

∂

∂w3
,
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Π2 =
∂

∂w4
,

Π3 =
∂

∂w1
+ cosα

∂

∂w2
+ sinα

∂

∂w3
,

için T M̂ = Sp{Π1,Π2,Π3} tür ve M̂ bir dejenere altmanifolddur.

O halde

S(T M̂) = Sp{Π1 =−sinα
∂

∂w2
+ cosα

∂

∂w3
,Π2 =

∂

∂w4
},

Rad T M̂ = Sp
{

E = Π3 =
∂

∂w1
+ cosα

∂

∂w2
+ sinα

∂

∂w3

}
ve

ltr T M̂ = Sp
{

N =
1
2

(
− ∂

∂w1
+ cosα

∂

∂w2
+ sinα

∂

∂w3

)}
ile verilir. Ayrıca Φ(Rad T M̂) = Rad T M̂ ve Φ(S(T M̂)) = S(T M̂) olduğundan M̂ bir

invaryant dejenere altmanifold olur.

K ve R, S(T M̂) ve Rad T M̂ üzerine tanımlanan projeksiyonları ve her U ∈ Γ(T M̂)

için

U = KU +RU

yazılabilir, burada KU ∈ Γ(S(T M̂)) ve RU ∈ Γ(RadT M̂) dır. Bu eşitliğin her iki tarafına

Φ uygulanırsa

ΦU = ΦKU +ΦRU

olur. Burada ΦKU = S̆U ∈ Γ(S(T M̂)) ve ΦRU = Q̆U ∈ Γ(RadT M̂) olmak üzere

ΦU = S̆U + Q̆U (4.1.2)

elde edilir.

(4.1.2) eşitliğinde (2.3.16) ve (2.3.19) eşitlikleri ile birlikte (2.4.8) kullanılırsa

S̆∇̂UY + Q̆∇̂UY +Φhl(U,Y )+Φhs(U,Y ) = ∇
∗
U S̆Y +h∗(U, S̆Y )

+hl(U, S̆Y )+hs(U, S̆Y )

−A∗Q̆YU +∇
∗t
U Q̆Y

+hl(U, Q̆Y )+hs(U, Q̆Y ),
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elde edilir. Son eşitliğin teğet, screen transversal ve dejenere screen transversal

bileşenlerinden

S̆∇̂UY = ∇
∗
U S̆Y −A∗QYU, (4.1.3)

Q̆∇̂UY = h∗(U, S̆Y )+∇
∗t
U Q̆Y, (4.1.4)

Φhl(U,Y ) = hl(U, Q̆Y ), (4.1.5)

Φhs(U,Y ) = hs(U, Q̆Y ), (4.1.6)

Φ∇̂UY = ∇
∗
U S̆V −A∗Q̆YU +h∗(U, S̆Y )

+∇
∗t
U Q̆Y (4.1.7)

eşitliklerine ulaşılır.

Teorem 4.1.1. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın invaryant dejenere

altmanifoldu M̂ olsun. O halde RadT M̂ distribüsyonu integralenebilirdir ancak ve ancak

her E1,E2 ∈ Γ(RadT M̂) için

A∗ΦE1
E2 = A∗ΦE2

E1 ve A∗E1
E2 = A∗E2

E1,

dır.

İspat. Her E1,E2 ∈ Γ(RadT M̂) için RadT M̂ nın integrallenebilirdir ancak ve ancak

[E1,E2] ∈ Γ(RadT M̂) (4.1.8)

dır. (4.1.8) göz önüne alınırsa Z ∈ Γ(S(T M̂)) için

g̃([E1,E2],Z) = 0

yazılabilir. Yukarıdaki eşitlikte (2.4.3) eşitliği kullanılırsa

g̃([E1,E2],Z] = g̃(∇̃E1E2− ∇̃E2E1,Z)

= g̃(∇̃E1E2,Z)− g̃(∇̃E2E1,Z)

= −g̃(Φ∇̃E1E2,ΦZ)+ωg̃(∇̃E1E2,ΦZ)

+g̃(Φ∇̃E2E1,ΦZ)−ωg̃(∇̃E2E1,ΦZ)

= −g̃(∇̃E1ΦE2,ΦZ)+ωg̃(∇̃E1E2,ΦZ)

+g̃(∇̃E2ΦE1,ΦZ)−ωg̃(∇̃E2E1,ΦZ) (4.1.9)

46



bulunur.

(4.1.9) eşitliğinde (2.3.16) eşitliği kullanılırsa

ĝ(∇̂E2ΦE1 +hl(E2,ΦE1)+hs(E2,ΦE1),ΦZ)

−ĝ(∇̂E1ΦE2 +hl(E1,ΦE2)+hs(E1,ΦE2),ΦZ)

+ω

 ĝ(∇̂E1E2 +hl(E1,E2)+hs(E1,E2),ΦZ)

−ĝ(∇̂E2E1−hl(E2,E1)−hs(E2,E1),ΦZ)


= 0

buradan ise

ĝ(∇̂E2ΦE1,ΦZ)− ĝ(∇̂E1ΦE2,ΦZ)

+ω

(
ĝ(∇̂E1E2,ΦZ)− ĝ(∇̂E2E1,ΦZ)

)
= 0

olur. Bu son eşitlikte (2.3.28) kullanılırsa

ĝ(−AΦE1E2 +∇
∗t
E2

ΦE1,ΦZ)

−ĝ(−AΦE2E1 +∇
∗t
E1

ΦE2,ΦZ)

+ω

 ĝ(AE1E2−∇∗tE2
E1,ΦZ)

−ĝ(−AE2E1 +∇∗tE1
E2,ΦZ)


= ĝ(AΦE2E1−AΦE1E2,ΦZ)

+ω(ĝ(AE1E2−AE2E1,ΦZ))

= 0

elde edilir.

Teorem 4.1.2. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın invaryant dejenere

altmanifoldu M̂ olsun. O halde S(T M̂) distribüsyonu integrallenebilirdir ancak ve ancak

her U,V ∈ Γ(S(T M̂)) için

h∗(U,V ) = h∗(V,U),

dır.
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İspat. Her U,V ∈ Γ(S(T M̂)) ve N ∈ Γ(ltr(T M̂)) için S(T M̂) distribüsyonu integral-

lenebilirdir ancak ve ancak

g̃([U,V ],N) = 0

dır. Yukarıdaki eşitlikte (2.4.3) göz önüne alınırsa

g̃([U,V ],N] = g̃(∇̃UV − ∇̃VU,N) (4.1.10)

= g̃(∇̃UV,N)− g̃(∇̃VU,N)

= −g̃(Φ∇̃UV,ΦN)+ωg̃(∇̃UV,ΦN)

+g̃(Φ∇̃VU,ΦN)−ωg̃(∇̃VU,ΦN)

= −g̃(∇̃U ΦV,ΦN)+ωg̃(∇̃UV,ΦN)

+g̃(∇̃V ΦU,ΦN)−ωg̃(∇̃VU,ΦN).

bulunur. (4.1.10) eşitliğinde (2.3.27) eşitliği kullanılırsa

ĝ(∇̂U ΦV +h∗(U,ΦV ),ΦN)

−ĝ(∇̂V ΦU +h∗(V,ΦU),ΦN)

+ω

 ĝ(∇̂UV +h∗(U,V ),ΦN)

−ĝ(∇̂VU +h∗(V,U),ΦN)


= 0

buradan ise

ĝ(h∗(U,ΦV ),ΦN)− ĝ(h∗(V,ΦU),ΦN)

+ω(ĝ(h∗(U,V ),ΦN)− ĝ(h∗(V,U),ΦN))

= 0

bulunur.

Teorem 4.1.3. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın invaryant dejenere

altmanifoldu M̂ olsun. O halde ∇̂ konneksiyonu metrik konneksiyondur ancak ve ancak

her U ∈ Γ(T M̂) ve E ∈ Γ(RadT M̂) için

A∗ΦEU = ωA∗EU,
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dur.

İspat. Eğer ∇̂ nın metrik konneksiyon oldugunu kabul edersek her U ∈ Γ(T M̂) ve E ∈

Γ(RadT M̂) için

∇̂U E ∈ Γ(RadT M̂)

dir. Buradan Z ∈ Γ(S(T M̂)) için

ĝ(∇̂U E,Z) = 0

yazılabilir. Diğer taraftan (2.3.16) eşitliği (2.4.3) eşitliği ile birlikte kullanılırsa

ĝ(Φ∇̂U E,ΦZ)−ωĝ(∇̂U E,ΦZ) = 0,

olur. Yukarıdaki son eşitlikte (2.4.8) göz önüne alındığında

ĝ(−(∇̂U Φ)E +Φ∇̂U E,ΦZ)−ωĝ(∇̂U E,ΦZ) = 0,

ĝ(∇̂U ΦE,ΦZ)−ωĝ(∇̂U E,ΦZ) = 0 (4.1.11)

olur. (4.1.11) eşitliğinde (2.3.28) eşitliğinden

ĝ(−A∗ΦEU +∇
∗t
U ΦE,ΦZ)

−ωĝ(−A∗EU +∇
∗t
U E,ΦZ)

= 0,

bulunur.

Teorem 4.1.4. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın invaryant dejenere

altmanifoldu M̂ olsun. O halde RadT M̂ distribüsyonu altmanifold üzerinde tamamen

geodeziktir ancak ve ancak U ∈ Γ(S(T M̂)) ve E1 ∈ Γ(RadT M̂) için

hl(E1,ΦU) = ωhl(E1,U),

dur.
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İspat. İnvaryant dejenere altmanifold tanımı göz önüne alındığında, RadT M̂ tamamen

geodeziktir ancak ve ancak U ∈ Γ(S(T M̂)) ve E1 ∈ Γ(RadT M̂) için

∇̂E1E2 ∈ Γ(RadT M̂)

dır. (2.3.16) eşitliği ile birlikte ∇̃ konneksiyonunun metrik konneksiyon olması göz önüne

alındığında

ĝ(∇̂E1E2,U) = g̃(∇̃E1E2−hl(E1,E2)−hs(E1,E2),U)

= g̃(∇̃E1E2,U)

= E1g̃(E2,U)− g̃(E2, ∇̃E1U)

= g̃(E2, ∇̃E1U)

= 0.

bulunur. Burada (2.3.16), (2.3.27) ve (2.4.3) eşitlikleri birlikte kullanılırsa

g̃(∇̃E1ΦU,ΦE2)−ωg̃(∇̃E1U,ΦE2)

= ĝ(∇̂E1ΦU +hl(E1,ΦU)+hs(E1,ΦU),ΦE2)

−ω

(
ĝ(∇̂E1U +hl(E1,U)+hs(E1,U),ΦE2)

)
= ĝ(hl(E1,ΦU),ΦE2)−ωĝ(hl(E1,U),ΦE2)

= 0

bulunur ve böylece ispat tamamlanır.

4.2 Semi-İnvaryant Dejenere Altmanifoldlar

Tanım 4.2.1. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın dejenere altmani-

foldu M̂ olsun. Eğer

Φ(RadT M̂)⊂ S(T M̂),

Φ(ltr(T M̂))⊂ S(T M̂),

Φ(S(T M̂⊥))⊂ S(T M̂)

(4.2.1)

ise altmanifolda semi-invaryant dejenere altmanifold denir.

50



Ď = Φ(RadT M̂), D́ = Φ(ltr(T M̂)) ve Ḋ = Φ(S(T M̂⊥)) olarak alınırsa

S(T M̂) = D0⊥{Ď⊕ D́}⊥Ḋ (4.2.2)

yazılabilir. Buradan

T M̂ = D0⊥{Ď⊕ D́}⊥Ḋ⊥RadT M̂, (4.2.3)

T M̃ = D0⊥{Ď⊕ D́}⊥Ḋ⊥S(T M̂⊥)⊥{RadT M̂⊕ ltr(T M̂)} (4.2.4)

ayrışımları elde edilir.

Ayrıca D = D0⊥Ď⊥RadT M̂ ve D⊥ = D́⊥Ḋ denirse

T M̂ = D⊕D⊥ (4.2.5)

olarak yazılabilir. Burada D invaryant distribüsyon, D⊥ anti-invaryant distribüsyondur.

Örnek 4.2.1. (M̃ = R8
2, g̃) bir (−,−,+,+,+,+,+) işaretli semi-Öklid uzay,

(w1,w2, ...,w8), R8
2 nin standart koordinat sistemi olsun. Eğer

Φ(w1,w2, ...,w8) =

 ωw1 +w2,−w1,ωw3 +w4,−w3,

ωw5 +w6,−w5,ωw7 +w8,−w7,

 ,

olarak alınırsa (2.4.2) eşitliği sağlanır. Dolayısıyla Φ, R8
2 üzerinde bir hemen hemen poly-

Norden yapıdır.

(M̃, g̃,Φ) üzerinde

w1 =−ς1− ς3 + ς6,

w2 = ς2,

w3 =−ς1 + ς3 + ς6,

w4 = ς2,

w5 = w7 =−ς4,

w6 = ς5

w8 =−ς5
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ile tanımlanan M̂ altmanifoldunu göz önüne alınırsa

Π1 =−
∂

∂w1
− ∂

∂w3
,

Π2 =
∂

∂w2
+

∂

∂w4
,

Π3 =−
∂

∂w1
+

∂

∂w3
,

Π4 =−
∂

∂w5
− ∂

∂w7
,

Π5 =
∂

∂w6
− ∂

∂w8
,

Π6 =
∂

∂w1
+

∂

∂w3
,

için T M̂ = Sp{Π1,Π2,Π3,Π4,Π5,Π6} dır ve M̂ bir dejenere altmanifolddur.

O halde S(T M̂) = Sp{Π1,Π3,Π4,Π5,Π6} ve

Rad T M̂ = Sp{E = Π2} ,

ltr T M̂ = Sp
{

N =−1
2

(
∂

∂w2
− ∂

∂w4

)}
,

S(T M̂⊥) = Sp
{

L =
∂

∂w6
+

∂

∂w8

}
ile verilir. Ayrıca Φ(Rad T M̂) = Π1, Φ(ltr T M̂) = Π3 ve Φ(S(T M̂⊥)) = Π4 tür. Eğer

D0 = Sp{Π5,Π6}, Ď = Sp{Π1}, D́ = Sp{Π3} ve Ḋ = Sp{Π4}, olarak düşünülürse M̂ bir

semi-invaryant dejenere altmanifoldu olur.

T ile S, S(T M̂) ve Rad T M̂ üzerine tanımlanan projeksiyonları için

U = TU +SU

yazılabilir, burada TU ∈ Γ(S(T M̂)) ve SU ∈ Γ(RadT M̂) dır. Bu eşitliğin her iki tarafına

Φ uygulanırsa

ΦU = ΦTU +ΦSU

olur. Burada ΦTU = K̆U ∈ Γ(S(T M̂)) ve ΦSU = L̆U ∈ Γ(RadT M̂) alınırsa

ΦU = K̆U + L̆U (4.2.6)
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elde edilir.

Benzer olarak her W ∈ Γ(tr(T M̂)) için

ΦW = B̆W +C̆W (4.2.7)

yazılabilir. Burada B̆W ve C̆W sırasıyla teğet ve transversal bileşenlerdir.

Lemma 4.2.1. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın semi-invaryant de-

jenere altmanifoldu M̂ olsun. O halde U,V ∈ Γ(T M̂) ve W ∈ Γ(tr(T M̂)) için

(∇̂U K̆)V = AL̆VU + B̆h(U,V ), (4.2.8)

L̆∇̂UV = ∇
t
U L̆V +h(U, K̆V ), (4.2.9)

∇̂U B̆W =−K̆AWU + B̆∇̂UW, (4.2.10)

h(U, B̆W ) =−L̆AWU. (4.2.11)

Teorem 4.2.1. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın semi-invaryant de-

jenere altmanifoldu M̂ olsun. O halde D distribüsyonu integrallenebilirdir ancak ve ancak

U,V ∈ Γ(D) için

hl(ΦU,ΦV ) = ωhl(V,ΦU)−hl(V,U) , (4.2.12)

hs(ΦU,ΦV ) = ωhs(V,ΦU)−hs(V,U) (4.2.13)

dur.

İspat. Her U,V ∈ Γ(D), E ∈ Γ(RadT M̂), L ∈ Γ(S(T M̂⊥)) için D distribüsyonu integral-

lenebilirdir ancak ve ancak

g̃([ΦU,V ],ΦE) = 0

ve

g̃([ΦU,V ],ΦL) = 0
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dır. Yukarıdaki ilk eşitlikte (2.4.3) ve (2.3.16) dan

g̃([ΦU,V ],ΦE] = g̃(∇̃ΦUV − ∇̃V ΦU,ΦE)

= g̃(∇̃ΦUV,ΦE)− g̃(∇̃V ΦU,ΦE)

= g̃(Φ∇̃ΦUV,E)− g̃(Φ∇̃VU,ΦE)

= g̃(∇̃ΦU ΦV,E)−ωg̃(Φ∇̃VU,E)+ g̃(∇̃VU,E)

= g̃(∇̃ΦU ΦV,E)−ωg̃(∇̃V ΦU,E)+ g̃(∇̃VU,E)

= ĝ(∇̂ΦU ΦV +hl(ΦU,ΦV )+hs(ΦU,ΦV ),E)

−ω

(
ĝ(∇̂V ΦU +hl(V,ΦU)+hs(V,ΦU),E)

)
+ĝ(∇̂VU +hl(V,U)+hs(V,U),E)

= ĝ(hl(ΦU,ΦV ),E)−ω

(
ĝ(hl(V,ΦU),E)

)
+ĝ(hl(V,U),E)

bulunur. Buradan (4.2.12) eşitliğine ulaşılır.

Benzer olarak (2.4.3) ve (2.3.16) eşitliklerinden

g̃([ΦU,V ],ΦL] = g̃(∇̃ΦUV − ∇̃V ΦU,ΦL)

= g̃(∇̃ΦUV,ΦL)− g̃(∇̃V ΦU,ΦL)

= g̃(Φ∇̃ΦUV,L)− g̃(Φ∇̃VU,ΦL)

= g̃(∇̃ΦU ΦV,L)−ωg̃(Φ∇̃VU,L)+ g̃(∇̃VU,L)

= g̃(∇̃ΦU ΦV,L)−ωg̃(∇̃V ΦU,L)+ g̃(∇̃VU,L)

= ĝ(∇̂ΦU ΦV +hl(ΦU,ΦV )+hs(ΦU,ΦV ),L)

−ω

(
ĝ(∇̂V ΦU +hl(V,ΦU)+hs(V,ΦU),L)

)
+ĝ(∇̂VU +hl(V,U)+hs(V,U),L)

= ĝ(hs(ΦU,ΦV ),L)−ω(ĝ(hs(V,ΦU),L))

+ĝ(hs(V,U),L)

olur.
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Teorem 4.2.2. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın semi-invaryant de-

jenere altmanifoldu M̂ olsun. O halde D⊥ distribüsyonu integrallenebilirdir ancak ve

ancak U,V ∈ Γ(D⊥), N ∈ Γ(ltr(T M̂)), Z ∈ Γ(D0) ve W1,W2 ∈ Γ(tr(T M̂)) için

i) ωĝ(h∗(U,V )−h∗(V,U),N) = ĝ(AW1V −AW2U,N),

ii) ĝ(AW1V,ΦN) = ĝ(AW2U,ΦN)

iii) ĝ(AW1V,ΦZ) = ĝ(AW2U,ΦZ)

dır.

İspat. Her U,V ∈ Γ(D⊥), N ∈ Γ(ltr(T M̂)), Z ∈ Γ(D0) için D⊥ integrallenebilirdir ancak

ve ancak

g̃([U,V ],ΦN) = 0,

g̃([U,V ],N) = 0

ve

g̃([U,V ],Z) = 0

dır. Diğer taraftan her U,V ∈ Γ(D⊥) için

U = ΦW1 ve V = ΦW2

olacak şekilde W1,W2 ∈ Γ(tr(T M̂)) vardır. Buradan verilen ilk eşitlikte (2.4.3), (2.3.16),
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(2.3.19) ve (2.3.27) kullanılırsa

g̃([U,V ],ΦN] = g̃(∇̃UV − ∇̃VU,ΦN)

= g̃(∇̃UV,ΦN)− g̃(∇̃VU,ΦN)

= g̃(∇̃U ΦW2,ΦN)− g̃(∇̃V ΦW1,ΦN)

= g̃(Φ∇̃UW2,ΦN)− g̃(Φ∇̃VW1,ΦN)

= ωg̃(Φ∇̃UW2,N)− g̃(∇̃UW2,N)

−ωg̃(Φ∇̃VW1,N)+ g̃(∇̃VW1,N)

= ωg̃(∇̃U ΦW2,N)− g̃(∇̃UW2,N)

−ωg̃(∇̃V ΦW1,N)+ g̃(∇̃VW1,N)

= ω

(
ĝ(∇̂U ΦW2 +hl(U,ΦW2)+hs(U,ΦW2),N)

)
−ĝ(−AW2U +∇

t
UW2,N)

−ω

(
ĝ(∇̂V ΦW1 +hl(V,ΦW1)+hs(V,ΦW1),N)

)
+ĝ(−AW1V +∇

t
VW1,N)

= ω

 ĝ(∇∗U ΦW2 +h∗(U,ΦW2),N)

−ĝ(∇∗V ΦW1 +h∗(V,ΦW1),N)


+ĝ(AW2U−AW1V,N)

= ω(ĝ(h∗(U,ΦW2)−h∗(V,ΦW1),N)

+ĝ(AW2U−AW1V,N)

olur. Buradan (i) eşitliğine ulaşılır.
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Aynı şekilde ikinci eşitlik için (2.4.3) ve (2.3.19) eşitliklerinden

g̃([U,V ],N] = g̃(∇̃UV − ∇̃VU,N)

= g̃(∇̃UV,N)− g̃(∇̃VU,N)

= g̃(∇̃U ΦW2,N)− g̃(∇̃V ΦW1,N)

= g̃(Φ∇̃UW2,N)− g̃(Φ∇̃VW1,N)

= g̃(∇̃UW2,ΦN)− g̃(∇̃VW1,ΦN)

= ĝ(−AW2U +∇
∗
UW2 +Ds(U,W2),ΦN)

−ĝ(−AW1V +∇
∗
VW1 +Ds(V,W1),ΦN)

= ĝ(AW1V −AW2U,ΦN)

bulunur. Buradan (ii) eşitliğine ulaşılır.

Son olarak üçüncü eşitlikte (2.4.3) ve (2.3.19) eşitliklerinden

g̃([U,V ],Z] = g̃(∇̃UV − ∇̃VU,Z)

= g̃(∇̃UV,Z)− g̃(∇̃VU,Z)

= g̃(∇̃U ΦW2,Z)− g̃(∇̃V ΦW1,Z)

= g̃(Φ∇̃UW2,Z)− g̃(Φ∇̃VW1,Z)

= g̃(∇̃UW2,ΦZ)− g̃(∇̃VW1,ΦZ)

= ĝ(−AW2U +∇
∗
UW2 +Ds(U,W2),ΦZ)

−ĝ(−AW1V +∇
∗
VW1 +Ds(V,W1),ΦZ)

= ĝ(AW1V −AW2U,ΦZ)

olup (iii) eşitliğine ulaşılır.

Teorem 4.2.3. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın semi-invaryant de-

jenere altmanifoldu M̂ olsun. O halde RadT M̂ distribüsyonu integrallenebilirdir ancak

ve ancak E1,E2,E3 ∈ Γ(RadT M̂), N ∈ Γ(ltr(T M̂)), L ∈ Γ(S(T M̂⊥)) ve Z ∈ Γ(D0) için

i) ĝ(h∗(E1,ΦE2),N) = ĝ(h∗(ΦE1,E2),N),

ii) ĝ(hl(E1,ΦE2),E3) = ĝ(hl(ΦE1,E2),E3),

57



iii) ĝ(hs(E1,ΦE2),L) = ĝ(hs(ΦE1,E2),L),

iv) ĝ(A∗E1
E2,Z) = ĝ(A∗E2

E1,Z),

dır.

İspat. Her E1,E2,E3 ∈ Γ(RadT M̂), N ∈ Γ(ltr(T M̂)), L ∈ Γ(S(T M̂⊥)), Z ∈ Γ(D0) için

RadT M̂ integrallenebilirdir ancak ve ancak

g̃([E1,E2],ΦN) = 0,

g̃([E1,E2],ΦE3) = 0,

g̃([E1,E2],ΦL) = 0

ve

g̃([E1,E2],Z) = 0

dır. Buradan verilen ilk eşitlikte (2.3.16) ile (2.3.28) kullanılırsa

g̃([E1,E2],ΦN) = g̃(∇̃E1E2,ΦN)− g̃(∇̃E2E1,ΦN)

= g̃(Φ∇̃E1E2,N)− g̃(Φ∇̃E2E1,N)

= g̃(∇̃E1ΦE2,N)− g̃(∇̃E2ΦE1,N)

= ĝ(∇̂E1ΦE2 +hl(E1,ΦE2)+hs(E1,ΦE2),N)

−ĝ(∇̂E2ΦE1 +hl(E2,ΦE1)+hs(E2,ΦE1),N)

= g(∇∗E1
ΦE2 +h∗(E1,ΦE2),N)

−g(∇∗E2
ΦE1 +h∗(E2,ΦE1),N)

= g(h∗(E1,ΦE2),N)−g(h∗(E2,ΦE1),N),

eşitliğinden (i) elde edilir.
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Aynı şekilde ikinci eşitlikte (2.3.16) eşitliği kullanılırsa

g̃([E1,E2],ΦE3) = g̃(∇̃E1E2,ΦE3)− g̃(∇̃E2E1,ΦE3)

= g̃(Φ∇̃E1E2,E3)− g̃(Φ∇̃E2E1,E3)

= g̃(∇̃E1ΦE2,E3)− g̃(∇̃E2ΦE1,E3)

= ĝ(∇̂E1ΦE2 +hl(E1,ΦE2)+hs(E1,ΦE2),E3)

−ĝ(∇̂E2ΦE1 +hl(E2,ΦE1)+hs(E2,ΦE1),E3)

= ĝ(hl(E1,ΦE2),E3)− ĝ(hl(E2,ΦE1),E3),

olacağından (ii) elde edilmiş olur.

Üçüncü eşitlikte ise (2.3.16) eşitliği kullanılırsa

g̃([E1,E2],ΦL) = g̃(∇̃E1E2,ΦL)− g̃(∇̃E2E1,ΦL)

= g̃(Φ∇̃E1E2,L)− g̃(Φ∇̃E2E1,L)

= g̃(∇̃E1ΦE2,L)− g̃(∇̃E2ΦE1,L)

= ĝ(∇̂E1ΦE2 +hl(E1,ΦE2)+hs(E1,ΦE2),L)

−ĝ(∇E2ΦE1 +hl(E2,ΦE1)+hs(E2,ΦE1),L)

= ĝ(hs(E1,ΦE2),L)− ĝ(hs(E2,ΦE1),L),

eşitliğinden (iii) elde edilir.

Son olarak dördüncü eşitlikte (2.3.28) eşitliği kullanılırsa

g̃([E1,E2],Z) = g̃(∇̃E1E2,Z)− g̃(∇̃E2E1,Z)

= ĝ(−A∗E1
E2 +∇

∗t
E2

E1,Z)

−ĝ(−A∗E2
E1 +∇

∗t
E1

E2,Z)

= ĝ(A∗E1
E2,Z)− ĝ(A∗E2

E1,Z),

eşitliğinden ise (iv) elde edilir.

Teorem 4.2.4. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın semi-invaryant de-

jenere altmanifoldu M̂ olsun. O halde ΦRadT M̂ distribüsyonu integrallenebilirdir ancak

ve ancak E1,E2,E3 ∈ Γ(RadT M̂), N ∈ Γ(ltr(T M̂)), L ∈ Γ(S(T M̂⊥)) ve Z ∈ Γ(D0) için
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i) ĝ(hl(ΦE1,E2),E3) = ĝ(hl(ΦE2,E1),E3),

ii) ĝ(hs(ΦE1,E2),L) = ĝ(hs(ΦE2,E1),L),

iii) ĝ(ΦE2,ANΦE1) = ĝ(ΦE1,ANΦE2),

iv) ĝ(AE1ΦE2,ΦZ) = ĝ(AE2ΦE1,ΦZ),

dır.

İspat. Her E1,E2,E3 ∈ Γ(RadT M̂), N ∈ Γ(ltr(T M̂)), L ∈ Γ(S(T M̂⊥)) ve Z ∈ Γ(D0) için

ΦRadT M̂ integrallenebilirdir ancak ve ancak

g̃([ΦE1,ΦE2],ΦE3) = 0,

g̃([ΦE1,ΦE2],ΦL) = 0,

g̃([ΦE1,ΦE2],N) = 0,

ve

g̃([ΦE1,ΦE2],Z) = 0,

dır. Buradan verilen ilk eşitlikte (2.3.16) ve (2.3.28) eşitlikleri (2.4.3) eşitliği ile birlikte

kullanılırsa

g̃([ΦE1,ΦE2],ΦE3) = g̃(∇̃ΦE1ΦE2,ΦE3)− g̃(∇̃ΦE2ΦE1,ΦE3)

= g̃(Φ∇̃ΦE1E2,ΦE3)− g̃(Φ∇̃ΦE2E1,ΦE3)

= ωg̃(Φ∇̃ΦE1E2,E3)− g̃(∇̃ΦE1E2,E3)

−ωg̃(Φ∇̃ΦE2E1,E3)+ g̃(∇̃ΦE2E1,E3)

= ωg̃(∇̃ΦE1ΦE2,E3)− g̃(∇̃ΦE1E2,E3)

−ωg̃(∇̃ΦE2ΦE1,E3)+ g̃(∇̃ΦE2E1,E3)

= ωĝ(∇̂ΦE1ΦE2 +hl(ΦE1,ΦE2)+hs(ΦE1,ΦE2),E3)

−ĝ(∇̂ΦE1E2 +hl(ΦE1,E2)+hs(ΦE1,E2),E3)

−ωĝ(∇̂ΦE2ΦE1 +hl(ΦE2,ΦE1)+hs(ΦE2,ΦE1),E3)

+ĝ(∇̂ΦE2E1 +hl(ΦE2,E1)+hs(ΦE2,E1),E3)

= ĝ(hl(ΦE2,E1),E3)− ĝ(hl(ΦE1,E2),E3),

60



eşitliğinden (i) eşitliğine ulaşılır.

Diğer taraftan ikinci eşitlikte (2.3.16), (2.3.28) ve (2.4.3) eşitliklerinden

g̃([ΦE1,ΦE2],ΦL) = g̃(∇̃ΦE1ΦE2,ΦL)− g̃(∇̃ΦE2ΦE1,ΦL)

= g̃(Φ∇̃ΦE1E2,ΦL)− g̃(Φ∇̃ΦE2E1,ΦL)

= ωg̃(Φ∇̃ΦE1E2,L)− g̃(∇̃ΦE1E2,L)

−ωg̃(Φ∇̃ΦE2E1,L)+ g̃(∇̃ΦE2E1,L)

= ωg̃(∇̃ΦE1ΦE2,L)− g̃(∇̃ΦE1E2,L)

−ωg̃(∇̃ΦE2ΦE1,L)+ g̃(∇̃ΦE2E1,L)

= ωĝ(∇̂ΦE1ΦE2 +hl(ΦE1,ΦE2)+hs(ΦE1,ΦE2),L)

−ĝ(∇̂ΦE1E2 +hl(ΦE1,E2)+hs(ΦE1,E2),L)

−ωĝ(∇̂ΦE2ΦE1 +hl(ΦE2,ΦE1)+hs(ΦE2,ΦE1),L)

+ĝ(∇̂ΦE2E1 +hl(ΦE2,E1)+hs(ΦE2,E1),L)

= ĝ(hs(ΦE2,E1),L)− ĝ(hs(ΦE1,E2),L),

bulunur. Buradan (ii) eşitliğine ulaşılır.

Benzer olarak üçüncü eşitlikte (2.3.19) eşitliği kullanılırsa

g̃([ΦE1,ΦE2],N) = g̃(∇̃ΦE1ΦE2,N)− g̃(∇̃ΦE2ΦE1,N)

= ΦE1g(ΦE2,N)− g̃(ΦE2, ∇̃ΦE1N)

−ΦE2g(ΦE1,N)+ g̃(ΦE1, ∇̃ΦE2N)

= −g̃(ΦE2, ∇̃ΦE1N)+ g̃(ΦE1, ∇̃ΦE2N)

= ĝ(ΦE2,−ANΦE1 +∇
l
ΦE1

N +Ds(ΦE1,N))

−ĝ(ΦE1,−ANΦE2 +∇
l
ΦE2

N +Ds(ΦE2,N))

= ĝ(ΦE2,ANΦE1)− ĝ(ΦE1,ANΦE2),

olur ki buradan (iii) eşitliğine ulaşılır.
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Son olarak dördüncü eşitlikte (2.3.16) ve (2.3.28) eşitlikleri kullanılırsa

g̃([ΦE1,ΦE2],Z) = g̃(∇̃ΦE1ΦE2,Z)− g̃(∇̃ΦE2ΦE1,Z)

= g̃(Φ∇̃ΦE1E2,Z)− g̃(Φ∇̃ΦE2E1,Z)

= g̃(∇̃ΦE1E2,ΦZ)− g̃(∇̃ΦE2E1,ΦZ)

= ĝ(∇̂ΦE1E2,ΦZ)− ĝ(∇̂ΦE2E1,ΦZ)

= ĝ(−AE2ΦE1 +∇
∗t
ΦE1

E2,ΦZ)

+ĝ(−AE1ΦE2 +∇
∗t
ΦE2

E1,ΦZ)

= −ĝ(AE2ΦE1,ΦZ)+ ĝ(AE1ΦE2,ΦZ),

bulunur. Bu ise (iv) eşitliğini verir.

4.3 Genelleştirilmiş CR-Dejenere Altmanifoldlar

Tanım 4.3.1. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın dejenere altman-

ifoldu M̂ olsun. Aşağıdaki şartları sağlayan altmanifolda genelleştirilmiş CR-dejenere

altmanifold denir.

i) RadT M̂ üzerinde

RadT M̃ = Dα⊕Dβ, Φ(Dα) = Dα, Φ(Dβ) = S(T M̃),

şeklinde Dα ve Dβ distribüsyonları vardır

ii) S(T M̂) üzernde

S(T M̃) = {Φ(Dβ)⊕ D̃}⊥D̊, Φ(D̊) = D̊, Φ(L̃⊥S̃) = D̃,

şeklinde D̊ ve D̃ distibüsyonları vardır. Burada D̊ dejenere olmayan distribüsyon, L̃ ve S̃

sırasıya ltr(T M̃) ve S(T M̃⊥) in alt vektör demetleridir.

Eğer

Φ(L̃) = L1 ve Φ(S̃) = S1,

olarak alınırsa

D̃ = Φ(L̃)⊥Φ(S̃) = L1⊥S1.
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yazılabilir. Böylece

T M = D̃⊕D, (4.3.1)

dir. Burada D = RadT M̃⊥D̊⊥Φ(Dβ).

Örnek 4.3.1. (M̃ = R12
4 , g̃) bir (−,−,+,+,−,−,+,+,+,+,+,+) işaretli semi-Öklid

uzay, (w1,w2, ...,w12), R12
4 nin standart koordinat sistemi olsun. Eğer

Φ(w1,w2, ...,w12) =

 ρωw1, ρ̄ωw2,ρωw3, ρ̄ωw4,ωw5 +w6,−w5,

ωw7 +w8,−w7,ωw9 +w10,−w9,ωw11 +w12,−w11

 ,

olarak alınırsa (2.4.2) eşitliği sağlanır burada ρ̄ω = ω− ρω dir. Dolayısıyla Φ, R12
4

üzerinde bir hemen hemen poly-Norden yapıdır.

(M̃, g̃,Φ) üzerinde

w1 = w3 = ς1 +ρως2,

w2 = w4 = ς1 + ρ̄ως2,

w5 =−ς4− ς5, w6 = ρως3,

w7 =−ς4 + ς5, w8 = ρως3,

w9 =−ς7 +ρως8, w10 =−ρ̄ως6,

w11 = ς7 +ρως8, w12 = ρ̄ως6,

ile tanımlanan M̂ altmanifoldunu göz önüne alınırsa

Π1 =
∂

∂w1
+

∂

∂w2
+

∂

∂w3
+

∂

∂w4
,

Π2 = ρω

∂

∂w1
+ ρ̄ω

∂

∂w2
+ρω

∂

∂w3
+ ρ̄ω

∂

∂w4
,

Π3 = ρω

∂

∂w6
+ρω

∂

∂w8
,

Π4 =−
∂

∂w5
− ∂

∂w7
,

Π5 =−
∂

∂w5
+

∂

∂w7
,

63



Π6 =−ρ̄ω

∂

∂w10
+ ρ̄ω

∂

∂w12
,

Π7 =−
∂

∂w9
+

∂

∂w11
,

Π8 = ρω

∂

∂w9
+ρω

∂

∂w11
,

için T M̂ = Sp{Π1,Π2,Π3,Π4,Π5,Π6,Π7,Π8} dir ve M̂ altmanifoldu S(T M̂) =

Sp{Π4,Π5,Π6,Π7,Π8} ve RadT M̂ = Sp{Π1,Π2,Π3} ile bir dejenere altmanifolddur.

ΦΠ1 = Π2, ΦΠ3 = ρωΠ ve ΦΠ6 = ρ̄ωΠ7 olduğundan Dα = Sp{Π1,Π2}, Dβ = Sp{Π3}

ve D̊ = Sp{Π6,Π7} dir. Diğer taraftan ltr T M̂ = Sp{N1,N2,N3} ve S(T M̂⊥) = Sp{W}

dir. Burada

N1 =−
1
4

(
∂

∂w1
+

∂

∂w2
− ∂

∂w3
− ∂

∂w4

)
,

N2 =−
1

2(ρ2
ω + ρ̄2

ω)

(
ρω

∂

∂w1
+ ρ̄ω

∂

∂w2
−ρω

∂

∂w3
− ρ̄ω

∂

∂w4

)
,

N3 =−
1

2ρω

(
∂

∂w6
− ∂

∂w8

)
,

W =
∂

∂w10
+

∂

∂w12
,

ile verilir. Buradan Sp{N1,N2} invaryant ve ΦN3 =
1

2ρω
Π5 ve ΦW = −Π8 olacağından

L̃ = Sp{N3} ve S̃ = Sp{W} olur. Böylece M̂ , M̃ nın bir genelleştirilmiş CR-dejenere

altmanifoldu olur.

M̂, nın (M̃, g̃,Φ) nin genelleştirilmiş CR-dejenere altmanifoldu olduğu kabul edilirse

her U ∈ Γ(T M̂) için

ΦU = ϕU + fU, (4.3.2)

yazılabilir. Burada ϕU ve fU sırasıyla teğet ve tranversal bileşenlerdir. Aynı şekilde her

V ∈ Γ(tr(T M̂)) için

ΦV = bV + tV, (4.3.3)

dir. Burada bV ve tV sırasıyla teğet ve transversal bileşenlerdir.
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Teorem 4.3.1. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın genelleştirilmiş

CR-dejenere altmanifoldu M̂ olsun. O halde D distibüsyonu integrallenebilirdir ancak

ve ancak U,V ∈ Γ(D), ζ ∈ Γ(Dβ) ve W ∈ Γ(S̃) için

i) ĝ(hl(U,ΦV ),ζ) = ĝ(hl(V,ΦU),ζ),

ii) ĝ(hs(U,ΦV ),W ) = ĝ(hs(V,ΦU),W ),

dır.

İspat. Her U,V ∈ Γ(D), ζ ∈ Γ(Dβ) ve W ∈ Γ(S̃) için D distribüsyonu integrallenebilirdir

ancak ve ancak

g̃([U,V ],Φζ) = 0

ve

g̃([U,V ],ΦW ) = 0

dır. Buradan verilen ilk eşitlikte (2.3.16) kulanılırsa

g̃([U,V ],Φζ] = g̃(∇̃UV − ∇̃VU,Φζ)

= g̃(∇̃UV,Φζ)− g̃(∇̃VU,Φζ)

= g̃(Φ∇̃UV,ζ)− g̃(Φ∇̃VU,ζ)

= g̃(∇̃U ΦV,ζ)− g̃(∇̃V ΦU,ζ)

= ĝ(∇̃U ΦV +hl(U,ΦV )+hs(U,ΦV ),ζ)

−ĝ(∇̃V ΦU +hl(V,ΦU)+hs(V,ΦU),ζ)

= ĝ(hl(U,ΦV ),ζ)− ĝ(hl(V,ΦU),ζ)

olur. Böylece (i) elde edilir.
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Benzer olarak ikinci eşitlikte (2.3.16) dan

g̃([U,V ],ΦW ] = g̃(∇̃UV − ∇̃VU,ΦW )

= g̃(∇̃UV,ΦW )− g̃(∇̃VU,ΦW )

= g̃(Φ∇̃UV,W )− g̃(Φ∇̃VU,W )

= g̃(∇̃U ΦV,W )− g̃(∇̃V ΦU,W )

= ĝ(∇̃U ΦV +hl(U,ΦV )+hs(U,ΦV ),W )

−ĝ(∇̃V ΦU +hl(V,ΦU)+hs(V,ΦU),W )

= ĝ(hs(U,ΦV ),W )− ĝ(hs(V,ΦU),W )

bulunur. Buradan (ii) eşitliğine ulaşılır.

Teorem 4.3.2. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın genelleştirilmiş

CR-dejenere altmanifoldu M̂ olsun. O halde D̃ distribüsyonu integrallenebilirdir ancak

ve ancak X ,Y ∈ Γ(D̃), Ñ ∈ Γ(L̃), N ∈ Γ(ltrT M̂), Z ∈ Γ(D̊) ve V1,V2 ∈ Γ(L̃⊥S̃) için

i) ĝ(AV1Y,ΦZ) = ĝ(AV2X ,ΦZ),

ii) ĝ(h∗(X ,Y ), Ñ) = ĝ(h∗(Y,X), Ñ) ve ĝ(AV2X , Ñ) = ĝ(AV1Y, Ñ)

iii) ĝ(ANX ,Y ) = ĝ(ANY,X)

dir.

İspat. Her X ,Y ∈ Γ(D̃), Ñ ∈ Γ(L̃), Z ∈ Γ(D̊) ve V1,V2 ∈ Γ(L̃⊥S̃) için D̃ integral-

lenebilirdir ancak ve ancak

g̃([X ,Y ],Z) = 0,

g̃([X ,Y ],ΦÑ) = 0,

ve

g̃([X ,Y ],N) = 0,

dır. Diğer taraftan X ,Y ∈ Γ(D̃) içn

X = ΦV1 ve Y = ΦV2

66



olacak şekilde V1,V2 ∈ Γ(L̃⊥S̃) vardır. Buradan verilen ilk eşitlikte (2.4.3), (2.3.19) ve

(2.3.27) den

g̃([X ,Y ],Z) = g̃(∇̃XY,Z)− g̃(∇̃Y X ,Z)

= g̃(∇̃X ΦV2,Z)− g̃(∇̃Y ΦV1,Z)

= g̃(Φ∇̃XV2,Z)− g̃(Φ∇̃YV1,Z)

= g̃(∇̃XV2,ΦZ)− g̃(∇̃YV1,ΦZ)

= ĝ(−AV2X +∇
l
XV2 +Ds(X ,V2),ΦZ)

−ĝ(−AV1Y +∇
l
YV1 +Ds(Y,V1),ΦZ)

= ĝ(AV1Y,ΦZ)− ĝ(AV2X ,ΦZ),

olur. Buradan (i) elde edilir.
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Benzer olarak ikinci eşitlikte (2.4.3), (2.3.16) ile (2.3.19) kullanılırsa

g̃([X ,Y ],ΦÑ) = g̃(∇̃XY,ΦÑ)− g̃(∇̃Y X ,ΦÑ)

= g̃(∇̃X ΦV2,ΦÑ)− g̃(∇̃Y ΦV1,ΦÑ)

= g̃(Φ∇̃XV2,ΦÑ)− g̃(Φ∇̃YV1,ΦÑ)

= ωg̃(Φ∇̃XV2, Ñ)− g̃(∇̃XV2, Ñ)

−ωg̃(Φ∇̃YV1, Ñ)+ g̃(∇̃YV1, Ñ)

= ωg̃(∇̃X ΦV2, Ñ)− g̃(∇̃XV2, Ñ)

−ωg̃(∇̃Y ΦV1, Ñ)+ g̃(∇̃YV1, Ñ)

= ωĝ(∇̂XY +hl(X ,Y )+hs(X ,Y ), Ñ)

−ĝ(−AV2X +∇
l
XV2 +Ds(X ,V2), Ñ)

−ωĝ(∇̂Y X +hl(Y,X)+hs(Y,X), Ñ)

+ĝ(−AV1Y +∇
l
YV1 +Ds(Y,V1), Ñ)

= ωĝ(∇̂XY, Ñ)+ ĝ(AV2X , Ñ)

−ωĝ(∇̂Y X , Ñ)− ĝ(AV1Y, Ñ)

= ωĝ(∇∗XY +h∗(X ,Y ), Ñ)+ ĝ(AV2X , Ñ)

−ωĝ(∇∗Y X +h∗(Y,X), Ñ)− ĝ(AV1Y, Ñ)

= ωĝ(h∗(X ,Y ), Ñ)+ ĝ(AV2X , Ñ)

−ωĝ(h∗(Y,X), Ñ)− ĝ(AV1Y, Ñ)

elde edilir. Böylece (ii) eşitliğine ulaşılır.
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Son olarak üçüncü eşitlikte (2.3.19) eşitliği ve ∇̃ metrik konneksiyon olmasından

g̃([X ,Y ],N) = g̃(∇̃XY,N)− g̃(∇̃Y X ,N)

= Xg̃(Y,N)− g̃(Y, ∇̃X N)

−Y g̃(X ,N)+ g̃(X , ∇̃Y N)

= g̃(X , ∇̃Y N)− g̃(Y, ∇̃X N)

= ĝ(X ,−ANY +∇
l
NY +Ds(Y,N))

−ĝ(Y,−ANX +∇
l
NX +Ds(X ,N))

= ĝ(ANX ,Y )− ĝ(ANY,X),

olacağından (iii) eşitliğine ulaşılır.

Teorem 4.3.3. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın genelleştirilmiş

CR-dejenere altmanifoldu M̂ olsun. O halde D distribüsyonu tamamen geodeziktir an-

cak ve ancak U,V ∈ Γ(D) için ωh(U,ΦV ) = 0 dır.

İspat. Genelleştirilmiş CR-dejenere altmanifold tanımından D tamamen geodeziktir an-

cak ve ancak U,V ∈ Γ(D) için

ĝ(∇̂UV,Φζ) = 0,

ve

ĝ(∇̂UV,ΦW ) = 0,

olmasıdır. (2.3.19) ve (2.4.2) eşitlikleri yukarıdaki iki eşitlikte kullanılırsa

ĝ(∇̂UV,Φζ) = g̃(∇̃UV −hl(U,V )−hs(U,V ),Φζ)

= g̃(∇̃UV,Φζ)

= g̃(Φ∇̃UV,ζ)

= g̃(∇̃U ΦV,ζ)

= ĝ(∇̂U ΦV +hl(U,ΦV )+hs(U,ΦV ),ζ)

= ĝ(hl(U,ΦV ),ζ), (4.3.4)
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ve

ĝ(∇̂UV,ΦW ) = g̃(∇̃UV −hl(U,V )−hs(U,V ),ΦW )

= g̃(∇̃UV,ΦW )

= g̃(Φ∇̃UV,W )

= g̃(∇̃U ΦV,W )

= ĝ(∇̂U ΦV +hl(U,ΦV )+hs(U,ΦV ),W )

= ĝ(hs(U,ΦV ),W ), (4.3.5)

elde edilir. (4.3.4) ve (4.3.5) ten D nin M̂ da tamamn geodezik olmsı için gerk ve yeter

şart hl(U,ΦV ) nin L̃ bileşeni ve hs(U,ΦV ) nin S̃ bileşeninin olmaması gerekir.

Teorem 4.3.4. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın genelleştirilmiş

CR-dejenere altmanifoldu M̂ olsun. O halde D̃ distribüsyonu tamamen geodeziktir an-

cak ve ancak X ,Y ∈ Γ(D̃), Ñ ∈ Γ(L̃), N ∈ Γ(ltr(T M̂)) ve V1,V2 ∈ Γ(L̃⊥S̃) için

i) AV X in D̊ da bileşeni yoktur,

ii) ωĝ(h∗(X ,Y ), Ñ) =−ĝ(AV X , Ñ),

iii) ANX in ΦDβ⊥ΦS̃ da bileşeni yoktur.

İspat. Genelleştirilmiş CR-dejenere altmanifold tanımı göz önüne alındığında, D̃ dis-

tribüsyonu tamamen geodeziktir ancak ve ancak X ,Y ∈ Γ(D̃), Ñ ∈ Γ(L̃), N ∈ Γ(ltr(T M̂)),

Z ∈ Γ(D̊) için

ĝ(∇̂XY,Z) = 0,

ĝ(∇̂XY,ΦÑ) = 0,

ve

ĝ(∇̂XY,N) = 0,

dır. Diğer taraftan her Y ∈ Γ(D̃) için

Y = ΦV
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olacak şekilde V ∈ Γ(L̃⊥S̃) vardır. (2.3.19) ve (2.4.3) eşitlikleri yukarıdaki eşitliklerde

kullanılırsa

ĝ(∇̂XY,Z) = g̃(∇̃XY −hl(X ,Y )−hs(X ,Y ),Z)

= g̃(∇̃XY,Z)

= g̃(∇̃X ΦV,Z)

= g̃(∇̃XV,ΦZ)

= ĝ(−AV X +∇
l
XV +Ds(X ,V ),ΦZ)

= ĝ(−AV X ,ΦZ), (4.3.6)

ĝ(∇̂XY,ΦÑ) = g̃(∇̃XY −hl(X ,Y )−hs(X ,Y ),ΦÑ)

= g̃(∇̃XY,ΦÑ)

= g̃(∇̃X ΦV,ΦÑ)

= g̃(Φ∇̃XV,ΦÑ)

= ωg̃(Φ∇̃XV, Ñ)− g̃(∇̃XV, Ñ)

= ωg̃(∇̃X ΦV, Ñ)− g̃(∇̃XV, Ñ)

= ωg̃(∇̃XY, Ñ)− g̃(∇̃XV, Ñ)

= ωĝ(∇̂XY +hl(X ,Y )+hs(X ,Y ), Ñ)

−ĝ(−AV X +∇
l
XV +Ds(X ,V ), Ñ)

= ωĝ(∇̂XY, Ñ)+ ĝ(AV X , Ñ)

= ωĝ(∇∗XY +h∗(X ,Y ), Ñ)+ ĝ(AV X , Ñ)

= ωĝ(h∗(X ,Y ), Ñ)+ ĝ(AV X , Ñ), (4.3.7)
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ve ∇̃ metrik koneksiyon olduğundan

ĝ(∇̂XY,N) = g̃(∇̃XY −hl(X ,Y )−hs(X ,Y ),N)

= g̃(∇̃XY,N)

= Xg̃(Y,N)− g̃(Y, ∇̃X N)

= −g̃(Y, ∇̃X N)

= −ĝ(Y,−ANX +∇
l
X N +Ds(N,V ))

= ĝ(Y,ANX), (4.3.8)

elde edilir. (4.3.6) ∼ (4.3.8) den ispat biter.

Teorem 4.3.5. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın genelleştirilmiş

CR-dejenere altmanifoldu M̂ olsun. O halde D̊ distribüsyonu integrallenebilirdir ancak

ve ancak U,V ∈ Γ(D̊), N ∈ Γ(ltrT M̂), Ñ ∈ Γ(L̃) ve ζ ∈ Γ(Dβ) için

i) ĝ(∇∗UV,Φζ) = ĝ(∇∗VU,Φζ),

ii) ĝ(hs(U,ΦV ),W ) = ĝ(hs(V,ΦU),W ),

iii) ĝ(h∗(U,ΦV ), Ñ) = ĝ(h∗(V,ΦU), Ñ),

iv) ĝ(h∗(U,V ),N) = ĝ(h∗(V,U),N)

dir.

İspat. Her U,V ∈Γ(D̊), N ∈Γ(ltrT M̂), Ñ ∈Γ(L̃) ve ζ∈Γ(Dβ) için D̊ integrallenebilirdir

ancak ve ancak

g̃([U,V ],Φζ) = 0,

g̃([U,V ],ΦW ) = 0,

g̃([U,V ],ΦÑ) = 0,

ve

g̃([U,V ],N) = 0,
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dır. Buradan verilen ilk eşitlikte (2.3.16) ve (2.3.27) eşitlikleri kullanılırsa

g̃([U,V ],Φζ) = g̃(∇̃UV,Φζ)− g̃(∇̃VU,Φζ)

= ĝ(∇̂UV +hl(U,V )+hs(U,V ),Φζ)

−ĝ(∇̂VU +hl(V,U)+hs(V,U),Φζ)

= ĝ(∇̂UV,Φζ)− ĝ(∇̂VU,Φζ)

= ĝ(∇∗UV +h∗(U,V ),Φζ)

−ĝ(∇∗VU +h∗(V,U),Φζ)

= ĝ(∇∗UV,Φζ)− ĝ(∇∗VU,Φζ),

olur. Buradan (i) elde edilir.

Benzer olarak ikinci eşitlikte (2.3.16) eşitlikliği kullanılırsa

g̃([U,V ],ΦW ) = g̃(∇̃UV,ΦW )− g̃(∇̃VU,ΦW )

= g̃(Φ∇̃UV,W )− g̃(Φ∇̃VU,W )

= g̃(∇̃U ΦV,W )− g̃(∇̃V ΦU,W )

= ĝ(∇̂U ΦV +hl(U,ΦV )+hs(U,ΦV ),W )

−ĝ(∇̂V ΦU +hl(V,ΦU)+hs(V,ΦU),W )

= ĝ(hs(U,ΦV ),W )− ĝ(hs(V,ΦU),W ),

elde edilir. Böylece (ii) eşitliğine ulaşılır.
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Benzer şekilde üçüncü eşitlikte (2.3.19) ve (2.3.27) eşitliği kullanılırsa

g̃([U,V ],ΦÑ) = g̃(∇̃UV,ΦÑ)− g̃(∇̃VU,ΦÑ)

= g̃(Φ∇̃UV, Ñ)− g̃(Φ∇̃VU, Ñ)

= g̃(∇̃U ΦV, Ñ)− g̃(∇̃V ΦU, Ñ)

= ĝ(∇̂U ΦV +hl(U,ΦV )+hs(U,ΦV ), Ñ)

−ĝ(∇̂V ΦU +hl(V,ΦU)+hs(V,ΦU), Ñ)

= ĝ(∇̂U ΦV, Ñ)− ĝ(∇̂V ΦU, Ñ)

= ĝ(∇∗U ΦV +h∗(U,ΦV ), Ñ)

−ĝ(∇∗V ΦU +h∗(V,ΦU), Ñ)

= ĝ(h∗(U,ΦV ), Ñ)− ĝ(h∗(V,ΦU), Ñ),

olacağından (iii) eşitliğine ulaşılır.

Son olarak dördüncü eşitlik için (2.3.16) eşitliğinden

g̃([U,V ],N) = g̃(∇̃UV,N)− g̃(∇̃VU,N)

= ĝ(∇̂UV +hl(U,V )+hs(U,V ),N)

−ĝ(∇̂VU +hl(V,U)+hs(V,U),N)

= ĝ(∇̂U ΦV,N)− ĝ(∇̂V ΦU,N)

= ĝ(∇∗UV +h∗(U,V ),N)

−ĝ(∇∗VU +h∗(V,U),N)

= ĝ(h∗(U,V ),N)− ĝ(h∗(V,U),N),

bulunur. Böylece (iv) eşitliğine ulaşılır.

Teorem 4.3.6. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın genelleştirilmiş

CR-dejenere altmanifoldu M̂ olsun. O halde RadT M̂ distribüsyonu integrallenebilirdir

ancak ve ancak E1,E2 ∈ Γ(RadT M̂), ζ ∈ Γ(Dβ), W ∈ Γ(S̃), Ñ ∈ Γ(L̃) ve Z ∈ Γ(D̊) için

i) ĝ(E1,hl(E2,Φζ)) = ĝ(E2,hl(E1,Φζ)),

ii) ĝ(E1,hl(E2,ΦÑ)) = ĝ(E2,hl(E1,ΦÑ)),
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iii) ĝ(E1,hs(E2,ΦW )) = ĝ(E2,hs(E1,ΦW )),

iv) ĝ(A∗E1
E2,Z) = ĝ(A∗E2

E1,Z)

dir.

İspat. Her E1,E2 ∈ Γ(RadT M̂), ζ ∈ Γ(Dβ), W ∈ Γ(S̃), Ñ ∈ Γ(L̃) ve Z ∈ Γ(D̊) için

RadT M̂ integrallenebilirdir ancak ve ancak

g̃([E1,E2],Φζ) = 0,

g̃([E1,E2],ΦÑ) = 0,

g̃([E1,E2],ΦW ) = 0,

ve

g̃([E1,E2],Z) = 0,

dır. Buradan verilen ilk eşitlikte (2.3.16) ve ∇̃ nın metrik koneksiyon olduğu göz önüne

alınırsa

g̃([E1,E2],Φζ) = g̃(∇̃E1E2,Φζ)− g̃(∇̃E2E1,Φζ)

= E1g̃(E2,Φζ)− g̃(E2, ∇̃E1Φζ)

−E2g̃(E1,Φζ)+ g̃(E1, ∇̃E2Φζ)

= −g̃(E2, ∇̃E1Φζ)+ g̃(E1, ∇̃E2Φζ)

= ĝ(E1, ∇̂E2Φζ+hl(E2,Φζ)+hs(E2,Φζ))

−ĝ(E2, ∇̂E1Φζ+hl(E1,Φζ)+hs(E1,Φζ))

= ĝ(E1,hl(E2,Φζ))− ĝ(E2,hl(E1,Φζ)),

olur. Buradan (i) elde edilir.

Benzer olarak ikinci eşitlikte (2.3.16) ve ∇̃ nın metrik koneksiyon olduğu göz önüne
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alınırsa

g̃([E1,E2],ΦÑ) = g̃(∇̃E1E2,ΦÑ)− g̃(∇̃E2E1,ΦÑ)

= E1g̃(E2,ΦÑ)− g̃(E2, ∇̃E1ΦÑ)

−E2g̃(E1,ΦÑ)+ g̃(E1, ∇̃E2ΦÑ)

= −g̃(E2, ∇̃E1ΦÑ)+ g̃(E1, ∇̃E2ΦÑ)

= ĝ(E1, ∇̂E2ΦÑ +hl(E2,ΦÑ)+hs(E2,ΦÑ))

−ĝ(E2, ∇̂E1ΦÑ +hl(E1,ΦÑ)+hs(E1,ΦÑ))

= ĝ(E1,hl(E2,ΦÑ))− ĝ(E2,hl(E1,ΦÑ)),

elde edilir. Böylece (ii) eşitliğine ulaşılır.

Benzer şekilde üçüncü eşitlikte (2.3.19) eşitliği kullanılırsa

g̃([E1,E2],ΦW ) = g̃(∇̃E1E2,ΦW )− g̃(∇̃E2E1,ΦW )

= g̃(Φ∇̃E1E2,W )− g̃(Φ∇̃E2E1,W )

= g̃(∇̃E1ΦE2,W )− g̃(∇̃E2ΦE1,W )

= ĝ(∇̂E1ΦE2 +hl(E1,ΦE2)+hs(E1,ΦE2),W )

−ĝ(∇̂E2ΦE1 +hl(E2,ΦE1)+hs(E2,ΦE1),W )

= ĝ(hs(E1,ΦE2),W )− ĝ(hs(E2,ΦE1),W ),

olacağından (iii) eşitliğine ulaşılır.

Son olarak dördüncü eşitlik için (2.3.16) ve (2.3.28) eşitliğinden

g̃([E1,E2],Z) = g̃(∇̃E1E2,Z)− g̃(∇̃E2E1,Z)

= ĝ(∇̂E1E2 +hl(E1,E2)+hs(E1,E2),Z)

−ĝ(∇̂E2E1 +hl(E2,E1)+hs(E2,E1),Z)

= ĝ(∇̂E1E2,Z)− ĝ(∇̂E2E1,Z)

= ĝ(−AE2E1 +∇
t
E1

E2,Z)

−ĝ(−AE1E2 +∇
t
E2

E1,Z)

= ĝ(AE1E2,Z)− ĝ(AE2E1,Z),
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bulunur. Böylece (iv) eşitliğine ulaşılır.

4.4 Screen Transversal CR-Dejenere Altmanifoldlar

Tanım 4.4.1. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın dejenere altmani-

foldu M̂ olsun. Aşağıdaki şartları sağlayan altmanifolda screen transversal CR-dejenere

altmanifold denir.

i) RadT M̂ da

RadT M̂ = Dα⊕Dβ, Φ(Dα)⊂ S(T M̂), Φ(Dβ)⊂ S(T M̂⊥),

şeklinde Dα ve Dβ distribüsyonları vardır

ii) S(T M̂) da

S(T M̂) = {Φ(Dα)⊕ D́}⊥D̊, Φ(D̊) = D̊, Φ(D́) = L̃⊥S̃, Φ(L̊)⊂ S(T M̂⊥),

şeklinde D̊ ile D́ vardır. Burada D̊ dejenere olmayan distribüsyon, L̃ ile L̊ ve S̃ sırsıyla

ltr(T M̃) ve S(T M̃⊥) in alt vektör demetleridir.

Yukarıdaki tanım dikkate alınırsa

T M = D⊕ D̂, (4.4.1)

dir. Burada

D = D̊⊕Dα⊕Φ(Dα)veD̂ = Dβ⊕Φ(L̃)⊕Φ(S̃) (4.4.2)

dır.

Ayrıca

ltr(T M̂) = L̃⊕ L̊, Φ(L̃)⊂ S(T M̂), Φ(L̊)⊂ S(T M̂⊥),

S(T M̂⊥) = {Φ(L̃)⊕Φ(Dβ)}⊥S̃,

eşitlikleride yazılabilir.
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Örnek 4.4.1. (M̃ = R12
4 , g̃) bir (−,+,−,+,+,+,+,+,−,+,−,+) işaretli semi-Öklid

uzay, (w1,w2, ...,w12), R12
4 nin standart koordinat sistemi olsun. Eğer

Φ(w1,w2, ...,w12) =

 ρ̄ωw1, ρ̄ωw2,ρωw3,ρωw4,ωw5 +w6,−w5,

ωw7 +w8,−w7,ρωw9,ρωw10, ρ̄ωw11, ρ̄ωw12

 ,

olarak alınırsa (2.4.2) eşitliği sağlanır burada ρ̄ω = ω− ρω dir. Dolayısıyla Φ, R12
4

üzerinde bir hemen hemen poly-Norden yapıdır.

(M̃, g̃,Φ) üzerinde

w1 = ρως1 + ς2− ρ̄ως4,

w2 = ρως1 + ς2 + ρ̄ως4,

w3 = w4 = ρ̄ως3,

w5 = w7 =−ς6,

w6 = w8 = ς5,

w9 = w10 = ς3,

w11 = w12 = ς1 + ρ̄ως2,

ile tanımlanan M̂ altmanifoldunu göz önüne alınırsa

Π1 = ρω

∂

∂w1
+ρω

∂

∂w2
+

∂

∂w11
+

∂

∂w12
,

Π2 =
∂

∂w1
+

∂

∂w2
+ ρ̄ω

∂

∂w11
+ ρ̄ω

∂

∂w12
,

Π3 = ρ̄ω

∂

∂w3
+ ρ̄ω

∂

∂w4
+

∂

∂w9
+

∂

∂w10
,

Π4 =−ρ̄ω

∂

∂w1
+ ρ̄ω

∂

∂w2
,

Π5 =
∂

∂w6
+

∂

∂w8
,

Π6 =−
∂

∂w5
− ∂

∂w7
,

Π7 =
∂

∂w7
+

∂

∂w8
,
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için T M̂ = Sp{Π1,Π2,Π3,Π4,Π5,Π6,Π7} dir ve M̂ altmanifoldu S(T M̂) =

Sp{Π2,Π4,Π5,Π6,Π7} ve RadT M̂ = Sp{Π1,Π3} ile bir dejenere altmanifold-

dur. ΦΠ1 = Π2 ∈ S(T M̂) olduğundan Dα = Sp{Π1}, Dβ = Sp{Π3} dir. Ayrıca

ΦΠ5 = Π6 ∈ S(T M̂) olduğundan D̊ = Sp{Π5,Π6} ve

N1 =
1

2ρω

(
− ∂

∂w1
+

∂

∂w2

)
,

N2 =
1

2ρ̄ω

(
− ∂

∂w11
− ∂

∂w12

)
,

ile verilir. Buradan L̃ = Sp{N1}, L̊ = Sp{N2}, S(T M̂⊥) = Sp{ΦΠ3,ΦN2,ΦΠ7}, S̃ =

Sp{ΦΠ7 =W} ve D́ = Sp{ΦN1 = Π4,W} olur. Böylece M̂ , M̃ nın bir screen transversal

CR-dejenere altmanifoldu olur.

M̂ nın screen transversal CR-dejenere altmanifold olduğunu kabul edelim. T M̂ dan

D̊, ΦDα, ΦL̃, ΦS̃, Dα ve Dβ ya projeksiyonları sırasıyla T̊ , Tα, Tβ, T̂ , Sα ve Sβ ile

gösterirsek her U ∈ Γ(T M̂) için

U = TU +SU

= T̊U +TαU +TβU + T̂U +SαU +SβU, (4.4.3)

ve

ΦU = PU +δU, (4.4.4)

yazılabilir. Burada TU ∈ Γ(D), SU ∈ Γ(D̂), PU ve δU sırasıyla teğet ve transversal

bileşenlerdir.

(4.4.3) eşitliğine Φ uygulanıp, ΦT̊ , ΦTα, ΦTβ, ΦT̂ , ΦSα ve ΦSβ yı sırasıyla Q̊, Qα,

Qβ, δL̃, δS̃, T̃α, δβ gösterirsek

ΦU = Q̊U +QαU +QβU +δL̃U (4.4.5)

+δS̃U + T̃αU +δβU,

eşitliğini yazabiliriz. Burada Q̊U ∈ Γ(D̊), QαU ∈ Γ(Dα), T̃αU ∈ Γ(ΦDα), δL̃U ∈ Γ(L̃),

δS̃U ∈ Γ(S̃) ve δβU ∈ Γ(ΦDβ).
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Benzer olarak tr(T M̂) den ΦL, ΦL̊, ΦS̃, ΦL̃ ve L̊ ya projeksiyonları sırasıyla Rα, Rβ,

R̂, Qα, Qβ ile gösterirsek her V ∈ Γ(tr(T M̂)) için

V = RαV +RβV + R̂V +QαV +QβV, (4.4.6)

yazılabilir.

Ayrıca ΦRα, ΦRβ, ΦR̂, ΦQα ve ΦQβ yı sırasıyla Kβ, FL̃, K̃S, K̃L ve F̃L ile gösterirsek

ΦV = KβV +FL̃V + K̃SV + K̃LV + F̃LV, (4.4.7)

olur. Burada KV ve FV sırasıyla T M̂ ve tr(T M̂) nın kesitleridir.

Diğer taraftan (4.4.5) eşitliğinde (2.3.16), (2.3.19) ve (4.4.7) den her U,V ∈ Γ(T M̃)

için

(∇̂U P)V = AwL̃VU +AwS̃VU +AwβVU (4.4.8)

+Kh(U,V ),

Dl(U,δS̃V )+Dl(U,δβV ) = δL̃(∇̂UV )− ∇̂
l
U(δL̃V )

−hl(U,PV )+Fhl(U,V ), (4.4.9)

Ds(U,δL̃V ) = δS̃(∇̂UV )+δβ(∇̂UV )− ∇̂
s
U(δS̃V )

−∇̂
s
U(δβV )−hs(U,PV )+Fhs(U,V ) (4.4.10)

elde edilir.

Teorem 4.4.1. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın screen transversal

CR-dejenere altmanifoldu M̂ olsun. O halde D distribüsyonu integrallenebilirdir ancak

ve ancak U,V ∈ Γ(D), N2 ∈ Γ(L̊), ζ ∈ Γ(Dα) ve W ∈ Γ(S̃) için

i) ĝ(hs(U,V ),ΦN2) = ĝ(hs(V,U),ΦN2)

ii) ĝ(hl(U,ΦV ),ζ) = ĝ(hl(V,ΦU),ζ)

iii) ĝ(hs(U,ΦV ),ζ) = ĝ(hs(V,ΦU),W )

dır.
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İspat. Her U,V ∈ Γ(D), N2 ∈ Γ(L̊), ζ ∈ Γ(Dα), W ∈ Γ(S̃) için D integrallenebilirdir

ancak ve ancak

g̃([U,V ],N2) = 0,

g̃([U,V ],Φζ) = 0,

ve

g̃([U,V ],ΦW ) = 0,

dır. Buradan verilen ilk eşitlikte (2.3.16) ve (2.4.3) kullanılırsa

g̃([U,V ],N2) = g̃(∇̃UV,N2)− g̃(∇̃VU,N2)

= ωg̃(Φ∇̃UV,N2)− g̃(Φ∇̃UV,ΦN2)

−ωg̃(Φ∇̃VU,N2)+ g̃(Φ∇̃VU,ΦN2)

= ωg̃(∇̃UV,ΦN2)− g̃(∇̃U ΦV,ΦN2)

−ωg̃(∇̃VU,ΦN2)+ g̃(∇̃V ΦU,ΦN2)

= ωĝ(∇̂UV +hl(U,V )+hs(U,V ),ΦN2)

−ĝ(∇̂U ΦV +hl(U,ΦV )+hs(U,ΦV ),ΦN2)

−ωĝ(∇̂VU +hl(V,U)+hs(V,U),ΦN2)

+ĝ(∇̂V ΦU +hl(V,ΦU)+hs(V,ΦU),ΦN2)

= ω(ĝ(hs(U,V ),ΦN2)− ĝ(hs(V,U),ΦN2))

−ĝ(hs(U,ΦV ),ΦN2)+ ĝ(hs(V,ΦU),ΦN2)

olur. Buradan (i) elde edilir.
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Benzer olarak ikinci eşitlikte (2.3.16) eşitlikliği kullanılırsa

g̃([U,V ],Φζ) = g̃(∇̃UV,Φζ)− g̃(∇̃VU,Φζ)

= g̃(Φ∇̃UV,ζ)− g̃(Φ∇̃VU,ζ)

= g̃(∇̃U ΦV,ζ)− g̃(∇̃V ΦU,ζ)

= ĝ(∇̂U ΦV +hl(U,ΦV )+hs(U,ΦV ),ζ)

−ĝ(∇̂V ΦU +hl(V,ΦU)+hs(V,ΦU),ζ)

= ĝ(hl(U,ΦV ),ζ)− ĝ(hl(V,ΦU),ζ),

elde edilir. Böylece (ii) eşitliğine ulaşılır.

Benzer şekilde üçüncü eşitlikte (2.3.19) kullanılırsa

g̃([U,V ],ΦW ) = g̃(∇̃UV,ΦW )− g̃(∇̃VU,ΦW )

= g̃(Φ∇̃UV,W )− g̃(Φ∇̃VU,W )

= g̃(∇̃U ΦV,W )− g̃(∇̃V ΦU,W )

= ĝ(∇̂U ΦV +hl(U,ΦV )+hs(U,ΦV ),W )

−ĝ(∇̂V ΦU +hl(V,ΦU)+hs(V,ΦU),W )

= ĝ(hs(U,ΦV ),W )− ĝ(hs(V,ΦU),W ),

olacağından (iii) eşitliğine ulaşılır.

Teorem 4.4.2. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın screen transversal

CR-dejenere altmanifoldu M̂ olsun. O halde D̂ distribüsyonu integrallenebilirdir ancak

ve ancak U,V ∈ Γ(D̂), N1 ∈ Γ(L̃) ve Z ∈ Γ(D̊) için

i) ĝ(AΦUV,N1) = ĝ(AΦVU,N1) ve ĝ(AΦUV,ΦN1) = ĝ(AΦVU,ΦN1)

ii) ĝ(AΦUV,Z) = ĝ(AΦVU,Z)

dir.

İspat. Her U,V ∈ Γ(D̂), N1 ∈ Γ(L̃), Z ∈ Γ(D̊) için D̂ integrallenebilirdir ancak ve ancak

g̃([U,V ],N1) = 0,
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g̃([U,V ],ΦN1) = 0,

ve

g̃([U,V ],Z) = 0,

dır. Buradan verilen ilk iki eşitlikte (2.3.16) ve (2.4.3) kullanılırsa

g̃([U,V ],N1) = g̃(∇̃UV,N1)− g̃(∇̃VU,N1)

= ωg̃(Φ∇̃UV,N1)− g̃(Φ∇̃UV,ΦN1)

−ωg̃(Φ∇̃VU,N1)+ g̃(Φ∇̃VU,ΦN1)

= ωg̃(∇̃U ΦV,N1)− g̃(∇̃U ΦV,ΦN1)

−ωg̃(∇̃V ΦU,N1)+ g̃(∇̃V ΦU,ΦN1)

= ω

(
ĝ(−AΦVU +∇

l
U ΦV +Ds(U,ΦV ),N1)

)
−ĝ(−AΦVU +∇

l
U ΦV +Ds(U,ΦV ),ΦN1

−ω

(
ĝ(−AΦUV +∇

l
V ΦU +Ds(V,ΦU),N1)

)
+ĝ(−AΦUV +∇

l
V ΦU +Ds(V,ΦU),ΦN1)

= ω(ĝ(AΦUV,N1)− ĝ(AΦVU,N1))

−ĝ(AΦUV,ΦN1)+ ĝ(AΦVU,ΦN1),

ve

g̃([U,V ],ΦN1) = g̃(∇̃UV,ΦN1)− g̃(∇̃VU,ΦN1)

= g̃(Φ∇̃UV,N1)− g̃(Φ∇̃VU,N1)

= g̃(∇̃U ΦV,N1)− g̃(∇̃V ΦU,N1)

= ĝ(−AΦVU +∇
l
U ΦV +Ds(U,ΦV ),N1)

−ĝ(−AΦUV +∇
l
V ΦU +Ds(V,ΦU),N1)

= ĝ(AΦUV,N1)− ĝ(AΦVU,N1)

bulunur. Buradan (i) elde edilir.
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Benzer olarak son eşitlikte (2.3.16) eşitlikliği kullanılırsa

g̃([U,V ],ΦZ) = g̃(∇̃UV,ΦZ)− g̃(∇̃VU,ΦZ)

= g̃(Φ∇̃UV,Z)− g̃(Φ∇̃VU,Z)

= g̃(∇̃U ΦV,Z)− g̃(∇̃V ΦU,Z)

= ĝ(−AΦVU +∇
l
U ΦV +Ds(U,ΦV ),Z)

−ĝ(−AΦUV +∇
l
V ΦU +Ds(V,ΦU),Z)

= ĝ(AΦUV,Z)− ĝ(AΦVU,Z)

elde edilir. Böylece (ii) eşitliğine ulaşılır.

Teorem 4.4.3. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın screen transversal

CR-dejenere altmanifoldu M̂ olsun. O halde D distribüsyonu tamamen geodeziktir ancak

ve ancak U,V ∈ Γ(D) için Kh(U,ΦV ) = 0 dır.

İspat. Screen transversal CR-dejenere altmanifold tanımı ndan D nın tamamen geodezik

olması için her U,V ∈ Γ(D) için

∇̂UV ∈ Γ(D), (4.4.11)

olmalıdır. (4.4.11) eşitliğinden her U,V ∈ Γ(D),N2 ∈ Γ(L̊),ζ ∈ Γ(Dα) ve W ∈ Γ(S̃) için

ĝ(∇̂UV,N2) = 0, ĝ(∇̂UV,Φζ) = 0, ĝ(∇̂UV,ΦW ) = 0,

yazılabilir. Böylece (2.3.16) ve (2.4.3) eşitlerinden

ĝ(∇̂UV,N2) = g̃(∇̃UV −hl(U,V )−hs(U,V ),N2)

= g̃(∇̃UV,N2)

= ωg̃(Φ∇̃UV,N2)− g̃(Φ∇̃UV,ΦN2)

= ωg̃(∇̃UV,ΦN2)− g̃(∇̃U ΦV,ΦN2)

= ωg̃(∇̂UV +hl(U,V )+hs(U,V ),ΦN2)

−ĝ(∇̂U ΦV +hl(U,ΦV )+hs(U,ΦV ),ΦN2)

= ωĝ(hs(U,V ),ΦN2)− ĝ(hs(U,ΦV ),ΦN2), (4.4.12)
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ĝ(∇̂UV,Φζ) = g̃(∇̃UV −hl(U,V )−hs(U,V ),Φζ)

= ωg̃(∇̃UV −hl(U,V )−hs(U,V ),Φζ)

= g̃(∇̃UV,Φζ)

= g̃(Φ∇̃UV,ζ)

= g̃(∇̃U ΦV,ζ)

= ĝ(∇̂U ΦV +hl(U,ΦV )+hs(U,ΦV ),ζ)

= ĝ(hl(U,ΦV ),ζ), (4.4.13)

ve

ĝ(∇̂UV,ΦW ) = g̃(∇̃UV −hl(U,V )−hs(U,V ),ΦW )

= g̃(∇̃UV,ΦW )

= g̃(Φ∇̃UV,W )

= g̃(∇̃U ΦV,W )

= ĝ(∇̂U ΦV +hl(U,ΦV )+hs(U,ΦV ),W )

= ĝ(hs(U,ΦV ),W ), (4.4.14)

olur. (4.3.4) ve (4.3.5) ten D M̂ da tamamen geodeziktir ancak ve ancak hl(U,ΦV ) nin L̃

bileşeni ve hs(U,ΦV ) nin L̊∪ S̃ bileşeni yoktur. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 4.4.4. Bir poly-Norden semi-Riemann manifold (M̃, g̃,Φ) nın screen transversal

CR-dejenere altmanifoldu M̂ olsun. O halde D̂ distribüsyonu tamamen geodeziktir ancak

ve ancak U,V ∈ Γ(D̂) için AδVU ∈ Γ(D̂) dır.

İspat. Screen transversal CR-dejenere altmanifold tanımı ndan D̂ distribüsyonunun

tamamen geodezik olması için U,V ∈ Γ(D̂) için

∇̂UV ∈ Γ(D̂),

olmalıdır. V ∈ Γ(D̂) ve ∇̂UV ∈ Γ(D̂) olduğundan PV ve P∇̂UV nin sıfıra eşit olduğunu
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söyleyebiliriz. Böylece (4.4.8) eşitliğinden

∇̂U PV −P∇̂UV = AδL̃VU +AδS̃VU +AδβVU

+Kh(U,V ),

buradan da

−Kh(U,V ) = AδVU ∈ Γ(D̂)

yazılabilir.

Tersine eğer AδVU ∈ Γ(D̂) ise (4.4.8) eşitliğinden

P∇̂UV = 0,

eşitliğine ulaşılır. Böylece ispat tamamlanmış olur.
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