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SEMBOLLER VE KISALTMALAR
MRLW : Modified Regularized Long Wave (Modifiye edilmis diizenli uzun dalga)
GRLW : Generalized Regularized Long Wave (Genellestirilmis diizenli uzun dalga)
LiN : Lineerlestirme
BFRK : Butcher's fifth-order Runge-Kutta
BBM : Benjamin-Bona-Mahony

SEY : Sonlu eleman yontemi

SEA  : Sonlu eleman analizi

Ci : Birinci korunum sabiti (kiitle)

C; : Ikinci korunum sabiti (momentum)
Cs : Ugiincii korunum sabiti (enerji)

L; : Ortalama hata normu

L, : Maksimum hata normu
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Bu tez ¢alismasinda, Modifiye Edilmis Diizenli Uzun Dalga (MRLW) denklemi, kiibik
trigonometrik B-spline fonksiyonlar kullanilarak kollokasyon sonlu elemanlar yontemi ile
niimerik olarak ¢oziildii.

Tez, bes boliimden olusmaktadir. Tezin birinci boliimiinde soliter dalgalar ve diizenli
dalga denklemlerinin gelisimi kisaca anlatildi ve MRLW denklemi hakkinda literatiir
taramasi verildi.

Ikinci boliimde sonlu elemanlar, kollokasyon yontemleri, spline fonksiyonlar, kiibik
trigonometrik B-spline fonksiyonlar tanitildi.

Ugiincii boliimde tezde ele almacak model problemler tanitildi.

Dordiincii boliimde MRLW denkleminin niimerik ¢éziimleri ii¢ farkli lineerlestirme
teknigiyle elde edildi. Niimerik semalar; tek soliter dalganin hareketi basta olmak tizere, iki
ve ¢ soliter dalganin girisimi ve Maxwellian baslangig sartin1 igeren problemlere
uygulanarak test edildi ve elde edilen sonuglar ¢izelgeler ve grafikler halinde sunuldu. VVon-
Neumann teknigi ile lineerlestirilmis semalarinin sartsiz kararli oldugu gosterildi. Niimerik
semalarin performansini degerlendirilmesi amaciyla, L> ve L, hata normlari hesaplanarak
literatiirde var olan niimerik sonuglarla karsilagtirildi. Niimerik semalar uygulaninca kiitle,
momentum ve enerjiye dair 6zelliklerin korundugunu gostermek igin C1, Co ve Cs ile
gosterilen korunum sabitlerindeki degisim hesaplandi. Ayriyeten, soliter dalgalarin farkli
zamanlara ait hareketleri grafiklerle gosterildi.

Sonug boliimiinde de uygulanan teknikler hakkinda kisa bir degerlendirme yapildi.

Anahtar Kelimeler: MRLW denklemi, kiibik trigonometrik B-spline, kollokasyon sonlu
eleman yontemi, soliter dalgalar
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In this thesis, the Modified Regularized Long Wave (MRLW) equation is numerically
solved by the collocation finite element method using cubic trigonometric B-spline
functions.

The thesis consists of five chapters. In the first chapter of the thesis, the development of
solitary waves and regular wave equations is briefly explained and a literature review about
the MRLW equation was given.

In the second chapter, finite elements, collocation methods, spline functions, cubic
trigonometric B-spline functions are introduced.

In the third chapter, the model problems to be discussed in the thesis were introduced..

The fourth chapter contains the numerical solutions of the MRLW equation were
acquired with three different linearization techniques. Numerical schemes have been tested
by applying them to problems including the motion of one solitary wave, the interaction of
two and three solitary waves, and the Maxwellian initial condition, and the results were
shown in tables and graphs. It has been shown that linearized schemes are unconditionally
stable with the Von-Neumann technique. In order to evaluate the performance of the
numerical schemes, the L, and L« error norms were calculated and compared with the
numerical results available in the literature. The change in the conservation constants C;, C>
and C; was calculated to show that the properties of mass, momentum and energy are
preserved when the numerical schemes are applied. Additionally, the moves of solitary
waves according to varied times were graphed.

In the last chapter, a brief evaluation was made about the applied techniques.

Keywords: MRLW equation, cubic trigonometric B-spline, collocation finite element
method, solitary waves



1. GIRIS

Dalgalar, akiskanlar dinamigi basta olmak {izere bilim ve miihendislikte 6nemli bir yere
sahiptir. Suda, havada, boslukta ve diger pek ¢ok alanda olusan bu dalgalar matematiksel
olarak modellenebilir. Modellenen ilk dalga denklemi olarak bilinen denklem 18. yiizyilda
Jean le Rond d’Alembert tarafindan olusturulan d’ Alembert denklemidir [1].

19. yiizyilin ilk yarisinda (1834) John Scott Russell soliter dalgalar1 yasadig: bir olayla
kesfeder [2]. Bir ¢ift atin bir botu bir kanalda hizla ¢gekmesi sonucu edindigi gozlemleri
paylasan Russell, gbzlem sonucu suda olusan dalga hareketlerinin dikkatini ¢ektigini ifade
eder. Bir dalganin miikemmel bir tanimin1 yapmanin ya da onun dogasini, onun hakkinda
dogru ya da yeterince genel bir kavrayisi aktaracak kadar net bir sekilde agiklamanin kolay
olmayacagini soyleyen Russell, dalga hareketleriyle ilgili deneyler ile gozlem yapmaya karar

verir ve yaptig1 deneylerle hsech®(k(x —vt)) yapisinda soliter dalgalarin, normal dalgalarin

aksine birlesmediklerini kesfeder [3].

Doérdiincti boliimde de paylasilacak olan iki ve ii¢ dalga girisimi problemlerinin
¢ozlimiinden elde edilen grafiklerde de gosterilecegi lizere genlikleri farkli olan soliter
dalgalar birbirlerine ¢arptiktan sonra bozulmaya ugramadan yollarina devam edebilirler. Bu

ozellik soliter dalgalarin kararliligindan ortaya ¢ikar.

Yeterli biiytikliige sahip su kiitlesi iki veya daha fazla bagimsiz soliter dalga iiretir ve
dalganin hizi; yiiksekligine (%), yercekimi ivmesine (g) ve suyun derinligine (k) baghdir.
Hizin bagli oldugu parametreler arttik¢a hiz da artar. Bu sebeple genligi biiytlik olan soliter

dalga daha hizli ilerler. Russell'in elde ettigi sonuglara gore dalganin yaklasik hiz1 v =,/gh

ile tam hiz1 da v =,/g(h+k) ile bulunabilir [3].

Russell'in kesfinden yaklasik kirk yil sonra Rayleigh ve Boussinesq [4],
0
10)= Asech’ (D),

olmak tlizere

u(g) = C?]_@O)
hy +17(0) ’



esitliklerini buldular. 4 soliter dalga genligini, h,su derinligini, ¢ faz hizini, £ dalga
genisligini temsil ederken 77(@) serbest ylizey yiiksekligini, u(@) derinlik ortalamali yatay

hiz1 karsilamaktadir.

Soliter dalgalarin kesfinden sonra bu alanda ¢aligmalara devam edilmis ve 19. yiizyilin

sonunda Diederik Johannes Korteweg ve Gustav de Vries
Ut +Ux +/uuxxx =O’

denkleminin en basit soliton ¢6ziimiinii elde etmislerdir [5]. Diizenli uzun dalga (RLW)

denklemi

U, +U,+Uu -, =0,
formunda ilk defa Howell Peregrine tarafindan 1966 yilinda sudaki kiiciik dalga dizilerini
modellemede kullanilmistir [6].

Peregrine [6], dalga dizilerini modelledigi makalesinin basinda eger uzun bir dalganin
yiikseltisi s1 suda yol alirsa gittik¢e diklesecegini ve etrafinda ¢okiintii olusacagini ifade

edip bu durumu yine ayn1 makalesinde Sekil 1.1°deki gibi tespit etmistir.
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Sekil 1.1: Peregrine’nin makalesinde gecen dalga grafiklerinden biri [6].



Peregrine, RLW denklemini KdV denklemine alternatif bir model olarak kullanmistir.
Bu bulustan sonra Benjamin vd. [7, 8], RLW denklemine ait ¢ézliimlerin, KdV denklemi
¢Oziimlerine benzedigini gostermislerdir. Bu benzerligi gostermekle beraber RLW denklemi
ile ilgili pek ¢ok calisma yaptiklart i¢in RLW denklemi Benjamin-Bona-Mahony (BBM)

denklemi olarak da bilinir [8]. Yine Peregrine tarafindan RLW denklemine dayanan
U+U, +eUPU, —J, =0,
formuna sahip genellestirilmis diizenli uzun dalga (GRLW) denklemi modellenmistir [9].

Gibbon vd. [8], yaptiklar1 ¢alismada RLW denkleminin modifiye edilmis formunu
sunmuglardir. Boylece modifiye edilmis diizenli uzun dalgalar (MRLW) ile ilgili ilk ¢calisma
yapilmis oldu. Daha sonraki yillarda

U +U, +eU?U, — U, =0,

formuna sahip MRLW denkleminin analitik ve niimerik ¢oziimiine yonelik c¢aligmalar

yapilmistir.

Khalifa vd. [10], denklemi kollokasyon yontemini kiibik B-spline fonksiyonlarini
kullanarak ¢6zdii. Karakog vd. [11], MRLW denkleminin niimerik ¢6ztimiinii kiibik B-spline
fonksiyonlarmi kullanarak lumped Galerkin sonlu eleman yontemi ile elde ettiler. Mei vd.
[12], Galerkin sonlu eleman yontemini kullanarak MRLW denkleminin niimerik sonuglari
icin ¢oziim buldu. Raslan ve El-Danaf [13], kuintik B-spline fonksiyonlarin1 kullanarak
kollokasyon metoduyla denklemin ¢oziimlerine ulasti. Karako¢ vd. [14], kuartik B-spline
fonksiyonlarii kullanarak sonlu eleman yontemiyle denklemin niimerik ¢ézlimlerine ulagt.
Karakog¢ vd. [15], septik B-spline sonlu eleman kollokasyon yontemini kullanarak sayisal
cOziimlere ulastilar. Yiiksek dereceli B-spline algoritmasini kullanan Mohammed vd. [16],
bu yontemi kullanarak MRLW denkleminin niimerik ¢oziimlerini elde ettiler. Gorgiilii ve Irk
[17], denklemin niimerik ¢oziimleri igin kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarini
kullanarak Galerkin sonlu eleman yontemini uyguladi. Kaplan ve Dereli [18], hareketli en
kiiciik kareler kollokasyon yontemini kullanarak niimerik ¢oziimleri elde etti. Chen vd. [19],
acik ¢oklu adim Galerkin sonlu eleman yontemini kullanarak niimerik ¢6ziime ulastilar.
Karakog¢ ve Geyikli [20], kuadratik ve kiibik B-spline fonksiyonlarini kullanarak Petrov-
Galerkin yontemi ile MRLW denkleminin niimerik ¢oziimlerini elde ettiler. Raslan ve
Hassan [21] kuadratik, kiibik, kuartik, kuintik B-spline fonksiyonlarin1 kullanarak
kollokasyon yontemini uyguladi ve bu sekilde denklemin niimerik ¢oziimlerini elde etti.

Karta [22], sonlu fark semalar ile lineerlestirme teknikleri uygulayarak niimerik ¢éziimlere
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ulasti. Jena vd. [23], kuartik B-spline fonksiyonlarin1 ve BFRK (Butcher's fifth-order Runge-
Kutta) semasin1 kullanarak niimerik ¢oziim elde ettiler. Haq vd. [24], kuartik B-spline
fonksiyonlarin1 kollokasyon yontemiyle kullanarak MRLW denkleminin niimerik
¢Ozlimlerine ulastilar. Alotaibi ve Alzubaidi [25], bes nokta modellemesini sonlu fark
semalariyla kullanarak niimerik ¢6ziim elde etti. Abo Essa vd. [26], multigrid ve sonlu fark
semalarini kullanarak denkleme ait niimerik ¢éziimlere ulastilar. Jena ve Gebrmedhin [27],
septik B-spline fonksiyonlarint BFRK semasiyla kullanarak MRLW denklemine ait niimerik
coziimler elde ettiler. Orug [28], MRLW denkleminin niimerik sonuglarini sonlu fark
yaklagimin1 kollokasyon yontemiyle uygulayarak elde etti. Pshtiwan ve Peters [29], MRLW
denklemlerinin niimerik ¢6ziimlerini elde ederken sektik B-spline kollokasyon ydntemini
uyguladilar. Kirli [30], denklemin niimerik ¢Ozliimiinii Adams Moulton ve kuintik

trigonometrik B-spline kollokasyon yontemlerini kullanarak elde etti.

Bu calismada Modifiye Edilmis Diizenli Uzun Dalga denklemi kiibik trigonometrik
bazlar kullanilarak kollokasyon sonlu eleman yontemi yardimiyla dort farkli baslangic

kosulu i¢in niimerik olarak ¢Oziilmiistiir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Sonlu Elemanlar Yontemi

Matematiksel fizigin simir deger problemlerine yaklasik ¢oziimler elde etmek igin
kullanilan sonlu elemanlar yonteminin 70 yili askin bir ge¢misi vardir. Sonlu elemanlar
analizi (SEA) de denilen [31] sonlu elemanlar yontemi (SEY) denge ve titresim sorunlarini
¢6zmek icin ilk olarak 1940'larda Courant tarafindan Onerildi ve 1950'lerde ugak tasarimi
icin kullanim1 basladi [32]. Sonlu elemanlar kavramu ise ilk olarak Clough tarafindan 1960

yilinda “diizlem esnekligindeki uygulamalar” isimli calismasinda kullanildi [33].

Daha sonra, yontem gelistirilerek esneklik ve yapisal analiz problemlerine ve giderek
akiskanlar dinamigi ve elektromanyetik gibi diger alanlardaki problemlere kapsamli bir
sekilde uygulandi. SEY, miihendislik ve matematik problemlerine siklikla uygulanabilen

genel bir yontem olarak kabul gormiistiir.

Bir sayisal analiz yontemi olan SEY; 1s1 aktarimi, yap1 statigi, akiskanlar mekanigi,
elektrik potansiyeli ve kiitle aktarim1 vb. problemleri iceren miihendislik ve matematiksel
modellerde siklikla kullanilir. SEY, 6zellikle iki veya li¢ boyutlu sinir deger problemlerinin
¢Oziimiinde siklikla kullanilmaktadir [32].

Y 6ntemin temel mantiginda, genis olan bir alan1 daha kiiciik bilesenlerine ayirma vardir.
Sonlu eleman denilen bu kii¢giik bilesenlerin formiilize edilmesiyle cebirsel denklem sistemi
elde edilir. Son olarak, sinir-deger probleminin ¢oziimii, denklem sistemini ¢ozerek elde
edilir. Bu sistem daha sonra Kollokasyon, Galerkin, Petrov-Galerkin, En kiigiik kareler gibi
farkli yontemler ile ¢oziiliir. Bu yontemler uygulanirken ¢6ziimiin interpolasyonu yapilir. Bu
nedenle, bir sinir deger probleminin sonlu elemanlar analizi asagidaki temel adimlari

igermelidir [32]:
1. Alanin diskritizasyonu (ayriklastirilmasi)
2. Interpolasyon fonksiyonlarmin segimi
3. Denklem sisteminin formiilasyonu
4. Denklem sisteminin ¢oziimii

Sonlu elemanlar yontemi hem yapisal hem de yapisal olmayan ¢ok sayida probleme

uygulanmistir. Bu yontemi popiiler yapan bazi avantajlari vardir [34]:

e Diizensiz sekilli yapilarin kolayca modellenebilmesi



e FEleman denklemleri ayr1 ayr1 degerlendirildiginden birka¢ muhtelif malzemelerin
modellenebilmesi

e Sinirsiz ¢esit ve sayida sinir sartryla kullanilabilmesi

e Gerekli oldugunda kiigiik 6gelerin kullanilmasinin miimkiin olabilmesi igin
ogelerin boyutunun degistirilebilmesi

e Sonlu eleman modelini nispeten kolay ve ucuz bir sekilde degistirilebilmesi

e Dinamik etkilerin dahil edilebilmesi

e Biiyiik deformasyonlar ve dogrusal olmayan malzemelerle var olan dogrusal

olmayan davranisi ele almast

Sozii edilen avantajlarla beraber yontem uygulanirken bir bilgisayara ve problemin
biiytlikliigiine gore oldukga kapsamli bir yazilima ihtiya¢ duyulmasi yontemin dezavantajlari

arasinda ifade edilebilir [33].

Bir model probleme sonlu eleman yontemlerinin uygulanmasi daha detayl bir sekilde

asagida verilen adimlari igerir [34, 35]:

1. Sekil 2.1°de  Orneklendirildigi  gibi  verilen bdlgenin  diskritizasyonu
(ayriklagtirilmasi):
a) Daha Once tespit edilen elemanlarin sonlu eleman kiimesinin tegkil edilmesi ve
bu elemanlarin node denilen diigiim noktalarinin numaralandirilmasi
b) Problem i¢in gereken geometrik ozelliklerin (kesit alanlar ve koordinatlar gibi)

belirlenmesi

Sonlu eleman

Sekil 2.1: Bir bolgenin sonlu elemanlar yontemi ile diskritizasyonu.



2. Tipik bir eleman icin denklemlerin elde edilmesi:

a) Tipik bir eleman i¢in verilen denklemin

u= Zn:UiWi ,
i1

seklindeki agirlikli kalan formulasyonu kullanilarak

(K Jup={Qf+{arf=F,
seklinde eleman denklemlerinin elde edilmesi [36]
b) Eleman matrislerinin ve yaklasim fonksiyonlarmin belirlenmesi
3. Elemanlar arasi siireklilik ve denge sartlarinin saglanmasi, daha sonra bu sartlarin
kullanilmastyla denklemlerin birlestirilmesi
4. Problemin sinir sartlarinin uygulanmasi
5. Birlestirilmis matrislerden elde edilen cebirsel denklem sisteminin ¢oziilmesi

6. Sonuglarin degerlendirilmesi

Sonlu elemanlar yonteminin integral formlar: iki farkli yoldan elde edilir: varyasyonel
ve agirlikli kalan yontemleri. Bir diferansiyel denklemin analitik ¢oziimii ve niimerik
¢Oziimii arasindaki farkin sifira esit olmayan bir agirlik fonksiyonu ile ¢arpilip integralinin
minimize edilmesi islemine agirlikli kalan yaklasimi ve bu yontemlere ise agirlikli kalan
yontemleri denir. Agirhikli kalan ydntemlerinde, agirlik fonksiyonunun segimine gore
yontem farklilagir. Bunlardan bazilar1 Galerkin, Petrov-Galerkin, Kollokasyon, En Kiigiik

Kareler, Alt bolge yontemleridir [32].

Bu tez c¢alismasinda Kollokasyon sonlu eleman yontemi kullanilarak model

problemlerin ¢6ziimleri yapilacaktir.

2.1.1 Kollokasyon yontemi
Kollokasyon yontemine girmeden once agirlikli artiklar da denilen agirlikli kalan

yontemi (weighted residual method) hakkinda biraz bilgi verilmesi iyi olacaktir.

D diferansiyel bir operator, uda lineer olarak bagimsiz bir kiimeden segilen temel

fonksiyonlarin lineer bir kombinasyonu olsun.
Du(x)=f(x), 2.1)

denklemindeki u nun yaklasik ¢oziimii olan U da asagidaki gibi alinsin:



e

u(x) = 0(x) = /gy (X) +C305 (X) +...+Cr o (X)
=3¢t (x) (22)
j=1

Burada (0? (X) ’ler sinir sartlarini saglayan baz fonksiyonlar ve C? de keyfi sabitlerdir. (2.2)
yaklasik degeri (2.1)’de yerine yazildiginda

R(x) = D(0(x))- f(x) =0,

elde edilir. Sifirdan farkli olarak elde edilen R(X) “kalan (residual)” veya “hata” olarak

adlandinlir. Agirlikli kalanlar yonteminde gereken, agirlik fonksiyonlarini (W; ) kullanarak

elde edilen kalanin agirlikli integralini sifir yapmaktir. Bu ise 4 bir reel aralik olmak iizere

[RO)W,dx =0, i=123..n
A

demektir. Agirhk fonksiyonu olan W, lerin sayisi 0 yaklasik ¢6ziimiindeki bilinmeyen
sabitlerin sayisina esittir. Agirlikli kalan yontemi W, agirlik fonksiyonlarinin segimine gore
farkli alt yontemlere sahiptir [32, 35, 37]. Bu calismada kollokasyon yontemi kullanildig:
icin kollokasyon yontemi ile ilgili bilgiler verilecektir.

Kollokasyon yonteminde kalan, secilmis kollokasyon noktalarinda sifira esitlenir.

Kollokasyon noktalar1 x; ile W, agirlik fonksiyonlari da 5(x—Xx;) ile ifade edilirse [33]

1 X=X
Wj:§(x_xj): . J:
0, diger

olur. (2.4) esitligi (2.3) ile verilen ifadede yerine yazilirsa
IR(X)5(X— x;)dx =0,
A

elde edilir ve R (X i ) =0 seklinde yazilabilir. Bu durum gosterir ki “kalan” belirli noktalarda

sifira esitlenir. NV tane kollokasyon noktasindan hesaplanirsa N-bilinmeyenli N-tane denklem

sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminden ¢; katsayilari kolayca bulunabilir.

2.2 Spline Fonksiyonlar
Yaklagim metotlar1 icinde polinom yaklagimi her ne kadar 6nem arz eden bir yere sahip

olsa da her zaman beklenilen hassasiyette sonu¢ elde edilmeyebilir. Buna sebep olan
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durumlarin, artan nokta sayisinin yaklagimda kullanilan polinomun derecesini arttirmast,

kullanilan polinom fonksiyonun asil fonksiyondan farkli olabilmesi oldugu sdylenebilir. Bu

nedenle Spline interpolasyon yontemi kullanilabilir. Spline fonksiyonlar, polinom

fonksiyonlarin siireklilik 6zelliklerine sahip dizilisleri ile olusmakta olup parcali polinomlar

siifindandir. Spline interpolasyon yontemine gore veri araliklar1 sonlu degisik alt araliklara

boliiniir ve her bir alt aralikta daha kii¢iik dereceden polinomlar kullanilir [38]. Boylece

islem daha kolay ilerler.

Schoenberg tarafindan ilk defa 1946’da kullanilan spline terimi [39], 1960’11 yillara

kadar yavas bir gelisim gosterse de depolanip, islenip, kullanilmast kolay oldugundan

bilgisayar diinyasindaki gelismelerle beraber daha 6nemli hale gelmistir.

Spline fonksiyonlar asagidaki 6zellikleri saglar [40]:

1.

Spline fonksiyonlar diizgiin (smooth) fonksiyon olup uygun bazlarla birlikte sonlu
boyutlu lineer uzay olusturur.
Spline fonksiyonlarin bilgisayar ortaminda saklanmasi, tiizerinde degisiklik

yapilmasi ve degerlendirilmesi kolaydir.

. Bu fonksiyonlarn tiirevleri ve integralleri yine bir spline fonksiyon olusturur.

Spline fonksiyon kullanilmasi sonucu ortaya ¢ikan matrislerin hesaplanma islemi
kolaydr.

Polinomlarin yapilarinda karsilagilan isaret ve katsayilar spline fonksiyonlarda da
ortaya cikar.

Diizgiin fonksiyonlarin spline'larla yaklasimi i¢in tam yakinsama oranlari verilebilir,
sadece fonksiyonlarin kendileri yiliksek mertebeye yaklasmakla kalmaz, tiirevleri de
ayni anda yaklasir;

Spline fonksiyonlarin yaklasik degerleri hesaplanirken ayni anda tiirevlerinin de
yaklagsik degerleri hesaplanabilir.

Esneklik 6zelligine sahip olan diisiik dereceli spline fonksiyonlarin bir 6zelligi de

polinomlar kadar keskin salinim sergilememeleridir.

2.2.1 B-spline fonksiyonlar

B-spline fonksiyonlar hem o6zel bir spline fonksiyondur hem de pargali polinom

fonksiyondur. Bu sebeple spline fonksiyonlar ayni dereceye sahip B-spline fonksiyonlarin

lineer kombinasyonu olarak yazilabilir.



Sifirinct dereceden bir B-Spline fonksiyonu

B =

{1, X <X< X,

0, diger durumlar’
seklinde tanimlanir [40]. Bu tanima gére B°(x)=1 ve B°(x,,)=0'dw.

Sifirier dereceden B-spline fonksiyonlar kullanilarak daha ytiksek dereceden B-spline

fonksiyonlar k =1,2... ve i =0,41,%2, ... olmak {izere

i+1

Bik (X) — X=X Bik—l(x) + Xisk — X B~k_l(X) ,
—X

i+k i+k+1 ~ i+l

seklinde hesaplanabilir [40].

2.2.2 Trigonometrik B-spline fonksiyonlar

Sifirincer dereceden B-Spline fonksiyonu

T -

{1, X < X< X,

0, diger durumlar’

ve k iterasyon sayisit ve k =1,2,3,... olmak iizere

: (X_Xij H (Xi+k+l_xj
SIn SIn| —————
T4 (0 = 2 )T (x)+ 2 1),

i+1
sin Xisk — X sin Xk ~ Xina
2 2

bagintist ile trigonometrik B-spline fonksiyonlar elde edilebilir [41]. Eger [a, b] araliginin

pargalanis1 diizgiin ise yani esit uzunlukta alt araliklara ayrilmis ise (2.5) bagintisi

sin(x_zxi) sin(x”"*zl_xj
TE() =— 2 i 2 Jqkiy) k=123 4.

. (khj : (khj s
sin| — sin| —
2 2

olarak elde edilir.
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2.2.3 Kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar

T.*(x) kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 elde etmek igin ise (2.6) bagintisinda

k = 3 alindiginda

w(x,) :sin(x_zxi ),
olmak iizere [42],
w(X;) T.Z(X)—MT'Z (x),

=t

elde edilir. Kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 elde edebilmek i¢in gerekli olan

T(x) =

2.7)

kuadratik trigonometrik B-spline esitlikleri

. (h) . . (3h
ezsm(i)sm(h)sm(?j,

olmak tizere [42],
WS(Xi)a [%: Xi10)s

W (X )W(X;)

W(Xi) T—Z(X) =£ _W(Xi)W(Xi+3)W(Xi+1)1 [Xi+l7xi+2)a
Sin| —
( 2 j WX )W (X,3), [X20 Xi13)s
0, diger durumlar,
ve
_W(Xi+4)W2(Xi+1)' [Xi+1! Xi+2)’
W(Xi+4)W(Xi+l)W(Xi+3)
_ W(Xi+4) Tiil(x) =1 +W2 (Xi+4)W(Xi+2)l [Xi+2’Xi+3)a
Sln(hj 4
2 (X, [X,3: %),
0, diger durumlar,

olarak yazilabileceginden (2.7) esitligi
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w’(x,),

-w’ (Xi)W(XH—Z)
—W(Xi)W(Xi+3)W(Xi+l)

_W(Xi+4)W2 (Xi+1)1

L wix)we (x..)

+W(Xi+4)W(Xi+1)W(Xi+3)

+w? (Xipa)W(X;,5),
_Wz(xi+4)’

0,

[Xi ' Xi+1)’

[Xi+l’ Xi+2)’

[Xi+2’ Xi+3)'

[Xi+3’ Xi+4)’

diger durumlar,

seklinde bulunur [42]. T.*(x) kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar

[ X=X Cain( M) (3h)
W(xi)=sm(T], 49—sm(2jsm(h)sm( > j i=01..N

olmak tuzere

T () = %

formunda bulunur.

W (X,),

—W* (% ,)W(X,)
—W(X;_, JW(X;, )W(X_,)
—W(X;, )W (X, ),
WX, )W (X,.,)
FW(X, ) WX JW(X;,,)
+W (X2 )W),

_WS(XHZ)!

0,

[X 20 %),

[Xi 1 %),

2.8)

[Xi ! Xi+1)!

[Xi+l’ Xi+2)1

diger durumlar,

Problemin niimerik ¢6ziimii i¢in genel yaklasim, kiibik trigonometrik B-spline

kullanilarak

12



N+1
WOt ~U, (1) = 3 T8, (1) 2.9)
i=—1
seklinde yazilmasidir [42]. Burada & katsayilar1 zamana bagli degiskenlerdir ve T.?(x)

fonksiyonlar kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarini gosterir.

T.*(x) kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 da [x, ,,X;,,] araliginin disinda sifirdir ve
ayrica [x,_,,X;,,] araligindaki ardisik dort eleman 6rtmektedir. 2 = I alnarak [X ,,X;,,]

aralig1 [0,4] araligina doniistiiriilmiis, boylece kiibik B-spline ve Sekil 2.2’ deki gibi kiibik

trigonometrik B-spline fonksiyonlar olusturulmustur.

I I [ I
I I [ I
I I [ I
0.8 ===--~ T AN T |
I I [ I
I I I I
0.6 ------ e |
I I [ I
I I [ I
04f—----- e |
I I [ I
I I [ I
I I
02F----- |- ——— == . |
I I [ I
I I I I
I I [ [

i I i
00 1 2 3 4

Sekil 2.2: Kiibik trigonometrik B-spline [43].

Benzer diisiinceyle T.*(x) kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlarin birinci ve ikinci
tirevleri de [x ,,X.,] araligimnin disinda sifirdir, boliinme noktalarinda stireklidir ve

[x_,,X.,] araligindaki ardisik dort eleman: ortmektedir [43].

Dolayisiyla her [x,X,] sonlu elemam T2,

T2,T3 veT?, olarak dort kiibik

i+1 i+2
trigonometrik B-spline tarafindan ortiilmektedir. 2 = 7 igin [x;,X;,,] aralig1 [0,1] aralifina

doniistiiriildiigiinde kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 Sekil 2.3’deki gibi bu araliga
diiser [43].

Bu sebeple her bir [x,x,,] sonlu elemam T? ,T°,T> ve T2, olarak dort kiibik

i+1 i+2

trigonometrik B-spline tarafindan ortiileceginden (2.8) yaklagimi

13



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Sekil 2.3: Kiibik trigonometrik B-spline sekil fonksiyonlari [43].

i+2

u(x,t) =U, (x,t) = m;le(X)5m : (2.10)

UG T2, (08, + T8, + T4, (08, +T5,(93..,,

i+1 i+

olacaktir [42]. Elde edilen bu yaklagim i¢in (2.8) kiibik trigonometrik B-spline esitliklerinin

kullanilmasiyla x, noktasindaki u(x;,t)i¢in ve birinci-ikinci tiirevi i¢in yaklasimlar,

i+2

Uy, =U; =3 TI(X)3,,

m=i-1
i+2 3
dUN(Xi't) :Uui: 2 dTm(Xi)é‘m’
dx = dx
4°U, (1) & d7T(0)
— NV _yU" = —mriZs ,
dx? ' m;1 ax> "

olarak yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa boliinme noktalarindaki yaklasimlar [42],

a, =sin’ (chsc(h) csc(%j,
2 2

-2
1+ 2cos(h)

3csc(32hj
ﬂl:_T1

3h
BCSC(ZJ @.11)
B ==

14



3(1+ 3cos(h)csc® (SD
Nn= \
16(2cos (hj +CO0S (%D
2 2
3cot? ( hj
_\2)

~ 2+4cos(h)’

V2=
olmak tzere

U =, +a,0,+ad,,,

Ui =B+ 50, (2.12)
Ui" =70,4 7,0, + 7,0,

i+1?

esitlikleri ile bulunur [42].
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3. MODIFIYE EDILMIiS DUZENLIi UZUN DALGA (MRLW) DENKLEMI

3.1 Giris

MRLW denklemi
U +U,+eUU, — U, =
formunda verilen GRLW denleminde p = 2 alindiginda

U +U, +eUU — i, =
elde edilen GRLW denkleminin 6zel bir halidir.

Bu tez calismasinda, (3.1) ile verilen MRLW denklemi kiibik trigonometrik B-spline
baz fonksiyonlar1 kullanilarak ii¢ farkli lineerlestirme teknigi ile niimerik olarak ¢oziildii.
Kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak kollokasyon sonlu eleman
yontemiyle denklemin niimerik semalar1 elde edildi ve bu semalar kullanilarak MRLW
denklemiyle birlikte verilen farkli baslangi¢ sartlar1 icin problemlerin yaklasik ¢éztimleri
elde edildi. Ele alinan tiim problemler i¢in kullanilan lineerlestirme teknikleri yardimiyla
elde edilen semalarin kararlilik analizleri birbirlerine benzediginden sadece LIN-1 ile elde
edilen semanin von Neumann yontemi yardimiyla kararlilik analizi incelendi. Bundan baska

hesaplarimizda her bir problem i¢in kiitle, momentum ve enerjiye karsilik gelen

C,= j_Zde = j:de ~ hfui“ ,

N-1

C, =" (U +u(U,) )dx= (U2 + (U, ) dx= DI[Ch
G = [L[u* -ty o= [0 -av. Jocs W( i u( »?)2]

i=1
korunum sabitleri hesaplandi [23]. Niimerik degerlerin analitik degerlere yakinlik derecesini

gostermek i¢in

1
2

N-1 2
o -ua = e -wa)f |

L, = max [UF"—(Uy),/,

® 1<i<NA

ile verilen otalama ve maksimum hata normlar1 hesaplandi ve nlimerik sonuglar

cizelgeler/grafikler halinde verildi.
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3.2 Model Problemler
(3.1) ile verilen MRLW denklemi i¢in farkli baslangi¢ ve sinir kosullariyla ele alinan

model problemler bu kisimda tanitildi.

3.2.1 Problem 1 (Tek dalga hareketi)
(3.1) ile verilen MRLW denklemi,

U (x,0) =esech[k(x—x,)],

baslangi¢ kosulu ve x — tooiken U — 0 sinir kosullari ile géz oniine alindi. Problemin

analitik ¢oziimii, Kk = ¢ olmak tiizere
u(c+1)

U(xt)=+/csech[k(x—(c+Dt—x,)],

dir [11].
Problemin niimerik olarak ¢6ziimiiniin yapilabilmesi i¢in sinirli aralik segildi. & =6,
u=1, x,=400larak 0 <x < 100 araliginda c=1 ve ¢=0.3 i¢in ayr1 ayr1 hesaplamalarin

yapildig1 bu problem\/g genliginde ve k genisliginde soliter dalganin x, noktasindan

baslayan hareketini temsil etmektedir. Bu problem i¢in korunum sabitlerinin analitik degeri

C, = ”T‘/E = 4.44288294,
C, =2C 2HK _ 3 99983165,
kK 3
2
c,=4C" 24K 1 41421356,
3k 3

dir [11].

3.2.2 Problem 2 (iki soliter dalga girisimi)
Bu problem icin, farkli genliklere sahip ve ayni yonde ilerleyen iki soliter dalganin
etkilesiminin davranis1 incelendi. Farkli genliklere sahip iki soliter dalganin baslangi¢

durumu asagidaki forma sahiptir:

U (x,0) :Z;\/asech[ki (x=x)]

Burada

17



C.
u(c +1) (i=2.2).

olmak tizere, ¢ =6, 1=1,c,=4 ve ¢, =1,x =25 ve x, =55olarak 0 <x <250 araliginda

hesaplanan bu problem icin korunum sabitlerinin analitik degeri asagidaki gibi

hesaplanabilir [14]:

20

k;
2_C 2ukic,
k. 3 )

2, 4(c) 2 2ukc
C3 Z( ﬂ3| i

C =

O
Il

M 2D

1
N

i=1

3.2.3 Problem 3 (Ug soliter dalga girisimi)
Bu boliimde, farkli genliklere sahip ve ayni yonde ilerleyen ii¢ soliter dalganin etkilesim
davranisi incelendi. (3.1) deki MRLW denklemi, farkli genliklere sahip ii¢ soliter dalganin

dogrusal toplami tarafindan verilen baslangic kosuluyla ele alindi.

G
ki—/ (c+1)( =1,2,3),

U (x,0) :Z::\/asech[ki (x=x)].

Verilen MRLW denklemi,

olmak tizere,

baslangi¢ durumundaki bu problem i¢in £ =6, =1, ¢, =4 ¢,=1 ve ¢,=0.25,% =15,
X, =45 ve X, =60 olarak 0 <x < 250 araliginda hesaplanan korunum sabitlerinin analitik

degeri




3
C, =Z
i=1 i

(4(9 )2 2k }
3k, 3

seklinde bulunabilir [14].

3.2.4 Problem 4 (Maxwellian baslangic sarti)
Son problem olarak (3.1) ile verilen MRLW denklemi

U (x,0) = e 0"

Maxwellian baslangi¢ sart1 [13] ile gz Oniline alindi. Soliter dalgalardan olusan bir dizi
halinde gelisimi ele alindi. Maxwellian sart1 ile ¢6ziimiin davranisinin ¢ degerlerine bagl
oldugu bilinmektedir. + = /0 zamaninda &£=6, ¢ = I genlik, x, =40 konumunda
0<x<100arahgiigcinu = 0.1, u = 0.05, u = 0.025, u = 0.01 ve u = 0.005 degerlerinin her

biri incelendi.
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4, MRLW DENKLEMININ KUBIK TRIGONOMETRIK KOLLOKASYON
SONLU ELEMAN YONTEMIYLE COZUMU

Bu béliimde
U +U +eUU -, =0, a<x<b, t>0 4.1)

ile verilen MRLW denkleminin, U °U, nonlineer terimi yerine farkli lineerlestirme teknikleri

uygulanarak kiibik trigonometrik kollokasyon sonlu eleman yontemi ile elde edilen semalar
kullanilarak Boliim 3’te tanitilan model problemlerin niimerik sonuglar1 bulundu. Bu
niimerik sonuglar, problemlerin var olan analitik degerler ve literatiirdeki diger

arastirmacilarin verdikleri sonuglar ile ¢izelgeler halinde karsilastirildi.

4.1 Lineerlestirme-1 (LIN-1)
U +U +eUU, —J, =0,

seklinde verilen MRLW denkleminde U?U, ifadesindeki U? yerine U? =Z, ifadesi

yazilirsa
Uy, =zU,,

olur. Yine denklemde U, ve U, yerine ileri fark yaklagimi

n+1 n
Pt Vi
At
n+l n
U ot — U XX U XX ,
At
seklinde, Crank-Nicolson yaklagimi da
n+1 n
u, - Uu=+U, ’
2

seklinde uygulanirsa

UM Ut UpteUp o UreUp ) U U

i = 01
At 2 2 At

esitligi elde edilir. Esitlik Atile ¢arpilir ve U "L ifadeleri esitligin bir tarafinda U " ifadeleri

esitligin diger tarafinda olacak seklide diizenleme yapilirsa
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:U"—%(ugzi)ux“ ! (42)

XX XX !

U”*H%(ﬂgZJUQ”—ﬂU

elde edilir.

Kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar kisminda (2.12) ile verilen ifadede elde

edilen ve

U, =6, + a6 + a0,
Uil = :B15i—1 +ﬁzé‘i+1 ) 4.3)
Ui" = 7104 + 7,0, + 119,

i+1?

seklinde yazilabilen U 'nun birinci ve ikinci tiirevleri (4.2) ile verilen ifadede yerine yazilir.
Buradaki «;,@,, 8, 3., 71,7, (2.11) ile verilen katsayilar olup

a, =sin’ (E] csc(h) csc(%] :
2 2

o-_ 2
1+2cos(h)

3csc(32h)
f=——f

3csc[3h) (4.4)
2

’BZZT’

3[1+ 3cos(h)csc? GD
n= )
16(2cos(hj + cos(ahjj
2 2
3cot? (hj
_\2)

"~ 2+4cos(h)’

Vo=

seklindedir. (4.2) ile verilen MRLW denkleminde (4.3) ile verilen esitlikler yerlerine

yazilirsa

(@07 + 0 + 817 )+ %(n 6Z,)(BON + B0l = u(rSTs + 7,00 + 10l
n n n At n n n n n

= (alé‘i—l +a,00 + oy i+l) _?(1"' ez, )(ﬂlé‘i—l + ﬂzé}+1)_ ,U(715i4 +7,0; + 715i+1)

esitligi elde edilir. 0 ortak parantezine alinacak sekilde esitlik diizenlenirse
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n+ At n+ n+ At
é‘ill(al-i_?(l-i_gzi)ﬂl_:uylj-i_éi l(az _ﬂ7/z)+5i+11(051+?(1+gzi)ﬂ2 _/W/lj:

(4.5)
N At N N At
é‘i—l(al_?(l—i_gzi)ﬂl_ﬂyl)-i_é} (0‘2_ﬂ72)+5i+1(0‘1_?(1+52i):82_/171j
bulunur. Bu sistemde
Z = (alé‘i—l +a,6, + alé‘iﬂ)2 5
A%~
At
a1:a1+?(1+gzi)ﬂl_:u71’
a, =a,— Uy,,
At
a32a1+?(1+gzi)ﬂ2_;u7/l’
At
blzal_?(l-i_gzi)ﬂl_/u}/l’
b, =, — uy,,
At
b3=al_?(1+gzi)ﬂ2_lu7/l'
olmak tzere
a a a 5% b b, b o7 ]
a a a &t bbb % (4.6)
& 8 a |t b b, b5, ]|

formunda bir matris sistemi elde edilir. Elde edilen matris sisteminde (N+3) bilinmeyen ve

(N+1) tane denklem oldugu i¢in sinir sartlar1 kullanilarak &, ve J,,, parametreleri yok

edilebilir. Oncelikle x = x; kollokasyon noktasindaki
U(X,t) = 0,1 + a6 + 6,4
yaklasimi kullanilir ve sirasiyla 6, ve 9, ,, parametreleri asagidaki gibi yazilirsa

_ U (X, 1) -0, —a,6,,

84 ’
a,

05, :U(a,t)—a250—a1511

a
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ve

U(x,t)—a,6 -0, ,
6i+1 = !
a,
i—N=s,, U (b,t) -0, 0515N71’
a,

ifadeleri bulunmus olur.

I =0i¢in &, parametresi (4.5) ile verilen ifadede yerine yazilirsa

Un+l a,t —a 5n+l_a§n+l At e
L (@,0=a0% " —ad j(al+?(l+gzo)ﬂ1_ﬂ71j+5o o~ )

a,

- At Uu'(a,t)-a,0p — a0, At
+0; 1(051"'?(1"‘520):82_/171]:[ (@.1) - 2,00 ~ e, j( _?(1"'82 )ﬂl_/uj/lj-’_

o

At

% (az _/J7/2)+51n (al _?(l‘*'gzo)ﬂz _,U71j

bulunur. Daha sonra gerekli diizenlemeler yapilirsa

vy @b +a(1a t)( +7(1+<92 )ﬂl_ﬂ71j+5(;]+l|: al(ét (1+eZ, )ﬂl_w’l_"%j}r
| At at At
5 [2(1+gz )(ﬁz—ﬂl)} é )( o~ (1+ 62, )ﬁl‘”71j+

5(;1 {_ﬁ(_%(]-"'gz )131_ﬂ71_ﬂ72j:|+§1n |:%(1+520)(ﬁ1_ﬂ2)}

2
esitligi elde edilir.
i =Ni¢in &, ,, parametresi (4.5) ile verilen ifadede yerine yazilirsa
n+1 At n+1
Ona| & +?(1+82N ):81 — My, |+ 0y (062 _/UVz)
U™ (b,t) -, 00" —a, 00 At
+[ (b,t) 29N 1 Nl](a1+_(1+gzN)'B2_'uylj:
o, 2
n At
§N—l(al_?(l+gz )ﬂl ,U71j (az_ﬂ72)+

(U (b:t)_azé‘N_alé‘NlJE —%(14—82 )ﬂz‘ﬂ?ﬁj

a,
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bulunur ve sonra gerekli diizenlemeler yapilirsa

53t{%(1+gzN)(ﬁ ﬁz)} 5”“{ ;(%(HEZN)&—M—WZ]}

1
n+1 (b t)

a,

( a+ B (1rez, ) —lezég{%(ugzN (5, _ﬁl)}

N {_&(_%(14'82 )ﬂl_ﬂ71_ﬂ72j:| U0, t)( _%(1"‘82 )ﬂz_,u71

o, a,

bulunur. Bu esitlikten asagidaki degerler elde edilir:
At
a = +?(1+gzi)ﬂ1 —HY1s

=, — Uy,

At
a, :a1+?(1+gzi)ﬂz — MYy

At
by :a1_?(1+gzi)ﬁ1_ﬂ71’

b2 =0, = HYy s
At
b, = —?(1+SZ ) By — 1y,
01:—%(0514-—(1-!—82 ),Bl ﬂ71j+a2 HYas
1
At
CZZ?(].-F&‘ZO)(ﬂQ ﬂl)’
At
C, =?(1+€ZN)(ﬂ1—ﬂ2)'
At
T B,
a 2
At
dlz_ﬂ(al——(lJrSZ )ﬂl—ﬂ}’1j+az_ﬂ72’
o 2

d, =5 (1+620) (B~ ),

d; = %(1+82N )(ﬂz _ﬂl)'
a, At

d, =——(al——(1+gz ) B _/171j+052 —HY2
o, 2
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n+l(a t) (

o

n+l(b t)(

a

f - Un(a,t)( _%(HEZ )ﬂl—,uylj,

a,

f2 :Un(b,t)( —%(1+6‘Z ),32 _’uylj

a,

X cz)i-u )

5 (1"'52 )ﬂz _,U7/1)1

Elde edilen bu degerler (4.6) ile verilen matris sisteminde uygun bir sekilde yeniden

yazilirsa
¢, ¢, N1 e, d, o] [f-e]
a a, & s |b b, b S5 0
L N | — -, - N : 4.7)
a a | o b, b, b;lls, 0
L Cs C4__5£+1_ L d, d4__ o ] _fz —€ |

seklinde (N+1) X (N+1) tipinde ¢Oziilebilir bir matris sistemi elde edilir. Bu sistemde (n+1)

zaman adimmindaki § parametrelerinin hesaplanabilmesi i¢in Oncelikle & baslangic

parametrelerinin yani &° parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bu parametreler de

problem ile verilen baglangic sartlari kullanilarak asagidaki gibi hesaplanabilir:
U, =UXt) > U, =6, + 2,6 + a6,
baslangi¢ sart1 kullanilarak & parametreleri i¢in

U, =0, +a,0,+a0;,
U, = a0, +a,0, +a,0,,

Uy =6y 1+ a0, + 10y,

olmak lizere

a a, o 5, ] [y, ]
o o, & By _ U, (4.8)
&G Aoy, | |[Uy]
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seklinde (N+3) bilinmeyenli (N+1) tane denklemli bir matris sistemi elde edilir. Bu denklem
sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in (N+1) X (N+1) sekline getirilmesi gerekir. Bunun i¢in U’ nun

birinci tiirevi kullanilarak & ,ve &, parametreleri sistemden ¢ikarilir. Burada x = x;

kollokasyon noktasindaki
Uil =04+ 0,4

yaklagiminin kullanilmasiyla i =0igin

' U'_ 5
Uy =50,+50,=>6, :OT'BZl’
1

o, (M]+ a,0,+a,0, =, % +a,0,+a, [1—%} oy,

1 1 1
ve i=N i¢in

Urlxl _ﬂlé‘N—l

U;\l =ﬁ15N—1+ﬂ25N+l:>5N+l = I
2

a0y + a0, + [LJ'\‘_T'@'“] =qa, [1—%} Oy +2,0, + L;—N,

2 2 2

ifadeleri elde edilir. Bulunan ifadelerden sonra (4.8) ile verilen denklem sistemi yeniden

yazildiginda
aZ al [ - &) r - r - _al &
ﬂl 50 UO ﬂl
o, a, o, o} U, 0
C = +
0 o, o 5N -1 U N-1 0
n+l U
ﬂz L ﬂZ .

(N+1)X(N+1) seklinde, baslangi¢ parametrelerinin bulunabilecegi bir denklem sistemi elde
edilir. Bu baslangi¢ parametreleri (4.7) ile verilen sistemde kullanilarak iterasyon yontemi

ile # zamanindaki yaklasik ¢o6ziimler bulunur. (4.7) sistemindeki lineer olmayan terimler i¢in
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* n l n-+ n
& =8+ (=),

seklinde i¢ iterasyon formiilii birkac defa kullanilarak U, niimerik ¢oziimii iyilestirildi.

4.1.1 Kararhhk analizi

Bu kisimda (4.1) ile verilen MRLW denklemine uygulanan LIN-1 ile elde edilen ve
Z; = A olmak lizere

n+ At s
5j11(a1+?(1+8/1),6’1—y7/1j+5j 1(a2 —1y,)+
n+ At n At
5j+ll(al +?(l+gﬂ)ﬁ2 _,U71j = 51'1[0‘1 _?(1+€/1)131_ﬂ71j+
n n At
51' (az _ﬂ72)+5j+1(a1_?(1+5/1),32 _,U71j

seklindeki semada von Neumann kararlilik analizi kullanilarak inceleme yapildi. Bu semada

o" parametreleri yerine, i kompleks say1, 8 dalga sayisi ve 4 konum adim uzunlugu olmak

uzere

5}1 — e = /__1’

yazilirsa

o ei?-Dh

(al +%(1+ er) B, —,uyljJr @M (a, — uy, )+

wn+leig(j+l)h

At N0 At
(a1+?(1+€2’)ﬂ2_ﬂ71]:w ee(J o (Otl—?(1+8;t)ﬂl—,u]/1j+

nAidjh

""" (a, — py, )+ @I (al —%(LL er) B, —yylj

bulunur ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
n+l4idjh

. At i At
a"e {e eh[al+?(1+8/1),6’1—,u7/1j+(a2—yy2)+egh(a1+?(1+3/1)ﬂz_M/lﬂ:

n.idjh

a@"e [emh (al —%(1+ er) B, —uyl) +(a, — py,)+e” (al —%(14— er) p, —,uylﬂ

elde edilir. Burada gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra
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e'™ =cos(6h)+isin(6h),

ih —i6h
cos(6h) = ¥,
_ ioh _ g-ioh
6h) =
sin(6h) o

esitlikleri yardimiyla
w{z(“l ~Hy;)c0s(0h) + e, — +%(1+ e2)(pe™" +,82e“9“)} -
At ; i
2( =y, ) cos(6h) +a, - py, _?(1+ 8/1)(,318 "+ Be 6’“)

bulunur ve (4.4) ile verilen S, ve g, kullanilirsa

Be " + g = —%csc(%j g3 csc(ﬁj e,

=gcsc(%j(isin(9h)),
olur ve boylece
w{Z(al — 1y, )cos(6h)+a, — uy, +%(1+ eﬂ)gcsc(%j(i sin(eh))} =
2(eq — py, )cos(6h) +a, — uy, —%(H g/i)gcsc(%)(isin (6h))
veE

2(ot, — py; )cos(6h) +a, — uy, —A2t(1+ g/’t)gcsc(?j(isin (6n))

o =

2(at,— py, )cos(6h) +a, — uy, +A2t(1+ gﬁ)gcsc(?’zh)(i sin(6h))

elde edilir. Bu esitlikten

A=2(a, - py,)cos(6h)+a, — uy,,
At 3 _(3h

B= 7(1+ gﬂ)icsc(%j(sin (6h)),

olmak tizere
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A-iB
o= —,
A+IB

bulunur. (4.5) ile verilen LIN-1 semasinin kararli olabilmesi igin |w| <1lolmasi gerekir.

Dolayistyla

[A-iB| A?+B? 4
|A+iB|_«/A2+|32 o

oldugundan (4.5) ile verilen sema sartsiz kararlidur.

@] =

4.1.2 Niimerik sonuclar
Bu béliimde, normal lineerlestirme (LIN-1) teknigi ile elde edilen niimerik semanin
Boliim 3’te tanitilan dort model probleme uygulanmasiyla elde edilen sonuglar ¢izelge ve

grafik olarak sunuldu.
Problem 1 (Tek dalga hareketi)

Bu problemde ¢ = 1 ve ¢ = 0.3 degerleri i¢in tek soliter dalganin 0 < x < /00 aralifinda
saga dogru hareketi # = /0 zamanma kadar gozlemlendi. Literatiirdeki diger ¢alismalarla
uyumlu olmasi i¢in xo = 40 konumunda baglatilan ¢ = / degeri i¢in zaman adim uzunlugu
At=0.025, konum adim uzunlugu / = 0.2 olarak segildi. Segilen parametreler ile hesaplanan
C1, C,, Cs korunum sabitleri ve L, Lo hata normlart Cizelge 4.1°de paylasildi. Paylasilan
niimerik sonuclarin, C;= 4.44288294, C> = 3.29983165, C3 = 1.41421356 olan analitik
sonuclarla uyumlu oldugu goriildii. L> ve L. hata normlarinin kabul edilebilir biiytikliikte

oldugu gozlemlendi.

Ayni sekilde farkli yontemler ile elde edilen ve literatiirde var olan diger ¢alismalarin
niimerik sonuglarinin ¢+ = /0 zamanindaki degerleri Cizelge 4.2’de paylasildi. Mevcut
calismadaki sonuglarin diger ¢alismalardaki sonuglarla uyumlu sonuglar oldugu ve mevcut
calismadaki hata normlarin diger ¢alismalardaki hata normlarinin bir kismindan biiyiik

iken bir kismindan da kii¢iik oldugu gozlemlendi.

¢ = 0.3 degeri i¢in zaman adim uzunlugu Af = 0.0/, konum adim uzunlugu 4 = 0.1 olmak
tizere hesaplanan C;, C, C; korunum sabitleri ve L, , L. hata normlar Cizelge 4.3’te
paylasildi. Paylasilan sonuglarin da C;= 3.58196674, C> = 1.34507649, C3 = 0.15372303
olan analitik sonuglarla uyumlu oldugu goriildii. L. ve L. hata normlarinin ¢ = 7 degeri ile
elde edilen hata normlarina goére daha kiiciik ve kabul edilebilir biiyiikliikte oldugu

gbzlemlendi.
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Farkl1 yontemler ile ¢ = 0.3 degeri i¢in elde edilen ve literatiirde var olan diger ¢alismalarin
niimerik sonuglarinin ¢ = /0 zamanindaki degerleri Cizelge 4.4’te paylasildi. Mevcut
calismada elde edilen sonuglar ile diger calismalardaki sonuglarin birbirine yakin oldugu

gozlemlendi.

Her iki ¢ degerine ait elde edilen niimerik sonuglarin ¢ = 0, 2, 4, 6, 8, 10 zamanlarina ait

grafikleri Sekil 4.1°de ve ¢ = 10 zamanina ait hata grafikleri ise Sekil 4.2’de paylasildi.

Sekil 4.1°de de gorildiigii gibi farkl genliklerde de olsa dalgalarin sekillerini koruyarak saga
dogru ilerledigi ve sekillerinde gozle goriilecek diizeyde bir degisikligin olmadigi, Sekil
4.2°de de x konumu civarinda hatalarin biiylidiigli gézlemlendi.

c = I degeri ile elde edilen korunum sabitlerindeki mutlak degisimin AC; = 1.1x107, AC;
= 1.69x10°,AC3 = 1.54x107 oldugu, ¢ = 0.3 degeri ile elde edilen korunum sabitlerindeki
mutlak degisimin de AC; = 9.72x107, AC> = 2.28x107, AC; = 2.26x107 oldugu tespit
edildi.

Cizelge 4.1: LIN-1 ile Problem 1’inc¢ =1, h=0.2, At = 0.025 ve farkl1 t degerleri icin hesaplanan

korunum sabitleri ve hata normlar1 (0 < x < 100).

t Ci C; C;s L, L,
0 4.44288294 3.29983229 1.41421292 - -
1 444288292 3.29983636 1.41420838  1.44898x10°  5.91412x10*
2 444288295 3.29983690 1.41420840 2.11322x10°  1.04326x107
3 4.44288295 3.29983940 1.41420624 2.83706x10°  1.27210x10?
4 444288296 3.29984240 1.41420354 3.54465x10°  1.35166x107
5 4.44288297 3.29984475 1.41420140 4.14606<10°  1.58147x107
6 444288298 3.29984642 1.41419989 4.66975x10°  1.81600x1073
7 4.44288300 3.29984757 1.41419888 5.15850x107%  2.05945x107
8 444288301 3.29984835 1.41419820 5.64319x10°  2.31510x107
9 444288303 3.29984888 1.41419776 6.14179x10°  2.58368x107
10  4.44288305 3.29984924 1.41419747 6.66295x10°  2.87593x107
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Cizelge 4.2: LIN-1 ile Problem 1’in ¢ = 1, 2 = 0.2, At = 0.025 ve ¢ = 10 aninda hesaplanan korunum
sabitleri ve hata normlarinin literatiirdeki bazi sonuglarla karsilastirilmasi (0 < x < 100).

Ci C: Cs L Lo
Analitik 4.4428829 3.2998316 1.4142135 - -
LIN-1 4.44288305 3.29984924 1.41419747 6.66295x10%  2.87593x107°
[14]  4.4428678 3.2998266 1.4142035 9.23663x10°%  4.98295x1073
[15]  4.4428661 3.2997151 1.4143122 2.57148x107  1.34021x1073
[17]  4.44288308 3.29983306 1.41421337 - 0.85000x10
[19] 4.44288 3.29983 1.41420 9.49238x10°%  5.06983x1073
[20]  4.4431758 3.3003023 1.4146927 2.41553x10°%  1.07975%1073
[23]  4.44288294 3.29983406 1.41421114 1.00635x10*  5.91628x10°
[26]  4.44288295 3.29973070 1.41436824 2.97201x10*  1.68066x10
[11]  4.4431919 3.3003022 1.4146930 2.41750x10°%  1.08100%1073
[10]  4.44288 3.29983 1.41420 9.30196x10°%  5.43718x1073
[13] 4.442882 3.298630 1.415209 2.63221x10*  1.36972x10*
[28]  4.44288292 3.29978116 1.41416306 3.91431x10°%  2.00192x1073
Cizelge 4.3: LIN-1 ile Problem 1’in ¢ = 0.3, 1 =0.1, Az = 0.01 ve farkli t degerleri i¢in hesaplanan

korunum sabitleri ve hata normlart (0 < x < 100).

t C; C; C;s L L

0 3.58196673 1.34507649 0.15372303 - -

1 3.58196673 1.34507650 0.15372302 1.00903x10*  3.96013x107
2 3.58196674 1.34507651 0.15372301 1.98549x10*  8.02538x107
3 3.58196674 1.34507653 0.15372300 2.92864x10*  1.18063x10*
4 3.58196674 1.34507655 0.15372297 3.84348x10*  1.48599x10*
5 3.58196674 1.34507658 0.15372294 4.72437<10*  1.70928x10*
6 3.58196674 1.34507661 0.15372291 5.56369x10*  1.99103x10*
7 3.58196674 1.34507664 0.15372288 6.35831x10*  2.30130x10*
8 3.58196674 1.34507667 0.15372285 7.10952x10*  2.55536x10*
9 3.58196674 1.34507670 0.15372283 7.82113x10*  2.75708x10*
10 3.58196674 1.34507672 0.15372280 8.49790x10*  2.92866x10"*

31



Cizelge 4.4: LIN-1 ile Problem 1’in ¢ =0.3, 7=0.1, At=0.01 ve ¢ = 10 aninda hesaplanan korunum
sabitleri ve hata normlarinin literatiirdeki bazi sonuglarla karsilastirilmasi (0 < x < 100).

Ci C: Cs L Lo
Analitik 3.58196674  1.34507649  0.15372303 - -
LIN-1 3.58196674  1.34507672  0.15372280  8.49790x10* 2.92866x10™*
[22]  3.5820206 1.3450944 0.1537284 1.22736x10*  0.44722x10*
[12]-CN  3.581966 1.344972 0.1538260 5.77512x10%  2.84373x10*
[12]-RK 3.581967 1.344973 0.1538262 5.60020x10% 2.76694x10*
[14]  3.5820205 1.3450940 0.1537283 1.96271x10* 0.84570x10*
[15] 3.5819531 1.3450705 0.1537234 0.14662x10* 0.07003x10*
[23] 3.58196677 1.34507650  0.15372302  4.16800x107 2.19040x1077
[24] 3.581967 1.345076 0.153723 2.66230x10°  1.20919x107
[10]  3.58197 1.34508 0.153723 4.02927x10*  2.06732x10*
[13] 3.581958 1.344973 0.1538264 1.91931x10° 8.97050x10°
a) b)
1 T = —0 =10
I ”!lﬂ ﬂﬂﬂﬂ..
I 0s i
0B ||||||||‘||II f “l ‘!
i |||||'| 04 f,"ll'f‘””l!l‘
0.6 | | |' ” | Il|||“|,|l|'lll| |I
g i 2 03 I
. | l ! , ‘ | . ||| | 'Illll\l i I'
- i pe | :'.""\“" |\
LA j'f'fx.w’l‘\"
LI H"-““\\\
0.2 f, l| II' '} |||| l' l\ o /[J / / \ HI' A\
0 JIMA\ : 22
0 1‘0 2‘0 3‘0 40 5’;0 60 7‘0 80 9‘0 100 2 10 10 20 30 40 50 60 70 80 90

X

X

100

Sekil 4.1: Tek dalga hareketinin 0 < x <100 arahiginda a) 2= 0.2, 4¢=0.025,c=1b) h=0.1, 4t=0.01, ¢

=0.3 i¢int=0, 2, 4, 6, 8, 10 zamanlarindaki niimerik ¢6ziim grafikleri.
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Sekil 4.2: Tek dalga hareketinin 0 <x < 100 araliginda a) 2 =0.2, 4t =0.025,c=1 b) h=0.1, 4t
=0.01, ¢ =0.3 i¢in £ = 10 zamanina gore hata grafikleri.

Problem 2 (iki soliter dalga girisimi)

Bu problemde 0 < x < 250 araliginda x; = 25 ve x> = 55 konumlarinda birakilan ¢; = 4
ve ¢z = I degerleri i¢in iki soliter dalganin girisimi ve saga dogru hareketleri = 20 zamanina
kadar gozlemlendi. Literatiirdeki diger caligmalarla uyumlu olmasi i¢in zaman adim
uzunluklar1 Az = 0.025, konum adim uzunluklar1 2 = 0.2 olarak secildi. Secilen parametreler
ile hesaplanan t = 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20 zamanlarina ait C;, C,, C3 korunum
sabitleri Cizelge 4.5’te paylasildi.

Sekil 4.3 'te paylasildig1 gibi ¢ = 0 zamaninda geride bagslayan biiyiik genlikli dalganin
daha hizli olmasi sebebiyle zaman ilerledik¢e kiiciik dalgaya yaklastigi ve ¢ = 4 aninda
baslangica gore daha yakin bir mesafede oldugu goriildii. # = § aninda ise biiylik dalganin
kiiciik dalgayla carpistig1 ve kiiciik dalgayla ici ice gegmeye basladigi gézlemlendi. ¢ = 12
aninda ise iki dalganin tekrar bir birinden ayrik bir halde, fakat biiyiik dalga 6nde olacak
sekilde yol aldiklar1 goriildi. ¢ = 16 ve t = 20 zamanlarinda aralarindaki mesafenin tekrar

acilmaya bagladig1 gézlemlendi.

¢t = 20 aninda biiylik dalganin tepe noktasinin x; = /27.4 konumunda ve genliginin ¢; =
1.9997, kiigiik dalganin tepe noktasinin x> = 92 konumunda ve genliginin c2 = 0.99696
oldugu hesaplandi. Biiyiik dalganin genligindeki mutlak degisim 2.99x10* olarak
hesaplanirken kiiciik dalganin genligindeki mutlak degisim ise 3.04 x 107 olarak hesaplandi.

Ayrica ¢arpigmadan sonra bir salinim kuyrugunun basladigi ve gittikge belirginlestigi

gozlemlendi.
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Korunum sabitlerindeki mutlak degisimin de AC; = 1.48x107, AC> = 1.7x10% AC; =
1.02x10* oldugu tespit edildi.

Son olarak mevcut ¢alismanin sonuglari ile literatiirdeki diger caligmalarin sonuglari

Cizelge 4.6'da paylasildi ve degerlerin birbirlerine yakin ve kabul edilebilir olduklar

goriildii.

Cizelge 4.5: LIN-1 ile Problem 2’nin ¢1=4, c2 =1, x1 =25, x =55, h=0.2, At = 0.025 ve farkl1 ¢
degerleri i¢in hesaplanan korunum sabitleri (0 < x < 250).

t C C; C;
0 11.46769767 14.62921665 22.88049236
2 11.46769723 14.62928887 22.88036272
4 11.46769723 14.62929513 22.88035818
6 11.46769746 14.62917922 22.88038221
8 11.46770283 14.62544255 22.88003860
10 11.46770484 14.62405958 22.87970173
12 11.46769598 14.62951853 22.88018293
14 11.46769656 14.62955259 22.88018481
16 11.46769728 14.62943225 22.88029682
18 11.46769764 14.62936532 22.88036012
20 11.46769782 14.62933357 22.88039057

Cizelge 4.6: LIN-1 ile Problem 2’nin ¢; =4, c2=1, x1 =25, x2 =55, h = 0.2, At = 0.025 ve t = 20
aninda hesaplanan korunum sabitlerinin literatiirdeki bazi sonuglarla karsilastiriimasi

(0 < x < 250).
C; C; Cs
Analitik 11.467698 14.629277 22.880432
LiN-1 11.46769782 14.62933357 22.88039057
[11] 11.4662207 14.6253125 22.8650456
[14] 11.4661 14.6249 22.8631
[15] 11.4691 14.6331 22.8763
[16]-1 11.467700 14.629287 22.885799
[16]-2 11.467701 14.629190 22.874809
[17] 11.4692 14.6382 22.9162
[18] 11.4677 14.5830 22.6965
[23] 11.4676977 14.62927316 22.8804154
[24] 11.467701 14.583089 22.696510
[10] 11.4677 14.6292 22.8809
[13] 11.466050 14.608160 22.842790
[29] 11.467700 14.629287 22.885799
[28] 11.4674483 14.5831979 22.6975609
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Sekil 4.3: iki dalga girisiminin ¢; =4, ca= 1, h =0.2 ve At =0.025 degerleri i¢in 0, 4, 8, 12, 16, 20 zamanlarindaki

grafikleri (0 <x < 250).
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Problem 3 (Ug soliter dalga girisimi)

Bu problemde 0 <x <250 araliginda x; = 15, x> = 45 ve x3 = 60 konumlarinda birakilan
c1 =4, c2=1vec3=0.25 degerleri i¢in ii¢ soliter dalganin girisimi ve saga dogru hareketleri
t = 40 zamanina kadar gozlemlendi. Literatiirdeki diger calismalarla uyumlu olmasi igin
zaman adim uzunluklar1 Az = 0.025, konum adim uzunluklar1 /2 = (.2 olarak segildi. Segilen
parametreler ile hesaplanan ¢ = 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40 zamanlarina ait C;, C>, C3
korunum sabitleri Cizelge 4.7 te paylasildi.

Dalgalarin hareketleri Sekil 4.4 ’te paylasildig1 gibi + = 0 zamaninda geride baslayan
biiylik genlikli dalgalarin daha hizli olmasi sebebiyle zaman ilerledik¢e kiigiik dalgaya
yaklastig1 ve £ = 5 aninda baslangica gore li¢ dalganin da birbirine daha yakin bir mesafede
oldugu goriildii. + = 15 aninda ise ortanca dalganin kiiciik dalga ile i¢ ice gectigi biiyiik
dalganin da her iki dalgay1 gectigi gézlemlendi. # = 25 aninda ise ortanca dalganin kiiciik
dalgadan ayrilip onu gectigi ve ii¢ dalganin tekrar bir birinden ayrik bir halde, fakat biiyiik
dalga onde olacak sekilde yol aldiklar1 goriildii. # = 40 zamaninda aralarindaki mesafenin

tekrar acilmaya basladigi gozlemlendi.

t = 40 aninda biiytik dalganin tepe noktasinin x; = 279 konumunda ve genliginin ¢; =
1.9987, ortanca dalganin tepe noktasinin x> = /26.6 konumunda ve genliginin c> = 1.0164,
kiiciik dalganin tepe noktasinin x3 = /02.4 konumunda ve genliginin c3 = 0.48564 oldugu
tespit edildi. Bilyiik dalganin genligindeki mutlak degisim 7.3 <10~ olarak hesaplanirken,
ortanca dalganin genligindeki mutlak degisim 1.52x107, kiigiik dalganmn genligindeki
mutlak degisim ise /.44 x107 olarak hesaplandi.

Korunum sabitlerindeki mutlak degisimin de AC; = 3.4 %1 03, AC> = 8.8x1073, AC; =
3.66x107 oldugu tespit edildi.

t = 40 zamanina kadar hareketleri gézlemlenen dalgalarin ¢carpismalardan sonra normal
sekillerine doniip yollarina devam ettikleri, carpismalardan sonra arkalarindan bir salinim
kuyrugu biraktiklar1 gézlemlendi. Bu durumun daha iyi gozlemlenebilmesi i¢in grafik

buytitiilerek Sekil 4.4’te paylasildi.

Daha sonra mevcut calisma ile elde edilen sonugclar, literatiirdeki diger ¢alismalar ile
elde edilen sonuglarla beraber Cizelge 4.8’de paylasildi. Degerlerin literatiirdeki sonuglarla

ve analitik ¢6ziimlerle uyumlu oldugu goriildii.
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Cizelge 4.7: LIN-1 ile Problem 3’iinc; =4, c2=1,¢3=0.25, x; = 15, x2 =45, x3 =60, h =
0.2, At =0.025 ve farkl ¢ degerleri igin hesaplanan korunum sabitleri (0 < x

<250).

t C; C; C;s

0 14.98009776 15.83746734 23.00819655
5 14.97963899 15.83597332 23.00332036
10 14.97936474 15.82490136 22.99719274
15 14.97905236 15.83212886 22.99892901
20 14.97858341 15.83269821 22.99232103
25  14.97811783 15.83228638 22.98656723
30 14.97765682 15.83115589 22.98149197
35 14.97719295 15.82990576 22.97653563
40 14.97673680 15.82864366 22.97159601

Cizelge 4.8: LIN-1 ile Problem 3’iin c; =4, c2 =1, ¢3=0.25,x1 = 15, x2 =45, x3 = 60, h = 0.2, At =
0.025 ve ¢t = 40 aninda hesaplanan korunum sabitlerinin literatiirdeki bazi sonuclarla
karsilastiriimasi (0 < x < 250).

C; C; G
Analitik  14.98010503  15.82181232  22.99226955
LIN-1 1497673680  15.82864366  22.97159601

[11] 14.9768320 15.8290288 22.9755365

[14] 14.9795 15.8291 22.9728

[15] 14.9832 15.8605 22.9851

[16] 14.980144 15.821066 22.997974

[24] 14.980108 15.746389 22.644448

[10] 13.7015 15.6566 22.9335

[13] 14.930390 15.822500 22.964190

[29] 14.980144 15.821066 22.997974
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Sekil 4.4: Ug dalga girisiminin c; =4, c2=1, ¢3 = 0.25, h = 0.2 ve At = 0.025 degerleri icin 0, 5, 15, 25, 40
zamanlarindaki grafikleri (0 <x <250).
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Problem 4 (Maxwellian baslangi¢ sarti)

t = 10 zamaninda ¢ = I genlik, X =40 konum ve 0<x<100 araliginda farkli u

degerleri i¢in elde edilen grafikler Sekil 4.5°teki gibidir.

a)u=0.1,t=0 b)u=0.1,t=10
12
ok
4
08
08
06
= 206
> =)
04t
04
02t
02
: ) ST
0 10 20 30 40 5 60 70 8 9 10 0 10 20 30 40 5 60 70 8 90 100
X X
c)u=20.05 d) p=0.025
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02p 02
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05t
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Sekil 4.5: a) t = 0 aninda ve diger grafikler # =10 anindaki ve 4 = 0.1, © = 0.05, ¢ = 0.25, u =0.01, u =
0.005 olmak tizere Maxwellian baglangi¢ sart1 i¢in elde edilen grafikler.
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Sekil 4.5'te gosterildigi gibi 4 = 0.1 degeri i¢in sadece tek bir soliter dalga olusurken, u
= 0.05 oldugunda iki, 4 = 0.025 segildiginde ise ii¢ soliter dalga olustugu goriildi. x4 = 0.01
i¢cin dort ve u = 0.005 i¢in ise daha fazla soliter dalga olustugu gézlemlendi.

Elde edilen sonuclara gore x4 degeri kiigiildiikge soliter dalga sayisinda artis oldugu ve
dalga hizlarinin, genliklerinin biiyiikliigiine gore arttig1 goriildii. Ayrica Maxwellian ile elde
edilen biitiin grafiklerde son dalganin arkasinda goriinen kiiciik bir salilim kuyrugu

gozlemlendi.

Farkli x4 degerlerine gore elde edilen korunum sabitleri Cizelge 4.9’da paylasilip
literatiirde ayn1 parametrelerle ¢alisma yapan baska bir ¢alisma sonuglari ile karsilastirildi.

Elde edilen sonuglarin birbirlerine yakin oldugu goriildii.

Cizelge 4.9: LIN-1 ile Problem 4’iin ¢ =1, h=0.1, Az = 0.01 farkl1 # ve # degerlerine gore hesaplanan
korunum sabitleri (0 < x < 100).

Ci

C;

C;s

Ci[13]

C: [13]

G [13]

0.1

L N A N =

1.77246525
1.77246540
1.77246637
1.77246718
1.77246803

1.37779354
1.37780446
1.37780695
1.37780880
1.37781044

0.76210352
0.76209566
0.76209629
0.76209758
0.76209909

1.772452
1.772451
1.772451
1.772451
1.772453

1.378607
1.378577
1.378546
1.378515
1.378483

0.7608777
0.7608364
0.7607937
0.7607529
0.7607117

2
4
0.05 6
8

1.77251323
1.77252885
1.77254524
1.77256179
1.77257840

1.31396889
1.31401634
1.31405268
1.31408526
1.31411651

0.82733642
0.82736691
0.82740826
0.82745393
0.82750116

2
4
0.025 6
8

1.77279226
1.77301764
1.77324306
1.77346944
1.77369667

1.28126327
1.28167633
1.28210961
1.28254343
1.28297800

0.86537199
0.86624253
0.86707821
0.86791308
0.86874961

001 6

10

1.77636576
1.78055336
1.78515230
1.79010087
1.79562500

1.26641543
1.27464045
1.28422332
1.29391577
1.30521746

0.92228953
0.94129553
0.96532181
0.98699626
1.01448283
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4.2 Lineerlestirme-2 (LIN-2)

Z- — [Uil +Ui +Ui+1j2

! 3

(0‘1@—2 + (o + ;)0 + (2o, + )0, + (g + )6, + 5, T
3

olmak tlizere

U +U, +eUU, —J,, =0,

seklinde verilen MRLW denkleminde U?U_ ifadesindeki u? yerine U?=2Z, ifadesi

yazilirsa
uu, =2zU,,

olur. Daha sonra LIN-1 i¢in yazilan semanin ve i¢ iterasyon formiillerin uygulanmasiyla

denklem kolayca sonuglandirilabilir.

4.2.1 Niimerik sonuclar
LIN-2 ile yazilan semanin Béliim 3’te verilen dért model probleme uygulanmastyla

elde edilen sonuglar ¢izelgeler halinde sunuldu.
Problem 1 (Tek dalga hareketi)

Bu problemde literatiirdeki diger ¢alismalarla uyumlu olmasi i¢in xp = 40 konumunda
baslatilan tek soliter dalganin 0 < x < /00 araliginda saga dogru hareketi # = /0 zamanina
kadar ¢ = I ve ¢ = 0.3 degerleri referans alinarak gozlemlendi. ¢ = 7 degeri i¢in h = 0.2
olarak konum adim uzunlugu secilirken Ar = 0.025 olarak zaman adim uzunlugu segildi.
Cizelge 4.10’da paylasilan C;, C>, C3 korunum sabitleri ve L, L. hata normlari, secilen
parametreler ile hesaplanan degerlerdir. Cizelge 4.10’da paylasilan L, L. hata normlarinin
kabul edilebilir biiyiikliikkte olup, korunum sabitlerinin de C;= 4.44288294, C, =
3.29983165, C3 = 1.41421356 olan analitik degerlerle uyumlu oldugu goriildii.

Literatiirde var olan diger calismalarin farkli yontemler ile elde edilen niimerik
sonuclarinin ¢+ = /0 zamanindaki degerleri Cizelge 4.11°de verildi. Mevcut ¢alismadaki
yontemin diger ¢aligmalardaki sonuglara yakin sonuglar verdigi ve mevcut ¢calismadaki hata
normlarmin diger ¢alismalardaki hata normlarinin bir kismindan biiyiik iken bir kismindan

da kiicilik oldugu saptand.
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Zaman adim uzunlugu Az = 0.0/, konum adim uzunlugu / = 0.1 olarak segilen ¢ = 0.3
genlikli dalga i¢in hesaplanan C;, C, Cs korunum sabitleri ve L2 ve Lo, hata normlar1 Cizelge
4.12°de paylasildi. Paylasilan sonuglarin C;= 3.58196674, C> = 1.34507649, C3 =
0.15372303 olan analitik sonuglarla uyumlu oldugu goriildii. L> ve L. hata normlarinin ¢ =
I degerindeki hata normlarina gore daha kiiciik ve kabul edilebilir biiyiiklikte oldugu

gbzlemlendi.

Farkli yontemler ile elde edilen ve literatiirde var olan diger calismalarin niimerik
sonuclarinin ¢ = /0 zamanindaki degerleri Cizelge 4.13’te paylasildi. Mevcut ¢alismadaki

sonugclar ile diger ¢alismalardaki sonuglarin birbirine yakin oldugu gézlemlendi.

¢ = 1 degeri i¢in korunum sabitlerindeki mutlak degisimin AC; = 4.66x107, AC; =
5.7x107, AC; = 3.1x107 oldugu, ¢ =
degisimin de AC; = 3.63x107, AC> = 5.7x107, AC3 = 3.1x107 oldugu gériildii.

0.3 degeri i¢in korunum sabitlerindeki mutlak

Cizelge 4.10: LIN-2 ile Problem 1’in ¢ = 1, h = 0.2, At = 0.025 ve farkli ¢ degerleri i¢in hesaplanan
korunum sabitleri ve hata normlart (0 < x < 100).

t C; C; C;s L L,

0 4.44288294 3.29983229 1.41421292 - -

1 4.44292940 3.29996625 1.41430761 2.81239x10°  2.11154x107
2 4.44294408 3.29998372 1.41432805 3.37341x10°  1.91284x107
3 4.44293315 3.29995728 1.41430804 3.32483x10°  1.79203x107
4 4.44292280 3.29993919 1.41429075 3.55380x10°  1.98208x107
5 4.44291570 3.29992825 1.41427899 4.03987x107°  2.29415x1073
6 4.44291107 3.29992157 1.41427130 4.65743x10°  2.66218x107
7 4.44290807 3.29991743 1.41426631 5.33976x10°  3.06683x107
8 4.44290612 3.29991481 1.41426306 6.05840x10°  3.48667x107
9 4.44290485 3.29991315 1.41426093 6.80074x10°  3.91237x107
10 4.44290401 3.29991207 1.41425953  7.56036x10°  4.34125x10°?
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Cizelge 4.11: LIN-2 ile Problem 1’in ¢ =1, 1= 0.2, At=0.025 ve ¢ = 10 aninda hesaplanan korunum
sabitleri ve hata normlarimin literatiirdeki bazi sonuglarla karsilastiriimasi (0 < x < 100).

Ci C: C; L; L.

Analitik 4.4428829 3.2998316 1.4142135 - -
LIN-2  4.44290401 3.29991207  1.41425953  7.56036x10°  4.34125x107
[14]  4.4428678 3.2998266 1.4142035 9.23663x10°  4.98295x107
[15]  4.4428661 3.2997151 1.4143122 2.57148x10°  1.34021x107
[17]  4.44288308 3.29983306  1.41421337 - 0.85000x107
[19]  4.44288 3.29983 1.41420 9.49238x10°  5.06983x107
[20]  4.4431758 3.3003023 1.4146927 2.41553x10%  1.07975%107
[23]  4.44288294 3.29983406  1.41421114  1.00635x10*  5.91628x107
[26]  4.44288295 3.29973070  1.41436824  2.97201x10*  1.68066x10*
[11]  4.4431919 3.3003022 1.4146930 2.41750x10°%  1.08100x107
[10]  4.44288 3.29983 1.41420 9.30196x10°  5.43718x107
[13]  4.442882 3.298630 1.415209 2.63221x10*  1.36972x10*
[28]  4.44288292 3.29978116  1.41416306  3.91431x10° 2.00192x10?

Cizelge 4.12: LIN-2 ile Problem 1’in ¢ = 0.3, # = 0.1, At = 0.01 ve farkl1 # degerleri icin hesaplanan
korunum sabitleri ve hata normlart (0 < x < 100).

t C; C; C;s L L

0 3.58196673 1.34507651 0.15372301 - -

1 3.58196675 1.34507654 0.15372303 9.36567x10°  3.70941x107
2 3.58196676 1.34507659 0.15372303 1.74252x10*  6.74625x107
3 3.58196672 1.34507656 0.15372301 2.43229x10*  9.95241x107
4 3.58196662 1.34507646 0.15372297 3.09257x10* 1.25571x10*
5 3.58196649 1.34507633 0.15372292 3.77248x10*  1.43237x10*
6 3.58196636 1.34507621 0.15372287 4.47566x10*  1.69418x10*
7 3.58196622 1.34507609 0.15372281 5.19039x10*  1.95296x10*
8 3.58196609 1.34507598 0.15372276 5.90597x10* 2.21087x10*
9 3.58196597 1.34507588 0.15372271 6.61600x10*  2.46875x10™*
10 3.58196586 1.34507580 0.15372266 7.31752x10*  2.72711x10*
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Cizelge 4.13: LIN-2 ile Problem 1’in ¢=0.3, 2 =0.1, At=0.01 ve ¢ = 10 aninda hesaplanan korunum
sabitleri ve hata normlarinin literatiirdeki bazi sonuglarla karsilagtiriimasi (0 < x <

100).

C C: C;s L: L

Analitik 3.58196674  1.34507649  0.15372303 - -
LiN-2 3.58196586 1.34507580  0.15372266  7.31752x10*  2.72711x10*
[22] 3.5820206  1.3450944  0.1537284  1.22736x10*  0.44722x10™*
[12]-CN  3.581966 1.344972 0.1538260 5.77512x10%  2.84373x10*
[12]-RK 3.581967 1.344973 0.1538262 5.60020x10*  2.76694x10*
[14]  3.5820205  1.3450940  0.1537283  1.96271x10*  0.84570x10™*
[15] 3.5819531 1.3450705 0.1537234 0.14662x10*  0.07003x10*
[23] 3.58196677 1.34507650  0.15372302  4.16800x107  2.19040x1077
[24] 3.581967 1345076 0.153723 2.66230x10°  1.20919x10°
[10]  3.58197 1.34508 0.153723 4.02927x10*  2.06732x10™*
[13] 3.581958 1.344973 0.1538264 1.91931x10°  8.97050x10°

Problem 2 (iki soliter dalga girisimi)

Bu problemde c¢; = 4 ve c2 = I degerleri i¢in iki soliter dalganin etkilesimi, 0 <x < 250
araliginda x; = 25 ve x> = 55 konumlarinda baslayan ve ¢ = 20) zamanina kadar saga dogru
devam eden hareketleri gozlemlendi. Zaman adim uzunluklar1 ve konum adim uzunluklari
literatiirdeki diger ¢alismalarla uyumlu olmasi icin sirastyla Az = 0.025 h = 0.2 olarak secildi.
Secilen parametreler ile hesaplanan ¢ = 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20 zamanlarina ait
Ci1, (2, Cs korunum sabitleri Cizelge 4.14°te paylasildi.

Biiyiik dalganin ¢ = 20 aninda tepe noktasinin, x; = /27.4 konumunda ve genliginin c;
= 1.9952, kiigiik dalganin ayn1 # zamanda tepe noktasinin, x> = 92 konumunda ve genliginin
c2 = 0.99512 oldugu hesaplandi. Biiyiik dalganin genligindeki mutlak degisim 4.8x107
olarak hesaplanirken kiigiik dalganin genligindeki mutlak degisim ise 4.9x107 olarak

hesaplandi.

Korunum sabitlerindeki mutlak degisimin de AC; = 9.3X10% AC, =2.6 X 107, AC3 =
8.6 x 107 oldugu saptand1. Son olarak mevcut ¢alisma ile elde edilen sonuglar literatiirdeki
diger calismalarin sonuglar ile karsilastirilarak Cizelge 4.15te paylasildi ve degerlerin

birbirlerine yakin ve kabul edilebilir olduklar1 goriildii.
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Cizelge 4.14: LIN-2 ile Problem 2’nin ¢; =4, ¢2 =1, x1 =25, x, =155, h=0.2, At =0.025 ve farkl ¢

degerleri i¢in hesaplanan korunum sabitleri (0 < x < 250).

t G C; C;

0 11.46769767 14.62921665 22.88049236
2 11.46833581 14.63196910 22.88910952
4 11.46831639 14.63192909 22.88909385
6 11.46838562 14.63195824 22.88982626
8 11.47406110 14.64913023 22.97137840
10 11.47289476 14.64587274 22.97825872
12 11.46635845 14.62810390 22.88626877
14 11.46759025 14.63036848 22.88753824
16 11.46825924 14.63136252 22.88864331
18 11.46853628 14.63174450 22.88912957
20 11.46862647 14.63190243 22.88935499

Cizelge 4.15: LIN-2 ile Problem 2’nin ¢; =4, c2 =1, x1 =25, x2 =55, h = 0.2, At = 0.025 ve t = 20

aninda hesaplanan korunum sabitlerinin literatiirdeki bazi  sonuglarla
karsilastiriimasi (0 < x < 250).
C; C; C;s
Analitik  11.467698 14.629277 22.880432
LiN-2 11.46862647 14.63190243 22.88935499
[11] 11.4662207 14.6253125 22.8650456
[14] 11.4661 14.6249 22.8631
[15] 11.4691 14.6331 22.8763
[16]-1 11.467700 14.629287 22.885799
[16]-2 11.467701 14.629190 22.874809
[17] 11.4692 14.6382 22.9162
[18] 11.4677 14.5830 22.6965
[23] 11.4676977 14.62927316  22.8804154
[24] 11.467701 14.583089 22.696510
[10] 11.4677 14.6292 22.8809
[13] 11.466050 14.608160 22.842790
[29] 11.467700 14.629287 22.885799
[28] 11.4674483 14.5831979 22.6975609
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Problem 3 (Ug soliter dalga girisimi)

Bu problemde 0 <x <250 araliginda x; = 15, x> = 45 ve x3 = 60 konumlarinda baslayan
ve literatiirdeki diger ¢alismalarla uyumlu olmasi i¢in konum ve zaman adim uzunluklari
strastyla 7 = 0.2 ve At = 0.025 olarak secilen c¢; = 4, c2 = I ve c3 = (.25 degerlerine gore ii¢
soliter dalganin etkilesimi ve saga dogru hareketleri # = 40 zamanina kadar goézlemlendi.
Secilen parametreler ile hesaplanan ¢ = 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40 zamanlarina ait Cj,
C>, C3 korunum sabitleri Cizelge 4.16°da paylasildi.

t = 40 aninda biiyiik dalganin tepe noktasinin x; = 279 konumunda ve genliginin ¢; =
1.9933, ortanca dalganin tepe noktasinin x> = /26.6 konumunda ve genliginin c2 = 1.0143,
kiigiik dalganin tepe noktasinin x3 = /02.4 konumunda ve genliginin c3 = 0.48419 oldugu
tespit edildi. Biiyiik dalganin genligindeki mutlak degisim 6.7x107 olarak hesaplanirken,
ortanca dalganin genligindeki mutlak degisim 1.3 x 1073, kiiciik dalganin genligindeki mutlak
degisim ise 1.59x 107 olarak hesaplandi.

Korunum sabitlerindeki mutlak degisimin de AC; = 1.27x107, AC> = 1.9x107, AC; =
7.8x107 oldugu tespit edildi.

Daha sonra mevcut ¢alisma ile elde edilen sonuglar, literatiirdeki diger caligmalar ile
elde edilen sonuglarla beraber Cizelge 4.17°de paylasildi. Degerlerin birbirine ve analitik

sonuglara yakin oldugu goriildii.

Cizelge 4.16: LIN-2 ile Problem 3’tin ¢; =4, c2=1, ¢3 =025, x; = 15, x2 =45, x3 = 60, h
=0.2, At = 0.025 ve farkli ¢ degerleri i¢in hesaplanan korunum sabitleri (0

<x <250).
t C; C; Cs
0  14.98009776 15.83746734 23.00819655
5 1498164501 15.84143251 23.01859227
10 15.00290451 15.90600786 23.28151515
15 14.98792090 15.85279274 23.03499726
20  14.98195365 15.84241260 23.02113288
25 14.97996349 15.83949548 23.01657631
30 14.97984548 15.83923845 23.01597075
35 14.97997434 15.83930219 23.01593122
40 14.98011045 15.83937966 23.01596149
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Cizelge 4.17: LIN-2 ile Problem 3’tin ¢; =4, c2=1,¢3=0.25,x1=15,x=45,x3=60, h = 0.2, At =
0.025 ve ¢ = 40 aninda hesaplanan korunum sabitlerinin literatiirdeki baz1 sonuglarla
karsilagtiriimasi (0 < x < 250).

C C C;
Analitik  14.98010503  15.82181232  22.99226955
LiN-2  14.98011045  15.83937966  23.01596149
[11]  14.9768320  15.8290288  22.9755365
[14]  14.9795 15.8291 22.9728
[15]  14.9832 15.8605 22.9851
[16]  14.980144 15.821066 22.997974
[24]  14.980108 15.746389 22.644448
[10]  13.7015 15.6566 22.9335
[13]  14.930390 15.822500 22.964190

Cizelge 4.18: LiN-2 ile Problem 4’iin ¢ =1, 2 = 0.1, At = 0.01 farkl ¢ ve « degerlerine gore hesaplanan
korunum sabitleri (0 < x < 100).

Ci

C;

C;

C [13]

C;[13]

C;[13]

0.1

R SN AN~

1.76653108
1.76694502
1.76704170
1.76708474
1.76710699

1.36395000
1.36404090
1.36406825
1.36408188
1.36408996

0.74585319
0.74583249
0.74582889
0.74582678
0.74582528

1.772452
1.772451
1.772451
1.772451
1.772453

1.378607
1.378577
1.378546
1.378515
1.378483

0.7608777
0.7608364
0.7607937
0.7607529
0.7607117

0.05

R &N AN

1.75781072
1.75824801
1.75863589
1.75888980
1.75905716

1.27965956
1.27999595
1.28024417
1.28038920
1.28048027

0.77865525
0.77859680
0.77860610
0.77860929
0.77860796

0.025

@ SN AN

1.74375285
1.74306196
1.74327939
1.74348910
1.74363971

1.21563968
1.21473468
1.21470239
1.21470202
1.21468956

0.76353324
0.76300410
0.76286672
0.76276255
0.76266365

0.01

@ &N AN

1.71223676
1.71011720
1.71011442
1.71020088
1.71024209

1.13014730
1.12808486
1.12787631
1.12772177
1.12754984

0.69495427
0.69377296
0.69309902
0.69271159
0.69204819
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Problem 4 (Maxwellian baslangi¢ sarti)

t = 10 zamaninda ¢ = [ genlik, x9p = 40 konum ve 0<X<100araliginda farkli u

degerleri i¢in elde edilen niimerik sonuglar Cizelge 4.18°deki gibidir.

Farkli 4 degerlerine gore elde edilen korunum sabitleri literatiirde ayn1 parametrelerle
calisma yapan baska bir ¢calisma sonuglari ile karsilastirildi. LIN-2 ile elde edilen sonuglarm

birbirine yakin oldugu, fakat diger lineerlestirme teknikleri kadar yakin olmadig1 goriildii.

4.3 Lineerlestirme-3 (LIN-3)

(4.1) de verilen MRLW denkleminde Ut ve U «t yerine ileri fark yaklagimi

n+1 n
PCAL
At
U n+1 _U n
UXXt — XX XX ,
At

seklinde, UX ve U 2Uxterimleri yerine Crank-Nicolson yaklagimi da

n+l n
:UX +U,

seklinde uygulanirsa

uru oty (VU)T U)oty

0, (4.9)
At 2 2 At

esitligi elde edilir.

Sonra elde edilen esitlikte (U*U, )n+1 terimi yerine
(U,)" =20 +UNUULE - 200U

Rubin and Graves [22, 44] tipi yaklasim kullanilip (4.9) ile verilen ifadede yerine yazilirsa
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U™-UT UraUr - 20MUTU]+UNUTU 20000+ (UWU, )
&

At 2 2

U:)(—%—l_u)l(’lx

T,
“ At

esitligi elde edilir. Esitlik Atile garpilir ve U™ ifadeleri esitligin bir tarafinda U"ifadeleri

esitligin diger tarafinda olacak seklide diizenleme yapilirsa

U n+1 + %U;Hl At (2U n+lU nU +U nU nU n+l) ,LMQX+1 —
At
U”——Un —gUnU'”Un ,
2 2 lLlU XX
esitligi elde edilir.
L1 = ( at azén + alé‘uil)
L, = (ﬂl L+ B0,

olacak sekilde esitlikler yeniden yazilip U’lar zaman adimlarina gore yeniden diizenlenirse

(1+AtgL1L2)U”*l+%(1+gL1L1)UX””—yUQX”:U"[1+%5L1L2j 2Un TN

esitligi elde edilir. Elde edilen esitlik (4.3) ile verilen ifadede U’nun birinci ve ikinci tiirevleri

icin verilen ifadeler kullanilarak yeniden yazilirsa

i+1 i+1

(L+ AteL,L, ) (@873 + a0 + 4575 ) + A — (1+elb) (BoTE+ B0t -
KO + 7,00 +780) = (1+ % eLL, J (07 + 2,07 + a6, ) -
(ﬁla‘."l + B,60 )~ 14(700s + 7,07 + 7,614 )
esitligi elde edilir. Gereken diizenlemeler yapilirsa
st {0{1 (1+AteL L, )+ %(u eLL) B - Wl} +6 o, (L+ AteLL, ) — uy, |+

5,2;1|:0£1(1+AtgL1L2) (1+8L1L1) /"71} 5?—1{“1@-"‘ 6‘|—1L) At /171}

5i”{az(1+§3L1L2j—yyz}+dil[al(1+ LiLj tﬁz—uyl} (4.10)
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olarak bulunur.

a =o, (1+AteL L, )+%(1+5L1L1) M1
a, (1+AteLL, ) — uy,,

a, = a1(1+AteL1Lz)+—(1+sL1L1)ﬂz—m

At
b = al(]‘—'_?ngLZ] 2 —HY1
At
:a2(1+?5L1L2] HY > s
At At
= (1+25L1L2j 2 —H71
olmak iizere;
2 a 4 O] b b by o]
3, 23, a G| bbb 5
& 8 o | b b, bsy, |

formunda bir matris sistemi elde edilir. Bu sistemde (N+3) bilinmeyen ve (N+1) tane

denklem vardir. Bu sistemde sinir sartlar1 kullanilarak (5_1 ve (5N .1 parametreleri yok edilir.

Burada X=X kollokasyon noktasindaki

U(x,t) =0 +a,0 + a0,

i+17

yaklagimi kullanilarak sirasiyla 5_1 ve 5N+1 parametreleri

U(x,t)—a,0 -6,
6, = o )
1

_U(@at)-a,s, alé'

a,

=0=4,

A%~
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U(x,t)—a,0 -6,
5i+1 = !
a,
i = N = 5N+l = U (b1t)_a25N _alﬁN_l 1
a

seklinde bulunmus olur.

i=0i¢in 5_1 (4.10) ile verilen ifadede yerine yazilirsa

+%(1+8|—1L1),31—/J71}+

(U n+1 (a,t) _ a25(;1+1 _ a151n+1

a

][al(lwtngLz)

&, (L+AteLiL, ) -y, |+ 6 {% (1+ Atg'-ll-z)+%(1+8'-1'-1)ﬂz ‘“71} -

[U (a,t)—(Z250 —0{151 j{al[l_k%ngLz)—At 181_!171}4_

o 2

) At ) At At
o {az (1+?5L1sz_ﬂ7z}+51 {0‘1 (1+?5L1L2j_?:32 _/U’l}
elde edilir. Gereken diizenlemeler yapilirsa

U n+1 (a’ t)

a,

50"*1[—ﬁ(a1(1+AteL1Lz)+%(l+8L1L1)ﬂl—lemz (1+At5L1'-2)‘/‘72}+
a

1

{al (1+ AteL1L2)+%(1+ eLL) A, —M’l}L

[ -A ety L ara)a -

U"(a,t) [al(l+%ngsz—%ﬂl_ﬂ7l}+

a,

N At At At
50 {——2[611(1+?8L1L2J—?ﬂ1—,Llj/lj-i'az (1+?‘9L1L2j_1u7/2}+

a,

5 [%(ﬂl—ﬂz)}

elde edilir.

i =N igin 5,\, 4 (4.10) ile verilen ifadede yerine yazilirsa
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53ﬁ[al(lwtehu)%(lwhu)ﬂl—um}éﬂ“[az (L+AteLLy ) -y, |+

(U b, t) —a, 50" — o o0

a,

j{al (1+ AtgL1L2)+%(1+ eLL) B, —#71} =
PR B AR

(U (b,t) -,y _0[15“‘1]{051 (l+%5|—1|—2j_%ﬂ2 —,Ll]fl}

a,

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

| -5 L) g et LA

+%(1+5L1L1)ﬂ2 _ﬂ71j+a2 (1+At5|-1|—2)_ﬂ7/2}+

1

5ﬂ+{—&(al (1+AteLL,)
.

U n+l(b’t)

1

5 [%(ﬂz —ﬁl)}

N {_&(%(]—"'%dﬂl—z]_%ﬂz _/J7/1j+az (1+%8L1L2j—,u}/2}+

o,

U n+l(b,t) [051 (1+%5L1L2j—%ﬂ2 _,U71}

a

(148t )+ 3 (L eLL) B -

esitligi elde edilir.

c = —ﬁ(al (1+ AtgL1L2)+%(1+ eLL) A —yylj+a2 (1+AteLL, ) — py,,

o
C, =%(1+5L1L1)(ﬁ2 _ﬁ1)7

=5 (L+eLL) (A=),

C, = —&(al (1+AtgL1L2)+%(l+ eLL) A, —,u;/l)+a2 (1+AtsL L, ) - py,,

a,
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At At At
d, :_&[al(l"'_gl-ll—zj__ﬁl_ﬂylj"'az (1+_5L1L2j_ﬂ72’
o 2 2 2
At
dz :?(:@_ﬂz)’
At
d, :?(ﬂz _:81)’

1

U™™(a,t At
el=%{al(HAtngLzﬁ?(1+5L1L1),B1—yyl]
1
U™ (b,t At
e, :%{al (1+ MeLL,)+ - (L+LL) A, —Wl},
1
U"(at At At
f,= ( )|:a1(1+_‘9L1L2)__:81_ﬂ71}
o, 2 2
U"(b,t At At
f,= ( )|:a1[1+_g|‘1|—2j__ﬁ2_:u7/1:|’
a, 2 2
(¢, ¢, Mo 1d, d, N o] ri-e]
a a8, a 6" |b b, b o 0
Lo T D= T N S
a a & 5,?:11 bl bz ba 5,3_1 0
L Cs C4__5£+l_ L d, d4__5,3_ _fz_ez_

(N+1)X(N+1) matris sistemi elde edilir. 5(? baslangig parametrelerini bulmak i¢in LIN-1

deki adimlar uygulanir.

4.3.1 Niimerik sonuclar

Rubin-Graves teknigi ile elde edilen niimerik semanin Boliim 3’te verilen model

problemlere uygulanmasiyla bulunan sonuglar cizelgeler ile sunuldu.
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Problem 1 (Tek dalga hareketi)

Bu problemde 0 < x < 100 araliginda, t = /0 zamanina kadar saga dogru hareketi
gozlemlenen ¢ = I ve ¢ = (.3 degerlerinde tek soliter dalganin literatiirdeki diger caligmalarla
uyumlu olmasi i¢in baslangi¢c konumu xp = 40, zaman adim uzunlugu At = 0.025, konum
adim uzunlugu /4 = 0.2 seg¢ildi. Bu parametreler ile hesaplanan C;, C>, C3 korunum sabitleri

ve L», Lo hata normlar Cizelge 4.19°da paylasildi.

Mevcut calismada ¢ = [ degeri i¢in yapilan niimerik semalar sonucu elde edilen ve
Cizelge 4.19°da paylasilan niimerik sonuclarin, C;= 4.44288294, C> = 3.29983165, C; =
1.41421356 olan analitik sonuglarla uyum halinde oldugu goriildi. L> ve L. hata normlarinin

kabul edilebilir biiyiikliikte oldugu gézlemlendi.

h =202 At=0.025 0 <x <100 araliginda ¢ = I degeri i¢in farkli yontemler ile elde
edilen ve literatiirde var olan diger ¢alismalarin niimerik sonuclarinin # = /0 zamanindaki
degerleri Cizelge 4.20°de paylasildi. Mevcut ¢alismadaki sonuglarin diger ¢aligsmalardaki
sonuclara yakin sonuglar oldugu ve mevcut calismadaki hata normlarinin diger
calismalardaki hata normlarinin bir kismindan biiyiik iken bir kismindan da kiigiik oldugu

gbzlemlendi.

Konum adim uzunlugu 4 = 0.1, zaman adim uzunlugu At = 0.0/ olan ¢ = 0.3 genlikli
dalga i¢in hesaplanan C;, C>, Cs korunum sabitleri ve L2, Lo hata normlar1 Cizelge 4.21°de
paylasildi. Paylasilan sonuglarin C;= 3.58196674, C>=1.34507649, C3= 0.15372303 olan
analitik sonuglarla uyumlu, L> ve L. hata normlarinin da ¢ = [ genlikli dalganin hata

normlarma gore daha kii¢iik ve kabul edilebilir biiyiikliikte oldugu goriildii.

h=20.1, At=0.01, 0 <x <100 araliginda c = 0.3 i¢in farkl1 yontemler ile elde edilen ve
literatlirde var olan diger ¢alismalarin niimerik sonuglarinin ¢ = /0 zamanindaki degerleri
Cizelge 4.22°de paylasildi. Mevcut ¢alismadaki sonuglarin diger caligsmalardaki sonuglarla

uyum halinde oldugu g6zlemlendi.

¢ = I genlikli dalganin korunum sabitlerindeki mutlak degisimin AC; = 1.04x107, AC>
= 3.16x107, AC3 = 6.5x10” oldugu, ¢ = 0.3 genlikli dalganin korunum sabitlerindeki
mutlak degisimin de AC; = 2.66x107, AC> = 2.11x107, AC;3 = 2.32x107 oldugu tespit
edildi.
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Cizelge 4.19: LiN-3 ile Problem 1’in ¢ = 1, A = 0.2, At = 0.025 ve farkli ¢ deerleri igin hesaplanan
korunum sabitleri ve hata normlar1 (0 < x < 100).

t Ci C; G L; L
0 4.44288294 3.29983229 1.41421292 - -
1 4.44288290 3.29983071 1.41420352 1.42404x10°  5.90725x10*
2 4.44288290 3.29982695 1.41419857 2.15989x10°%  1.06295x107
3 444288289 3.29982526 1.41419171 2.96122x10°  1.28112x107
4 444288287 3.29982372 1.41418420 3.74222x10°%  1.49084x107
5 444288286 3.29982132 1.41417717 4.43290<10°  1.77626x107
6 444288285 3.29981808 1.41417068 5.06637x10°  2.07203x107
7 444288284 329981424 1.41416463 5.68299x10°  2.38575x107
8 444288284 3.29980997 1.41415890 6.30914x10°  2.72036x10
9 444288284 3.29980542 1.41415336 6.95832x10°  3.07377x107
10 444288284 3.29980069 1.41414797 7.63554x10°  3.45342x107

Cizelge 4.20: LIN-3 ile Problem 1’inc =1, 2 =0.2, At=0.025 ve ¢ = 10 aninda hesaplanan korunum
sabitleri ve hata normlariin literatiirdeki bazi sonuglarla karsilastirilmasi (0 < x <

100).

G C: G L: L

Analitik 4.4428829 3.2998316  1.4142135 - -
LiN-3 4.44288284 3.29980069 1.41414797  7.63554x10°  3.45342x107
[14]  4.4428678 3.2998266  1.4142035  9.23663x10°  4.98295x107
[15]  4.4428661 32997151  1.4143122  2.57148x10%  1.34021x107
[17] 4.44288308 3.29983306 1.41421337 - 0.85000x1073
[19] 4.44288 3.29983 1.41420 9.49238x10°  5.06983x107
[20]  4.4431758 33003023  1.4146927  2.41553x10%  1.07975x107
[23] 4.44288294  3.29983406  1.41421114  1.00635x10*  5.91628x10°
[26] 4.44288295 3.29973070  1.41436824  2.97201x10* 1.68066x10*
[11]  4.4431919 33003022  1.4146930  2.41750x10%  1.08100x107
[10]  4.44288 3.29983 1.41420 9.30196x10°  5.43718x1073
[13] 4.442882 3.298630 1.415209 2.63221x10* 1.36972x10*
[28] 4.44288292 3.29978116 1.41416306  3.91431x10°  2.00192x107
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Cizelge 4.21: LIN-3 ile Problem 1’in ¢ = 0.3, 2 = 0.1, At = 0.01 ve farkl1 t degerleri i¢in hesaplanan

korunum sabitleri ve hata normlar1 (0 < x < 100).

t Ci C; G L; L

0 3.58196673 1.34507650 0.15372303 - -

1 3.58196674 1.34507650 0.15372302 1.01290x10*  3.97510x107
2 3.58196674 1.34507650 0.15372301 1.99394x10*  8.05447x107
3 3.58196674 1.34507652 0.15372299 2.94196x10*  1.18440x10*
4 3.58196674 1.34507655 0.15372296 3.86127x10* 1.49158x10*
5 3.58196674 1.34507657 0.15372294 4.74609x<10*  1.71780x10*
6 3.58196674 1.34507660 0.15372291 5.58890x10*  2.00361x10*
7 3.58196674 1.34507663 0.15372288 6.38680x10*  2.31335x10*
8 3.58196674 1.34507666 0.15372285 7.14126x10*  2.56662x10*
9 3.58196674 1.34507668 0.15372282 7.85616x10* 2.76761x10*
10  3.58196674 1.34507670 0.15372279 8.53635x10*  2.94799x10*

Cizelge 4.22: LIN-3 ile Problem 1’in ¢=0.3, 7=0.1, At=0.01 ve ¢ = 10 aninda hesaplanan korunum
sabitleri ve hata normlarinin literatiirdeki bazi sonuglarla karsilagtiriimasi (0 < x <

100).

Ci C: C; L: Lo

Analitik 3.58196674  1.34507649  0.15372303 - -
LIN-3 358196674  1.34507670  0.15372279  8.53635x10*  2.94799x10*
[22] 3.5820206  1.3450944  0.1537284  1.22736x10% 0.44722x10%*
[12]-CN  3.581966 1.344972 0.1538260  5.77512x10*  2.84373x10%*
[12]-RK 3.581967 1.344973 0.1538262  5.60020x10*  2.76694x10™*
[14]  3.5820205  1.3450940  0.1537283  1.96271x10*  0.84570x10™
[15] 3.5819531  1.3450705  0.1537234  0.14662x10“  0.07003x10™*
[23]  3.58196677  1.34507650  0.15372302  4.16800x107  2.19040x107
[24]  3.581967 1.345076 0.153723 2.66230x10°  1.20919x10°
[10]  3.58197 1.34508 0.153723 4.02927x10%  2.06732x10™*
[13]  3.581958 1.344973 0.1538264  1.91931x10°  8.97050x10°
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Problem 2 (iki soliter dalga girisimi)

Bu problemde 0 < x < 250 araliginda x; = 25 ve x> = 55 konumlarinda baslayan ve
literatiirdeki ¢alismalarla uyumlu olmasi i¢in konum ve zaman adim uzunluklar sirasiyla 4
= (0.2 ve At = 0.025 olarak segilen ¢; = 4 ve c2 = 1 degerlerine gore iki soliter dalganin
etkilesimi ve saga dogru hareketleri # = 20 zamanina kadar gézlemlendi. 1 = 0, 2, 4, 6, 8, 10,
12, 14, 16, 18, 20 zamanlarma ait C;, C>, C3 korunum sabitleri hesaplanip elde edilen
sonuglar Cizelge 4.23’te paylasildi.

¢t = 20 aninda biiyiik ve kiiciik dalgalarin tepe noktalarinin sirasiyla x; = 127 ve x2 = 92
konumlarinda, ¢; = 1.9943 ve c2 = 0.9969 genliklerinde olduklar1 belirlendi. Biiytik
dalganin genligindeki mutlak degisim 5.7x707 olarak hesaplanirken kiiciik dalganm
genligindeki mutlak degisim ise 3.1 <107 olarak hesapland.

Korunum sabitlerindeki mutlak degisimin de AC; = 7.2x10°5, AC2 = 4.6x107, AC3 =
1.8x107" oldugu tespit edildi. Bu sebeple C;’deki degisimin iyi diizeyde C> ve Cj teki

degisimin istenen diizeyde olmadig1 gézlemlendi.

Son olarak mevcut ¢alismanin sonuglar ile literatlirdeki diger ¢aligmalarin sonuglar

Cizelge 4.24°te paylasildi ve degerlerin birbirlerine yakin olduklar: goriildii.

Cizelge 4.23: LIN-3 ile Problem 2’nin ¢; =4, c2 = 1, x1 =25, x2= 55, h=0.2, At = 0.025 ve farkli ¢
degerleri i¢in hesaplanan korunum sabitleri (0 < x < 250).

t G C; G

0 11.46769767 14.62921665 22.88049236
2 11.46769652 14.62424375 22.86032873
4 11.46769569 14.61920735 22.84018981
6 11.46769509 14.61400133 22.81995046
8 11.46769945 14.60317714 22.79171266
10 11.46770199 14.59815860 22.77725141
12 11.46769186 14.60320010 22.77526661
14 11.46769158 14.59823661 22.75541658
16 11.46769148 14.59309228 22.73558446
18 11.46769103 14.58802370 22.71576290
20 11.46769039 14.58300681 22.69596481
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Cizelge 4.24: LIN-3 ile Problem 2’nin c1 =4, co=1,x1 =25, x2=55, h=0.2, At =0.025 ve t = 20

aninda hesaplanan korunum sabitlerinin literatiirdeki bazi sonuglarla
karsilagtiriimasi (0 < x < 250).
C; &) Cs
Analitik  11.467698 14.629277 22.880432
LiN-3 11.46769039 14.58300681 22.69596481
[11] 11.4662207 14.6253125 22.8650456
[14] 11.4661 14.6249 22.8631
[15] 11.4691 14.6331 22.8763
[16]-1 11.467700 14.629287 22.885799
[16]-2 11.467701 14.629190 22.874809
[17] 11.4692 14.6382 22.9162
[18] 11.4677 14.5830 22.6965
[23] 11.4676977 14.62927316  22.8804154
[24] 11.467701 14.583089 22.696510
[10] 11.4677 14.6292 22.8809
[13] 11.466050 14.608160 22.842790
[29] 11.467700 14.629287 22.885799
[28] 11.4674483 14.5831979 22.6975609

Problem 3 (Ug soliter dalga girisimi)

Bu problemde ¢; = 4, ¢2 = 1 ve ¢3 = 0.25 degerleri i¢in ii¢ soliter dalganin etkilesimi, 0
<x<250araligindax; = 15, x> = 45 ve x3 = 60 konumlarinda baslayan ve saga dogru devam
eden hareketleri = 40 zamanina kadar gézlemlendi. Literatiirdeki diger ¢alismalarla uyumlu
olmasi i¢in zaman adim uzunluklar1 A7z = 0.025, konum adim uzunluklar1 # = (.2 olarak
secildi. Bu parametreler ile hesaplanan ¢ = 0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40 zamanlarina ait Cj,
(>, Cs korunum sabitleri Cizelge 4.25’te paylasildi.

Dalgalarin farkli # zamanlarina gore seyri gozlemlenirken ¢ = 40 aninda biiyiik dalganin
tepe noktasinin x; = 2/8 konumunda ve ¢; = 1.9987 genliginde, ortanca dalganin tepe
noktasinin x2 = 726.6 konumunda ve c2 = 1.0165 genliginde, kii¢lik dalganin tepe noktasinin
x3 = 102.4 konumunda ve c3 = 0.48553 genliginde oldugu tespit edildi. Biiyiik dalganin
genligindeki mutlak degisim 1.5x707 olarak hesaplanirken, ortanca dalganin genligindeki
mutlak degisim 7.53 %107, kiiciik dalganin genligindeki mutlak degisim ise /.45 x 107 olarak
hesaplandi. Korunum sabitlerindeki mutlak degisimin de AC; = 5.94x10°%, AC> = 9.1x107,
AC; = 3.65x10" oldugu tespit edildi.
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Mevcut calisma ile elde edilen sonuglar daha sonra, literatiirdeki diger ¢alismalar ile

ulasilan sonuglarla beraber Cizelge 4.26’da paylasildi. C; degerlerinin birbirine ve analitik

sonuglara yakin oldugu C> ve Cs degerlerinin ise istenen diizeyde olmadig: goriildii.

Cizelge 4.25: LIN-3 ile Problem 3’tin ¢1 =4, ca=1, ¢3 = 0.25, x; = 15, x =45, x3 = 60,
h=0.2, At =0.025 ve farkl1 ¢ degerleri i¢in hesaplanan korunum sabitleri

(0 < x < 250).
t of C; C;
0  14.98009776 15.83746734 23.00819655
5  14.98010376 15.82459014 22.95808978
10 14.98012216 15.79640002 22.88880668
15  14.98010825 15.80437711 22.88816680
20 1498009980 15.79414911 22.83769488
25 1498009470 15.78276763 22.78811300
30 14.98009339 15.77064168 22.73943227
35  14.98008985 15.75844800 22.69116892
40 1498009181 15.74630469 22.64322829

Cizelge 4.26: LIN-3 ile Problem 3’iin c;1 =4, c2=1, ¢3=0.25, x1 = 15, x2 =45, x3 = 60, h = 0.2, At
=0.025 ve t =40 aninda hesaplanan korunum sabitlerinin literatiirdeki bazi sonuglarla
karsilastirilmasi (0 < x < 250).

C [0 C;
Analitik  14.98010503  15.82181232  22.99226955
LIN-3 1498009181  15.74630469  22.64322829

[11] 149768320  15.8290288  22.9755365

[14]  14.9795 15.8291 22.9728

[15]  14.9832 15.8605 22.9851

[16]  14.980144 15.821066 22.997974

[24]  14.980108 15.746389 22.644448

[10]  13.7015 15.6566 22.9335

[13]  14.930390 15.822500 22.964190
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Problem 4 (Maxwellian baslangi¢ sarti)

t = 10 zamaninda ¢ = 1, xo = 40 konum ve 0 < x <100 aralifinda farkli 4 degerleri i¢in

elde edilen niimerik sonuglar Cizelge 4.27°deki gibidir.

Farkli 4 degerlerine gore elde edilen korunum sabitleri literatiirde ayn1 parametrelerle
calisma yapan baska bir calisma sonuclari ile karsilastirildi. Elde edilen sonuglarin

birbirlerine yakin oldugu goriildii.

Cizelge 4.27: LIN-3 ile Problem 4’iin ¢ =1, 1 = 0.1, Az = 0.01 farkh ¢ ve « degerlerine gdre hesaplanan
korunum sabitleri (0 < x < 100).

G

C;

C;s

C[13]

C;[13]

C; [13]

0.1

R N AN

1.77246521
1.77246446
1.77246453
1.77246444
1.77246439

1.37798977
1.37793362
1.37786867
1.37780314
1.37773741

0.76228929
0.76219327
0.76210462
0.76201665
0.76192892

1.772452
1.772451
1.772451
1.772451
1.772453

1.378607
1.378577
1.378546
1.378515
1.378483

0.7608777
0.7608364
0.7607937
0.7607529
0.7607117

0.05

1.77250571
1.77250260
1.77250025
1.77249806
1.77249593

1.31450180
1.31407376
1.31363452
1.31319283
1.31275092

0.82804663
0.82730249
0.82656887
0.82584136
0.82511720

0.025

1.77262813
1.77258395
1.77253935
1.77249587
1.77245287

1.28127410
1.27885430
1.27646925
1.27411661
1.27179099

0.86514098
0.86055102
0.85597448
0.85148397
0.84705257

0.01

1.77234992
1.77092678
1.76964270
1.76849069
1.76745611

1.25151138
1.23474497
1.21975583
1.20627424
1.19410754

0.88774207
0.85077971
0.81849081
0.79038417
0.76595059
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4.4 Lineerlestirme Tekniklerinin Karsilastirilmasi

Ucg teknik kendi i¢inde karsilastirildiginda birinci problem igin LIN-1 ve LIN-3 birbirine

ve analitik degere daha yakin degerler vermistir. Bununla beraber LIN-2’nin de degerlerinin

diger calismalarla uyumlu oldugu gériilmiistiir. Ikinci problemin ¢6ziimiinde LIN-1’in daha

iyi sonug verdigi goriilmiistiir. LIN-2 ve LIN-3 kiyaslandiginda ise C1 korunum sabitinde

LIN-3, C ve Cs korunum sabitlerinde ise LIN-2 daha iyi sonug vermistir. Ugiincii problemin

¢dziimiinde LIN-2 C1 ve Cs korunum sabitlerinde, C korunum sabitinde ise LIN-1 daha iyi

sonug vermistir. Dordiincii problemin ¢dziimiinde ise LIN-1 ve LIN-3 teknikleri birbirilerine

daha yakin ve LIN-2"den daha iyi sonuglar vermistir.

Cizelge 4.28: Ug lineerlestirme tekniginin Problem 1’e uygulanmasiyla elde edilen sonuglarin

karsilastiriimasi.
C t Teknik C C; C3 L, L
LIN-1  4.44288305 3.29984924 1.41419747  6.66295x107 2.87593x10°3
1 10 LIN-2 4.44290401 3.29991207 1.41425953  7.56036x107 4.34125x10°3
LIN-3  4.44288284 3.29980069 1.41414797  7.63554x107 3.45342x107
LIN-1  3.58196674 1.34507670 0.15372279  8.53635x10*  2.94799x10*
0.3 10 LIN-2 3.58196586 1.34507580 0.15372266  7.31752x10*  2.72711x10*
LIN-3  3.58196674 1.34507672 0.15372280 8.49790x10*  2.92866x10*

Cizelge 4.29:

karsilastirilmasi.
t  Teknik Ci C: Cs
LIN-1  11.46769782 14.62933357 22.88039057
20 LIN-2 11.46862647 14.63190243 22.88935499
LIN-3  11.46769039 14.58300681 22.69596481

Cizelge 4.30:
karsilastirilmasi.

t  Teknik Ci C; Cs
LIN-1 14.97673680 15.82864366 22.97159601

40 LIN-2 14.98011045 15.83937966 23.01596149
LIN-3  14.98009181 15.74630469 22.64322829

Cizelge 4.31:

karsilagtirilmast.
t  Teknik Ci C: Cs
LIN-1  1.77246803 1.37781044  0.76209909
10 LIN-2 1.76710699  1.36408996  0.74582528
LIN-3  1.77246439  1.37773741  0.76192892
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Ug lineerlestirme tekniginin Problem 2’ye uygulanmasiyla elde edilen sonuglarin
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Ug lineerlestirme tekniginin Problem 4’e uygulanmasiyla elde edilen sonuglarin



5. SONUC

Bu ¢aligmada kiibik trigonometrik B-spline fonksiyonlar kullanilarak kollokasyon sonlu
eleman yontemi ile MRLW denkleminin niimerik ¢ozlimleri elde edilmistir. Yontem tek
soliter dalganin hareketi, iki ve ii¢ soliter dalganin girisimi, Maxwellian baslangi¢ sarti ile
dalga olusumu problemlerine, her bir probleme {i¢ ayr1 lineerlestirme teknigi kullanilarak

uygulanmistir.

Uygulanan yontem ve tekniklerin giivenilirligini 6lgmek icin dalgalarin grafikleri elde
edilmis, L> ve L« hata normlari, kiitle, momentum ve enerjiye karsilik gelen C1, Cz ve Cs
korunum sabitleri hesaplanmis ve literatiirdeki diger calismalarla c¢izelgeler halinde

karsilastirilmistir.
Mevcut ¢alismada elde edilen grafiklerin diger ¢alismalardaki grafiklerle uyumlu oldugu
gOriilmiistiir.

Yapilan karsilastirmalar sonucu literatiirde daha iyi sonuglar alan ¢aligmalar var olsa da
mevcut yontemin hata normlarinin kabul edilebilir biiyiikliikte oldugu ve literatiirdeki diger

calismalarla uyumlu oldugu gézlemlenmistir.

Sonug¢ olarak ii¢ lineerlestirme teknigi ile beraber kiibik trigonometrik kollokasyon
sonlu eleman yonteminin basarili bir sekilde uygulanabildigi goriilmiistiir. Bu sebeple benzer

yapidaki lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler i¢in kullanilabilirler.
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