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Onur So6zu
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bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve yararlandigim biitiin kaynakla-
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Danigman: Yrd. Dog. Dr. Erol KILIC

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu calisma {i¢ boélimden olugsmaktadir.
Birinci boltimde, daha soraki boliimlerin daha iyi anlagilabilmesi i¢in diferensiyellene-
bilir manifoldlar, Riemann manifoldlar, alt manifoldlar, simplektik manifoldlar ve
kompleks manifoldlar hakkindaki bazi temel kavramlar verildi. Ikinci boliimde ise ilk
olarak bir diferensiyellenebilir manifold tizerinde, kontakt yap1 ve kontakt manifold
tanim verilerek kontakt manifoldlarla ilgili 6rnekler verildi. Ayrica bu béliimde
hemen hemen kontakt manifoldlar, hemen hemen normal kontakt manifoldlar ve
K-kontakt maifoldlar incelendi. Uciincii boliimde ise Sasakian manifoldlar ele alid.
Bu son boliimde, Sasakian manifoldlarin alt manifoldlart CR-manifold yapisi, kesit
egrilikleri ve Sasakian manifoldlarin alt manifoldlari ile ilgili karekterizasyonlara yer
verildi.

ANAHTAR KELIMELER: Kontakt Yapi, Kontakt Manifold, Hemen Hemen
Kontakt Manifold, Kontakt Doniigtim, Normal Kontakt Yapi, K-Kontakt Manifold,
Sasakian manifold.



ABSTRACT

MSc. Thesis
CONTACT MANIFOLDS ON DIFFERENTIABLE MANIFOLDS
Sibel SENER

Inonii University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

99+iv pages
2008

Supervisor: Yrd. Dog¢. Dr. Erol KILIC

This study which is designed as master science thesis covers three chapters.
In the first chapter we give differentiable manifolds, some basie concepts about
Riemannian manifolds, submanifolds, symplectic manifolds and complex manifolds
for the rest of the thesis that readers can eaisly understand. In the second chapter,
firstly, the definition of a contact structure on a differentiable manifold, a contact
manifold and some examples for contact manifolds are given. Further more, in this
chapter, we investigate almost contact manifolds, normal almost contact manifolds
and K-contact manifolds. In the third chapter, Sasakian manifolds are considered.
We give some charestrictic properties deal with CR-manifold structure, sectional
curvatures and submanifolds of Sasakian manifolds.
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GIRIS

Kontakt geometri fizik ve matematigin degisik alanlarinda sik¢a goriilen bir konudur.
Kontakt yapilar, kismi diferensiyel denklemlerde, termodinamikler {tizerindeki
calismalarda, Hamilton dinamiklerinde ve geometrik optikler tizerinde kullanilan
onemli yapilardan birisidir [11]. Son zamanlarda ise diferensiyel geometride, kontakt
yapl kavrami onemli yer tutmaya baglamigtir.

Bilindigi iizere simplektik manifoldlar, iizerinde bir simplektik form taniml olan
¢ift boyutlu bir manifolddur. Ashinda, kontakt geometri, simplektik geometrinin tek
boyuttaki benzeridir.

Bir kontakt manifold boyutu tek olan bir (2n+1)-boyutlu difenrensiyellenebilir
manifolddur ve bu manifold tizerinde taniml olan bir diferensiyellenebilir  1-formu
yardimiyla tanimlanir 6yleki bu 7 1-formu manifoldun herbir noktasinda

nA(dn)" # 0
dir. Bun 1-formu yardimiyla kontakt distribiisyon olarak adlandirilan bir 2n-boyutlu
D ={X e TM*""| n(X) =0}
distribtisyon tanimlanabilir. Bu D distribiisyonunun yonlendirilebilir olmasi

n&) =1, dn,X)=0

olacak sekilde ve D nin TM?"*! de tiimleyeni olan bir ¢ vektor alaninin varhigim
garanti eder ve bu vektor alania M?"*! in karekteristik vektor alani denir. Boylece
bir kontakt manifold 7 1-formu ve ¢ karekteristik vektor alani ile karekterize edilir.
¢, M*" ! {izerinde bir (1,1) tipinde tensor alani, £, M?" ! {izerinde bir vektor alam
olmak iizere

nE =1, ¢=-I+n®¢

sartlarim saghyorsa M?"*! e bir (¢,€,n) hemen hemen kontakt yapisina sahiptir
veya M?"*! e bir hemen hemen kontakt manifold denir. Eger bir hemen hemen
kontakt manifold herhangi X, Y vektor alanlari igin

g(pX,pY) = g(X,Y) = n(X)n(Y)

sartimi saglayan bir ¢ Riemann metrigine sahip ise M?"*! e bir hemen hemen kontakt
metrik manifold denir. Ayrica bir (¢, &,n) yapisina sahip olan her bir manifoldda
tistteki sart1 saglayan bir ¢ Riemann metrigi vardir. Boylece bir hemen hemen
kontakt metrik manifoldda, bir Riemann manifoldda yapilan ¢aligmalarin tamami
yap1 labilir ve karekterizasyonlar ¢ogu zaman bu (p,&,n) yapist sayesinde daha



kullamsh hale indirgenir. Ornegin bir kismi diferensiyel denklem bu yap: yardimiyla
derecesi daha diigiik olan bir kismi diferensiyel denkleme doniigtiiriiliir ve ¢oztimi
oldukga kolaylasir.

M?t1 bir (p,€, 1) hemen hemen kontakt yapisina sahip olan bir hemen hemen
kontakt manifold ise M?" 1 xR carpim manifoldu iizerinde (i, €, n) yapisi yardimiyla
bir J hemen hemen kompleks yapisi tanimlanabilir. Bu J ile M?"*! x R, bir hemen
hemen kompleks manifolddur. Eger J integrallenebilir ise (¢,&,7n) ya normaldir
denir. Bir (¢, &, n, g) kontakt metrik yapisina sahip olan bir kontakt metrik manifoldda,
eger ¢ bir Killing vektor alani ise bu yapiya bir K-kontakt yap1 ve manifolda da bir
K-kontakt manifold denir. Eger bir K-kontakt manifold normal ise bu manifolda bir
Sasakian manifold denir.

Sasakian manifoldlarin alt manifoldlari, bu alanin ilgin¢ ¢aligma alanlarindan
birisidir. Sasakian manifoldlarin CR-yapisi integral alt manifoldlari, invaryant alt
manifoldlar1, warped ¢arpim alt manifoldlari, slant alt manifoldlar: bir cok matematikginin
caligtigr 6nemli konulardan bazilardir [12], [13], [14], [15].

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan ve orjinallik igermeyen bu tezin amaci,
diferensiyellenebilir manifoldlar iizerinde tanimlanan kontakt, hemen hemen kontakt,
metrik kontakt, K-kontakt ve Sasakian yapi kavramlar: hakkinda bir derleme yapmak
ve bu kavramlari iyi bir sekilde anlamak ve anlasilabilir hale getirmektir. Ug béliimden
olusan bu tezin birinci boliimiinde tistte bahsedilen bu kavramlarin daha iyi anlagilabilmesi
icin diferensiyellennebilir manifoldlar, Riemann manifoldlar, Riemann alt manifoldlar,
simplektik manifoldlar ve kopleks manifoldlar hakkinda temel ve kisa bilgiler verilmigtir.
Ikinci boliimiinde ise ilk olarak bir diferensiyellenebilir manifold iizerinde kontakt
yap1 kavrami tanimlandi ve kontakt manifoldlarla ilgili 6rnekler verildi. Daha sonra
ise hemen hemen kontakt, metrik kontakt, normal kontakt ve K-kontakt yapi kavramlari
tantildl ve bu manifold tipleri ilgili 6rnekler, teoremler ve sonuclar verildi. Uciincii
boltimde ise Sasakian manifoldlara yer verildi. Bu son boliimde daha sonra CR-yapilar,
integral alt manifoldlar ve invaryant alt manifoldlar incelendi.



BOLUM 1

Temel Kavramlar

1.1 Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Bu boliim daha sonraki boltimlerin daha iyi anlagilabilmesi i¢in bazi temel kavramlara
ayrildi. Ilk olarak diferensiyellenebilir manifoldlar, Riemann manifoldlar, Riemann
alt manifold kavramlar: tanitildi ve bunlarin baz 6énemli ozellikleri verildi. Daha

sonra ise simplektik ve kompleks manifoldlar kisaca tanitildi.

Tanim 1.1.1. M bir Hausdorff uzayr olsun. Eger M nin herbir ac¢ik alt kiimesi,
R™ wzayma veya R™ nin bir ac¢ik alt kimesine homeomorf ise M ye bir n-boyutlu

topolojik manifold denir [1].

Tanim 1.1.2. M, n-boyutlu bir topolojik manifold olsun. Eger M nin bir U a¢ik alt
kiimest, R™ nin bir E ac¢ik alt kiimesine bir ¢» homeomorfizmasi ile eslenebiliyorsa,
yani

W:U— ECR"

dontigiimi homeomorfizma ise (U, 1) ikilisine bir koordinat komsulugu veya harita
denir [1].

M bir n-boyutlu topolojik manifold, A « indislerinin kiimesi ve {Uy}aca da M
nin bir acik ortisti olsun. Bu durumda her o € A ic¢in U, ya homeomorf olacak

sekilde R™ de bir V,, acik alt kiimesi ve bir
Yo : Uy — V, CR"

homeomorfizmasy vardir. Bu sekilde ortaya ¢ikan (U, o) haritalarinm {(Uy, Vo) }aca
ailesine M nin bir atlase veya M nin bir koordinat komsulugu sistemi denir [1].

(Un, o) bir lokal koordinat komsulugu ve p € U, olmak tizere

Va(p) = (z'(p), ..., 2"(p)) € V, C R"



noktasiman bilesenleri olan xz'(p) reel saylarina p noktasinan lokal koordintlar:, z* :

1

U, — R, i=1,...,n, fonksiyonlarina lokal koordinat fonksiyonlar ve (z',...,x") e

de p noktasi civarinda bir lokal koordinat sistemi denir [1].

Tanim 1.1.3. M bir n-boyutlu topolojik manifold ve M nin bir atlast S = {(Un, Vo) taca
olsun. Eger S atlasu i¢in, Uy, N Uz # O olmak dzere, Yo, f € A ya karsilk ¢op
ve G fonksiyonlarr C*-simfindan diferensiyellenebilir iseler S ye C*-simfindan
diferensiyellenebilirdir denir. S atlast M tizerinde C*-sinifindan oldugu zaman S

ye M iizerinde C*-simifindan diferensiyellenebilir yapr denir [1].

n-boyutlu bir M topolojik manifoldu iizerinde C*-simifindan bir diferensiyellenebilir
yap1 var ise, M ye C*-simfindan diferensiyellenebilir manifold denir. M {izerindeki

diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi C*>° (M, R) ile gosterilir [1].

Tanim 1.1.4. M bir diferensiyellenebilir manifold ve p € M olsun. p noktasinin bir
U komsulugunda tanimlanan diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesini C*° (U, R)
ile gosterelim.

T:]la, b)) CR— M

bir diferensiyellenebilir egri olmak tzere f € C>°(U,R) i¢in

df (T(t)))
"

Xf=(

ile tanimlanan X e, 7(ty) = p noktasinda bir tanjant vektori denir, burada Xf, t = tg

da 7(t) egrisinin dogrultusunda, f fonksiyonun tirevidir.

X vektorii asagidaki ozellikleri saglar:
1) X :C®(U,R) — R bir lineer doniigiimdiir.
2) X(fg) = (Xfgp) + fp)(Xg), [fge€CUR).

X(N)p) = Xpf
olmak tizere X f : U — R bir diferensiyellenebilir fonksiyon ise X e diferensiyellenebilirdir
denir [2].
p € M noktasinda, tanjant vektorlerinin kiimesine M nin p noktasindaki tanjant
uzay1 denir ve bu uzay T,M ile gosterilir ve T, M, R tizerinde bir n-boyutlu vektor

uzayidir [2].



Tanim 1.1.5. Her p € M noktasina T,M de bir tanjant vektorini karsilik getiren
dontsiume M tuzerinde bir vektor alant denir, yani M uzerindeki bir X vektor alam
X:M— |JT,M

peEM

seklinde bir dontsumdiir.

M Hizerindeki biitiin vektor alanlarimin kiimesi x (M) ile gosterilir ve x(M), R
tizerinde bir vektor uzayi yapisina ve C°(M,R) iizerinde de bir modiil yapisina

sahiptir [1].

Tanim 1.1.6. M bir diferensiyellenebilir manifold ve p de M nin herhangi bir noktas:
olsun. p nin Uwve U (UNU" # ¢) komsuluklar izerindeki lokal koordinat sistemleri
{2} ve {y'} olmak iizere y' = yi(z', ..., ™) olarak yazlr. Eger det[24] > 0 ise M

OxI
ye yonlendirilebilir manifold denir [1].

Tanim 1.1.7. M bir diferensiyellenebilir manifold ve p € M olsun. M nin p
noktasindaki T, M tanjant vzayiman dual uzayina M nin p noktasindaki kotanjant

uzayr denir. Kotanjant uzay:
oM ={w |w:T,M — R}

ile gosterilir. T3 M nin bir elemanina p de kotanjant vektor denir. Her bir kotanjant

vektore M dzerinde bir 1-form veya diferensiyel 1-form denir [2].

(x',...,2"), p € M noktasinda bir lokal koordinat sistemi olsun. Bu durumda
{35 |ps - 555 |p}s TpM igin bir baz ve {dz' |,,...,dz" |,} de T;M nin bir bazidr,

ayrica

) . 1, 1=49
axmﬁzﬁz , i=
Ox 0, i+

dir. Birw € TyM 1 — formu

w=>_fdz', f€CUR)
=1

olarak yazilir. Eger f; ler diferensiyellenebilir fonksiyonlar ise w 1 — formuna

diferensiyellenebilirdir denir [2].



Tanim 1.1.8. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun.
Y X(M) x x(M) — x(M)
(X,)Y) — VyY

lineer donitisumi

1) VixigvZ = fVxZ +gVyZ

2)VxfY = fVxY + X(f)Y

sartlariny saghyorsa ¥V ya bir afin konneksiyonu ve Vx e X wvektor alanina gore

kovaryant tirev operatori denir [2].

Eger bir diferensiyellenebilir M manifoldunda bir V afin konnneksiyonu VX, Y €
X(M) igin
VxY = VyX = [X,Y]

sartin saghyorsa V konneksiyonu simetriktir denir [3].

Tanmim 1.1.9. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. x (M), M izerinde vektor

alanlarimn kimesini ve x(M)* de x(M) nin dualini gostersin. Ayrica T7
T:x(M)x x(M) x ... x x(M)xx(M)*x x(M)*x..xx(M)"— C*(M,R)

seklindekt bitin lineer dontslerin kimesini gostersin. Bu durumda M de TT nin bir
K elemamna (r, s) tipinde bir tensor alani denir. Ayrica bu K tensor alanina r yinci

dereceden kovaryant, s yinci dereceden kontravaryant tensor alani denir. T§ =TT,

T =T, ve TY = C*(M,R) dir [2].

Tanim 1.1.10. M bir diferensiyellenebilir manifold, M tzerinde r-formlarin uzay:
A"(M) olsun.
d:A"(M) — A™T(M)

1) Eger f € C®(M,R) ise df(X) = X(f) dir,
2)0 € N"(M) vew € A*(M) ise

d(0Aw) = dOAw + (—1)"0Adw,

3)d*> =0

sartlarma saglayan d donigimine dis tirev denir [9].



w bir r-form olmak tizere

r

1 . ~
duo(Xo, X,y Xr) = 1{2(—1)’sz(X0,X1, o Xy X))+
=0
> (D) (X X, XX X X))

1<i<j<r

dir. Ozel olarak w 1 — form ise
(X, X2) = 3 { X (1) ~ Xiw(Xo) — w([Xo, X))}
dir. Eger w 2-form ise
(X, X1, X) = 5 {Xo(0(X1, X)) = X1 (w(Xo, X2)) + Xa(w(Xo, X0)

— w([Xo, X1], Xa) + w([Xo, X, X1) — w([X1, Xa], Xo)} (L.1.1)

dir [4].

1.2 Riemann Manifoldlar

Tanim 1.2.1. M n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M tzerinde
simetrik, pozitif tanyml (0,2) tipinde bir g tensér alani var ise g ye M tzerinde bir
Riemann metrik ve (M, g) ikilisine de bir Riemann manifold denir [2].

(M, g) bir Riemann manifold, M nin bir p noktasinda lokal koordinat sistemi

(', ...,2") olsun. X = > X°

0
x

LY =Y Yi2 pe M noktasinda iki tanjant

OxJ 7

vektord olmak tzere

x
Ozt Oxi

g(X,Y) = X'Vg(

3,j=1

= Z gijdz"(X)dx? (V)

olarak yazlir, burada dr'(X) = X (2%) = X* ve do’(Y) = Y (27) = Y7 dir. Ayrica

g = g(dxt, dx?) olmak iizere g;;g'* = 6F dur.
Tanmim 1.2.2. V, bir M manifoldunda afin konneksiyonu olsun. X,Y € x(M) i¢in

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]



seklinde tanimlanan T : x(M) x x(M) — x(M) tensoriine torsiyon tensori denir.

T torsiyon tensoru anti-simetriktir, yani
T(X,Y) = —T(Y, X)
dir. Ayrica X,Y € x(M) ve f, g fonksiyonlar: i¢in
T(fX,gY) = fgT(X,Y)
olur [2].
Tanmim 1.2.3. M bir Riemann manifoldu olsun. X,Y,Z € x(M) ig¢in
R(X,Y)Z =VyVxZ —=VxVyZ =V xy|Z

seklinde tanimlanan R(X,Y) : x(M) — x(M) dénisimiine M Riemann manifoldunun

egrilik tensori denir.
R egrilik tensorii anti-simetriktir; yani
R(X,)Y)=—-R(Y,X)
dir ve XY, Z € x(M) ve f,g,h fonksiyonlar: i¢in
R(fX,gY)hZ = fghR(X,Y)Z

olur [3].

M manifoldunun (0,4) tipinde bir Riemann egrilik tensor alam X; € T,M i¢in
R(X1, Xo, X3, X4) = g(R(X3, X4) Xo, X7)
seklinde tanimlanir [2].
Tanim 1.2.4. T, M tanjant uzayinda {X;, Xo} lineer bagimsiz vektorlerinin gerdigi
P dizlemi i¢cin

g(R(X1, X3) X, X71)
Ky = 9(X1, X1)g(X2, Xa) — g(X1X)?

ye P duzleminin kesit egriligi denir.



Eger {X;, X5} P nin bir ortonormal baz ise,
K(P) = R(Xy, Xy, X1, Xa) = g(R(X1, X2) Xa, X1)

olur. K(P), P de {X;, X5} ortonormal bazlarinin segiliginden bagimsizdir.
Eger T, M tanjant uzayinda, her P diizlemi ve M manifoldunun her p noktasi
i¢in, K (P) bir sabit ise bu durumda M manifolduna sabit egrilikli uzay denir. Bir

sabit egrilikli Riemann manifolduna da bir uzay form denir [2].

Teorem 1.2.1. Eger M sabit ¢ egrilikli uzay form ise, M de X,Y wve Z wvektor

alanlary i¢in
R(X,Y)Z =clg(Y,Z2)X — g(X, 2)Y] (1.2.1)
dir [2].

Onerme 1.2.1. Rieamann egriligi asagidaky ozellikleri saglar:
1) R, x(M) x x(M) de bilineerdir, yani X1, Xa,Y1,Ys € x(M) ve f,g € C*°(M,R)

fonksiyonlar: icin
R(le + gX27 Yl) - fR<X17 }/1) + gR(X27 )/1)7

R(X1, fY1+ gYa) = fR(X1, Y1) + gR(X1,Y2),
2) XY € x(M) i¢in R(X,Y) : x(M) — x(M) donisimi lineerdir, yani Z,W €
X(M) ve f e C®(M,R) igin

RX,Y)Z+W)=R(X,Y)Z + R(X,Y)W,

R(X,Y)fZ = fR(X.Y)Z
dir [3].

Teorem 1.2.2. Bir M Riemann manifoldu tizerinde bir Riemann konneksiyonu V
olsun. Her XY, 7 € x(M) i¢in asaqidaki ozellikler saglanar.

1) RIX,Y)Z+R(Z,X)Y + R(Y,Z)X =0 (1. Bianchi 6zdesliji)

2) K(X,)Y,Z,W)=—-K(Y,X,Z, W)

3) K(X,)Y,ZW)=-K(X,Y,W, Z)

4) KX, Y, ZW)=K(Z W, X,Y) [2]



Teorem 1.2.3. M bir Riemann manifoldu olmak tzere T=0 ve Vg = 0 olacak

sekilde bir tek afin konneksiyonu vardur [9].
Ispat. Varlik: M dizerinde X ve Y vektor alanlari verilsin. Bu durumda M de
herhangi bir Z vektor alani i¢in
29(VxY,Z2)=Xg(Y,Z)+Yyg(X,Z) — Zg(X,Y)
+9([X, Y], 2) +9([Z, X],Y) + 9(X,[Z,Y)) (1.2.2)

ile VxY tammlansim. (X,Y) — VxY seklinde tanimlanan bu déniigim M de bir

afin konneksiyondur. VY nin (1.2.2) tanimini kullanirsak

29(VxY,2) = g(VxY, 2) + g(Vx 2,Y) + g(Vy X, 2) + g(Vy Z, X) — g(V2X,Y)
—9(Vz2Y, X) + 9(VxY,Z) = g(Vy X, Z) + g(V2X,Y)
—9(VxZ,Y)+9(VzY. X) — g(VvZ, X)
=g(VxY - VyX - [X,Y],2)
olur. Bu egitlikten ¢(T'(X,Y),Z) = 0 elde edilir. Bu durumda 7'(X,Y) = 0 dir.
Benzer gekilde (1.2.2) denklemini kullanirsak
0=Xg(Y,Z) —g(VxY,2) = g(Y,Vx2) + 9(Vy X, Z) + 9(Vy Z, X)
—9(VzY, X) +9(VxY, Z2) = g(Vy X, Z) + (V2 X,Y) = g(Vx Z,Y)
+9(VzY, X)—g(VyZ, X)
=Xg(Y,2) = g(VxY,Z) = g(Y,VxZ)
= (Vxg)(Y, Z)
dir ve buradan Vxg = 0 oldugu goriiliir, yani V, M de bir metrik konneksiyondur.
Teklik: Vxg =0 ve T' = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda X,Y, Z € x(M)
i¢in
(X,Y]=VxY —VyX
dir ve
Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)

seklinde ifade edilebilir. Ayrica

VyY = VyX + [X,Y]

10



ifadesi

gY,VxZ)=Xg(Y,Z)—g(VxY, Z)
denkleminde yerine yazilirsa
Xg(Y,2) = g(Vx2,Y) +9(Vy X, Z) + g([X,Y], Z) (1.2.3)
denklemi elde edilir. Benzer sekilde
Y9(Z,X)=g(Vy X, Z)+g(V2Y,X)+9([Y, 2], Z) (1.2.4)
ve
Z9(X,Y) =9(VxZ,Y) +9(VzY, X) +g¢([Z X],Y) (1.2.5)

olur. (1.2.4) ve (1.2.5) denklemlerinin toplamindan (1.2.3) denklemini gikarirsak,
Kozsul esitligi denen (1.2.2) denklemini elde ederiz. (1.2.2) denklemi ile verilen V

konneksiyonuna Riemann konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyonu denir [2]. [

p € M noktasmda T,M nin baz1 {55} ve X, p de bir tanjant vektérii olsun. Bu

durumda
0 j 0
VX g = Zj i (X) g
J

olarak yazlir, burada w’, 1 — formlarma konneksiyon 1-formlar denir [3].

Tamim 1.2.5. (M, g) bir Rieamann manifoldu ve R de M nin egrilik tensér alans

olsun. Her XY € x(M) i¢in R nin izi
S =iz{R — R(X,.)Y}
ye M nin V ya gore Ricci egriligi denir.
S, (0,2) tipinde bir tensor alamdir ve 7,M nin {e;} ortonormal baz igin
SOXY) = S g(RIX eV, e
i=1

dir. Bir M manifoldunun ) Ricci operatorii, M de herhangi bir X ve Y vektor
alanlari igin

9(RQX,Y) = 5(X,Y)

seklinde tammmlanir ve @, (1,1) tipinde bir tensor alamidir [3].
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Tamim 1.2.6. M bir diferensiyellenebilir manifold, ¥p € M noktasinda T,M nin

bir D, alt uzayima karsiik getiren D dontigimine bir distribisyon denir [4].

D:M— UIL,M
p — D, CT,M.

Eger D, yi geren X1, ..., X, vektor alanlar varsa D ye diferensiyellenebilir distribisyon

denir. Eger D, = T,M ise D ye integrallenebilirdir denir.

Tanim 1.2.7. M bir manifold ve X de M tzerinde bir vektor alani olsun. &,

1-parametreli dontsium gurubu olmak tizere

(LXK):E = lim E[Kx - ((I)tK):B]

t=0 ¢
ifadesine K tensor alanimin X vektor alanina gore Lie tiurevi denir. Lie tiurevi
asagudaki ozellikleri saglar [5], [9]:
1) Lxf=Xf, VfeC(M,R).
2) LxY =[X,Y], VX,Y € x(M).
3) Lx(fY) = X(f)Y + fLxY.
4) Lixy) = [Lx,Ly] = LxLy — Ly Lx.
5) Lx(df) = d(X[f]).
6) Lxw = 7(X)dw + d7(X)w, w, p dereceden bir diferensiyel form ve 7(X), X ile
bir i¢c carpimdar.
7) (Lxw)(Y) = X(@(¥)) —w([X,Y]), YX,Y € x(M), we x*(M),
8) (Lxg)(Y. Z) = X(g(Y, 2)) - g([X, Y], Z) — (Y, [X, Z]).

Tanim 1.2.8. (M, g) bir Riemann manifold ve X de M manifoldu tizerinde bir vektor

alany olsun. Eger g, X in 1-parametreli donisium grubu altinda invaryant, yani
LX g = 0

1se X vektor alamina g Riemann metriginin bir Killing vektor alany denir. Eger X

bir Killing vektor alans ise bu durumda M de Y ve Z vektor alanlar: igin
(Lxg)(Y,Z) =g(Vy X, Z) + g(VzX,Y) =0

dur [10].
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1.3 Riemann Alt Manifoldlar

Tanim 1.3.1. M; ve M, diferensiyellenebilir manifoldlar olsun. Eger
(Yol M1 — M2

dondistimii diferensiyellenebilir, birebir, orten ve o~ de diferensiyellenebilir ise ¢ ye
bir diffeomorfizm denir.

Eger bir p € My noktasinin komslugunda ¢ diffeomorfizm ise bu durumda ¢ ye
p € My noktasinda lokal diffeomorfizm denir [3].

Onerme 1.3.1. @ M} — M3 bir diffeomorfizm olsun. Bu durumda p € M,
noktasinda

dop + TpMy — Ty Mo
dontigtimine bir izomorfizim denir [3].

Tanmm 1.3.2. M ve M swraswla m ve n-boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar

olsun. Eger

dgﬁp . TpM — T(p(p)M
dontusumu ¥p € M noktasinda birebir ise
©: M — M

diferensiyellenebilir dontsimine immersiyon denir. Bu durumda M manifolduna,

M manifoldunun bir immersed alt manifoldu denir [3].

Eger ¢ : M™ — M™ déniisiimii bir immersiyon ise m < n dir.

Eger dy, doniigimii Vp € M noktasinda orten ise ¢ doniisimiine submersiyon
denir. ¢ doniigimii submersiyon ise m > n dir.

Eger dy, immersiyonu i¢in ¢ doniisimii birebir ise bu durumda ¢ ye imbedding

denir [3].

Tamm 1.3.3. m-boyutlu M manifoldu, n-boyutlu M manifoldunun bir immersed
alt manifoldu olsun. M nin Riemann metrik tensér alaminy g ile gosterelim. Bu

durumda M de X ve Y wvektor alanlar: i¢in

hMX,Y)=g(X,Y)
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seklinde verilen h Riemann metrigine indirgenmis metrik denir [2].

Tanim 1.3.4. M, M manifoldunun bir alt manifoldu olsun. Ejer x € M noktasinda

M manifoldunun bir V vektori, x € M noktasinda herhangi bir X vektori icin
g(X,V)=0
sartiny saghyorsa bu V vektorine M nin bir normal vektori denir [2].

TM, M nin tanjant demetini ve TM*, M alt manifoldun biitiin normal
vektorlerinin vektor demetini gostersin. Bu durumda, M manifoldunun tanjant

demeti

TM=TM&TM*
seklinde yazlabilir [2].

Tanim 1.3.5. V, M manifoldunda ve V de M manifoldunda kovaryant tirev
operatorini gostersin. Bu durumda M de X ve Y vektor alanlary i¢in

VxY =VxY + B(X,Y) (1.3.1)

ile verilen denkleme Gauss formiilii denir, burada VxY, VxY nin tegetsel bileseni
ve B(X,Y) de VxY nin normal bilesenidir. Ayrica V Riemann konneksiyonu

indirgenmis konneksiyon ve B de M nin ikinci temel formudur.

B x(M) x x(M) — x(M)*

ile verilen B doniisiimii simetrik ve bilineer bir doéstimdiir, yani M de f ve g
fonksiyonlar1 icin

B(X,Y) = B(Y, X)

ve

B(fX,gY) = fgB(X,Y)

dir [2].
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Tanim 1.3.6. Bir M manifoldunda, X bir vektor alany ve V bir normal vekor alani

olsun.
VxV = Ay X + DxV (1.3.2)

seklinde tanmimlanan denkleme Weingarten formili ve Ay ye de Weingarten dontisimii

denir, burada Ay X tegetsel bilesen ve DxV normal bilesendir.

Ay X bileneerdir, yani f ve g fonksiyonlari igin
Av+w(X> = AvX -+ AwX,

Ay(X +Y)=Ap X + AvY,

AgV(fX) = fgAv X

dir [2].
Bir M manifoldunda X ve Y vektor alanlar1 ve V' de bir normal vektor alam

olsun. Bu durumda

Vxg(Y,V) =g(VxY,V)+g(Y,VxV)

dir ve buradan

9(VxY,V) = —g(Y.VxV)

olur. (1.3.1) ve (1.3.2) denklemlerinden B ve A arasimndaki baginti
9(B(X,Y), V) = g(Y, Av X) (1.3.3)
seklinde elde edilir.
Tanim 1.3.7. Bir M manifolduna teget her X vektor alani i¢in
DxV =0
1se M de bir V normal vektor alamina paralelldir denir.

Eger ikinci temel form sifir ise, yani B = 0 veya A = 0 ise bir M alt manifolduna

total geodeziktir denir [2].
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Tanim 1.3.8. M ye teget herhangi bir X,Y ve Z vektor alanlar: i¢in B ikinci temel

formun V x B kovaryant tirevi
(VxB)(Y,Z)=DxB(Y,Z)— B(VxY,Z)— B(Y,VxZ)
ile verilir ve ayrica M de herhangi bir normal vektor alan igin
(VxA)WY =Vx(AyY) — Ap.vY — AyVyY

dir. Eger her X i¢cin VxB = 0 veya VxA = 0 ise bu durumda M nin ikinci temel

formuna paraleldir denir [2].

R ve R, sirasiyla M ve M nin Riemann egrilik tensor alanlari olsun. Bu durumda
M ye teget herhangi bir XY ve Z vektor alanlar icin R ve R arasinda, (1.3.1) ve
(1.3.2) denklemleri yardimu ile

R(X, Y)Z = R(X, Y)Z — AB(Y,Z)X + AB(X,Z)Y
+ (VxB)(Y, Z) — (VyB)(X, Z) (1.3.4)

bagintisi elde edilir, buna Gauss denklemi denir [2].

M ye teget herhangi bir XY, Z ve W vektor alanlari igin, (1.3.4) Gauss denkleminden
g(R(X,Y)Z,W) = g(R(X,Y)Z,W) — g(B(X, W), B(Y, Z)) + g(B(Y,W), B(X, Z))
elde edilir. (1.3.4) denkleminin normal bileseni alinirsa

(R(X,Y)2) = (VxB)(Y,Z) — (VyB)(X, Z) (1.3.5)

olur ve bu denkleme Codazzi denklemi denir [2].

M nin normal demetinin R+ egrilik tensorii
RY(X,Y) = DxDyV — DyDxV — Dixy|V

seklinde tanimlanir. M ye teget herhangi bir X ve Y vektor alanlar1 ve M ye normal

herhangi bir V' vektor alani i¢in Gauss ve Weingartin formiillerinden,

R(X,Y)V = RY(X,Y)V — B(X, AyY) + B(Y, Ay X)
— (VxAWY + (VyA)y X

16



elde edilir. Bu durumda M ye normal bir U vektor alani i¢in Ricci denklemi

dir. Burada [Ay, Ay| = ApAy — Ay Ay dir.
Eger R(X,Y)Z, M ye teget ise bu durumda (1.3.5) Codazzi denklemi

(VxB)(Y, Z) = (VyB)(X, Z)
denklemine indirgenir. Buna denk olarak
(VXA)VY - (VyA)VX

elde edilir.
Eger M sabit egrilikli ise R(X,Y)Z, M ye tegettir. Eger M, c sabit egrilik ise
Gauss denklemi,
denklemine indirgenir. Ayrica (M) nin bir ortonormal baz1 {e,} olmak iizere
= 9(B(Y. 2), a)g(ca, B(X, W)

a

- g(B(X, Z)7 ea)g(eaB(Y> W))]
= Z[Q(Aaya Z)g(AaXa W) - g(AaXa Z)g(Aaya W)}

dir. Bu durumda (1.3.6) denkleminden

9(R(X,Y)Z,W) =c[g(Y, Z)g(X, W) = g(X, Z)g(Y,W)]
+ ) [9(AY, Z2)g(AX, W) = g(AuX, Z)g(AY, W) (1.3.7)

denklemi elde edilir.

S, M manifoldunun Ricci tensorii olsun. Bu durumda (1.3.7) denklemi
SX,Y)=(n—1)cg(X,Y) + > T24,9(AX,Y) =) g(AX, AY)
seklinde verilir.
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1.4 Simplektik Manifoldlar

V' bir m-boyutlu reel vektor uzay1 ve © : V' x V' — R bir bilineer dontigiim olsun.
Eger her u,v € V i¢in Q(u,v) = —Q(v, u) ise € ya bir anti-simetrik bilineer déniigiim
denir.

2, V {izerinde bir anti-simetrik bilineer diiniigiim ise V' nin bir {uy, ..., ug, €1, ..., €y,

fi, s fu}, (m =k + 2n), baz1 vardir 6yleki
Qle;,v) =0, 1=1,..,k veV

Q(6i7€j) :O:Q(fz,f]>, Z,]: 17...,TL
Q<ei7fj) :5ij7 Z,]: 1,...,77,

dir [6].
U={ueV|Qu,v)=0veuv}

olmak tizeri U, V nin bir alt uzayidir. W, V' de U nun tiimleyini olmak tizere W da
V nin bir alt uzayidir ve

V=UsoW
seklinde yazilir. U nun tanimi bazin seciliginden bagimsizdir.

Tanim 1.4.1. V' bir m-boyutlu reel vektor uzayr ve  : V. x V. — R bir bilineer
déniisiim olsun. Bu durumda Q(v)(u) = Q(v,u) ile tammh Q : V — V* lineer
dontsuminin ¢ekirdegi cekQ = U dur ve bir alt uzaydar.

Eger Q) bilineer dontusiumi i¢in Q bire-bir ve érten ise, yani U = {0} ise Q ya

bir simplektik yapi ve (V,Q) ikilisinede bir simplektik vektor uzay denir [6].

Tanim 1.4.2. M bir manifold, ) da M uzerinde bir kapaly 2-form olsun. Eger her
p € M igin Q, : T,M x T,M — R bilineer déntsimi simplektik yaps ise (M,S2)
ciftine bir simplektik manifold ve 2 ya da bir simplektik form denir [6].

Ornek 1.4.1. M = R?" olmak dizere L1y ooy Ty Yl ooy Y M min standart koordinat

sistemi olsun. Bu durumda

i=1

bir simplektik form ve (M, ) bir simplektik manifolddur [6].
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1.5 Kompleks Manifoldlar

Tanim 1.5.1. V bir reel vektor uzayr olsun. V de J*> = —I ézelligini saglayan
bir J 'V — V lineer endomorfizmine V de bir kompleks yapr denir, burada I, V

tzerindeki birim dontsimdir [2].

V', J kompleks yapisina sahip bir reel vektor uzayi olsun. V' nin bir X elemam

ile A = a + ib kompleks sayisinin carpimi
A X =(a+i)X =aX +bJX (1.5.1)
seklinde tanimlanir.

Tamim 1.5.2. M bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger J*> = —1I olacak
sekilde J, T,M tanjant uzayimn bir endomorfizmi ise J tensor alanina M de bir
hemen hemen kompleks yapr ve M manifolduna da hemen hemen kompleks manifold

denir.

Her bir hemen hemen kompleks manifold ¢ift boyutludur.
M manifoldunun bir p noktasinda, kompleks tanjant uzayini TpC M ile gosteririz.

Tf M nin bir elemanina x noktasinda bir kompleks tanjant vektori denir.
Crp — 10 0,1
Ty M=T,"M+T," M

seklinde yazilir, burada T)°M ve T3»' M, sirasi ile i ve -i eigen degerlerine sahip .J
nin eigen uzaylaridir. Bir Z kompleks tanjant vektorii (1,0) (veya (0, 1)) tipindedir
gerek ve yeter sart X € T,M i¢in Z = X —iJX (veya Z = X +iJX) dir [2].

Tanim 1.5.3. J, bir M manifoldunda hemen hemen kompleks yapr olsun. M de

herhangi X ve Y vektor alanlar: igin
N(X,Y)=[JX,JY] - JJX, Y] - JX,JY] - [X,Y]

ile tanimlanan (1,2) tipindeki N torsiyon tensér alanina M nin Nijenhus tensor

alany denir [2].

Tamim 1.5.4. M bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Eger Z,W € x(M),
(1,0) tipinde iken [Z, W] da (1,0) tipinde ise J ye integrallenebilirdir denir [2].
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Teorem 1.5.1. M, hemen hemen kompleks manifold olsun. M tizerindeki J hemen
hemen kompleks yapisinin integrallenebilir olama i¢in gerek ve yeter sart N Nijenhus

tensar alanimn sifir olmasidir [2].

ispat. M, bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Ayrica M de X ve Y vektor
alanlari i¢in

Z=[X—iJX,Y —iJY]

diyelim. Bu durumda

Z+iJZ =X —iJX,Y —iJY]+iJ[X —iJX,Y —iJY]

= [X,Y] - [X,iJY] = [iJX,Y] + [iJX,i]Y]
+iJ{[X,Y] - [X,iJY] - [iJX,Y] + [iJX,iJY]}

= [X,Y] —i[X,JY] —i[JX,Y] +#[JX, JY]
+iJ{[X,Y] —i[X,JY] —i[JX,Y] +i*[JX, JY]}

=[X, Y]+ J[X, Y]+ J[JX,Y] - [JX,JY]
—iJ{=[X,Y] = J[X,JY] - JJX,Y]+ [JX,JY]}

= —N(X,Y) —iJN(X,Y)

elde edilir. Boylece hemen hemen kompleks yapi integrallenebilir oldugundan Z,

(1,0) tipindedir ve buradan Z 4 iJZ = 0 dir. Bu durumda N = 0 dur. O

Teorem 1.5.2. M, J hemen hemen kompleks yapisina sahip bir hemen hemen
kompleks manifold olsun. Bu durumda J nin bir kompleks yapr olmast i¢in gerek ve

yeter sart J nin torsiyonsuz olmasidir, yani Nijenhus tensor alaninin sifir olamsidir
(2]

Tanim 1.5.5. M bir hemen hemen kompleks manifold ve Lx, X vektor alanina gore

Lie tirevi olsun. Eger M manifoldunda bir X vektor alans
ij = 0

sartiny saglhyorsa bu durumda X e J hemen hemen kompleks yapisinin bir infinitesimal

otomorfizmasi (analitik vektor alany ) denir.
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M de herhangi bir X ve Y vektor alani igin
(LxJ)Y = LxJY — JLxY = [X,JY] — J[X,Y]
dir [2].
Onerme 1.5.1. M bir hemen hemen kompleks manifold olsun. M de bir X vektor

alanwnan bir J hemen hemen kompleks yapsinan bir infinitesimal otomorfizmas: olmass

icin gerek ve yeter sart M de butin Y vektor alanlar: i¢in
(X, JY] = J[X,Y]
olmasidir [2].

Tanim 1.5.6. M, bir J hemen hemen kompleks yapsina sahip bir hemen hemen

kompleks manifold olsun. M de herhangi bir X ve Y wvektor alanlar: i¢in
g(JX,JY) =g(X)Y) (1.5.2)
sartina saglayan bir g Riemann metrigine, M de bir Hermitian metrik denir [10].

Bir Hermitian metrige sahip hemen hemen kompleks manifolda, bir hemen hemen
Hermitian manifold denir ve bir Hermitian metrige sahip bir kompleks manifolda da

bir Hermitian manifold denir [2].

Tanim 1.5.7. M bir J hemen hemen kompleks yapsina sahip bir hemen hemen
Hermitian manifold ve g de bir Hermitian metrik olsun. M de her X ve Y wvektor

alanlary i¢in
O(X,Y)=g(X,JY) (1.5.3)
seklinde tanimlanan ® tensorine M nin bir temel 2-formu denir.
Bu durumda
O(JX,JY)=d(X,Y)
dir. Ayrica M de X, Y ve Z vektor alanlar igin (1.5.3) esitliginden
(Vx®)(Y,Z) = XP(Y,Z) — ®(VxY,Z)—P(Y,VxZ)

=Xg(Y,JZ)—g(VxY,JZ)—g(Y,JVxZ)
=g9(VxY,JZ)+g(Y,VxJZ)— g(VxY,JZ)—g(Y,IVxZ)
=9(Y,(VxJ)Z) (1.5.4)
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elde edilir [2].

Teorem 1.5.3. M bir J hemen hemen kompleks yapisina sahip bir hemen hemen
kompleks manifold olsun. Bu durumda M nin bir kompleks manifold olmasi icin
gerek ve yeter sart VJ = 0 veT' = 0 olacak sekilde M de bir tek'V lineer konneksiyonu

vardur, burada T, ¥V nan torsiyonudur [2].

Ispat. M bir hemen hemen kompleks manifold olsun. M de VJ =0 ve T = 0 1
saglayan bir V lineer konneksiyonun varligin1 kabul edelim. Bu durumda M de X

ve Y vektor alanlari i¢cin 7' = 0 oldugundan
(X, Y] =VxY —VyX
dir ve VJ = 0 oldugundan
(VxJ)Y =VxJY —JVxY =0
olur. Bu durumda
N(X,Y)=-X, Y]+ [JX,JY] - JJX,Y]| - JX, JY]
= —VxY +Vy X +V;xJY -V yJX
—JV;xY +JVyJX — JVxJY + JV vy X
= —VxY +Vy X +JV,;xY - JV,y X

—JVxY = Vy X + VY +JV vy X

=0

elde edilir. Boylece Teorem 1.5.2 den M bir kompleks manifolddur.
Tersine M bir kompleks manifold olsun. Bu durumda N = 0 dir. 7' = 0 olacak

sekilde bir V lineer konneksiyonu alabiliriz.
AX)Y)=(VxJ)Y — (Vy )X

ve

S(X,Y)=(VxJ)Y + (Vy )X
ile iki tensor alanmi tanimlayalim. Eger

1
ViY = VxY + {AXJY) = JS(X,Y)}
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dersek V' bir lineer konneksiyondur.
M de X ve Y vektor alanlari i¢in V'J = 0 oldugunu gosterelim.
(Vi J)Y =V5JY — JVLY
— Vi JY — IV — E{A(X, )+ JS(X, JY) + JACX, JY) + S(X,Y)}
— (VxJ)Y — i{(vxj)y (Ve D)X + J(V )Y + J(Vy J)X
(Vx)JY = J(Vyy )X + (Vx )Y + (Vy )X}
= (VXJ)Y—%{(VXJ)Y—FJ(VY(])JX} (1.5.5)
dir. Ayrica
J(Vx)JY = J(VxJ?Y — JVxJY)
=—-JVxY +VxJY
= (VxJ)Y
olur. Bu durumda (1.5.5) denkleminden V'J = 0 elde edilir.
Simdi de 77 = 0 oldugunu gosterelim. S(X,Y") simetrik ve A(X,Y") anti-simetrik
oldugundan,
T'(X,Y) = VY — V), X — [X,Y]
= VyY - VyX — [X,Y] + %{A(X, JY) — A(Y, JX)
+JS(Y,X) - JS(X,Y)}
- i{A(X, JY) + A(JX,Y)}
= E{VXJ)JY —(Vyy )X + (VyxJ)Y — (VyJ)JX}
= i{—VXY —JVxJY =V JX +JV X
+VxJY —JV,;xY +Vy X + JVyJX}
_ iHX’ Y]+ [JX,JY] - JJX,Y] — JIX, JY]}
1

= [ N(X.Y)

dir ve boylece

T’(X,Y):%N(X,Y)

23



elde edilir. M bir kompleks manifold oldugundan N = 0 dir. Bu durumda 77 = 0
olur. O

Lemma 1.5.1. M, J hemen hemen kompleks yapisina ve g Hermitian metrigine
sahip bir hemen hemen Hermitan manifold olsun. Bu durumda Riemann konneksiyonun
V kovaryant turevi g ile tamwmlanr. M de X,Y ve Z vektor alanlar:y i¢in ® temel

2-formu ve J nin N torsiyonu
29((Vx )Y, Z) - g(JX, N(Y, Z)) = 3d(X, JY, JZ) - 3d0(X. Y, 2)
denklemini saglarlar [2].

Tanim 1.5.8. M bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Eger ® temel 2-formu
kapaly ise bu durumda M de bir g Hermitian metrigine, bir Kaehlerian metrik denir.
Bir Kaehlerian metrigine sahip bir M hemen hemen kompleks manifolduna, bir
hemen hemen Kaehlerian manifold ve bir Kaehlerian metrigine sahip, bir M kompleks

manifolduna da bir Kaehlerian manifold denir [2].

Bir M Hermitian manifoldu, bir Kaehlerian manifolddur gerek ve yeter sart

VJ = 0 olmasidur.

Onerme 1.5.2. M, J hemen hemen kompleks yapisina sahip bir Kaehlerian manifold
ve g de Kaehlerian metrik olsun. R, M nin Riemann egrilik tensorini ve S de Ricci
tensorunt gostersin. Bu durumda M de herhangi bir X ve Y vektor alanlar: i¢in;
a) R(X,Y)J=JR(X,Y) ve R(JX,JY) = R(X,Y) dir.

b) S(JX,JY) = S(X,Y) ve S(X,Y) = 3(IzJR(X,JY))

dir [2].

V', bir J kompleks yapisina sahip bir 2n-boyutlu reel vekor uzayi ve
B:VxVxVxVx—R

bir 4-lineer doniigiim olsun. Bu durumda bir Kaehlerian manifoldun, R Riemann
egrilik tensorii agagidaki dort ozelligi saglar:

1) B(X,)Y,Z,W)=B(Y,X,Z,W)=-B(X,Y,W.Z),

2) B(X,Y,Z,W)=B(Z,W,X,Y),
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3) B(X,Y,Z,W)+B(X,Z,W,Y)+B(X,W,Y,Z)=0,
4) B(JX,JY,Z,W)=B(X,Y,JZ,JW)=B(X,Y,Z,W).

g, V de bir Hermitian i¢ ¢arpim olsun. Bu durumda
Bo(X, Y, 2,1V) = 1[g(X, 2)g(YV, W) — g(X,W)g(¥, Z) + (X, T Z)g (Y, JIV)
—9(X, IW)g(Y, JZ) + 29(X, JY )g(Z, JW)]
seklinde tamimlanan By yukaridaki dort sart1 saglar [2].
Tamm 1.5.9. T,M tanjant uzaynda, her bir P dizlemi i¢in K(P) kesit egriligi
K(P)=R(X,Y,X,)Y) =g(R(X, Y)Y, X)

seklinde tanimlanar, burada {X,Y} P i¢in bir ortonormal bazdwr. Eger P, J ye gére

invaryant ise bu durumda K(P) ye holomorfik kesit egriligi denir.
Bir X birim vektor alani igin K (P) holomorfik kesit egriligi
K(P)=R(X,JX, X, JX)g(R(X,JX)JX, X)
ile tanimlanir [2].

Teorem 1.5.4. Bir M Kaehlerian manifoldu, sabit ¢ holomorfik kesit egrilidir gerek
ve yeter sart M de herhangi bir X,Y ve Z vektor alanlar: i¢in

R(X,Y)Z = i{g(X, 2V — (Y, 2)X +g(JX, Z)JY — g(JY, Z)JX +29(JX,Y)J Z}
dir [2].

Tanim 1.5.10. M, hemen hemen J kompleks yapisina sahip, bir hemen hemen
Hermitian manifold olsun. Eger M de herhangi X ve Y wvektor alanlary i¢in, M nin

J hemen hemen kompleks yapisi
(VxJ)Y +(Vy )X =0
esitligini saghyor ise bu durumda M ye bir nearly Kaehlerian manifold denir. Bu

ifade (VxJ)X =0 egitligine denktir [2].
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BOLUM 2
Kontakt Manifoldlar

Bu boliim beg kisimdan olugsmaktadir. Birinci kisimda bir diferensiyellenebilir manifold
izerinde, kontakt yapi ve kontakt manifold tanimi verilerek kontakt manifoldlarla
ilgili 6rnekler verildi. Ikinci kissmda hemen hemen kontak manifoldlarin 6zelliklerine
deginildi. Uciincii kisimda integral alt manifoldlar ve kontakt doéniigiimler ele alid.
Dordiincii kissmda hemen hemen normal kontakt manifoldlar tanimlandi. Beginci

kisimda ise K-kontakt manifoldlar incelendi ve bazi onemli ozellikleri verildi.

2.1 Kontakt Manifoldlar

Tamm 2.1.1. M*" C®_simfindan diferensiyellenebilir (2n+1) boyutlu bir manifold

olsun. Eger M qizerinde her yerde diferensiyellenebilir bir n 1 — formu var ve

nA(dn)" # 0

sartiny saglyor ise M*" 1 e bir kontakt manifold veya bir kontakt yapwya sahiptir
ve n ya da bir kontakt form denir, burada (dn)", n. dis ¢arpim kuvvetidir, yani

(dn)™ = dnAdnA...Adn dir. Bir kontakt manifold yénlendirilebilir bir manifolddur
[7].

Teorem 2.1.1. (Darbouz). w, bir M™ diferensiyellenebilir manifoldunda 1 — form
olsun. M™ de
wA(dw)? # 0

ve

(dw)P*™ =0

oldugunu kabul edelim. Bu durumda M™ manifoldunda

p
w = dyP*™ — Zyidxi

i=1

26



olacak sekilde herbir nokta civarinda bir (z', ..., 2P, y,...,y""P) koordinat sistemi

varduwr [7].

Darboux teoremine gore M?" ™! kontakt manifoldun herbir noktasinda

p

n=dz— Zyidxi

i=1
olacak sekilde (z*,v*, 2), i = 1, ..., n, koordinat sistemi vardir.
(2%, 9", 2),1 = 1, ...,n, R?""! 5klid uzayinda kartezyen koordinatlar olsun ve R?"!

den 1— formu

n

n=dz— Zyidxi

=1

ile tanimlansin. Bu durumda

dn = d*z — Z(dyi/\da:i — o' d*at)

=1
= Z dz'Ady’
=1
ve
(dp)" = (> da'Ady')"
=1

dir. Boylece
nA(dn)" = nA(zn: da'Ady')"
i=1
= (dz — i y'da’ )A(i dz' Ady")"
i=1 i=1
# 0

elde edilir.

Tamim 2.1.2. U ve U’, R*™* in iki agik alt kiimesi olsun.
frn=1n
olacak sekilde U uzerinde sifirdan farkl reel degerli bir T fonksiyonu varsa
f:U—U
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C> diffeomorfizmine bir kontakt donisim denir. Kontakt donisimlerin kimesini I’
ile gosterelim. Bu durumda T", dontsumlerin bileskesi islemine gore bir yary gruptur,
yani asagidaki ozellikler saglanar:

i) Eger f : U — U’ ve g : V. — V' birer kontakt dontgim ve U NV # 0 ise bu

durumda

gof: MU' NV)—gU'NV)

bileskesi de bir kontakt dontusimdir.
i) f,g,h €T igin (fog)oh= fo(goh) dir
iii) T man herbir elemanymin tersi yine U da dur.
f*n =n olacak sekilde f € T' kontakt doniusimlerinin kumesini Uy ile gosterecek

olursak, Ty, I' nin yar alt gurubudur. [2]

Tanim 2.1.3. M*"* (2n+1)-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun.
fo: Uy — V, cR™ U, Cc M

homeomorfizmler ve U, NUgz # O olmak tizere f, o fﬁ_l € I' olacak sekilde M*" ! nin
{U} agk ortisii var ise M*" ™ manifolduna genis anlamda bir kontakt manifold

denir [7].

{Ua,fo} ve {U., £}, M*"*! in iki atlasi olsun. Eger, taniml oldugu yerlerde
(vani UoNU., # 0) flo f3* € T ise bu iki atlasa denktir denir. Kolayca gosterilebilir
ki bu bagint1 bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisinin bir denklik sinifina
M?*" 1 jizerinde genig anlamda bir kontakt yap1 denir [7].

Darboux teoremine gore M?*"*! {izerinde tamimh, wA(dw)? # 0 ve (dw)P™ = 0
sartlarini saglayan bir 1 — form her x € M noktasinda lokal olarak ifade edilebilir.

Boylece her kontakt manifold bir genis anlamda kontakt manifolddur.

Tanim 2.1.4. M n-boyutlu bir C*°-manifold olsun. Tanjant demeti TM™ nin (n-1)

-boyutlu bir alt distribisyonu D ye M nin bir hiperdizlem alany denir [7].

Lokal olarak bir hiperdiizlem alani, sifirdan farkh bir w 1 — formu ile, w =0

denklemi ile tanimlanabilir. Ayni diizlem alani bir o’ 1 — formu ile de tanimlaniyor
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ise
w=rT1w (2.1.1)

olacak gekilde bir 7 fonksiyonu vardir, burada (2.1.1) denklemine Pfaffian denklemi

denir.

Tanim 2.1.5. Eger o bir hiperdiizlem alant ve w 1 — formu da x € M"™ nin

komsulugunda o 1y tanimlyor ise
C(z) = max{2p+1 | wA(dw)” # 0}

tamsaysina x de o mn sinafi denir. Eger C(x) < n ise x € M™ noktasina o nin bir

singiiler noktasi denir [7].

Genig anlamda bir kontakt manifold, singiiler noktasi olmayan bir ¢ hiperdiizlem
alanina sahiptir, yani ¢ heryerde maksimum sinifa sahiptir ve manifold tek boyutludur.

o, M**1 in bir hiperdiizlem alan1 ve {U,} da bir acik ortiisii olsun. Eger o her
U, iizerinde tanimli 7, larla birlikte bir genis anlamda kontakt yap: ise, TM?***! in

alt demeti D disriblisyonunun x € U, noktasindaki lifi
D, ={X € TM*" ™ | no(X) = 0}

ile verilir.
Na; Ua da bir kontakt form ve D, liflerinde (dn,)" # 0 oldugu i¢in dn,, D, de
bir non-dejenere anti-simetrik bilineer formdur.

Bir U N U’ # () koordinat komsulugunda
n'=fn=m
olarak alinirsa bu durumda
dn' = f*dn = drAn + 7dn
olur ve buradan da

n'Adn' )" = 7" nA(dn)" (2.12)
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elde edilir.

M?* ! genig anlamda bir kontakt manifold olsun. Bu durumda M\, > 0,

NaN(dng)™ = Aodz A.. . Adz®"

1 2n+1)

olacak gekilde bir U, koordinat komsulugunda (z*, ...,z koordinatlar1 secilsin.

Benzer sekilde, Ag > 0,

U@A(dﬂg)n = )\gdylA....Adyszrl

2n+1)

olacak sekilde bir Uz koordinat komsulugunda (y*, ...,y koordinatlar1 segilsin.

Bu durumda U, NUs # 0 da 1, = Tapnp ise, (2.1.2) den

NaM(dna)™ = 724 (s (dng)"™)

olur ve buradan

nity 10U
Tagl)\ﬁ|axi|: «

elde edilir [8].
Eger M?"*! yonlendirilebilir ve n ¢ift ise 7,3 nmin determinant1 pozitiftir ve D

vektor demeti yonlendirilebilirdir.

Teorem 2.1.2. M?*"*1 genis anlamda yonlendirilebilir bir kontakt manifold ve n

¢ift olsun. Bu durumda M* bir kontakt manifolddur [8].

Ispat. Kabulden dolayr TM?"™ ve D yonlendirilebilirdir. Boylece TM2 /D
boliim demetinin sifirdan farkl bir global S kesiti vardir. Ayrica M***! nin {U,}
ortisii i¢in, U, tizerinde S nin indirgenmesi ile lokal olarak S, kesitlerini tanimlayabiliriz,

dolayisiyla ayni isaretli sifirdan farkl A, fonksiyonlar: vardir 6yleki
Sa = haS

olarak yazilir. Her bir U, tizerinde
Na(Sa) =1

denklemi ile 7, lokal 1 — formlarin: tamimlayalim. Eger n = h,n, denilirse global

olarak 1 — formu tanimlanmig olur ve her bir U, tizerinde
NaA(dna)" # 0
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oldugundan nA(dn)™ # 0 dir. Boylece M?" ! bir kontakt manifolddur. Eger n tek ise

M2+ in yonlendirilebilir olmasi, D nin yonlendirilebilir olmasini gerektirmez. [

Tamim 2.1.6. M?***! bir kontakt manifold olsun. Bu durmda M***! de alt demet

veya 2n boyutlu distribusyun olan D ye kontakt distribisyon denir ve
D={XcTM""|nX)=0}
seklinde tanymlanr [7].

M?**1 ve D nin yonlendirilebilir olmasi, TM?"*! /D dogru demetinin n(S) = 1
olacak sekilde bir S kesitinin varligini garanti eder. Boylece M?" ! de € ile gosterilen
sifirdan farkli bir global vektor alanimin varhig garanti olur. M?*"*1 de biitiin X

vektor alanlari igin

n(§) =1 (2.1.3)

dn(¢,X) =0 (2.1.4)

dir. Boylece &, D nin tiimleyeni olan bir 1-boyutlu distribiisyon tanimlar ve £ ye
kontakt yapinin karekteristik vektor alani denir.

& nin iki temel ozelligi, n ve dn nin £ nin 1-parametreli doniigim grubu altinda
invaryant olmasidir, yani 1 ve dn nin Lie tiirevleri sifirdir. Agik olarak goriliirki

n(€) =1, dn(&, X) = 0 oldugundan, Tanim 1.2.7 de Lie tiirevinin 7. 6zelliginden

(Len)(X) = &n(X) — n([¢, X])

dir ve
an(e, X) = S{En(X) — Xn(e) — n(le, X))}
denkleminden
2dn(&, X) = (Len)(X)

elde edilir ve (2.1.4) denkleminden

Len =0 (2.1.5)
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olur. Lie tiirevinin 6. ozelliginden

dLen = d(§ o dn) +d(d(§ o))
=d(odn)

dir ve ayrica

Ledn = (§ o ddn) + d(€ o dn)

= d(§ odn)

olur ve buradan da

dLen = Ledn

elde edilir. Bu durumda (2.1.5) denkleminden
Lgdn =0

oldugunu buluruz.

Eger ¢ bir regiiler vektor alani ise kontakt yapiya regiilerdir denir.

(2.1.6)

Ornek 2.1.1. (z%,9, z), R*" de kartezyen koordinatlar olsun. Bu durumda

n=dz— iyidxi
i=1

R2*L de bir kontakt yapidir. € = % olmak tizere D kontakt distribisyonu

0 0
Xi - - 2_7 = 17 )
or’ +y 0z ! "
ve
0
Xnyi = @_yi’ i=1,..,n

tarafindan gerilir. Buna gore

dn = d*z — Xn:dyi/\da:i — zn:deiAdxi
i=1

=1

dn = —idyiAdxi
i=1
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ve
(dn)" = (3_dx'Ady')"
i=1
nA(dn)" = (dz — Z yidxi)A(deiAdyi)”
i=1 i=1

£0

dr. Ayrica

oldugundan n(X;) =0, i=1,...,n dur.
n(Xn-‘ri) = dZ(Xn—H) - Z yldxz(Xn-H)
i=1

= dz(

0 .
- ) — yzdIZ -
)~ LV
=0—-0=0
oldugundan n(X,4;) =0, i = 1,...,n dur. Bdylece kontakt distribiisyon
D = {X;, Xppi € TM* | 9(X;) = 0 ve n(Xnpi) = 0}

seklinde elde edilir [7].

Simdi kontakt manifold olmayan, bir genig anlamda kontakt manifold ornegi

verelim.

Ornek 2.1.2. R, (n+1)-boyutlu standart reel vektor uzayr ve PR™ de n-boyutlu
reel projektif uzay olsun. R in standart koordinat sistemi (x',...,z" ') ve PR"

in bir homojen koordinat sistemi de (ty,...,tn11) ve

M2n+1 — Rn+1 X PRTL
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olsun. M?" 1 in bir {U;} ag¢ik ortisini i = 1,...,n+ 1, t; # 0 olarak secelim.

durumda PR" de bir lokal koordinat sistemi (yt,...,y") olmak tizere

~

-t ) ; 1
yfl:—a a <1, Yo = ot

)
7

duvr. U; vizerindeki lokal n; 1 — formunu

n+1

1 .

ile tanvmlayalim. Bu durumda
t

ni = t_inj

dir ve
n+1 n+1

1 o1 j

i - 7 .

olur. Boylece

ni\(dn;)" # 0

elde edilir ve boylece M+ genis anlamda bir kontakt yapwa sahiptir. Fakat n-nin

cift olmasy durumunda M?* ' bir yonlendirilebilir olmayan manifolddur ve boylece

bir global kontakt yapr elde edilemez.

Bu ornegi n = 2 durumu i¢in gosterelim. Bu durumda

M® = R? x PR?

olur. R3 din standart koordinat sistemi (x,y,z) ve PR?* nin homojen koordinat

sistemi (11,2, x3) olsun. Bu durumda PR? de iki farkl lokal koordinat sistemi

F = {u,v} ve F' = {u/,v'} olmak tizere, x1 # 0 olacak sekilde

T2 T3
u=—, v=-—
T T
ve x9 # 0 olacak sekilde
T T3
ul g -, ’U, = —
T2 T2
dir. Eger u = fu' vev = gv ise
L2 T T3 T3
T Ty x T2
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dir ve buradan

olur. Bu durumda
100 0 O x x
010 0 O Y Y
001 0 O z =1 =z
00035 0 o u
000 0 == v’ v

T1x3
elde edilir. Bu matrisin determinant:

8F]_a:_§
OF" a3

det|

olarak elde edilir ve bu deger pozitif de olabilir negatif de. Béylece n=2 icin M?® bir

yonlendirilebilir manifold oldugu garanti edilemez [7].

Ornek 2.1.3. Her kompakt yonlendirilebilir 3-manifoldu tzerinde bir kontakt yap
vardwr. Burada 3-boyutlu T? torsu tzerinde bir kontakt yapr verecegiz.

R3 wzayinan standart koordinatlar: (x*, 2%, x®) olmak tizere n
n = cos 2*dx’ + sin 23dz?
seklinde tanimlayalim. Bu durumda
dn = —sin 23dx3 Ada' + cos 23da® Adx?
dur ve

nAdn = (cos x*dx’ + sin 2°d2z®)A(—dx® sin 2 dz’ + da® cos 2°dz?)
= cos? ?dx' Adx? — sin’® x3dz? Ada!
= (cos? 23dx' Adx? — sin? 2*dx? Adx') Adx®

nAdn = de* Adz? Ada?
#0

olacak sekilde bir kontakt yapr olusturur.
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[, {28 — 2t + 2m,i = 1,2,3} direteclerine sahip, R® de dtelemelerin gurubu
olsun. Bu durmda T? = R3 /T, n kontakt yapisina sahip bir torsdur.

Bu kontakt yapinin & karakteristik vektor alan:

5 0 3
£ =cosr’— +sinz’—

Ox! Ox?
dwr. Bu durumda
n = cos v dxt + sin 23 da?
n(¢) = cos® x?’dazl(i) + sin? x?’(i)alﬂz:2
Ox? 0x?
=1

dar.

(0,0,%) dan gegen & nan integral egrisi =1 22 = ‘/7515, x® = 3 ile verilir [7].

N

Teorem 2.1.3. 7 : M>*t — R22 R2+2 de gomiilii bir smooth hiperyiizey
ve M an tanjant wzayman R*2 nin orijinini icermedigini kabul edelim. Bu

durumda M*" ™1 bir kontakt yapwya sahiptir [2].

1 2n+2)

ispat. (xh, ..., x , R?"*2 de kartezyen koordinatlar olsun ve bir o 1 — formu

o = $1d$2 o $2d231 o+ $2n+1dl,2n+2 _ $2n+2dl‘2n+1
ile verilsin. Bu durumda

do = 2(dox' Ad2® + ... + do* T Ada*?)

2n+1
al(da)" = 2”‘%![2 (1) totdet Ada? A Adx' P Adar™ AL Ada*
i=1
dir. Vi, ..., Vany1, mo = (2}, ..., 22""?) noktasmda lineer bagimsiz vektérler ve bir w

vektoriiniin bilegenlerini de
WA - *dxA(‘/la ) ‘/211-0—1)

ile tanimlayalim, burada %, R2"2 {izerindeki Oklidyen metrigin Hodge Star operatériidiir.
Bu durumda w vektorii, Vi, ..., Vo, tarafindan gerilen hiperdiizleme diktir. xg

noktasini, bilegsenleri 3364 olan bir vektor olarak gozoniine aldigimizda

OéA(dOé)n(‘/l, ) ‘/2n+1) = To.W
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elde edilir. Boylece eger M?"*! in tanjant uzaylar:1 R?*"*! de hiperdiizlemler olarak
orijini ihtiva etmiyorsa, n = 7*a, M*"*! {izerinde bir kontakt formdur (orijini ihtiva

etmediginden xg.w # 0 olur). O

Ornek 2.1.4. C*, sifirdan farkl kompleks sayilarin kimesini gostersin (C* = C '\
{0}) ve (r,0) da kutupsal koordinatlar olsun. Bu durumda M? = C* x R de bir n
1 — formu

n=dz —r’df
ile tanvmlanabilir. Bu sekilde tamimlanan n bir kontakt yapidir ve
dn = —2rdrAdf
nAdn = (dz — r*df)A(2d0Adr)
= 2rdzAdOAdr
#0

dir. £ = % karekteristik vektor alanidir ve D kontakt distribusyonuda

9
or
ve
199
roo oz
tarafindan gerilir. Gercektende
0 0 9 . 0
77(5) = dz(@) - de(g)
=0
ve
10 0 10 0 5. 10 0
n(V) = n(;% + r&) = dz(;% + ra) —r d@(;% + 7"&)
=r— rzl
,
=0

dur. Béylece M3 bir kontakt manifolddur.

V' nin integral egrileri, r = sabit silindirleri izerindeki helislerdir [7].
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2.2 Hemen Hemen Kontakt Manifoldlar

Tk olarak TM?"*! nin yapisal gurubunun tiniter matrislerin grubuna indirgendigini

gosteren bir teorem verelim.

Teorem 2.2.1. M?"*! bir kontakt manifold ve TM?"* de M***! in tanjant demeti

olsun. Bu durumda T M** in yapisal grubu U(n) x 1 e indirgenebilir [7].

Ispat. M?'! yonlendirilebilir oldugu igin TM?"+! nin yapisal gurubu GI(2n+1, R)
den SO(2n + 1,R) e indirgenebilir. n kontakt formu, sirasiyla 2n ve 1 boyutlu ve

birbirinin tiimleyeni olan iki distribiisyon tanimladigindan yapisal gurubu
SO(2n,R) x SO(1,R) = SO(2n,R) x 1

e indirgenebilir (D distribiisyonu ve £ nin tanmmmladigi distribiisyon ). Simdi {U,},
M?* 1 in bir acik ortiisii oyleki 6 ve 87 ler U, iizerinde 1 — formlar olmak iizere
dn=> A0

i=1
olsun ve
Gop : Uy NUz — SO(2n,R) = SO(2n,R) x 1
{U,} ortiisiine gore TM?* ! i¢in gegig fonksiyonlar: olsunlar, burada SO(2n, R) deki
matrisini G, ile gosterecegiz. Eger F, Y "' | 0°A0™*" nin bilegenlerinin matrisi ise

bu durumda

GogF = FGops
ve
1{ 0 1
F==
70

dir, burada I, n X n birim matristir ve boylece

A B
-B A

Gap =

seklinde bir matris olmak zorundadir, burada ise A ve B, A = (a;;) ve B = (b;;)

seklinde n x n matrislerdir. §imdi bu Gg matrislerinin kiimesi tizerinde
V(Gagp) = (aij + vV —1b)
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seklinde bir ¥ doniigtimii tanimlayalim. Bu durumda
U(Gap)' = U(Glg) = U(G,5) = ¥(Gap) ™

elde edilir, yani

U(Gap) € U(n)
dir, burada U(n) iiniter matrislerinin grubudur ve ¥=! de U(n) iizerinde
GF = FG

olacak sekilde biitiin G matrislerinin SO(2n,R) kiimesi iizerine bir déniigimdiir.
Boylece
U:{G e SO2n,R) | GF =FG} — U(n)

bir izomorfizimdir ve béylece T M?"+1 in yapisal gurubu U(n) x 1 e indirgenebilir. [

Tanim 2.2.1. M, 2n+1-boyutlu bir manifold, ¢ M dizerinde (1,1) tipinde tensor

alany, & M Jizerinde bir vektor alany ve n da bir 1 — form olsun. Eger ¢, & ven

n(§) =1 (2.2.1)
ve
o’ =-T+n®¢ (2.2.2)

sartlariny saglwyorsa, M ye bir (p,&,n) hemen hemen kontakt yapisina sahiptir
veya M ye hemen hemen bir kontakt manifold denir, burada I, TM ‘izerinde birim

dondigtimdir [7].

Onerme 2.2.1. ML bir (o, €, 1) hemen hemen kontakt yapisina sahip olsun. Bu

durumda
0 =0 (2.2.3)
n(eX) =0 (2.2.4)
ranky = 2n
dar.
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Ispat. Ilk olarak (2.2.2) ve (2.2.1) den

p*€ = =€ +n(€)§

olur. Boylece ya p& = 0 veya ¢€, ¢ nin 0 eigen degerine kargilik gelen asikar olmayan

eigen vektoridiir. (2.2.2) den

0= p*p¢ = —p& + ()€

veya

©§ = n(p&)§ (2.2.5)

elde edilir. Eger €, sifir eigen degerine karsilik gelen bir agikar olmayan eigen vektor
ise
n(eg) # 0

dir. (2.2.5) esitliginin her iki tarafina ¢ uygulanirsa

0 = ©*€ = n(@&)ps = n(PEn(YE)E = (n(¢€))*€ # 0

elde edilir ki bu bir c¢eligkidir, dolayisila 9¢ = 0 olmak zorundadir. ¢ = 0 oldugu
i¢in, (2.2.2) den herhangi bir X vektor alani igin

P} (pX) = —pX 4+ n(eX)¢

veya

40



olur, yani n o ¢ = 0 elde edilir. Sonug olarak her yerde ¢ = 0, £ # 0 oldugu igin
ranky < 2n+1 dir. Eger bir € vektor alan1 o€ = 0 1 saglayan bir diger vektor alan
ise (2.2.2) den

0=—E+n(&)E

dir ve € = n(f)f olarak yazilir, yani &, ¢ dogrultusundadir, dolaysiyla ranky = 2n

dir. Bu ise ispat1 tamamlar. Il

Tamim 2.2.2. M2t (o, €, n) ile birlikte bir hemen hemen kontakt manifold olsun.

Eger ML herhangi X ve Y vektor alanlar icin

g(pX, oY) = g(X,Y) = n(X)n(Y) (2.2.6)

olacak sekilde bir g Riemann metrigine sahip ise M*" ' e (¢, &,n, g) yapisina sahiptir
veya M?*" ! e hemen hemen kontakt metrik yapisina sahiptir ve g metrigine de

bagdasik (compatible metric) metrik denir [7].
Eger (2.2.6) da Y yerine £ almursa, (2.2.1) ve (2.2.3) denklemlerinden
9(p X, €) = g(X,Y) = n(X)n(€)

n(X) = g(§, X) (2.2.7)

edilir edilebilir. Simdi bdyle bir metrigin, (¢, &, n) yapisia sahip bir manifoldda

daima var oldugunu gosterelim.

Onerme 2.2.2. Eger M"Y bir (¢, £, 1) yapisina sahip bir manifold ise bu durumda
M2n+1

g(pX,pY) = g(X,Y) = n(X)n(Y)

olacak sekilde bir g Riemann metrigine sahiptir [7].

ispat. M?"+1 parakompakt manifold oldugundan M?"*! {izerinde bir 4’ Riemann

metrigi vardir. M?"* {izerinde
WX, Y) =R (X, ¢°Y) +n(X)n(Y)

seklinde bir (0,2) tipinde A tensoriinii tanimlayalim. Bu durumda tistteki denklemde

Y yerine £ almirsa, (2.2.3) den h(¢, X) = n(X) dir ve kolayca gosterilebilir ki A bir
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Riemann metrigidir. Simdi g metrigini
1
9(X,Y) = S(A(X,Y) + h(pX, Y) + n(X)n(Y))
seklinde tanimlayalim. g nin bir Riemann metrigi oldugu aciktir ve
1
9(pX, oY) = S(h(pX, Y) + D@ X + V) + n(X)n(pY))
1
= (X, Y) + h(=X +n(X)§, =Y +n(Y)S))
1
= 5 (X, 9Y) + WX, Y) = 2n(X)n(Y) + n(X)n(Y))

= g(X,Y) = n(X)n(Y)

sonucuna ulagihr. Onerme (2.2.2) de iddia edilen g Riemann metrigi bir tek olmak

zorunda degildir. O

(0, &,m) yapisina sahip bir M?**1 manifoldu iizerinde bir kullanigh lokal ortonormal
baz bulabiliriz. U, bir koordinat komsulugu ve U, tizeride £ ye dik olan bir birim

vektor alam X olsun. Bu durumda (2.2.6), (2.2.3) ve (2.2.4) den

9(X1,8) = g(¢* X1, 0€) + n(eX1)n(&)

=0
ve
9(pX1, X1) = g(¢* X1, 0X1) + n(eX1)n(X1)
= —Q(Xh(PXl)
esitliginden
g(pX1,X1) =0

olacak sekilde ¢ X7, & ve X; e diktir. Benzer gekilde U, iizerinde &, X; ve p.X; ye
dik olacak gekilde bir X5 birim vektor alanin alabiliriz ve p X5, €, X7, ¢ X7 ve X,
ye diktir. Bu sekilde devam edilirse U, tizerinde bir {X;, X;» = X, &}, i=1,..,n

bir lokal ortonormal baz elde edilir ve bu baza ¢-baz denir [2].
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Teorem 2.2.2. M, (p,&,n) hemen hemen kontakt yapisina sahip bir (2n+1)-boyutlu
kontakt manifold olsun. Bu durumda M nin tanjant demetinin yapisal grubu U(n)x 1
e indirgenir. Tersine M nin tanjant demetinin yapisal grubu U(n) x 1 e indirgeniyor

ise M bir hemen hemen kontakt yapiya sahiptir [2].

ispat. Kabul edelimki M bir (¢, &,n) hemen hemen kontakt yapisina sahip olsun.
M nin ey, ..., e,, peq, ..., pen, € seklinde bir ortanormal catisini gsecebiliriz. Bu ¢atiya

gore g metrigi ve ¢ tensoriiniin matrisleri,

I, 0 0 0 -1 0
g=1 0 1, 0 ve p=1| I 0 0 (2.2.8)
0 0 1 0 0 0

olarak elde edilir.

g ve @ ye gore bir bagka cati ey, ..., €,, peéq, ..., pé,, £ olmak lizere

& =re;, pe=rpe;, §=r1§
olacak gekilde bir » matrisi vardir. Bu r matrisi

A B 0
r=1C D 0
0 0 1

seklinde bir ortogonal matristir ve bu ortogonal matris de C=-B ve D=A dir, yani

A B 0
T = —-B A0
0 01

dir, burada A ve B n x n tipinde ortogonal matrislerdir. Bdylece M nin tanjant
demetinin yapisal grubu U(n) x 1 e indirgenir.

Tersine eger M nin tanjant demetinin yapisal grubu U(n) x 1 e indirgenebiliyor
ise, bu durumda g ve ¢ tensorleri bir ¢atiya gore (2.2.8) de oldugu gibi segilebilir. n
1 — formu ve £ vektor alam da (0,0, ...,0,1) ve 7(0,0, ...,0, 1) olarak segilirse, bunlar

istenilen ozellikleri saglar [2]. O
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Buna gore bir hemen hemen kontakt manifoldun yapisal grubu, U(n) x 1 e
indirgendiginden ve U(n) x 1 in her elemaninin determinant1 pozitif oldugundan
her hemen hemen kontakt manifold yonlendirilebilirdir.

Simdi hemen hemen kontakt yapinin, Tanim 2.2.1 dekinden farkh olan bir tanimi

verecegiz.

Tamim 2.2.3. M2 bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M2+
nAP" #£ 0

olacak sekilde bir global n 1 — forma ve bir global ® 2 — forma sahip ise M*"** e
bir hemen hemen kontakt yapwya sahiptir, denir [7].

M* 1 in bir (¢, €, 1) hemen hemen kontakt yapisina sahip ve g de M?" ! de bir

bagdasik metrik olsun. Bu durumda ¢ 2 — formunu
O(X,Y) =g(X,pY) (2.2.9)
seklinde tammlayabiliriz. (2.2.6) da Y yerine pX yazilirsa
9(0X, ¢*Y) = g(X, ¢Y) = n(X)n(pY)
elde edilir. (2.2.4) den, yani n o ¢ = 0 oldugundan
9(eX,9Y) = g(X, ¢Y)
dir, ayrica (2.2.2) den
9(pX, =Y +n(Y)§) = g(X, oY)
olarak yazabiliriz. Buradan
—9(eX,Y) +n(Y)g(X,§) = g(X, ¢Y)
dir ve (2.2.4) ve (2.2.7) den de
—9(pX,Y) = g(X,¢Y) (2.2.10)

bulunur ki bu da ® nin anti-simetrik olmas1 demektir. @ ye, (¢,&,7,9) hemen
hemen kontakt metrik yapisinin temel 2 — formu denir. ¢ nin rank: 2n oldugundan

nA®™ # 0 olmak zorundadir [7].
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Onerme 2.2.3. M2"*! heryerde

nAP" #£ 0

olacak sekilde bir global n 1— formuna ve global bir ® 2— formuna sahip diferensiyellenenebilir

manifold olsun. Bu durumda M?*** hemen hemen kontakt yapisina sahiptir. Ejer

M?*Y bir n kontakt formuna sahip ise, bu durumda temel 2 — formu
® =dn (2.2.11)

olacak sekilde bir (p,&,m,g) hemen hemen kontakt metrik yapisy vardur [7].

Ispat. Ik 6nce birinci durumu ispatlayalim. nA®"™ # 0 oldugundan & maksimal
ranka sahiptir. M?" ! yonlendirilebilir ve ® maksimal ranka sahip oldugundan (yani

ranky = 2n), her bir X vektor alan igin
¢, X) =0

olacak sekilde sifirdan fakli bir ¢ vektor alam vardir. h, M?" ! iizerinde bir Riamann

metrigi ve ¢ dogrultusunda birim vektor alani & olmak tizere
' (X) = h(X,€)

ile 0’ 1 — formunu tanmmlayalim. Boylece, eger A’ M?"*! i{izerinde herhangi bir

Riemann metrigi ise h y1
h(X,Y) =h (=X +n(X)§, =Y +n(Y)E) +n(X)n(Y)
olarak tanmimlarsak h, M?"*! iizerinde bir Riemann metrigidir. Y yerine ¢ alinirsa

n(X) = h(X,¢€)

seklinde elde edilir. Boylece birinci durum i¢in verilen ¢ alinarak ve ikinci durum igin
® = dn denilmesiyle, £ nin ortogonal tiimliyeni iizerinde ® bir simplektik formdur.
Boylece ¢ nin ortogonal tiimliyeni tizerinde bir ¢’ metrigi ve bir ¢ endomorfizmi
vardir Oyleki

g (X,9Y) = &(X,Y)
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ve

ot =1

dir. ¢’ metrigini, £ dogrultusunda h ile ¢cakigan bir ¢ metrigine genisletebiliriz, benzer

sekilde ¢ de & = 0 olacak sekilde genisletilebilir. O]

Tanim 2.2.4. & = dn olacak sekilde bir hemen hemen kontakt metrik yapiya, n
kontakt yapisi ile birlesen hemen hemen kontakt metrik yapi veya sadece (@, &, n, g)-kontakt
metrik yapr ya da birlesen metrik g (associated metric g) denir [7].

Benzer sekilde (2.2.9) ve (2.2.11) egitliklerinden,
dn(X,Y) = g(X, oY) (2.2.12)

olacak sekilde bir hemen hemen kontakt metrik yapr varsa g Riemann metrigine, 7

kontakt yapis ile birlesen hemen hemen kontakt metrik yapi denir [8].

Ornek 2.2.1. R i Ornek 2.1.1 de bir kontakt manifold yapisina sahip oldugunu
gostermistik.

R2n+1 de,
1 - i 3.0
n=5(dz = y'da’)
=1

1-formunu standart kontakt yapr olarak alalvm. & karakteristik vektor alan 2% ve

RZn—i—l d@,

n

g=n@n+ (3 () + (dy))
i=1
Riemann metrigi bir kontakt metrik yapr olarak verilsin. g nin matris:
o +y'y 0 —y
i 0 dij 0
_yj 0 1

seklinde elde edilir. ¢ tensor alanin

0 6, 0
5; 0 0
0 4 0

matrisi yardima ile tansmlayalim. Boylece g, R?*"* dizerinde bir kontakt metrik

yaprdar ve R*H in p-baz ise {X; = 5% + y' 2, Xy = %,f}, i=1,...,n, dir [8].
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Burada verilen g Riemann metrigi agagidaki ozelliklere sahiptir:
& vektor alani ¢ nin izometrilerinin bir 1-parametreli gurubunu tretir, yani &
bir Killing vektor alamidir. ¢ vektoriinii igeren herhangi bir diizlem kesitinin kesit

egriligi 1 e egittir.

Ornek 2.2.2. Bu ornekte, bir hemen hemen kompleks manifoldun her bir C*
yonlendirilebilir hiperytzeyinin, bir hemen hemen kontakt yapiya sahip oldugunu
ispatlayacagiz.

(M?"+2_J) bir hemen hemen kompleks manifold ve T : M*t1 — M2 pir
C° yonlendirilebilir hiperyiizey olsun. JC teget olacak sekilde M boyunca bir C
transversal vektor alani vardir. Eger her bir X teget vektor alani icin J1, X teget ise

M* L de bir (1,1) tipinde f tensor alam
Jr. X =T1.fX

seklinde tanimlanir. Bu denkleme J v uygularsak, M**** de f?> = —I olur. Bu da
M2 in bir hemen hemen komleks manifold oldugunu gosterir ve bu bir celiskidir.
Bu durumda, C = J1.X transversal olacak sekilde M2 de bir & vektor alans
vardar.

Simdi, M*" 1 de, (1,1) tipinde bir ¢ tensor alaminy ve bir n 1-formunu
JT.X =1.0X +n(X)C (2.2.13)
seklinde tanimlayalim. (2.2.13) denklemine J yi uygular ve C nin egitini yazarsak

Jr.X = JreX +n(X)JC

—1.X = JreX +n(X)J(JT.E) (2.2.14)
olur. (2.2.13) denkleminde, X yerine ¢ X alirsak
JrpX = 1.0° X +n(pX)C
dir. Béylece (2.2.14) denklemi,

1. X = 1,0° X 4+ 1(pX)C — n(X) 1.
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seklinde elde edilir. Bu son denklem tejet ve transversal bilesenlerine ayrilirsa o =

—I4+n®E&venop=0 elde edilir. (2.2.13) denkleminde X = & alinirsa

C =19l +n(6)C

olur ve buradan o€ = 0 ve n(€) = 1 dir. Boylece (,&,n), M** de bir hemen
hemen kontakt yapidar.

Eger M2"+2, g Hermatian metrigine sahip bir hemen hemen Hermitian manifold
ise, g = TG seklinde tamimlanwr ve M*F! de, C bir birim normal olarak almar.
Bu durumda, JC' teget vektor alamidir ve £, JC = —¢& ile tanwmlanwr. (2.2.13)

denklemini kullanarsak ve (1.5.2) denkleminden

9(X,Y) = g(rn.X, 1Y) = g(JnX, JnY)
= g(reX +n(X)C, oY +n(Y)C)
= §(rep X, 0Y) + (Y )g (X, C)
+0(X)9(C, 1Y) + n(X)n(Y)g(C, C)
)

= g(pX, oY) + n(X)n(Y

dir. Bu durumda (p,&,n,9) bir hemen hemen kontakt metrik yapidir [8].

2.3 integral Alt Manifoldlar ve Kontakt Dontustimler

M? 1 kontakt formuna sahip bir kontakt manifold olsun. Bir 2n-boyutlu D alt
demetinde, 7 = 0 geklinde tanmimh ise D ye kontakt distribiisyon veya alt demet
denir. Eger

nA(dn)" # 0
ise D integrallenebilir degildir.
M7, M*! in bir alt manifoldu olmak tizere M" deki her X tanjant vektorii

icin n(X) = 0 ise, M" ye bir integral alt manifold denir. D nin bir integral alt

manifoldunun maksimum boyutu n dir [8].

Teorem 2.3.1. M?*"*' 0 kontak yapisina sahip bir kontakt manifold olsun. Bu
durumda, D kontakt distribsyonun integral alt manifoldlar, n-boyutludur. Daha

yiksek boyutu yoktur [7].
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Ispat. M2 kontakt manifoldda nA(dn)™ # 0 oldugu icin, koordinat komsulugunda

n=dz— iyidxi
i=1

olacak sekilde z = (zf,yi,20) noktasi etrafinda, z = (2¢,y",2), i=1,...,n, lokal
koordinatlarini segebiliriz. Bu durumda z noktasmda x' = z{,z = 25, D nin bir
n-boyutlu integral alt manifoldunu tanimlar ve bu koordinat dilimini iceren bir
maksimum integral alt manifold, M?"*! de bir integral alt manifolddur.

M?", D nin bir r-boyutlu integral alt manifoldu olsun ve r > n oldugunu kabul
edelim. X;, ¢ =1,...,7, M" ye teget r-lineer bagimsiz lokal vektor alanlar: olsun ve
Xii1y ooy Xop, Xopy1 = € seklinde bir baza genisletilsin. Bu durumda ¢,7 = 1,...;r
icin

n(X;) =0
dir ve buradan
(X, X;) = S{Xm(X) = Xpm(X) = (X, X))} =0
elde edilir. » > n oldugu icin

(nA(dn)™") (X1, ..., Xzni1) =0
olur ve bu bir celigkidir. O]

Eger X ve Y, D nin bir integral alt manifolduna teget vektor alanlari ise bu

durumda n(X) =n(Y) =0 ve dn(X,Y) = 0 olur.

Onerme 2.3.1. 7 : M" — M2 bir immersed alt manifold olsun. Bu durumda
M", D kontakt distribuisyonunun bir integral alt manifoldudur gerek ve yeter sart
M" de, n =0 ve dn =0 dr.

(p,&,m,9), bir birlesmeli hemen hemen kontakt metrik yapr olsun. Bu durumda
M", D nin bir integral alt manifoldudur gerek ve yeter sart M"™ nin herhangi bir X

vektori D ye aittir ve p X, D ye diktir [7].

Ispat. M7, D nin bir integral alt manifoldu olsun. Bu durumda M" ye teget
herhangi X ve Y vektor alanlar igin, n(X) = 0 ve n(Y) = 0 olur ve bdylece
dn(X,Y) =0 dir.
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Tersine eger n ve dn, M" de sifir ise, M" ye teget herhangi bir X,Y € D vektor

alanlar icin,
0= dn(X,¥) = S (Xn(¥) = ¥n(X) = n([X,¥])) = ~ (X, V)

dir. Boylece n([X,Y]) = 0 oldugundan, [X,Y] € D dir. Budurumda D integrallenebilirdir
ve M", D nin bir integral alt manifoldudur.

M7, D nin bir integral alt manifoldu olsun. Bu durumda X, M" iizerinde bir
vektor alani ise X € D dir. Ayrica bir X vektor alani igin (2.2.12) den, dn(X, X) =
9(X, pX) olacagindan g(X, pX) = 0 elde edilir ve boylece X diktir. O

Tanim 2.3.1. M2+ bir kontakt manifold ve f : M?"*1 — M?***1 bir diffeomorfizm

olsun. Eger

ffm=mn (2.3.1)

olacak sekilde M*"*' dizerinde bir T fonksiyonu varsa, f ye bir kontakt doniisiim ve

eger T =1 ise f ye bir strikt kontakt donisim denir [8].

f strikt kontakt doniigimdiir gerek ve yeter sart dn invaryanttir. Eger f strikt ise

7 = 1 olacagindan (2.3.1) den
frn=mn
olur ve buradan
frdn = dn
elde edilir ve boylece dn invaryanttir.

Tersine dn invaryant ise (2.3.1) den
fdn = drAn+ 1dn
olur. Bu durumda

Tdn — f*dn = —drAn
(1 —1)dn = —drAn

dir. Ayrica burada her iki tarafi 7 ile carparsak

(1 — 1)nAdn = —drnAn
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olur. Bu durumda,
(t—1)nAdn =0
dir. Bir kontakt metrik manifoldda nAdn # 0 oldugundan 7 = 1 olur, yani f strikt

kontakt déniigtimdiir [8].

Lemma 2.3.1. M?"*! bir kontakt manifold ve D de M** ™ in bir alt demeti olsun.
Bu durumda M?*"* in bir f diffeomorfizmi , bir kontakt déndisiimdiir gerek ve yeter

sart D de bir X vektor alani i¢in f, X € D olmasidir [8].

ispat. f bir kontakt doniigim olsun. Bu durumda f*n = 77 olacak sekilde bir 7

fonksiyonu vardir. Ayrica, f* ve f, arasindaki bagintidan

n(f:X) = (fn)(X)=mm(X)=0

olur ve buradan f, X € D dir.

Tersine D de herhangi bir X vektor alani icin f,.X € D olsun. Bu durumda,

0 =n(fiX) = (fn)(X)

dir ve bdylece f bir kontakt dontiigiimdiir. O]

Teorem 2.3.2. Bir M?"*' kontakt manifoldun f difeomorfizmi, bir kontakt
dontisimdir gerek ve yeter sart f, D min n-boyutlu integral alt manifoldlarini, D

nin n-boyutlu integtal alt manifoldlarina donistirir [8].

ispat. f bir kontakt doniigiim ve M™ bir integral alt manifold olsun. Bu durumda,
M™ integral alt manifolduna teget bir X vektor alam icin, f,X € D olur ve bu
nedenle f(M™) bir integral alt manifolddur.

Tersine bir p noktasinda X € D verildiginde, p noktasinda bir X vektoriine
sahip, bir M"™ integral alt manifoldu vardir. f(M"™) bir integral alt manifold oldugu

i¢in, f,X € D dir ve bu durumda f bir kontakt dontigtimdiir. O]

2.4 Hemen Hemen Normal Kontakt Yapilar

M, (¢,&,n) hemen hemen kontakt yapisina sahip bir (2n+ 1) boyutlu hemen hemen

kontakt manifold olsun. Bir M?"*! x R carpim manifoldunu gozoniine alahm. Bu
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durumda M?"*! xR de bir vektor alani (X, f(4)) ile verilir, burada X, M*"*! in bir

teget vektor alani, ¢, R nin koordinat1 ve f de M?"*! x R iizerinde bir fonksiyondur

2].

M?**1 x R nin tanjant uzaymda bir J lineer doniigiimiinii

TX, £ = (pX — fEn(X) ) (2.4.)

seklinde tamimlayalim. Bu durumda (2.2.1), (2.2.2) ve (2.2.3) esitlikleri yardimu ile
P F ) = T(X — f&n(X) %)

= (p(pX ~ f€) — n(X)& n(eX — fO )

= (¢"X ~ fipt — n(X)E (n(eX) — fl©)) )

= (X +(X)E —n(X)E,~F )

= (.7 5)
olur. Bu durumda J? = —I oldugundan .J, M?"*! xR de bir hemen hemen kompleks

yapidir.

J hemen hemen kompleks yapisinin Nijenhuis tensor alani
Ny (X,Y)=J[X,Y]+ [JX,JY] = J[JX,Y] = J[X, JY]
seklinde verilir [2].
Tanim 2.4.1. Eger N; Nijenhuis torsiyon tensori sifir ise J hemen hemen kompleks

yaprsina integrallenebilirdir denir. Eger M X R de J hemen hemen kompleks yapisi

integrallenebilirse, (,&,n) hemen hemen kontakt yapisina normaldir denir [2].

Asagida ¢ nin N, Nijenhuis torsiyonunun ifadesinde normaligi kolayca incelenebilir.
¢ nin Nijenhuis tensor alani
dir. Ny, (1,2) tipinde bir tensor alani oldugu i¢in M de keyfi X ve Y vektor alanlart
icin N;((X,0),(Y,0)) ve N;((X,0),(0,4)) yi hesaplamak yeterlidir. (2.4.1) den
N;((X,0),(Y,0)) = J[(X,0), (Y, 0)] + [J(X,0), J(Y,0)]
- J[‘]<X7 0)7 (Y7 0)] - J[(X7 0)7 J(Y7 0)]
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= [(X,0), (%,0)] + [(¢X,n(X) ). (¥ om(¥) 2
— Tl X,m(X) 5, (V,0)] = JI(X,0), (9, m(¥) 5]
= (@[X, Y] = (X, Y1)E 0) + (X, 9], (0Xn(Y) — g¥n(X)) )

— (PlpX, YT+ (Yn(X))E ([ X, ¥]) )

— (PIX. Y]~ (Xn(¥))E (X, o¥]) )

= (NA(X, )+ 20X, V)6 (Lxn)V — (Loyn) X)5),
dir ve
N5((X,0), (0, ) = J2[X,0, (0, 5]+ [(X,0), 70, 5
—JLIX0),0, )] = J(X,0), (0, )]
= (X, 0), (0, )]+ (X, 0(X) ). (~€,0)]

— T@Xm(X) ) (0,5~ TI(X,0)(~€,0)]

(0. X %) + ([ X, ~€], ~&n(X) )
I 0L X )~ J(X.6,0)

= (~[pX, €], (€n(X)2) + (#1X, &, (X, €)) )

= (Lep)X, (Lw)th)

olarak elde edilir. Burada sirasiyla

NO(X,Y) = N (X,Y) + 2dn(X,Y)¢ (2.4.2)
NO(X,Y) = (Loxn)Y — (Lyyn)X (2.4.3)
NO(X) = (Lep) X (2.4.4)

NWD(X) = (Len) X (2.4.5)

seklinde dort tane tensor tanimlayalim. Bu durumda (¢, £, ) hemen hemen kontakt

yapinin normal olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu dort tensoriin sifir olmasidir.
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Lemma 2.4.1. (¢, &,n) bir hemen hemen kontakt yapr olsun. Ejer N = 0 ise bu
durumda N® = N® = N =0 dur [7].

Ispat. Eger NV = 0 ise bu durumda (2.4.2) de Y yerine ¢ almirsa

0= [p, ](X, &) + 2dn(X, £)¢
= @’[X, €] + [pX, €] — e X, €] — o[ X, p€] + (Xn(£))E
— (En(X))§ —n([X,&])¢

dir. Ayrica (2.2.2) ve (2.2.3) den

= —[X, &+ n([X, )€ — ¢lpX, ] — E(n(X))E —n([X, €])¢
= [, X] + »[§, pX] = (En(X)E) (2.4.6)

olur. Bu durumda (2.4.6) denklemine 7 y1 uygularsak

(&, X]) = &n(X) =0 (2.4.7)

elde ederiz ve buradan N = L¢n = 0 oldugu goriiliir. (2.4.7) denkleminde X yerine
pX alirsak

n([& »X]) =0 (2.4.8)

olur. Eger (2.4.6) denklemine ¢ yi uygularsak

0= —p[X,&] — ¢*[pX, €] — (En(X))e(€)
= (Lep) X

elde edilir. Buradan da N® = (L¢p)X = 0 sonucuna ulagihr. Tekrar N = 0
alirsak ve N = 0 da X yerine ¢ X yazarsak

0= [p,0l(pX,Y) +2dn(pX,Y)¢
= @’ [pX, Y]+ [0*X, 0] — 0[0* X, Y] — plpX, Y]

+ (Xn(Y) = Yn(eX) —n([¢X, Y]))¢
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= —[pX, Y]+ n([pX, Y])E + [-X + n(X)E, Y] — p[ =X +n(X)E, Y]
— X, Y]+ (pXn(Y))§ — (Yn(eX))§ — (n([¢X, Y]))E
= —[pX, Y] = [X, Y] — (pY(X))§ — n(X)[pY, ]

— =X +n(X)E Y] = @[pX, oY ]+ (0 Xn(Y))S
dir. Bu denkleme 7 y1 uygular ve (2.4.8) denklemini kullanirsak
0=pXn(Y) = n([pX,Y]) = ¥Yn(X) + n([¢Y, X]) (2.4.9)
= (Loxm)(Y) = (Loyn)(X)
elde ederiz, yani N® = 0 olur. Ayrica (2.4.9) denklemini
2dn(eX,Y) +2dn(X,¢Y) =0 (2.4.10)
seklinde yazabiliriz. (2.4.10) denkleminde Y yerine ¢Y alinirsa

0 = 2dn(pX, pY) + 2dn(X, $*Y)
= 2dn(¢X, pY) + 2dn(X, =Y +n(Y)E)

= 2dn(eX,¢Y) — 2dn(X,Y) + 2n(Y )dn(X, §)
olur. Ayrica (2.1.4) den,
dn(eX, oY) = dn(X,Y) (2.4.11)

dir. Boylece bir (¢, &, 1) hemen hemen kontakt yapisi i¢in N? = 0 olmasinin anlam

dn nin ¢ altinda invaryant olmasidir. O
Lemma 2.4.1 den agagidaki onermeye sahip oluruz.

Onerme 2.4.1. M nin (p,&,m) hemen hemen kontakt yapisinmin normal olmast igin

gerek ve yeter sart
Ny +2dn®&=0 (2.4.12)
olmasidur [2].

Lemma 2.4.2. M, (¢,&,n,9) kontakt metrik yapisina sahip bir kontakt manifold
olsun. Bu durmda N® ve NW sfirdir. Ustelik N® iin sifer olmast i¢in gerek ve

yeter sart & nin g ye gore bir Killing vektor alani olmasidur [8].
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Ispat. (p,&,n,g) bir kontakt metrik yap: olsun. Ik énce N® = N® = 0 oldugunu
gosterelim. (2.4.11) ve (2.2.11) denklemlerinden

dn(X,Y) = dn(pX,Y) = ©(pX,¢Y) = g(¢X, 9*Y)
= —g(X,¢°Y) = g(X, pY) (2.4.13)
dir. Bu durumda (2.4.10) ve (2.4.13) esitliklerinden
N® = 2dn(pX,Y) — 2dn(pY, X)
=29(pX, oY) — 29(¢Y, pX)
~0
elde edilir. Ayrica (2.4.13) denkleminde Y yerine ¢ ahnirsa
0= 90X, ) = du(X.€) = 5 {Xn(€) — en(X) — n((X.€])}
= S{-en(X) —n([x. )
= &n(X) — n([¢, X]
= (Len)(X)

elde edilir ve boylece N = 0 olur.
Ustelik N® = 0 oldugundan

(Leg) (X, €) = €9(X, €) — 9([€, X1, ) — 9([€. €], X)

= &n(X) —n([&, X])
= (Len)(X)
=0

dir. (2.1.6) ve (2.2.11) denklemlerinden,

0= (Ledn)(X,Y) = (Le@)(X,Y)
= £9(X, 9Y) = g([& X], oY) — g(X, ¢[€, Y])
+ 9(X, [§9Y]) — g(X, [§, 9Y])

= (Leg) (X, ¢Y) + g(X, NP(Y))

olur. Béylece ¢ nin bir Killing vektor alan1 olmas icin gerek ve yeter sart N® =0

olmasidir. O
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Lemma 2.4.3. M nin bir (p,&,n,9) hemen hemen kontakt metrik yapise icin ¢ nin

kovaryant tirevi
29((Vx @)Y, Z) = 3d0(X, Y, pZ) = 3d®(X,Y, Z) + g(N(Y, Z), o X)
+ NOY, Z2)n(X) + 2dn(pY, X)n(Z) — 2dn(pZ, X)n(Y) (2.4.14)

seklinde verilir, burada X,Y ve Z, M ‘tzerindeki teget vektor alanlar, & karakteristik

vektor alam ve ® temel 2-formdur [8].

ispat. X, Y, Z vektor alanlari igin

29((Vxp)Y, Z) = 29(Vx Y, Z) = 29(¢pVxY, Z)
=29(Vx¢Y, Z) +29(VxY, 0Z)
dir. Kozsul esitligi (1.2.2) den, tistteki denklemin sag tarafinda ilk terim i¢in Y
yerine Y, ikinci terim ic¢in Z yerine ¢ Z alinirsa
29((Vx)Y, Z) = Xg(pY, Z) + ¢Y (X, Z) = Zg(X, ¢Y)
+ (X, ¢Y], 2) +9([Z, X], 0Y) = g([pY, Z], X)
+ Xg(Y,0Z) +Yg(X,0Z) — 0Zg(X,Y)

Bu son denklemde (2.2.9) ve (1.1.1) denklemleri g6zoniine alinirsa

29((Vx9)Y, Z) = =X ®(Y, Z) + oY (2(pZ, X) + n(Z)n(X)) — Z®(X,Y)
— O([X, Y], 0Z) + n([X, oY ])n(Z) + ©([Z, X],Y)
— 9(pleY, Z], o X) + n(X)n([Z, ¢Y]) + X (¢Y, pZ)
—Y®O(Z,X) — oZ(P(pY, X) +n(Y)n(X)) + ([X, Y], Z)
= ®([pZ, X], oY) +n(leZ, X[)n(Y) — g(elY, pZ], ¢ X)
+n(Xn([pZ,Y]) + (Y, Z], X) — g([Y. Z], ¢X)
= ®([pY, 0Z], X) + g([¢Y, pZ], 0 X) + g(2dn(Y, Z)¢, .X)

= 3d®(X, pY, 0Z) — 3dV(X,Y, Z) + g(NV(Y, Z), o X)

+ N, Z)n(X) + 2dn(pY, X)n(Z) = 2dn(pZ, X)n(Y)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. O]
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Bir kontakt metrik manifoldda N® = 0 oldugundan ve (2.2.11) denkleminden,
(2.4.14) denklemi

29((Vx@)Y,Z) = g(NO(Y, Z), pX) + 2dn(pY, X)n(Z2)
—2dn(eZ, X)n(Y) (2.4.15)

seklinde yazilabilir. (2.4.15) denkleminde X yerine £ alinirsa

29((Vep)Y, Z) = g(NV(Y, Z), 9€) + 2dn(¢Y, E)n(Z) — 2dn(¢Z, E)n(Y)
= g(pY, p&)n(Z) — 29(pZ, pE)n(Y)

=0
elde edilir ve boylece bir kontakt metrik manifoldda
Vep =0 (2.4.16)
sonucuna ulagilir.

Teorem 2.4.1. Bir kontakt metrik manifoldda & nin integral egrisi bir geodeziktir

[7].
Ispat. g(&, &) = 1 oldugundan herhangi bir X vektor alani igin

dir. X, £ ye ortogonal olan bir vektor alani1 olmak tizere, V bir metrik konneksiyon

oldugundan g(V¢€, &) = 0 oldugu agiktir ve £ ye ortogonal bir X vektor alan: i¢in

g(ng,X) = —g(£,V5X) = _g(fvaf + [f’X])
= —g(f,VXf) _9(57 [57X])
= —n([&, X]) = 2dn(¢, X)

elde edilir. (2.1.4) den dolay1 g(V¢€, X) = 0 sonucuna ulagilir ve buradan da
Ve =0 (2.4.17)
olur.
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2.5 K-Kontakt Yapilar

Tanim 2.5.1. M?"" (o, & n,g) kontakt metrik yapisina sahip olan bir kontakt
metrik manifold olsun. Eger & karakteristik vektor alany g ye gore bir Killing vektor
alan 1se bu durumda M de kontakt metrik yapiya bir K-kontakt yapr denir ve M ye
de bir K-kontakt manifold denir [7].

Bir kontakt metrik yapiin K-kontakt olmasi igin gerek ve yeter sart Lep = N? =

0 olmasidir. Kontakt metrik manifold tizerinde

1 1.
h==-Lco=-N3 2.5.1
sLey =3 (2.5.1)

ile bir h-tensor alanini tanimlayalim. h nin birinci 6zelligi olarak goriiliirki h§ = 0

dir. Gergektende (2.4.5) denkleminde X yerine £ alinir ve bu denklem agilirsa

hE = 2 (Lep)t = plé, €] ~ £, 6] =0 (252
oldugu goriliir [8].

Onerme 2.5.1. M2"*! bir kontakt metrik manifold olsun. Bu durumda M2"+* bir

K-kontakt manifolddur gerek ve yeter sart
Vxé=—pX (2.5.3)
olmasidur [2].

ispat. M?" 1 bir K-kontakt manifold olsun. Bu durumda bir kontakt metrik manifoldda,
X,Y vektor alanlar: i¢in (2.2.12) den
9(X,9¥) = dn(X,Y) = J{Xn(V) ~ Yn(X) — (X, V])}
= (V) (¥) ~ (Tym) (X))
= S{9(VxE,Y) — g(V, X)}
= S{9(VxE.Y) +9(Y, Vx6)}

= g(ngv Y)
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dir ve ayrica (2.2.10) dan da

9(X,0Y) = —g(pX,Y) = g(Vx&,Y)
veya

elde edilir. Boylece Vx& = —¢pX oldugu gortliir.

Tersine eger Vx& = —p X ve ¢ anti-simetrik ise

0=g(pX,Y) +g(X,¢Y)
= g<vX€7Y) + g(Vyf,X)
= (Leg)(X,Y)

dir. Bu durumda ¢ bir Killing vektor alanidir ve (¢,&, 7, g) kontakt metrik yapist
bir K-kontakt yapidir. O]

Onerme 2.5.2. M*"t1 (€. 1, g) yapisina sahip bir K-kontakt manifold olsun. Bu

durumda & yi i¢eren herhangi bir dizlemin kesit egriligi 1 dir [7].

ispat. M? ! bir K-kontakt manifold olsun. Ayrica X, € ye ortogonal bir birim
vektor alanm ve R de g metriginin bir egrilik tensorii olsun. Bu durumda (2.5.3) ve

(2.4.16) egitliklerinden

Rex€ = VeVx€ — Vx Vet — Viexi€
= —VepX + p[¢, X]
= —VepX + pVeX — oV
= —(Vep)(X) — ¢V x¢
= —pVx§
= o’ X = =X +n(X)¢

= X+ g(¢, X)€ = —X (2:5.5)

olur ve buradan da
g(R§X£7X) = _g(XaX)

olarak yazilir ve dolayisiyla g(Rex X, &) = 1 seklinde elde edilir. [
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Lemma 2.5.1. Bir kontakt metrik manifoldda, h bir simetrik operatordir. Ayrica
Vxé=—pX —phX (2.5.6)

dir. h, @ ile anti-degismelidir ve izh = 0 dur [8].

Ispat. Bir kontakt metrik manifoldda (2.4.16) ve (2.4.17) esitliklerinden

9(Lep) X, Y) = g(0[X, €] — [pX. €] Y)

9(PVxE = pVeX = VoxE 4+ VepX,Y)
(
(=

= g((Vep)(X) = Vox§ + 9VxE,Y)
Vex§ 4+ oVxE,Y)

9

dir, burada X veya Y yerine ¢ alirsak denklem sifir olur. (2.4.9) denklemi, £ ye
ortogonal olan X ve Y vektor alanlar i¢in n([p X, Y]) + n([X, ¢Y]) = 0 olarak elde

edilir. Ayrica metrik konneksiyonu ozelliginden

—9(Vox&,Y) = g(Vx&,9Y) = g(VexY, ) + g(VxpY,§)

olur. Bu durumda

g(hX,Y) :g((LE@)XvY) =g <PXY7£>+9(VX90Y7§)
N(VexY) +n(VxeY)

(V
(V
N(VyeX) +1(Vey X)
(
(

9((Lep)Y, X)

g(X,hY)

olur ve boylece h simetriktir.

(2.4.15) denkleminde Y yerine £ yazip Lgy nin simetriligini alirsak,

20((Vxp)&, Z) = g(NW(E, Z), oX) + 2dn(e€, X )n(Z) — 2dn(0Z, X )n(€)
= g(@%[€, Z) + [0, pZ] — ¢l€, 0 Z] — plet, Z]
+2dn(§, Z)§, 0 X) — 2dn(pZ, X)

= g(%€, Z) — l€, 2], X) — 2dn(pZ, X)
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= —g(p(Lep) Z, pX) — 29(pZ, 0 X)
= —g((Lew) Z, X)) + 1((Lep) Z)n(X) — 29(Z, X) + 2n(Z)n(X)

= —9((Lew) X, Z)) = 29(X, Z) + 29(n(X)¢, Z)
veya
29(Vxp€ = ¢Vx, Z) = —g((Lep) X — 2X + 2n(X)E, Z),
elde edilir ve buradan
gV = 5 (Lep) X — X +n(X)¢
sonucuna ulagilir. Bu denklemin her iki tarafina ¢ uygulanirsa
V€ =~ so(Lep)X — pX (25.7)
olarak bulunur. h tensor alani
h:%Q¢Z%N®
seklinde tanimlandigindan (2.5.7) denklemi
Vx=—pX —phX

olarak yazilabilir.
Simdi h nin anti-degismeli oldugunu gosterelim. (2.2.12), (2.5.4) ve (2.5.6)

denklemlerinden

2dn(X,Y) = 29(X, ¢Y) = g(Vx&,Y) — g(Vy€, X)
= g(—pX — phX,Y) — g(—pY — phY, X)

= —9(pX,Y) = g(phX,Y) + g(¢Y, X) + g(phY, X)
dir. (2.2.10) ve h nin simetrikligi kullanilarak
29(X, Y) = g(X,9Y) — g(0hX,Y) + (X, oY) — g(hY, pX)
elde edilir ve bu son denklemden

9((ph +hp)X,Y) =0
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olur. Bu durumda

olmasi h nin anti-simetrik oldugunu gosterir.
Eger hX = AX ise bu durumda hpX = —ApX dir. A ve —A, h nin eigen
degerleri ise izh = 0 dir. O]

Onerme 2.5.3. Bir M?*"* kontakt metrik manifoldunda
(Veh)X = oX — P X — pRxeS,
1
5 (Bex€ — pRex€) = WX +¢*X
dir, burada & karakteristik vektor alany ve X € M"Y dir [8].

Ispat. X bir vektor alam olmak iizere M2"*! in Riemann egrilik tensorii, (2.4.17)

den

Rex€ = VeVx§ — Vx Vel — Vi x1€
= VeVx§ — Vg x1€
dir. Bu durumda (2.4.16) ve (2.5.6) esitliklerinden
= V(=X — ohX) + ¢[¢, X] + phl¢, X]
= —VepX — VgQOhX + pVeX — wVx€+ @thX — phVx¢&
= VX — oVehX + VX — pVxE + phVeX — phV xé
= —pVehX — p(—pX — phX) + phVeX — ph(—pX — phX)
=’ X — P’I*’X — o(Veh) X
=’ X + h2X — p(Veh) X (2.5.9)

olur ve bu denkleme ¢ yi uygularsak

@Rex& = =" Ve(X + hX) + @€, X] + ¢*h[¢, X]
= Ve(X +hX) —n(Ve(X + hX))E - [€ X]
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+n([& X])§ — A€, X] + n(h[E, X])E
— VX 4 VehX = n(VeX)E — n(VehX)E — VeX 4 VxE

+10(VeX)§ = n(VxE)E — hVeX + hVx§ +n(hVeX)E — n(hVx§)E
= (Veh) X + Vx&+ hVx¢E

elde edilir. Ayrica (2.5.6) ve (2.5.8) denklemleri kullanilirsa

ORex& = (Veh) X + Vx&E+ hV € (2.5.10)
= (Veh) X — X — phX — hoX — hphX
= (Veh) X — X — phX + ohX + h*pX
= (Veh)X — X + h*pX (2.5.11)

olur ve bu da bize birinci denklemi verir. (2.5.11) denkleminde X yerine p X yazilirsa
PRepx§ = (Veh)pX — "X + ph’pX
olur. Ayrica (2.4.16), (2.5.8) ve (2.5.2) denklemlerinden

= —p(Veh) X — X + h2p*X

= _R2X — X — p(Veh) X (2.5.12)

elde edilir. Bu durumda (2.5.9) ve (2.5.12) denklemlerini toplarsak ikinci denklemi

elde ederiz, yani

£ (Rex€ — pRepx€) = X + 92X (25.13)
dir. O
Sonugc 2.5.1. Bir M?"* kontakt metrik manifoldunda, & dogrultusunda Ricci egriligi

Ric(€) = 2n — izh?
seklinde verilir [8].
Ispat. X, ¢ ye ortonormal olan bir vektor alani olmak {izere, (2.5.13) den
K(§,X) + K(& ¢X) = 2(1 — g(h*X, X))
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elde edilir, burada K (&, X) ve K(& ¢X) srasiyla {, X} ve {£,pX} vektorleri
tarafindan gerilen diizlemlerin kesit egilikleridir. M?"*! de bir ¢ baz1 {X;, X,,;; =
©X;, &}, i =1,...,n, olmak tizere

=) K6 X))+ K& ¢X;)

i=1

= En: 2(1 — g(h*X;, X3) (2.5.14)

dir. Ayrica h? nin bu baza gore izi

n

izh? = (g(h*X:, Xi) + g(h*pX;, 0 X))
veya -
izh* = Zg — ph%p)X;, X;) (2.5.15)
dir. (2.5.8) den hyp = —ph ve h*p = —hph ise
h*p? = —hphp = ph*p
elde edilir. Burada her iki tarafa X; uygulanirsa
(") X = (0h*0) X,

veya
(ph*p)X; = *(¢*X;) = —h*X;

olarak bulunur. Bu son ifade (2.5.15) de yerine yazilirsa

- 1
Zg(hQXZ, Xl) = §i2h2

i=1

olarak bulunur. Bu durumda (2.5.14) den
Ric(€) = 2n — izh?
sonucuna ulagilir.

Onerme 2.5.4. M2+ bir K-kontakt manifold olsun. M?*"*' de Q Ricci ejrilik

operatori olmak tzere
Q& = 2ng
dir [8].
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Ispat. M2 bir K-kontakt manifold olsun. Bu durumda

g(RxeY,X)=R(X,{,X,)Y) =R(X,Y, X, ¢

= g(RXng X)

= g(vaYg - VV)(YS?‘X) - g(VYVXS - nyXSvX)

(2.5.16)

dir. Bir K-kontakt manifoldda ¢ Killing vektor alam oldugundan, M?**! de bir X

vektor alani igin

9(Vx& X) = —g(X, Vx¢)

dir ve buradan
9(Vx&, X) =0
olur. Ayrica (2.5.17) denkleminin Y vektér alanina gore tiirevi alinirsa
9(VyVx& X) +9(VxE, VyX) =0
elde edilir. Diger taraftan ¢ Killing vektor alani oldugundan
9(Vvyx§ X) +9(Vy X, Vx§) =0
dir. Bu durumda (2.5.18) ve (2.5.19) denklemlerinden
9(VyVx{ = Vg, x{X) =0
olur ve boylece (2.5.16) denkleminden
VxVy{ —Vy,v{ = RxY
elde edilir. Bu durumda bir K-kontakt manifoldda (2.5.3) denkleminden
(Vxp)Y = RexY

olur.
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X, £ ye ortogonal olan bir birim vektér alani olsun. Bu durumda (2.4.15)

denkleminde Y yerine X alirsak ve (2.5.20) i kullanirsak

20((Vxp)X, Z) = g(NV(X, Z),0X) + 2dn(pX, X)n(Z) — 2dn(pZ, X)n(X)
= g(le, el(X, Z) + 2dn(X, Z)¢, o X) + 29(X, X)n(Z)
— 2(X)n(X)n(Z) — 29(Z, X)n(X) + 2n(Z)n(X)n(X)
= g(=[X, Z], 0X) + g([pX, 0Z], 0X)
—g(leX, 2], X) — g([X, pZ], X) + 20(Z)
= 9(pVxZ, X) — g(¢pV2X, X) + g(VoxpZ, pX)
—9(VozX, 0X) = g(eVox Z, 0 X) + g(eV 20X, pX)
= 9(eVxpZ,oX) + g(pVez X, 0X) + 2n(Z)
= —9((Vx9)Z, X) + g((Vzp) X, X)
+9(Vex9)Z, 0 X) = g((Vozp) X, 0X) + 21(2)
= —9(RexZ, X) + 9(Rez X, X) + g(Repx Z, X)
— 9(Repz X, X) + 21(2)

=2n(Z) =29(¢§, 2)

olur. Bu durumda ¢ bazna ait bir {X;} lokal ortanormal baz alirsak,

2n 2n
Q¢ =) Rex, Xi =) (Vx,9)X; =2n¢
i=1 i=1
elde ederiz. 0

Onerme 2.5.5. M2"t! bir Riemann manifold olsun. Bu durumda M* de, & ye

ortogonal olan butin X wvektor alanlar: i¢in
Rexé = —X

olacak sekilde, bir & birim Killing vektor alaminin var oldugunu kabul edelim. Bu

durumda M*"T' bir K-kontakt manifolddur [8].

ispat. n bir 1-form ve ¢ de (1, 1) tipinde bir tensér alani olmak iizere sirasiyla, n
ve ¢ yi
n(X) =g(X,§)
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X = —Vx{

olacak gekilde tamimlayalim. Simdi bir kontakt metrik yapi olusturmaya c¢aligalim.
¢ bir birim Killing vektor alani oldugu icin V£ = 0 dir ve buradan ¢§ = 0 olur.
Ayrica ¢ Killing oldugundan

VxVy{ —Vy, vl = RxY
dir. £ ye ortogonal herhangi bir X vektor alani igin de
©*X = Vyy el = Rex = —X
elde edilir. Bu durumda ¢? = =147 ® ¢ olur. Ustelik
(X, ) = STy = (Tym)X}
= J{9(VxEY) — g(Ty6 X))

= —g(Vyf, X)

= g(X,pY)

dir ve (2.2.10)dan
9(X, @Y) = —g(X,¢%Y)
= —9(X, =Y +n(Y)S)
= 9(X,Y) +g(X, On(Y)

=g(X,Y) = n(X)n(Y)

olur. Bu durumda M?"*! de (¢, &, n, g) kontakt metrik yapist bir K-kontakt yapidir.
[
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BOLUM 3

Sasakian Manifoldlar

3.1 Sasakian Manifoldlar

Sasakian manifoldlar ve alt manifoldlarina ayrilan bu bdlim dort kisimdan
olugmaktadir. Birinci kisimda Sasakian manifoldlar ve bu manifoldlarin 6zellikleri
ele alindi. Ikinci kisimda CR-manifoldlar: tamtildi. Uciineii kisimda p-kesit egriligi
ve bu egrilikle ilgili baz1 sonuclar alindi. Dordiincti kisimda ise Sasakian manifoldlarin

integral alt manifoldlar1 ve invaryant alt manifoldlar: incelendi.

Tanim 3.1.1. M?""Y (p,€,n,9) kontakt metrik yapisina sahip bir kontakt metrik
manifold olsun. Eger M nin kontakt metrik yapist normal ise bu durumda M manifoldu
bir Sasakian yapiya sahiptir ve M manifolduna da Sasakin manifold denir. Bir
Sasakian manifold, bir kontak metrik manifolddur, fakat tersi her zaman dogru
degildir [7].

Teorem 3.1.1. M**! bir kontakt metrik manifold olsun. Bu durumda M* ! de
bir (,&,n,9) hemen hemen kontakt metrik yapisi bir Sasakian yapidir gerek ve yeter

sart
(Vx@)V =g(X,Y)§ —n(Y)X (3.1.1)
denkleminin saglanmasidur, burada V, g ye gore Riemann konneksiyonudur [8].

Ispat. M2 de (¢,€,71,9) hemen hemen kontakt metrik yapisi bir Sasakian yap:
olsun. Eger (¢,£,7,9) yapisi bir normal kontakt metrik yapi ise, ® = dn, N =0
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ve N® =0 dir. Bu durumda (2.2.12) ve (2.2.6) denklemlerinden (2.4.14) denklemi

29((Vx@)Y, Z) = 2dn(eY, X)n(Z) — 2dn(pZ, X)n(Y')
= 9(eY, 0 Xn(Z) — g(pX, 0Z)n(Y)
= (9(YV, X) = n(Y)n(X)n(Z) = (9(X, Z) = n(X)n(Z))n(Y)
= g9(X.Y)n(Z) — g(X, Z)n(Y)

= 9(g(X,Y)E =n(Y)X, Z)

seklinde olur ve buradan da (3.1.1) denklemi elde edilir.
Tersine, bir (¢,&,7n,g) hemen hemen kontakt metrik yapisi (3.1.1) denklemini
saglasim. (3.1.1) de Y yerine & alimirsa

(Vxp)§ = g(X,§)E§ —n(§) X
Vxpé —oVx{=n(X)§—-X
—pVx{=n(X){ - X

elde edilir. Bu son denkleme ¢ uygulanirsa
—0*(Vx§) = n(X)p€ — X
Vxé=—pX (3.1.2)

olur. (2.2.10) ve (3.1.2) den ¢ nin bir Killing vektor alan oldugunu goériiliir, yani

0=—g(pX,Y) = g(X,9Y) = g(Vx&Y) + g(X, Vy§)
= (LEQ)(Xv Y)

dir. Bu durumda
W(X,Y) = S{X(Y) = Yn(X) = (X, Y])
= J{(Vxn) ()~ (Ty) (X))

_ %{g(vxf,Y) — 9(X,Vy&)}

olarak elde edilir ve boylece (¢, &, 7, g) nin bir kontakt metrik yapi oldugu sonucuna

ulagilir.
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Simdi Nijenhuis torsuyonu yardimiyla yapinin normal oldugunu gosterelim. (3.1.1)
denklemini kullanirsak
[0, (X, Y) = [ X, Y] + [pX, 0] — 9[pX, Y] — ¢[X, ¢Y]
= VXY — 0’ Vy X + Vox oY — VyoX
— VoxY + pVypX — pVxpY + ¢V y X
= e(Vye)X = (Verp) X — o(Vx @)Y = (Vex @)Y
= ¢(g(Y, X)§ = n(X)Y) = (9(¢Y; X)€ = n(X)¢Y)
— (X, Y)E = n(Y)X) + g(pX,YV)E = n(Y)pX
= g(pX,Y)§ — g(pY, X)€
= 29(0X,Y)§ = —2dn(X,Y)§
elde ederiz. Bu durumda
o, @] +2dn @ & = 0
dir ve buradan da (p,&,n,g) kontakt metrik yapisimin bir Sasakian yapi oldugu

goriiliir.

Lemma 3.1.1. Bir Sasakian manifoldda, & ye ortogonal olan bir X birim vektor

alana igin
RyeX = —¢€
dir [8].
Ispat. Bir Sasakian manifoldda, (3.1.1)ve (3.1.2) denklemleri yardimla
9(RxeX,Y) = —g(Rxy§ X)
= —9(VxVy&{ = VyVx{ = Vixy€, X)
—9(=VxpY + VypX + ¢[X, Y], X)
= 9((Vxp)Y — (Vyp)X, X)
= g(g(X,Y)§ = n(Y)X — g(V, X){ + n(X)Y, X)
—g(n(Y)X —n(X)Y, X)
—n(Y)g(X, X) +g(§, X)g(X,Y)
(

—n(Y) =g(=¢£Y)
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elde edilir. Bu durumda Rx¢X = —¢§ olarak bulunur. [

Onerme 3.1.1. Bir Sasakian manifoldda
Rxy§=n(Y)X —n(X)Y

dir [8].

Ispat. (3.1.1) ve (3.1.2) denklemlerinden

Rxy§ =VxVy{—VyVx{—Vixy§
= —Vx¢Y 4 VyoX + ¢[X,Y]
=—(Vxp)Y + (Vyp)X
= —g(X,Y)§+n(Y)X + g(Y, X)§ = n(X)Y
=nY)X —n(X)Y (3.1.3)

sonucuna ulagilir. O

Teorem 3.1.2. M?**™! bir Riemann manifoldu olsun. M** ™! de

olacak sekilde bir & birim Killing vektor alans varsa bu durumda M** ! bir Sasakian

manifolddur [8].

Ispat. Onerme 2.5.5 de n(X) = g(X,€) ve oX = —Vx¢& ozellikleri yardimi ile
(p,&,m, g) kontakt metrik yapisinin bir K-kontakt yapi oldugunu biliyoruz. Ayrica

¢ bir Killing vektor alani oldugu igin
VxVy{ —Vy, vl = RxY
dir ve buradan da (Vxp)Y = RexY olur. Bu durumda (3.1.3) denkleminden

9(Vxp)Y, Z) = g(RexY, Z) = g(Ry €, X)
g(va)g<§> Z) _77<Y)9(X7 Z)
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elde edilir ve boylece

(Vxp)Y = g(X,Y)§ —n(Y)X
olur ki bu da M?"*! in bir Sasakian manifold oldugunu gosterir. O

Simdi Ornek 2.2.2 dan bir M?"*2 hemen hemen kompleks manifoldunun
hiperyiizeyinin, bir hemen hemen kontakt metrik yapi (¢, £, 7, g) ye sahip oldugunu

biliyoruz. Boylece bir nearly Kahler manifold igin agagidaki teoremi verebiliriz [7].

Teorem 3.1.3. 7 : M?"*t — M?"*2 bir nearly Kaehler manifoldun bir C*
yonlendirilebilir hiperyiizeyi olsun. Bu durumda (v, &,n, g) indirgenmis hemen hemen

kontakt metrik yapinin

(Vxp)X =0

durumunu saglamast i¢in gerek ve yeter sart B ikinci temel formun n®n ya orantily

olmasidur [7].

Ispat. Bu hiperyiizeyin Gauss denklemi

V. xnY =7.VxY + B(X,Y)C

dir, burada C birim normal vektér alamidir. Bu durumda (2.2.13) denklemini

kullanirsak, X, Y ve Z M?"*! de teget vektor alanlar1 olmak iizere

(Vx®)(Y,Z) = XO(Y,Z) — ®(VxY,Z) — B(Y,VxZ)
= . XO(1,Y, 7, Z) — ®(r,VxY, 7 Z) — ®(1,Y, 7,V x Z)
= . XO(1,Y, 7, Z) — ®(V,.x7.Y — B(X,Y)C,1.2)
— ®(1,Y, V.. x7.Z — B(X,Z)C)
= (VaxQ)(nY, 7.2) + ®(C, 7.Z2)B(X,Y) + ®(1.Y,C)B(X, Z)
= (VoxQ(RY,7.2) + g(C, 7 Z) B(X,Y) + g(r.Y, ¢C) B(X, Z)
= (VoxQ)(1Y, 1.2) + g(C, J1.Z — n(Z)C)B(X,Y)
—g(C,JrY —n(Y)C)B(X, 2)
= (VoxQ)(nY,7.2) = B(X,Y)n(Z) + B(X, Z)n(Y) (3.1.4)
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elde ederiz, burada 2 nearly Kaehler yapisinin temel iki formudur. (3.1.4) denkleminde

X ve Z vektor alanlarimin rollerini degisitirip taraf tarafa toplarsak

(Vx®)(Y, Z2) + (Vz)(Y, X) = 2n(Y) B(X, Z) —n(Z) B(X,Y)
—n(X)B(Z,Y)

olur. Eger B, n ® n ya orantil ise, (1.5.4) denkleminden Z yerine X yazilirsa

9(Y, (Vxp)X) + g(Y, (Vxp)X) = 2n(Y)n(X)n(X) — n(X)n(X)n(Y)

— n(X)n(X)n(Y)
elde edilir. Bu durumda
(Vxp)X =
dir.
Tersine eger (Vxp)X =0 ise

0= 2(Y)B(X, Z) - n(Z)B(X,Y) — 5(X)B(Z,Y) (3.15)

dir. (3.1.5) denkleminde Y yerine £ alinirsa
2B(X, 7) = n(Z)B(X,€) +n(X)B(Z,€) (3.16)

elde edilir ve (3.1.6) denkleminde de X yerine £ alimirsa
B(£, Z) = B(&,§)n(Z)

dir ve benzer gekilde (3.1.6) denkleminde Z yerine £ alimrsa
B(&, X) = B(&, §)n(X)

denklemi elde edilir. Sonug olarak (3.1.6) denkleminde, B(§,Z) ve B(£, X) in

degerlerini yazarsak
B(X,Z) = B(&, &)n(X)n(Z)

seklinde istenen sonucu buluruz. O]
Tanmim 3.1.2. Eger bir (¢,&,1,9) hemen hemen kontakt metrik yapisinda
(Vxp)X =0 (3.1.7)

ise bu yapwya bir nearly kosimplektik yapr denir [7].
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Onerme 3.1.2. Bir nearly kosimplektik manifoldda & bir Killing vektor alanadr [7].

Ispat. Bir nearly kosimplektik manifoldda, bir & vektor alam icin (Vep)é = 0
oldugu aciktir. Bu denklemi agarsak

(Vep)§ = Vepl — oVl =0
olur ve buradan ¢V¢£ = 0 elde edilir ve boylece V¢& = 0 dir. (2.2.6) denkleminin £
ye gore tlirevi alinirsa
9(Vep X, oY) + g(pX, VepY) = g(Ve X, Y) + g(X, VeY)

—n(VeXn(Y) —n(X)n(VeY)  (3.1.8)
olur. (3.1.8) denkleminde ekleme gikarma yaparsak,

I(VepX — oV X, 0Y) 4 g(¢VeX, ¢Y)
(X, VeY — pVeY) + g(pX, VYY)

= g(VeX,Y) + g(X, VeY) = n(VeX)n(Y) = n(X)n(VeY)

+
+

elde edilir. Bu denklem duzenlenirse

9(Vep) X, 9Y) + 99X, (Vep)Y) = g(VeX, ¢°Y) + (VY 9?X) + g(VeX,Y)
+9(X, VeY) = n(VeX)n(Y) — n(X)n(VeY)
= —g(VeX,Y) +n(VeX)n(Y) — g(X, VeY)
+0(X)n(VeY) +g(VeX,Y) 4+ g(X, VeY)
—n(X)n(VeY) = n(VeX)n(Y)
=0 (3.1.9)

olur. Ayrica bir nearly kosimplektik yapinin 6zelliginden

9(Vxp),9Y) + g((Vep) X, 0Y) =0 (3.1.10)

dir ve benzer sekilde

90X, (Vyp)§) + g(0X, (Vep)Y) =0 (3.1.11)
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olur. Bu durumda (3.1.10) ve (3.1.11) denklemlerini toplarsak,

9(Vxp)E, oY) + g(Vep) X, oY) + g(9 X, (Vyp)§) + g(9X, (Vep)Y) =0

(3.1.12)

olur. (3.1.9) dan (3.1.12) denklemi

9(Vxp)€, oY) + g(pX, (Vyp)§) =0 (3.1.13)
seklinde elde edilir. (3.1.13) denklemini acarsak ve (2.2.3) den

9(PVxE 9Y) + g(pX, ¢VyE) =0
dir. (2.2.6) denkleminden
9(pVxE ) + 9(p X, ¢VyE) = g(VxEY) = n(VxEn(Y)
+9(X, Vy€) =n(VyEn(X)
dir. Ayrica (2.4.17) den
9(Vx&Y) +9(X,VyE) =0

elde edilir. Bu durumda ¢ bir Killing vektor alanidir. O

Onerme 3.1.3. Bir normal nearly kosimplektik manifoldda
dn=20
dur [7].

ispat. Yap1 normal oldugu icin N = 0 ve N® = 0 olur. Ayrica yap1 nearly
kosimplektik oldugundan (Vx¢p)X = 0 dwr. Bu durumda (2.4.14) denkleminde
Y = X ve Z = £ alirsak, her X vektor alani igin

20((Vx @)X, §) = 3dP(X, X, p) — 3dR(X, X, €)
+ g(NW(X,€), oX) + NO(X, )n(X)

+ 2dn (X, X)n(§) — 2dn(e€, X)n(X)
= an((pX, X)
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denkleminden

dn(X,X) =0

elde edilir. Boylece dn(X + Y, (X + Y)) = 0 oldugu gozoniine almip, dn nmn
bilineerligi kullanilirsa

dn(X,pY) +dn(Y,pX) =0

olur. N = 0 oldugundan (2.4.10) denkleminden
dn(X, ¢Y) = —dn(X,Y)
dir ve boylece dn(X, ¢Y) = 0 olur. Ayrica bir £ vektor alani i¢in

(X, €) = 5 1X0(E) — &n(X) — (X, €)}
= %{—fg(X,f) - g([X,ﬁ],f)}

= %{g(Vxﬁ,f) —9(Veg, X))

dir. Bir normal nearly kosimplektik manifoldda & bir Killing vektor alan1 oldugundan

dn(X, &) = 0 olur. Bu durumda dn = 0 elde etmis oluruz. [
Teorem 3.1.4. Bir normal nearly kosimplektik manifold, kosimplektiktir [7].

ispat. Bir normal nearly kosimplektik manifoldda dn = 0 dir. Ayrica normal yapida
N' = 0ve N? = 0 olacagindan, bu durumda (2.4.14) denkleminde Y yerine X alirsak

2g(Vx )X, Z) = 3d®(X, X, p7) — 3dD(X, X, Z)
olur ve (1.1.1) denkleminden
do(X, X, pZ) =0
elde edilir. (2.4.14) denkleminden
29(Vx@)Y, Z) = 3dD(X, oY, pZ) — 3d®(X,Y, Z)

ve

29(Vy @)X, Z) = 3d2(Y, X, ¢Z) — 3dP(Y, X, Z)
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dir ve bu esitlikleri toplarsak
dO(X, oY, pZ) + do(Y, pX,0Z) =0
elde ederiz. Bu durumda bir £ vektor alani i¢in
dP(&, X,Y)=0
olur ve

dP(X, Y, 0Z) = dO(pX,Y,0Z) = —d®(p X, 0Z,Y)

=dO(X,Z,Y) = —d®(X,Y, 2) (3.1.14)
olur. Sonug olarak (2.4.14) ve (3.1.14) denklemlerinden

20((Vx@)Y, Z) = 3d®(X, oY, oZ) — 3d®(X,Y, Z)

= —6dD(X,Y, Z)

= —6{XD(Y,Z)+YB(Z,X)+ ZH(X,Y)
—O([X,Y], Z) - ©([2, X],Y) — ®([Y, Z], X)}

= —6{Xg(Y,9Z) + Yy(Z,oX) + Zg(X,9Y)
—9([(X, Y], 0Z) = g([Z, X],Y) = g([Y, Z], o X)}

= —6{9(VxY,0Z) +g(Y.VxpZ) + 9(Vy Z,oX) + g(Z, VyX)
+9(VzX, oY) + g(X, Vz9Y) — g(VxY,0Z) + g(Vy X, 0Z)
—9(VzX,0Y) + g(VxZ,9Y) = g(VyZ,¢X) + g(V2Y, ¢ X)}

= —6{9(VxpZ — oVxZ,Y) + g(VypX — ¢Vy X, Z)
+9(VzpY — V7Y, X)}

=6{g((Vx9)Y,Z) + g((Vy¥)Z, X) + g((V29)X,Y)}

=39((Vxp)Y, Z)

dir ve boylece Vxp = 0 olur ve buradan d® = 0 elde edilir. [l

Teorem 3.1.5. 7: M*" 1 — M2 2 Kaehler manifoldunun bir yonlendirilebir C>
hiperyiizeyi olsun. Bu durumda (p,&,n, g) indirgenmis hemen hemen kontakt metrik

yapis€ mSasakianolmasi icingerekveyetersart M*"*1 in B ikinci temel formunun

B=—-g+pn®n
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denklemini saglamasidir, burada 3 M*"*1 dizerinde bir fonksiyondur [7].

Ispat. Gomiilen (ambient) uzay Kaehler oldugundan (3.1.4) denkleminden
(Vx®)(Y, Z) = B(X,Y)n(Z) = B(X, Z)n(Y)

olur. Eger B = —g + n ®n ise

(Vx®)(Y, Z) = (=g(X,Y) + Bn(X)n(Y))n(Z)
— (=9(X, Z) + Bn(X)n(Z))n(Y)
= —9(X,Y)n(Z) + g(X, Z)n(Y)
= g(9(X, 2)§ —n(Z2)X,Y)
=9(Y. (Vxp)Z)

dir ve boylece (p,&,n, g) yapist bir Sasakian yapidir.

Tersine, eger M?" ! bir Sasakian manifold ise, (3.1.1) denkleminden
B(X,Y)n(2) = B(X, Z)n(Y) = =9(X,Y)n(Z) + g(X, Z)n(Y) (3.1.15)
dir. (3.1.15) denkleminde X =Y = £ alinirsa
B(§,En(Z) = B(§,Z) =0 (3.1.16)
elde edilir. Tekrar (3.1.15) denkleminde Z = £ alnirsa
B(X,Y)n(§) — B(X, (V) = —g(X, Y)n(&) + 9(X, En(Y)
olur ve burada (3.1.16) denklemi kullanilirsa
B(X,Y) = B(& n(X)n(Y) = —g(X,Y) + n(X)n(Y)

dir veya
B=—g+0n®mn

elde edilir, burada 8 = B(&,€) + 1 dir. O
Tanim 3.1.3. Eger
(Vxo)Y + (Vyp)X =2¢(X,Y)E —n(X)Y —n(Y)X

ise bir (¢,&,m, g) kontakt metrik yapisina nearly Sasakian denir [7].
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3.2 CR-Manifoldlar

N, n-boyutlu C* manifold ve T°N, N nin komplekslestirilmis tanjant demeti olsun,
yani
TyN =T,N @ C~T,N ® iT,N

dir. 'H, kompleks ¢-boyutlu bir C* kompleks altdemet olsun. Bir reel n-boyutlu
CR-manifoldu ve bir kompleks ¢-boyutlu CR-manifoldu, H, NH,, = 0 olacak sekilde
bir (N, H) ikilisidir ve ‘H involutivdir, yani X,Y € H icin [X,Y] € H dir. Bu
durumda D% = H @ H olacak sekilde TN tanjant demetinin bir tek D alt demeti
ve J? = -1, H={X —iJX|X € D} olacak sekilde bir tek

J:D—D

demet doéniigiimi vardir [8].

(M, H), reel 2n+1-boyutlu bir M manifolduna ve kompleks n-boyutlu bir H
kompleks alt demetine sahip bir CR-manifoldu olsun. D C cekf olacak gekilde
biitiin f € T*M kovektorlerinin uzayimi F, seklinde alalim. Bu durumda bir F' C
T* M reel dogru demeti tanimlanir. Eger M yonlendirilebilir ise bu durmda F' — M,
sifirdan farkli bir global 7 kesiti vardir. Bu 7 kesitine bir pseudo-Hermitian yap1 ve
(M, H,n) yapisina da bir pseudo-Hermityan manifold denir. (M,H,n) nin Levi
formu, X, Y € D icin

L,(X)Y)=—dnX,JY)
seklinde tanimlanir [8].

Eger L, non-dejenere ise (M, H,n) pseudo-Hermitian manifoldu da non-dejeneredir.
Bu durumda M, bir nA(dn)™ dogal hacim formuna sahiptir; boylece 1 bir kontakt
formdur ve ¢ karakteristik vektor alan1 D ye transversaldir.

Eger L, pozitif tanimli ise (M, H,n) ya kuvvetli (strongly) pseudo-konveks denir.

TM = D @ {£} ayrigimi gozoniine alimirsa her X, Y € D igin

g’r](Xuy) :Ln<X7Y>7 gn(gag) = 17 977(€7X) =0
ile L,,, M tzerinde bir g, Riemann metrigine genisletilebilir ve bu metrige Webster

metrigi denir. Ayrica J yardimi ile X € D i¢in

e§=0, eX=JX

80



ile bir ¢ (1,1) tipinde tensér alani tammlanabilir. Bdylece bir kuvvetli pseudo
conveks (M,H,n) CR-manifoldu iizerinde (p,&,n,g,) seklinde bir kontakt yapi
olugturulabilir [§].

Tanim 3.2.1. (M, J,g) bir hemen hemen Hermitian manifold ve N de M nin bir
alt manifoldu olsun. Eger M de asagidaki sartlart saglayan bir D :p — D, € T,M
diferensiyellenebilir disribisyonu varsa, M nin bir N alt manifolduna bir CR-alt
manifoldu denir [2]:

1)D, J altinda invaryantter, yani her bir p € N i¢in

dir.
2)Ortogonal distribiisyonun, D+ : p — DpL € T,M tumleyeni anti-invaryanttr, yani
her bir p € N i¢in
1 i
JD,; CT N

dir. A¢ik olarak gorilir ki reel hiperyuizeyler, CR-alt manifoldlardur.

P ve @ swrasiyla, TN den D ve D+ distribiisyonlar iizerine projeksiyonlar
olsun. D distribiisyonu bir J-invaryant distribiisyon oldugundan, J = JP olarak
alinmasiyla TCN nin bir

H={X—-iJX|X e D}

kompleks alt demeti tanimlanabilir. Bu durumda
J(X —-iJX)=JPX —iJJPX (3.2.1)

dir [8].

Lemma 3.2.1. N, bir (M, J,g) Hermitian manifoldunun bir CR-alt manifoldu
olsun. Bu durumda X,Y € D i¢in

QUJX, Y]+ [X,JY]) =0

dur [8].
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Ispat. N, M manifoldunun bir CR-alt manifoldu olsun. Bu durumda M Hermitian
oldugu i¢in, [J, J] = 0 dir ve X, Y € D igin

0= [, J](JX,Y)=—[JX,Y] +[J*X,JY] - J[J*X,Y] - J[JX, JY])
= —[JX,Y] - [X,JY]+ J(X,Y] = [JX, JY])
veya
[JX, Y]+ [X,JY] = J(X,Y] - [JX,JY]) (3.2.2)

elde edilir, burada [X, Y] ve [JX, JY], N ye teget oldugundan J([X,Y]—[JX, JY])
nin D+ de bilegeni yoktur. Bu durumda [JX, Y]+ [X, JY] de D+ bilesenine sahip
degildir ve boylece Q([JX,Y] + [X,JY]) =0 dur. O

Teorem 3.2.1. M bir Hermitian manifold ve N bir CR-alt manifold olsun. Bu
durumda N bir CR-manifolddur [8].

ispat. N bir CR-alt manifold oldugundan TN = D@D+, JD C TN, JD+ c TN+
olacak sekilde D ve D+ distribiisyonlar1 vardir. Bu durumda X,Y € D igin [J, J] =0
oldugundan ve Lemma 3.2.1 den
(X —iJX,)Y —iJY]|=[X,Y] - [X,iJY] - [iTX, Y|+ [iTX,iTY]
=[X,)Y]-[JX,JY]—i[JX,Y] —i[X, JY]
=—JJX,)Y] - JX,JY]—iP[JX,Y]| —iP[X, JY]

elde edilir. (3.2.1) esitligini ve Lemma 3.2.1 i kullanirsak

X —iJX,)Y —igY]|=-JJX,Y] - TX,JY]| +iT*[JX, Y] +iT*[X, JY]
= —J(JX, Y] —iJ[JX,Y]) - T(X,JY] —iJ[X,JY]) € H

olur. O

(p,€,m) yap1 tensorlerine sahip bir M?"™! hemen hemen kontakt manifoldunu
gozoniine alahm. Bir kontakt yapida ¢? = —1 + 1 ® £ ve ¢ = 0 oldugundan ¢

nin eigen degerleri 0 ve 4 dir. Ayrica ¢, n = 0 ile tanimlanan D alt demetinde bir
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hemen hemen kompleks yapidir. Bu durumda D, nin komplekslestirilmesi D}, & D,

seklinde ayrigtinilabilir, yani D), = D@ D, dir, burada +i nin eigen uzaylar1 sirasiyla
D, ={X —ipX|X € D,} (3.2.3)
ve
Dy ={X +ipX|X € D,} (3.2.4)

dir.

Lemma 3.2.2. D, M?"*' hemen hemen kontakt manifoldunda bir alt demet olsun.

Bu durumda, X € D igin o(X —ipX) € D, dir [§].

Ispat. D, M?"*! de bir alt demet oldugundan X € D icin n(X) = 0 dir. Bu

durumda,
p(p(X —ipX)) = p(pX — ip?X)
= p(pX —i(=X +n(X)¢)
= @(i(X —ipX)) = ip(X —ipX)
dir ve buradan (X —ipX) € D, olur. O

Teorem 3.2.2. Eger (M*" ™ p,£,n,9) bir normal hemen hemen kontakt manifold
ise bu durumda (M*"*1 D') bir CR-manifolddur [8].

ispat. M?"*1 bir normal hemen hemen kontakt manifold ve D, M?"*! de bir alt
demet olsun. (3.2.3) ve (3.2.4) esitliklerinden D), = D” ve D! 1 D4 = 0 dir. Bu
durumda X,Y € D igin [X —ipX,Y —ipY] € D, dir. Normalligin tanimindan
(o, p] + 2dn ® £ = 0 oldugundan

0=—[X, Y]+ [pX, oY] — 0[pX, Y] — [ X, Y] (3.2.5)
dir. Ustelik N® = 0 oldugundan

(Loxn)(Y) = (Loyn)(X) = 0
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olur ve buradan
n([eX, Y]+ [X,¢Y]) = 0 (3.2.6)
dir. Simdi (3.2.5), (3.2.6) ve (2.2.2) denklemlerinden

(X —ipX,Y —ipY] = [X,Y] — [pX, Y] —i[pX, Y] — i[X, Y]
= —plpX, Y] = X, oY ] +ip?[pX, Y]

— in([pX,Y])E + i’ [X, Y] — in([X, pY])¢

= —o([pX, Y] —ip[eX,Y]) — o([X, Y] —ip[X,pY]) € D’

elde edilir. Bu durumda (M?***! D’) bir CR-manifoldudur. O

3.3 ¢-Kesit Egriligi

M* L (p,€,m,9) yapisina sahip bir Sasakian manifold olsun ve (0, 4) tipinde bir P

tensor alani

P(X,Y;Z,W) =dn(X,Z)g(Y,W) — dn(X,W)g(Y, Z)
—dn(Y, Z)g(X, W) + dn(Y,W)g(X, Z) (3.3.1)

seklinde tanimlansin. Bu durumda

P(27 W;X> Y) = 9(27 @X)Q(W> Y) - g<Zv @Y)Q(WaX)
—gW,pX)g(Z,Y) + g(W,9Y)g(Z, X)
= —P(X,Y;Z,W)

dir ve buradan

olur. Eger {X, Y}, £ ye ortogonal olan bir ortonormal ikili ve 0 < 6 < 7 araliginda

9(X,pY) = cosb (3.3.2)
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ise, bu durumda (3.3.1) denklemi yardimi ile
P(X,Y;X,0Y) = dn(X, X)g(Y,¢Y) — dn(X, oY )g(Y, X)
— dn(Y, X)g(X, oY) +dn(Y, pY)g(X, X)
= —g(X,9’Y)g(X,Y) — g(Y,0X)g(X, 0Y) + (Y, ¢*Y)
= 9(X,Y)g(X,Y) + g(X, 9Y)g(X, Y) — g(Y,Y)
dir ve buradan
P(X,Y,; X,0Y) = cos’0 — 1
= —sin® 6 (3.3.3)
olur [7].
Lemma 3.3.1. Bir Sasakian manifoldda
a) g(Rxy Z,oW) + g(Rxy9Z, W) = =P(X,Y; Z,W).
& ye ortogonal olan X,Y,Z ve W vektor alanlary i¢in
b) 9(RoxeypZ, W) = g(Rxy Z, W)
ve
A)g(RxoxY,pY) = g(Rxy X,Y) + g(Rxoy X, ¢Y) = 2P(X,Y; X, ¢Y)
dir]7).
Ispat. Bir direk hesaplama veya Ricci ozdesligi ile
(VxVy® = VyVx® - Vixy®)(Z, W)
=VxYO(ZW)—-d(VyZ W)—d(Z VyW))
—Vy(XO(Z,W) —O(VxZ, W) —d(Z,VxW))
— X, Y]Q(Z, W)+ O(Vixy)Z, W)+ ®(Z, Vixy]WV)
=VxVy®(Z W) - D(VxVyZ W) —-d(VyZ, VxW)
—O(VxZ,VyW) —®(Z,VxVyZ) = VyVx®(Z,W)
+O(VyVxZ W)+ O(VxZ, VyW)+ &(VyZ, VW)
+ O(Z, VyVxW) = [ X,Y]|(Z, W) + &(Vxy], W)
+ ®(Z,Vix,y))
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= —®(VxVyZ —VyVxZ — VixyZ,W)
—®(Z,VxVyZ = VyVxZ — VixyZ)
= —9(Rxy Z,oW) — g(Z, o Rxy W)
= —g(Rxy Z,oW) + g(RxyW, ¢ Z)
= —9(RxyZ, W) — g(RxypZ, W)
oldugunu bulabiliriz. Sol tarafta
(Vxp)Y = g(X,Y){ —n(Y)X

Sasakian durumu kullanilirsa (a) elde edilir. (a) ve P nin tanimi kullanilirsa,

g(RthcpYQOZ7 QOW> = g(chXgoYZa W) - P(()OX7 QOY, Z7 SOW>
= g(RxyZ,W) = P(Z,W; X,¢Y) — P(pX,0Y; Z,oW)
= g(Rxv Z, W)

olacak sekilde (b) elde edilir. Son olarak g(Rx,xY,¢Y) ye Bianchi 6zdesligini

uygular ve (a) y1 kullanirsak

I(RxexY,0Y) = g(RxyeX,pY) + g(Rx,ypX,Y)

=g(Rxy X,Y) + g(Rx,y X, 9Y) = 2P(X,Y; X, pY)
seklinde (c) yi elde ederiz. O

Tanim 3.3.1. Eger {X, p X}, dizlem kesitinin bir ortonormal baz olacak sekilde &
ye ortogonal bir X € T,M*" ™! vektor alam varsa, T,M***! de bir diizlem kesitine
bir p-kesiti denir. H(X) ile gosterilen K(X, pX) = g(Rx,xpX, X) kesit egriligine
bir p-kesit egriligi denir [7].

Herhangi bir X ve Y vektor alanlar: i¢in
B(X,Y) =g(RxvyY,X) (3.3.4)
diyelim. Ayrica £ ye ortogonal olan herhangi bir X vektor alan igin
D(X) = B(X, pX) (3.3.5)

olsun. Bu durumda agsagidaki Onermeyi verelim.
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Onerme 3.3.1. Bir Sasakian manifoldda, £ ye ortogonal olan X wve Y tanjant

vektorleri icin

B(X,Y) = 3—12[3D(X F oY) £ 3D(X — oY) — DX +Y) = D(X — V)

—4D(X) —4D(Y) —24P(X,Y; X, pY)] (3.3.6)
dir [2].
Ispat. Burada Lemma 3.3.1 den faydalanacagiz. Ik once

DX +Y)+D(X —Y)=B(X +Y,0X + V) + B(X — Y, X — ¢Y)
= g(Rxivpxt+oveX + Y, X +Y)
+ g(Rx_vpox—oreX — Y, X —=Y)
=2[R(X, X, X, pX)+ R(Y,pY.,Y, oY)
+ R(X,¢Y, X, YY) + R(X, Y, Y, pX)
+ R(X,0X,Y, YY)+ R(Y,pX,Y, 0X)

+R(Y, X, X, 0Y) + R(Y, Y, X, 0X)]  (3.3.7)
(3.3.7) denkleminde Y yerine Y alirsak

3D(X 4+ ¢Y) +3D(X — ¢Y) = 6[R(X, X, X, 0X) + R(pY, p*Y, pY, p?Y)
+ R(X, 0*Y, X, 0%Y) + R(X, p*Y, oY, 0 X)
+ R(X, 0X, Y, 9?Y) + R(pY, X, Y, pX)
+ R(pY, pX, X, 0*Y) + R(¢Y, 9V, X, pX)]
=6[R(X, pX, X, pX) + R(Y,Y, YY)
+ R(X,Y,X,Y) = R(X,Y, oY, pX)
— R(X, X, YY) + R(pY, X, 9Y, 0 X)

— R(¢Y, X, X,Y) — R(¢Y,Y, X, pX)] (3.3.8)
olur. Ayrica (3.3.4) ve (3.3.5) esitliklerinden

AD(X) =4B(X,pX) = 49(Rx,xpX, X)
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ve

4D(Y) = 4B(Ya SOY) = 49(RY§0Y90Y7 Y)

dir. Lemma 3.3.1 in (c) sinden
2P(X,Y; X, YY) = g(Rxy X, Y) + g(Rxpy X, 9Y) — g(RxpxY, oY)
olur. Ustelik (3.3.4) ve (3.3.5) denklemlerinden

D(X +Y) + D(X —Y) = 2[D(X) + D(Y) + 2B(X, ¢Y)

+29(R(X, 0 X)pY,Y) +29(R(X, oY )pX,Y)] (3.3.9)

D(X + ¢Y) + D(X — ¢Y) = 2[D(X) + D(¢Y) + 2B(X,Y)

+29(R(X, X )Y, Y) 4+ 29(R(X, Y)Y, pX)] (3.3.10)

olur. Bu durumda (3.3.10) denklemini 3 ile garpip, (3.3.7) denkleminden gikarirsak
ve ayrica D(pY) = D(Y') oldugu igin

3D(X 4+ ¢Y) +3D(X —9Y) = D(X +Y) — D(X —Y) —4D(X) — 4D(Y)
= 12B(X,Y) — 4B(X, oY) + 8¢(R(X, pX )oY, Y)

+ 12g(R(X,Y)eY, pX) + 49(R(X, Y)Y, pX)
denklemini elde edebiliriz. Kolayca gosterilebilir ki
8g(R(X,pX)pY,Y)=8[B(X,Y)+ B(X,pY)+2P(X,Y; X, ¢Y)]
dir. Ayrica
129(R(X, Y)Y, oX) = 12[B(X,Y) + P(X,Y; X, 9Y)]

ve

4g(R(X, 9Y)Y, 0 X) = 4[-B(X, ¢Y) + P(X, ¢Y; X, Y)]
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olur. Bu durumda

1
5BD(X +9Y) +3D(X = ¢X) = D(X +Y) = D(X - Y)
—AD(X) —4D(Y) — 24P(X,Y: X, pY)]
1
= @[GQ(RXYY, X) +69(Ryxev Y, ¢ X) +89(RxoxpY,Y)

+ 12¢9(Rxy Y, 0 X) — 29(Rx,v Y, X) — 29(RyoxvY, ¢ X)

= g(RxvyY, X)
elde edilir. 0

Onerme 3.3.2. M2 pir Sasakian manifold ve £ ye ortogonal olan X ve Y vektor
lerinden olusan {X,Y'}, T,M*™ ! tanjant uzaynda bir ortonormal ikili olsun. Ejer

g(X, oY) =cosf, 0 <0 <7, ise bu durumda K(X,Y) kesit egriligi,

K(X,Y)= %[3(1 +cos0)H(X + ¢Y) +3(1 — cos )’ H(X — ¢Y)

~HX+Y)-H(X-Y)-H(X)—-H()+6sin’0] (3.3.11)
dir [7].

Ispat. M?**! bir Sasakian manifold olsun. Ayrica Onerme 3.3.1 den K(X,Y) =
B(X,Y) dir. Bu durumda B(X,Y) nin geniglemesinde terimler incelenebilir. & ye

ortogonal olan herhangi bir X vektor alani i¢in
D(X) =g(X,X)*H(X) (3.3.12)
oldugu agiktir. Bu durumda {X, Y} ikilileri i¢in, (3.3.2) denkleminden

g X + oY, X +9Y) =g(X, X) 4+ g(X,0Y) + g(¢Y, X) + g(¢Y, ¢Y)

= 2(1 + cos?),
olur ve benzer sekilde
g(X — oY, X —pY) =2(1 — cos?),
g(eX =Y, X =Y) =2(1 + cosb),
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gX+Y, X+Y)=2

ve

JX -V, X -Y)=2
elde edilir. Boylece (3.3.12) denkleminden

D(X +¢Y) =g(X + Y, X + oY) H(X + oY)

= 4(1 +cos)*H(X + pY)
ve
D(X — oY) =4(1 —cos )’ H(X — pY)

DX +Y)=4H(X +Y)

DX —Y)=4H(X —Y)
dir ve ayrica (3.3.3) denkleminden

P(X,Y;X,pY) = —sin?0
oldugunu gormiistiik. Bu durumda bu denklemleri, (3.3.6) denkleminde yerine
yazarsak istenen sonucu buluruz. O
Teorem 3.3.1. p-kesit egriligi, bir Sasakian manifoldun egriligini belirtir [7].

ispat. Bir Riemann manifoldunun kesit egriligi egri belirttiginden, tanjant
vektorlerinin bir {X, Y} ortonormal ikilisi igin K (X,Y") kesit egriligini, H ve g ile
tek bir sekilde belirtmek yeterli olur. Eger X ve Y, € ye ortogonal ise Onerme 3.3.2
uygulanir. Eger X veya Y, ¢ ye esit ise

K(X,Y)=1

olur. X ve Y vektorlerini

X =n(X){+aZ

Y =nY)¢+ oW
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seklinde alalim, burada n(X), n(Y), a = /1 —n(X)2 ve b = /1 — n(Y)? sifirdan
farklidir. Ayrica Z ve W vektorleri de € ye ortogonal birim vektorlerdir. Bir Sasakian

manifolda, £ ye ortogonal olan herhangi bir Z vektor alan igin

Rezé = -7

ve

RzeZ = —§

oldugunu daha once gormiistiik. Bu durumda

K(X,Y) =g(RxyX,Y)

= 9(Ryx)etrazamoersw (N(Y)E + W), n(X)€ + aZ)

= (77( )§ + aZ,n(Y)E + bW, n(X)§ + aZ,n(Y)§ + bW)

= g((X)E 4+ aZ,n(X)E + aZ)g(n(Y)E + bW, n(Y)E + bW)
— g(n(Y)E+ bW, n(X)E + aZ)g(n(X)E + aZ,n(Y)E + bW)

= ((X)?9(&,€) + 20(X)g(&,aZ) + g(aZ,aZ))(n(Y)?g(§, €)
+2n(Y)g(&, W) + g(0W,bW)) — (n(Y)n(X)g(&, €) + n(Y)g(aZ,§)
+1(X)g(& W) + g(aZ, bW)) (n(X)n(Y)g(&, §) + n(X)g(&, bW)
+n(Y)g(OW, &) + g(bW, aZ))

= ((X)? +a®)(n(Y)? + %) — (n(Y)n(X) + abg(Z, W)

= a*n(Y)* + 6*n(X)* = 2abn(X)n(Y)g(Z, W)

+a®0*(g(Z, Z)g(W, W) + g(Z,W)?)
= b*n(X)? = 2abn(X)n(Y)g(Z, W) + a’n(Y)? + a’b*g(Rzw W, Z)
(3.3.13)

dir. Simdi Z ve W vektérlerini, Z = £(X — n(X)§) ve W = (Y — n(Y)§) seklinde

1
b

alirsak

—g(X — (&Y —n(¥)e)

—%n(X)n(Y) (3.3.14)

9(Z,W) =
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olur ve bu durumda

9(RywW,Z) =[1 — g(Z, W)’ |K(Z, W)
1

R rexl

dir. Boylece (3.3.13) denkleminde a = /1 —n(X)? ve b = /1 — n(Y)? degerlerini

yerine yazar ve (3.3.14) ve (3.3.15) denklemleri kullanirsak

(X)’n(Y)|K(Z, W) (3.3.15)

K(X,Y) =n(X)*(1 = n(Y)?) + 2n(X)*n(Y)* + n(Y)*(1 = n(X)*)
+H(1 = n(X)*) (1 =n(Y)?) = n(X)*n(Y)* | K(Z,W)
=n(X)* +n(Y)* + [1 = n(X)* = n(Y)*]K(Z,W)

elde ederiz. K(Z,W), Onerme 3.3.2 nin ispatiile verilir ve boylece ispat tamamlanir

]

Tanim 3.3.2. Bir ¢ sabit p-kesit egriligine sahip, bir Sasakian manifolduna bir

Sasakian uzay formu denir. Sasakian uzay formunu M**(c) ile gosterecegiz [7].

3.4 Sasakian Manifoldlarin Alt Manifoldlar:

3.4.1 Sasakian Manifoldlarin invaryant Alt Manifoldlar:

Tanmim 3.4.1. M, (¢,&,1,9) yapisina sahip bir (2m+1)-boyutlu Sasakian manifold
ve M de M nin (2n+1)-boyutlu alt manifoldu olsun. Eger M de heryerde, & yap
vektor alany M ye teget ve M nin her noktasinda, M ye teget herhangi bir X vektor
alany i¢in X, M ye teget ise M nin M alt manifolduna invaryantir denir. ¥p € M
X0}
oLT,M C T,M

dir. Indirgenmis (p,&,m,9) yapisina sahip herhangi bir M invaryant alt manifoldu
bir Saskian manifoldur [2].

V, M nin ve V da M alt manifoldun Levi-Civita konneksiyonlar: olsunlar. &, M ye
teget oldugundan, M ye teget herhangi bir X vektor alani i¢in (3.1.2) denkleminden

Gauss formiili

—pX = Vx&=Vx{+ B(X,§)
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dir. Bu durumda B(X, &) = 0 olur, burada B, M nin ikinci temel formudur. M ye
teget herhangi X ve Y vektor alanlar: igin (3.1.1) denkleminden
VxpY = VxpY + B(X, pY)
= (Vxp)Y + ¢VxY + B(X, ¢Y)

= 9(X,Y)E =n(Y)X +oVxY + B(X, ¢Y),
dir veya
VxpY = (Vx)Y + oVxY
=g(X,Y)E = n(Y)X + oVxY + oB(X,Y),
olur. Bu son iki denklemden
pB(X,Y) = B(X, ¢Y)
elde edilir. B simetrik oldugu i¢in
pB(X,Y) = B(¢X,Y)
dir. Ayrica (1.3.3) denkleminden agagidaki Lemmaya sahip oluruz.

Lemma 3.4.1. M, bir M Sasakian manifoldunun bir invaryant alt manifoldu olsun.
Bu durumda M invaryant alt manifoldunun B ikinci temel formu ve A, V € x(M)*
vektor alanina karsihk gelen Weingarten donisimi olmak tizere

1) B(X,{) =0ve Ayl =0 X € x(M)

2) B(X,¢Y) = B(pX,Y) = ¢B(X,Y),

3) pAy X = —AypX = A,y X X € x(M)*+

egitliklerini saglar [2].

Onerme 3.4.1. Bir M Sasakian manifoldunun herhangi bir invaryant alt manifoldu

M olsun. Eger M nin ikinci temel formu paralel ise, bu durumda M total geodeziktir
[2].

ispat. M ye teget bir X vektor alam i¢cin Vx B = 0 ise B ye paraleldir denir. Bu

durumda B=0 oldugunu gosterecegiz.

B(X,Y) = ~¢*B(X,Y) — n(B(X,Y))¢ = 0
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esitliginden
0= (VxB)(Y,§) = DxB(Y,§) — B(VxY,{) — B(Y,Vx¢)

0= (VxB)(Y,§) = B(Y,pX) = ¢B(X,Y)
elde edilir. Boylece M total geodeziktir. ]

R, M nin ve R de M nin Riemann egilik tensorleri olsun.

9(R(X, p X)X, X) = g(R(X,pX)pX, X) + g(B(X, X), B(¢X, pX))
_g(B<90X7X)7B(X790X))

Gauss denkleminden ve B(X, ¢Y) = B(pX,Y) = ¢B(X,Y) esitliginden

g(R(X, p X)X, X) = g(R(X,pX)pX, X) — 29(B(X, X), B(X, X))

elde edilir.

Onerme 3.4.2. M bir M (¢) Sasakian uzay formunun bir invaryant alt manifoldu
olsun. Bu durumda M nin total geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart M nin c

sabit p-kesit egrilikli olmasidir [2].

M ambient manifoldun sabit ¢ ¢-kesit egriligne sahip bir Sasakian uzay formu

olsun. Bu durumda Gauss ve Coddazi denklemleri

RXY)Z = “E21(g(v, 2)X — g(x, 2)Y]

‘ 1 Lnom(2)Y —n(V)n(2)X + g(v. Z)n(X)

+ 9(0Y, 2)pX — g(¢X, Z)pY +2¢(X, ¢Y )pZ]

+ Apv,2)X — Ap(x,2)Y,
ve
(VxB)(Y,Z) = (VyB)(X,Z) =0

seklinde elde edilir.
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M nin Ricci tensortinii S ile ve skaler egriligini r ile gosterelim. Bu durumda

c+3)+(c—1)
2

- Eig(B(X7 6i)7 B(Y7 62-)),

(n+1)(c—1)

s(x,v) =" g(X.Y) - P(X)n(Y)

ve
r=n’(c+3)+n(c+1) = Si;g(Bleie;), Blei e;),

dir, burda {e;}, M nin bir ortonormal bazidir.

Tamm 3.4.2. M, bir M Sasakian manifoldunun invaryant alt manifoldu olsun.

Eger M ye teget her X,Y ve Z vektor alanlar: i¢in
(VexB) (Y, 0Z) =0
ise M nin B ikinci temel formuna n-paraleldir denir [2].
B ikinci temel formu n-paraleldir gerek ve yeter sart
(VxB)(Y, Z) = n(X)pB(Y, Z) + n(Y)pB(X, Z) + n(Z)pB(X,Y)

dir.

Tanim 3.4.3. Eger M Sasakian manifoldunun S Ricci tensori, M de her X,Y ve Z
vektor alanlar: i¢in

(VxS) (@Y, 0Z) =0

ise M nin S Ricci tensorine n-paraleldir denir [2].

3.4.2 Sasakian Uzay Formlarin integral Altmanifolddlar:

M2 (¢), (¢,€,m,G) yapisia sahip bir Sasakian uzay form ve V, G nin Riemann
konneksiyonu olsun. Bir

T M"— M2”+1(c)

integral alt manifoldunu ele alalim. g indirgenmis metrigini de

9g(X,)Y) =G(nX, 1Y)
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seklinde verelim.

X1, ..., X,,, M"™ manifoldunda vektor alanlarin lokal ortonormal bazlar1 olsun.
Bu durumda & = ¢, & = pX;,i = 1,...,n ortanormal normal vektorlerin bir lokal
alaninm olusturur. V, g nin Riemann koneksiyonunu ve V+, normal demetlerin

koneksiyonunu gostersin. Bu durumda Gaus-Weingarten denklemleri,
VyY = VyY +0(X,Y) (3.4.1)
ve
Vo = —AuX + V&, a=0,1,...n, (3.4.2)

seklinde olur, burada o ikinci temel formu ve A, Weingarten doniigiimlerini gosterir.

o ikinci temel formu,
o(X,Y)=> h(X,Y)E (3.4.3)
seklinde verilir, burada h® tensori
h(X,Y) = g(AX,Y) (3.4.4)

esitligini saglar ve simetriktir.
Rve R sirasiyla V ve V niin egri dontigiimlerini gostersin. Bu durumda Gauss

denklemi
9(Rxy Z,W) = G(Rxy Z.W) + G(o(X, W), 0(Y, Z)) - G(o(X, Z),0(Y, V).
ile verilir. o nin kovaryant tiirevi
(Vo) (Y, Z) =Vx(o(Y,Z)) = o(VxY,Z) — o(Y,VxZ)

ile tanimlamr [7].

Lemma 3.4.2. M, bir M K-kontakt manifoldun integral alt manifoldu olsun. Bu

durumda

Ac=h"=0

dur [8].
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Ispat. Bu lemmanmn ispati icin, manifoldu bir K-kontakt minifold olarak kabul
etmemiz yeterlidir. Bu durumda (3.4.1) ve (3.4.2) denklemlerine metrigi uygular

ve « y1 sifir alirsak

hO(X’ Y) = g(AOX7 Y) = G(U(X> Y)>f)
= G(VxY, &) = —G(Y,Vy€) = G(Y, pX) = 0

olur. L]

M™, bir Sasakian uzay formunun bir integral altmanifoldu olsun. Gauss denklemi

ve R egri dontligiimiiniin 6zel formu

c+3
4

+> (94X, W)g(ALY, Z) — 9(AuX, Z2)g(AsY, W)

g(RxyZ,W) = (g(X,W)g(Y, Z) — g(X, Z)g(Y,W))

seklinde olur ve boylece M™ manifoldunun K (X, Y") kesit egriligi {X, Y} ortonormal
ikilileri i¢in

c+3

K(X,Y) =~

+ Z(Q(AaXv X)g(AaY, Y) - g(AaX7 Y>2)

ile verilir.
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