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BOLUM 1
TEMEL KAVRAMLAR

1.0.1 Topolojik Kavramlar

Bu béliimde ileride siklikla kullanacagimiz temel topolojik kavramlara yer verecegiz.

Kompakthk

Bir X uzaymin bir acgik ortiisii, birlesimleri X’ i veren X’ in agik altkiimelerinin
bir U ailesidir, ve U’ nun bir altortiisii yine &’ nun X’ i orten, bir altailesidir. Bir
X topolojik uzaymin her agik ortiisii sonlu bir altortiiye sahip ise X 'e kompakttir
denir.

Kompakt uzaylarla ilgili bir kac temel ozelligi siralayalim:

Kompakt uzaylarin siirekli goriintiileri de kompakttir.

Bir kompakt uzayin her kapali altkiimesi kompakttir.

Bir Hausdorff uzayin her kompakt altkiimesi kapaldir.

Bir kompakt uzaymm her bolim uzay1 kompakttir.

Kompakt Hausdorff uzaylar, Oklidyen uzaylarm bilinen 6zelliklerinin coguna
sahiptir. Bir X topolojik uzaymda her ¢ € X i¢in X’ de ¢'nun bir komgulugunu
iceren bir kompakt altkiime varsa X’ e lokal kompakttir denir. Hausdorff’luk
ozelligi ile birlestirildiginde lokal kompaktlik ¢cok daha kullanighdir. Bir X topolojik
uzaymda bir A altkiimesi icin A kompakt ise A’ ya dnkompakttir (precompact)

ya da relatif kompakttir denir [6, 12, 13].

Onerme 1.0.1. X bir Hausdorff uzay olsun. Asaqidaki ifadeler denktir.
a) X lokal kompakttur,

b) X’ in her bir noktasy bir énkompakt komsuluga sahiptir.



c) X onkompakt agik kimelerin bir tabanina sahiptir [6].

Onerme 1.0.2. (Daraltma Lemmasi) X bir lokal kompakt Hausdorff uzay olsun.
Eger x € X ve U, x’ in bir komsuluju ise, x’ in V. C U olacak sekilde bir V

onkompakt komsulugu vardwr [6, 15].

Lemma 1.0.1. Bir lokal kompakt Hausdorff uzayin herhangi ac¢ik ya da kapali
altkiimesi lokal kompakt Hausdorff’ tur [6, 13].

Lemma 1.0.2. (Kapali Déniisiim Lemmast) F bir kompakt uzaydan bir Hausdor(f

uzaya surekli bir dontsim olsun.

a) F kapaly bir dondsimdir.

b) Eger F orten ise bir bolim donisimidir.

c) Eger F bire-bir ise bir topolojik embedding’ dir.

d) Eger F bire-bir ve orten ise bir homeomorfizmdir [6].

Diziler

Tanim 1.0.1. X bir topolojik uzay ve N dogal saylar kumest olsun. Her n € N
icin f (n) = x, olacak sekilde N’ den X’ e tanimlanan her fonksiyona, X topolojik
uzaymnda bir dizi denir ve (xy), oy veya kisaca (v,) ile gosterilir. Diger bir ifadeyle
X topolojik uzayinda bir dizi, elemanlar, dogal saylar tarafindan indislenmis bir alt

kiimedir [9].

Yani

(z,) ={zn € X :ne N}

dir. Bu tamimda gorildigii gibi N’ den X’ e bir fonksiyon varsa, X topolojik
uzayinda bir dizi vardir. Tersine olarak X topolojik uzayinda bir dizi varsa, N den

X e bir fonksiyon vardir.

Tanim 1.0.2. X bir topolojik uzay, (x,) X de bir dizi ve xy € X olsun. x¢’ wn her
U € U (xg) komsulugu i¢in

n>ny —= xr, €U



olacak sekilde sadece U komsuluguna bagl bir ng € N sayist varsa, (x,) dizisi xg
noktasina yakinsiyor denir ve

Ty — To
seklinde gosterilir [9].
Yani
T, — g <= YU €U (x9) igin Ing € NvarosVn>ny = x, €U

dir. Bunun bize ifade ettigi, xo in her komsulugunda diziye ait sonlu g¢okluktaki
te-rimler harig, geriye kalan sonsuz ¢okluktaki terimlerin komsgulugun i¢inde olmasidir.
Dizinin ng’ mc terimden sonraki terimlerin kiimesine dizinin kuyrugu (sonu)

denir ve

Xno = {Tngs Tngs1,---

ile gosterilir. Bu durumda, yakinsaklik tanimi
T, =Ty <= YU €U (x) igin Ing e NvarasvVn>ny = X,, CU

seklinde yazilir.
f: N — X bir dizi ve g : N — N fonksiyonu g (i) = (n;) olarak tanimlansm.

Eger g fonksiyonu artan ise,
n—(fog)(@)=f(g(@)=f(ni)=mn
fonksiyonuna (z,,) dizisinin alt dizisi denir. Yani
(@) C (n)
dir [9].

Ornek 1.0.1. X topolojik uzay ve Yn € N x, = xq olacak sekilde X de sabit bir
dizi olsun. Bu durumda YU € U (xg) komsulugu ¥Vn € N i¢in x, € U oldujundan
T, — xo dur [9].



Aglar

Tanmim 1.0.3. I # 0 kiimesi tizerinde “<” seklinde gosterecegimiz baginti asagidaki
ozelliklere sahip olsun:

1. Viel icini <1 dir,

2. Vi, 5, kel icini<jvej<kise 1<k dir,

3. Vi, 5 €I icin oyle bir k € I elemant var 31 < k ve j < k dar.

Bu durumda “<7 bagintisina yonlendirme bagintisi, I kimesine “<” bagintisiyla
yonlendirilmis bir kiime denir ve (I, <) bir ile gosterilir [9].

Ornek 1.0.2. X # 0 kiimesinin P (X) kuvvet kiimesi tizerinde tansmlanan “C”
kapsama bagintisiyla kismi sirale bir kime oldugu bilinmektedir. Eger P (X)’ in

herhangi iki A, B elemani i¢in
A<B < BCA

seklinde tanimlanan “<” bagintiss P (X))’ de bir yonlendirme bagintisidur. Gergekten;

(1) ve (2) ézellikleri agiktir. Ayrica A, B € P(X) i¢in 3ANB € P (X) var 3

ANB C¢ A= A<ANB

ANB C B = B<ANB
oldugundan (8) ozelliginin saglandige kolayca gorilir [9].

Tamim 1.0.4. X # () herhangi bir kime ve I da yonlendirilmis bir kime olsun.
Vi € I igin f (i) = x; olacak sekilde 1" dan X~ e tanvmlanan her fonksiyona X’ de bir
ag denir ve (v;);; veya kisaca (v;) ile gosterilir. Diger bir ifadeyle, X Kiimesinde
bir ag, elemanlary yonlendirilmis bir kume tarafindan indislenmis bir altkimedir.
Yani

(x;)) ={x; € X:i€l}

dur [9].



Ornek 1.0.3. N dogal saiplar kumest yonlendirilmis bir kume oldugundan
f:N—=X

fonksiyonu X’ de bir agdir.Ayrica biliyoruz ki f ayni zamanda X’ de bir dizidir.
Bu nedenle aglar, dizilerin genellestirilmisidir. Bu ifadenin tersi dogru degildir.
Gergekten, I = (0,1) C R alt kimesi “<” alisilmas siralama ile yonlendirilmis bir
kiime olup, 1 € I ve x € R

fi (x) = cosix
seklinde tanimlanan reel degiskenli, reel degerli (f;) fonksiyonu bir agdir. Ancak bir

dizi degildir [9].

Tanim 1.0.5. X bir topolojik uzay ve (x;), X de bir ag olsun. Eger bir x €
X noktasinin YU € U (x) komsulugu sonunda (z;) agine kapswyor ise, (x;) agr
noktasina yakinsiyor denir ve

T, — T
seklinde gosterilir. Yani
x; —x <= YU eU (z) igin Jig € [ var Vi, ig<i = z; €1
dur [9].

Ornek 1.0.4. I = (0,1) C R alt kimesi aligsilmis “<” bagintisiyla yonlendirilmis
bir kimedir. Bu durumda f : I — X fonksiyonu X’ de bir agdir. Yani (z;) X’

el

de bir agdir. Bu agin x € X noktasina yakinsamas:
r;—x <= YU eU(x) igin Jig e I, 0 <ipg<1lwvar Dig<i<1ikenz; € N

seklindedir[9].

Boliim Uzaylar:

X bir topolojik uzay, Y herhangi bir kiime ve 7 : X — Y bir orten doniigim
olsun. Y fizerinde bir topolojiyi su sekilde tamimlayalim: Bir U C Y altkiimesi
aciktir gerek ve yeter sart 7~ 1(U), X’ de agiktir. Bu topolojiye 7 aracihigiyla

indirgenen bolim topolojisi denir.



m . X — Y topolojik uzaylar arasinda siirekli, érten bir doniigim ve Y, =«
araciligiyla indirgenen boliim topolojisine sahip ise 7’ ye bolim dontsimi denir.

Bolum dontigiimlerinin en yaygin insasi asagidaki gibidir. ~, X uzay1 iizerinde
bir denklik bagintisi olsun. Her bir ¢ € X i¢in [¢] ile ¢’ nun denklik simifin1 ve X/
ile de denklik siniflarinin kiimesini gosterelim. X/. denklik smiflarimin kiimesi, X’
in bir pargalanmasidir. 7 : X — X/, X’ in her bir elemanini onun denklik sinifina
gotiiren dogal dontigiim olsun. Bu takdirde, 7 ile indirgenen topolojiyle birlikte
X/.” ya, verilen denklik bagmtis1 araciligiyla X’ in boliim uzay1 ve 7’ ye boliim
doniigtimii denir [11].

Eger 7 : X — Y bir boliim doniigiimii ise, bir V' C Y altkiimesi icin U = 7= (V)
olacak gekildeki bir U C X altkiimesine 7’ ye gdre doygundur (saturated) denir.
Buna denk olarak U doygundur gerek ve yeter sart U = 771 (7(U)) dur. Eger Y bir
denklik bagintis1 araciligiyla belirlenen bir boliim uzayi ise, doygun kiimeler denklik
siniflarinin birlesimleri olan kiimelerdir. Daha genel olarak, herhangi bir 7 : X — Y
boliim déniigiimii igin, y € Y olmak iizere bir 771(y) C X altkiimesine 7’ nin bir
lifidir (fiber) denir. Doygun bir kiime, liflerin birlegimi olan bir kiimedir [6].

Bolum dontigiimleri her zaman agik kiimeleri acik kiimelere gotiirmez. Fakat
doygun kiimeler tiriinden bolim dontigtimlerinin kullanigh bir karakterizasyonu

vardir:

Lemma 1.0.3. Bir m: X — Y strekli ve orten dontstiminun bir bolim doniusumi
olmasi i¢in gerek ve yeter sart ™’ nin doygun ac¢ik (ya da kapaly) kiimeleri doygun

agik (ya da kapali) kiimelere gotirmesidir [6].

Lemma 1.0.4. f: X — Y bir bolum dontusumi olsun. f’ nin herhangi bir doygun

agik (ya da kapali) kiimeye kisitlamasi da bir bolim dondsimidir [6].

Strekli, orten bir dontisiimiin bir boliim dontigiimii olup olmadigini kontrol etmek
her zaman kolay bir durum degildir. Asagidaki lemma stirekli, 6rten bir doniigimiin

bir boliim dontigiimii olmasi igin ¢ok kullanigh bir sart verir.

Lemma 1.0.5. Eger f: X — Y sirekli, orten, a¢ik (ya da kapaly) bir déniigim ise

bir bolim dontgimidir [6].



Lemma 1.0.6. m; : X — Y vemy : Y — Z iki bolim doniisumii olsun. Bu takdirde

moom 1 X — Z de bir bolim donisumidir [11].
Simdi boliim topolojisinin bazi karakteristik ozelliklerini lemmalar halinde verelim.

Lemma 1.0.7. 7 : X — Y bir bolim donisumi olsun. Herhangi bir Z topolojik

uzayr iging; f Y — Z déniisimi stureklidir < f om bileskesi stureklidir [6].

X

fom

Y

7 Z

Lemma 1.0.8. 7 : X — Y bolim donisimai, Z bir topolojik uzay ve [+ X — Z
de m’ nin lifleri dzerinde sabit olan (yani w(p) = w(q) = f(p) = f(q)) sirekli bir
donusum olsun. Bu takdirde ]7: Y — Z olacak sekilde bir tek strekli donusuma

vardur [6].

Lemma 1.0.9. m : X — Y] ve m : X — Ya, aym belirlemeleri yapan (yani
m(p) = m(q) & m(p) = mlq)) bolim donisimleri olsun. Bu takdirde bir tek

¢ : Y1 — Yy homeomorfizmi vardur éyle ki ¢ o m = m [6].

1.0.2 Topolojik Grup

Tanim 1.0.6. Eger asagidaki sartlar saglanwyorsa, G kimesine topolojik grup

denir:
1. G bir gruptur,
2. G bir topolojik uzaydir,

3. u:GxG— Gvei:G— G fonksiyonlan siireklidir [2].



Ornek 1.0.5. 1. R reel saylar kumesi alisilmas topoloji ve toplama islemiyle bir

topolojik gruptur.
2. R* =R — {0} alusilmas topoloji ve ¢arpma iglemi ile bir topolojik gruptur.

3. Herhangi bir G grubu diskret topoloji ile bir topolojik gruptur [20].

Topolojik Gruplarin Etkileri

Tanim 1.0.7. G bir topolojik grup ve X bir topolojik uzay olsun. Eger

=tz GxX—X

surekli dontsumi asaqidaki sartlar, saghyor ise, G, X fdzerine soldan etki eder

denir.

1. g(gz) = (99) =,

2. u(g,x) = gr donisimi igin

Er =X

olacak sekilde e € G birim elemany vardur [2].

Soletki L, : X — X, Ly (z) = gz ve sag etki R, : X — X, R, (z) = xg olarak

tanimlanir. L, ve R, stireklidir ve yukaridaki sartlar saglarlar:

Lgo Lg’ = ng’ (Rg © Rg' = Rgg’)

Bu yiizden Ly ve Ly-1 (R, ve R,-1) birbirlerinin tersidir ve dolayisiyla homeomorfizmlerdir.
L, sol (topolojik) doniisiim ve R, sag topolojik doniisiim olarak adlandirihr. Bu

durumda G’ ye X’ in doniigiim grubu denir.



Tanim 1.0.8. Bir G topolojik grubunun X topolojik uzay tizerine sol (sag) etkisi u
olsun. Ejer her x € X icin gr = g'x (xg = wg/) esitligi

9=49
olmasini gerektiriyorsa p etkisine efektif (effective) denir [2].

Tanim 1.0.9. Bir G topolojik grubunun X topolojik uzay tizerine sol (sag) etkisi p

olsun. Eder her z, x i¢in,
gr =7 (ya da g =)
olacak sekilde bir g € G var ise p etkisine gecislidir (transitive) denir [2].

Tanim 1.0.10. Eger G topolojik grubu X topolojik uzay: tizerine gegisli bir sekilde

etki ediyorsa, X’ e, G’ nin homojen uzayr denir [2].

Tanim 1.0.11. Bir G topolojik grubunun X topolojik uzaiy tzerine soldan etki

ettigint kabul edelim. Bu durumda x € X i¢in
G, ={9€G:gx=ux}
kiimesine izotropi (izotropy)grubu denir [2].

Teorem 1.0.1. a) G gegisli bir sekilde etki eder <= p, de ortendir.

b) G efektif olarak etki eder <= Nyex G, = {e} 2.

Teorem 1.0.2. X, G’ nin homojen uzayr olsun. Bu durumda asagidakiler vardur:

1. 7, : G — G/G, bir izdigim doniisimi olsun. Bu takdirde,

,U/x:hxoﬂ-x

sartiny saglayan fi, i¢in

hy : GGy — X
seklinde bire-bir orten fonksiyonu vardr.

2. pg agik dondigim ise, h, bir homeomorfizmdir [2].



ispat.

T (g1) = e (92) <= 91 02 € G
— 9 Ygox =
= a (91) = Ha (92)
Bu yiizden h, (7, (9)) = 1z (g) esitligi h,” in bire-bir oldugunu gosterir. Teorem

1.0.1" den pu, ortendir. Dolayisiyla h, de ortendir. U, X in acik kiimesi oldugundan
pt(U) = 7t (bt (U)) agktir ve buradan h; ' (U) agiktir. Boylece h, stirekli,

x

bire-bir ve ortendir.

2. . agk doniigim ve U, G / G, de agik ise, 7! (U) da G’ de agiktir ve bu yiizden
h, (U) = p, (7' (U)) agktir. Buradan h, de agk donigiimdir. Boylece h, bir

homeomorfizmdir.

Topolojik Manifold

Tanim 1.0.12. M bir topolojik uzay olsun. M i¢cin asagidaki sartlar mevcut ise M’
ye bir n-boyutlu topolojik manifolddur denir [1].

a) M bir Hausdorff uzaydur.

b) M, E™ veya E™ nin agik altkiimelerine homeomorftur.

c) M saylabilir ¢oklukta agik kiimelerle drtilmelidir.

Ornek 1.0.6. E" n-boyutlu Oklid uzays bir topolojik n-manifolddur. Gercekten;

a) E" n-boyutlu Oklid uzayr bir Hausdorff uzaydir. Ger¢ekten E™’ de farkl iki P,
Q noktalar i¢in A, ve A, gibi biri P’ yi digeri Q’ yu i¢inde bulunduran A,NA, =0

olacak sekilde iki farkl acik altkiume bulmak mimkindir.
b) I: E™ — E™ birim fonksiyonu yardimyla E™ kendisine homeomorftur.
c) E"’ nin kendisi agiktir. O halde E™’ yi bir tek agik ile yani kendisiyle ortebiliriz

/1].
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Ornek 1.0.7. My, ..., My swraswyla nq, ...,ng boyutlu topolojik manifoldlar olsun.
My x ... X My, carpim uzayr ny+...+ny boyutlu bir topolojik manifolddur. Gercgekten,
Hausdorff uzaylarin carpimlar:, da Hausdorff oldugundan ve ikinci sayilabilir uzayla-
rn ¢arpimlary da ikinci saylabilir oldugundan topolojik manifold olmanan iki sart:
agtkea saglanar. Dolayiswyla sadece lokal Oklidyenlik ozelligini gostermek yeterlidir.
Herhangi bir (py,...,px) € My X ... X My noktasi verilsin. p; € U; ile her bir M; i¢in

bir (Ui, i) koordinat haritasi segebiliriz.
©1 X oo X g 1 Up X oo X Uy, — RMTFm

carpym dontistimai, R™b1% pan bir acik altkiimesi olan kendi gorintisi tzerine
bir homeomorfizmdir. Béylece My X ... x My, (Up X ... X U, 1 X ... X ¢y) seklindeki
haritalar ile ny + ... + ny boyutlu bir topolojik manifolddur [6].

1.0.3 Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanim 1.0.13. U C E™ bir agik altkime olmak tzere
f:U—R

fonksiyonunun k’” yincr mertebeden butiin kisma tirevleri var ve surekli ise f fonksiyo-nuna

C*-sinafindan diferensiyellenebilirdir denir [1].

Tanim 1.0.14. M bir topolojik n-manifold ve U da M’ nin bir a¢ik altkimesi olsun.

U bir ¢ homeomorfizmi ile R™ nin bir U acik altkiimesine eslenebilir.
p:UCM— UcR"

(U, ) ikilisine M de koordinat komsulugu veya harita denir. u € U igin
U CR" dir.
o (u) = (21 (u) .., 2 ()

dir. Burada x;(u) reel sayisina ¢ (u) € R" noktasimn i-yinci koordinati ve
z, :U—R
fonksiyonuna da U’ nun i-yinci koordinat fonksiyonu denir [1].
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Tamim 1.0.15. M bir topolojik n-manifold ve M’ nin bir agik ortisi {U,} olsun.
{UL} agik kiimelerinin a indislerinin kiimesi A olmak tizere {Uy} drtiisti i¢in {Us} ¢ 4
yazilir. E" de U, ya p, homeomorfizmi altinda homeomorf olan acik kime V,, olsun.

Boylece ortaya ¢ikan (U, o) haritalarimn

{(Uaa SOa)}aeA

kolleksiyonuna atlas denir [1].

Tamim 1.0.16. M bir topolojik n-manifold ve M’ nin bir atlast S= {(Ua, ¢a)}
olsun. Eger S atlasi i¢in U,NUs # 0 olmak dzere f ve g fonksiyonlars C"-simfindan
diferensiyellenebilir iseler S ye C"-sinifindan diferensiyellenebilirdir denir. S atlast
M dizerinden C"-simifindan oldugu zaman, S ye M tizerinde C"-sinifindan diferensiyellenebilir

yapr ady verilir [1].

Tanim 1.0.17. M bir topolojik n-manifold olsun. M dizerinde C"-sinifindan dife-
rensiyellenebilir yapr tamimlanabiliyorsa M ye C"-simifindan diferensiyellenebilir

manifold adu verilir [1].

Ornek 1.0.8. U, R™ min bir agik alt kimest olsun. Bu takdirde, U bir topolojik
n-manifolddur ve tek basina (U, Idy) haritase U dzerinde bir diferensiyellenebilir
yapr tamemlar. Daha genel olarak, M bir diferensiyellenebilir n-manifold ve U, M’

nin herhangi bir acik altkimesi olsun. U tzerinde bir atlas
Ay = {M ic¢in (V,p) diferensiyellenebilir haritalar : V C U}

seklinde tanvmlayalim. Herhangi p € U noktasi, M’ nin en az bir (W, @) haritasinin
tanam kiimesinde ihtiva edilir. Eger V.= W N U alwrsak, o zaman (V,¢ |v) tanim
kiimest p’ yi iceren Ay’ da bir haritadwr. Béylece U, Ay’ daki haritalarin tanam
kiimelery ile ortilur ve bunun U i¢in bir diferensiyellenebilir atlas oldugu kolayca
gosterilir. Buradan M’ nin herhangi bir agik altkimesinin kendisi dogal bir sekilde
bir diferensiyellenebilir n-manifolddur. Bu diferensiyellenebilir yapr ile donatilan

herhangi a¢ik altkimeye M’ nin bir agik altmanifoldu denir [6].

Ornek 1.0.9. n-boyutlu Oklid uzayr B bir diferensiyellenebilir manifolddur. Ger-cekten

E" nin bir agik ortisid olarak E* nin kendisini alabiliriz. I: E* — E™ ozdeslik
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dondisimint de gerekli homeomorfizm yerine segersek E" i¢in bir atlas S= {(E",I)}

olur. Bu atlas C'*°-sinifindan oldugu i¢in E™ bir diferensiyellenebilir n-manifolddur
[1].

Agagidaki lemma bir kiime iizerine nasil diferensiyellenebilir manifold yapis

kuruldugunu gosterir.

Lemma 1.0.10. (Diferensiyellenebilir manifold insaa etme lemmasy) M
bostan farkl bir kiime olsun ve asagidaki ozellikleri saglayacak sekilde her bir o i¢in
bir ¢o @ Uy — R™ bire-bir donigimi ile birlikte M 'nin altkimelerinin bir {U,}

kolleksiyonunun verildigini kabul edelim.

1. Her bir a i¢in ¢ (Uy), R™ nin bir agik altkimesidir,

2. Her bir o ve B igin o (Uy N Up) ve @3(Uy NUg) kiimeleri R™ de agiktar,

3. UsNUz # 0 oldugunda gpaowgl c3(UaNUg) — o (UaNUg) bir diffeomorfizmdir,

4. Saylabilir coklukta U, kimeleri M’ yi orter,

5. p,q € M farklh noktalar oldugunda ya hem p’ yi hem de q’ yu iceren en az bir
Uy vardir ya da p € U, ve q € Ug ile ayrik Uy, Ug kiimelert vardor.

Bu takdirde her bir (Uy, pa) bir diferensiyellenebilir harita olacak sekilde bir tek
diferensiyellenebilir manifold yapist vardir [6].

1.0.4 Diferensiyellenebilir Doniigtimler

Tamm 1.0.18. M bir diferensiyellenebilir n-manifold ve f : M — R bir fonksiyon
olsun. Eger herp € M i¢in M’ de tanym kiimesi p” yi iceren bir (U, ) diferensiyellenebilir
haritasy var oyle ki fop~! bileske fonksiyonu U= o(U) C R™ agik kimesi tizerinde

diferensiyellenebilir ise f’ ye diferensiyellenebilirdir denir [6].
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Tamm 1.0.19. Bir M diferensiyellenebilir manifoldu icin bir f : M — R* fonksi-yonu
ve bir (U, ) haritasy verilsin. e o(U) — RE, f(m) = fop Yz) fonksiyonuna f

nin koordinat temsilcisi denir [6].

Bu tanmimdan goriilecegi gibi, f diferensiyellenebilirdir gerek ve yeter sart f” nin
koordinat temsilcisi her bir nokta civarinda en az bir haritada diferensiyellenebilirdir.
Diferensiyellenebilir fonksiyonlarin tanimi kolayca manifoldlar arasindaki donii-giimlere

genellegtirilebilir.

Tanim 1.0.20. M, N diferensiyellenebilir manifoldlar ve F : M — N herhangi
bir donisim olsun. FEger her p € M i¢in p’ yi ihtiva eden bir (U, ) ve F(p)’
yi ihtiva eden (V1) diferensiyellenebilir haritalar: var éyle ki F(U) C V wve ¢ o
F o o™t bileske doniisiimii o(U)” dan (V) ye diferensiyellenebilir ise F’ ye bir

diferensiyellenebilir donidgtimddir denir [0].

Diferensiyellenebilirlik kavrami lokaldir. Yani M ve N diferensiyellenebilir mani-
foldlar ve F': M — N bir déniigiim olsun. Bu takdirde eger her p € M noktas1 F' |y
kisitlamasi diferensiyellenebilir olacak sekilde bir U komguluguna sahip ise o zaman
F' diferensiyellenebilirdir. Tersine, eger F' diferensiyellenebilir ise onun herhangi
bir agik altkiimeye kisitlamasi diferensiyellenebilirdir. Simdi diferensiyellenebilir
dontigtimleri ingsaa etmenin oldukca kullanigh bir yolunu veren onemli bir lemma

verelim. Bu lemma ayni zamanda diferensiyellenebilirligin lokal olmasinin formal

bir ifadesidir.

Lemma 1.0.11. M, N diferensiyellenebilir manifoldlar ve {Uy}aca ailesi M7 nin
bir agik ortiusi olsun. Her bir o € A igin bir F, : U, — N diferensiyellenebilir
doniigiimii verilsin dyle ki her o, B i¢in Fy |v,nvus= Fp |v.nu, olsun. Bu takdirde
her bir a € A igin F |y, = F, olacak sekilde bir tek F': M — N diferensiyellenebilir

dontigtimi vardur [6].

Lemma 1.0.12. Diferensiyellenebilir manifoldlar arasindaki her diferensiyellenebilir

dontigim ayni zamanda streklidir [6, 1/).

ispat. F: M — N bir diferensiyellenebilir doniigiim olsun. Diferensiyellenebilirligin

tanimindan her bir p € M i¢in, F(U) C V vepoFop™' : ¢ (U) — ¢ (V) bir diferen-
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siyellenebilir dontigiim olacak sekilde p’ yi igeren (U, ) ve F (p)’ yi igeren (V1))
diferensiyellenebilir haritalar1 vardir. Dolayisiyla ¢ o F o ¢! diferensiyellenebilir
dontigiimii siireklidir. ¢ : U — ¢ (U) ve ¢ : V' — 9 (V') homeomorfizm olduklarindan

siirekli doniigtimlerin bilegkesi olan

Fly=¢ lo(@oFop ) op:U—V

dontigiimiinden bahsedebiliriz. F' her bir noktanin komsulugunda siirekli oldugun-dan

M 1tizerinde sureklidir. O

Eger F': M — N bir diferensiyellenebilir doniigtim ise ve (U, ¢) ile (V, ¢) sirasiyla
M ve N nin herhangi diferensiyellenebilir haritalar1 ise o zaman 2 YoFop!
dontigiimiine verilen koordinatlara gére F' nin koordinat temsilcisi denir [6].

Bir F': M — N donitigtimiiniin siirekli oldugu 6nceden bilinirse F’ nin dife-rensiyellenebilirligi,
M ve N nin 0zel diferensiyellenebilir atlaslarinin haritalarindaki koordinat temsilcileri

araciligiyla kolayca kontrol edilebilir. Bunu agagidaki lemma ile verelim.

Lemma 1.0.13. M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve F : M — N bir stirekl
dondisim olsun. Eger {(Uy, va)} ve{(Vs,1¥s)} suraswyla M ve N i¢in diferensiyellenebilir
atlaslar ise ve ejer her bir o ve (3 igin go Fop, ' dondisimii tansm kiimesi tizerinde

diferensiyellenebilir ise F' diferensiyellenebilirdir [6].

ispat. p € M verilsin ve verilen atlaslardan p € U, ve F (p) € Vj olacak sekilde
(Ua, pa) ve (Vs,105) haritalarm segelim. F siirekli oldugundan U = F~1 (V) N U,
kiimesi M’ de agiktir ve F'(U) C Vj dir. Boylece (U, pq |v) ve (Vs, 1) haritalar

diferensiyellenebilirlik tanimindaki gerekli sartlari saglar. O]

Lemma 1.0.14. Diferensiyellenebilir manifoldlar arasindaki diferensiyellenebilir

dontigtimlerin bileskesi de diferensiyellenebilirdir [6, 14, 15].

Ispat. F : M — N ve G : N — P diferensiyellenebilir déniigiimler ve p € M
keyfi bir nokta olsun. G’ nin diferensiyellenebilirliginden F' (p)’ yi igeren (V,0) ve
G (F (p)) yiiceren (W,) diferensiyellenebilir haritalar1 vardir éyle ki G (V) ¢ W
dir ve p o Go 671 : 0 (V) — o (W) diferensiyellenebilirdir. F siirekli oldugundan
F~1(V) kiimesi M’ de p’ nin bir agik komgulugudur. Boylece M icin p € U C
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F~1 (V) olacak sekilde bir (U, ¢) diferensiyellenebilir haritasi vardir. § o F o p~! :
¢ (U) — 6 (V) diferensiyellenebilirdir. Bu takdirde Go F (U) C G (V) C W dir ve

Yo(GoF)op = (poGob )o(foFop):pU)—yp W)

diferensiyellenebilirdir.  Ciinkii bu Oklidyen uzaylarmm acik altkiimeleri arasinda

diferensiyellenebilir dontisiimlerin bir bilegkesidir. O]

Bir doniigimiin diferensiyellenebilir oldugunu goéstermenin ii¢ yaygin yolu vardir.
Doniigtimii, diferensiyellenebilir lokal koordinatlarda yazmak ve diferensiyellenebilir
elemanter fonksiyonlarin bilegkeleri olarak onun bilesen fonksiyonlarini tanimlamak,
doniigimi bilinen diferensiyellenebilir dontigtimlerin bir bilegkesi olarak gostermek
ve son olarak da sozkonusu 6zel duruma uygulanabilecek baz1 6zel amach teoremleri

kullanmak.

Ornek 1.0.10. Bir sifir boyutlu topolojik manifolddan bir diferensiyellenebilir mani-folda

her déniigim otomatik olarak diferensiyellenebilirdir [6].

Ornek 1.0.11. M, ..., M, ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve pr; : My x .. X
My, — M; dontisumi i-yinci faktor uzerine izdusim olsun. Bir F': N — My X...x My,
donitisuimi diferensiyellenebilirdir gerek ve yeter sart F; = pr;o '@ N — M, bilesen

dondisimlerinin her biri diferensiyellenebilirdir [6].

Tanim 1.0.21. M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar: arasinda bir diffeomorfizm,
bir diferensiyellenebilir terse sahip olan bir I : M — N diferensiyellenebilir bire-bir
orten dontisumdir. Eger M ve N arasinda bir diffeomorfizm varsa onlara diffeomorfiktir

denir ve M =~ N ile gosterilir [6].

Eger M bir diferensiyellenebilir manifold ve (U, ¢) M iizerinde bir diferensiyellene-
bilir koordinat haritasi ise, ¢ : U — ¢(U) C R™ bir diffeomorfizmdir. Daha genel

olarak;

Tanim 1.0.22. F' : M — N bir diferensiyellenebilir donisim olsun. Her p € M
noktasy F(U) C N ag¢ik olacak sekilde bir U komsuluguna sahip ve F |y: U — F(U)
bir diffeomorfizm ise F’ ye bir lokal diffeomorfizmdir denir [11].

16



Tanimdan bir lokal diffeomorfizmin bir lokal homeomorfizm ve dolayisiyla bir
acik dontsiim oldugu acgiktir. Ayrica diferensiyellenebilir manifoldlar arasinda bir

dontigiim diffeomorfizmdir gerek ve yeter sart bir bire-bir 6rten lokal diffeomorfizmdir.

Onerme 1.0.3. 1. Ejer F : M — M’ ve G : M, —> M diferensiyellenebilir
fonksiyonlar ise, F' x G : M x M; — M' x M| de diferensiyellenebilirdir.

2. Eger F : M — M’ ve G : M — M diferensiyellenebilir fonksiyonlar ise
(F,G): M — M’ x M de diferensiyellenebilirdir [14].

Simdi altmanifoldlar kavrami igin gerekli olacak olan tanjant uzaylardan ve tiirev
dontigiimiinden bahsedelim.
Bir M diferensiyellenebilir manifoldundan R’ ye giden diferensiyellenebilir fonksi-

yonlarmm kiimesini F (M) ile gosterelim. F (M), R iizerinde bir cebirdir.

Tanim 1.0.23. M bir diferensiyellenebilir manifold ve p € M olsun. Asagidaki iki

sarty saglayan bir v, : F(M) — R fonksiyonuna, p noktasinda bir tanjant vektér

denir [16].
1. Her a,b € R ve her f,g € F(M) i¢in v,(af + bg) = av,(f) + bu,y(g),

2. Her f,g € F(M) icin v,y(fg) = v,(f).9(p) + f(p)-vp(9).

Bu tamimdaki ikinci egitlige Leibnitz kuralr denir.
p noktasmdaki biitiin tanjant vektorlerin kiimesi 7, M ile gosterilir. T, M kiimesi
asagidaki toplama ve skalerle carpma iglemleri ile birlikte bir vektor uzayidir ve ona

M manifoldunun p noktasindaki tanjant uzay: denir.

(vp +wp)(f) = vp(f) + wp(f)
(Aop) (f) = Alup(f))

Teorem 1.0.3. ' : M — N bir diferensiyellenebilir donisim ve p € M olsun.
v, € T,M olmak tizere g € F(N) i¢in [Fyp(vp)](g) = vy(go F) esitligi ile tansmlanan
Fyp(vp) : F(N) — R dondisimii Ty N uzayinan bir elemanadur [16].

Ispat. F.,(v,) : F(N) — R déniisiimiiniin lineer oldugu ve leibnitz kuralini sagladig

kolayca gortliir. O
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Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak F., : T,M — Trg N donigtimii elde

edilir. F, yerine bazen T, F' ifadesi kullanilacaktir.

Tanim 1.0.24. F' : M — N bir diferensiyellenebilir dontsim ve p € M olmak
uzere Fop - T,M — TrpN donisimine, F': M — N fonksiyonunun p noktasindaki

tirev déniisimi veya diferensiyeli denir [16].

Teorem 1.0.4. F' : M — N bir diferensiyellenebilir dontsim ve p € M olmak

tzere F, donigimai lineerdir [16].
ispat. v,, w, € T,M olmak iizere g € F(N) icin
[Fip (avp +wp)] = (avp +wp) (g o F)

= avy(go F)+wy (g0 F)

= aFly (vp) + Fiyp (wp)
dir. O

Onerme 1.0.4. Eger F : M — M’ ve G : M’ — M" diferensiyellenebilir fonksi-yonlar

ve m, G o F'" nin tanwm kiimesinden bir nokta ise
(GoF),,, = Girimy) © Fim
dir [16].
Tanim 1.0.25. M bir diferensiyellenebilir manifold ve p € M olsun.
T™M =U T,M

seklindekr tanjant uzaylarin birlesimine M’ nin p noktasindak: tangant demets

denir [16].

Onerme 1.0.5. Eger F : M — M’ bir diferensiyellenebilir fonksiyon ise onun

diferensiyeli olan F, : TM — TM' de diferensiyellenebilirdir [16].

Onerme 1.0.6. Eger pr ve pr', M x M' carpim manifoldundan sirasiyla M ve
M’ Jdizerine izdigiimler ise, X = (pri,prh) : T (M x M') — (T'M) x (TM') bir
diffeomorfizmdir [16].
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Onerme 1.0.7. Eger M bir diferensiyellenebilir manifold ise T'M de diferensiyellenebilir
manifolddur [6].

Tanim 1.0.26. F : M — N bir diferensiyellenebilir donisim ve p € M olsun. Eger
To(F) : Ty,M — TN bire-bir ise ' ye p € M’ de bir immersiyondur, irten
ise F”yep € M’ de bir submersiyondur denir [11].

Eger F, p’ de bir immersiyon ise rank,F" = boy,M dir. Bu sart p’ nin bir
acik komgulugunda da gerceklenir. Dolayisiyla F'; m’ nin bir komgulugunda bir
immersiyondur. Eger F', p’ de bir submersiyon ise rank,F’ = boyp,) N dir. Bu sart
p’ nin bir agik komsgulugunda da gerceklenir. Dolayisiyla F', m’ nin bir komsulugunda

bir submersiyondur.

Tanim 1.0.27. F': M — N bir diferensiyellenebilir donisim olsun. Eger F', M nin
her noktasinda bir immersiyon ise F'7 ye bir immersiyondur, M nin her noktasinda

bir submersiyon ise F'’ ye bir submersiyondur denir [6, 14].

Tanim 1.0.28. ' : M — N bir diferensiyellenebilir doniisim ve p € M olsun. Eger
T,(F) : T,M — Tp)N sabit ranka sahip ise F'"ye p € M’ de bir subimmersiyondur
denir [11].

Simdi diferensiyellenebilirlik ile immersiyon ve submersiyonlar arasindaki iligkileri

sonuclarla verelim.

Sonug 1.0.1. i : M — N bir immersiyon ve F : P — M bir strekli doniusim olsun.

Bu takdirde asagidaki durumlar denktir [6].

i) F diferensiyellenebilirdir,

ii) io F diferensiyellenebilirdir.

ioF

19



Sonug 1.0.2. p : M — N bir orten submersiyon ve F' : N — P bir dontisum

olsun. Bu takdirde asaqidaki durumlar denktir [6].

i) F diferensiyellenebilirdir,

ii) F op diferensiyellenebilirdir.

Sonug 1.0.3. Eger G : M' — M bir immersiyon ve F : M' — My herhangi bir
diferensiyellenebilir fonksiyon ise (G, F) : M' — M x My bir immersiyondur [6].

Sonug 1.0.4. G : M' — M ve F : M{ — M, iki immersiyon olsun. Bu takdirde
GxF: M x M — M x M bir immersiyondur [6].

Sonug 1.0.5.

1. pri: My X My — My wzdiusuma bir submersiyondur.

2. F: M — M ve G: M, — M| submersiyon ise F' x G bir submersiyondur [6].

Sonug 1.0.6. ' : M — M’ bir immersiyon olsun. Eger G : My — M, F oG

dife-rensiyellenebilir olacak sekilde sturekli bir fonksiyon ise, G de diferensiyellenebilirdir
[6].

Sonug 1.0.7. Bir submersiyon a¢ik dontsimdir [6].

Onerme 1.0.8. Ejer F : My — M ve F' : My — M’ déniisimleri, (F,F') :

My — M x M’ bir diffeomorfizm olacak sekildeki diferensiyellenebilir dontsimler
ise (Fo, F) : TMy — TM x TM' bir diffeomorfizmdir [14].

Simdi altmanifold tanimini verebiliriz.

Tanim 1.0.29. M’ ve M iki manifold olsun. Eger M', M’ nin bir alt kimesi ve
j: M — M dogal dahil etme doniisiimi bir immersiyon ise M' manifolduna, M

manifoldunun bir altmanifoldu denir [14].
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Onerme 1.0.9. M’, M’ nin bir altmanifoldu ve M”, M’ niin bir altmanifoldu ise
M", M’ nin bir alt manifoldudur [14].

Tanim 1.0.30. M, den M’ ye bir bire-bir immersiyona My " den M’ ye bir imbedding
denir [14].

Simdi altmanifoldlar ile ilgili bazi ozellikleri verelim..

Lemma 1.0.15. F : M — N bire-bir immersiyon olsun. F : M — F(M) C
N bir homeomorfizm ise F(M), N’ de bir altmanifolddur ve F' : M — N bir
diffeomorfizmdir [5].

Lemma 1.0.16. F' : M — N bir diferensiyellenebilir donisim olsun. Bu takdirde
F’ nin T'p grafi, M x N’ nin bir kapaly altmanifoldudur [5, 15].

Onerme 1.0.10. F, M’ den M'’ ne bir submersiyon olsun. Eger G : M' — M",

G o F' diferensiyellenebilir olacak sekildeyse G de diferensiyellenebilirdir [14].

Lemma 1.0.17. F': M — N bir diferensiyellenebilir donisim olsun. F’ nin bir
subimmersiyon oldugunu varsayalim. Bu takdirde, herhangi n € N i¢in F~1(n),

M’ nin bir kapal altmanifoldudur ve herhangi m € F~(n) i¢in
7,0 (F~! (n) = ker (Ty, (F)
dir [5].
Submersiyonlarin durumunda daha kuvvetli bir sonuca sahibiz.

Lemma 1.0.18. F': M — N bir submersiyon ve P, N’ nin bir altmanifoldu olsun.

Bu takdirde F~Y(P) , M’ nin bir altmanifoldudur ve
Flpapy : F7Y(P) — P
kwsitlamase bir submersiyondur. Ayrica herhangi m € F~1(P) icin
T (FH(P)) = T F) ™" (Tp(m) (P))

dir [5].

21



En genel haliyle bir boliim manifoldunu asagidaki gibi tanimlariz.

Tanim 1.0.31. M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar vep : M — N bir diferensi-
yellenebilir donisim olsun. Bir U C N a¢ik altmanifoldu tzerinde taniymlanan

herhangi bir f fonksiyonu icin p~1(U) dzerinde bir p* f fonksiyonunu

" f) (x) = f(p ()

seklinde tanimlayalim. Eger asagidaki sartlar saglanwyorsa p dontusiumine bir bolim

déndistimd denir [17].

1. Bir U C N altkiimesi agiktir < p~(U) M’ de agiktr,

2. Bir U C N agik altkumes: tizerinde tanimlanan bir f fonksiyonu diferensiyel-

lenebilirdir < p* f fonksiyonu diferensiyellenebilirdir.

Bir boliim dontigiimii agagidaki evrensellik ozelligine sahiptir:

degisimli tiggeni verilsin, burada p bir boliim ve g bir diferensiyellenebilir doniigtimdiir.
Bu taktirde ¢ dontigiimii diferensiyellenebilirdir. Eger ¢ ayni zamanda bir bolim
doniisimi ve ¢ bire-bir orten ise, ¢ bir diffeomorfizmdir. Bu son durum soyle
yorumlanabilir: eger bir M diferensiyellenebilir manifoldundan bir N kiimesine bir
p dontigiimii verilirse, o zaman N kiimesi, p bir boliim dontigiimii olacak sekilde en
fazla bir tane diferensiyellenebilir yapiya sahiptir [17].

Simdi bir denklik bagintisi verilmesi durumunda boliim manifoldunu inceleyelim.

M bir diferensiyellenebilir manifold ve R C M x M, M iizerinde bir denklik
bagintisi olsun. M /g, R’ ye gore M’ nin denklik simiflarinin kiimesi vep : M — M /g,
herhangi bir m € M’ yi onun M /g’ deki denklik smifina gétiiren dogal déniigiim
olsun.

M /R tizerinde bolim topolojisini tamimlayalim; yani U C M/g agktir <=

p L (U) C M agktir. O zaman p : M — M/p bir siirekli doéniigiimdiir ve R’
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nin denklik siniflar1 iizerinde sabit olan herhangi F' : M — N siirekli doniisimi

i¢in agagidaki diyagram degisimli olacak sekilde bir tek

F:M/r— N
siirekli doniigtimii vardir.
M—'—=N
P _
F
M/r

Cenellikle M/g bir manifold degildir. Ornegin M = (0,1) C R ve R de (0,1) x
(0,1)" deki kosegenin ve x,y € (0,1) , z # y igin {(z,y), (y, )}’ in birlesimi olsun.

Bu takdirde, M/ , x ve %’ nin belirlenmesi aracihigiyla M’ den elde edilir. Agikga
bu topolojik uzay bir manifold yapisina izin vermez.

Varsayalim ki M /g, p: M — M /g bir submersiyon olacak sekilde bir diferensi-
yellenebilir yapiya sahip olsun. p siirekli oldugundan M /g’ deki herhangi U agk
kiimesi i¢in p~H(U), M’ de agiktir. Ayrica p bir agik déniigiimdiir. Buradan p=*(U),

M’ de agik olacak sekildeki herhangi U C M/p altkiimesi icin U = p(p~'(U))
kiimesi M /g’ de agiktir.

Boylece M /g’ deki bir U altkiimesi agiktir < p~1(U) , M’ de agiktir, yani M/g
tizerindeki topoloji boliim topolojisidir.

Eger M’ den bir N diferensiyellenebilir manifolduna giden F’ dontisiimii diferensiyellenebilir
ise, F': M/ — N doniisiimii de diferensiyellenebilirdir.

Boyle bir diferensiyellenebilir yapinin tek oldugunu gosterelim. Aksini kabul
edelim ve (M/g); ve (M/g)2 bu ozelliklerle iki manifoldu géstersin. Bu durumda,
yukaridaki uyaridan dolay1 (M/gr)1 — (M/gr)2 ve (M/g)2 — (M/r); birim doénii-
stimleri diferensiyellenebilirdir. Boylece birim doniigiim (M/g); ve (M/g)2’ nin bir
diffeomorfizmidir, yani M/ g tizerindeki diferensiyellenebilir yapilar birimseldir.

Boylece M /g, p: M — M /g bir submersiyon olacak sekilde bir diferensiyellenebilir
yapiya izin verirse ona R’ ye gore M’ nin boliim manifoldu oldugunu soyleriz. Bu

durumda, denklik bagintis1 regiilerdir denir.
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Eger M /g boliim manifoldu var ise, p : M — M/ g bir submersiyon oldugundan

p ayn1 zamanda bir agik doniigtimdiir [5, 14, 18].

Teorem 1.0.5. M bir diferensiyellenebilir manifold ve R, M tuzerinde bir denklik
bagintisy olsun. Bu takdirde asagidaki durumlar denktir [14).

i) R bagintisy regilerdir.

ii) R, M x M’ nin kapal altmanifoldudur ve pri,pro : M x M — M dogal

wzdustimlerinin py, pe : R — M kisitlamalar, submersiyondurlar.
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BOLUM 2
LIE GRUPLAR

Bu boliimde Lie gruplar: tanim, teorem ve érneklerle ayrintili olarak verecegiz.

Tanim 2.0.32. G kimesi i¢in asagidaki sartlar: saglanyor ise, G ye bir Lie gruptur

denir :

1. G bir diferensiyellenebilir manifolddur,
2. G bir gruptur,

3. p:GxG— G, (z,y) »ayvei:G— G x— x! diferensiyellenebilir

doéntigiimlerdir [5].

Ornek 2.0.12. S c C* birim ¢cemberi C* daki carpma islemine gore bir gruptur.

St diferensiyellenebilir manifoldu ile bu grup bir Lie gruptur [3, 4]

Ornek 2.0.13. V n-boyutlu sonlu bir reel lineer uzay olsun. V'’ nin lineer endomorfizmlerinin
lineer uzayim End (V') seklinde ve determinanti det : End (V) — R, A — det A
seklinde bir donigim olarak gosterelim. End (V') nin tersi alinabilir elemanlarimin

kiimesini Aut (V') ya da GL (V') seklinde gosterelim.
GL(V)={A€ End(V)|det A # 0}

Burada det : End (V) — R sirekli doniisim ve R/ {0}, R’ nin agik altkimesidir.
Dolaysiyla GL (V) = det™ (R/{0}), End (V) lineer uzaymn agik altkimesidir.
Buna gére, GL(V)’ de n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold yapisy vardir. G
grup islemleri ve ters donisimlerin bu manifold yapisi ile bir diferensiyellenebilir
dontigim oldugunu gosterelim. 'V ig¢in taban vy, ...,v, olsun. Eger A € End (V)
ise, mat = (A,,;) seklinde bu taban ile matrisi gésterebiliriz. mat, End (V') den,
M (n, R) reel n x n matris uzay: izerine bir lineer izomorfizmdir. Ag¢ik bir sekilde

bu yolla R™ ile M (n, R) leri tamamlayabiliriz. Dolaypsiyla, 1 < m, j < n igin
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emj : A — A, fonksiyonlary End (V') nin koordinat fonksiyonlarnin ailesi olarak
gosterilebilir. GL (V') i¢in bu ssnarlamalar GL (V') " nin global haritasine olusturabilir.

Bu koordinatlar cinsinden ¢arpimsal dénisim A, B € GL (V') i¢in

ex (10(A, B)) = ehm (A) £t (B)

seklinde verilebilir. p, diferensiyelenebilirdir.  Verilen bu koordinatlar cinsinden

determinant fonksiyonu soyle yazilabilir:

Burada Sgn permiitasyonlarinin isareti olarak gosteriliyor. Goruliyor ki det :
GL (V) — R sifurlayice olmayan diferensiyellenebilir fonksiyondur. A — (det A)™"
GL(V)’ de bir diferensiyellenebilir fonksiyondur. Cramer kuralina gére, i ters
dondstiminin GL (V) den kendine diferensiyellenebilir oldugu sonucuna variriz.

Bileske islemi ile GL (V') bir Lie gruptur. GL (V) grubu V nin genel Lie grubu
olarak adlandirilir [8].

Bir Lie grup tizerinde iki 0zel doniigiim tanimlariz. Bu dontigiimler Lie gruptaki
herhangi bir elemani birim eleman civarina tagimamiza imkan verir. Boylece birim

eleman civarinda gecerli olan ozellikler grubun tamami i¢in de gegerli olur.
Tanim 2.0.33. G bir Lie grup ve a € G olsun. Bu takdirde,

L,:G— G, g— L,g) = ag,

Ry: G — G, g Ru(g) = ga
dondisimlerine siraswyla sol ve sag donigtim denir [19].

Bu doniigiimler G Lie grubunun iglemi ile tanimlandigi igin diferensiyellenebilirdir-ler.

Ayrica
Loy © Loy = Laya, Ve Rgy 0 Roy = Rayay

dir. Eger e € G birim eleman ise L. = Id = R, dir. Dolayisiyla (L,)™" = L,-1 ve
(R,)™' = R,-1 dir. Boylece her bir a € G i¢in L, ve R, birer diffeomorfizmdir.
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Herhangi bir a € G elemani , L,-1 (veya R,-1) doniigiimii araciligiyla e € G
birimine tagiabilir.
a,b € Gicin L, o Ry = R, o L, olup sol ve sag doniigiimleri degisimlidir. Zincir
kuralindan
Top(La-1) 0 Ty(La) = Ty(Lg—1 0 Ly) = 1d
dir. Dolayisiyla T (L, ) tersi alinabilirdir. Yani 7,(Ly-1) : T,(G) — T.(G) indirgenmis
doniigimi bir vektor uzayi izomorfizmidir. R, sag dontisimii i¢in de benzer durum

soz konusudur.

Lemma 2.0.19. Gy, Gy Lie gruplar olsun. Grup yapisi ve ¢arpim manifoldu yapist

ile donatimis G = Gy x Go bir Lie gruptur [8].

Ispat. u: G x G — G carpim déniisiimii

1 (1, m2) 5 (Y1,92)) = (1 X p2) ((21,91) 5 (T2, Y2))

seklinde verilsin. Dolayisiyla

po= (1 X p2) o (Ig, x S x Ig,)

dir. Burada S,
S: Gy x Gy — Gy X Gy, S(x9,11) = (Y1, 22)

seklinde verilen yer degigtirme dontisiimiidiir. g diferensiyellenebilir doniigtimlerin
bilegkesidir. Dolayisiyla diferensiyellenebilirdir. G’ nin i = (iy, i2) ters doniigimi de

diferensiyellenebilirdir. Dolayisiyla G = G; x G5 bir Lie gruptur. O

Lemma 2.0.20. G bir Lie grup ve H C G hem altgrup hem de altmanifold olsun.
H da bir Lie gruptur [8].

Ispat. 1= pg: Gx G — G, G’ nin ¢arpim doniigimi olsun. H’ nin gy ¢arpim
doniigiimii de pg = p |gxg seklinde verilebilir. p, diferensiyellenebilir ve H x H,
G x G’ nin altmanifoldu oldugu i¢in uy : H x H — G diferensiyellenebilirdir.
H altgrup oldugu i¢in H’ nin diferensiyellenebilir altmanifoldlarinin igerisine bir
dontigiimdiir. Buda py : Hx H — H’ 1n bir diferensiyellenebilir dontigiim oldugunu
gosterir. 1y : H — H dontigtimii de diferensiyellenebilirdir. Dolayisiyla H bir Lie
gruptur. [
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Lemma 2.0.21. G bir Lie grup ve H da bir altgrup olsun. h € H bir nokta olsun.
Bu taktirde asagidaki ifadeler denktir:

a) H, h noktasinda G’ nin bir altmanifoldudur,

b) H, G’ nin bir altmanifoldudur [8].

Ispat. Acik bir sekilde (b), (a)’ y1 gerektirir. (a)’ mmn varoldugunu kabul edelim.
m < n olmak tizere G’ nin boyutu n ve H’ nmn boyutu da m olsun. Ustelik G’
de A’ nin bir U acik komgulugu vardir ve x U dan R" agik altkiimesi iizerine bir
diffeomorfizmdir. Burada y (h) = 0 ve x (UNH) = x (U) N (R™ x {0}) dir. k €
H olmak iizere a = kh~! alahm. Burada L, h dan k iizerine olacak sekilde G
den G’ ye bir diffeomorfizmdir. H’ 1 k noktasinda m boyutlu bir altmanifold
oldugunu gosterecegiz. a € H icin, L, dontigiimii, bire-bir ve orten olacak sekilde
H altkiimesinden H altkiimesi tizerine bir dontigiimdiir. Uy = L, (U), G’ de K’ nin
bir acik komsgulugudur. Ustelik yz = x o L' Uy dan R™ nin y (U) acik altkiimesi

uzerine diffeomorfizmdir.

Xk (UNH) = xx(LUNLH)
= ysoL,(UNH)

= x(UnH)

= x(U)Nn(R™ x{0})

Bu da gosteriyor ki H, k noktasinda m boyutlu bir altmanifolddur. k£ € H keyfi

oldugundan (b) ispatlanmig olur. O

Lemma 2.0.22. det : GL (V) — R* fonksiyonunun T det = tr : End (V) — R
seklinde I da bir tanjant dénisimi vardr [8].

Ornek 2.0.14. V sonlu boyutlu bir reel lineer uzay olsun.
SL(V)={AeGL(V)|det A=1}

seklinde ozel lineer gruplary tanmimlayalim. det, GL(V)’ den R* dzerine bir grup

homomorfizmidir. Ayrica SL(V'), det’ man ¢ekirdegidir ve SL(V), GL (V) nin
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altgrubudur. SL (V)" nin GL (V') nin altmanifoldu olmasy i¢in I = Iy oldugunu
gostermek yeterlidir.
G =GL(V), End (V) lineer uzayimn agik altkimesi oldugu i¢in, G’ nin Ty (GQ)
tanjant uzayr End (V') ile tanimlanabilir. det fonksiyonu G den R izerine diferensiyellenebilirdir.
Dolayisiyla det fonksiyonunun tanjant uzayr End (V)" den R’ ye bir lineer doniisimdir.
Lemma 2.0.22 de tanjant dénisiminin tr : End (V) — R, A — tr(A) seklinde
bir iz oldugu belirtildi. Acgik bir sekilde tr orten lineer dontustimdir. Bu da det [
nan submersiyon olmasini gerektirir. Dolayisiyla SL (V) nin I daki altmanifoldlar:

diferensiyellenebilirdir. O halde SL(V'), GL (V) nin altmanifoldudur [8].

Teorem 2.0.6. G bir Lie grup ve H da G’ nin bir altgrubu olsun. Bu taktirde
asagqidaki ifadeler denktir:

a) H topolojik anlamda kapalidur,

b) H bir altmanifolddur [8].

Ispat. (b) nin (a) y1 gerektirdigini ispatlayacagiz. (b) yi kabul edelim. G’ de e’ nin
bir U acik komsulugu vardir 6yle ki UNH = UNH dir. a € H olsun. L,, G’ den G’
ye bir diffeomorfizm oldugu i¢in, aU G de a nin bir agik komgulugudur. Dolayisiyla
aUNH # 0 dir. h € aU N H secelim. a~'h € U dur. Diger taraftan a € H, h € H

dan a='h € H dir. Dolaywsiyla a='h € UN H = U N H dir ve buradan a € H dur.
Boylece H C H sonucu ortaya cikar. O halde H kapalidir. O]

Sonug 2.0.8. G bir Lie grup olsun. G’ nin her kapaly altgrubu bir Lie gruptur [8].

ispat. H, G’ nin bir kapali altgrubu olsun. Teorem 2.0.6 dan H, G’ nin bir
dife-rensiyellenebilir altmanifoldudur. Dolayisiyla H hem altgrup hem de altmanifold
oldugundan bir Lie gruptur. O

2.0.5 Lie Grup Homomorfizmi

Tanim 2.0.34. G ve H Lie gruplar olsun.

a) G den H’ ya bir Lie grup homomorfizmi, gruplarn homomorfizma sartlaring

saglayan bir o : G — H diferensiyellenebilir donisimaidir.
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b) G’den H tzerine bir Lie grup izomorfizmi, tersi de bir Lie grup homomorfizmi

olan bir ¢ : G — H bire-bir ve drten Lie grup homomorfizmidir [8].

Uyar1 2.0.1. Eger ¢ bir Lie grup izomorfizmi ise, ¢ diferensiyellenebilir, bire-bir,
orten ve ayrica ¢’ nin tersi de diferensiyellenebilirdir. Dolayiswyla o bir diffeomorfizmdir

[8].

Ornek 2.0.15. G bir Lie grup ve g € G olsun. Cy, : G — G donusimini
Cy(h) = ghg™! seklinde eslenik olarak tamimlayalim. Bu takdirde, grup ¢arpima
diferensiyellenebilir oldugundan C, diferensiyellenebilirdir. Kolayca gosterilebilecegi

gibi Cy ayna zamanda bir grup homomorfizmidir. Boylece Cy bir Lie grup homomorfizmidir

[6].

Onerme 2.0.11. Lie grup homomorfizmlerinin bileskesi yine bir Lie grup homomorfizmadir

14].

Tanim 2.0.35. Bir G Lie grubunun bir Lie altgrubu, i : H — G icerme dontsiumi
Lie grup homomorfizmi olacak sekilde bir Lie grup yapisi ile donatilmis olan H

altgrubudur [8].

Lemma 2.0.23. ¢ : G — H Lie gruplarn homomorfizmi olsun. ¢, e noktasinda

lokal diffeomorfizm ise, ¢, G’ nin her noktasinda lokal diffeomorfizmdir [8].

Ispat. a € G olsun. ¢ (azx) = ¢ (a) ¢ () dir. @oL, = Ly(ayop den ¢ = LygyopoL,*

olur. L, ve Ly, diffeomorfizmdirler. L7t

., a dan e’ ye doniisim oldugu igin ¢,
e noktasinda lokal diffeomorfizmdir. O halde Ly © ¢ o L', a noktasmmda lokal

diffeomorfizmdir. Dolayisiyla ¢, a noktasinda lokal diffeomorfizmdir. O

Lemma 2.0.24. ¢ : G — H Lie gruplarin immersiyon homomorfizmi olsun. ¢

submersiyondur gerek ve yeter sart ¢ (G), H’ man agik altgrubudur [8].

Onerme 2.0.12. G bir Lie grup ve H kapalr normal altgrup olsun. Bu takdirde
G/H, m:G — G/H Lie grup homomorfizmi olacak sekilde bir tek Lie grup yapisina
sahiptir [8].
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Ispat. G /H, m submersiyon olacak sekilde bir tek manifold yapisiyla donatilmigtir.
H normal oldugundan G/H fiizerinde m grup homomorfizmi olacak sekilde bir tek
grup yapisi vardir. fi, G/H bdlim grubunun ¢arpim doéntigiimii olsun. Bu takdirde

agagidaki diyagramin degigimli oldugu kolayca gortiliir:

GxG a G
G/H x G/H— G/H

i ve m diferensiyellenebilir oldugundan 7 o p de diferensiyellenebilirdir. Sol dikey
doniigim submersiyon oldugu igin, i’ nin diferensiyellenebilir oldugu gelir. Benzer
sekilde G/H’ nin ters doniigiimii de diferensiyellenebilirdir. Béylece G/H Lie grup
ve m Lie grup homomorfizmidir.

Kabul edelim ki G/H’ nmn, 7 : G — G/H Lie grup homomorfizmi olacak
sekilde iki tane Lie grup yapist olsun. G/H ve (G/H )/ alahm. [ : G/H —
(G/H )/ birim doniisiimii acik bir sekilde gruplarin bire-bir homomorfizmidir. Sonug
1.0.2. den 7 submersiyon oldugundan [ diferensiyellenebilirdir. Dolayisiyla I bir
Lie grup homomorfizmidir. [ bire-bir oldugundan I her yerde immersiyondur.
Dolayisiyla Lemma 2.0.24 den I submersiyondur. Bu da I nin bire-bir orten lokal
diffeomorfizm oldugunu gosterir. Yani [ bir diffeomorfizmdir. Dolayisiyla I Lie

gruplarin izomorfizmi olur. Bu da I’ nin tekligini gosterir. O

Lemma 2.0.25. ¢ : G — H Lie gruplarin bire-bir homomorfizmi olsun. Bu takdirde

@ her yerde immersiyondur [8].

Teorem 2.0.7. ¢ : G — G Lie gruplarm homomorfizmi ve H = kerp, G’ nin
kapaly normal altgrubu olsun. @ : G/H — G homomorfizmi diferensiyellenebilir

bire-bir immersiyondur ve eger ¢ drten ise, ¢ Lie gruplarin izomorfizmidir [8].

ispat. Asagidaki diyagram grup homomorfizmlerinin degigimli diyagramidir:
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G " . G/H

A

/

G
Ustelik 7 submersiyon ve @ diferensiyellenebilir oldugundan ¢ diferensiyellenebilirdir.
Dolayisiyla ¢ Lie gruplarin bire-bir homomorfizmidir. Ayrica Lemma 2.0.25 den ¢
bir immersiyondur. Kabul edelim ki ¢ orten olsun. Bu takdirde ¢ ¢rtendir ve Lemma
2.0.24" den ¢ de submersiyondur. Buradan ¢’ nin lokal diffeomorfizm oldugu sonucu
gikar. Dolayisiyla ¢ diffeomorfizmdir. Bu da ¢’ nin Lie grup izomorfizmi oldugunu

gosterir. O

Onerme 2.0.13. ¢ : G — G Lie gruplarin homomorfizmi olsun. ¢ (G), G’ nin

agik altkiimesidir gerek ve yeter sart ¢ submersiyondur [8].

Ispat. Eger ¢ submersiyon ise, ¢ (G) agiktir. H, ¢’ nin gekirdegi olsun. Teorem
2.0.7 den ¢ : G/H — G Lie gruplarin bire-bir homomorfizmidir. Lemma 2.0.24
den ¢ submersiyondur. 7 orten olacak sekilde » = ¢ o 7 oldugu i¢in ¢ her yerde

submersiyondur. O

Sonug 2.0.9. ¢ : G — H Lie gruplarin bir homomorfizmi olsun. ¢’ nin ¢ekirdegi
G’ nin kapal altgrubudur ve Kery bir Lie gruptur [8].

Ispat. K = Kery alahm. K, G’ nin bir altgrubudur. ¢ siireklidir ve {eg}, H 1m
kapal altkiimesidir. Dolayisiyla, K = ¢~ ({eg}) G’ nin kapah altgrubudur. Sonug
2.0.8" den dolay1 K bir Lie gruptur. O]

Ornek 2.0.16. V n-sonlu boyutlu kompleks lineer uzay olsun. End (V') ile V den
V7 ye kompleks lineer donisimlerin kompleks lineer uzaylarine ve GL (V') ile de
tersi almabilir donisimlerin altkiimesini gosterelim. det : End (V) — R* bir
kompleks polinom déniisimdir ve sireklidir. C* = C\ {0}, C’ de ag¢ik oldugu igin
GL(V) =det™" (C"), End (V)’ de agikter. GL (V) nin Lie grup oldugu daha énce
gosterilmisti. det : GL (V) — C* bir Lie grup homomorfizmidir. Dolayisiyla Sonug
2.0.9” dan det’ wn ¢ekirdegi SL (V) ={A € GL(V)|det A =1} bir Lie gruptur [8].

32



Degismez Vektor Alanlari

Tanim 2.0.36. M bir manifold ve G bir Lie grup olsun. M’ de diferensiyellenebilir

vektor alanlarmin reel lineer uzaylar V (M) ile gdsterilsin. Eger her a € G igin
(La),v="10
ya da denk olarak a, b € G i¢in
v (ab) = Ty, (Lg) v (b)

ise, v € V (G) vektor alanina sol degismez vektor alany denir [8].

’ nin bir lineer

Diferensiyellenebilir sol degismez vektor alanlarmin ailesi, V' (G)
alt uzayidir ve V; (G) ile gosterilir. Yukaridaki esitlikte b = e alimirsa gorebiliriz
ki sol degismez vektor alani e’ de v (e) € T.G degeri ile tamamen belirlenebilir.
Diger bir ifadeyle v — v (e), V; (G) den T.G igerisine bire-bir lineer déniigiim olarak

tanimlanabilir.

Eger X € T.G ise G deki vx vektor alani

dir.

Lemma 2.0.26. X — vy donisimi T.G den V, (G) tzerine bir lineer izomorfizm

olarak tanymlanyr ve bu donisimin tersi v — v(e) ile verilir [8].

Ispat. G x G — G, (a,b) — L, (b) bir diferensiyellenebilir doniigiimdiir. X € T,G

yoniinde b = e de b ye gore diferensiyellenebilirse,

G —- TG
a — T.(Ly)X

bir dontigiim olarak diferensiyellenebilirdir. Bu ifadeye goére vx G de bir vektor
alanmidir. Burada X — vy bir reel lineer 7.G — V (G) dontigimii tanimlar. Bu
dontigiim V; (G)’ nin tizerinedir.
X € T.G olsun.
Loy = Lgo Ly
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diferensiyellenebilirdir ve zincir kuralini uygularsak,
Te (Lay) = Ty (La) Te (Ly)

oldugu gelir. vx sol degismez sartlarini saglar. Dolayisiyla vx sol degismezdir.
vx (e) = X olmak fizere, ¢ :V,;(G) — T.G, v — v (a) dénligimi hem bire-bir

hem de o6rtendir. Dolayisiyla €, X +— vy tersi ile bir lineer izomorfizmdir. O]

Tanim 2.0.37. E"' de parametrik bir egri

&X:I — En+1

t = ax(t)= (aX1 (t), e XX gy (t))

olsun. E™' Jdizerinde bir vektor alans vx olmak tizere ¥t € I icin

dax .
—— =ax = vx (ax (T

X~ = vx ax (1)
ise ax egrisine vy vektor alanimn integral egrisi denir [1].

Teorem 2.0.8. E™ de bir acik U, U dizerinde diferensiyellenebilir bir vektor alan:

vx ve U nun bir noktasy P olsun. O zaman 0 € I olmak tzere vy in oyle bir
ax: 1 —-U
integral egrist vardir ki

a) OéX(()):P,

b) Bx (0) =P

olmak tuzere vx in bir diger

ﬁX:[HU

integral egrisi meveut ise I C I ve Yt € I igin

Bx (t) = ax (1)

dir[1].
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Tanim 2.0.38. Teorem 2.0.8. de gecen ax integral egrisine vy vektor alanwnin P

noktasindan gecen maksimal integral egrisi denir [1].

Lemma 2.0.27. X € G olsun. ax integral egrisinin tanym kimesi R dir. Ayrica
her s, t € R i¢in

ayx (s+1t) =ax (s) ax (t)
dir ve

RxT.G — GG,

(6, X) = ax(t)

dondisimi diferensiyellenebilirdir [8].

2.0.6 Ustel Doniisum

Tanim 2.0.39. G bir Lie grup olsun. Bu takdirde exp = exps : 1T.G — G,
exp (X) = ax (1) donisiimiine tstel dontdsim denir|8|.
Burada ay, vx (e) = X seklinde belirtilen G deki sol degigmez vektor alanm vy

in e baslangi¢c noktasi ile maksimal integral egrisidir.
Lemma 2.0.28. Her s, t € R ve X € T.G i¢in

a) exp (sX) = ax (s)

b) exp(s+1t) X =expsXexptX

dir. Ayrica exp : T.G — G donisimi diferensiyellenebilirdir, O noktasinda bir lokal
diffeomorfizmdir ve exp in orjindeki tanjant dontusumi Ty exp = I seklinde verilir

[8].

Ispat. ¢(t) = ax (st) egrisini diigiinelim. ¢ (0) = e ve

—c(t) = sayx (st)
= svx (ax (st))

= vsx (¢(?))
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dir. Dolayisiyla ¢, e baglangi¢ noktasi ile v,x in maksimal integral egrisidir. Buradan
c(t) = asx (t) sonucunu c¢ikarabiliriz. Boylece t = 1 degeri ile (a) esitligini elde
ederiz.

(b) esitligi de lemma 2.0.27 ve (a)’ daki esitligin bir sonucudur.

ax :RxT,G — G,

(t,X) — ax(t)

seklinde bir diferensiyellenebilir doniigtimdiir. Burada ¢t = 1 alirsak exp in diferensiyellenebilirligini

elde ederiz. Ayrica

d
To (exp) X' = EGXP (tX) [i=o0

= ax (0)
= vy (e)

= X

dir. Dolayisiyla Ty (exp) = Iz, x olup ters fonksiyon teoreminden, exp(0) bir lokal
diffeomorfizmdir. Yaniexp, 7.G den 0" 1n bir U acik komsulugu iizerine diffeomorfik

bir dontigtimdyir. O
Tanim 2.0.40. G bir Lie grup olsun. Bu takdirde

a:(R,+)—G
diferensiyellenebilir grup homomorfizmine G’ nin 1-parametreli altgrubu denir
[8].
Lemma 2.0.29. Eger X € T,G ise,

a:tr—exptX

G’ nin 1-parametreli altgrubudur. Ustelik biitin 1-parametreli altgruplar bu yolla

elde edilebilir. a, G de 1-parametreli altgrup ve X = & (0) olsun. O halde
a(t) =exp (tX)

dir [8].
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ispat. a: R — G 1-parametreli altgrup olsun. Burada « (0) = e ve

dir.

d
EOC (t + 8) |s:0

d
= 5@ (t) a(s) ls=o

= T.(Law) @ (0)

= ux (a(t))

Dolayisiyla «, e baslangic noktasi ile vx icin bir maksimal integral egrisidir.

Maksimal integral egrilerinin tekliginden o = ax dir. Buradan goriiliir ki,

dir.

a(t) =exp (tX)

O

Lemma 2.0.30. ¢ : G — H Lie gruplarin homomorfizmi olsun. Asaqidaki diyag-

ram degisimlidir:

8].

Ispat. X € T.G olsun.

T.G T.H
eTrpG ETPH
G > H

a(t) = ¢ (expg (tX))

H’ nin 1-parametreli altgrubudur. Bu dontigiimiin ¢ = 0’ da diferensiyeli alinirsa

a(0) =

T, (90) Ty (eXpG) X

- Te (SD)X

bulunur. Lemma 2.0.29" u uygularsak

sonucu ¢ikar. Bu sonucta ¢t = 1 alinirsa ispat tamamlanmaig olur.

a(t) = expy (ITe (¢) X)
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BOLUM 3
LIE GRUPLARIN ETKILERI

Bu boliimde Lie gruplarin gesitli etki tiirlerini ve bunlarla ilgili temel teorem ve

sonugclar1 verecegiz.
Tanim 3.0.41. Bir G Lie grubu ve M manifoldu i¢in,
w:GxM—M

diferensiyellenebilir donusimi eger asaqidaki sartlar, saghyorsa, G Lie grubu M
manifoldu tzerine soldan etki eder denir [5].
1. Herm € M igin p(1g,m) = m,
2. Her g, h € G vem € M igin, p(u(g,h),m)=p(g,p(h,m)).

Bundan sonraki kisimlarda iglem kolayligi agisindan bazen (g, m) yerine kisaca
gm gosterimini kullanacagiz.

Uzerine G Lie grubu araciligiyla etki edilen bir M manifolduna kisaca G-manifold
denir.

G Lie grubunun M manifoldu tizerine soldan etkisi p : G x M — M olsun. Bu
takdirde her g € G ve m € M igin,

7(9): M — M
m = 7(g)(m)=gm
dontigiimiini tanimlariz.
7(gh) =7 (g) 7 (h)

oldugu kolayca gosterilebilir. Ayrica 7 (g), diferensiyellenebilirdir. Dolayisiyla, her
g € G igin 7 (g) dontigiimii, 7 (¢~') tersi ile M’ nin diffeomorfizmleridir [5].
Tanim 3.0.42. Bir G Lie grubunun bir M manifoldu tizerine sol etkisi verilsin.

Her m € M noktasi i¢in, m’ nin yoriunges:

Q=Gm={gm:g€G}
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seklindeki G nin elemanlarinin etkisi altindaki m nin bitin gorintilerinin kimesidir.

p(m):G— M, p(m)g=gm
diferensiyellenebilir dontisimine, m’ nin yoringe déniisimd denir [5, 6].
Lemma 3.0.31. Her m € M icin,

p(m): G — M
yoringe donisimi sabit ranka sahiptir. Ayrica p (m) bir submersiyondur [5].
ispat. 7 ve v etki doniigiimleri olsun. Her a, b € G igin
(7 (a)op(m))(b) = 7(a)(b.m)
= (ab).m

= p(m).(ab)
= (p(m)ory(a))(b)

dir. Yani her a € G i¢in,
7(a)op(m)=p(m)o~(a)

dir. Eger G deki birime gore bu doniigiimiin diferensiyelini hesaplarsak her a € G
i¢in,
T (7 (a)) o Ty (p(m)) = Ta (p(m)) o Ty (v (a))

olur. 7 (a) ve 7 (a) birer diffeomorfizm oldugundan, 7}, (7 (a)) ve T} (v (a)) tanjant

uzaylarin izomorfizmleridir. Bu da gosterir ki,
rankTy (p (m)) = rankT, (p (m))

dir. Dolaywsiyla a +— rank,p (m), G’ de sabittir. ]

Tanim 3.0.43. Bir G Lie grubunun bir M manifoldu tizerine sol etkisi verilsin.

m € M i¢in m nin izotropt grubu
Gn=1{9€G:9gm=m}
kiimesidir [6].
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Ornek 3.0.17. Ejer G bir Lie grup ve M diferensiyellenebilir manifold ise, G Lie

grubunun M manifoldu tizerine asikar etkisi tim g € G’ ler igin,
gm=m

seklinde tanwmiidir. Diferensiyellenebilir etki oldugu kolayca gésterilir. Ayrica her

bir noktanin izotropi grubu G’ nin kendisidir [6].

Lemma 3.0.32. M bir G-manifold ve m, n € M olsun. Bu takdirde,

1. Gyn = 9.Gp.g™?

2. GmNGn#0) = Gm=Gn
dir [10].
ispat. 1. Bir G, izotropi grubunda herhangi bir a noktas: alalim .

ac€ Gy, <= agm=gm
— g_lag.m =m

— glage G,

—

a€ gGng

Buradan G, = 9.G,.g~ " oldugu gelir.

2. z € G.mNG.n olacak gekilde bir z noktasi alalim. Bu takdirde,

zeGmNGn = z=g.m=¢gan

— m:gflggn:g.n

dir. Buradan

olur.
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Simdi en 6nemli etki tiirlerini verelim.

Tanim 3.0.44. Bir G Lie grubunun bir M manifoldu tzerine sol etkisi verilsin.
Eger bazs m € M ler igin,
gm=m

esitligi g = e i¢in saglanwyor ise, etkiye serbesttir (free) denir [7].

Ornek 3.0.18. H, G’ nin bir Lie altgrubu olsun. H x G — G ¢arpim donusumuniin
kwsitlanmasy H’ man G tizerine soldan serbest etkisidir. Benzer sekilde G x H — H

kwsitlanmasida H min G uzerine sagdan serbest etkisidir [6].
Tanim 3.0.45. Bir G Lie grubunun bir M manifoldu tzerine sol etkisi verilsin.
Eger her m, n € M 1i¢in
gm=n

olacak sekilde en az bir g € G var ise, etkiye gegiglidir (transitive) denir [6].
Ornek 3.0.19. GL (n,R) genel lineer grubunun R™ manifoldu tzerine dogal etkisi
matris ¢arpimy aracihgiyla verilen GL (n,R) x R" — R", (A,z) — Ax etkisidir.
Burada i bir situn matrisi olarak distinebiliriz. Bu dogal etkinin O (n) x S"~1 —
S usatlamasing disindirsek O (n) nin S™~1 dizerine bir gegisli etkisini etkisini elde
ederiz. S, R™ nin bir gomiili altmanifoldu oldugundan bu etki diferensiyellenebilirdir
[6].
Tanim 3.0.46. Bir G Lie grubu M manifoldu tuzerine geg¢isli bir sekilde etki edi-
yorsa, M manifolduna homojen uzay denir [6].
Tanim 3.0.47. Ejer C C Y kompakt altkimesi i¢in =1 (C) ters gorintisi kompakt
ise, X topolojik uzayindan'Y topolojik uzayina f sirekli donisimine diizgiin (proper)
donigim denir [8].
Tanim 3.0.48. Eger asagidaki tu¢ denk sarttan biri saglamrsa, pp - G X M — M
diferensiyellenebilir etkisine dizgiun (proper) etki denir [10].

1. Hrge Gvex e M

(uyid) :Gx M — M x M

(9,2) — (9.7, )
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diizglin dontigtimdiir.

2. Bazi g, € G ve x,, x, y € M’ ler i¢in M’ de gz, — y ve x, — x ise, (g,) G’

de yakinsak bir altdiziye sahiptir.
3. K ve L, M’ de kompakt ise,
{9eG:9g.KNL=#0D}
kompakttir.

Simdi bu ii¢ sartin denkligini gosterelim:
(1) = (2): tammn direkt sonucudur.
(2) = (3): (gn), {9 € G:9.KNL# 0D} de bir dizi ve g,.x, € L olacak gekilde

9

z, € K olsun. K kompakt oldugu i¢in z,,’” in z,, — = € K yakinsak altdizisini
segebiliriz. L kompakt oldugu i¢in gy, .x,, icin benzer seyleri yapabiliriz. (2)’ den
soyleyebiliriz ki (g,,) yakinsak bir altdiziye sahiptir. Dolayisiyla {g € G : g. K N L #
0} kompakttir.

(3) = (1): R, M x M’ nin bir kompakt altkiimesi olsun. L ve K kompakt
ve (u,id) " (R) C{g€G : g KNL#0} x K dir. (3) den {ge G :g9.KNL%#0}

kompakttir. Dolayisiyla (y,id) " (R) kompakt ve (u,id) diizgiindiir.

Onerme 3.0.14. M, G’ nin etkisinin dizgiin ve serbest oldugu bir G-manifold
olsun. Bu takdirde M/G, 7 : M — M/G izdisimi submersiyon olacak sekilde

bir tek diferensiyellenebilir yapiya sahiptir [7].

Sonug 3.0.10. M, G kompakt ve G’ nin etkisi serbest olacak sekilde bir G-manifold
olsun. Bu takdirde M /G, m : M — M/G izdisimi submersiyon olacak sekilde bir

tek diferensiyellenebilir yapiya sahiptir [7].

Ornek 3.0.20. Eger H altmanifoldu olan bir G Lie grubunun altgrubu ise, h € H
ve g € G’ ler igin h.g = g.h™' seklinde H 'min G iizerine etkisini tanimlayabiliriz.

Bu etki acik bir sekilde serbest etkidir. Ayrica dizgin etkidir:

(u,id) : Hx G — GxG

(h,g) — (g,9h7")
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dontstimind tanimlayalim ve C de H x G’ nin kapaly bir altkimesi olsun. Kabul

)

edelim ki, (gj,gjhj_l) , (z,y) € G x G’ e yakinsayan (p,id) (C) de bir ag olsun. g,
ler x7 e yakwnsar ve h; = (gj_lgjhj_l), (ac_ly)f1 =y~ 'z’ e yaknsar ve Dolayswyla
(y'z,x) € C olur. Buradan (x,y) = (x,x(y‘lx)_l) € (u,id) (C) dir. Dolayswyla
(i, 1d) (C) kapahdur. (z,y) € G X G olsun. Bu takdirde,

(n,id)~H(C) = {(h,9) € HxG|g=u, gh™" =y}
= {(h,g) e HxG|lg==x, h=y""g}

= (')

dir. Dolayiswyla agik bir sekilde kompakttir. Yukaridaki onermeden soyleyebiliriz ki
G/H bir tek diferensiyellenebilir yapiya sahiptir [7].

3.0.7 Esdeger Doniigtimler

Tanim 3.0.49. M ve N birer G-manifold olsun. Eger F': M — N dénisumi her
g € G igin

F(g.p) = g.F (p)

F(pg)=F(p)g
sartlarne saghyor ise, I ye G etkilerine gore esdegerdir denir. Denk olarak, 6 ve ¢

siraswyla M ve N de verilen etkiler olsun. Eger her g € G i¢in asagqidaki diyagram

degisimli ise, F' ye egdeger donigimddir denir [6].

F

M N
0g Pg
M——>N

Ornek 3.0.21. G ve H Lie grup ve F' : G — H bir Lie grup homomorfizmi olsun.
Bu takdirde,
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seklinde G’ nin H’ ya sol etkisini tanimlayabiliriz. 0’ nin etki sartlarine sagladiging

gosterelim.

0.(h) = F(e)h

ve

Og 0 0g,(h) = F(q1) (F(g2) h)
= (F (91)F<92))h
= F(q192)h

09195 (1)

dir. Ayrica G-etkisine gore F' egdegerdir. Clinki

0,08 (5) = Flo)F(g)

dir [6].

Teorem 3.0.9. M ve N diferensiyellenebilir manifold ve G bir Lie grup olsun. F' :
M — N’ nin N’ de diferensiyellenebilir G-etkisi ve M’ deki gegisli G-etkisine gore
esdeger olan bir diferensiyellenebilir dontusim oldugunu kabul edelim. Bu durumda

F sabit ranka sahiptir [6].

Ispat. 6 ve @ sirastyla M ve N’ nin G-etkileri ve pg € M olsun. Her p € M noktasi
icin,
04 (po) = p
olacak sekilde bir g € GG noktas1 secebiliriz.
pgo ' =Fol,

esitliginin diferensiyelini alirsak,

g, © Fop=Fipo0

Gxp
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olur.

0, : ToyM — T,M

Gxp
ve

Py - Trpo) N — Trp)N

lineer donitigiimleri izomorfizm oldugu icin
Fipy : TpoM — Tppy) N

ve

Fop: T,M — Tpp N

lineer dontigimleri ayni ranka sahip olur. Diger bir ifadeyle, herhangi bir py’ daki

rankiyla aynidir. Dolayisiyla F' sabit ranka sahiptir. O
Simdi agagidaki 6nermenin ispatinda kullanilacak olan bir lemmay1 verelim.

Lemma 3.0.33. Iki topolojik uzay arasindaki f - X — 'Y diizgiin, sirekli dondisima

kapalidur [10].

ispat. A C X kapali altkiime olsun ve f (A)’ nin kapaniginda bir y noktasin alalim.
flan) € f(A), vy ye yakinsasm. f(a,), B C f(A) smurh altkiimesi tarafindan
igerilir. Dolayisiyla f diizgiin oldugundan, a, C f~'(B) N A dir. Sonug olarak
(an), a € A limitli yakinsak bir altdiziye sahiptir ve f’ nin siirekliliginden dolay1 bu
f(a) € f(A) limitli f(a,)’ nin yakinsak bir altdizisini verir. f(a,), y noktasna
yakinsadigindan y = f (a) € f (A) olur. O

Onerme 3.0.15. 1 GXM — M dizgiin etkisinin yorungesi kapaly bir altmanifolddur
[10].

Ispat. Bir 6nceki lemmadan dolay1 (u, id) kapahdir. Dolaysiyla (u,id) (G, m) =
G.m x {m} dir ve G.m kapahdir. pu,, : G — G.m doéniigiimiiniin bir agik déniigim
oldugunu gosterecegiz. ., G-esdeger oldugu i¢in p,, (U) = U.m, m’ nin bir acgik
komsulugu olacak sekilde e’ nin bir U acik komsulugunun var oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in aksini kabul edelim. g,.m € G.m — U.m, m’ ye yakinsayan bir dizidir.

In, g € G, limitine yakinsayan bir diziye sahiptir. Diger yandan,

gn-m & Um = U.G,,.m
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oldugu i¢in, g, ¢ U.G,, dir. U.G,, agik oldugu i¢in, g ¢ U.G,, dir. Buda g € G,,
olmas ile gelisir.

Temel vektor alanlarinin tam manifoldlar: i¢in, G.m baslangic altmanifoldu ve
i : Gom — G/G,, bire-bir immersiyondur. i op = p,, acik oldugu igin i de agiktir

ve ¢ homeomorfizm oldugu icin G.m, M’ de altmanifolddur. [

Tanim 3.0.50. Bir G Lie grubunun temsilcist, V vektor uzayr olacak sekilde ¢ -

G — Aut (V') homomorfizmidir [19].
G’ nin V7 deki temsilcisi, (G, V') ya da basit bir sekilde V ile gosterilir.

Tanim 3.0.51. (G,V) temsilci olsun. Eger tim g € G’ ler i¢in .U C U ise, V'’
nin U altuzayina degismez ya da G-degismez denir [19].

(G,V) temsilcisinin {0} ve {v} seklinde en azindan iki tane degismez altuzay:

vardir.

Tanim 3.0.52. M bir G-manifold olsun. Eger M manifoldundaki m’ nin U agik
komsulugu degismez ve butinn € U’ lar i¢in F : G.m — G.n esdeger dontsum ise,

G.m yéringesine temel yoringe denir [10].
Teorem 3.0.10. 1. F': G.m — G.n esdeger donisimi ortendir.

2. F:G.m — G.n esdejer doniisiimii vardir <= baz b € G’ ler icin G, C bG b1
dir [10].

Ispat. 1. F (m) = b.n olsun. z = g.n € G.n keyfi noktas: icin,

z = gn
= gb'bn
= gb”'F(m)
= F (gb_l.m)
dir. Dolayisiyla F' : G.m — G.n egdeger dontisiimii 6rten olur.
2. (= ): Bir G,, izotropi grubunda ¢ elemam alalim .
gel,, = gm=m

— g.F(m)=F(9g.m)=F(m)
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ve F'(m) = bn i¢gin Lemma 3.0.32” den
gbn=bn = g€ Gy, =bG,b"

dir. Dolaysiyla G,, € bG,,b~! olur.
(<): F:G.m — G.n dontigimiinii F' (g.m) = gb.n geklinde tanimlayahm. Eger
g1.m = go.m, yani g = g5 g1 € G,
ise,
g1b.n = gob.n

ya da
g € Gy = bG b

olur. Dolaysiyla F': G.m — G.n seklinde F' egdeger dontistimii vardir.

Eslenik siniflar1

G’ nin kapali altgruplar1 agagidaki baginti ile denklik siniflarina ayrilir:

H~H < 396G sH=gHg!

H’ nmn denklik simflarn (H) seklinde gosterilir. Izotropi altgruplarm eglenik
simflar G : (G,,) = (G,,) etkisi altinda degismezdir. Dolayisiyla (G,,)" nin eslenik
smiflar1 her bir G.m yoriingesinden segilebilir. (G,,)’ ye m’ de yoriingelerin izotropi
tipi denir. Eger iki yoriinge ayni izotropi tipine sahip iseler, iki yoriingenin ayni tip
oldugu soylenir.

Eger G kompakt ise, altgruplarin esglenik siniflarini soyle tanimlayabiliriz:

(H)S(H') — 3K e (H), K'e([f)aKgK'

Bu tanmim kisaca suna denktir:

(H) < <H) — JgeG>HCgyH g}

dir [10].
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Lemma 3.0.34. G bir kompakt Lie grup ve H G’ nin kapaly altgrubu olsun. Bu
takdirde
gHg ' CH — gHg™' = H

dir[10].

ispat. gHg™ C H, tim n €N’ ler icin ¢g"Hg™™ olmasim gerektirir. A = {g" :

?

n €Ng} olsun. ¢~ in A’ nmin kapamgi tarafindan ihtiva edildigini gosterecegiz. Ik
olarak kabul edelim ki e, A’ nin yigilma noktasidir. e’ nin her U acik komsulugu
icin n > 0 olacak sekilde ¢" € U vardir. Bu ise ¢"! € ¢g7'U N A olmasim gerektirir.

b

¢~ 'U kiimeleri ¢~ in komsuluk tabanlarindan olustugu icin ¢g=!, A’ nin y181lma

noktasidir. Dolayisiyla ¢~* € A dur.
Simdi kabul edelim ki e, A diskrettir. G kompakt oldugu icin A sonludur.
Dolayisiyla bazi n > 0 icin ¢g" = e ve g" ' =g~ € A dur.

conj : G x G — @G siirekli ve H kapali oldugundan,
conj ([l, H ) CH
dir. Dolaywsiyla g 'Hg C H, g-'Hg = H olmasini saglar. O]

Tanim 3.0.53. M bir G-manifold ve m € M olsun. Eger G.m’ nin U agik
komsulugu G-degismez ve S = r~(m) olacak sekildeki r : U — G.m dontistimai
diferensiyellenebilir esdeger geri ¢cekme (retraction) ise, S C M altkiimesine m’ de

bir iz denir[10)].

Onerme 3.0.16. M bir G-manifold ve r : U — G.m olacak sekilde m € M

noktasinda S = r=* (m) iz olsun. Bu takdirde asagqidaki ifadeler vardur:

1. me SveG,SCS,

3. G.S={gs:9geG,seS}t=U [10].

Ispat. 1. § = ! (m) ve r (m) = m oldugundan, agikca m € S dir. G,,.5 C S

48



oldugunu gostermek ic¢in s € S ve g € G,, alahm. Bu takdirde,

r(g.s) = gr(s)

= g.m

olup buradan,

elde edilir.

gSNS#() = gseS, bansecS lericn
— m=r(g.s) =gr(s)=gm

— g€Gp.
3. r, U’ da tamimh ve U, G-degismez oldugu igin,
GS=Gr'(m)CGU=U
dir. Diger taraftan r (n) = g.m olacak gekilde n € U alalhm. Bu takdirde,

rlg7tn) = g7hr(n)

oldugundan, n = g (¢g~'.n) ve g~t.n € S dir. Dolayisiylan € G.S olup U C G.S
oldugu gortiliir. Sonug olarak G.S=U dur.

O

Sonug 3.0.11. M bir G-manifold ve S m € M noktasinda bir iz olsun. Bu takdirde

asagqidaki ifadeler vardir:

1. S bir G,,-manifolddur.

2. Tim s € S’ ler icin G4, C G, dir.
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3. Eger G.m temel yoriinge, G,,, kompakt ve m noktasindaki S izi yeterince kiigiik

secilirse, tiim n € S’ ler i¢in G,, = G, olur.

4. Eger S’ deki iki G,,.s1 ve G,,,.59 G -yoriungeleri S° de G,,-yoringeler olarak
ayn1 yoriinge tipine sahip iseler, G.s; ve G.so M’ de G-yoringeler olarak ayni

yoriinge tipine sahiptir.
5. S/G,, = G.S/G, M/G yoriinge uzaymda G.m’ nin agik komsulugudur [10].

ispat.
1. S’nin bir G,,-manifold oldugu agiktur.

2. Bir G,, izotropi grubunda herhangi bir g noktasi alalim.

gelG, — gn=neSs

= geGy,
olur. Buradan G, C G,, elde edilir.

3. (2)" den dolay1 G,, C G, dir ve dolaywsiyla G,, kompakttir. G.m, n € S’ lerin m’
ye yakin degerleri i¢in temel yoriinge oldugundan dolay1 G,,, G,,” nin altgruplarinin
eslenigidir. Yani

Gn C Gy Cg.Grg™
dir. G, kompakt oldugundan G, C ¢.G,g° ', G, = ¢g.Gh,g ' olmasim gerektirir.

Dolayisiyla G,, = G,,, olup G.n temel yoriingedir.

4. Her s € S'icin (G,,), € G ve tersine (2)’ den G5 C G, oldugundan G, C (G,,),
olur. Buradan (G), = G, dir. Bu da (Gn),, = 9(Gn),, 9" G5, = 9Gsg7"

olmasini gerektirir ve ayrica G-yoringeler ayn yoriinge tipine sahiptirler.

5. S/G,, = G.S/G izomorfizmi G,,.s — G.s dontigimii seklinde verilir. G.S = U,
M’ de G.m’ nin G-degismez agik komgulugu oldugu i¢in G.S/G, M /G’ de G.m’ nin

bir agik komsulugudur.
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Teorem 3.0.11. M bir G-homojen uzay ve p, M nin bir noktas: olsun.

F(9Gyp) =gp
seklinde tanimlanan

F:G/)G, — M
dontigimi esdeger diffeomorfizmdir [6].

Ispat. H = G, olsun. giH = goH oldugunu kabul edelim. Buradan g;'g, € H

olur. Ayrica,
F(g:H) = go2p
= qihp
= qi-p

= F(gH)

dir ve F egdegerdir. Ciinki

F <g'9H> = (gg’> P

dir. F” nin bire-bir ve orten oldugunu gosterelim. Her ¢ noktasi igin,
F(gH) = gp
= (9
olup etki gecisli oldugundan bir g € G eleman vardir. Diger taraftan, eger
F(gH) =F(g.H)
ise,
91-P = g2.p

dir. Bu da
g H =g H

olmasini gerektirir. Boylece F” nin bire-bir ve orten oldugunu gostermis oluruz. F
egdeger doniisiim oldugu i¢in sabit ranka sahiptir. Dolayisiyla F'; bire-bir ve orten

oldugundan bir diffeomorfizmdir. O]
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3.0.8 Yoriinge Manifoldlari

Tanim 3.0.54. G, bir M diferensiyellenebilir manifoldu tizerine etki eden bir Lie

grup olsun. M dzerinde bir Rg denklik bagintisiniy asagidaki gibi tanimlayalim.
Re={(g-mym)eMxM|geG,me M}

Bu denklik bagintisinan denklik siniflars M tzerindeki G-yoringelerdir. M/Rg bo-limiine
M’ nin yoringe uzayr denir ve M/G ile gosterilir [5].

Teorem 3.0.12. GG, bir M diferensiyellenebilir manifoldu tuzerine diferensiyellenebi-

lir olarak etki eden bir Lie grup olsun. Bu durumda asaqidaki sartlar denktir:

i) Rg bagintisy regilerdir,

ii) Rg, M x M’ nin bir kapali altmanifoldudur [5].

Ispat. (i) = (ii) oldugu aciktir. (i4) = (i) oldugunu ispatlamak icin p,

R — M nin bir submersiyon oldugunu gostermeliyiz.
0:GxM— M, (g,m)— (g.m,m)

dontisimuni tanmimlayalim. Acikca 6 diferensiyellenebilirdir ve M x M’ deki goriintii-
siit Rg’ ye esittir. Dolayisiyla 8" y1 G x M’ den Rg lzerine bir diferensiyellenebilir
doniigim olarak gozoniine alabiliriz. Bu takdirde py o0 = pro : G X M — M
dir. Boylece bu bilegske submersiyondur. 6 6rten oldugundan p, de bir submersiyon

olmak zorundadair. O

Bu teoremin bir sonucu olarak, eger Rg bir kapali altmanifold ise M /G yoriinge
uzay1 dogal bir diferensiyellenebilir manifold yapisina sahiptir ve p : M — M/G
dogal doniigimi bir submersiyondur. Bu durumda grup etkisinin regiiler oldugunu
soyleriz ve M /G’ ye M’ nin yéringe manifoldu deriz [5].

Regiiler bir etki i¢in M’ deki tiim G-yoringeler M’ nin kapali altmanifoldlaridir.
Bu durumda €2, M’ de bir yoriingedir. G x 2 — € indirgenmisg doniigiimic G’
nin Q tizerine bir diferensiyellenebilir etkisidir. Ustelik bu etki gecislidir. Herhangi

g € G icin 7(g) :  — Q doéntigimii bir diffeomorfizmdir. Bu, her ¢ € G igin
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boyg.m§2 = boy, 2 olmasini gerektirir. Ayrica m € Q icin p(m) : G — Q yoriinge
dontigiimi  bir orten subimmersiyondur.

Ayrica 0 : G x M — Rg doniisimii bir 6rten diferensiyellenebilir doniistimdiir.
m € M secelim ve 2, m’ nin yoriingesi olsun. j,, : G — G x M ile g € G

b

icin j,,(9) = (g,m) diferensiyellenebilir déntigiimiinti gosterelim. j,,” nin G’ den
G x M’ nin G x {m} kapal altmanifoldu {izerine bir diffeomorfizm oldugu agiktir.
Benzer sekilde k&, : 2 — M x M ile n € Q i¢in k,,(n) = (n,m) diferensiyellenebilir
doniigimiinii gosterelim. Acikga k,,, Q" dan © x {m} kapal altmanifoldu tizerine bir
diffeomorfizmdir. Q x {m} = Rg N (M x {m}) oldugundan onu R’ nin bir kapal

altmanifoldu olarak diisiinebiliriz. Bu durumda asagidaki degigimli diyagrama sahip

oluruz.

GxM 5 M x M

Eger 6 : GXx M — R doniigiimii bir diffeomorfizm ise G Lie grubunun M {izerine
bir regiiler diferensiyellenebilir etkisine serbesttir(free) deriz.

Yukaridaki diyagram, eger G’ nin etkisi serbest ise tiim yoriinge doniigtimlerinin
G’ den yoriingeler iizerine diffeomorfizm olmasini gerektirir. Ayrica m € M i¢in G,

izotropi gruplar1 agikardir.

Yan Kiime Uzaylari

G bir Lie grup ve H, G’ nin bir Lie altgrubu olsun. Bu takdirde

w:HxG— G,

(hag) = :ul(hag) = hg

23



seklinde H’ nin G {izerine bir diferensiyellenebilir sol etkisi tanmimlanir. Kargilik

gelen 0, : H x G — G x G dontigtimi 0,(h, g) = (hg, g) ile verilir. Bu doniisiim

a:GxGE—-GxG

(h,g9) = au(h, g) = (hg,9)

doniigiimiintin H x G’ ye kisitlamasidir ve agikca diferensiyellenebilirdir. Ayrica a;’
nin tersi 3 : G x G — G x G, Bi(h,g) = (hg™', g) doniigiimiidiir. Dolaysiyla o; bir
diffeomorfizmdir. Bu, «;’ nin H x G’ ye kisitlamasi olan 6;” nin de R goriintiisi
tizerine bir diffeomorfizm olmasini gerektirir. Boylece Rg, G X G’ nin bir kapali
altmanifoldudur ve H’ nin G iizerine bu etkisi regiilerdir ve serbesttir. Bolim
ma-nifoldu H\G ile gosterilir ve H’ ya gore G’ nin sag yan kime manifoldu
denir [5].

Benzer sekilde p, : H x G — G, (h,g) — gh™! doniisimiit H” nin G lizerine
bir sol diferensiyellenebilir etkisini tanimlar. Karsilik gelen 6, : H x G — G x G
doniigiimii 0,.(h, g) = (gh™, g) ile verilir. Bu doniigiim

a :GxG—Gxd

(h,g) — (gh™',g)

doniigimiinin H x G’ ye kisitlamasidir. Bu doniigiim agikga diferensiyellenebilirdir
ve tersi B, : G X G — G x G, (h,g) — (gh,g) doniigimiidiir. Dolayisiyla «;, bir
diffeomorfizmdir. Bu, a,” nin H x G’ ye kisitlamasi olan 6,” nin R goriintiisi
tizerine bir diffeomorfizm olmasini gerektirir. Bdylece Rg, G x G’ nin bir kapal
altmanifoldu olup H’ nin G iizerine bu etkisi regiiler ve serbesttir. Boliim manifoldu
G/ H ile gosterilir ve H’ ya gore G’ nin sol yan kiime manifoldu denir [5].

G, sag doniigiim araciligiyla kendisi tizerine diferensiyellenebilir olarak etki ettigin-den
bir

GxG5 G5 H\G

diferensiyellenebilir dontigimiinii olusturabiliriz. Bu dontigiim sag yan kiimeler tize-rinde
sabittir. Yukaridaki diigiinceden dolay: bu dontigiim bir ug, : G x H\G — H\G
diferensiyellenebilir doniigiimii indirger. Bu doniigiim G’ nin H\G iizerine bir diferensiyellenebilir

etkisidir.
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Benzer sekilde G, G/H sol yan kiime manifoldu iizerine diferensiyellenebilir

olarak etki eder.

Teorem 3.0.13. H, bir G Lie grubunun bir Lie altgrubu olsun. G’ de H’ nin sol yan
kimelerinin G/H kimesi, p : G — G/H , g — gH kanonik déniigimi bir bolim
dontigtimi olacak sekilde bir tek diferensiyellenebilir yapwya sahiptir. Ayrica G/H

tizerinde G grubunun (sol donisimler araciliguyla) kanonik etkisi diferensiyellenebilirdir

[17].

G, bir M manifoldu iizerine diferensiyellenebilir olarak etki eden bir Lie grup ve
m € M olsun. G’ de m’ nin G, izotropi grubunu alalim. Bu takdirde p(m) : G — M
yoriinge doéntigiimii sol G,,-yan kiimeler {izerinde sabittir. Dolayisiyla p(m), G/G,,
sol yan kiime manifoldunu tanimlamamiza imkan verir, yani asagidaki degigimli

diyagrama sahibiz:

a p(m) M
p
5(m)
G/Gp,

p(m), sabit ranka sahip oldugundan

rankgsp(m) = rank.p(m) = boy im (T.(p(m))) = boy T.(G) — boy ker T, (p(m))
= boy T.(G) — boy T.(G,,) = boy G — boy G, = boy G/G,,

dir. Diger taraftan, p bir submersiyon oldugundan
rankyq0(m) = rankgp(m) = boyG /G,

dir. p 6rten oldugundan bu, d(m)’ nin bir subimmersiyon olmasini gerektirir. Diger

taraftan 6(m) bire-birdir. Béylece §(m) bir immersiyon olmak zorundadir [5].
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