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OZET

U¢ boliimden olusan bu tezin birinci boliimiinde, diger béliimlerin daha ko-
lay anlagilmasini saglayacak bazi temel tanimlar ve teoremler verildi. Lineer uzay,
metrik uzay, normlu uzay, topolojik uzay, siirekli operatér ve kompakthik gibi temel
kavramlardan bahsedildi.

Tkinci boliimde, kompakt olmayan olciiyle ilgili temel bilgiler verildi. Simetrik
Hausdorff ve simetrik olmayan Hausdorff uzakliklari, Contor'un kesigsme teoremi,
baz1 kompakt olmayan 0lcii 6rneklerinden olan kompakt olmayan Kuratowski ve

kiire 6lciileri ile kompakt olmayan 6l¢iiniin temel 6zelliklerinden bahsedildi.

Uciincii boliimde, lineer olmayan kuadratik Volterra integral denklemleri ince-
lenerek kompakt olmayan 6l¢ii ile birlegtirilmig bir teknik yardimiyla, bu denklemle-
rin R, ’da tanimli, sinirl ve siirekli fonksiyonlarin uzay1 BO(R,, R)’de ¢oziilebilirligi
incelendi.

Ayrica, bu caligmada, baz sonuclarin daha iyi anlagilabilmesini saglayacak

uygulamalara yer verildi.
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ABSTRACT

The present thesis consists of three chapters.

In the first chapter of this thesis, some basic definitions and theorems were
given to make other chapters understand easier. Basic concepts like linear space,
metric space, normed space, topological space, continuous operator and compact set

were given.

In the second chapter, basic knowledge about measures of non-compactness
were given. Simetric Hausdorff and non-symmetric Hausdorff distance, Contor’s in-
tersection theorem, some examples of measures of non-compactness like Kuratowski
and ball, the basic features of measures of non-compactness were given.

In the third chapter, nonlineer quadratic Volterra integral equations were in-
vestigated. It was shown that this equations are solvable in the space BC(R,,R)
which elements are continuous and bounded any functions on R,. The main tool
used in this study is associated with the technique of measures of non-compactness.

Furthermore, some examples, which will make the basic consequence more

understandable, were solved.
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SEMBOLLER

R: Reel sayilar ciimlesi,

R, : [0, 00) aralig,

N: Dogal sayilar ciimlesi,

C: Kompleks sayilar ciimlesi,

BC (R4, R): R, ’da tanimli, reel degerli sinirli ve siirekli fonksiyonlarin uzayu,
sup: Supremuin,

inf: Infimum,

limsup: Ust limit,

liminf: Alt limit,

D(T): T doniisiimiiniin tanim ciimlesi,

R(T): T doniigiimiiniin goriintii ciimlesi,

Mpg: E Banach uzayimin bogtan farkh ve sinirhi alt kiimelerinin ailesi,
Ng: E’nin bogtan farkh ve 6n-kompakt alt kiimelerinin ailesi,

A: A kiimesinin kapanisi,

dist (z, A): = noktasinin A kiimesine uzakligi,

B(z,r): x merkezli r yarigaph agik yuvar,

B(z,7): o merkezli r yaricapl kapali yuvar,

diam A: A kiimesinin c¢api,

B(X,r): X kiime merkezli r yaricaph yuvar,

conv X: X'i ihtiva eden konveks ve kapali kiimelerin en kiigiigii.
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GIRIS

Integral isareti altinda bilinmeyen bir fonksiyonu ihtiva eden denklemler olarak
tanimlanan integral denklemler, uygulamali matematik ve matematiksel fizikteki bir
cok problemin doniistiigii en 6nemli denklem tiplerindendir. Bu denklemler, mate-
matiksel analizin giiniimiiz diinya problemleri iizerine uygulanmasinda da onemli
bir yere sahiptir. Integral denklem tabiri, ilk olarak 1888 yilinda Bois Reymand
[9] tarafindan kullanilmig olmakla beraber, bu denklemlere ilk olarak 1782 yilinda

Laplace’in lineer fark denklemleri ve integral deklemlerin ¢6ziimiinde kullandig,

f(x) = /O " e mo(y)dy

integral doniigiimiinde rastlanmaktadir, [9].

Integral denklemler, integral sinirlarina gore Fredholm ve Volterra olmak iizere
iki tipten olugmaktadirlar. Fredholm integral denkleminde integralin sinirlari sabit-
tir. Integral smirlarindan birinin 2 degigkeni olmasiyla karekterize edilen Volterra
tipi integral denklemlere ait ¢aligmalar ilk olarak 1860-1940 yillan arasinda yagamig

olan Italyan matematikcilerinden Vito Volterra tarafindan yapilmistir.

Integral denklemler teorisi, bircok uygulama alanina sahiptir. Mesela, trafik

arac teorisi ve biyoloji bilimindeki bazi1 problemlerin ¢6ziimii,

x(t) = f(t,x(t))/o u(t, s, z(s))ds, te€]|0,1]

formundaki lineer olmayan fonksiyonel integral denkleme dayanir.

Bu caligmada, integral denklemlerin bir sinifi olan lineer olmayan kuadratik
Volterra tipi denklemleri inceleyecegiz. Bu denklemlerin, R, iizerinde tanimli, sii-

rekli ve sinirh fonksiyonlarin uzayi olan BC(R,, R)’da ¢oziilebilirligini aragtiracagiz.
1



Bunu, kompakt olmayan 6l¢ii ile birlegtirilmis bir teknigi kullanarak yapacagiz. Ay-
rica, kompakt olmayan 6l¢iiniin uygun se¢ilmesi halinde, bu ¢oziimlerin, asimptotik
kararlilik denilen bir 6zelige sahip oldugunu gorecegiz. Son zamanlarda, baz1 integ-
ral denklemlerin ¢oziilebilirligine iligkin yapilan bircok calismada bu teknik yaygin

olarak kullanilmaktadar.



BOLUM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boéliimde, sonraki boliimlerin daha iyi anlagilmasini saglayacak bazi temel

tanmimlar ile teoremler verildi.

1.1. Baz1 Temel Kavramlar

TaNiMm 1.1.1. (Lineer Uzay)[8, syf. 69] Bog olmayan bir L ciimlesi ve bir F'
cismi verilmig olsun. Eger x,y € L, A € F i¢in +(z,y) =z +y ve -(\, ) = Az ile
tanmimlanan + : L x L — L, -: F x L — L fonksiyonlari, her x,y,z € Lve A\, € F
icin agagidaki esitlikleri saghyorsa, L ciimlesine, F' cismi iizerinde bir lineer uzay
denir.

(@) z+y=y+uz,

b) (x4+y)+z=z+ (y+2),
(¢) Vx € L i¢in x + 6 = 0 + x = x olacak sekilde bir § € L vardir,
(d) Vx € Licin x + (—z) = (—x) + x = 6 olacak sekilde bir (—x) € L vardur,
(€) (A+B)r = Ao+ B,

(f) Az +y) =z + Ay,

(9) (AB)z = A(B),

(h)

T =

—_

Lineer uzay taniminda gegen bu F' cismine, lineer uzayin skaler cismi, F' nin
elemanlarima ise, skaler denir. Lineer uzay yerine vektor uzayi deyimi de kullanilir.
Bu durumda, L nin elemanlarina genellikle vektor denir. € bazen 0 ile de gdsterilir.
+ ve - iglemlerine kisaca lineer uzay iglemleri denir. Burada, (e) sartindaki + sem-
boliiniin iki anlamda kullanildigina dikkat edilmelidir. Birinci taraftaki + isareti, F
deki toplamayz; ikinci taraftaki ise, L deki toplamay1 belirtmektedir. ' = R olmasi

halinde L’ye reel, F' = C olmas1 halinde ise L’ye kompleks lineer uzay denir. Burada,
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0 ve (—x) € L elemanlarina, sirasiyla, L nin birim elemani ve z € L nin toplama
islemine gore tersi denir. (h)’ deki ”1” ise L cisminin ¢arpma iglemine gore birim

elemanidir.

TAaNIM 1.1.2. (Metrik Uzay)|11, syf. 2] X, bog olmayan herhangi bir ciimle
olmak iizere, d : X x X — R fonksiyonu, Vz,y, z € X i¢in;
(m1) d(z,y) >0
(m2) d(z,y) =0 z=y
(m3) d(z,y) = d(y,z)
(my) d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)
sartlarim saghyorsa, d’ye X {izerinde metrik ve (X, d) ikilisine de metrik uzay

denir.

d fonksiyonu, (my), (ms) ve (my) aksiyomlari ile birlikte
(m3) v =y=d(z,y) =0

sartin1 sagliyorsa d ye yar1 metrik, (X, d) ikilisine de yar1 metrik uzay denir.

TANIM 1.1.3. (Normlu Lineer Uzay)|8, syf. 103] X, bir lineer uzay olsun.
| -]l : X — R fonksiyonu, Vz,y € X ve Va € R i¢in agagidaki sartlar1 saghyorsa, || - ||
fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X, || - ||) ikilisine de normlu lineer uzay
veya kisaca normlu uzay denir.

(@) llz = 0,

®) flall =0z =6,
() [laz| = falflz[l

(@) Nz +yl <zl +lyl-

TANIM 1.1.4. (Cauchy Dizisi) (z,), (X, | - ||) de bir dizi olsun. m,n — oo
iken; ||z, — x,|| — oo ise (bir bagka ifade ile verilen her ¢ > 0 igin m,n > nyg
oldugunda, ||z, — z,|| < € olacak gekilde en az bir ng sayisi varsa) (z,,) dizisine

Cauchy dizisi denir.



TaNm 1.1.5. (Yakinsak Dizi) (z,), (X, | - ||) de bir dizi olsun. n — oo igin
|z, — z|| — 0 olacak gekilde bir z € X varsa, (z,) dizisine X’te yakinsak dizi

denir.

TANIM 1.1.6. (Tam Uzay) X normlu lineer uzayinda her Cauchy dizisi ya-
kinsak ise X normlu uzayma tamdir denir. (Buradaki tamhk, X teki her (x,,) dizisi
icin ||z, — z,|| — 0 (m,n — o0) oldugunda, ||z, — x| — 0 (n — o) olacak gekilde
bir x € X elemanimnin var olmasi anlamindadir.) Tam olan (X, || - ||) normlu lineer

uzayina Banach Uzay1 denir.

TANIM 1.1.7. (Operator)|[10, syf. 123] X ve Y bog olmayan kiimeler ve
D C X olsun. D'nin herbir elemanina Y’nin bir ve yanliz bir elemanini kargilik
getiren bir kurala D’den Y’ye bir operator veya doniigiim denir. D ciimlesinden
Y ciimlesine tanimli 7" operatoriiniin x’e kargilik getirdigi eleman T'(x) ile gosterilir.
T operatoriiniin € D'yi, T'(x) € Y’ye doniigtiirdiigiinii belirtmek igin, 7: D — Y
gosterimi kullanilir. Bu durumda; D’ye, T operatoriiniin tanim kiimesi denir ve

genellikle D(T) ile gosterilir.
R=R(T)={yeY :y=T(x),x € D(T)}

kiimesine 7' operatoriiniin goriintii kiimesi denir. T operatoriiniin yaptigi bu iglem,

T

XOD(T)— R(T)CY

seklinde veya kisaca T': X — Y biciminde gosterilir. Bu gosterimde,
D(T) # X veya R(T) #Y

olabilir.

TaNiM 1.1.8. (Bir operatoriin Bir Noktadaki Siirekliligi) {10, syf. 125|
X ve Y normlu uzaylar1 ve T' : X — Y operatorii verilsin. Agagidakilerden biri
saglandiginda, T operatorii xy € D(T') noktasinda siireklidir denir.

(a) Ve > 0i¢in 30 > 03 x € D(T) ve ||z — || < d iken; || T'(z) — T'(z0)| < e,

(b) zo noktasina yakinsayan V(x,,) C D(T") dizisi i¢in lim,, o T'(x,,) = T'(x0) dur.
5



Limit tanimina gore, 7' : X — Y operatoriiniin zy € D(T) noktasinda siirekli

olmasi i¢in © — x iken T'(x) — T'(x) olmasi demektir.

TANIM 1.1.9. (Siirekli Operator)|10, syf. 126] X ve Y normlu uzaylar olmak
tizere T': X — Y operatorii D(7)'nin her noktasinda siirekli ise 7" operatérii D(T)

tzerinde stireklidir denir.

TANIM 1.1.10. (Smmirh Operator)[10, syf. 127] X ve Y iki normlu uzay ve
T : X — Y operatorii verilsin. Vo € D(T') igin ||[Tz|| < ¢||x|| olacak sekilde sabit bir
¢ > 0 sayist varsa T operatorii D(T) tizerinde sinirhdir denir. Eger D(T) = X ise,

T operatoriine sadece sinirli operator denir.

TANIM 1.1.11. (Lineer Operator)[10, syf. 126] X ve Y aym bir K cismi
tizerinde iki lineer uzay ve A : X — Y operatorii verilsin. Eger D(A), X’in bir alt
uzayl ise ve Vx,y € D(A) ve Vo, € K i¢in A(ax + fy) = aA(z) + SA(y) ise A

operatoriine lineer operator denir.

TEOREM 1.1.1. [10, Teorem 3.2.3 | X ve Y iki normlu uzay, T : X — Y lineer
operatorinin D(T) dzerinde sinarly olmasy i¢in gerekli ve yeterli kosul T operatori-

niin D(T) dzerinde sirekli olmasidar.

TaNiM 1.1.12. (Kompakt Lineer Operatdr veya Tamamen Siirekli Li-
neer Operator)[10, syf. 238] X ve Y Banach uzaylart ve A : X — Y lineer
operatorii verilsin. Eger A operatorii X uzaymnin her simirh kiimesini Y uzayinin
bir 6n-kompakt kiimesine doniistiiriiyorsa A’ya kompakt lineer operat6r veya

tamamen siirekli lineer operator denir.

TaNim 1.1.13. [10, syf. 223] (X,] - ||) normlu uzayinda agik kiimelerin bir
ailesi D = (Dy)xea olsun. Eger bir £ C X kiimesi i¢in £ C J,., D» oluyorsa D
ailesine F kiimesinin bir agik Ortiisii denir. Eger Ay C A sonlu ve E C U/\eAU D, ise
Dy = (D))aea, ailesine E kiimesinin sonlu alt 6rtiisii ad: verilir. F kiimesini 6rten
D ailesinin her kiimesinin ¢api € > 0’den biiyiik degilse DD 6rtiisiine £ kiimesinin e-

ortisi denir.



TaNIM 1.1.14. (Topolojik Yap1)[1, syf. 23] X, bir kiime ve 7 da P(X) in
bir alt kiimesi olsun. Eger agsagidaki aksiyomlar saglanirsa, 7 ya X iizerinde bir
topoloji (topolojik yap1) denir.

(t1) X,0er

(t2) 7 da alman herhangi sayida elemanin birlegimi 7 ya aittir. Yani, V(A;)jer C 7
(I, herhangi bir indis ciimlesi) i¢in |J,.; 4; € 7 dur.

(t3) T da alinan sonlu sayida elemanlarin kesigimi 7 ya aittir. Yani, V(A;);es C 7 (J,
sonlu indis kiimesi) i¢in (,.; A; € 7 dur. 7 topolojisi ile donatilmug X kiimesine veya,
(X, 7) ikilisine topolojik uzay denir. 7 nin her elemanina, X iizerinde 7 tarafindan

tanimlanan topolojiye gore bir acik kiime denir.

TaniM 1.1.15. (Kapali Kiime)[1, syf. 24] X uzayma gore tiimleyeni agik

olan kiimeye 7 tarafindan tanimlanan topolojiye gore kapali kiime denir. Yani;

FcC X kapah & Feer
dir.

TANIM 1.1.16. (Kiimeler Arasi1 Uzaklik)[1, syf. 45] (X, d) bir metrik uzay

A ve B de X’in bos olmayan iki altkiimesi olsun.
d(A, B) = inf{d(x,y) : x € A,y € B}
sayisina A ile B arasindaki uzaklik denir.

TaNIM 1.1.17. (Bir Kiimenin Gap1)[1, syf. 46] (X, d) bir metrik uzay ve
X’in bos olmayan bir altkiimesi A olsun. §(A) = sup{d(z,y) : =,y € A} sayisia
A kiimesinin ¢ap1 denir. Eger 6(A) < oo ise A'ya simirly, 6(A) = oo ise sinirsiz

kiime denir. (6(A) yerine, bazen diam(A) gosterimi de kullanilir.)

TaniMm 1.1.18. (Kapanig)|1, syf. 66] X topolojik uzay ve A C X olsun. A

nin tiim kapali iist kiimelerinin arakesitine A'nin kapamgi denir ve A ile gosterilir.

TanNiM 1.1.19. (Kompakt Kiime)[10, syf. 224] (X, || - ||) uzaymn bir alt
kiimesi E olsun. Eger F kiimesinin her acik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa

E kiimesine X’ de kompakt kiime denir. Eger F kiimesinin E kapanist X’ te
7



kompakt bir kiime ise E’ye X’de bir 6n-kompakt denir. X kompakt (6n-kompakt)
bir kiime ise (X, || - ||) normlu uzayma kompakt (6n-kompakt) normlu uzay: adi

verilir.

TANIM 1.1.20. (Dizisel Kompakt)[10, syf. 224| (X, | - ||) uzaymun bir alt
kiimesi E olsun. E i¢indeki her dizinin, limiti £’de olan yakinsak bir alt dizisi varsa
E kiimesine, X 'te dizisel kompakt kiime denir. Eger E'nin E kapanisi X te dizisel

kompakt kiime ise E’ye, X te dizisel 6n-kompakt kiime adi verilir.

LEMMA 1.1.1. [10, syf. 225] (X, - ||) normiu uzay: ve E C X wverilsin. E

kiimest X 'te kompakt ise, bu kime X ’te dizisel kompakt bir kiimedir.

TANIM 1.1.21. (Tamamen Sinirhilik)[10, syf. 225] (X, | -||) normlu uzay: ve
E C X verilsin. Eger Ve > 0 sayis1 icin F kiimesinin sonlu sayida agik yuvarlardan

olusan €— oOrtiisii varsa F kiimesine X’te tamamen sinirli kiime adi verilir.

Tamamen sinirh bir kiimenin sinirh oldugu acgiktir. Yani tamamen sinirhilik,

sinirlilik sartindan daha kuvvetlidir.

TEOREM 1.1.2. 10, syf. 226] (X, ||-||) Banach uzayi ve E C X kiimesi verilmis
olsun. E'nin X ’te on kompakt olmasi icin gerek ve yeter sart E’'nin X 'te tamamen

stnarly olmasidar.

TaNIM 1.1.22. (Kama)[6, syf. 89] X, reel vektor uzayr olmak iizere, bogtan
farkh P C X kiimesi eger Vo,y € Pvea € [0,00)i¢inz +y € Pvear € P
sartlarin sagliyora P ciimlesine X te bir kama denir. P kamasi i¢cin PN(—P) = {0}

ise P’ye X’te bir koni adi verilir.
LEMMA 1.1.2. a,b,c,d € R olmak tizere;
maks{a +b,c+ d} < maks{a,c} + maks{b,d}
dir.

TEOREM 1.1.3. (Mazur’un Teoremi)|6, syf. 184| Ejer X kiimesi bir Banach

uzayr ve K’da X in kompakt bir altkimesi ise convK kompakttir.



BOLUM 2

KOMPAKT OLMAYAN OLCU

2.1. Kompakt Olmayan Olgciiye Iliskin Temel Kavramalar

Bu boliimde, kompakt olmayan 6lgiiyle ilgili temel bilgileri verecegiz. Bu temel

bilgileri verirken agagidaki notasyonlari kullanacagiz.

E' ile sonsuz boyutlu, standart normla tanimlanmig ve birim elemani 6 olan
reel Banach uzayimi gosterecegiz.

x merkezli r yaricaph acik yuvar B(z,7) ile kapah yuvar da B(z,7) ile gos-
terecegiz.

Kiimelerdeki iglemler i¢in de standart notasyonlari kullanacagiz. Bir A kiime-
sinin kapanigini A ile A kiimesinin ¢apimi diamA ve bir = noktasinin A kiimesine
uzakhgini dist(z, A) ile gosterecegiz. Eger X keyfi bir kiime ise, B(X,r) ile X mer-

kezli r yaricaph bir yuvar1 gosterecegiz. Yani;
B(X,r)=|J Blz,r) = {yeE:dist(y,X) <r}
= {ye F:inf{d(z,y) 1z € X} <r}
dir. B(X,r),
B(X,r) = U B(z,r) = {y€ E :dist(y,X) <r}
zeX

(2.1.1) = X+ B(l,r)=X+rB(0,1)

seklinde de yazilabilir.
Kiimeler iizerinde tanimli lineer iglemler,
X+Y={z+y:zeX,yeVY}
aX ={ar:ze€ X},aeR

9



seklinde tanimhidir.

Mpg ile E’'nin bogtan farkli ve sinirli tiim alt kiimelerinin ailesini gosterecegiz.
Bu aile, kiimeler iizerinde tanimli lineer iglemlere gore kapali olup koni yapisina

sahiptir.
X, Y € Mg olmak iizere;
d(X,Y)=inf{r: X C B(Y,r)}
D(X,Y) =maks{d(X,Y),d(Y, X)}
uzakliklarina, sirasiyla, X ve Y arasindaki simetrik olmayan Hausdorff ve si-

metrik Hausdorff uzakhklar: denir. Dikkat edelim ki Y ¢ Mg olsa bile d(X,Y)

iyl tanmimhdir. Dolayisiyla bu sembolii, sinirsiz Y ciimleleri i¢in de kullanabiliriz.
D, Mg tizerinde bir yar1 metriktir. Simdi, bunu gérmeye ¢aligalim:

(1) D(X,X)=maks{d(X, X),d(X,X)}
=d(X,X)=inf{r: X C B(X,r)} =0

(2) D(X,Y)=maks{d(X,Y),d(Y,X)}
= maks{d(Y, X),d(X,Y)} = D(Y, X)

(3) D(X,Z) =maks{d(X,Z2),d(Z,X)}
< maks{d(X,Y)+d(Y,2),d(Z,Y)+d(Y,X)}
=maks{d(X,Y)+d(Y,2),d(Y,X)+d(Z,Y)}
< maks{d(X,Y),d(Y,X)} + maks{d(Y, Z),d(Z,Y)}
=D(X,Y)+D(Y,2)

olur. Boylece D’ nin M, iizerinde bir yar1 metrik oldugu anlasilir. Aym1 D, Mg'nin

kapal tiim kiimelerinin ailesi olan Mg iizerinde tam metriktir.

Benzer gekilde N ile kapanigi kompakt olan bostan farkli E’nin tiim alt kiime-
lerinin ailesini ve N¢ ile de, tiim kompakt kiimelerin ailesini gosterecegiz. (N¢, D)
metrik uzayr (M, D)'nin kapali bir alt uzayidir. Ayrica, N ve N© aileleri lineer

islemlere gore kapali olup koni yapisina sahiptir.
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Simdi, daha sonra kullanacagimiz diger sinirh kiime aileleri ile ilgili notasyon-

lar1 verelim:
NO ile bogtan farkli, sonlu tiim kiimelerin ailesini,
N'°¢ jle lokal 6n kompakt olan kiimelerin ailesini,

My N dle de sirasiyla, M ve N’nin konveks tiim kiimelerinin alt ailesini

gosterecegiz.

dist(X, Z) ile X kiimesinin (Hausdorff anlaminda) Z ailesine olan uzakhgimni

gosterecegiz.

dist(X, Z) = inf{D(X, Z): Z € Z}

dist(X, Z) yerine D(X, Z) ve simetrik olmayan uzaklik yerine de d(X, Z) gosterim-

lerini kullanacagiz.

d(X,2)=inf{d(X,2): Z € Z}

Herhangi bir X € M icin X konveks kapanigini conv.X (X'iihtiva eden konveks
ve kapal kiimelerin en kii¢iigii ) ile gosterecegiz. Agik olarak, diam X =diamconv X tir.

Mazur Teoremine gore, X € N ise convX € N¢ dir.

conv iglemi, Hausdorff yar1 metrigine gére daralma olup, herhangi bir XY

i¢in;
D(convX,convY) < D(X,Y)

tir.
(Ex,lly)s (B2 lll9)se-s (Ensllll,) Banach uzaylarinin kartezyen carpim uzayi

olan E; X Fy X ... x E,,’deki norm olarak,

2]l = M1, w2, -y wn) || = maks{|[z1[[, [[w2lly, - [l2nll, }

normunu kullanacagiz.

11



2.2. Kompakt Olmayan Olcii ve Cesitleri

Kabul edelim ki (M, p) tam metrik uzay ve X, M’nin smrh bir alt kiimesi

olsun.

a(X) =inf{e > 0: X, cap1 e’dan kiiciik sonlu sayida kiime ile ortiileblilir}

= inf{e : X’in sonlu bir ¢ — ortiisii vardir}

seklinde tanimlh « fonksiyonuna, kompakt olmayan Kuratowski olciisii ad1 veri-
lir.
Bu tamimdan agagidaki sonuglar elde edilebilir, |3, syf. 4].

(a) a(X) =0« X kompakttir. (Yani; X kiimesi 6n-kompakttir.)
(b)
(¢)
(
(

a(X) = a(X) (Kapamg altinda degismezlik)
X CY = aX) <aY) (Monotonluk)

a(X UY) =maks{a(X),a(Y)}

a(XNY) <min{a(X),a(Y)}

d)

€)
Bu sonuclar, Kuratowski tarafindan, Cantor’un ¢ok iyi bilinen ve agagida ve-

rilen genellegtirilmis kesigme teoreminin ispati i¢in kullanildi.

(f) Eger (X,)n=123.. M’nin bostan farkl, azalan, kapali ve sinirhi ciimlelerin bir

dizisi ve lim, . a(X,) = 0 olsun. O zaman () —, X,, = X bostan farkh ve kom-

pakttir.

IspAT. Ispat icin, z; € X;,i = 1,2, ... olacak sekildeki keyfi (Xn)n=123.. dizisini

alahim. Simdi, azalan dizinin alt kiimelerini,
Xy ={x;:i>k}
olarak tanimlayalim. Burada,
(Xp)n=12,.. = {X1, Xo, ..., Xi, Xpr1, .. }
oldugundan acik olarak;

X, = {l’k,ﬂkarl, } C X,
12



dir. Yani; (X,,)n=123,... azalan dizilerin kiimesi oldugundan, X kiimesi kendisinden
sonra gelen kiimelerdeki her elemani kapsar. 5(;7 1 > k indisli kiimelerden elemanlar

secilerek olusturuldugundan, )A(; kiimesi X 'nin bir alt kiimesidir. Bunlarin yanisira,

(c)’den,
a(X) < a(X;)
yazilabilir. Burada £ — oo icin limite gecilirse,

lim a(jf\;) < lim a(Xg)

k—o0 k—o00

olacagindan hipotezden limy,_,, a()?,c) = 0 elde edilir.

(a), (¢) ve (d)’nin kullanilmasiyla,
(2.2.1) a(X7) = a(Xp) < o(Xp)
esitsizligine sahip oluruz. (2.2.1) esitsizliginde k£ — oo i¢in limit alinirsa,

lim a()?l) < klim a(Xy)

k—oo
olup hipotezden oz(i(vl) = 0 bulunur. oz()?/l) = 0 oldugundan (a)’dan X, = (Tn)n=12,..
dizisi 6n-kompakttir. X,,’ler kapali oldugundan (2, X,, = X kiimesi, dizilerin tiim

limit noktalarin kapsar. X, 'un tammimdan X, C X,, ve (¢)’den,
(2.2.2) a(Xoo) < a(Xy)

olup, n — oo igin (2.2.2) esitsizliginde limite gegilirse, a(X.) = 0 elde edilir.
a(Xs) = 0 ise, (a)’dan X, kompakttir. Hipotezden, Xo, = X, (kapal kiimele-
rin sonsuz kesigimi kapalidir ve dolayisiyla kapali bir kiimenin kapanigi kendisine

esit olur) olup, buradan, X, kiimesinin kompakt oldugu sonucuna varilir. 0

Eger (E,| - ||) Banach uzayi ise, a(X) fonksiyonu lineer yapidan dolay1 baz
ek Ozeliklere de sahiptir. Mesela;
(9) a(X+Y) <a(X)+afY)
(h) a(cX)=|cla(X), ceR
(1) a(convX) = a(X)
dir, [3, syf. 5.
13



(g9) ve (h)'nin gegerliligi goriilebilir. (¢)’nin ispat1 ise bazi tekniklerin kullanil-

masiyla asagidaki gibi verilebilir:

Ispar. (i) B C conv(B) oldugundan a(B) < a(conv(B)) oldugu, (c) ézeliginden
aciktir. Simdi, a(conv(B)) < a(B) oldugunu goérelim. Ve > 0 i¢in B’nin,
diam(B;) < a(B) + ¢, i = 1,2, ...,n olacak gekilde bir {By, Bs, ..., B, } sonlu 6rtiisii
mevcuttur. F, Banach uzay1 oldugundan diam(B) = diam(convB) olup,

Vi=1,2,...,nicin B;ler konveks kabul edilebilir.
0= {(Am,...,m ER":Y A=1A> 0}
i=1
olmak iizere i = 1,2,...,n ve A(A\) = Y7 | \;B;, A € o alahm. Kompakt olmayan

Kuratowski 6l¢iisiiniin 6zeliklerinden ve a(B;) < diam(B;) esitsizliginden;

Oé(A()\)) Oé(>\131 + >\ng + -+ )\an)

IA

/\10&(31) + >\20¢(Bg) + -+ )\nOé(Bn)

IA

Aidiam(By) + Agdiam(By) + - - - + A diam(B,,)

IA

M(a(B)+e)+ X (aB)+e)+---+ N\ (a(B) +¢)

(2.2.3) (a(B)+¢e) M+ A+ +XN,)

olup, Ay + Ay + - - + A, = 1 oldugundan, (2.2.3)’ten; a(A()\)) = a(B) + ¢ olur.
Simdi, J,, A(A) kiimesinin konveks oldugunu gosterelim:

z=tr+(1—t)yven=t A+ (1 —t)p alalm. 0 <t <1vex € A(N),y € A(u)

iken; z € A(n) ise ispat tamamdir.

imdi de ispatin devaminda kullanacagimiz n’nin ¢’ya ait oldugunu gorelim:
g Ui y g g

n=tA\+(1—-t)u
=t(A1, A2y ooy An) + (1 =) (1, 2y -ey fin)
= (tA + (L= t)pr, tha + (1= Dpas oot + (1 — ) )

= (771’7727"'77771)
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olup,

mAmt- A =tAM+ 1= +tha+ (1 —pa+ -+t + (1 — )y
=t X4+ A) + (A= 8) (i + po+ -+ i)
=t+(1-1)
=1

dir. Bu ise n € ¢ oldugunu gosterir. Vi = 1,2, ...,n icin A = (A, A, ..., \,) € 0,
p= (1, o, s o) € 0 Ve z;,y; € B; olmak lizere; x = Z?:l iy ve y = 2?11 HiYi

alindiginda,
z=tr+ (1—1t)y

= tZ/\z‘JUi +(1 - t)ZMz‘yz‘
=1 =1
=tz + (1 = )y + thawy + (1 —t)poye + - - + A2y + (1 — 1) Y

=thzy + [tA + (L — ) — thyr + - F thx, + [t + (1 — ) — tAL]Yn
olup, n; = tA; + (1 — t)p; alinirsa, son esitlikten;

z = thry+ (m —tA)yr + - F T, + (D — ) Un

= (tha+(1—t)m) Pm + (1 - @) yl} +oe

T m
tAn Ty, tA,

elde edilir. Burada, p; = t\;/n; olarak tanimlanirsa, esitlik,

z = m(zipr+ (1 =po)yr) +m2 (wop2 + (1 = p2)y2) + oo 4 0 (Tnpn + (1 = pr)yn)

= Mz + M2+ -+ M2y

halini alir. B;'ler konveks, z; € B; ve n € o oldugundan, z € A(n) dir. Simdi (7)

nin ispatim verelim: B C (J*; B; C U, A(A) ve U,, A(N) konveks oldugundan
15



conv(B) C J,e, A(A) olur. o kiimesi kompakt oldugundan verilen Ve > 0 sayis1 ve
VA € o icin;

A= AO|, :i=1.2 .. m} < —
mln{” ||1 ? y “ am} M

olacak sekilde sonlu sayida A, A . X" nokta bulunabilir. Burada,
M =sup{||z|| : x € B;,i=1,2,...,n} < o0

olarak tanimlanmaktadir. Su halde;
r=Y NapX >0, Y N=1lveze| AN
i=1 i=1 Aeo
olmak iizere; oyle bir j € {1,2,...,m} vardir ki > | |\, — /\f| < ¢/M yazlabilir.

Eger 7 = 3.1, Ma; alnirsa,
n .
lz =2l < D 1x = Ml <<
i

ve boylece,

m

conv(B) C | J(A(N) +B(0,1))

i=1

olur. Sonug olarak;

a(conv(B))

IN

IN

a(B) +e+ 2¢
olup ¢ keyfi oldugundan,
a(conv(B)) < a(B)
elde edilir ki, bu da ispati tamamlar. U
Diger bir 6zelik ise, (a), (¢), (d), (i) ozeliklerinden ve

J AX Cconv(nX U {6})

0<A<h
kapsamasindan elde edilen

(j) « (Uog/\gh AX) = ha(X) esitligidir.
16



Simdi, (7) 6zeliginin ispatini verelim:
IspaT. (j)

J AX Cconv (hX U{6})

0<A<h
oldugundan, sonlu bir kiimenin kompakt olmayan Kuratowski 0lciisiiniin sifir olaca-

g1 da aklimizda tutarak (c)’den;

o ( U AX) < a(conv (hX U{0}))

= o (hX U{0}) ((i) 6zeliginden )

= maks{a(hX), a({0})} ((d) zeliginden )
= a(hX) (a({0}) =0 dr )

— ho(X)

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligin tersi de benzer sekilde gosterilebilir boylece

ispat tamamlanir. O

Yukarida verilen 6zelikler, a(X)’i hesap etmek i¢in yeterli olmamaktadir. Ge-
nellikle a(X)’in ger¢ek degerini hesaplamak zordur. Sonsuz boyutlu Banach uzayin-
da a(B(0,1)) = 2 esitliginin gosterilmesi bile baz1 6nemli yontemlerin kullanilmasini

gerektirmektedir.

Diger bir kompakt olmayan 6l¢ii ise bircok durumda daha kullanigh ve faydal

olan kiire (ball) 6lgiisiidiir. Bu 6lgii,
X(X) =inf{e > 0: X, yarigap1 €’dan kiiciik sonlu sayida kiire ile ortiilebilir}

sekinde tanimhidir.

Bu ol¢ii Markus, Gohberg, Goldenstein, Sadowskii, Goebel ve Nussbaum ta-
rafindan kullanildi, [3].

Orten kiirelerin merkezlerinin X’e ait olmasi gerekmediginden y(X),

X(X) =inf{e > 0: X, M'nin i¢inde e-Ortiisiine sahiptir}
17



seklinde de verilebilir.

Bu fonksiyon, (a)—(7) ile verilen tiim 6zeliklere sahiptir. Bu 6zeliklerin bu fonk-
siyon bakimindan ispatlari, 6nceki ispatlara gore daha kolaydir. Ayrica, x fonksiyonu
Hausdorff uzakhgi bakimindan tanmimlanabilir. Dolayisiyla bu fonksiyona, kompakt
olmayan Hausdorff 6lgiisii de denilmektedir. x ile Hausdorff uzakhg: arasindaki

iligki agsagidaki teoremle verilmektedir.
TEOREM 2.2.1.
x(X)=D(X,N)=d(X,N)=D(X,N° = d(X, N") = d(X,N°

egitlikleri gecerlidir, |3, syf. 7.

Sonsuz boyutlu Banach uzaylarinda x (B(¢,1))’i bulmak, o (B(6,1))’e nazaran
daha kolaydir. Simdi x(B(6,1)) = 1 oldugunu gosterelim. Bunun i¢in 6nce agagidaki

teoremi verelim:

TEOREM 2.2.2. |7, syf. 80| Eger X normlu uzayinda
M =A{z: [lzf| <13
kapaly birim yuvary kompakt ise, X sonlu boyutludur.

IsPAT. Acik olarak, y(B(,1)) < 1 dir. Kabul edelim ki x(B(6,1)) = r < 1
olsun. € > 0 sayisini, € + r < 1 olacak gekilde secelim. x1, zo, ..., x,,, X teki noktalar

olmak iizere;

(2.2.4) O B(xy, (r+¢€)) LmJ (xp+ (r+¢)B(0,1))

yazilabilir. (2.2.4) bagmllsmda, (¢) ('jzeligind_en ve (2.1.1)’den;
r=x(B(0,1)) < (r+e)x(B(6,1)) =r(r+¢)

olur ki buradan,

(2.2.5) r—r(r+e)<0=r[l—(r+¢)]<0
18



ve boylece (2.2.5)'in tek ¢oziimii r = 0 dir. Bu ise, x(B(#,1)) = 0 olmas1 ve su
halde B(6,1)’in én-kompakt yani B(6,1)’in kompakt olmasi demektir. Halbuki bu,
Teorem 2.2.2’den, uzayin sonsuz boyutlu olmasi ile ¢elisir. Dolayisiyla x(B(6,1)) = 1

olmaldar. O

a ve x Olciileri arasinda,

(2.2.6) X(X) < a(X) < 2x(X)

esitsizligi gecerlidir.
Baz1 Banach uzayilar: iyi bir geometrik yapiya sahip oldugundan, yukaridaki

(2.2.6) esitsizligi daha da kuvvetlenir. Ornegin; Hilbert uzaymda bu esitsizlik,

V2x(X) < a(X) < 2x(X)

dir.

Kompakt olmayan farkh 6lcii cesitleri de vardir. Bunlar, Istretescu ve Dones
tarafindan incelenmistir, [3]. Bu odlgiiler, (a) — (j) ile verilen baz 6zelikleri saglama-
maktadir. Buraya kadar olan tartigmalardan, kompakt olmayan 6lciilerle caligmanin
en iyi yolu, aksiyomatik yaklasimlar kullanmaktir. Bu yolu ilk secen, Sadovskii’dir,
[3]. Ornegin (a) — (j) veya bunlara benzer baz 6zelikleri, aksiyomlar olarak kabul

edebiliriz.

Aksiyomlar, dogal sonuclari ihtiva etmek ve uygulama icin uygun ozelikler

tagimak geklinde iki genelligi saglamalidir.

Simdi, ¢ok genel olmayan fakat ihtiyaca cevap veren, uygun, kullanigh, diferen-

siyel ve integral denklemler teorisinde kullanilabilecek bir aksiyom sistemi verecegiz:

2.3. Kompakt Olmayan Olciiye Aksiyomatik Yaklagimlar

Bu kisimdan itibaren £ Banach uzayinda ¢alisacagiz.
Aksiyom sistemimiz iki boliimden olusacaktir. Birincisi, 6lgiiniin ¢ekirdegini

tanmmlamaktir.
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TaNM 2.3.1. [3, syf. 9] Eger bostan farklh P C N ailesi agagidaki sartlari
saglarsa, P’ye, kompakt olmayan 6l¢iiniin ¢ekirdegi denir.
(1) XeP=XecP
(2) XeP,YCX, Y40=Y€eP
B) X, YeP=XX+(1-XNYeP, Ael0,1]
(4) XeP= convXeP
(5) Hausdorff topolojisine gore P¢, M nin i¢inde kapalidir. Burada P¢, P’deki kom-

pakt kiimelerin ailesidir.

TANIM 2.3.2. [3, syf. 9] Eger u : Mg — [0,00) foksiyonu, P ¢ekirdegi ile

agsagidaki sartlar saglarsa p'ye kompakt olmayan 6lcgii ad: verilir.

HuwX)=0XeP

(2) X CY = pu(X) < p(Y)

(3) u(X) = pu(X)

(4) u( conv X) = pu(X)

(5) p(AX + (1 = A)Y) < Au(X) + (1 =Xu(Y) ; A €[0,1]

(6) Eger X, € Mg, Xpn = Xp, Xnp1 C X, (n=1,2,3,..) ve
lim,, oo p(X,) = 0 ise, bu taktirde; Xoo = ()00, X,, # 0 dur.

P = N olan olciilere tam Olgii denir. « ve x Olgiileri tam olgiilerdir. P # N
olan en basit 6l¢ii 6rnekleri, | X|| (burada || X|| = sup{||z|| : = € X} ile tanimlan-
maktadir) ve diam X tir. || X |]’in ¢ekirdegi {0} ve diamX’ in ¢ekirdegi ise tek nokta

kiimelerinin ailesidir.
TEOREM 2.3.1. [3, syf. 10| Herhangi bir P cekirdegi i¢in
u(X) = D(X, P)
olgtisi, P cekirdegine sahip kompakt olmayan bir 6lctidir.

Olciilerin smmifi, cekirdegin igerigi verilmeden de agagidaki gibi tanimlanabilir:
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TAaNIM 2.3.3. [3, syf. 10| Eger p: Mg — [0, 00) fonksiyonu, Tanim 2.3.2’deki
(2) — (6) Ozeliklerini saglasin. Bu taktirde;

P={XeM:uX)=0}

esitligiyle verilen P kiimesi, "bogtan farkli, P C N ve P¢, M“nin i¢inde kapalidir,"

ozelliklerine de sahipse, p’ye kompakt olmayan 6lgii denir.

Bazi uygulamalarda, (6)’ya denk olan ve agagida verilen (6)'nii kullanmak

daha elveriglidir.

(6') Eger (X))xes ailesi bogtan farkli, kapal, sinirhi kiimelerin bir ailesi ve

herhangi bir ¢ > 0 sayist i¢in A € [ iken p(X)) < ¢ ise

X=X #0ve X €P

el

olur.

LEMMA 2.3.1. lim, oo p({Tns1, Tnso,-.}) = 0 Ozeligine sahip herhangi {x,}

dizisi en az bir yigima noktasina sahiptir. Bu da () {Zn41, Tnio, ...} # 0 olmasina

gerektirir, |3, syf. 11].

Bir 6lciiniin ¢ekirdegi, kendini olugturan kiimelerin birlegimine gore kapali ol-

mayabilir. Ornegin; 1(X) = diamX, bu egitligi gosterir.
(7) w(XUY) = maks{u(X), u(Y)}
esitligi genellikle saglanmaz. Genel olarak;
maks{u(X), u(Y)} < p(XUY)

esitsizligi gecerlidir. Bu 6zeligi saglayan p Olciisiine, maksimum 6zeligine sahiptir
denir.

Herhangi bir X € M ve A € R i¢in

(8) p(AX) = [A[u(X)
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ozeligine sahip Olciiye, homojendir denir. Bu 6l¢ii,
(9) pX+Y) < p(X)+p)

ozeligini de saghyorsa, Olciiye alt toplamsaldir denir.
Bir u 6lgiisii (8) ve (9) ozeliklerini saglarsa, p'ye ’altlineer’dir denir. Altliner
bir Olciliniin cekirdegi, toplama ve reel bir skalarla carpma iglemlerine gore kapal

olmaldir.

TANIM 2.3.4. p 6lgiisii tam 6l¢t (ker(p) = N), altlineer ve maksimum 6zeligine

sahipse, bu olgiiye 'regiilerdir’ denir, [3, syf. 11].

a ve x Olciileri regiiler ol¢iilerdir. Her bir regiiler 6lgii, x Ol¢iisiiyle kargilagtiri-

labilir.
TEOREM 2.3.2. Eger u, regiler bir 6l¢i ise,
u(X) < u(B(0,1))x(X)
dir, [3, syf. 12].

[sPAT. ¢ > 0 alalim. X kiimesini 7 < x(X) + ¢ olacak gekilde sonlu sayida

B(ag,r) (k=1,2,...,n) yuvarlan ile 6rtelim. Simdi,

u(X) <p <U B(ak,r)> = maks {u(B(ax,r)) : k=1,2,....,n}

— j(Blay, 1))
— jar) + u(rB(6, 1))
— ru(B(6,1))

< (X(X) +¢e)u(B(0,1))

olur ki, bu da ispat1 tamamlar. 0

Son olarak herhangi bir altlineer y 0Olciisii igin,

(X)) = p(Y)| < u(B(0,1))D(X,Y)
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egitsizligi saglanir ki, bunun anlami, g 6l¢iistiniin Hausdorff uzakligina gore Lipsch-

itziyen olmasidir.

TEOREM 2.3.3. [3, syf. 12| Her kompakt olmayan 6l¢i Hausdorff uzakligina
gore lokal olarak "Lipschitziyen (boylece sirekli)" dir.

IspaT. Oncelikle dikkat edelim ki, herhangi bir X € Mg icin ¢(r) = u(B(X,r))

fonksiyonu, r € [0, 00| i¢in azalmayan, konveks ve boylece siireklidir.
Su halde; r < 1 igin,
W(B(X, 1) = p(X + B(6,7)) = (X +rB(9,1))
< j(X) + 1 (rB(0, 1))
< p(X) +ru(X + B(6,1))
= u(X) +rp(B(X,1))
esitsizligi gecerlidir.
Simdi, kabul edelim ki X, Y iki kiime, D(X,Y) =r < 1 ve R yeterince biiyiik

olmak tizere B(X,1) C B(6,R) ve B(Y,1) C B(0, R) olsun. r +¢ < 1 olacak gekilde

e > 0 alalim. Bdylece,

u(X) < p(B(Y, 7 +¢)

IA

p(Y) + (r +e)u(B(Y, 1))

IN

u(Y) + (r+e)u(B(0, R))
ve tersine X ve Y yer degistirirse,

()

IN

u(B(X,r+¢))

IN

p(X) + (r+e)u(B(X, 1))

IN

p(X) + (r +e)u(B(0, R))
olur. Elde edilen bu iki egitsizlikten;
(X)) = p(Y)] < D(X,Y)u(B(0, R))

olur ki bdylece ispat tamamlanir. O
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Ayrica, bu teorem, ¢ekirdege ve Slgiiye iligkin olarak verilen aksiyomlarin bir-
birine bagh oldugunu gésterir. Olciiniin siirekliligi cekirdegin kapali oldugu kabulii

olmadan da ispatlanabilir. Fakat cekirdegin kapaliligi, siirekliligin bir sonucudur.

Dikkate deger bagka bir husus da P keyfi bir ¢ekirdek ve C' kapal keyfi konveks

bir kiime olmak iizere;

PNC={XnC:XeP}
ailesi bogtan farkli olsun. Bu durumda, Kery = P ile verilen herhangi bir p 6l¢iisii
icin p(X) + d(X,C) de bir olgiidiir ve ¢ekirdegi P N C dir.

Kabul edelim ki pq, pio, ...pt, Olciileri sirasiyla Py, P, ..., P, ¢ekirdekleriyle ve-

rilmis olsun. Eger
P=()F
k=1

bostan farkh ise P, ¢ekirdek aksiyomlarim saglar. Simdi, agagidaki teoremi verebili-

riz.

TEOREM 2.3.4. |3, syf. 14] Kabul edelim ki F : [0,00)" — [0, 00) fonksiyonu
konveks ve Yi = 1,2, ....,n igin F(x1,x9,...,x,) = 0 esitligi ancak ve ancak z; = 0

oldugunda saglansin. Buna gore;

(X)) = F(pa(X), p2(X), .. pa(X))

fonksiyonu, cekirdegi P olan kompakt olmayan bir dl¢iidiir.

Benzer yolla verilen sonlu sayida F, F», ..., E, Banach uzaylariyla, bu uzayla-

rin kartezyen carpim uzayinda bir kompakt olmayan 6l¢ii inga edebiliriz.

TEOREM 2.3.5. |3, syf. 14| py, o, ..y fin, Er, Eo, ..., B, Banach uzaylarinda
verilmis ve Py, Ps, ..., P, cekirdeklerine sahip dl¢iler olsun.F : [0,00)" — [0,00)
fonksiyonu konveks ve Yi = 1,2,....,n i¢in F(x1,x9,...,x,) = 0 egitligi ancak ve

ancak x; = 0 oldugunda saglansin. Bu durumda;

(X)) = F(u(X"), p2(X?), ooy g (X™))
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olcisti E = Ey x Ey x ... X B, uzayinda kompakt olmayan bir olcidir.

Burada X' ile, X'in E;’ deki dogal izdiisiimii kastedilmistir.

Bu 6lgiiniin cekirdegi ise,
P={XCE:0#A#XCXixXox..xX,,X;€PF,i=1,2,...,n}

dir.

2.4. Darbo Sartini Saglayan Operatorler
(Olgii Daralmas:)

Ey, E5, Banach uzaylar ve pq, o, sirasiyla, Fy, Ey’de kompakt olmayan birer
ol¢ii olsun. M C E;’de tanimh ve Fs’de degerler alan operatdorlere iligkin bazi kav-
ramlar1 tanimlayacagiz. Bu operatorlerin siirekli oldugunu ve sinirli kiimeleri sinirl

kiimelere doniigtiirdiigiinii kabul edecegiz.

TANIM 2.4.1. [3, syf. 15] Eger Mg, e ait her X C M kiimesinin goriintiisii
TX € Mg, olmak tizere;

(2.4.1) 5(TX) < ko (X)

esitsizligi saglaniyorsa, T': M — FE5 doniisiimii, k sabitiyle, p; ve us’ye gore Darbo

sartini saglar denir.

(2.4.1) esitsizligini saglayan en kiiciikk k sabiti k(u, u2, T') ile gosterilecektir.
Ey = E5 ve 1 = o olmast durumunda k(py, pe, T) yerine, k(uq, T') gosterimi kulla-
nilacaktir. Eger T operatorii (2.4.1) esitsizligini saglamazsa, k(ju, 2, T') = 0o goste-
rimi kullamlacaktir. Eger k(uq, p2, T) < 1 ise, T’ye bir 6l¢ii daralmasi veya juq — o

biiziilmesi veya p; = o = u ise, pu biiziilmesi (daralmasi) denir.

Agagida verilecek olan Lemmalar, Darbo doniisiimiiniin temel 6zeliklerini ta-

mmlamaktadar.
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LEMMA 2.4.1. [3, syf. 15| Eger T : M C Ey — Ey ve S : Ey — E3 déniisim-
leri, siraswyla, (p1, o) ve (o, u3)’e gore (2.4.1)°deki ozelikleri saglyorsa,

k(pn, po, S o T) < k(pa, po, T)k (a2, pi3, S)
dir.
LEMMA 2.4.2. |3, syf. 16] Eger Th : M — Ey ve Ty : M — Ey déndsimleri

Darbo donisiimleri ise; herhangi A € [0, 1] i¢in T = NT14+(1—X)T3 olarak tanimlanan

T donigimi, (2.4.1) esitsizligini saglar ve
k(p, o, T) < Ne(pa, po, Th) 4+ (1 — N k(pa, p2, T2)
dr.
LEMMA 2.4.3. |3, syf. 16] Eger T, S : M — Ey ve us altlineer ise,
k(s po, T+ S) < k(p, pi2, T) + k(paa s pra, S)
olup herhangi bir c € R sayist icin
k(pa, po, 1) = [elk(p, p2, T))
esitligi gecerlidir.

Simdiye kadar daha ¢ok (2.4.1) esitsizligini o ve x olgiilerine gore saglayan
operatorlerle ilgilenildi. Dikkat edelim ki eger 7" : M C FE; — FE, tamamen sii-

rekli(kompakt) ise
k(aEu ap,, T) = k(XE1 y XE2>5 T) - k(aE1 » XEz» T) - k(XE1 y OBy, T) =0

dir.
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BOLUM 3

LINEER OLMAYAN VOLTERRA TiPi KUADRATIK
INTEGRAL DENKLEMLERIN COZULEBILIRLIGI

3.1. Bazi1 Yardimci1 Kavramlar ve Sonuglar

Bu béliimde, daha sonra kullanacagimiz baz sonuclar: verecegiz. Kabul edelim

ki z, R, iizerinde tanimli ve reel degerli bir fonksiyon olsun.
w(z,e) = sup{|z(t) —x(s)[ : £, s € Ry, [t — 5| <&}

degerine x fonksiyonunun siireklilik modiilii denir. Eger p, p(t,s) : Ry x Ry — R

seklinde iki degigkenli bir fonksiyon ise o zaman p’'nin siireklilik modiiliinii,
w(p,e) = sup{|p(t, s) — p(u,v)| : t,s,u,v € Ry, |t —u| <e,|s—v| <e}

seklinde ifade edecegiz. p(t,s) fonksiyonunun siireklilik modiiliinii, tek degigkene

bagh olarak da verebiliriz. Ornegin, t sabit bir say1 olmak iizere;

w(p(t,.),e) = sup{|p(t, s) = p(t, v)| : 5,0 € Ry, |s —v| <&}

seklinde tanimlanabilir. Ayni tanimlar, ii¢ degigkenli fonksiyonlar i¢in de verilebilir.

Simdi, kompakt olmayan &lgiiye iligkin baz1 gercekleri verecegiz.

Kabul edelim ki F, || - || normu ile verilmig bir Banach uzay1 olsun. Eger X,
F nin bog olmayan bir alt kiimesi ise X ve convX ile sirasiyla, X’in kapanisini ve
konveks kapanisim gosterecegiz. Ayrica, Mg ile E nin bostan farkli ve smirh alt
kiimelerinin ailesini, Ng ile de E nin 6n-kompakt olan tiim alt kiimelerinin ailesini
gosterecegiz.

Simdi, kompakt olmayan 6l¢giiyle baglantili Lipschitzyen uygulamalarina iligkin

sabit nokta teoreminin bir versiyonunu ifade edecegiz.
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TrEOREM 3.1.1. Q, E nin bos olmayan kapali sinarl ve konveks bir alt kiimesi
olsun. u, E fdzerinde tanimly kompakt olmayan bir dlgi ve T : Q — Q sirekls
operatéri p ye gore bir daralma doniisimi ise, yani ) nin bostan farkly her X alt
kiimesi i¢in,

w(TX) < ku(X), k€0,1)
esitsizligi saglaniyorsa bu taktirde T 'nin Q kimesinde sabit biraktigr en az bir nokta

vardur, [5].

Esas uzay, BC(R,R) ile gosterilecek olup, bu uzay, R, iizerinde taniml,
siirekli ve sinirli x fonksiyonlarinin uzayidir. Bu uzaydaki bir fonksiyonun normu,

| @ [|= supeg, |2(t)| esitligiyle verilen maksimum normdur.
Bosg olmayan ve sinirh X € BC(R,,R) kiimesi i¢in
wo(X) = iiir(l){sup{w(m,s) rx e X}
ve
diamX = sup{|z(t) — y(¢)| : z,y € X}
seklinde tanimli olmak tizere;

(3.1.1) 1(X) = wo(X) + lim sup diam X

t—o0

fonksiyonunun kompakt olmayan bir 6l¢ii oldugu bilinmektedir, [5].

3.2. Temel Sonug
Bu béliimde,

(3.2.1) x(t) = (Tx)(t)/o u(t, s, x(s))ds

lineer olmayan kuadratik Volterra tipi integral denkleminin ¢oziilebilirligini incele-
yecegiz. (3.2.1) denkleminde,
T : BC(R4,R) — BC(R4,R) seklinde taniml bir operatér ve ¢ € R, dir.

(3.2.1) denklemindeki, T" operatoriiniin ve fonksiyonlarin agagidaki sartlar: sag-

ladigin1 kabul edecegiz.
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(i) T : BC(Ry,R) — BC(R;,R) operatorii siirekli ve kompakt olmayan
Olciisiine gore p sabitiyle Darbo sartim saglasin.

(71) ¢ ve d negatif olmayan sabitler olmak iizere, Vt € R, ve x € BC(R,,R)
icin
(Tx) ()] < ¢+ dfa(t)]
olsun.

(7it) u: Ry x Ry x R— R, a,b: R, — Ry siirekli fonksiyonlar ve

limy .o a(t) =0, b€ L'(Ry) ve b sinirh olmak iizere; Vz € R ve V¢, s € R, igin
u(t, s, z)| < a(t)b(s)

olsun.

(iv) o : Ry =Ry, pe LY(R,) ve ty,ty,s € Ry ve x € R igin
|U(t2, S,SL’) - U(tl,S,.f)‘ < ’t2 - t1|90(5)

esitsizligi gecerli olsun.

(v) a = maks{c,d} ve ||a|| = sup;eg, {a(t)} olmak iizere;
ellallfiolly <1 ve aflall[jbf, <1

saglansin.

Dikkat edelim ki (i7i) hipotezinden agagidaki sonuglar ¢ikarabiliriz.

UYARI 3.2.1. (4i1), a’nin suarle oldugunu gosterir. Ry dzerinde tanimly a fonk-

styonunun supremumu ||a|| ile gosterilir. ||a||, (v) kabuliindeki gibi tansmlanmaktadur.
UYARI 3.2.2. Diger taraftan (iii) kabuliyle,

/otU(t,s,x(S))ds < /Ot|“(t73v$(3))|d3 < alt) /ot s

olur. Ayrica, lim; o a(t) =0 ve b € LY(R,) oldugunu dikkate alirsak,

t t
0< tlim a(t)/ b(s)ds < tlim a(®)||bll, =0= tlim a(t)/ b(s)ds =0

sonucuna UZG§ZTZZ.
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Esas sonucu formiile etmeden 6nce, ileride kullanacagimiz bir Lemmay1 vere-

lim.
LEMMA 3.2.1. Kabul edelim ki x € BC(Ry,R) ve e > 0 olsun.
wh(z,e) = sup{|z(t) — x(s)| : t,s € [0, L], |t — 5| < &}
olmak tizere;

w(z,e) = supw”(z,e)
L>0

dur, [5].
IsPAT. Acik olarak;

w(z,e) > supw”(z,¢)
L>0
dir. Kabul edelim ki
w(z,e) > supw”(z,e)
L>0
olsun. Bu taktirde; t1,t; € Ry ve |t; — to] < & iken;
supw”(z,€) < |z(ty) — 2(to)]
L>0
elde edilir. Ayrica, Ly = maks{t;,t2} olarak secilirse,
supwh(z,€) < [o(ty) — ()] < wh(z,2)
L>0
elde edilir ki bu da bir celigkidir. Su halde;
w(z,e) = supw”(z,e)
L>0

bulunur. 0
Simdi esas sonucu verelim:

TEOREM 3.2.1. (i)-(v) kabulleri altinda, (3.2.1) ile verilen integral denklemin,
BC(R4,R) uzayinda en az bir x = x(t) ¢ézimi vardur, [5].
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Ispar. BC(R,,R) uzaymda asagidaki sekilde tanimlanan A ve B operatérlerini

gbzoOniine alalim.

(Az)(t) = (Tm)(t)/o u(t,s,z(s))ds, teRy

(Bz)(t) :/0 u(t, s, x(s))ds, te R,

e > 0 keyfi fakat sabit bir say1, x € BC(R,,R) ve ty € R, olsun. Kabul edelim
ki tg # 0 ve t € R, olmak iizere; |t —to| < d ve 6 < min{e/(||¢|1 + M), to/2} olsun.

Burada,
to 3t

M =sup {Jutt,s o)l sts € | 2,52 e ) ol
dir. Boylece u fonksiyonu diizgiin siireklidir.

Genelligi bozmaksizin t > ¢y oldugu kabul edilebilir. Bu kabuller altinda;

|(Bz)(t) — (Bz)(to)| =

IN
O\W
I~
—~
\'@F
vCJJ
8
—~
»
S~—
S~—
QL
»
|
C\w
£
—~
~
2
»
8
—~
VA
N~—
N~—
Q
(V)

/Otu(to, s,1(s))ds — /Oto ult, s, 2(s))ds

IN

/0 lu(t, s, z(s)) —u(to,s,x(s))lds—i-/t lu(to, s, x(s))|ds

< (t—tg)/tap(s)ds+M/tds
< (t—=to)llelly + M(E —to)

(3.2.2) < (lelly +M)o

elde edilir. ¢y = 0 igin de durum benzerdir. Sonug olarak; z € BC(R,,R) i¢in Bx
fonksiyonu siireklidir ve dolayisiyla Az fonksiyonu da siireklidir.

Simdi, z € BC(R,,R) olmak {izere Az in sinirh bir fonksiyon oldugunu gore-
lim.
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t € R, olmak iizere; hipotez ve Uyar1 3.2.1 dikkate alinirsa,

(Az) ()] = |(Tx) (1) / ult, s,2(s))ds

< (e +djz]) / fult, s, 2(s))|ds
< (c+d||:)3||)a(t)/0 b(s)ds

(3.2.3) < (c+dllz|)lallloll,
elde edilir. (3.2.3) esitsizliginde her iki tarafin supremumu alinirsa,
[Az|[ < (e + df|[]) lalll|ol],

esitsizligine ulagilir. Bu ise, A operatoriiniin BC' (R, ,R) uzayimmdan yine ayni uzaya
taniml oldugunu yani A’nin, siirekli ve simirh bir fonksiyonu siirekli ve sinirl bir
fonksiyona doniigtiirdiigiinii gosterir.

Simdi de A operatériiniin BC'(R,,R) de siirekli oldugunu gorelim:

Dikkat edelim ki (7)’deki kabuliimiizden, A nin siirekliligi i¢in B operatdriiniin
BC(R,,R) uzayinda siirekli oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun igin sabit bir
e > 0 sayis1 ve € BC(R,,R) alalim.

(4i) kabuliinii dikkate alarak (Uyar1 3.2.2’den)

lim a(t) /Ot b(s)ds =0

t—o0

elde edilir. Sonug olarak £ > 0 sayis1 i¢in Gyle bir 7 > 0 bulunabilir ki eger ¢t > 7 ise

dir.
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Diger taraftan, u(t, s, z) fonksiyonunun [0, 7] x [0, 7] X [—¢, €] kiimesi {izerinde

diizgiin siirekliligi gézoniine alinarak Gyle bir §; > 0 bulunabilir ki,
|t — t/\ <d, tte 0, 7]
s —§'| <61, s, €]0,7]
|z — 2| <61, x,2" € [—¢,¢]

oldugunda |u(t,s,z) —u(t',s',2")| < e/7 olur.

§d =01,y € BC(R.,R) ve ||l —y|| <0 olsun. t € R, sayisi sabit tutulursa,

|(Bz)(t) = (By)(1)] =

/Otu(t, s, 2(s))ds — /Otu(t,s,y(s))ds

¢
g/ lu(t, s, x(s)) — u(t, s, y(s))|ds
0
elde edilir.

Simdi iki durum séz konusudur:

(1) Eger t > 7 ise Uyar 3.2.2'nin de dikkate alinmasiyla,
t
|(Bx)(t) — (By)(?)] S/O u(t, s,2(s)) — u(t, s, y(s))|ds
t t
< [ uttsa(olds + [ fute.s,y(s)ids
0 0
t

< 2a(t)/ b(s)ds < 2% —c

elde edilir. Bu ise, B operatoriiniin siirekliligini verir.

(2) Eger t < 7 ise ||z — y|| < d olmak iizere;

(Ba)(t) — (By)(t)] < / ult, 5,2(s)) — ult, s, y(s))|ds

t
€
<—/ds§€
T Jo

Sonug olarak; (1) ve (2)” deki durumlar gézoniine alindiginda, B operatoriiniin,

elde edilir.

BC (R4, R) de siirekli oldugu dolayisiyla A operatoriiniin, BC'(R,,R) uzaymnda sii-

rekli oldugu anlagilir.
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Simdi ise keyfi fakat sabit bir x € BC'(R,,R) alalim. (3.2.3) esitsizliginde

a = maks{c, d} alinirsa,

((A)(@®)] < (e +dljz]])llalllloll,

< a(l+ [lz[)llallolly

elde edilir. Elde ettigimiz bu egitsizlikte ¢ € R, icin supremum alinirsa,
(3.2.4) [Az]| < a1+ [lz])llall]6]l,

olur. Boylece, o = al|a||||b]|,/(1—«a||al|||b]|,) olmak iizere; (v) kabuliinden A operato-
riiniin, B(0,rq) yuvarini kendi igine doniigtiirdiigii anlagilir. Gergekten; z € B(6, 1)

ise ||z]| < ry olacagindan, (3.2.4) egitsizliginden
(3.2.5) [Az]| < a1+ ro)llall[[bll,

elde edilir. (v) kabuliinii de gz 6niine alarak

- _allallipl,
1= allalll;

secelim. Bu durumda (3.2.5) esitsizliginden
[Az]| < a(l 4 ro)llal[[bll; = ro

olur. Su halde A operatorii, B(,ry) yuvarim kendi igine dontigtiiriir.
Simdi de BC'(R,,R) uzayinda tanimli A operatoriiniin kompakt olmayan p
oOlciisiine gore Darbo sartini sagladigini gosterecegiz.

X, B(6,r) kapali yuvarinin bogtan farkli bir alt kiimesi olmak iizere z € X

alalim. L > 0 bir sabit, ¢ > 0 ve t1,ts € [0, L] igin t; < ty ve to —t; < € olsun.
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Boylece;

[(Az)(t2) — (Ax)(t1)] =
‘(T@(@) /0 Uty 5, 2(s))ds — (T2)(t) /0 Cut, 5, 2(s))ds

IA

’(Tm)(tz) /O ? b, 5. 2())ds — (T)(ty) /0 ® ulta, 5, 2(s))ds

+ ‘(Tm)(tl) /0t2 u(ta, s,x(s))ds — (Tx)(t1) /Ot1 u(ty, s, x(s))ds

IN

((Tz)(t2) = (Tx)(t))| /0 Julta, s, 2(5))lds

H(T2) (1)) /OQu(tg,s,x(s))ds—/Olu(tl,s,x(s))ds

IA

(T, 2)alts) /0 * o(s)ds + e+ ]
(3.2.6) < (/Ot lu(ta, 5, 2(5)) —u(tl,s,x(s))|d8—|—/t2 u(tz,s,x(s))ds)

t1

olacagindan, (3.2.6)’dan;

|(Az)(t2) — (A2)(t)] < W™ (T, e)llall[bll, + (1 +ro)|(t —tl)/olw(S)dS

)
+llallfloll(t2 — )]
)

)

IA

wH (T, e)llall b, + (L +ro)(t2 — ta) (ell; + llall[1B]])

IN

wH (T, e)llall[[bll, + a1 +ro)e (el + lalllo])
elde edilir. Boylece,
wh(Az,e) < wH(Tw,e)l|allo]l, + a1 +ro)e (lallllb]l + [lll,)
esitsizligine ulagilir. Bu esitsizligin her iki tarafinda L iizerinden supremum ahnirsa,
sup wH(Az,e) < [lal|[lbl], sup wH(Tw,e) + a(l +ro)e (allllo] + llell,)
ve Lemma 3.2.1°1 dikkate alarak,
w(Az, ) < w(Tz,e)lalll|bll, + a1 +ro)e ([lalll[bll + llll,)

elde edilir.
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Sonug olarak; bulunan bu son esitsizlikte x € X iizerinden supremum alinirsa,
sup w(Az, ) < lall[[bll, sup w(Tz,€) + a1 + ro)e ([lafl[[o]] + [[#ll,)
zeX zeX
esitsizligine ulagilir. Elde edilen bu esitsizlikte ¢ — 0 icin limit alinirsa,
lim supw(Az, ) < ||al|||b]|; lim sup w(T'z, €)
e=0zex e=0zex
olur. Boylece daha once verilen tanimlar1 da aklimizda tutarak;
wo(Ax) < [lal[[[bll,wo(T'X)
elde ederiz. Kompakt olmayan p 6l¢iisiiniin tanimindan ve (i) deki kabulden,
(3:2.7)  wo(Az) < [lal[[oll,wo(TX) < [lal[l[bll, (T X) < [lall[[b]];0n(X)
bulunur.

Simdi, kompakt olmayan u 6lciisiiniin ifadesindeki cap terimiyle ilgili calisaca-

X, B(6,ro)mn bogtan farkh bir altkiimesi, z,y € X ve t € R, alalim. Boylece,

[(Az)(t) — (Ay)(t)] =
'(Tx)(t)/o u(t,s,x(s))ds—(Ty)(t)/o u(t, s,y(s))ds

< (oo [ uttos. o)) = @0 [ ults oo

+\<Ty><t> [ttt = o) [ s, uisns

IN

(Tz)(t) — (Ty)(t)l/o u(t, s, x(s))|ds
+|(Ty)(t)|/0 u(t, s, 2(s)) — ull, s, y(s))|ds

IN

(T)(t) — (Ty)(B)]a(t) / b(s)ds + (1 + [ly]])2a(t) / b(s)ds

IN

[[(T)(t) = (Ty)(1)] + 20(1 + 7o)  a(?) /0 b(s)ds
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elde edilir. Boylece,

|(Az)(t) = (Ay) ()] < [[(T2)(t) = (Ty) (@) + 2a(1 + ro)] a(t)/o b(s)ds

esitsizliginde her iki tarafta x ve y iizerinden supremum alinirsa,

t
sup [(Aa)(0) = (4n)(0)] < (s [(T)(0) = (T)(O]+ 201+ 0) ) ) [ s
z,yeX z,yeX 0

olur. Burada cap tanimi kullanmilarak,
diam(AX)(t) < [diam(TX)(t) + 2a(1 + ro)] a(t) /t b(s)ds
0
yazilabilir. Bu egitsizlikte ¢ — oo igin iist limit alinirsa,
liin sup diam(AX)(t) < hin sup [diam(TX)(¢) + 2a(1 + ro)] a(t) /t b(s)ds

oo 00 0

olacagindan Uyar 3.2.2 dikkate alinirsa,
liItn sup diam(AX)(t) =0

esitligi elde edilir. Boylece,
1(AX) = wo(AX) < ofall[[bl];(X)

olur ki, (v) kabuliinden, A 'nin p kompakt olmayan 6lgiisiine gore bir biiziilme do-
niiglimii oldugu anlagilir ve gu halde Teorem 1.3.1 ile (3.2.1) denkleminin en az bir

¢Oziimii oldugu sonucuna varilir. 0

3.3. Ornekler

Bu kisimda, Teorem 3.2.1°¢ iligkin baz1 6rnekler verilecektir.

ORNEK 3.3.1. Kabul edelim ki T operatirii BC(R,,R) uzayinda (Tz)(t) = 1
seklinde tanwmly olsun. A¢ik olarak; T operatiori, o = 0,c =1 ve d = 0 i¢in Teorem
3.2.17deki (i) ve (i1) sartlarini saglar.

Diger taraftan; v : Ry xR xR — R u(t, s, x) = e 5t seklindeki u fonksiyonunu

s

ele alalvm. Bu durumda; u fonksiyonu streklidir. Ayrica, |u(t,s,z)| = te™* olup,

a(t) =t ve b(s) = e=* alimarsa a(t), Teorem 3.2.1°deki (iii) sartini saglamaz.
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Teorem 3.2.1’%n (iv) sartindan,
lu(ta, s,x) —u(ty, s, z)| = |tae™ —t1e7°| = |ta — t1]e™°

esitligine sahip oluruz. Burada o fonksiyonunu, p(s) = e~* olarak alabiliriz.

Acgik olarak ¢ € LY(R,) ve ||¢|| = 1’dir. Su halde; denklem,

¢
z(t) = t/ e %ds
0

olup,
t
lim z(t) = lim t/ e *ds = 00
t—o00 t—00 0
oldugundan, x(t) ¢ BC(R,,R) dir.

ORNEK 3.3.2. BC(R,,R) dizerinde tansml T operatérimiin (Tz)(t) = 1+x(t)
olarak tanwvmlandigine kabul edelim. Kolayca gdsterilebilir ki BC(R,,R) nin bostan
farkly ve sunarly her X altkimesi i¢in wo(TX) = wo(X) ve

lim sup diam(TX)(t) = lim sup diam(X)(t)

t—o00 t—o00

dir. Sonug olarak; (TX) = pw(X) ve T operatori o = 1 igin Teorem 3.2.1%n (i)
sartine saglar. Diger taraftan; [(Tx)(t)| < 14 |xz(t)| iken ¢ =1 ve d = 1 olmak iizere
herhangi bir x € BC(R4,R) i¢in T operatori Teorem 3.2.17%n (ii) sartiny saglar.
Ayrica, v : Ry x Ry x R — R olmak tizere; u(t,s,x) = 1/(t + 1)(s* + 1)
seklinde tanimly u fonksiyonunu gézénine alalim. A¢ik olarak; u fonksiyonu stirekls
ve u(t,s,x)| = 1/(t + 1)(s*> + 1) dir. Eger a(t) = 1/(t + 1) ve b(s) = 1/(s*> + 1)

alimirsa a ve b fonksiyonlary sirekli, ||a|| = ||b|| = 1 ve lim;—,o a(t) = 0 olur.

olup bu ise b € L*(Ry) olmasi demektir.
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Sonug olarak; u fonksiyonu, Teorem 3.2.1%n (iii) sartine saglar. (iv) hipote-

zinden,
1 1
|u(te, s,2) —ulty, s, x)| = ‘(t2+1)(32+1) B (t1+1)(82+1)'
1 1 1 1 1 —to
S t2+1_t1+1‘:S“ll(tl“)(tﬁl)l
! |ty — o]
s2+1

oldugundan ¢ fonksiyonu, ©(s) = b(s) = 1/(s*+1) olarak alabilir. Buradan Teorem

3.2.1%n (iv) sarte saglanar.

Son olarak; o||al|||b]], = 7/2 > 1 oldugundan (v) sarts saglanmaz.

z(t) = (2(t) +1) /0 (t+ 1)d(i2 +1)

veya bu egitlik,
(1+t)x(t) = (14 z(t)) arctan(t)

seklindedir. A¢ik olarak; x(t) = 0 bu denklemin ¢ozimi degildir.
Eger z(t) € BC(R4,R) oldugu kabul edilip yukardaki esitlikte t — oo igin limit
alimirsa egitligin sol tarafinin sonsuza yaklastigini, sag tarafinin ise simarh oldugunu

gorebiliriz. Bu ise, bir celiski olup yukaridaki denklemin bir ¢ozimu yoklur.

3.4. Uygulamalar

T operatorii ile u fonksiyonu bu boliimde ele alinan integral denklemlerin te-
mel elemanlaridir. Bu béliimde, Teorem 3.2.1°'deki kabulleri saglayacak sekilde w

fonksiyonunun ve T operatériiniin daha somut 6rneklerini verecegiz.
T Operatorii ile Tlgili Uygulamalar

Ugiincii kisimda T' operatérii ile ilgili olarak Teorem 3.2.1%in (4) ve (ii) sartini

saglayan ornekler verildi. Bu kisinda, bagka ornekler verecegiz.

Oncelikle agagidaki Lemmay1 verelim.
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LEMMA 3.4.1. Kabul edelim ki z(t),y(t) € BC(R4,R) ve ¢ > 0 olsun. Bu
taktirde;

w(zy,e) < ||zllw(y, €) + [lyllw(z, €)
esitsizligi gegerlidir, [5].
IspaT. ¢, ¢ € R, keyfi secilen sabitler ve |t — /| < & olmak iizere;

[ ()y(t) — x()y(t)] < [e@)y(t) — z(@y(t)] + [2()y(t) — (@ )y(t)]
< |z @Olly(t) =y ()] + [y(t)[Jx(t) — x(t')]

< [lzllw(y, €) + [lyllw(z, €)
elde edilir. Sonug olarak; w(zy, e) < ||z]|w(y, €) + ||ly||w(zx,€) dir. O

UYARI 3.4.1. Eger x(t) € BC(Ry,R) ve x(t) fonksiyonu R, dzerinde dizgin

stirekli ise lim,_ow(z,e) = 0 dar.

ORNEK 3.4.1. T operatérini, z(t) € BC(R,,R) ve x(t), Ry tizerinde diizgiin

stirekli olmak tzere;

T :BC(R,,R) — BC(R,,R)

seklinde tanwmlayalim. A¢ik olarak; T operatéri sirekli bir operatordir.

X, BC(R,,R) uzayinan sinarly bir altkimesi olsun. Lemma 3.4.1°den ve Uyari
3.4.1°den, kolayca ispat edilebilir ki, wy(TX) < ||z|lwo(X) tir.

Diger taraftan; eger y1,y2 € X vet € Ry ise

[(Ty)(t) = (Ty2) ()] =[xy (t) — (t)y2(2))|
= |z (t)[|y1(t) — y2(t)]
< [lz|lly1(t) — y2(t)]
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olur. Buradan,

sup [(Tyn)(t) = (Ty2) ()] <[]l sup [y (8) = y2(1)]

y1,y2€X y1,y2€X

olur ve baylece, diam(TX)(t) < ||z||diamX (t) elde edilir. Sonu¢ olarak;
p(TX) < |lzf|n(X)

olup T operatori, ||z|| sabitiyle Darbo sartina saglar. Oyleyse T operatiri, Teorem

3.2.1%n (i) sartin saglar.

Diger taraftan;

[(Ty)@)] = =)y ()] < |y ()]
olup, bu ise T' operatoriniin Teorem 3.2.1%n (ii) sartins sagladiging gosterir.

ORNEK 3.4.2. Kabul edelim ki g : Ry — R fonksiyonu simarly tireve sahip bir
fonksiyon ve |¢'| < k olsun.
T: BC(R.,R)— BC(R,,R)

z(t) = g(lx(t)])

operatorini gézonine alalim.

Kolayca goriebilecegi gibi, T operatori iyi tanwymly ve strekli bir operatérdiir.

Ayrica, T operatiri kompakt olmayan p dlgisine gore Darbo sartine saglar.

Gergekten; € > 0 bir sabit ve t,t' € Ry i¢in |t —t'| < e olsun. Ortalama Deger

Teoreminden,

(Tz)(t) = (Tx)() = |g(l=(@®)]) — g(l=()])]
19" )z ()] = (@)
< Kfa(t) —2(t)]

IN

olacak sekilde [t,t'] araligina ait bir & degeri vardwr. Sonug¢ olarak; X, BC(R,,R) nin

swnarly bir altkimesi olmak tizere wo(TX) < kwo(X) elde edilir.
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Benzer sekilde eger x1,1o € X vet € R, alinirsa,

|(T21)(t) — (T2) ()] = |g(|21(8)]) — g(|z2(8)])]
< 19/ (O)]a1(t) — z2(t)]
< klzy(t) — aa(t)]
bulunur. Béylece, diam(TX)(t) < k diamX (t) olur. Bu ise,

w(TX) < kp(X)

olmasy demektir. Buradan da T nin, k sabitiyle Darbo sartini sagladiging soyleye-
biliriz. Diger taraftan; T oeratéri Teorem 3.2.1%n (ii) sartine saglar. Gercekten;

Ortalama Deger Teoreminin kullanmaswyla, § € (0,t) olmak tzere;

[(Tz)(®)] = lg(|=®)N] < lg(l=@)]) = g(0)] + |g(0)]
< |g'©llz®)] + 19(0)|

< klz(t)] + [9(0)]
elde edilir.

UYARI 3.4.2. g : R, — R swnarl tireve sahip fonksiyonlar,

1
z+1

g(x) = cos"(2), g(x) = sin™(z), g(x) = cos(nx), g(x) = sin(nz), g(z) =
seklinde alinabilir.
ORNEK 3.4.3.
fiR.xR—>R
(t,z) — f(t,2)

fonksiyonu,
(1) f diizgin sirekli bir fonksiyon,

(2> |f<t,$) _f(tvy)l S k"x_yyak € <O71)7t € R+,£C,y €R ve
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(3) Vt € Ry igin |f(t,0)] < M olacak sekilde IM > 1 vardur
ozeliklerini saglasin. Bu durumda; Vox € BC(Ry,R) i¢in

(Tx)(t) = f(t, (1))

seklinde tanimly operatir, BC(Ry,R) uzayindan yine bu uzaya tanwmly bir operator

olup, Darbo sartini saglar. Gercekten; v € BC(R,,R) ig¢in,

seklinde tanimlanirsa x € BC(R,, R) igin

(T)(t) = f(t,2(t)) = (f o 2)(t)

olacagr aciktur.

Sonu¢ olarak; T fonksiyonun sirekliligi dikkate alinarak, Tx fonksiyonunun

stirekli oldugunu anlasilir.

Diger taraftan;

((Tx)()] = |f(tx@)] < [f(tx(t) = FE0)[ +[f(2 0)]
< klz(8)] + [£(#,0)|
< kx| + M

oldugundan Tx fonksiyonu sinrlidvr. Su halde; T  operatori, BC (R4, R) uzayindan
BC (R, R) uzayina tanimlidor.

Simdi, lim, . x, = x seklinde olan (x,) C BC(R,,R) dizisini ele alalim.

Bdéylece,

|(Tn) (t) — (Tx)(2)] [f(t2n(t) = f (2, 2(1))]

Kl (t) — x(t)]

IA

< kllz, — x|

olur ve sonu¢ olarak T operatori sireklidir.

43



Simdi de T operatorinin kompakt olmayan u él¢iistine gore Darbo sartini sag-

ladvgana ispatlayalim:

Oncelikle sabit bir € > 0 alalum. f’nin diizgin sirekliliginden;

1, 2) = (s,9)lloc < & iken [f(t,2) — f(s,y)| <e
olacak sekilde bir 6 = 6(¢) > 0 vardor.
BC (R4, R) uzayinda, X C B(0,r), v € X vet,s € Ry ve |t —s| <0 olsun.
Bdévylece,
[(T2)(t) — (Tz)(s)| = [ f(t, (1)) — f(s,2(s))]
< |f(E () — [t ()| + [f(t x(s) — f(s,2(s))]
< klx(t) —z(s)| + ¢
elde edilir. Sonuc olarak,

(3.4.1) wo(TX) < kwo(X)

esitsizligine sahip oluruz.

Diger taraftan; v1,20 € X ve t € Ry alinirsa
(T1)(8) = (T2) ()] = |f(E, 21(2) = f(E, 22())] < ki (t) — 22(2))]
esitsizligi elde edilir ki buradan,
(3.4.2) diam(Tx)(t) < k diamX (t)
olur. Boylece, (3.4.1) ve (3.4.2) egitsizliklerini dikkate alarak,
(TX) < ku(X)

sonucuna ulasiriz ve bu da T operatdoriniin k sabitiyle Darbo sartine sagladige anla-

mana gelir.

u Fonksiyonuyla Ilgili Uygulamalar

Bu boéliimde Teorem 3.2.1°deki hipotezi saglayan v funksiyonlarina iligkin 6r-

nekler verecegiz.
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ORNEK 3.4.4. r € R ver > 1 olmak izere;

1
L+i)(s+ 1)

u(t, s, x) =

fonksiyonunu ele alalim. u fonksiyonunun sirekli oldugu acik olup,

1
A+ +1)

dir. Eger a(t) = 1/(t + 1),b(s) = 1/(s + 1)" alinarsa a ve b fonksiyonlars siirekli,

Jult, s, x)| =

|la]] = ||b]| = 1 ve limy_o a(t) = 0 oldugu agiktur.

/Ooo bs) ds = /DOO (s isl)r T i 1

olup buradan b € L'(Ry) olur. Sonug¢ olarak; u fonksiyonu Teorem 3.2.1%n (iii)

sartine saglar.

(1v) hipotezinden,

ulta, 5, 2) — ulty, 5, 2)| ! :
ults, S, ) —ulty, s,x)| = -
2 ! (t+ D(s+ 1) (tL+1)(s+1)
1 1 1|1 t— b
(s+Dr(ta+1 ti+1] (s+1)7 |[(ta+ 1)t +1)
< t1 —t
_(s+1)7“|1 d

oldugundan p(s) = b(s) = 1/(s+1)" almabilir. Bu ise Teoerem 3.2.1%in (iv) sartinin

saglandigine gosterir.

ORNEK 3.4.5. r € R,7 > 1 olmak tizere;

1

ulhs2) = G T Iy

fonksiyonunu gozoniine alalim. Ac¢ik olarak; u fonksiyonu siirekli olup,

ult, 5,)] = !
NS = (2 1)
dir. Eger;
1 1
alt) = t+1’ b(s) (s2+ 1)



alinirsa a ve b fonksiyonlary sirekli, ||a|| = ||b]] = 1 ve limy_ a(t) = 0 olur.

& & 1 *  ds T
A (s)ds (A @?+DTS—[;(§+1) 2

olup, buradan b € L'(R,)’dir. Sonu¢ olarak; u fonksiyonu Teorem 3.2.1%mn (iii)

sartine saglar.

(1v) hipotezinden,

ulta, 5,7) — u(t, 5,2)] = ] R —
(ta+1)(s24+1)" (1 +1)(s2+ 1)
1 1 1| ty— 1t
N (82+1)T t2+1_t1—|—1‘_ (t2+1)(t1—|—1)’
< ;\tl — to]
— (82+1)r

dir. Burada, ©(s) = b(s) = 1/(s* + 1)" olarak alinirsa Teorem 3.2.1’in (iv) sarts

saglanar.

UYARI 3.4.3. Ornek 3.4.5°de v = 1 icin elde edilen durum, Ornek 3.3.27de

mcelenmastir.

ORNEK 3.4.6. p,g,7 €R, p,g>1,7r>1wve f,h: R — R, herhangi siirekli
fonksiyonlar olmak tizere;

1

) = G T e T TR

alalim. Bu durumda u fonksiyonu strekli olup,

1
Gtp+ @Gt @) | S G+ DG+

ju(t, s, z)| =

oldugundan a(t) ve b(s) fonksiyonlarini, a(t) = 1/(t+1), b(s) = 1/(s+1)" seklinde

secebiliriz.

Boylece, Ornek 3.4.4°te elde edilen sonuclardan u fonksiyonunun, Teorem 3.2.1%in

(7i1) sartim sagladigr sonucuna ulagiriz.
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Diger taraftan;

|u(t27 S, l‘) - u(th S, ZE)l -

‘ (b2 +p+ f(:v))l(s tq+h(@)  (bp+ f(x))l(s +q+h(z))
“(s+q Jlr h(x))" | (2 +p1+ f@) (& +p1+ f(@))
“(s+aq i h(x))" | (t2 +p + f(il))_(ti: p+ f())
:(s—i—qih(x))?"m ~fal

olacagmdan, ¢ fonksiyonunu, ¢(s) = 1/(s + ¢ + h(z))" € L*(R;) olarak alabiliriz.
Su halde;

/°° 1 J </°° 1 d 1
S S =
o Grarn@y =) Gryr C T

olur ve boylece Teorem 3.2.1°in (iv) sart1 saglanir.

ORNEK 3.4.7. p,q,r € R, p,q,r > 1 ve f,h: R — R, siirekli keyfi fonksi-

yonlar olmak tzere;

1

ull: 5, 2) = G @) g F h@))

alalvm. Su halde u fonksiyonu sireklidir. Ayrica,

1 1 1
G p+ @) P gt h@)| S tr D@1y

|u(t’ va)| =

oldugunu dikkate alarak a(t) ve b(s) fonksiyonlarina

1 1
a(t) = ——, b(s) = CEE

olarak secebiliriz. Ornek 3.3.2°de ve Ornek 3.4.5°te elde edilen sonuglar, da gézéniine

alarak u fonksiyonunun Teorem 3.2.1%in (iii) sartine sagladigi sonucuna ulagiriz.
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(1v) hipotezinden,

|u(t27 S, x) - U’<t17 S, .Z')’ =

1 1
hh+p+ﬂ@ﬂﬁ+q+mwy_Kh+p+ﬂﬂﬂﬁ+q+M@V
1 1 1
T rqth@) [atrp+f@) +pt @)
1 t1 —to
(gt h@) (b rp+ f@) b+ p+ f(2)
1
= |ty — o

(s + g+ h(z))"
oldugundan ¢ fonksiyonunu, o(s) = 1/(s* + q + h(z))" olarak alabiliriz. Boylece,
o € L'(Ry) ve

/Oo 1 d </OO L gs< ™
S _— S —
o ($2+q+h(x)) —Jo ($2+1) -2

olup Teorem 3.2.1%n (iv) sarts saglanar.

ORNEK 3.4.8. Teorem 3.2.1%n (iii) hipotezindeki Vr € R ve t,s € R, igin
saglanan |u(t, s, )| < a(t)b(s) esitsizligini ve a(t) ve b(s) fonksiyonlarini kullanarak,
Teorem 3.2.1%n (ii1) ve (iv) sartins saglayan yeni u fonksiyonlary inga edebiliriz.

Yeni fonksiyonlar verirken; g : R, — R fonksiyonunu da |g(z)] < 1 olacak
sekilde ve u fonksiyonunu, p,q € R, p,q > 1, f,h : R — R, stirekli keyfi fonksiyonlar

ve

1 1

W e Y T ey
1
o) = wrgrawy T2

r > 1 veya

olmak dizere, u(t, s,x) = a(t)b(s)g(x) seklinde alabiliriz.

u fonksiyonunun strekliligi aciktir ve |u(t, s, x)| < a(t)b(s) dir.

Ayrica, Ornek 3.4.6°dan ve Ornek 3.4.7°den elde edilen sonuclarin da dikkate
alinmasiyla u fonksiyonunun Teorem 3.2.1%n (iii) ve (iv) sartlarin sagladige goste-
rilebilir.
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Yukardaki |g(x)| < 1 esitsizligini saglayan bazi fonksiyonlar,

g(z) = cos"(x), g(x) = sin"(x), g(x) = cos(nz),
e —1

g(x) = sin(nz), g(x) = . ve g(x) = e

z+1

seklinde verilebilir.

3.5. Lineer Olmayan Volterra Tipi integral Denklemlerin Coéziimlerinin

Varlig1 ve Bu Coziimlerin Asimptotik Kararlilig:

Trafik arac teorisi ve biyoloji bilimindeki baz1 problemlerin ¢éziimii, agagidaki

lineer olmayan fonksiyonel integral denkleme dayanir.
1
o) = f(t0(t)) [ ult.sa(9)ds, 1€ o1
0

Bu egitlik, ayn1 zamanda bir lineer olmayan kuadratik Volterra integral denk-

lemi olarak adlandirilir.

Bu ¢alismada, yukaridaki denklemin benzeri olan sinirsiz bir aralikta tanimli

ve

(3.5.1) o(t) = f(t,x(t))/o u(t, 5, 2(s))ds

esitligiyle verilen Volterra integral denklemi ele alinacaktir. Kompakt olmayan 6l-
¢iilerle iligkilendirilmis bir teknigi kullanarak, (3.5.1) denkleminin [0, co) araliginda
siirekli ve sinirl bir ¢éziimiiniin varligin1 gérecegiz. Kompakt olmayan 6l¢iiniin uy-
gun se¢ilmesi halinde bu ¢oziimlerin daha sonra tanimlanan ve asimptotik kararhlik

olarak adlandirilan bir 6zelige sahip oldugu soylenebilir.

Bu kisimda, lineer olmayan (3.5.1) ile belirtilen fonksiyonel integral denklemin,
BC(R,,R) Banach uzayindaki ¢6ziimiinii aragtiracagiz.

(3.5.1) denklemini, agagidaki kabuller altinda ele alalim:
(i) f: Ry x R — R siirekli ve t — f(t,0) fonksiyonu BC' (R, R) nin bir eleman,
(ii)) m: Ry - Ry Vo,y e Rvet € Ry igin

[f(t2) = f{ty)] < m(t)|z =yl
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egitsizligini saglayan siirekli bir fonksiyon,
(iii) u, a ve b fonksiyonlari, u : Ry x Ry x R — R, a,b: R, — R, olan ve

Vt,s € Ry ve x € R igin

t—o0

lim a(t)/o b(s)ds =0, tliglo m(t)a(t)/o b(s)ds =0

ve |u(t, s, x)| < a(t)b(s) sartlarni saglayan siirekli fonksiyonlar ve

(iv) k € [0,1) olmak tizere, ¥t > 0 i¢in;

m(t)a(?) /0 b(s)ds < k
olsun.

Béylece, asagidaki sonucu verebiliriz:

TEOREM 3.5.1. (i)-(iv) kabulleri altinda (3.5.1) denklemi, BC(R,,R) uzayin-
da en az bir x = x(t) ¢ozimine sahiptir. Bu ¢ézim Ry da asimptotik kararblik

ozeligine sahiptir, |4].

(3.5.1) denkleminin asimptotik kararhligindan su anlagilmalidir:
Ve > 0 igin 3L > 0 ve r > 0 vardir dyle ki eger x,y € B(0,r) ve x = x(t),y = y(t)
(3.5.1) denkleminin ¢oziimleri ise V¢ > L i¢in |z(t) — y(¢)| < € olur.

Ispar. BC(R,,R) iizerinde T operatériinii agagidaki sekilde tammlayalim:

(Tx)(t):f(t,x(t))/o u(t, s, 2(s))ds, t>0

Hipotezden, Vo € BC(R,,R) i¢in Tz fonksiyonunun, R, ’da siirekli oldugu goriile-

bilir. Diger taraftan;

(T2)®] < 1t a®)] / u(t, s, 2(s))|ds
< 1t z(®)a(t) / b(s)ds

0

< 1f(ta(t) = F0latt) [ bs)ds+

(3.5.2) £ (t,0)]a(t) /O b(s)ds
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oldugundan, (3.5.2)’den,
t t
(Tz)(8)] < Ix(t)|m(t)a(t)/ b(s)ds + \f(t70)\a(t)/ b(s)ds
0 0
t
(3.5.3) < Klz()] + |£(t. 0)]a(t) / b(s)ds
0
elde edilir. Boylece T'x fonksiyonu, R, iizerinde sinirhdir. (3.5.3) ten,
(3.5.4) ITz|| < k|lx(t)] + A

elde edilir. Burada, A = sup {|f(t, 0)]a(t) f(f b(s)ds : t > O} egitligiyle tanimlanmak-
tadir. Acik olarak, (¢) ve (éi7) kabullerinden, A < oo olur.

kE<1ver = A/(1—k)olmak iizere (3.5.4) esitsizliginden 7" operatoriiniin,
B(6,7)’yi kendi igine tagidigr anlagilir.

Simdi, T" operatoriiniin B(0,r) iizerinde siirekli oldugunu gosterelim:

Bunun i¢in sabit bir € > 0 ve z,y € B(#,r) alalim 6yle ki ||z — y|| < e olsun.

Boylece, Vt € R, igin;

(Tz)(t) = (Ty) )] < ‘[f(taw(t))—f(tvy(t))]/oU(tasyﬂf(S))dS

e ([ atss.atonas — [ utesaonas)

IA

|f(t,x(t))—f(t,y(t))|/0 |u(t, s, x(s))[ds
+|f(t,y(t))|/0 u(t, s, (s)) — u(t, s, y(s))|ds

IN

m(t)]z(t) — y(t)|a(t) /0 b(s)ds + [|f(t,y(t)) — f(t,0)]
+[f(¢,0)] ]/0 u(t, s, 2(s)) —u(t, s, y(s))lds
kla(t) = y(®)] + [m(D)y )|+

£(t,0)] / Jult, 5, 2(s)) — ult, 5, y(s))|ds

IA

(3.5.5)

IN

ke 4+ [rm(t) + | f(t,0)] ]/0 lu(t, s, x(s)) — u(t, s, y(s))|ds

51



dir. (i) ve (iti)’den t > L igin;
2rm(t)al(t) /0 b(s)ds < (1— k‘)%

(3.5.6) 2sup{|f(¢,0)] : t > 0} al(t) /Ot b(s)ds < (1—k)

esitsizliklerini saglayacak sekilde bir L > 0 sayist segilebilir.

Simdi, su iki durum s6z konusudur:

(o) t > L olsun. O zaman (3.5.5)’ten ve (3.5.6)’dan;
(T2)(t) = (Ty)(t)] < ke + (1= K)S + (1= k)5 =<

olur.

(6) t < L olsun. Bu durumda;
w(g) = Sup{|u(t7 va) - U(t7 S7y)| it,s e [Oa L],C(],y S [_T7 T]7 "Z‘ - y’ < 8}

seklinde tamiml w(e) = w fonksiyonunu gozoéniine alalim.
u(t, s, z) fonksiyonunun [0, L] x [0, L] x [—r,r| kiimesindeki diizgiin siirekliligi

dikkate alinirsa, € — 0 igin w(e) — 0 elde edilir. Boylece, (3.5.6)’dan;

[(Tz)(t) = (Ty)(O)] < ke +[rsup {m(t) : ¢ € [0, L]}

+sup {[(6,0)] : € [0, L]}] Lw(e)

elde ederiz.

Sonug olarak; («) ve () ve yukarida elde edilen gercekleri aklimizda tutarak,

T operatoriiniin B(6,r) iizerinde siirekli oldugu sonucuna ulagiriz.

Simdi de bog olmayan X C B(6,r) kiimesini ele alahm. Vx,y € X ve sabit
t > 0 icin
[(Tz)(t) = (Ty)(t)| < Kla(t) —y(@)] + [m@)]y@)] + f(2,0)]

(3.5.7) X/o lu(t, s, x(s)) — u(t, s, y(s))|ds
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esitsizliginin gegerliligi, (3.5.5)’in elde ediliginden bilinmektedir. Boylece (3.5.7) esit-

sizliginin de gozoniine alinmasiyla,

(T) (@) = (Ty) ()] < kle@) =y + [m@)]y@)] + /(¢ 0)]]

(3.5.8) (/ u(t, s, 2(s) \ds+/ fu(t, 5, 3(s) yds)

olacagindan (3.5.8)’den;

[(T2)(t) = (Ty)®)] < Kla(t) =y + [m@)|y@)] + [/ 0)[]

« (2a(t) /0 t b(s)ds)

Elx(t) —y(t)] + 2rm(t)a(t)/0 b(s)ds +

IA

(3.5.9) 21£(t,0)]a(t) /0 b(s)ds

elde edilir. (3.5.9)’da supremum alinirsa,

diam(7TX)(t) < kdiamX(t)+ 2rm(t)a(t) /t b(s)ds +

(3.5.10) 21£(t,0)]a(t) /Ot b(s)ds

elde edilir. Hipotezi de dikkate alarak (3.5.10) esitsizliginde ¢ — oo i¢in limite gegi-

lirse,

(3.5.11) lim sup diam(7°X') < klim sup diam X ()

t—oo t—o0
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elde edilir. L > 0 sabit bir say1, ¢ > 0, x € X ve t,s € [0, L] olmak iizere; |t — s| < &

olsun. Genelligi bozmaksizin, s < ¢ kabul edilebilir. Béylece hipotezden,

(Tx)(t) = (Tx)(s)]

bulunur. Burada;

L
Wy

—L
Wy

(f;€)
(u;€)

IN

IN

IN

IN

][f(m(t)) ~ f(ssato)] [t alr)ar

+

F(5,2(5)) (/Otu(t,f,x(T))dT _ /0 ult,r, a;(T))dT)

|f(t,x(t))—f(syx(8))l/0 [u(t, 7, 2(7))|dT

/u(t,T,:E(T))dT—/ u(s, 7, x(7))dr

0 0

(8 2(6)) — F(t 2(s)] + 17t a(s)) — Fls,a(s)]
x (a(t) / bde) (£, 2()) = £(5,0)] + | £(s,0)]]

t
X

\u(t, 7, x(7))|dT + /OS lu(t, 7, 2(7)) — u(s, T, :U(T))\dT)
[m(t)]z(t) — z(s)| + [f(t,2(s)) — f(s,2(s))]]

a(t)/o b(T)dT> + [m(s)]z(s)| + f(s,0)]

S

X

(
X (/: lu(t, T, z(7))|dT + /OL lu(t, 7, z(T)) — u(s,7‘,x(7‘))|dr)
nttalt) [ se)ar ] o6~ ()1t (1. 20at) [ birsar

t t

Fm(s)ra(t) / b(r)dr + | £(s,0)]a(?) / b(r)dr +

S S

Lm(s)r +1£(s,0)|]&y (u,¢)

sup {[f(t,x) = f(s,2)] : 1,5 € [0, L], [t = s| <&, [z <7}

Sup{’U(t,T,CIZ) - U(S,T,CC)‘ ils € [O7L]7 |t o Sl SeTE [07L]7 ‘I| < T}
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dir. Boylece,
wH(Tx,e) < kw™(z,e) +wk(f,e)al(t) /t b(r)dr
+erm(s)sup {b(7) : T € [(()), L}
+elf(s,0)la(t) sup {b(7) : 7 € [0, L]}
(3.5.12) +Lsup{m(s)r +|f(s,0)] : s € [0, L]}T= (u, €)
esitsizligini elde ederiz.
Hipotezden, f = f(¢, x) fonksiyonunun [0, L] x [—r, r| lizerinde ve u = u(t, 7, x)
fonksiyonunun da [0, L] x [0, L] x [—r,r] lizerinde diizgiin siirekli oldugu anlagihr.

Su halde; e — 0 i¢in WZ(f,e) — 0 ve w(u,e) — 0 oldugunu sdyleyebiliriz.

Baéylece (3.5.12) esitsizliginde ¢ — 0 i¢in limit alinirsa

(3.5.13) w(TX) < kwh(X)

esitsizligi elde edilir. (3.5.13) esitsizliginde L — oo i¢in limit alinirsa,
(3.5.14) wo(TX) < kwo(X)

esitsizligi elde edilir. (3.5.10) ve (3.5.14) egitsizlikleri taraf tarafa toplanir ve kompakt

olmayan o6lc¢iiniin tanimi dikkate alinirsa,
W(TX) < ku(X)

bulunur. Sonug olarak; Teorem 3.1.1’in biitiin sartlar1 saglanmig oldugundan, 7 nin,

B(0,r) C BC(R;,R)’de olan ve x = Tz olacak gekilde bagka bir ifadeyle,

2(t) = (Tx)(t) = f(t, x(t)) /OtU(t?S;x(S))dS

olacak gekilde, sabit biraktigi bir x noktasmin (fonksiyonunun) varligindan bahse-
debiliriz ki bu da (3.5.1) denkleminin, BC(R,R)’ de bir ¢ozlimiiniin var olmasi

anlamina gelir. Boylece ispat tamamlanmig olur. 0
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