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ÖZET

Üç bölümden olu³an bu tezin birinci bölümünde, di§er bölümlerin daha ko-

lay anla³�lmas�n� sa§layacak baz� temel tan�mlar ve teoremler verildi. Lineer uzay,

metrik uzay, normlu uzay, topolojik uzay, sürekli operatör ve kompaktl�k gibi temel

kavramlardan bahsedildi.

�kinci bölümde, kompakt olmayan ölçüyle ilgili temel bilgiler verildi. Simetrik

Hausdor� ve simetrik olmayan Hausdor� uzakl�klar�, Contor'un kesi³me teoremi,

baz� kompakt olmayan ölçü örneklerinden olan kompakt olmayan Kuratowski ve

küre ölçüleri ile kompakt olmayan ölçünün temel özelliklerinden bahsedildi.

Üçüncü bölümde, lineer olmayan kuadratik Volterra integral denklemleri ince-

lenerek kompakt olmayan ölçü ile birle³tirilmi³ bir teknik yard�m�yla, bu denklemle-

rin R+'da tan�ml�, s�n�rl� ve sürekli fonksiyonlar�n uzay� BC(R+,R)'de çözülebilirli§i

incelendi.

Ayr�ca, bu çal�³mada, baz� sonuçlar�n daha iyi anla³�labilmesini sa§layacak

uygulamalara yer verildi.
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ABSTRACT

The present thesis consists of three chapters.

In the �rst chapter of this thesis, some basic de�nitions and theorems were

given to make other chapters understand easier. Basic concepts like linear space,

metric space, normed space, topological space, continuous operator and compact set

were given.

In the second chapter, basic knowledge about measures of non-compactness

were given. Simetric Hausdor� and non-symmetric Hausdor� distance, Contor's in-

tersection theorem, some examples of measures of non-compactness like Kuratowski

and ball, the basic features of measures of non-compactness were given.

In the third chapter, nonlineer quadratic Volterra integral equations were in-

vestigated. It was shown that this equations are solvable in the space BC(R+,R)

which elements are continuous and bounded any functions on R+. The main tool

used in this study is associated with the technique of measures of non-compactness.

Furthermore, some examples, which will make the basic consequence more

understandable, were solved.

iv



TE�EKKÜR

Yüksek lisans çal�³mamda dan�³manl�§�m� üstlenen, bu tezin haz�rlanmas�nda

gerekli maddi ve manevi imkanlar� sa§layan, hiçbir zaman yak�n ilgi ve alakalar�n�

esirgemeyen de§erli hocam, say�n Doç. Dr. Ö. Faruk TEM�ZER'e minnet ve ³ükran-

lar�m� sunar�m. Akademik çal�³malar� ve bölümdeki görevlerinin yan�s�ra bu tezin

haz�rlanmas�nda ikinci bir dan�³man gibi görev üstlenen ve yard�mlar�n� esirgemeyen

Dr. �smet ÖZDEM�R' e, s�cak ilgileri ile her konuda yard�mc� olan Doç. Dr. Bilal

ALTAY' a ve Doç. Dr. Celal ÇAKAN'a, devaml� destek ve te³vikte bulunan di§er

arkada³lar�ma ve aileme te³ekkürü bir borç bilirim.

v



SEMBOLLER

R: Reel say�lar cümlesi,

R+: [0,∞) aral�§�,

N: Do§al say�lar cümlesi,

C: Kompleks say�lar cümlesi,

BC(R+,R): R+'da tan�ml�, reel de§erli s�n�rl� ve sürekli fonksiyonlar�n uzay�,
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ME: E Banach uzay�n�n bo³tan farkl� ve s�n�rl� alt kümelerinin ailesi,

NE: E'nin bo³tan farkl� ve ön-kompakt alt kümelerinin ailesi,

A: A kümesinin kapan�³�,

dist (x,A): x noktas�n�n A kümesine uzakl�§�,

B(x, r): x merkezli r yar�çapl� aç�k yuvar,

B(x, r): x merkezli r yar�çapl� kapal� yuvar,

diamA: A kümesinin çap�,

B(X, r): X küme merkezli r yar�çapl� yuvar,

convX: X'i ihtiva eden konveks ve kapal� kümelerin en küçü§ü.
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G�R��

�ntegral i³areti alt�nda bilinmeyen bir fonksiyonu ihtiva eden denklemler olarak

tan�mlanan integral denklemler, uygulamal� matematik ve matematiksel �zikteki bir

çok problemin dönü³tü§ü en önemli denklem tiplerindendir. Bu denklemler, mate-

matiksel analizin günümüz dünya problemleri üzerine uygulanmas�nda da önemli

bir yere sahiptir. �ntegral denklem tabiri, ilk olarak 1888 y�l�nda Bois Reymand

[9] taraf�ndan kullan�lm�³ olmakla beraber, bu denklemlere ilk olarak 1782 y�l�nda

Laplace'�n lineer fark denklemleri ve integral deklemlerin çözümünde kulland�§�,

f(x) =

∫ ∞
0

e−xyφ(y)dy

integral dönü³ümünde rastlanmaktad�r, [9].

�ntegral denklemler, integral s�n�rlar�na göre Fredholm ve Volterra olmak üzere

iki tipten olu³maktad�rlar. Fredholm integral denkleminde integralin s�n�rlar� sabit-

tir. �ntegral s�n�rlar�ndan birinin x de§i³keni olmas�yla karekterize edilen Volterra

tipi integral denklemlere ait çal�³malar ilk olarak 1860-1940 y�llar� aras�nda ya³am�³

olan �talyan matematikçilerinden Vito Volterra taraf�ndan yap�lm�³t�r.

�ntegral denklemler teorisi, birçok uygulama alan�na sahiptir. Mesela, tra�k

araç teorisi ve biyoloji bilimindeki baz� problemlerin çözümü,

x(t) = f(t, x(t))

∫ 1

0

u(t, s, x(s))ds, t ∈ [0, 1]

formundaki lineer olmayan fonksiyonel integral denkleme dayan�r.

Bu çal�³mada, integral denklemlerin bir s�n�f� olan lineer olmayan kuadratik

Volterra tipi denklemleri inceleyece§iz. Bu denklemlerin, R+ üzerinde tan�ml�, sü-

rekli ve s�n�rl� fonksiyonlar�n uzay� olan BC(R+,R)'da çözülebilirli§ini ara³t�raca§�z.
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Bunu, kompakt olmayan ölçü ile birle³tirilmi³ bir tekni§i kullanarak yapaca§�z. Ay-

r�ca, kompakt olmayan ölçünün uygun seçilmesi halinde, bu çözümlerin, asimptotik

kararl�l�k denilen bir özeli§e sahip oldu§unu görece§iz. Son zamanlarda, baz� integ-

ral denklemlerin çözülebilirli§ine ili³kin yap�lan birçok çal�³mada bu teknik yayg�n

olarak kullan�lmaktad�r.
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BÖLÜM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde, sonraki bölümlerin daha iyi anla³�lmas�n� sa§layacak baz� temel

tan�mlar ile teoremler verildi.

1.1. Baz� Temel Kavramlar

Tan�m 1.1.1. (Lineer Uzay)[8, syf. 69] Bo³ olmayan bir L cümlesi ve bir F

cismi verilmi³ olsun. E§er x, y ∈ L, λ ∈ F için +(x, y) = x + y ve ·(λ, x) = λx ile

tan�mlanan + : L×L→ L, · : F ×L→ L fonksiyonlar�, her x, y, z ∈ L ve λ, β ∈ F

için a³a§�daki e³itlikleri sa§l�yorsa, L cümlesine, F cismi üzerinde bir lineer uzay

denir.

(a) x+ y = y + x,

(b) (x+ y) + z = x+ (y + z),

(c) ∀x ∈ L için x+ θ = θ + x = x olacak ³ekilde bir θ ∈ L vard�r,

(d) ∀x ∈ L için x+ (−x) = (−x) + x = θ olacak ³ekilde bir (−x) ∈ L vard�r,

(e) (λ+ β)x = λx+ βx,

(f) λ(x+ y) = λx+ λy,

(g) (λβ)x = λ(βx),

(h) 1x = x.

Lineer uzay tan�m�nda geçen bu F cismine, lineer uzay�n skaler cismi, F nin

elemanlar�na ise, skaler denir. Lineer uzay yerine vektör uzay� deyimi de kullan�l�r.

Bu durumda, L nin elemanlar�na genellikle vektör denir. θ bazen 0 ile de gösterilir.

+ ve · i³lemlerine k�saca lineer uzay i³lemleri denir. Burada, (e) ³art�ndaki + sem-

bolünün iki anlamda kullan�ld�§�na dikkat edilmelidir. Birinci taraftaki + i³areti, F

deki toplamay�; ikinci taraftaki ise, L deki toplamay� belirtmektedir. F = R olmas�

halinde L'ye reel, F = C olmas� halinde ise L'ye kompleks lineer uzay denir. Burada,
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θ ve (−x) ∈ L elemanlar�na, s�ras�yla, L nin birim eleman� ve x ∈ L nin toplama

i³lemine göre tersi denir. (h)' deki ”1” ise L cisminin çarpma i³lemine göre birim

eleman�d�r.

Tan�m 1.1.2. (Metrik Uzay)[11, syf. 2] X, bo³ olmayan herhangi bir cümle

olmak üzere, d : X ×X → R fonksiyonu, ∀x, y, z ∈ X için;

(m1) d(x, y) ≥ 0

(m2) d(x, y) = 0⇔ x = y

(m3) d(x, y) = d(y, x)

(m4) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

³artlar�n� sa§l�yorsa, d'ye X üzerinde metrik ve (X, d) ikilisine de metrik uzay

denir.

d fonksiyonu, (m1), (m3) ve (m4) aksiyomlar� ile birlikte

(m∗2) x = y ⇒ d(x, y) = 0

³art�n� sa§l�yorsa d ye yar� metrik, (X, d) ikilisine de yar� metrik uzay denir.

Tan�m 1.1.3. (Normlu Lineer Uzay)[8, syf. 103] X, bir lineer uzay olsun.

‖ · ‖ : X → R fonksiyonu, ∀x, y ∈ X ve ∀a ∈ R için a³a§�daki ³artlar� sa§l�yorsa, ‖ · ‖

fonksiyonuna X üzerinde bir norm ve (X, ‖ · ‖) ikilisine de normlu lineer uzay

veya k�saca normlu uzay denir.

(a) ‖x‖ ≥ 0,

(b) ‖x‖ = 0⇔ x = θ,

(c) ‖ax‖ = |a|‖x‖,

(d) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Tan�m 1.1.4. (Cauchy Dizisi) (xn), (X, ‖ · ‖) de bir dizi olsun. m,n → ∞

iken; ‖xm − xn‖ → ∞ ise (bir ba³ka ifade ile verilen her ε > 0 için m,n > n0

oldu§unda, ‖xm − xn‖ ≤ ε olacak ³ekilde en az bir n0 say�s� varsa) (xn) dizisine

Cauchy dizisi denir.

4



Tan�m 1.1.5. (Yak�nsak Dizi) (xn), (X, ‖ · ‖) de bir dizi olsun. n→∞ için

‖xn − x‖ → 0 olacak ³ekilde bir x ∈ X varsa, (xn) dizisine X'te yak�nsak dizi

denir.

Tan�m 1.1.6. (Tam Uzay) X normlu lineer uzay�nda her Cauchy dizisi ya-

k�nsak ise X normlu uzay�na tamd�r denir. (Buradaki taml�k, X'teki her (xn) dizisi

için ‖xm − xn‖ → 0 (m,n→∞) oldu§unda, ‖xn − x‖ → 0 (n→∞) olacak ³ekilde

bir x ∈ X eleman�n�n var olmas� anlam�ndad�r.) Tam olan (X, ‖ · ‖) normlu lineer

uzay�na Banach Uzay� denir.

Tan�m 1.1.7. (Operatör)[10, syf. 123] X ve Y bo³ olmayan kümeler ve

D ⊂ X olsun. D'nin herbir eleman�na Y 'nin bir ve yanl�z bir eleman�n� kar³�l�k

getiren bir kurala D'den Y 'ye bir operatör veya dönü³üm denir. D cümlesinden

Y cümlesine tan�ml� T operatörünün x'e kar³�l�k getirdi§i eleman T (x) ile gösterilir.

T operatörünün x ∈ D'yi, T (x) ∈ Y 'ye dönü³türdü§ünü belirtmek için, T : D → Y

gösterimi kullan�l�r. Bu durumda; D'ye, T operatörünün tan�m kümesi denir ve

genellikle D(T ) ile gösterilir.

R = R(T ) = {y ∈ Y : y = T (x), x ∈ D(T )}

kümesine T operatörünün görüntü kümesi denir. T operatörünün yapt�§� bu i³lem,

X ⊃ D(T )
T−→ R(T ) ⊂ Y

³eklinde veya k�saca T : X → Y biçiminde gösterilir. Bu gösterimde,

D(T ) 6= X veya R(T ) 6= Y

olabilir.

Tan�m 1.1.8. (Bir operatörün Bir Noktadaki Süreklili§i) [10, syf. 125]

X ve Y normlu uzaylar� ve T : X → Y operatörü verilsin. A³a§�dakilerden biri

sa§land�§�nda, T operatörü x0 ∈ D(T ) noktas�nda süreklidir denir.

(a) ∀ε > 0 için ∃δ > 0 3 x ∈ D(T ) ve ‖x− x0‖ < δ iken; ‖T (x)− T (x0)‖ < ε,

(b) x0 noktas�na yak�nsayan ∀(xn) ⊂ D(T ) dizisi için limn→∞ T (xn) = T (x0)'d�r.
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Limit tan�m�na göre, T : X → Y operatörünün x0 ∈ D(T ) noktas�nda sürekli

olmas� için x→ x0 iken T (x)→ T (x0) olmas� demektir.

Tan�m 1.1.9. (Sürekli Operatör)[10, syf. 126]X ve Y normlu uzaylar olmak

üzere T : X → Y operatörü D(T )'nin her noktas�nda sürekli ise T operatörü D(T )

üzerinde süreklidir denir.

Tan�m 1.1.10. (S�n�rl� Operatör)[10, syf. 127] X ve Y iki normlu uzay ve

T : X → Y operatörü verilsin. ∀x ∈ D(T ) için ‖Tx‖ ≤ c‖x‖ olacak ³ekilde sabit bir

c > 0 say�s� varsa T operatörü D(T ) üzerinde s�n�rl�d�r denir. E§er D(T ) = X ise,

T operatörüne sadece s�n�rl� operatör denir.

Tan�m 1.1.11. (Lineer Operatör)[10, syf. 126] X ve Y ayn� bir K cismi

üzerinde iki lineer uzay ve A : X → Y operatörü verilsin. E§er D(A), X'in bir alt

uzay� ise ve ∀x, y ∈ D(A) ve ∀α, β ∈ K için A(αx + βy) = αA(x) + βA(y) ise A

operatörüne lineer operatör denir.

Teorem 1.1.1. [10, Teorem 3.2.3 ] X ve Y iki normlu uzay, T : X → Y lineer

operatörünün D(T ) üzerinde s�n�rl� olmas� için gerekli ve yeterli ko³ul T operatörü-

nün D(T ) üzerinde sürekli olmas�d�r.

Tan�m 1.1.12. (Kompakt Lineer Operatör veya Tamamen Sürekli Li-

neer Operatör)[10, syf. 238] X ve Y Banach uzaylar� ve A : X → Y lineer

operatörü verilsin. E§er A operatörü X uzay�n�n her s�n�rl� kümesini Y uzay�n�n

bir ön-kompakt kümesine dönü³türüyorsa A'ya kompakt lineer operatör veya

tamamen sürekli lineer operatör denir.

Tan�m 1.1.13. [10, syf. 223] (X, ‖ · ‖) normlu uzay�nda aç�k kümelerin bir

ailesi D = (Dλ)λ∈Λ olsun. E§er bir E ⊂ X kümesi için E ⊂
⋃
λ∈ΛDλ oluyorsa D

ailesine E kümesinin bir aç�k örtüsü denir. E§er Λ0 ⊂ Λ sonlu ve E ⊂
⋃
λ∈Λ0

Dλ ise

D0 = (Dλ)λ∈Λ0 ailesine E kümesinin sonlu alt örtüsü ad� verilir. E kümesini örten

D ailesinin her kümesinin çap� ε > 0'den büyük de§ilse D örtüsüne E kümesinin ε-

örtüsü denir.
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Tan�m 1.1.14. (Topolojik Yap�)[1, syf. 23] X, bir küme ve τ da P (X) in

bir alt kümesi olsun. E§er a³a§�daki aksiyomlar sa§lan�rsa, τ ya X üzerinde bir

topoloji (topolojik yap�) denir.

(t1) X, ∅ ∈ τ

(t2) τ da al�nan herhangi say�da eleman�n birle³imi τ ya aittir. Yani, ∀(Ai)i∈I ⊂ τ

(I, herhangi bir indis cümlesi) için
⋃
i∈I Ai ∈ τ d�r.

(t3) τ da al�nan sonlu say�da elemanlar�n kesi³imi τ ya aittir. Yani, ∀(Ai)i∈J ⊂ τ (J,

sonlu indis kümesi) için
⋂
i∈J Ai ∈ τ d�r. τ topolojisi ile donat�lm�³ X kümesine veya

(X, τ) ikilisine topolojik uzay denir. τ n�n her eleman�na, X üzerinde τ taraf�ndan

tan�mlanan topolojiye göre bir aç�k küme denir.

Tan�m 1.1.15. (Kapal� Küme)[1, syf. 24] X uzay�na göre tümleyeni aç�k

olan kümeye τ taraf�ndan tan�mlanan topolojiye göre kapal� küme denir. Yani;

F ⊂ X kapal� ⇔ F c ∈ τ

d�r.

Tan�m 1.1.16. (Kümeler Aras� Uzakl�k)[1, syf. 45] (X, d) bir metrik uzay

A ve B de X'in bo³ olmayan iki altkümesi olsun.

d(A,B) = inf{d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B}

say�s�na A ile B aras�ndaki uzakl�k denir.

Tan�m 1.1.17. (Bir Kümenin Çap�)[1, syf. 46] (X, d) bir metrik uzay ve

X'in bo³ olmayan bir altkümesi A olsun. δ(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A} say�s�na

A kümesinin çap� denir. E§er δ(A) < ∞ ise A'ya s�n�rl�, δ(A) = ∞ ise s�n�rs�z

küme denir. (δ(A) yerine, bazen diam(A) gösterimi de kullan�l�r.)

Tan�m 1.1.18. (Kapan�³)[1, syf. 66] X topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. A

n�n tüm kapal� üst kümelerinin arakesitine A'n�n kapan�³� denir ve Ā ile gösterilir.

Tan�m 1.1.19. (Kompakt Küme)[10, syf. 224] (X, ‖ · ‖) uzay�n�n bir alt

kümesi E olsun. E§er E kümesinin her aç�k örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa

E kümesine X' de kompakt küme denir. E§er E kümesinin E kapan�³� X' te
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kompakt bir küme ise E'ye X'de bir ön-kompakt denir. X kompakt (ön-kompakt)

bir küme ise (X, ‖ · ‖) normlu uzay�na kompakt (ön-kompakt) normlu uzay� ad�

verilir.

Tan�m 1.1.20. (Dizisel Kompakt)[10, syf. 224] (X, ‖ · ‖) uzay�n�n bir alt

kümesi E olsun. E içindeki her dizinin, limiti E'de olan yak�nsak bir alt dizisi varsa

E kümesine,X'te dizisel kompakt küme denir. E§er E'nin E kapan�³�X'te dizisel

kompakt küme ise E'ye, X'te dizisel ön-kompakt küme ad� verilir.

Lemma 1.1.1. [10, syf. 225] (X, ‖ · ‖) normlu uzay� ve E ⊂ X verilsin. E

kümesi X'te kompakt ise, bu küme X'te dizisel kompakt bir kümedir.

Tan�m 1.1.21. (Tamamen S�n�rl�l�k)[10, syf. 225] (X, ‖ ·‖) normlu uzay� ve

E ⊂ X verilsin. E§er ∀ε > 0 say�s� için E kümesinin sonlu say�da aç�k yuvarlardan

olu³an ε− örtüsü varsa E kümesine X'te tamamen s�n�rl� küme ad� verilir.

Tamamen s�n�rl� bir kümenin s�n�rl� oldu§u aç�kt�r. Yani tamamen s�n�rl�l�k,

s�n�rl�l�k ³art�ndan daha kuvvetlidir.

Teorem 1.1.2. [10, syf. 226] (X, ‖·‖) Banach uzay� ve E ⊂ X kümesi verilmi³

olsun. E'nin X'te ön kompakt olmas� için gerek ve yeter ³art E'nin X'te tamamen

s�n�rl� olmas�d�r.

Tan�m 1.1.22. (Kama)[6, syf. 89] X, reel vektör uzay� olmak üzere, bo³tan

farkl� P ⊂ X kümesi e§er ∀x, y ∈ P ve α ∈ [0,∞) için x + y ∈ P ve αx ∈ P

³artlar�n� sa§l�yora P cümlesineX'te bir kama denir. P kamas� için P∩(−P ) = {0}

ise P 'ye X'te bir koni ad� verilir.

Lemma 1.1.2. a, b, c, d ∈ R olmak üzere;

maks{a+ b, c+ d} ≤ maks{a, c}+ maks{b, d}

dir.

Teorem 1.1.3. (Mazur'un Teoremi)[6, syf. 184] E§er X kümesi bir Banach

uzay� ve K'da X'in kompakt bir altkümesi ise convK kompaktt�r.
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BÖLÜM 2

KOMPAKT OLMAYAN ÖLÇÜ

2.1. Kompakt Olmayan Ölçüye �li³kin Temel Kavramalar

Bu bölümde, kompakt olmayan ölçüyle ilgili temel bilgileri verece§iz. Bu temel

bilgileri verirken a³a§�daki notasyonlar� kullanaca§�z.

E ile sonsuz boyutlu, standart normla tan�mlanm�³ ve birim eleman� θ olan

reel Banach uzay�n� gösterece§iz.

x merkezli r yar�çapl� aç�k yuvar� B(x, r) ile kapal� yuvar� da B̄(x, r) ile gös-

terece§iz.

Kümelerdeki i³lemler için de standart notasyonlar� kullanaca§�z. Bir A küme-

sinin kapan�³�n� Ā ile A kümesinin çap�n� diamA ve bir x noktas�n�n A kümesine

uzakl�§�n� dist(x,A) ile gösterece§iz. E§er X key� bir küme ise, B(X, r) ile X mer-

kezli r yar�çapl� bir yuvar� gösterece§iz. Yani;

B(X, r) =
⋃
x∈X

B(x, r) = {y ∈ E : dist(y,X) < r}

= {y ∈ E : inf{d(x, y) : x ∈ X} < r}

dir. B(X, r),

B(X, r) =
⋃
x∈X

B(x, r) = {y ∈ E : dist(y,X) < r}

= X +B(θ, r) = X + rB(θ, 1)(2.1.1)

³eklinde de yaz�labilir.

Kümeler üzerinde tan�ml� lineer i³lemler,

X + Y = {x+ y : x ∈ X, y ∈ Y }

aX = {ax : x ∈ X}, a ∈ R
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³eklinde tan�ml�d�r.

ME ile E'nin bo³tan farkl� ve s�n�rl� tüm alt kümelerinin ailesini gösterece§iz.

Bu aile, kümeler üzerinde tan�ml� lineer i³lemlere göre kapal� olup koni yap�s�na

sahiptir.

X, Y ∈ME olmak üzere;

d(X, Y ) = inf{r : X ⊂ B(Y, r)}

D(X, Y ) = maks{d(X, Y ), d(Y,X)}

uzakl�klar�na, s�ras�yla, X ve Y aras�ndaki simetrik olmayan Hausdor� ve si-

metrik Hausdor� uzakl�klar� denir. Dikkat edelim ki Y /∈ ME olsa bile d(X, Y )

iyi tan�ml�d�r. Dolay�s�yla bu sembolü, s�n�rs�z Y cümleleri için de kullanabiliriz.

D, ME üzerinde bir yar� metriktir. �imdi, bunu görmeye çal�³al�m:

(1) D(X,X) = maks{d(X,X), d(X,X)}

= d(X,X) = inf{r : X ⊂ B(X, r)} = 0

(2) D(X, Y ) = maks{d(X, Y ), d(Y,X)}

= maks{d(Y,X), d(X, Y )} = D(Y,X)

(3) D(X,Z) = maks{d(X,Z), d(Z,X)}

≤ maks{d(X, Y ) + d(Y, Z), d(Z, Y ) + d(Y,X)}

= maks{d(X, Y ) + d(Y, Z), d(Y,X) + d(Z, Y )}

≤ maks{d(X, Y ), d(Y,X)}+ maks{d(Y, Z), d(Z, Y )}

= D(X, Y ) +D(Y, Z)

olur. Böylece D' nin ME üzerinde bir yar� metrik oldu§u anla³�l�r. Ayn� D, ME'nin

kapal� tüm kümelerinin ailesi olan MC
E üzerinde tam metriktir.

Benzer ³ekilde NE ile kapan�³� kompakt olan bo³tan farkl� E'nin tüm alt küme-

lerinin ailesini ve NC ile de, tüm kompakt kümelerin ailesini gösterece§iz. (NC , D)

metrik uzay� (MC , D)'nin kapal� bir alt uzay�d�r. Ayr�ca, N ve NC aileleri lineer

i³lemlere göre kapal� olup koni yap�s�na sahiptir.
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�imdi, daha sonra kullanaca§�m�z di§er s�n�rl� küme aileleri ile ilgili notasyon-

lar� verelim:

N0 ile bo³tan farkl�, sonlu tüm kümelerin ailesini,

N loc ile lokal ön kompakt olan kümelerin ailesini,

M conv, N conv ile de s�ras�yla, M ve N 'nin konveks tüm kümelerinin alt ailesini

gösterece§iz.

dist(X,Z) ile X kümesinin (Hausdor� anlam�nda) Z ailesine olan uzakl�§�n�

gösterece§iz.

dist(X,Z) = inf{D(X,Z) : Z ∈ Z}

dist(X,Z) yerine D(X,Z) ve simetrik olmayan uzakl�k yerine de d(X,Z) gösterim-

lerini kullanaca§�z.

d(X,Z) = inf{d(X,Z) : Z ∈ Z}

Herhangi birX ∈M içinX konveks kapan�³�n� convX (X'i ihtiva eden konveks

ve kapal� kümelerin en küçü§ü ) ile gösterece§iz. Aç�k olarak, diamX=diamconvX'tir.

Mazur Teoremine göre, X ∈ N ise convX ∈ N c dir.

conv i³lemi, Hausdor� yar� metri§ine göre daralma olup, herhangi bir X, Y

için;

D(convX, convY ) ≤ D(X, Y )

tir.

(E1, ‖‖1), (E2, ‖‖2),..., (En, ‖‖n) Banach uzaylar�n�n kartezyen çarp�m uzay�

olan E1 × E2 × ...× En'deki norm olarak,

‖x‖ = ‖(x1, x2, ..., xn)‖ = maks{‖x1‖1, ‖x2‖2, ..., ‖xn‖n}

normunu kullanaca§�z.
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2.2. Kompakt Olmayan Ölçü ve Çe³itleri

Kabul edelim ki (M,%) tam metrik uzay ve X,M 'nin s�n�rl� bir alt kümesi

olsun.

α(X) = inf{ε > 0 : X, çap� ε'dan küçük sonlu say�da küme ile örtüleblilir}

= inf{ε : X'in sonlu bir ε− örtüsü vard�r}

³eklinde tan�ml� α fonksiyonuna, kompakt olmayan Kuratowski ölçüsü ad� veri-

lir.

Bu tan�mdan a³a§�daki sonuçlar elde edilebilir, [3, syf. 4].

(a) α(X) = 0⇔ X kompaktt�r. (Yani; X kümesi ön-kompaktt�r.)

(b) α(X) = α(X) (Kapan�³ alt�nda de§i³mezlik)

(c) X ⊂ Y ⇒ α(X) ≤ α(Y ) (Monotonluk)

(d) α(X ∪ Y ) = maks{α(X), α(Y )}

(e) α(X ∩ Y ) ≤ min{α(X), α(Y )}

Bu sonuçlar, Kuratowski taraf�ndan, Cantor'un çok iyi bilinen ve a³a§�da ve-

rilen genelle³tirilmi³ kesi³me teoreminin ispat� için kullan�ld�.

(f) E§er (Xn)n=1,2,3,... M 'nin bo³tan farkl�, azalan, kapal� ve s�n�rl� cümlelerin bir

dizisi ve limn→∞ α(Xn) = 0 olsun. O zaman
⋂∞
n=1Xn = X∞ bo³tan farkl� ve kom-

paktt�r.

�spat. �spat için, xi ∈ Xi, i = 1, 2, ... olacak ³ekildeki key� (Xn)n=1,2,3,... dizisini

alal�m. �imdi, azalan dizinin alt kümelerini,

X̃k = {xi : i ≥ k}

olarak tan�mlayal�m. Burada,

(Xn)n=1,2,... = {X1, X2, ..., Xk, Xk+1, ...}

oldu§undan aç�k olarak;

X̃k = {xk, xk+1, ...} ⊂ Xk
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d�r. Yani; (Xn)n=1,2,3,... azalan dizilerin kümesi oldu§undan, Xk kümesi kendisinden

sonra gelen kümelerdeki her eleman� kapsar. X̃k, i ≥ k indisli kümelerden elemanlar

seçilerek olu³turuldu§undan, X̃k kümesi Xk'n�n bir alt kümesidir. Bunlar�n yan�s�ra,

(c)'den,

α(X̃k) ≤ α(Xk)

yaz�labilir. Burada k →∞ için limite geçilirse,

lim
k→∞

α(X̃k) ≤ lim
k→∞

α(Xk)

olaca§�ndan hipotezden limk→∞ α(X̃k) = 0 elde edilir.

(a), (c) ve (d)'nin kullan�lmas�yla,

α(X̃1) = α(X̃k) ≤ α(Xk)(2.2.1)

e³itsizli§ine sahip oluruz. (2.2.1) e³itsizli§inde k →∞ için limit al�n�rsa,

lim
k→∞

α(X̃1) ≤ lim
k→∞

α(Xk)

olup hipotezden α(X̃1) = 0 bulunur. α(X̃1) = 0 oldu§undan (a)'dan X̃1 = (xn)n=1,2,...

dizisi ön-kompaktt�r.Xn'ler kapal� oldu§undan
⋂∞
n=1Xn = X∞ kümesi, dizilerin tüm

limit noktalar�n� kapsar. X∞'un tan�m�ndan X∞ ⊂ Xn ve (c)'den,

α(X∞) ≤ α(Xn)(2.2.2)

olup, n → ∞ için (2.2.2) e³itsizli§inde limite geçilirse, α(X∞) = 0 elde edilir.

α(X∞) = 0 ise, (a)'dan X∞ kompaktt�r. Hipotezden, X∞ = X∞ (kapal� kümele-

rin sonsuz kesi³imi kapal�d�r ve dolay�s�yla kapal� bir kümenin kapan�³� kendisine

e³it olur) olup, buradan, X∞ kümesinin kompakt oldu§u sonucuna var�l�r. �

E§er (E, ‖ · ‖) Banach uzay� ise, α(X) fonksiyonu lineer yap�dan dolay� baz�

ek özeliklere de sahiptir. Mesela;

(g) α(X + Y ) ≤ α(X) + α(Y )

(h) α(cX) = |c|α(X), c ∈ R

(i) α(convX) = α(X)

dir, [3, syf. 5].
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(g) ve (h)'nin geçerlili§i görülebilir. (i)'nin ispat� ise baz� tekniklerin kullan�l-

mas�yla a³a§�daki gibi verilebilir:

�spat. (i) B ⊂ conv(B) oldu§undan α(B) ≤ α(conv(B)) oldu§u, (c) özeli§inden

aç�kt�r. �imdi, α(conv(B)) ≤ α(B) oldu§unu görelim. ∀ε > 0 için B'nin,

diam(Bi) ≤ α(B) + ε, i = 1, 2, ..., n olacak ³ekilde bir {B1, B2, ..., Bn} sonlu örtüsü

mevcuttur. E, Banach uzay� oldu§undan diam(B) = diam(convB) olup,

∀i = 1, 2, . . . , n için Bi'ler konveks kabul edilebilir.

σ =

{
(λ1, λ2, ..., λn) ∈ Rn :

n∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0

}

olmak üzere i = 1, 2, ..., n ve A(λ) =
∑n

i=1 λiBi, λ ∈ σ alal�m. Kompakt olmayan

Kuratowski ölçüsünün özeliklerinden ve α(Bi) ≤ diam(Bi) e³itsizli§inden;

α(A(λ)) = α(λ1B1 + λ2B2 + · · ·+ λnBn)

≤ λ1α(B1) + λ2α(B2) + · · ·+ λnα(Bn)

≤ λ1diam(B1) + λ2diam(B2) + · · ·+ λndiam(Bn)

≤ λ1 (α(B) + ε) + λ2 (α(B) + ε) + · · ·+ λn (α(B) + ε)

= (α(B) + ε) (λ1 + λ2 + · · ·+ λn)(2.2.3)

olup, λ1 + λ2 + · · ·+ λn = 1 oldu§undan, (2.2.3)'ten; α(A(λ)) = α(B) + ε olur.

�imdi,
⋃
λ∈σ A(λ) kümesinin konveks oldu§unu gösterelim:

z = tx+ (1− t)y ve η = tλ+ (1− t)µ alal�m. 0 ≤ t ≤ 1 ve x ∈ A(λ), y ∈ A(µ)

iken; z ∈ A(η) ise ispat tamamd�r.

�imdi de ispat�n devam�nda kullanaca§�m�z η'n�n σ'ya ait oldu§unu görelim:

η = tλ+ (1− t)µ

= t(λ1, λ2, ..., λn) + (1− t)(µ1, µ2, ..., µn)

= (tλ1 + (1− t)µ1, tλ2 + (1− t)µ2, . . . , tλn + (1− t)µn)

= (η1, η2, . . . , ηn)
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olup,

η1 + η2 + · · ·+ ηn = tλ1 + (1− t)µ1 + tλ2 + (1− t)µ2 + · · ·+ tλn + (1− t)µn

= t(λ1 + λ2 + · · ·+ λn) + (1− t)(µ1 + µ2 + · · ·+ µn)

= t+ (1− t)

= 1

dir. Bu ise η ∈ σ oldu§unu gösterir. ∀i = 1, 2, ..., n için λ = (λ1, λ2, ..., λn) ∈ σ,

µ = (µ1, µ2, ..., µn) ∈ σ ve xi, yi ∈ Bi olmak üzere; x =
∑n

i=1 λixi ve y =
∑n

i=1 µiyi

al�nd�§�nda,

z = tx+ (1− t)y

= t
n∑
i=1

λixi + (1− t)
n∑
i=1

µiyi

= tλ1x1 + (1− t)µ1y1 + tλ2x2 + (1− t)µ2y2 + · · ·+ tλnxn + (1− t)µnyn

= tλ1x1 + [tλ1 + (1− t)µ1 − tλ1]y1 + · · ·+ tλnxn + [tλn + (1− t)µn − tλn]yn

olup, ηi = tλi + (1− t)µi al�n�rsa, son e³itlikten;

z = tλ1x1 + (η1 − tλ1)y1 + · · ·+ tλnxn + (ηn − tλn)yn

= (tλ1 + (1− t)µ1)

[
tλ1x1

η1

+

(
1− tλ1

η1

)
y1

]
+ · · ·+

(tλn + (1− t)µn)

[
tλnxn
ηn

+

(
1− tλn

ηn

)
yn

]
elde edilir. Burada, pi = tλi/ηi olarak tan�mlan�rsa, e³itlik,

z = η1 (x1p1 + (1− p1)y1) + η2 (x2p2 + (1− p2)y2) + ...+ ηn (xnpn + (1− pn)yn)

= η1z1 + η2z2 + · · ·+ ηnzn

halini al�r. Bi'ler konveks, zi ∈ Bi ve η ∈ σ oldu§undan, z ∈ A(η) dir. �imdi (i)

nin ispat�n� verelim: B ⊂
⋃n

=1 Bi ⊂
⋃
λ∈σ A(λ) ve

⋃
λ∈σ A(λ) konveks oldu§undan
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conv(B) ⊂
⋃
λ∈σ A(λ) olur. σ kümesi kompakt oldu§undan verilen ∀ε > 0 say�s� ve

∀λ ∈ σ için;

min{‖λ− λ(i)‖1 : i = 1, 2, ...,m} < ε

M

olacak ³ekilde sonlu say�da λ(1), λ(2), ..., λ(m) nokta bulunabilir. Burada,

M = sup{‖x‖ : x ∈ Bi, i = 1, 2, ..., n} <∞

olarak tan�mlanmaktad�r. �u halde;

x =
n∑
i=1

λixi, λi ≥ 0,
n∑
i=1

λi = 1 ve x ∈
⋃
λ∈σ

A(λ)

olmak üzere; öyle bir j ∈ {1, 2, ...,m} vard�r ki
∑n

i=1 |λi − λ
j
i | < ε/M yaz�labilir.

E§er x =
∑n

i=1 λ
j
ixi al�n�rsa,

‖x− x‖ ≤
n∑
i

|λi − λji |‖xi‖ < ε

ve böylece,

conv(B) ⊂
m⋃
i=1

(A(λi) + εB(0, 1))

olur. Sonuç olarak;

α(conv(B)) ≤ maks i{α(A(λ(i))) + α(εB(0, 1))}

≤ α(B) + ε+ 2ε

olup ε key� oldu§undan,

α(conv(B)) ≤ α(B)

elde edilir ki, bu da ispat� tamamlar. �

Di§er bir özelik ise, (a), (c), (d), (i) özeliklerinden ve⋃
0≤λ≤h

λX ⊂ conv (hX ∪ {θ})

kapsamas�ndan elde edilen

(j) α
(⋃

0≤λ≤h λX
)

= hα(X) e³itli§idir.
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�imdi, (j) özeli§inin ispat�n� verelim:

�spat. (j) ⋃
0≤λ≤h

λX ⊂ conv (hX ∪ {θ})

oldu§undan, sonlu bir kümenin kompakt olmayan Kuratowski ölçüsünün s�f�r olaca-

§�n� da akl�m�zda tutarak (c)'den;

α

( ⋃
0≤λ≤h

λX

)
≤ α (conv (hX ∪ {θ}))

= α (hX ∪ {θ}) ((i) özeli§inden )

= maks{α(hX), α({θ})} ((d) özeli§inden )

= α(hX) (α({θ}) = 0 d�r .)

= hα(X)

e³itsizli§ini elde ederiz. Bu e³itsizli§in tersi de benzer ³ekilde gösterilebilir böylece

ispat tamamlan�r. �

Yukar�da verilen özelikler, α(X)'i hesap etmek için yeterli olmamaktad�r. Ge-

nellikle α(X)'in gerçek de§erini hesaplamak zordur. Sonsuz boyutlu Banach uzay�n-

da α(B(θ, 1)) = 2 e³itli§inin gösterilmesi bile baz� önemli yöntemlerin kullan�lmas�n�

gerektirmektedir.

Di§er bir kompakt olmayan ölçü ise birçok durumda daha kullan�³l� ve faydal�

olan küre (ball) ölçüsüdür. Bu ölçü,

χ(X) = inf{ε > 0 : X, yar�çap� ε'dan küçük sonlu say�da küre ile örtülebilir}

³ekinde tan�ml�d�r.

Bu ölçü Markus, Gohberg, Goldenstein, Sadowskii, Goebel ve Nussbaum ta-

raf�ndan kullan�ld�, [3].

Örten kürelerin merkezlerinin X'e ait olmas� gerekmedi§inden χ(X),

χ(X) = inf{ε > 0 : X,M 'nin içinde ε-örtüsüne sahiptir}
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³eklinde de verilebilir.

Bu fonksiyon, (a)−(j) ile verilen tüm özeliklere sahiptir. Bu özeliklerin bu fonk-

siyon bak�m�ndan ispatlar�, önceki ispatlara göre daha kolayd�r. Ayr�ca, χ fonksiyonu

Hausdor� uzakl�§� bak�m�ndan tan�mlanabilir. Dolay�s�yla bu fonksiyona, kompakt

olmayan Hausdor� ölçüsü de denilmektedir. χ ile Hausdor� uzakl�§� aras�ndaki

ili³ki a³a§�daki teoremle verilmektedir.

Teorem 2.2.1.

χ(X) = D(X,N) = d(X,N) = D(X,N0) = d(X,N loc) = d(X,N0)

e³itlikleri geçerlidir, [3, syf. 7].

Sonsuz boyutlu Banach uzaylar�nda χ (B(θ, 1))'i bulmak, α (B(θ, 1))'e nazaran

daha kolayd�r. �imdi χ(B(θ, 1)) = 1 oldu§unu gösterelim. Bunun için önce a³a§�daki

teoremi verelim:

Teorem 2.2.2. [7, syf. 80] E§er X normlu uzay�nda

M = {x : ‖x‖ ≤ 1}

kapal� birim yuvar� kompakt ise, X sonlu boyutludur.

�spat. Aç�k olarak, χ(B(θ, 1)) ≤ 1 dir. Kabul edelim ki χ(B(θ, 1)) = r < 1

olsun. ε > 0 say�s�n�, ε+ r < 1 olacak ³ekilde seçelim. x1, x2, ..., xm, X'teki noktalar

olmak üzere;

B(θ, 1) ⊂
m⋃
k=1

B(xk, (r + ε)) =
m⋃
k=1

(xk + (r + ε)B(θ, 1))(2.2.4)

yaz�labilir. (2.2.4) ba§�nt�s�nda, (c) özeli§inden ve (2.1.1)'den;

r = χ(B(θ, 1)) ≤ (r + ε)χ(B(θ, 1)) = r(r + ε)

olur ki buradan,

r − r(r + ε) ≤ 0⇒ r [1− (r + ε)] ≤ 0(2.2.5)
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ve böylece (2.2.5)'in tek çözümü r = 0 d�r. Bu ise, χ(B(θ, 1)) = 0 olmas� ve ³u

halde B(θ, 1)'in ön-kompakt yani B(θ, 1)'in kompakt olmas� demektir. Halbuki bu,

Teorem 2.2.2'den, uzay�n sonsuz boyutlu olmas� ile çeli³ir. Dolay�s�yla χ(B(θ, 1)) = 1

olmal�d�r. �

α ve χ ölçüleri aras�nda,

χ(X) ≤ α(X) ≤ 2χ(X)(2.2.6)

e³itsizli§i geçerlidir.

Baz� Banach uzay�lar� iyi bir geometrik yap�ya sahip oldu§undan, yukar�daki

(2.2.6) e³itsizli§i daha da kuvvetlenir. Örne§in; Hilbert uzay�nda bu e³itsizlik,

√
2χ(X) ≤ α(X) ≤ 2χ(X)

dir.

Kompakt olmayan farkl� ölçü çe³itleri de vard�r. Bunlar, Istretescu ve Dones

taraf�ndan incelenmi³tir, [3]. Bu ölçüler, (a)− (j) ile verilen baz� özelikleri sa§lama-

maktad�r. Buraya kadar olan tart�³malardan, kompakt olmayan ölçülerle çal�³man�n

en iyi yolu, aksiyomatik yakla³�mlar kullanmakt�r. Bu yolu ilk seçen, Sadovskii'dir,

[3]. Örne§in (a) − (j) veya bunlara benzer baz� özelikleri, aksiyomlar olarak kabul

edebiliriz.

Aksiyomlar, do§al sonuçlar� ihtiva etmek ve uygulama için uygun özelikler

ta³�mak ³eklinde iki genelli§i sa§lamal�d�r.

�imdi, çok genel olmayan fakat ihtiyaca cevap veren, uygun, kullan�³l�, diferen-

siyel ve integral denklemler teorisinde kullan�labilecek bir aksiyom sistemi verece§iz:

2.3. Kompakt Olmayan Ölçüye Aksiyomatik Yakla³�mlar

Bu k�s�mdan itibaren E Banach uzay�nda çal�³aca§�z.

Aksiyom sistemimiz iki bölümden olu³acakt�r. Birincisi, ölçünün çekirde§ini

tan�mlamakt�r.
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Tan�m 2.3.1. [3, syf. 9] E§er bo³tan farkl� P ⊂ NE ailesi a³a§�daki ³artlar�

sa§larsa, P 'ye, kompakt olmayan ölçünün çekirde§i denir.

(1) X ∈ P ⇒ X ∈ P

(2) X ∈ P, Y ⊂ X, Y 6= ∅ ⇒ Y ∈ P

(3) X, Y ∈ P ⇒ λX + (1− λ)Y ∈ P, λ ∈ [0, 1]

(4) X ∈ P ⇒ conv X ∈ P

(5) Hausdor� topolojisine göre P c,M c'nin içinde kapal�d�r. Burada P c, P 'deki kom-

pakt kümelerin ailesidir.

Tan�m 2.3.2. [3, syf. 9] E§er µ : ME → [0,∞) foksiyonu, P çekirde§i ile

a³a§�daki ³artlar� sa§larsa µ'ye kompakt olmayan ölçü ad� verilir.

(1) µ(X) = 0⇔ X ∈ P

(2) X ⊂ Y ⇒ µ(X) ≤ µ(Y )

(3) µ(X) = µ(X)

(4) µ( conv X) = µ(X)

(5) µ(λX + (1− λ)Y ) ≤ λµ(X) + (1− λ)µ(Y ) ; λ ∈ [0, 1]

(6) E§er Xn ∈ME, Xn = Xn, Xn+1 ⊂ Xn (n = 1, 2, 3, ...) ve

limn→∞ µ(Xn) = 0 ise, bu taktirde; X∞ =
⋂∞
n=1 Xn 6= ∅ d�r.

P = N olan ölçülere tam ölçü denir. α ve χ ölçüleri tam ölçülerdir. P 6= N

olan en basit ölçü örnekleri, ‖X‖ (burada ‖X‖ = sup{‖x‖ : x ∈ X} ile tan�mlan-

maktad�r) ve diamX'tir. ‖X‖'in çekirde§i {θ} ve diamX' in çekirde§i ise tek nokta

kümelerinin ailesidir.

Teorem 2.3.1. [3, syf. 10] Herhangi bir P çekirde§i için

µ(X) = D(X,P )

ölçüsü, P çekirde§ine sahip kompakt olmayan bir ölçüdür.

Ölçülerin s�n�f�, çekirde§in içeri§i verilmeden de a³a§�daki gibi tan�mlanabilir:
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Tan�m 2.3.3. [3, syf. 10] E§er µ : ME → [0,∞) fonksiyonu, Tan�m 2.3.2'deki

(2)− (6) özeliklerini sa§las�n. Bu taktirde;

P = {X ∈M : µ(X) = 0}

e³itli§iyle verilen P kümesi, "bo³tan farkl�, P ⊂ N ve P c,M c'nin içinde kapal�d�r,"

özelliklerine de sahipse, µ'ye kompakt olmayan ölçü denir.

Baz� uygulamalarda, (6)'ya denk olan ve a³a§�da verilen (6′)'nü kullanmak

daha elveri³lidir.

(6′) E§er (Xλ)λ∈I ailesi bo³tan farkl�, kapal�, s�n�rl� kümelerin bir ailesi ve

herhangi bir ε > 0 say�s� için λ ∈ I iken µ(Xλ) < ε ise

X∞ =
⋂
λ∈I

Xλ 6= ∅ ve X∞ ∈ P

olur.

Lemma 2.3.1. limn→∞ µ({xn+1, xn+2, ...}) = 0 özeli§ine sahip herhangi {xn}

dizisi en az bir y�§�lma noktas�na sahiptir. Bu da
⋂∞
n=1 {xn+1, xn+2, ...} 6= ∅ olmas�n�

gerektirir, [3, syf. 11].

Bir ölçünün çekirde§i, kendini olu³turan kümelerin birle³imine göre kapal� ol-

mayabilir. Örne§in; µ(X) = diamX, bu e³itli§i gösterir.

(7) µ(X ∪ Y ) = maks{µ(X), µ(Y )}

e³itli§i genellikle sa§lanmaz. Genel olarak;

maks{µ(X), µ(Y )} ≤ µ(X ∪ Y )

e³itsizli§i geçerlidir. Bu özeli§i sa§layan µ ölçüsüne,maksimum özeli§ine sahiptir

denir.

Herhangi bir X ∈M ve λ ∈ R için

(8) µ(λX) = |λ|µ(X)
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özeli§ine sahip ölçüye, homojendir denir. Bu ölçü,

(9) µ(X + Y ) ≤ µ(X) + µ(Y )

özeli§ini de sa§l�yorsa, ölçüye alt toplamsald�r denir.

Bir µ ölçüsü (8) ve (9) özeliklerini sa§larsa, µ'ye 'altlineer'dir denir. Altliner

bir ölçünün çekirde§i, toplama ve reel bir skalarla çarpma i³lemlerine göre kapal�

olmal�d�r.

Tan�m 2.3.4. µ ölçüsü tam ölçü (ker(µ) = N), altlineer ve maksimum özeli§ine

sahipse, bu ölçüye 'regülerdir' denir, [3, syf. 11].

α ve χ ölçüleri regüler ölçülerdir. Her bir regüler ölçü, χ ölçüsüyle kar³�la³t�r�-

labilir.

Teorem 2.3.2. E§er µ, regüler bir ölçü ise,

µ(X) ≤ µ(B(θ, 1))χ(X)

dir, [3, syf. 12].

�spat. ε > 0 alal�m. X kümesini r < χ(X) + ε olacak ³ekilde sonlu say�da

B(ak, r) (k = 1, 2, ..., n) yuvarlar� ile örtelim. �imdi,

µ(X) ≤ µ

(
n⋃
k=1

B(ak, r)

)
= maks {µ(B(ak, r)) : k = 1, 2, ..., n}

= µ(B(ak, r))

= µ(ak) + µ(rB(θ, 1))

= rµ(B(θ, 1))

≤ (χ(X) + ε)µ(B(θ, 1))

olur ki, bu da ispat� tamamlar. �

Son olarak herhangi bir altlineer µ ölçüsü için,

|µ(X)− µ(Y )| ≤ µ(B(θ, 1))D(X, Y )
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e³itsizli§i sa§lan�r ki, bunun anlam�, µ ölçüsünün Hausdor� uzakl�§�na göre Lipsch-

itziyen olmas�d�r.

Teorem 2.3.3. [3, syf. 12] Her kompakt olmayan ölçü Hausdor� uzakl�§�na

göre lokal olarak "Lipschitziyen (böylece sürekli)" dir.

�spat. Öncelikle dikkat edelim ki, herhangi bir X ∈ME için ϕ(r) = µ(B(X, r))

fonksiyonu, r ∈ [0,∞] için azalmayan, konveks ve böylece süreklidir.

�u halde; r < 1 için,

µ(B(X, r)) = µ(X +B(θ, r)) = µ(X + rB(θ, 1))

≤ µ(X) + µ (rB(θ, 1))

≤ µ(X) + rµ(X +B(θ, 1))

= µ(X) + rµ(B(X, 1))

e³itsizli§i geçerlidir.

�imdi, kabul edelim ki X, Y iki küme, D(X, Y ) = r < 1 ve R yeterince büyük

olmak üzere B(X, 1) ⊂ B(θ, R) ve B(Y, 1) ⊂ B(θ, R) olsun. r+ ε < 1 olacak ³ekilde

ε > 0 alal�m. Böylece,

µ(X) ≤ µ(B(Y, r + ε)) ≤ µ(Y ) + (r + ε)µ(B(Y, 1))

≤ µ(Y ) + (r + ε)µ(B(θ, R))

ve tersine X ve Y yer de§i³tirirse,

µ(Y ) ≤ µ(B(X, r + ε))

≤ µ(X) + (r + ε)µ(B(X, 1))

≤ µ(X) + (r + ε)µ(B(θ, R))

olur. Elde edilen bu iki e³itsizlikten;

|µ(X)− µ(Y )| ≤ D(X, Y )µ(B(θ, R))

olur ki böylece ispat tamamlan�r. �
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Ayr�ca, bu teorem, çekirde§e ve ölçüye ili³kin olarak verilen aksiyomlar�n bir-

birine ba§l� oldu§unu gösterir. Ölçünün süreklili§i çekirde§in kapal� oldu§u kabulü

olmadan da ispatlanabilir. Fakat çekirde§in kapal�l�§�, süreklili§in bir sonucudur.

Dikkate de§er ba³ka bir husus da P key� bir çekirdek ve C kapal� key� konveks

bir küme olmak üzere;

P ∩ C = {X ∩ C : X ∈ P}

ailesi bo³tan farkl� olsun. Bu durumda, Kerµ = P ile verilen herhangi bir µ ölçüsü

için µ(X) + d(X,C) de bir ölçüdür ve çekirde§i P ∩ C dir.

Kabul edelim ki µ1, µ2, ...µn ölçüleri s�ras�yla P1, P2, ..., Pn çekirdekleriyle ve-

rilmi³ olsun. E§er

P =
n⋂
k=1

Pk

bo³tan farkl� ise P , çekirdek aksiyomlar�n� sa§lar. �imdi, a³a§�daki teoremi verebili-

riz.

Teorem 2.3.4. [3, syf. 14] Kabul edelim ki F : [0,∞)n → [0,∞) fonksiyonu

konveks ve ∀i = 1, 2, ..., n için F (x1, x2, ..., xn) = 0 e³itli§i ancak ve ancak xi = 0

oldu§unda sa§lans�n. Buna göre;

µ(X) = F (µ1(X), µ2(X), ..., µn(X))

fonksiyonu, çekirde§i P olan kompakt olmayan bir ölçüdür.

Benzer yolla verilen sonlu say�da E1, E2, ..., En Banach uzaylar�yla, bu uzayla-

r�n kartezyen çarp�m uzay�nda bir kompakt olmayan ölçü in³a edebiliriz.

Teorem 2.3.5. [3, syf. 14] µ1, µ2, ..., µn, E1, E2, ..., En Banach uzaylar�nda

verilmi³ ve P1, P2, ..., Pn çekirdeklerine sahip ölçüler olsun.F : [0,∞)n → [0,∞)

fonksiyonu konveks ve ∀i = 1, 2, ..., n için F (x1, x2, ..., xn) = 0 e³itli§i ancak ve

ancak xi = 0 oldu§unda sa§lans�n. Bu durumda;

µ(X) = F (µ1(X1), µ2(X2), ..., µn(Xn))
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ölçüsü E = E1 × E2 × ...× En uzay�nda kompakt olmayan bir ölçüdür.

Burada X i ile, X'in Ei' deki do§al izdü³ümü kastedilmi³tir.

Bu ölçünün çekirde§i ise,

P = {X ⊂ E : ∅ 6= X ⊂ X1 ×X2 × ...×Xn, Xi ∈ Pi, i = 1, 2, ..., n}

dir.

2.4. Darbo �art�n� Sa§layan Operatörler

(Ölçü Daralmas�)

E1, E2, Banach uzaylar� ve µ1, µ2, s�ras�yla, E1, E2'de kompakt olmayan birer

ölçü olsun. M ⊂ E1'de tan�ml� ve E2'de de§erler alan operatörlere ili³kin baz� kav-

ramlar� tan�mlayaca§�z. Bu operatörlerin sürekli oldu§unu ve s�n�rl� kümeleri s�n�rl�

kümelere dönü³türdü§ünü kabul edece§iz.

Tan�m 2.4.1. [3, syf. 15] E§er ME1 'e ait her X ⊂ M kümesinin görüntüsü

TX ∈ME2 olmak üzere;

µ2(TX) ≤ kµ1(X)(2.4.1)

e³itsizli§i sa§lan�yorsa, T : M → E2 dönü³ümü, k sabitiyle, µ1 ve µ2'ye göre Darbo

³art�n� sa§lar denir.

(2.4.1) e³itsizli§ini sa§layan en küçük k sabiti k(µ1, µ2, T ) ile gösterilecektir.

E1 = E2 ve µ1 = µ2 olmas� durumunda k(µ1, µ2, T ) yerine, k(µ1, T ) gösterimi kulla-

n�lacakt�r. E§er T operatörü (2.4.1) e³itsizli§ini sa§lamazsa, k(µ1, µ2, T ) =∞ göste-

rimi kullan�lacakt�r. E§er k(µ1, µ2, T ) < 1 ise, T 'ye bir ölçü daralmas� veya µ1−µ2

büzülmesi veya µ1 = µ2 = µ ise, µ büzülmesi (daralmas�) denir.

A³a§�da verilecek olan Lemmalar, Darbo dönü³ümünün temel özeliklerini ta-

n�mlamaktad�r.
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Lemma 2.4.1. [3, syf. 15] E§er T : M ⊂ E1 → E2 ve S : E2 → E3 dönü³üm-

leri, s�ras�yla, (µ1, µ2) ve (µ2, µ3)'e göre (2.4.1)'deki özelikleri sa§l�yorsa,

k(µ1, µ2, S ◦ T ) ≤ k(µ1, µ2, T )k(µ2, µ3, S)

dir.

Lemma 2.4.2. [3, syf. 16] E§er T1 : M → E2 ve T2 : M → E2 dönü³ümleri

Darbo dönü³ümleri ise; herhangi λ ∈ [0, 1] için T = λT1+(1−λ)T2 olarak tan�mlanan

T dönü³ümü, (2.4.1) e³itsizli§ini sa§lar ve

k(µ1, µ2, T ) ≤ λk(µ1, µ2, T1) + (1− λ)k(µ1, µ2, T2)

dir.

Lemma 2.4.3. [3, syf. 16] E§er T, S : M → E2 ve µ2 altlineer ise,

k(µ1, µ2, T + S) ≤ k(µ1, µ2, T ) + k(µ1, µ2, S)

olup herhangi bir c ∈ R say�s� için

k(µ1, µ2, cT ) = |c|k(µ1, µ2, T )

e³itli§i geçerlidir.

�imdiye kadar daha çok (2.4.1) e³itsizli§ini α ve χ ölçülerine göre sa§layan

operatörlerle ilgilenildi. Dikkat edelim ki e§er T : M ⊂ E1 → E2 tamamen sü-

rekli(kompakt) ise

k(αE1 , αE2 , T ) = k(χE1 , χE2 , T ) = k(αE1 , χE2 , T ) = k(χE1 , αE2 , T ) = 0

d�r.
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BÖLÜM 3

L�NEER OLMAYAN VOLTERRA T�P� KUADRAT�K

�NTEGRAL DENKLEMLER�N ÇÖZÜLEB�L�RL���

3.1. Baz� Yard�mc� Kavramlar ve Sonuçlar

Bu bölümde, daha sonra kullanaca§�m�z baz� sonuçlar� verece§iz. Kabul edelim

ki x, R+ üzerinde tan�ml� ve reel de§erli bir fonksiyon olsun.

ω(x, ε) = sup{|x(t)− x(s)| : t, s ∈ R+, |t− s| ≤ ε}

de§erine x fonksiyonunun süreklilik modülü denir. E§er p, p(t, s) : R+ ×R+ → R

³eklinde iki de§i³kenli bir fonksiyon ise o zaman p'nin süreklilik modülünü,

ω(p, ε) = sup{|p(t, s)− p(u, v)| : t, s, u, v ∈ R+, |t− u| ≤ ε, |s− v| ≤ ε}

³eklinde ifade edece§iz. p(t, s) fonksiyonunun süreklilik modülünü, tek de§i³kene

ba§l� olarak da verebiliriz. Örne§in, t sabit bir say� olmak üzere;

ω(p(t, .), ε) = sup{|p(t, s)− p(t, v)| : s, v ∈ R+, |s− v| ≤ ε}

³eklinde tan�mlanabilir. Ayn� tan�mlar, üç de§i³kenli fonksiyonlar için de verilebilir.

�imdi, kompakt olmayan ölçüye ili³kin baz� gerçekleri verece§iz.

Kabul edelim ki E, ‖ · ‖ normu ile verilmi³ bir Banach uzay� olsun. E§er X,

E nin bo³ olmayan bir alt kümesi ise X ve convX ile s�ras�yla, X'in kapan�³�n� ve

konveks kapan�³�n� gösterece§iz. Ayr�ca, ME ile E nin bo³tan farkl� ve s�n�rl� alt

kümelerinin ailesini, NE ile de E nin ön-kompakt olan tüm alt kümelerinin ailesini

gösterece§iz.

�imdi, kompakt olmayan ölçüyle ba§lant�l� Lipschitzyen uygulamalar�na ili³kin

sabit nokta teoreminin bir versiyonunu ifade edece§iz.
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Teorem 3.1.1. Ω, E nin bo³ olmayan kapal� s�n�rl� ve konveks bir alt kümesi

olsun. µ, E üzerinde tan�ml� kompakt olmayan bir ölçü ve T : Ω → Ω sürekli

operatörü µ ye göre bir daralma dönü³ümü ise, yani Ω n�n bo³tan farkl� her X alt

kümesi için,

µ(TX) ≤ kµ(X), k ∈ [0, 1)

e³itsizli§i sa§lan�yorsa bu taktirde T 'nin Ω kümesinde sabit b�rakt�§� en az bir nokta

vard�r, [5].

Esas uzay, BC(R+,R) ile gösterilecek olup, bu uzay, R+ üzerinde tan�ml�,

sürekli ve s�n�rl� x fonksiyonlar�n�n uzay�d�r. Bu uzaydaki bir fonksiyonun normu,

‖ x ‖= supt∈R+
|x(t)| e³itli§iyle verilen maksimum normdur.

Bo³ olmayan ve s�n�rl� X ⊂ BC(R+,R) kümesi için

ω0(X) = lim
ε→0
{sup{ω(x, ε) : x ∈ X}}

ve

diamX = sup{|x(t)− y(t)| : x, y ∈ X}

³eklinde tan�ml� olmak üzere;

µ(X) = ω0(X) + lim sup
t→∞

diamX(3.1.1)

fonksiyonunun kompakt olmayan bir ölçü oldu§u bilinmektedir, [5].

3.2. Temel Sonuç

Bu bölümde,

x(t) = (Tx)(t)

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds(3.2.1)

lineer olmayan kuadratik Volterra tipi integral denkleminin çözülebilirli§ini incele-

yece§iz. (3.2.1) denkleminde,

T : BC(R+,R)→ BC(R+,R) ³eklinde tan�ml� bir operatör ve t ∈ R+'d�r.

(3.2.1) denklemindeki, T operatörünün ve fonksiyonlar�n a³a§�daki ³artlar� sa§-

lad�§�n� kabul edece§iz.
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(i) T : BC(R+,R) → BC(R+,R) operatörü sürekli ve kompakt olmayan µ

ölçüsüne göre % sabitiyle Darbo ³art�n� sa§las�n.

(ii) c ve d negatif olmayan sabitler olmak üzere, ∀t ∈ R+ ve x ∈ BC(R+,R)

için

|(Tx)(t)| ≤ c+ d|x(t)|

olsun.

(iii) u : R+ × R+ × R→ R, a, b : R+ → R+ sürekli fonksiyonlar ve

limt→∞ a(t) = 0, b ∈ L1(R+) ve b s�n�rl� olmak üzere; ∀x ∈ R ve ∀ t, s ∈ R+ için

|u(t, s, x)| ≤ a(t)b(s)

olsun.

(iv) ϕ : R+ → R+, ϕ ∈ L1(R+) ve t1, t2, s ∈ R+ ve x ∈ R için

|u(t2, s, x)− u(t1, s, x)| ≤ |t2 − t1|ϕ(s)

e³itsizli§i geçerli olsun.

(v) α = maks{c, d} ve ‖a‖ = supt∈R+
{a(t)} olmak üzere;

%‖a‖‖b‖1 < 1 ve α‖a‖‖b‖1 < 1

sa§lans�n.

Dikkat edelim ki (iii) hipotezinden a³a§�daki sonuçlar� ç�karabiliriz.

Uyar� 3.2.1. (iii), a'n�n s�n�rl� oldu§unu gösterir. R+ üzerinde tan�ml� a fonk-

siyonunun supremumu ‖a‖ ile gösterilir. ‖a‖, (v) kabulündeki gibi tan�mlanmaktad�r.

Uyar� 3.2.2. Di§er taraftan (iii) kabulüyle,∣∣∣∣∫ t

o

u(t, s, x(s))ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0

|u(t, s, x(s))|ds ≤ a(t)

∫ t

0

b(s)ds

olur. Ayr�ca, limt→∞ a(t) = 0 ve b ∈ L1(R+) oldu§unu dikkate al�rsak,

0 ≤ lim
t→∞

a(t)

∫ t

0

b(s)ds ≤ lim
t→∞

a(t)‖b‖1 = 0⇒ lim
t→∞

a(t)

∫ t

0

b(s)ds = 0

sonucuna ula³�r�z.
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Esas sonucu formüle etmeden önce, ileride kullanaca§�m�z bir Lemmay� vere-

lim.

Lemma 3.2.1. Kabul edelim ki x ∈ BC(R+,R) ve ε > 0 olsun.

ωL(x, ε) = sup{|x(t)− x(s)| : t, s ∈ [0, L], |t− s| ≤ ε}

olmak üzere;

ω(x, ε) = sup
L>0

ωL(x, ε)

d�r, [5].

�spat. Aç�k olarak;

ω(x, ε) ≥ sup
L>0

ωL(x, ε)

d�r. Kabul edelim ki

ω(x, ε) > sup
L>0

ωL(x, ε)

olsun. Bu taktirde; t1, t2 ∈ R+ ve |t1 − t2| ≤ ε iken;

sup
L>0

ωL(x, ε) < |x(t1)− x(t2)|

elde edilir. Ayr�ca, L0 = maks{t1, t2} olarak seçilirse,

sup
L>0

ωL(x, ε) < |x(t1)− x(t2)| ≤ ωL0(x, ε)

elde edilir ki bu da bir çeli³kidir. �u halde;

ω(x, ε) = sup
L>0

ωL(x, ε)

bulunur. �

�imdi esas sonucu verelim:

Teorem 3.2.1. (i)-(v) kabulleri alt�nda, (3.2.1) ile verilen integral denklemin,

BC(R+,R) uzay�nda en az bir x = x(t) çözümü vard�r, [5].
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�spat. BC(R+,R) uzay�nda a³a§�daki ³ekilde tan�mlanan A ve B operatörlerini

gözönüne alal�m.

(Ax)(t) = (Tx)(t)

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds, t ∈ R+

(Bx)(t) =

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds, t ∈ R+

ε > 0 key� fakat sabit bir say�, x ∈ BC(R+,R) ve t0 ∈ R+ olsun. Kabul edelim

ki t0 6= 0 ve t ∈ R+ olmak üzere; |t− t0| < δ ve δ < min {ε/(‖ϕ‖1 +M), t0/2} olsun.

Burada,

M = sup

{
|u(t, s, x)| : t, s ∈

[
t0
2
,
3t0
2

]
, x ∈ [−‖x‖, ‖x‖ ]

}
dir. Böylece u fonksiyonu düzgün süreklidir.

Genelli§i bozmaks�z�n t > t0 oldu§u kabul edilebilir. Bu kabuller alt�nda;

|(Bx)(t)− (Bx)(t0)| =∣∣∣∣∫ t

0

u(t, s, x(s))ds−
∫ t0

0

u(t0, s, x(s))ds

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ t

0

u(t, s, x(s))ds−
∫ t

0

u(t0, s, x(s))ds

∣∣∣∣+∣∣∣∣∫ t

0

u(t0, s, x(s))ds−
∫ t0

0

u(t0, s, x(s))ds

∣∣∣∣
≤

∫ t

0

|u(t, s, x(s))− u(t0, s, x(s))|ds+

∫ t

t0

|u(t0, s, x(s))|ds

≤ (t− t0)

∫ t

0

ϕ(s)ds+M

∫ t

t0

ds

≤ (t− t0)‖ϕ‖1 +M(t− t0)

< (‖ϕ‖1 +M)δ(3.2.2)

elde edilir. t0 = 0 için de durum benzerdir. Sonuç olarak; x ∈ BC(R+,R) için Bx

fonksiyonu süreklidir ve dolay�s�yla Ax fonksiyonu da süreklidir.

�imdi, x ∈ BC(R+,R) olmak üzere Ax in s�n�rl� bir fonksiyon oldu§unu göre-

lim.
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t ∈ R+ olmak üzere; hipotez ve Uyar� 3.2.1 dikkate al�n�rsa,

|(Ax)(t)| = |(Tx)(t)|
∣∣∣∣∫ t

0

u(t, s, x(s))ds

∣∣∣∣
≤ (c+ d‖x‖)

∫ t

0

|u(t, s, x(s))|ds

≤ (c+ d‖x‖)a(t)

∫ t

0

b(s)ds

≤ (c+ d‖x‖)‖a‖‖b‖1(3.2.3)

elde edilir. (3.2.3) e³itsizli§inde her iki taraf�n supremumu al�n�rsa,

‖Ax‖ ≤ (c+ d‖x‖) ‖a‖‖b‖1

e³itsizli§ine ula³�l�r. Bu ise, A operatörünün BC(R+,R) uzay�ndan yine ayn� uzaya

tan�ml� oldu§unu yani A'n�n, sürekli ve s�n�rl� bir fonksiyonu sürekli ve s�n�rl� bir

fonksiyona dönü³türdü§ünü gösterir.

�imdi de A operatörünün BC(R+,R) de sürekli oldu§unu görelim:

Dikkat edelim ki (i)'deki kabulümüzden, A n�n süreklili§i için B operatörünün

BC(R+,R) uzay�nda sürekli oldu§unu göstermek yeterlidir. Bunun için sabit bir

ε > 0 say�s� ve x ∈ BC(R+,R) alal�m.

(iii) kabulünü dikkate alarak (Uyar� 3.2.2'den)

lim
t→∞

a(t)

∫ t

0

b(s)ds = 0

elde edilir. Sonuç olarak ε > 0 say�s� için öyle bir τ > 0 bulunabilir ki e§er t > τ ise

a(t)

∫ t

0

b(s)ds <
ε

2

dir.
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Di§er taraftan, u(t, s, x) fonksiyonunun [0, τ ]× [0, τ ]× [−ε, ε] kümesi üzerinde

düzgün süreklili§i gözönüne al�narak öyle bir δ1 > 0 bulunabilir ki,

|t− t′| ≤ δ1, t, t′ ∈ [0, τ ]

|s− s′| ≤ δ1, s, s′ ∈ [0, τ ]

|x− x′| ≤ δ1, x, x′ ∈ [−ε, ε]

oldu§unda |u(t, s, x)− u(t′, s′, x′)| < ε/τ olur.

δ = δ1, y ∈ BC(R+,R) ve ‖x− y‖ ≤ δ olsun. t ∈ R+ say�s� sabit tutulursa,

|(Bx)(t)− (By)(t)| =
∣∣∣∣∫ t

0

u(t, s, x(s))ds−
∫ t

0

u(t, s, y(s))ds

∣∣∣∣
≤
∫ t

0

|u(t, s, x(s))− u(t, s, y(s))|ds

elde edilir.

�imdi iki durum söz konusudur:

(1) E§er t > τ ise Uyar� 3.2.2'nin de dikkate al�nmas�yla,

|(Bx)(t)− (By)(t)| ≤
∫ t

0

|u(t, s, x(s))− u(t, s, y(s))|ds

≤
∫ t

0

|u(t, s, x(s))|ds+

∫ t

0

|u(t, s, y(s))|ds

≤ 2a(t)

∫ t

0

b(s)ds < 2
ε

2
= ε

elde edilir. Bu ise, B operatörünün süreklili§ini verir.

(2) E§er t ≤ τ ise ‖x− y‖ < δ olmak üzere;

|(Bx)(t)− (By)(t)| ≤
∫ t

0

|u(t, s, x(s))− u(t, s, y(s))|ds

<
ε

τ

∫ t

0

ds ≤ ε

elde edilir.

Sonuç olarak; (1) ve (2)' deki durumlar gözönüne al�nd�§�nda, B operatörünün,

BC(R+,R) de sürekli oldu§u dolay�s�yla A operatörünün, BC(R+,R) uzay�nda sü-

rekli oldu§u anla³�l�r.
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�imdi ise key� fakat sabit bir x ∈ BC(R+,R) alal�m. (3.2.3) e³itsizli§inde

α = maks{c, d} al�n�rsa,

|(Ax)(t)| ≤ (c+ d‖x‖)‖a‖‖b‖1

≤ α(1 + ‖x‖)‖a‖‖b‖1

elde edilir. Elde etti§imiz bu e³itsizlikte t ∈ R+ için supremum al�n�rsa,

‖Ax‖ ≤ α(1 + ‖x‖)‖a‖‖b‖1(3.2.4)

olur. Böylece, r0 = α‖a‖‖b‖1/(1−α‖a‖‖b‖1) olmak üzere; (v) kabulünden A operatö-

rünün, B(θ, r0) yuvar�n� kendi içine dönü³türdü§ü anla³�l�r. Gerçekten; x ∈ B(θ, r0)

ise ‖x‖ ≤ r0 olaca§�ndan, (3.2.4) e³itsizli§inden

‖Ax‖ ≤ α(1 + r0)‖a‖‖b‖1(3.2.5)

elde edilir. (v) kabulünü de göz önüne alarak

r0 =
α‖a‖‖b‖1

1− α‖a‖‖b‖1

seçelim. Bu durumda (3.2.5) e³itsizli§inden

‖Ax‖ ≤ α(1 + r0)‖a‖‖b‖1 = r0

olur. �u halde A operatörü, B(θ, r0) yuvar�n� kendi içine dönü³türür.

�imdi de BC(R+,R) uzay�nda tan�ml� A operatörünün kompakt olmayan µ

ölçüsüne göre Darbo ³art�n� sa§lad�§�n� gösterece§iz.

X,B(θ, r) kapal� yuvar�n�n bo³tan farkl� bir alt kümesi olmak üzere x ∈ X

alal�m. L > 0 bir sabit, ε > 0 ve t1, t2 ∈ [0, L] için t1 < t2 ve t2 − t1 < ε olsun.
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Böylece;

|(Ax)(t2)− (Ax)(t1)| =∣∣∣∣(Tx)(t2)

∫ t2

0

u(t2, s, x(s))ds− (Tx)(t1)

∫ t1

0

u(t1, s, x(s))ds

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣(Tx)(t2)

∫ t2

0

u(t2, s, x(s))ds− (Tx)(t1)

∫ t2

0

u(t2, s, x(s))ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(Tx)(t1)

∫ t2

0

u(t2, s, x(s))ds− (Tx)(t1)

∫ t1

0

u(t1, s, x(s))ds

∣∣∣∣
≤ |(Tx)(t2)− (Tx)(t1)|

∫ t2

0

|u(t2, s, x(s))|ds

+|(Tx)(t1)|
∣∣∣∣∫ t2

0

u(t2, s, x(s))ds−
∫ t1

0

u(t1, s, x(s))ds

∣∣∣∣
≤ ωL(Tx, ε)a(t2)

∫ t2

0

b(s)ds+ [c+ d‖x‖ ]

×
(∫ t1

0

|u(t2, s, x(s))− u(t1, s, x(s))|ds+

∫ t2

t1

u(t2, s, x(s))ds

)
(3.2.6)

olaca§�ndan, (3.2.6)'dan;

|(Ax)(t2)− (Ax)(t1)| ≤ ωL(Tx, ε)‖a‖‖b‖1 + α(1 + r0)[(t2 − t1)

∫ t1

0

ϕ(s)ds

+‖a‖‖b‖(t2 − t1)]

≤ ωL(Tx, ε)‖a‖‖b‖1 + α(1 + r0)(t2 − t1) (‖ϕ‖1 + ‖a‖‖b‖)

≤ ωL(Tx, ε)‖a‖‖b‖1 + α(1 + r0)ε (‖ϕ‖1 + ‖a‖‖b‖)

elde edilir. Böylece,

ωL(Ax, ε) ≤ ωL(Tx, ε)‖a‖‖b‖1 + α(1 + r0)ε (‖a‖‖b‖+ ‖ϕ‖1)

e³itsizli§ine ula³�l�r. Bu e³itsizli§in her iki taraf�nda L üzerinden supremum al�n�rsa,

sup
L
ωL(Ax, ε) ≤ ‖a‖‖b‖1 sup

L
ωL(Tx, ε) + α(1 + r0)ε (‖a‖‖b‖+ ‖ϕ‖1)

ve Lemma 3.2.1'i dikkate alarak,

ω(Ax, ε) ≤ ω(Tx, ε)‖a‖‖b‖1 + α(1 + r0)ε (‖a‖‖b‖+ ‖ϕ‖1)

elde edilir.
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Sonuç olarak; bulunan bu son e³itsizlikte x ∈ X üzerinden supremum al�n�rsa,

sup
x∈X

ω(Ax, ε) ≤ ‖a‖‖b‖1 sup
x∈X

ω(Tx, ε) + α(1 + r0)ε (‖a‖‖b‖+ ‖ϕ‖1)

e³itsizli§ine ula³�l�r. Elde edilen bu e³itsizlikte ε→ 0 için limit al�n�rsa,

lim
ε→0

sup
x∈X

ω(Ax, ε) ≤ ‖a‖‖b‖1 lim
ε→0

sup
x∈X

ω(Tx, ε)

olur. Böylece daha önce verilen tan�mlar� da akl�m�zda tutarak;

ω0(Ax) ≤ ‖a‖‖b‖1ω0(TX)

elde ederiz. Kompakt olmayan µ ölçüsünün tan�m�ndan ve (i) deki kabulden,

ω0(Ax) ≤ ‖a‖‖b‖1ω0(TX) ≤ ‖a‖‖b‖1µ(TX) ≤ ‖a‖‖b‖1%µ(X)(3.2.7)

bulunur.

�imdi, kompakt olmayan µ ölçüsünün ifadesindeki çap terimiyle ilgili çal�³aca-

§�z.

X,B(θ, r0)'�n bo³tan farkl� bir altkümesi, x, y ∈ X ve t ∈ R+ alal�m. Böylece,

|(Ax)(t)− (Ay)(t)| =∣∣∣∣(Tx)(t)

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds− (Ty)(t)

∫ t

0

u(t, s, y(s))ds

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣(Tx)(t)

∫ t

0

u(t, s, x(s)ds)− (Ty)(t)

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(Ty)(t)

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds− (Ty)(t)

∫ t

0

u(t, s, y(s))ds

∣∣∣∣
≤ |(Tx)(t)− (Ty)(t)|

∫ t

0

|u(t, s, x(s))|ds

+|(Ty)(t)|
∫ t

0

|u(t, s, x(s))− u(t, s, y(s))|ds

≤ |(Tx)(t)− (Ty)(t)|a(t)

∫ t

0

b(s)ds+ α(1 + ‖y‖)2a(t)

∫ t

0

b(s)ds

≤ [ |(Tx)(t)− (Ty)(t)|+ 2α(1 + r0)] a(t)

∫ t

0

b(s)ds
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elde edilir. Böylece,

|(Ax)(t)− (Ay)(t)| ≤ [ |(Tx)(t)− (Ty)(t)|+ 2α(1 + r0)] a(t)

∫ t

0

b(s)ds

e³itsizli§inde her iki tarafta x ve y üzerinden supremum al�n�rsa,

sup
x, y∈X

|(Ax)(t)− (Ay)(t)| ≤
(

sup
x, y∈X

|(Tx)(t)− (Ty)(t)|+ 2α(1 + r0)

)
a(t)

∫ t

0

b(s)ds

olur. Burada çap tan�m� kullan�larak,

diam(AX)(t) ≤ [diam(TX)(t) + 2α(1 + r0)] a(t)

∫ t

0

b(s)ds

yaz�labilir. Bu e³itsizlikte t→∞ için üst limit al�n�rsa,

lim sup
t→∞

diam(AX)(t) ≤ lim sup
t→∞

[diam(TX)(t) + 2α(1 + r0)] a(t)

∫ t

0

b(s)ds

olaca§�ndan Uyar� 3.2.2 dikkate al�n�rsa,

lim sup
t→∞

diam(AX)(t) = 0

e³itli§i elde edilir. Böylece,

µ(AX) = ω0(AX) ≤ %‖a‖‖b‖1µ(X)

olur ki, (v) kabulünden, A 'n�n µ kompakt olmayan ölçüsüne göre bir büzülme dö-

nü³ümü oldu§u anla³�l�r ve ³u halde Teorem 1.3.1 ile (3.2.1) denkleminin en az bir

çözümü oldu§u sonucuna var�l�r. �

3.3. Örnekler

Bu k�s�mda, Teorem 3.2.1'e ili³kin baz� örnekler verilecektir.

Örnek 3.3.1. Kabul edelim ki T operatörü BC(R+,R) uzay�nda (Tx)(t) = 1

³eklinde tan�ml� olsun. Aç�k olarak; T operatörü, % = 0, c = 1 ve d = 0 için Teorem

3.2.1'deki (i) ve (ii) ³artlar�n� sa§lar.

Di§er taraftan; u : R+×R+×R→ R, u(t, s, x) = e−st ³eklindeki u fonksiyonunu

ele alal�m. Bu durumda; u fonksiyonu süreklidir. Ayr�ca, |u(t, s, x)| = te−s olup,

a(t) = t ve b(s) = e−s al�n�rsa a(t), Teorem 3.2.1'deki (iii) ³art�n� sa§lamaz.
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Teorem 3.2.1'in (iv) ³art�ndan,

|u(t2, s, x)− u(t1, s, x)| = |t2e−s − t1e−s| = |t2 − t1|e−s

e³itli§ine sahip oluruz. Burada ϕ fonksiyonunu, ϕ(s) = e−s olarak alabiliriz.

Aç�k olarak ϕ ∈ L1(R+) ve ‖ϕ‖ = 1'dir. �u halde; denklem,

x(t) = t

∫ t

0

e−sds

olup,

lim
t→∞

x(t) = lim
t→∞

t

∫ t

0

e−sds =∞

oldu§undan, x(t) /∈ BC(R+,R) dir.

Örnek 3.3.2. BC(R+,R) üzerinde tan�ml� T operatörünün (Tx)(t) = 1+x(t)

olarak tan�mland�§�n� kabul edelim. Kolayca gösterilebilir ki BC(R+,R) nin bo³tan

farkl� ve s�n�rl� her X altkümesi için ω0(TX) = ω0(X) ve

lim sup
t→∞

diam(TX)(t) = lim sup
t→∞

diam(X)(t)

dir. Sonuç olarak; µ(TX) = µ(X) ve T operatörü % = 1 için Teorem 3.2.1'in (i)

³art�n� sa§lar. Di§er taraftan; |(Tx)(t)| ≤ 1 + |x(t)| iken c = 1 ve d = 1 olmak üzere

herhangi bir x ∈ BC(R+,R) için T operatörü Teorem 3.2.1'in (ii) ³art�n� sa§lar.

Ayr�ca, u : R+ × R+ × R → R olmak üzere; u(t, s, x) = 1/(t + 1)(s2 + 1)

³eklinde tan�ml� u fonksiyonunu gözönüne alal�m. Aç�k olarak; u fonksiyonu sürekli

ve |u(t, s, x)| = 1/(t + 1)(s2 + 1) dir. E§er a(t) = 1/(t + 1) ve b(s) = 1/(s2 + 1)

al�n�rsa a ve b fonksiyonlar� sürekli, ‖a‖ = ‖b‖ = 1 ve limt→∞ a(t) = 0 olur.

∫ ∞
0

b(s)ds =

∫ ∞
0

ds

(s2 + 1)
=
π

2

olup bu ise b ∈ L1(R+) olmas� demektir.
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Sonuç olarak; u fonksiyonu, Teorem 3.2.1'in (iii) ³art�n� sa§lar. (iv) hipote-

zinden,

|u(t2, s, x)− u(t1, s, x)| =

∣∣∣∣ 1

(t2 + 1)(s2 + 1)
− 1

(t1 + 1)(s2 + 1)

∣∣∣∣
=

1

s2 + 1

∣∣∣∣ 1

t2 + 1
− 1

t1 + 1

∣∣∣∣ =
1

s2 + 1

∣∣∣∣ t1 − t2
(t1 + 1)(t2 + 1)

∣∣∣∣
≤ 1

s2 + 1
|t1 − t2|

oldu§undan ϕ fonksiyonu, ϕ(s) = b(s) = 1/(s2+1) olarak al�nabilir. Buradan Teorem

3.2.1'in (iv) ³art� sa§lan�r.

Son olarak; %‖a‖‖b‖1 = π/2 > 1 oldu§undan (v) ³art� sa§lanmaz.

x(t) = (x(t) + 1)

∫ t

0

ds

(t+ 1)(s2 + 1)

veya bu e³itlik,

(1 + t)x(t) = (1 + x(t)) arctan(t)

³eklindedir. Aç�k olarak; x(t) = 0 bu denklemin çözümü de§ildir.

E§er x(t) ∈ BC(R+,R) oldu§u kabul edilip yukar�daki e³itlikte t → ∞ için limit

al�n�rsa e³itli§in sol taraf�n�n sonsuza yakla³t�§�n�, sa§ taraf�n�n ise s�n�rl� oldu§unu

görebiliriz. Bu ise, bir çeli³ki olup yukar�daki denklemin bir çözümü yoktur.

3.4. Uygulamalar

T operatörü ile u fonksiyonu bu bölümde ele al�nan integral denklemlerin te-

mel elemanlar�d�r. Bu bölümde, Teorem 3.2.1'deki kabulleri sa§layacak ³ekilde u

fonksiyonunun ve T operatörünün daha somut örneklerini verece§iz.

T Operatörü �le �lgili Uygulamalar

Üçüncü k�s�mda T operatörü ile ilgili olarak Teorem 3.2.1'in (i) ve (ii) ³art�n�

sa§layan örnekler verildi. Bu k�s�mda, ba³ka örnekler verece§iz.

Öncelikle a³a§�daki Lemmay� verelim.
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Lemma 3.4.1. Kabul edelim ki x(t), y(t) ∈ BC(R+,R) ve ε > 0 olsun. Bu

taktirde;

ω(xy, ε) ≤ ‖x‖ω(y, ε) + ‖y‖ω(x, ε)

e³itsizli§i geçerlidir, [5].

�spat. t, t′ ∈ R+ key� seçilen sabitler ve |t− t′| ≤ ε olmak üzere;

|x(t)y(t)− x(t′)y(t′)| ≤ |x(t)y(t)− x(t)y(t′)|+ |x(t)y(t′)− x(t′)y(t′)|

≤ |x(t)||y(t)− y(t′)|+ |y(t′)||x(t)− x(t′)|

≤ ‖x‖ω(y, ε) + ‖y‖ω(x, ε)

elde edilir. Sonuç olarak; ω(xy, ε) ≤ ‖x‖ω(y, ε) + ‖y‖ω(x, ε) dir. �

Uyar� 3.4.1. E§er x(t) ∈ BC(R+,R) ve x(t) fonksiyonu R+ üzerinde düzgün

sürekli ise limε→0 ω(x, ε) = 0 d�r.

Örnek 3.4.1. T operatörünü, x(t) ∈ BC(R+,R) ve x(t), R+ üzerinde düzgün

sürekli olmak üzere;

T :BC(R+,R)→ BC(R+,R)

y(t) → x(t)y(t)

³eklinde tan�mlayal�m. Aç�k olarak; T operatörü sürekli bir operatördür.

X,BC(R+,R) uzay�n�n s�n�rl� bir altkümesi olsun. Lemma 3.4.1'den ve Uyar�

3.4.1'den, kolayca ispat edilebilir ki, ω0(TX) ≤ ‖x‖ω0(X) tir.

Di§er taraftan; e§er y1, y2 ∈ X ve t ∈ R+ ise

|(Ty1)(t)− (Ty2)(t)| = |x(t)y1(t)− x(t)y2(t)|

= |x(t)||y1(t)− y2(t)|

≤ ‖x‖|y1(t)− y2(t)|
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olur. Buradan,

sup
y1, y2∈X

|(Ty1)(t)− (Ty2)(t)| ≤ ‖x‖ sup
y1, y2∈X

|y1(t)− y2(t)|

olur ve böylece, diam(TX)(t) ≤ ‖x‖diamX(t) elde edilir. Sonuç olarak;

µ(TX) ≤ ‖x‖µ(X)

olup T operatörü, ‖x‖ sabitiyle Darbo ³art�n� sa§lar. Öyleyse T operatörü, Teorem

3.2.1'in (i) ³art�n� sa§lar.

Di§er taraftan;

|(Ty)(t)| = |x(t)y(t)| ≤ ‖x‖|y(t)|

olup, bu ise T operatörünün Teorem 3.2.1'in (ii) ³art�n� sa§lad�§�n� gösterir.

Örnek 3.4.2. Kabul edelim ki g : R+ → R fonksiyonu s�n�rl� türeve sahip bir

fonksiyon ve |g′| ≤ k olsun.

T : BC(R+,R)→ BC(R+,R)

x(t)→ g(|x(t)|)

operatörünü gözönüne alal�m.

Kolayca görüebilece§i gibi, T operatörü iyi tan�ml� ve sürekli bir operatördür.

Ayr�ca, T operatörü kompakt olmayan µ ölçüsüne göre Darbo ³art�n� sa§lar.

Gerçekten; ε > 0 bir sabit ve t, t′ ∈ R+ için |t− t′| ≤ ε olsun. Ortalama De§er

Teoreminden,

|(Tx)(t)− (Tx)(t′)| = |g(|x(t)|)− g(|x(t′)|)|

≤ |g′(ξ)| ||x(t)| − |x(t′)||

≤ k|x(t)− x(t′)|

olacak ³ekilde [t, t′] aral�§�na ait bir ξ de§eri vard�r. Sonuç olarak; X,BC(R+,R) nin

s�n�rl� bir altkümesi olmak üzere ω0(TX) ≤ kω0(X) elde edilir.
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Benzer ³ekilde e§er x1, x2 ∈ X ve t ∈ R+ al�n�rsa,

|(Tx1)(t)− (Tx2)(t)| = |g(|x1(t)|)− g(|x2(t)|)|

≤ |g′(ξ)||x1(t)− x2(t)|

≤ k|x1(t)− x2(t)|

bulunur. Böylece, diam(TX)(t) ≤ k diamX(t) olur. Bu ise,

µ(TX) ≤ kµ(X)

olmas� demektir. Buradan da T 'nin, k sabitiyle Darbo ³art�n� sa§lad�§�n� söyleye-

biliriz. Di§er taraftan; T oeratörü Teorem 3.2.1'in (ii) ³art�n� sa§lar. Gerçekten;

Ortalama De§er Teoreminin kullanmas�yla, ξ ∈ (0, t) olmak üzere;

|(Tx)(t)| = |g(|x(t)|)| ≤ |g(|x(t)|)− g(0)|+ |g(0)|

≤ |g′(ξ)||x(t)|+ |g(0)|

≤ k|x(t)|+ |g(0)|

elde edilir.

Uyar� 3.4.2. g : R+ → R s�n�rl� türeve sahip fonksiyonlar�,

g(x) = cosn(x), g(x) = sinn(x), g(x) = cos(nx), g(x) = sin(nx), g(x) =
1

x+ 1

³eklinde al�nabilir.

Örnek 3.4.3.

f : R+ × R→ R

(t, x)→ f(t, x)

fonksiyonu,

(1) f düzgün sürekli bir fonksiyon,

(2) |f(t, x)− f(t, y)| ≤ k|x− y|, k ∈ (0, 1), t ∈ R+, x, y ∈ R ve
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(3) ∀t ∈ R+ için |f(t, 0)| < M olacak ³ekilde ∃M > 1 vard�r

özeliklerini sa§las�n. Bu durumda; ∀x ∈ BC(R+,R) için

(Tx)(t) = f(t, x(t))

³eklinde tan�ml� operatör, BC(R+,R) uzay�ndan yine bu uzaya tan�ml� bir operatör

olup, Darbo ³art�n� sa§lar. Gerçekten; x ∈ BC(R+,R) için,

x̂ : R+ → R+ × R

t→ (t, x(t))

³eklinde tan�mlan�rsa x ∈ BC(R+,R) için

(Tx)(t) = f(t, x(t)) = (f ◦ x̂)(t)

olaca§� aç�kt�r.

Sonuç olarak; x̂ fonksiyonun süreklili§i dikkate al�narak, Tx fonksiyonunun

sürekli oldu§unu anla³�l�r.

Di§er taraftan;

|(Tx)(t)| = |f(t, x(t))| ≤ |f(t, x(t))− f(t, 0)|+ |f(t, 0)|

≤ k|x(t)|+ |f(t, 0)|

≤ k‖x‖+M

oldu§undan Tx fonksiyonu s�n�rl�d�r. �u halde; T operatörü, BC(R+,R) uzay�ndan

BC(R+,R) uzay�na tan�ml�d�r.

�imdi, limn→∞ xn = x ³eklinde olan (xn) ⊆ BC(R+,R) dizisini ele alal�m.

Böylece,

|(Txn)(t)− (Tx)(t)| = |f(t, xn(t))− f(t, x(t))|

≤ k|xn(t)− x(t)|

≤ k‖xn − x‖

olur ve sonuç olarak T operatörü süreklidir.
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�imdi de T operatörünün kompakt olmayan µ ölçüsüne göre Darbo ³art�n� sa§-

lad�§�n� ispatlayal�m:

Öncelikle sabit bir ε > 0 alal�m. f 'nin düzgün süreklili§inden;

‖(t, x)− (s, y)‖∞ < δ iken |f(t, x)− f(s, y)| < ε

olacak ³ekilde bir δ = δ(ε) > 0 vard�r.

BC(R+,R) uzay�nda, X ⊆ B(θ, r), x ∈ X ve t, s ∈ R+ ve |t − s| ≤ δ olsun.

Böylece,

|(Tx)(t)− (Tx)(s)| = |f(t, x(t))− f(s, x(s))|

≤ |f(t, x(t))− f(t, x(s))|+ |f(t, x(s))− f(s, x(s))|

≤ k|x(t)− x(s)|+ ε

elde edilir. Sonuç olarak,

ω0(TX) ≤ kω0(X)(3.4.1)

e³itsizli§ine sahip oluruz.

Di§er taraftan; x1, x2 ∈ X ve t ∈ R+ al�n�rsa

|(Tx1)(t)− (Tx2)(t)| = |f(t, x1(t))− f(t, x2(t))| ≤ k|x1(t)− x2(t)|

e³itsizli§i elde edilir ki buradan,

diam(Tx)(t) ≤ k diamX(t)(3.4.2)

olur. Böylece, (3.4.1) ve (3.4.2) e³itsizliklerini dikkate alarak,

µ(TX) ≤ kµ(X)

sonucuna ula³�r�z ve bu da T operatörünün k sabitiyle Darbo ³art�n� sa§lad�§� anla-

m�na gelir.

u Fonksiyonuyla �lgili Uygulamalar

Bu bölümde Teorem 3.2.1'deki hipotezi sa§layan u funksiyonlar�na ili³kin ör-

nekler verece§iz.
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Örnek 3.4.4. r ∈ R ve r > 1 olmak üzere;

u(t, s, x) =
1

(1 + t)(s+ 1)r

fonksiyonunu ele alal�m. u fonksiyonunun sürekli oldu§u aç�k olup,

|u(t, s, x)| = 1

(1 + t)(s+ 1)r

dir. E§er a(t) = 1/(t + 1), b(s) = 1/(s + 1)r al�n�rsa a ve b fonksiyonlar� sürekli,

‖a‖ = ‖b‖ = 1 ve limt→∞ a(t) = 0 oldu§u aç�kt�r.

∫ ∞
0

b(s) ds =

∫ ∞
0

ds

(s+ 1)r
=

1

r − 1

olup buradan b ∈ L1(R+) olur. Sonuç olarak; u fonksiyonu Teorem 3.2.1'in (iii)

³art�n� sa§lar.

(iv) hipotezinden,

|u(t2, s, x)− u(t1, s, x)| =
∣∣∣∣ 1

(t2 + 1)(s+ 1)r
− 1

(t1 + 1)(s+ 1)r

∣∣∣∣
=

1

(s+ 1)r

∣∣∣∣ 1

t2 + 1
− 1

t1 + 1

∣∣∣∣ =
1

(s+ 1)r

∣∣∣∣ t1 − t2
(t2 + 1)(t1 + 1)

∣∣∣∣
≤ 1

(s+ 1)r
|t1 − t2|

oldu§undan ϕ(s) = b(s) = 1/(s+1)r al�nabilir. Bu ise Teoerem 3.2.1'in (iv) ³art�n�n

sa§land�§�n� gösterir.

Örnek 3.4.5. r ∈ R, r ≥ 1 olmak üzere;

u(t, s, x) =
1

(t+ 1)(s2 + 1)r

fonksiyonunu gözönüne alal�m. Aç�k olarak; u fonksiyonu sürekli olup,

|u(t, s, x)| = 1

(t+ 1)(s2 + 1)r

dir. E§er;

a(t) =
1

t+ 1
, b(s) =

1

(s2 + 1)r
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al�n�rsa a ve b fonksiyonlar� sürekli, ‖a‖ = ‖b‖ = 1 ve limt→∞ a(t) = 0 olur.∫ ∞
0

b(s)ds =

∫ ∞
0

1

(s2 + 1)r
ds ≤

∫ ∞
0

ds

(s2 + 1)
=
π

2

olup, buradan b ∈ L1(R+)'dir. Sonuç olarak; u fonksiyonu Teorem 3.2.1'in (iii)

³art�n� sa§lar.

(iv) hipotezinden,

|u(t2, s, x)− u(t1, s, x)| =
∣∣∣∣ 1

(t2 + 1)(s2 + 1)r
− 1

(t1 + 1)(s2 + 1)r

∣∣∣∣
=

1

(s2 + 1)r

∣∣∣∣ 1

t2 + 1
− 1

t1 + 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ t1 − t2
(t2 + 1)(t1 + 1)

∣∣∣∣
≤ 1

(s2 + 1)r
|t1 − t2|

dir. Burada, ϕ(s) = b(s) = 1/(s2 + 1)r olarak al�n�rsa Teorem 3.2.1'in (iv) ³art�

sa§lan�r.

Uyar� 3.4.3. Örnek 3.4.5'de r = 1 için elde edilen durum, Örnek 3.3.2'de

incelenmi³tir.

Örnek 3.4.6. p, q, r ∈ R, p, q ≥ 1, r > 1 ve f, h : R → R+ herhangi sürekli

fonksiyonlar olmak üzere;

u(t, s, x) =
1

(t+ p+ f(x))(s+ q + h(x))r

alal�m. Bu durumda u fonksiyonu sürekli olup,

|u(t, s, x)| =
∣∣∣∣ 1

(t+ p+ f(x))(s+ q + h(x))r

∣∣∣∣ ≤ 1

(t+ 1)(s+ 1)r

oldu§undan a(t) ve b(s) fonksiyonlar�n�, a(t) = 1/(t+ 1), b(s) = 1/(s+ 1)r ³eklinde

seçebiliriz.

Böylece, Örnek 3.4.4'te elde edilen sonuçlardan u fonksiyonunun, Teorem 3.2.1'in

(iii) ³art�n� sa§lad�§� sonucuna ula³�r�z.
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Di§er taraftan;

|u(t2, s, x)− u(t1, s, x)| =∣∣∣∣ 1

(t2 + p+ f(x))(s+ q + h(x))r
− 1

(t1 + p+ f(x))(s+ q + h(x))r

∣∣∣∣
=

1

(s+ q + h(x))r

∣∣∣∣ 1

(t2 + p+ f(x))
− 1

(t1 + p+ f(x))

∣∣∣∣
=

1

(s+ q + h(x))r

∣∣∣∣ t1 − t2
(t2 + p+ f(x))(t1 + p+ f(x))

∣∣∣∣
=

1

(s+ q + h(x))r
|t1 − t2|

olaca§�ndan, ϕ fonksiyonunu, ϕ(s) = 1/(s + q + h(x))r ∈ L1(R+) olarak alabiliriz.

�u halde; ∫ ∞
0

1

(s+ q + h(x))r
ds ≤

∫ ∞
0

1

(s+ 1)r
ds =

1

r − 1

olur ve böylece Teorem 3.2.1'in (iv) ³art� sa§lan�r.

Örnek 3.4.7. p, q, r ∈ R, p, q, r ≥ 1 ve f, h : R → R+ sürekli key� fonksi-

yonlar olmak üzere;

u(t, s, x) =
1

(t+ p+ f(x))(s2 + q + h(x))r

alal�m. �u halde u fonksiyonu süreklidir. Ayr�ca,

|u(t, s, x)| =
∣∣∣∣ 1

(t+ p+ f(x))

1

(s2 + q + h(x))r

∣∣∣∣ ≤ 1

(t+ 1)(s2 + 1)r

oldu§unu dikkate alarak a(t) ve b(s) fonksiyonlar�n�

a(t) =
1

t+ 1
, b(s) =

1

(s2 + 1)r

olarak seçebiliriz. Örnek 3.3.2'de ve Örnek 3.4.5'te elde edilen sonuçlar� da gözönüne

alarak u fonksiyonunun Teorem 3.2.1'in (iii) ³art�n� sa§lad�§� sonucuna ula³�r�z.
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(iv) hipotezinden,

|u(t2, s, x)− u(t1, s, x)| =∣∣∣∣ 1

(t2 + p+ f(x))(s2 + q + h(x))r
− 1

(t1 + p+ f(x))(s2 + q + h(x))r

∣∣∣∣
=

1

(s2 + q + h(x))r

∣∣∣∣ 1

(t2 + p+ f(x))
− 1

(t1 + p+ f(x))

∣∣∣∣
=

1

(s2 + q + h(x))r

∣∣∣∣ t1 − t2
(t2 + p+ f(x))(t1 + p+ f(x))

∣∣∣∣
=

1

(s2 + q + h(x))r
|t1 − t2|

oldu§undan ϕ fonksiyonunu, ϕ(s) = 1/(s2 + q + h(x))r olarak alabiliriz. Böylece,

ϕ ∈ L1(R+) ve ∫ ∞
0

1

(s2 + q + h(x))r
ds ≤

∫ ∞
0

1

(s2 + 1)r
ds ≤ π

2

olup Teorem 3.2.1'in (iv) ³art� sa§lan�r.

Örnek 3.4.8. Teorem 3.2.1'in (iii) hipotezindeki ∀x ∈ R ve t, s ∈ R+ için

sa§lanan |u(t, s, x)| ≤ a(t)b(s) e³itsizli§ini ve a(t) ve b(s) fonksiyonlar�n� kullanarak,

Teorem 3.2.1'in (iii) ve (iv) ³art�n� sa§layan yeni u fonksiyonlar� in³a edebiliriz.

Yeni fonksiyonlar verirken; g : R+ → R fonksiyonunu da |g(x)| ≤ 1 olacak

³ekilde ve u fonksiyonunu, p, q ∈ R, p, q ≥ 1, f, h : R→ R+ sürekli key� fonksiyonlar

ve

a(t) =
1

t+ p+ f(x)
, b(s) =

1

(s+ q + h(x))r
, r > 1 veya

b(s) =
1

(s2 + q + h(x))r
, r ≥ 1

olmak üzere, u(t, s, x) = a(t)b(s)g(x) ³eklinde alabiliriz.

u fonksiyonunun süreklili§i aç�kt�r ve |u(t, s, x)| ≤ a(t)b(s) dir.

Ayr�ca, Örnek 3.4.6'dan ve Örnek 3.4.7'den elde edilen sonuçlar�n da dikkate

al�nmas�yla u fonksiyonunun Teorem 3.2.1'in (iii) ve (iv) ³artlar�n� sa§lad�§� göste-

rilebilir.
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Yukar�daki |g(x)| ≤ 1 e³itsizli§ini sa§layan baz� fonksiyonlar,

g(x) = cosn(x), g(x) = sinn(x), g(x) = cos(nx),

g(x) = sin(nx), g(x) =
1

x+ 1
ve g(x) =

e2x − 1

e2x + 1

³eklinde verilebilir.

3.5. Lineer Olmayan Volterra Tipi �ntegral Denklemlerin Çözümlerinin

Varl�§� ve Bu Çözümlerin Asimptotik Kararl�l�§�

Tra�k araç teorisi ve biyoloji bilimindeki baz� problemlerin çözümü, a³a§�daki

lineer olmayan fonksiyonel integral denkleme dayan�r.

x(t) = f(t, x(t))

∫ 1

0

u(t, s, x(s))ds, t ∈ [0, 1]

Bu e³itlik, ayn� zamanda bir lineer olmayan kuadratik Volterra integral denk-

lemi olarak adland�r�l�r.

Bu çal�³mada, yukar�daki denklemin benzeri olan s�n�rs�z bir aral�kta tan�ml�

ve

x(t) = f(t, x(t))

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds(3.5.1)

e³itli§iyle verilen Volterra integral denklemi ele al�nacakt�r. Kompakt olmayan öl-

çülerle ili³kilendirilmi³ bir tekni§i kullanarak, (3.5.1) denkleminin [0,∞) aral�§�nda

sürekli ve s�n�rl� bir çözümünün varl�§�n� görece§iz. Kompakt olmayan ölçünün uy-

gun seçilmesi halinde bu çözümlerin daha sonra tan�mlanan ve asimptotik kararl�l�k

olarak adland�r�lan bir özeli§e sahip oldu§u söylenebilir.

Bu k�s�mda, lineer olmayan (3.5.1) ile belirtilen fonksiyonel integral denklemin,

BC(R+,R) Banach uzay�ndaki çözümünü ara³t�raca§�z.

(3.5.1) denklemini, a³a§�daki kabuller alt�nda ele alal�m:

(i) f : R+ × R→ R sürekli ve t→ f(t, 0) fonksiyonu BC(R+,R) nin bir eleman�,

(ii) m : R+ → R+ ∀x, y ∈ R ve t ∈ R+ için

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ m(t)|x− y|
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e³itsizli§ini sa§layan sürekli bir fonksiyon,

(iii) u, a ve b fonksiyonlar�, u : R+ × R+ × R→ R, a, b : R+ → R+ olan ve

∀t, s ∈ R+ ve x ∈ R için

lim
t→∞

a(t)

∫ t

0

b(s)ds = 0, lim
t→∞

m(t)a(t)

∫ t

0

b(s)ds = 0

ve |u(t, s, x)| ≤ a(t)b(s) ³artlar�n� sa§layan sürekli fonksiyonlar ve

(iv) k ∈ [0, 1) olmak üzere, ∀t ≥ 0 için;

m(t)a(t)

∫ t

0

b(s)ds ≤ k

olsun.

Böylece, a³a§�daki sonucu verebiliriz:

Teorem 3.5.1. (i)-(iv) kabulleri alt�nda (3.5.1) denklemi, BC(R+,R) uzay�n-

da en az bir x = x(t) çözümüne sahiptir. Bu çözüm R+ da asimptotik kararl�l�k

özeli§ine sahiptir, [4].

(3.5.1) denkleminin asimptotik kararl�l�§�ndan ³u anla³�lmal�d�r:

∀ε > 0 için ∃L > 0 ve r > 0 vard�r öyle ki e§er x, y ∈ B(θ, r) ve x = x(t), y = y(t)

(3.5.1) denkleminin çözümleri ise ∀t ≥ L için |x(t)− y(t)| < ε olur.

�spat. BC(R+,R) üzerinde T operatörünü a³a§�daki ³ekilde tan�mlayal�m:

(Tx)(t) = f(t, x(t))

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds, t ≥ 0

Hipotezden, ∀x ∈ BC(R+,R) için Tx fonksiyonunun, R+'da sürekli oldu§u görüle-

bilir. Di§er taraftan;

|(Tx)(t)| ≤ |f(t, x(t))|
∫ t

0

|u(t, s, x(s))|ds

≤ |f(t, x(t))|a(t)

∫ t

0

b(s)ds

≤ |f(t, x(t))− f(t, 0)|a(t)

∫ t

0

b(s)ds+

|f(t, 0)|a(t)

∫ t

0

b(s)ds(3.5.2)
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oldu§undan, (3.5.2)'den,

|(Tx)(t)| ≤ |x(t)|m(t)a(t)

∫ t

0

b(s)ds+ |f(t, 0)|a(t)

∫ t

0

b(s)ds

≤ k|x(t)|+ |f(t, 0)|a(t)

∫ t

0

b(s)ds(3.5.3)

elde edilir. Böylece Tx fonksiyonu, R+ üzerinde s�n�rl�d�r. (3.5.3)'ten,

‖Tx‖ ≤ k|x(t)|+ A(3.5.4)

elde edilir. Burada, A = sup
{
|f(t, 0)|a(t)

∫ t
0
b(s)ds : t ≥ 0

}
e³itli§iyle tan�mlanmak-

tad�r. Aç�k olarak, (i) ve (iii) kabullerinden, A <∞ olur.

k < 1 ve r = A/(1 − k) olmak üzere (3.5.4) e³itsizli§inden T operatörünün,

B(θ, r)'yi kendi içine ta³�d�§� anla³�l�r.

�imdi, T operatörünün B(θ, r) üzerinde sürekli oldu§unu gösterelim:

Bunun için sabit bir ε > 0 ve x, y ∈ B(θ, r) alal�m öyle ki ‖x − y‖ ≤ ε olsun.

Böylece, ∀t ∈ R+ için;

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| ≤
∣∣∣∣[f(t, x(t))− f(t, y(t))]

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣f(t, y(t))

(∫ t

0

u(t, s, x(s))ds−
∫ t

0

u(t, s, y(s))ds

)∣∣∣∣
≤ |f(t, x(t))− f(t, y(t))|

∫ t

0

|u(t, s, x(s))|ds

+|f(t, y(t))|
∫ t

0

|u(t, s, x(s))− u(t, s, y(s))|ds

≤ m(t)|x(t)− y(t)|a(t)

∫ t

0

b(s)ds+ [ |f(t, y(t))− f(t, 0)|

+ |f(t, 0)| ]
∫ t

0

|u(t, s, x(s))− u(t, s, y(s))|ds

≤ k|x(t)− y(t)|+ [m(t)|y(t)|+

f(t, 0) ]

∫ t

0

|u(t, s, x(s))− u(t, s, y(s))|ds

≤ kε+ [ rm(t) + |f(t, 0)| ]
∫ t

0

|u(t, s, x(s))− u(t, s, y(s))|ds(3.5.5)
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dir. (i) ve (iii)'den t ≥ L için;

2rm(t)a(t)

∫ t

0

b(s)ds ≤ (1− k)
ε

2

2 sup {|f(t, 0)| : t ≥ 0} a(t)

∫ t

0

b(s)ds ≤ (1− k)
ε

2
(3.5.6)

e³itsizliklerini sa§layacak ³ekilde bir L > 0 say�s� seçilebilir.

�imdi, ³u iki durum söz konusudur:

(α) t ≥ L olsun. O zaman (3.5.5)'ten ve (3.5.6)'dan;

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| ≤ kε+ (1− k)
ε

2
+ (1− k)

ε

2
= ε

olur.

(β) t ≤ L olsun. Bu durumda;

ω(ε) = sup{|u(t, s, x)− u(t, s, y)| : t, s ∈ [0, L], x, y ∈ [−r, r], |x− y| ≤ ε}

³eklinde tan�ml� ω(ε) = ω fonksiyonunu gözönüne alal�m.

u(t, s, x) fonksiyonunun [0, L]× [0, L]× [−r, r] kümesindeki düzgün süreklili§i

dikkate al�n�rsa, ε→ 0 için ω(ε)→ 0 elde edilir. Böylece, (3.5.6)'dan;

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| ≤ kε+ [r sup {m(t) : t ∈ [0, L]}

+ sup {|f(t, 0)| : t ∈ [0, L]}]Lω(ε)

elde ederiz.

Sonuç olarak; (α) ve (β) ve yukar�da elde edilen gerçekleri akl�m�zda tutarak,

T operatörünün B(θ, r) üzerinde sürekli oldu§u sonucuna ula³�r�z.

�imdi de bo³ olmayan X ⊂ B(θ, r) kümesini ele alal�m. ∀x, y ∈ X ve sabit

t ≥ 0 için

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| ≤ k|x(t)− y(t)|+ [m(t)|y(t)|+ f(t, 0) ]

×
∫ t

0

|u(t, s, x(s))− u(t, s, y(s))|ds(3.5.7)
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e³itsizli§inin geçerlili§i, (3.5.5)'in elde edili³inden bilinmektedir. Böylece (3.5.7) e³it-

sizli§inin de gözönüne al�nmas�yla,

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| ≤ k|x(t)− y(t)|+ [m(t)|y(t)|+ |f(t, 0)| ]

×
(∫ t

0

|u(t, s, x(s))|ds+

∫ t

0

|u(t, s, y(s))|ds
)

(3.5.8)

olaca§�ndan (3.5.8)'den;

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| ≤ k|x(t)− y(t)|+ [m(t)|y(t)|+ |f(t, 0)| ]

×
(

2a(t)

∫ t

0

b(s)ds

)
≤ k|x(t)− y(t)|+ 2rm(t)a(t)

∫ t

0

b(s)ds+

2|f(t, 0)|a(t)

∫ t

0

b(s)ds(3.5.9)

elde edilir. (3.5.9)'da supremum al�n�rsa,

diam(TX)(t) ≤ k diamX(t) + 2rm(t)a(t)

∫ t

0

b(s)ds+

2|f(t, 0)|a(t)

∫ t

0

b(s)ds(3.5.10)

elde edilir. Hipotezi de dikkate alarak (3.5.10) e³itsizli§inde t→∞ için limite geçi-

lirse,

lim sup
t→∞

diam(TX) ≤ k lim sup
t→∞

diamX(t)(3.5.11)
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elde edilir. L > 0 sabit bir say�, ε > 0, x ∈ X ve t, s ∈ [0, L] olmak üzere; |t− s| ≤ ε

olsun. Genelli§i bozmaks�z�n, s < t kabul edilebilir. Böylece hipotezden,

|(Tx)(t)− (Tx)(s)| ≤
∣∣∣∣[f(t, x(t))− f(s, x(s))]

∫ t

0

u(t, τ, x(τ))dτ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣f(s, x(s))

(∫ t

0

u(t, τ, x(τ))dτ −
∫ s

0

u(t, τ, x(τ))dτ

)∣∣∣∣
≤ |f(t, x(t))− f(s, x(s))|

∫ t

0

|u(t, τ, x(τ))|dτ

+|f(s, x(s))|
∣∣∣∣∫ t

0

u(t, τ, x(τ))dτ −
∫ s

0

u(s, τ, x(τ))dτ

∣∣∣∣
≤ [ |f(t, x(t))− f(t, x(s))|+ |f(t, x(s))− f(s, x(s))| ]

×
(
a(t)

∫ t

0

b(τ)dτ

)
+ [ |f(s, x(s))− f(s, 0)|+ |f(s, 0)| ]

×
(∫ t

s

|u(t, τ, x(τ))|dτ +

∫ s

0

|u(t, τ, x(τ))− u(s, τ, x(τ))|dτ
)

≤ [m(t)|x(t)− x(s)|+ |f(t, x(s))− f(s, x(s))| ]

×
(
a(t)

∫ t

0

b(τ)dτ

)
+ [m(s)|x(s)|+ f(s, 0) ]

×
(∫ t

s

|u(t, τ, x(τ))|dτ +

∫ L

0

|u(t, τ, x(τ))− u(s, τ, x(τ))|dτ
)

≤
[
m(t)a(t)

∫ t

0

b(τ)dτ

]
|x(t)− x(s)|ωLr (f, ε)a(t)

∫ t

0

b(τ)dτ

+m(s)ra(t)

∫ t

s

b(τ)dτ + |f(s, 0)|a(t)

∫ t

s

b(τ)dτ +

L [m(s)r + |f(s, 0)| ]ωLr (u, ε)

bulunur. Burada;

ωLr (f, ε) = sup {|f(t, x)− f(s, x)| : t, s ∈ [0, L], |t− s| ≤ ε, |x| ≤ r}

ωLr (u, ε) = sup {|u(t, τ, x)− u(s, τ, x)| : t, s ∈ [0, L], |t− s| ≤ ε, τ ∈ [0, L], |x| ≤ r}
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dir. Böylece,

ωL(Tx, ε) ≤ kωL(x, ε) + ωLr (f, ε)a(t)

∫ t

0

b(τ)dτ

+εrm(s) sup {b(τ) : τ ∈ [0, L]}

+ε|f(s, 0)|a(t) sup {b(τ) : τ ∈ [0, L]}

+L sup{m(s)r + |f(s, 0)| : s ∈ [0, L]}ωLr (u, ε)(3.5.12)

e³itsizli§ini elde ederiz.

Hipotezden, f = f(t, x) fonksiyonunun [0, L]× [−r, r] üzerinde ve u = u(t, τ, x)

fonksiyonunun da [0, L]× [0, L]× [−r, r] üzerinde düzgün sürekli oldu§u anla³�l�r.

�u halde; ε → 0 için ωLr (f, ε) → 0 ve ωLr (u, ε) → 0 oldu§unu söyleyebiliriz.

Böylece (3.5.12) e³itsizli§inde ε→ 0 için limit al�n�rsa

ωL0 (TX) ≤ kωL0 (X)(3.5.13)

e³itsizli§i elde edilir. (3.5.13) e³itsizli§inde L→∞ için limit al�n�rsa,

ω0(TX) ≤ kω0(X)(3.5.14)

e³itsizli§i elde edilir. (3.5.10) ve (3.5.14) e³itsizlikleri taraf tarafa toplan�r ve kompakt

olmayan ölçünün tan�m� dikkate al�n�rsa,

µ(TX) ≤ kµ(X)

bulunur. Sonuç olarak; Teorem 3.1.1'in bütün ³artlar� sa§lanm�³ oldu§undan, T 'nin,

B(θ, r) ⊂ BC(R+,R)'de olan ve x = Tx olacak ³ekilde ba³ka bir ifadeyle,

x(t) = (Tx)(t) = f(t, x(t))

∫ t

0

u(t, s, x(s))ds

olacak ³ekilde, sabit b�rakt�§� bir x noktas�n�n (fonksiyonunun) varl�§�ndan bahse-

debiliriz ki bu da (3.5.1) denkleminin, BC(R+,R)' de bir çözümünün var olmas�

anlam�na gelir. Böylece ispat tamamlanm�³ olur. �
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