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ÖZET

Üç bölüm olarak haz�rlanan bu çal�³man�n birinci bölümünde; lineer fonksiy-
onel, Banach limitleri ve hemen hemen yak�nsakl�k hakk�nda tan�m ve teoremler
verildi.

�kinci bölümde; ölçü, ölçü uzay�, ölçülebilir fonksiyon ve matris dönü³ümü
kavramlar� verildi. Ayr�ca dizi uzaylar�nda tan�mlanan matris dönü³ümleri üzerine
baz� sonuçlar verildi.

Üçüncü bölümde; ergodik dönü³üm tan�t�larak, hemen hemen yak�nsak dizilerin
ve matrislerle tan�mlanan bir altlineer fonksiyonelin ergodik uygulamalar� verildi.
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ABSTRACT

This thesis consists of three chapters. In the �rst chapter, some fundamental
de�nitions and theorems corcernned with linear functional, Banach limits and almost
convergence are given.

In the second chapter, the concepts measure, measure space and measurable
functions are given. Futhermore, the matrix transformations and some result on
matrix transformations in sequence spaces are also presented.

In the third chapter, the ergodicity of a measure preserving transformations is
introduced, an ergodic application of almost convergent sequences and a sublinear
functional involving in�nite matrices are given.
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SEMBOLLER

R : Reel say�lar�n cümlesi

N : Do§al say�lar�n cümlesi

C : Kompleks say�lar cümlesi

w : Reel terimli bütün dizilerin uzay�

l∞ : Reel terimli s�n�rl� dizilerin uzay�

c : Reel terimli yak�nsak dizilerin uzay�

c0 : Reel terimli s�f�ra yak�nsak dizilerin uzay�

cs : Yak�nsak seri olu³turan dizilerin uzay�

`1 : Reel terimli mutlak yak�nsak dizilerin uzay�

f : Hemen hemen yak�nsak dizilerin uzay�

B = (bnk) : Reel terimli sonsuz bir matris

(X,Y ) : X den Y ye tan�ml� matrislerin cümlesi

limn : limn→∞
∑

k :
∑∞

k=0

R(T ) : T dönü³ümünün görüntü cümlesi

N(T ) : T dönü³ümünün s�f�r uzay�

w − limn : Zay�f limit

xi



BÖLÜM 1

TEMEL KAVRAMLAR

1.1. Lineer Uzay ve Lineer Fonksiyoneller

Bu kesimde daha sonraki bölümlere haz�rl�k olmas� bak�m�ndan gerekli görülen
temel tan�mlara yer verildi.

Tan�m 1.1.1. (Lineer Uzay) [15, syf 69]: L Bo³ olmayan bir cümle ve K bir
cisim olsun. E§er x, y ∈ L, λ ∈ K için

+ : L× L → L

(x, y) → x + y

· : K× L → L

(λ, y) → λy

ile tan�mlanan fonksiyonlar� her x, y, z ∈ L ve λ, β ∈ K için a³a§�daki e³itlikleri
sa§lar ise L cümlesine, K cismi üzerinde bir lineer uzay denir.
(L1) x + y = y + x,
(L2) (x + y) + z = x + (y + z),

(L3) Her x ∈ L için x + θ = θ + x = x olacak ³ekilde bir θ ∈ L vard�r,
(L4) Her x ∈ L için x + (−x) = (−x) + x = θ olacak ³ekilde bir (−x) ∈ L vard�r,
(L5) (λ + β)x = λx + βx,

(L6) λ(x + y) = λx + λy,

(L7) (λβ)x = λ(βx),

(L8) 1x = x.
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Lineer uzay tan�m�nda geçen bu K cismine (lineer uzay�n) skaler cismi, K n�n
elemanlar�na ise skaler denir. Lineer uzay deyimi yerine vektör uzay� deyimi de kul-
lan�l�r. Bu durumda L nin elemanlar�na genellikle vektör denir. θ bazen 0 ile de
gösterilir. + ve · i³lemlerine k�saca lineer uzay i³lemleri denir. Burada (L5) ³art�n-
daki + sembolünün iki anlamda kullan�ld�§�na dikkat edilmelidir. Birinci taraftaki
+ i³areti K deki toplamay�; ikinci taraftaki ise L deki toplamay� belirtmektedir.
K = R olmas� halinde L ye gerçel, K = C olmas� halinde ise L ye kompleks lineer
uzay denir. Burada θ ve (−x) ∈ L elemanlar�na s�ras�yla L nin birim eleman� ve
x ∈ L nin toplama i³lemine göre tersi denir. (L8) deki ′1′ ise K cisminin çarpma
i³lemine göre birim eleman�d�r.

Gerçel terimli bütün dizilerin ω, yani;

ω = RN = {(xn)| xn ∈ R, n ∈ N}

cümlesi dizilerin koordinatsal toplama ve skalerle çarpma i³lemi olarak bilinen,
x = (xn), y = (yn) ∈ ω ve λ ∈ R için

+ : (xn) + (yn) = (xn + yn), · : λ.(xn) = (λxn)

i³lemleriyle bir lineer uzay te³kil eder.

Tan�m 1.1.2. (Lineer Altuzay) [15, syf 73]: L, K cismi üzerinde bir lineer
uzay ve M, L nin bir alt cümlesi olsun. E§er her x, y ∈ M ve her a ∈ K için
ax + y ∈ M ise M ye L nin bir lineer altuzay� veya sadece altuzay� denir.

Tan�m 1.1.3. (Dizi Uzay�)[5, syf 243]: Gerçel terimli bütün dizilerin ω uza-
y�n�n bo³ olmayan her altuzay�na dizi uzay� denir.

Önemli baz� dizi uzaylar�; `∞, c, c0, cs ve `1 ile gösterilen; s�ras�yla s�n�rl�, yak�n-
sak, s�f�ra yak�nsak, yak�nsak seri olu³turan ve mutlak yak�nsak seri olu³turan dizilerin
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uzay�d�r. Bu uzaylar;

`∞ = {x = (xk) ∈ w| sup
k
|xk| < ∞}

c = {x = (xk) ∈ w| lim
k

xk mevcut}

c0 = {x = (xk) ∈ w| lim
k

xk = 0}

cs = {x = (xk) ∈ w|
∑

k

xk yak�nsak}

`1 = {x = (xk) ∈ w|
∑

k

|xk| < ∞}

³eklinde karekterize edilebilir. Bu uzaylar aras�nda `1 ⊂ cs ⊂ c0 ⊂ c ⊂ `∞ ³eklinde
bir kapsama ba§�nt�s� mevcuttur.

Tan�m 1.1.4. (Lineer Dönü³üm)[15, syf 109]: L ve M ayn� K cismi üzerinde
iki lineer uzay olsun. T : L → M fonksiyonu, her x, y ∈ L ve a ∈ K için,

T (ax + y) = aT (x) + T (y)

e³itli§ini sa§lar ise bir lineer dönü³üm ad� verilir.

Tan�m 1.1.5. (Lineer Fonksiyonel)[15, syf 109]: L bir K cismi üzerinde
lineer uzay olmak üzere f : L → K lineer dönü³ümüne bir lineer fonksiyonel
denir.

Burada görüldü§ü üzere lineer fonksiyonel, gerçel veya kompleks de§erli lineer
bir dönü³ümdür.

L∗ = {f : L → R : f lineer ve sürekli}

cümlesine L nin sürekli duali denir.

Örnek 1.1.1. Yak�nsak dizilerin uzay� üzerinde `(x) = limn xn ile tan�mlanan
` : c → R bir lineer fonksiyoneldir.

Tan�m 1.1.6. (Altlineer Fonksiyonel)[16, syf 55]: f : L → K fonksiyoneli
verildi§inde, her x, y ∈ L için

f(x + y) ≤ f(x) + f(y)
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ise f ye alttoplamsal, her x ∈ L ve negatif olmayan a gerçel say�s� için,

f(ax) = af(x)

ise f ye homojendir denir.

Hem alttoplamsal hem de homojen olan bir f fonksiyoneline, altlineer fonk-
siyonel denir.

Örnek 1.1.2. S�n�rl� dizilerin uzay� üzerinde f(x) = lim supn xn ile tan�mlanan
f : `∞ → R bir alt lineer fonksiyoneldir.

Tan�m 1.1.7. (Normlu Lineer Uzay)[15, syf 103]: L, K cismi üzerinde bir
lineer uzay olsun.

‖ · ‖ : L → R+

fonksiyonu, her x, y ∈ L ve her a ∈ K için a³a§�daki ³artlar� sa§l�yorsa ‖ · ‖ fonk-
siyonuna L üzerinde bir norm ve (L, ‖ · ‖) ikilisine de normlu lineer uzay veya
k�saca normlu uzay denir.
(N1) ‖x‖ ≥ 0,

(N2) ‖x‖ = 0 ⇔ x = θ,

(N3) ‖ax‖ = |a|‖x‖,
(N4) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Tan�m 1.1.8. [5, syf 66]: L bo³ olmayan bir cümle olsun. L nin altcümlelerinin
bo³ olmayan bir s�n�f� τ olsun. τ s�n�f� a³a§�daki özellikleri sa§l�yorsa τ 'ya L üzerinde
bir topoloji ve (L, τ) ikilisine de topolojik uzay denir.

(T1) X ∈ τ, ∅ ∈ τ,

(T2) ∀i ∈ I için Ai ∈ τ ise
⋃
i∈I

Ai ∈ τ,

(T3) i = 1, 2, ..., n için Ai ∈ τ ise
n⋂

i=1

Ai ∈ τ.
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Tan�m 1.1.9. : (X, τ), (Y, τ ′) iki topolojik uzay, f : X → Y bir fonksiyon ve
x0 ∈ X olsun. f(x0)'�n her N kom³ulu§u için f−1(N) x0'�n bir kom³ulu§u ise, f

fonksiyonuna x0 noktas�nda süreklidir denir.

Tan�m 1.1.10. [15, syf 93]: (L,K) üzerinde topolojik yap� bulunan bir lineer
uzay olsun. E§er lineer uzay�n toplama ve skalerle çarpma i³lemleri bu topolojiye
göre sürekli ise L uzay�na topolojik lineer uzay denir.

Tan�m 1.1.11. [15, syf 79]: L lineer uzay�n�n bo³ olmayan bir E cümlesi olsun.
E§er λ ≥ 0 ve µ ≥ 0 olmak üzere x, y ∈ E ve λ + µ = 1 iken λx + µy ∈ E ise E'ye
konveks cümle denir.

Tan�m 1.1.12. (Lokal Konveks Uzay)[17]: Bir L topolojik vektör uzay�nda,
0 �n her kom³ulu§u 0 �n konveks bir kom³ulu§unu kaps�yorsa, L'ye lokal konveks
uzay denir.

Tan�m 1.1.13. [8, syf 67]: X bir lineer topolojik uzay ve (xn) ⊂ X bir dizi
olsun. E§er her x∗ ∈ X∗ için x∗x = limn x∗xn olacak ³ekilde bir x ∈ X var ise
(xn) dizisine zay�f yak�nsakt�r denir ve x noktas�na dizinin zay�f limiti denir. A ⊂ X

olsun. A cümlesindeki her (xn) dizisi X de bir noktaya zay�f yak�nsak olan bir alt
dizi içeriyorsa A cümlesine zay�f dizisel kompakt�r denir.

Tan�m 1.1.14. (Yak�nsak Dizisi)[12, syf 67]: L normlu uzay ve (xn), L de
bir dizi olsun. E§er her ε > 0 için n > n0 oldu§unda ‖xn − x‖ < ε olacak ³ekilde
bir n0 ∈ N varsa (xn) dizisine L de yak�nsak dizi denir ve xn → x (n →∞) veya
limn xn = x yaz�l�r.

Tan�m 1.1.15. (Cauchy Dizisi)[12, syf 67]: (xn), (L, ‖ · ‖) normlu uzay�nda
bir dizi olsun. E§er her ε > 0 için m,n > n0 oldu§unda ‖xm−xn‖ ≤ ε olacak ³ekilde
n0 ∈ N varsa (xn) dizisine Cauchy dizisi denir.

Tan�m 1.1.16. (Tam Uzay): E§er L normlu uzay�ndaki her Cauchy dizisi
yak�nsak ise L ye tam uzay denir.
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Tan�m 1.1.17. (Banach Uzay�)[15, syf 104]:(L, ‖ · ‖) normlu lineer uzay�
tam ise bu uzaya Banach Uzay� denir. Buradaki taml�k, L deki her (xn) dizisi için
‖xm − xn‖ → 0 (m,n → ∞) oldu§unda, n → ∞ iken ‖xn − x‖ → 0 olacak ³ekilde
bir x ∈ L nin mevcut olmas� demektir.

Örnek 1.1.3. c ve `∞ dizi uzaylar�, ‖x‖ = sup |xn| normu ile birer Banach
uzay�d�rlar.

Teorem 1.1.1. (Hahn-Banach Geni³letme Teoremi)[15, syf 133]: L bir
lineer uzay, M bunun bir özaltuzay� ve p : L → R bir altlineer fonksiyonel olsun.
E§er f,M üzerinde her x ∈ M için f(x) ≤ p(x) olacak ³ekilde bir lineer fonksiyonel
ise bu takdirde her x ∈ L için g(x) ≤ p(x) olacak ³ekilde f 'nin L'ye bir g geni³letmesi
vard�r.

1.2. Banach Limitleri ve Hemen Hemen Yak�nsakl�k

Hahn-Banach teoreminin gerçel de§erli bütün s�n�rl� dizilerin lineer uzay�na
uygulanmas�, Banach limit kavram�n�n do§mas�na neden olmu³tur. Banach limitleri
ilk olarak fonksiyonel analizin öncülerinden Polonyal� matematikçi Stefan Banach
taraf�ndan verilmi³tir. Lorentz [13] ; Banach limitlerinden yola ç�karak hemen hemen
yak�nsak dizi kavram�n� tan�mlam�³t�r. Shift(Kayd�rma) operatörü alt�nda invaryant
kalan ve c üzerindeki `(x) = limn xn lineer fonksiyonelinin `∞ uzay�na geni³letmesi
olan ve negatif olmayan baz� lineer fonksiyoneller ilk defa Banach taraf�ndan tan�t�ld�.
Bu tip fonksiyoneller daha sonra Banach limiti olarak isimlendirildi.

Tan�m 1.2.1. (Banach limiti)[5]: Bir φ : `∞ → R lineer fonksiyoneli a³a§�daki
³artlar� sa§l�yor ise φ'ye bir Banach limiti denir:
(i) Her n = 0, 1, 2, ... için xn ≥ 0 ise φ(xn) ≥ 0,

(ii) φ(e) = 1, e = (1, 1, 1, ...),

(iii) φ(x) = φ(Dx), Dx = D(xn) = xn+1.

Bütün Banach limitlerinin cümlesi β olsun. Bu takdirde;
6



Teorem 1.2.1. [5, syf 261]: β 6= ∅, q : `∞ → R

q(x) = lim sup
n

x1 + x2 + ... + xn

n

ile tan�mlans�n. Bu taktirde q bir altlineer fonksiyonel ve

−q(−x) = lim inf
n

x1 + x2 + ... + xn

n

dir. E§er x ∈ c ise

f(x) = lim
n

xn = lim
n

x1 + x2 + ... + xn

n
= q(x)

dir. Öyleyse Hahn-Banach teoremine göre her x ∈ `∞ için

−q(−x) ≤ φ(x) ≤ q(x)

olacak ³ekilde f 'nin c den `∞'a bir φ geni³letmesi vard�r. x ∈ `∞ için

q(x−Dx) = lim sup
n

xn+1 − xn

n
= 0

oldu§undan φ bir Banach limitidir.

Teorem 1.2.2. [5, syf 262]: φ ∈ β ise x ∈ `∞ için

lim inf
n

xn ≤ φ(x) ≤ lim sup
n

xn

dir.

�spat. S�n�rl� bir x dizisi için lim infn xn ve lim supn xn s�ras�yla limk infn≥k xk ve
limk supn≥k xk ile tan�ml� ve Banach limiti shift operatörü alt�nda de§i³mez oldu§un-
dan sadece

inf xn ≤ φ(xn0) ≤ inf xn + ε

olacak ³ekilde bir n0 seçebiliriz. O halde her n için

xn + ε− xn0 > 0

d�r. φ Banach limitinin özelliklerinden

φ(x) + ε ≥ xn0 ≥ inf xn

7



elde edilir. ε key� oldu§undan φ(x) ≥ inf xn.
Supremum özelli§inden φ(x) ≤ sup xn oldu§u gösterilir. ¤

Bütün Banach limitleri çak�³�k olan dizileri karekterize etmek için di§er bir
altlineer fonksiyonel tan�mlamak uygundur.

p : `∞ → R, p(x) = inf lim
j

sup
1

k

k∑
i=1

xni+j

ile tan�mlans�n. Burada in�mum n1, n2, ..., nk tamsay�lar�n�n cümlesi üzerinden al�n-
maktad�r. Aç�k olarak

−p(−x) = sup lim
j

inf
1

k

k∑
i=1

xni+j

ve p hakk�nda a³a§�daki sonuçlar geçerlidir.

Teorem 1.2.3. [5, syf 262]: φ ∈ β ve x ∈ `∞ ise bu taktirde

lim inf xn ≤ −p(−x) ≤ φ(x) ≤ p(x) ≤ lim sup xn

dir.

Teorem 1.2.4. [5, syf 262]: p, `∞ üzerinde bir altlineer fonksiyoneldir.

`∞ üzerindeki bu p altlineer fonksiyoneli c üzerinde ` lineer fonksiyoneline
bask�n; yani, her x ∈ c için `(x) ≤ p(x) oldu§undan teorem 1.2.1 i p altlineer fonk-
siyonelini kullanarak da ispatlayabiliriz.
Gerçekten Hahn-Banach teoremi gere§ince ∀x ∈ `∞ için

−p(x) ≤ φ(x) ≤ p(x)

olacak ³ekilde ` nin `∞'a bir φ geni³letmesi vard�r ki bu da Banach limitidir.

x bir yak�nsak bir dizi ise her φ ∈ β için

φ(x) = `(x) = lim
n

xn
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oldu§undan, yak�nsak bir dizinin bütün Banach limitleri çak�³�kt�r. Bununla beraber,
bütün Banach limitleri çak�³�k olan fakat yak�nsak olmayan dizilerde vard�r. Örne§in,
x = (1, 0, 1, 0, ...) ise her φ ∈ β için

φ(x) =
1

2
[φ(x) + φ(Dx)]

=
1

2
φ(x + Dx)

=
1

2
φ(e)

=
1

2

Banach limitlerinin tekli§i için a³a§�daki sonuç bilinir.

Teorem 1.2.5. : S�n�rl� bir x dizisinin bütün Banach limitlerinin çak�³�k ol-
mas� için gerek ve yeter ³art p(x) = −p(−x) dir.

Tan�m 1.2.2. (Hemen Hemen Yak�nsak Dizi)[13]: S�n�rl� bir x dizisinin
bütün Banach limitleri sabit bir s say�s� ise x dizisi s'ye hemen hemen yak�nsak
d�r denir ve f − lim x = s ile gösterilir. Hemen hemen yak�nsak bütün dizilerin
cümlesi f ile gösterilir.

Lorentz hemen hemen yak�nsak dizileri a³a§�daki teoremle karekterize etti.

Teorem 1.2.6. [13]: S�n�rl� bir x dizisinin hemen hemen yak�nsak olmas� için
gerek ve yeter ³art n'ye göre düzgün olarak

lim
p→∞

xn + xn+1 + ... + xn+p−1

p
= s

olacak ³ekilde bir s say�s�n�n bulunmas�d�r.
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BÖLÜM 2

ÖLÇÜLEB�L�R FONKS�YONLAR VE MATR�S
DÖNÜ�ÜMLER�

2.1. Ölçü ve Ölçülebilir Fonksiyonlar

Tan�m 2.1.1. [1, syf 15]: X bo³ olmayan bir cümle ve A, X in bo³ olmayan
altcümlelerinden olu³an bir s�n�f olsun. E§er A a³a§�daki özellikleri sa§lar ise A ya
X üzerinde bir σ-cebir denir.

(i) X ∈ A

(ii) Her A ∈ A için Ac = X\A ∈ A, ve

(iii) Her n ∈ N için An ∈ A ⇒
∞⋃

n=1

An ∈ A

Bu durumda (X,A) ikilisine bir ölçülebilir uzay, A daki her bir cümleye de
A-ölçülebilir küme denir.

Tan�m 2.1.2. : X bir topolojik uzay olsun. A, X' in tüm aç�k (kapal�) cüm-
lelerini kapsayan en küçük σ-cebir ise A'ya Borel cebiri denir. Böylece elde edilen
(X,A) ikilisine Borel uzay� ve A'n�n elemanlar�na da Borel ölçülebilir cümleler
denir.

Teorem 2.1.1. [4]: (X,A) ölçülebilir uzay ve Y, X'in bo³ olmayan bir altcüm-
lesi olsun. Bu durumda AY = {Y ∩ A|A ∈ A} s�n�f� Y üzerinde bir σ-cebirdir.

Bu durumda (Y,AY ) ikilisine (X,A) n�n altölçülebilir uzay� denir.

Tan�m 2.1.3. [4]: (X1,A1), (X2,A2) iki ölçülebilir uzay olmak üzere f : X1 →
X2 fonksiyonu verilsin. E§er her A2 ∈ A2 için f−1(A2) ∈ A1 ise f 'ye ölçülebilir
fonksiyon denir.

11



Teorem 2.1.2. [4]: (X,A) ölçülebilir bir uzay olmak üzere f : X → R

ölçülebilir fonksiyon olsun. Bu durumda a³a§�daki özellikler denktir. Her α ∈ R

için

i) {x ∈ X : f(x) > α} ölçülebilirdir.

ii) {x ∈ X : f(x) ≥ α} ölçülebilirdir.

iii) {x ∈ X : f(x) < α} ölçülebilirdir.

iv) {x ∈ X : f(x) ≤ α} ölçülebilirdir.

Bütün f : X → R ölçülebilir fonksiyonlar�n cümlesi M(X,A) ile gösterilir.

Tan�m 2.1.4. [1, syf 22]: (X,A) bir ölçülebilir uzay olsun.A üzerinde geni³letilmi³
reel de§erli bir µ fonkiyonu

(i) µ(∅) = 0,

(ii) Her A ∈ A için µ(A) ≥ 0, ve

(iii) A s�n�f�ndaki her ayr�k (An) dizisi için µ(
∞⋃

n=1

An) =
∞∑

n=1

µ(An)

özelliklerini sa§l�yor ise µ'ye X üzerinde bir ölçü fonksiyonu veya k�saca ölçü ad�
verilir. Böylece elde edilen (X,A, µ) üçlü sistemine de ölçü uzay� denir.

E§er her A ∈ A için µ(A) < ∞ ise µ ye bir sonlu ölçü, µ(X) = 1 ise olas�l�k
ölçüsü denir. Bundan böyle ölçüleri sonlu ölçü olarak kabul edece§iz.

Teorem 2.1.3. [4]: (X,A, µ) ölçü uzay� olmak üzere (A,AA), (X,A) ölçülebilir
uzay�n�n alt ölçülebilir uzay� olsun. µ(A) > 0 olmak üzere her B ∈ A için
µA(B) = µ(B∩A)

µ(A)
ile tan�ml� µA : (A,AA) → [0,∞] fonksiyonu bir ölçüdür.

Böylece elde edilen (A,AA, µA) üçlüsüne (X,A, µ) ölçü uzay�n�n altölçü uzay�
denir.

Tan�m 2.1.5. [1, syf 69]: (X,A, µ) bir ölçü uzay� ve f ∈ (M,A) olsun. E§er
∫

X
f+dµ ve

∫
X

f−dµ integrallerinin her ikiside sonlu ise f fonksiyonu X üzerinde
12



µ'ye göre integrallenebilirdir denir ve bu integral
∫

X

fdµ =

∫

X

f+dµ−
∫

X

f−dµ

reel say�s�d�r.

Bu tan�mda f+ ve f− ler f nin pozitif ve negatif k�sm�n� göstermektedir.

X üzerinde µ ölçüsüne göre integrallenebilen fonksiyonlar�n s�n�f� L = L(X,A, µ)

ile gösterilir. 0 < p < ∞ olmak üzere,

Lp = {f ∈ M(X,A) : |f |p ∈ L(X,A, µ)}

cümlesine p.yinci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar�n s�n�f� denir.

2.2. Matris Dönü³ümleri

Bu k�s�mda matris dönü³ümleri tan�t�larak; bir matrisin regüler ve hemen
hemen regüler olmas� için gerek ve yeter ³artlar verildi.

B = (bnk) (n, k = 1, 2, ...) gerçel terimli sonsuz bir matris olsun. Gerçel
say�lar�n bir x = (xk) dizisinin Bx matris dönü³ümü, her n ∈ N için

Bn(x) =
∞∑

k=1

bnkxk

serileri yak�nsak olmak üzere,

Bx = (Bn(x))

³eklinde tan�mlan�r.

Burada Bx = (Bn(x)) dizisine (xk) dizisinin B = (bnk) matrisi ile elde edilen
dönü³ümü denir. E§er Bx dizisi mevcut ve

lim
n→∞

Bn(x) = a

ise (xn) dizisi a-ya B -toplanabilirdir veya B -limitlenebilirdir denir ve B− lim x = a

³eklinde gösterilir.
13



X, Y iki dizi uzay� olsun. E§er her x ∈ X için Bx dizisi mevcut ve Bx ∈ Y ise
B matrisi X den Y ye tan�ml�d�r denir ve böyle matrislerin s�n�f� (X,Y ) ile gösteri-
lir. Bir matrisin (X, Y ) s�n�f�nda olmas� için gerek ve yeter ³artlar�n belirlenmesine
(X, Y ) matris s�n�f�n�n karekterizasyonu denir. Örne§in, B ∈ (`∞, w) olmas� için
gerek ve yeter her n için

∑

k

|bnk| < ∞

d�r. [16] `∞'dan `∞ ve c'ye tan�ml� matrisler a³a§�daki teoremlerle karekterize edildi.

Teorem 2.2.1. [16] B ∈ (`∞, `∞) olmas� için gerek ve yeter ³art;

sup
n

∑
|bnk| < ∞

olmas�d�r.

Teorem 2.2.2. [15, 16] B ∈ (`∞, c) olmas� için gerek ve yeter ³art;
(i) n'ye göre düzgün olarak

∑
k |bnk| yak�nsak,

(ii) Her bir k için, limn bnk = bk,

olmas�d�r.

Tan�m 2.2.1. (Regüler Matris): Bir B = (bnk) sonsuz matrisi yak�nsak
dizileri yine yak�nsak dizilere limiti koruyarak dönü³türüyor ise B ye regüler matris
denir. Regüler matrislerin s�n�f� (c, c)reg ile gösterilir.

Bir matrisin regüler olmas� için gerek ve yeter ³artlar a³a§�daki teorem ile
verilmi³ olup k�smen kolay olan gerek ³artlar� Silverman ve daha zor olan yeter
³artlar�n ispat� ise Toeplitz taraf�ndan yap�lm�³t�r.

Teorem 2.2.3. (Silverman-Toeplitz)[15, syf 221]: B ∈ (c, c)reg olmas� için
gerek ve yeter ³art;
(i) supn

∑
k |bnk| < ∞,

(ii) her k için, limn bnk = 0,

(iii) limn

∑
k bnk = 1,

olmas�d�r.
14



Tan�m 2.2.2. : Bir B sonsuz matrisi için Bx ∈ f ise, yani; i ye göre düzgün
olarak

lim
n

1

n + 1

i+n∑
r=i

Br(x) = lim
n

∞∑

k=0

1

n + 1

i+n∑
r=i

brkxk

mevcut ise x dizisine hemen hemen B-toplanabilirdir denir.

Tan�m 2.2.3. (Hemen Hemen Regüler Matris): Bir B sonsuz matrisi
yak�nsak dizileri hemen hemen yak�nsak dizilere limiti koruyarak dönü³türüyor ise
B ye hemen hemen regüler matris denir ve B ∈ (c, f)reg yaz�l�r.

Bir matrisin hemen hemen regüler olmas� için gerek ve yeter ³artlar King [11]
taraf�ndan a³a§�daki teorem ile verilmi³tir.

Teorem 2.2.4. [11]: B ∈ (c, f)reg olmas� için gerek ve yeter ³art;
(a) supn

∑
k |bnk| < ∞,

(b) Her k için, f − lim bnk = 0,

(c) f − lim
∑

k bnk = 1,

olmas�d�r.

Tan�m 2.2.4. (Kuvvetli Regüler Matris): Regüler bir B matrisi hemen
hemen yak�nsak her diziyi yak�nsak bir diziye limitini koruyarak dönü³türüyor ise,
B ye kuvvetli regüler matris denir. Bu durumda B ∈ (f, c)reg yaz�l�r.

Kuvvetli regüler matrislerin s�n�f�, a³a§�daki teoremle karekterize edildi.

Teorem 2.2.5. [16, syf 62]: Regüler bir B = (bnk) matrisinin kuvvetli regüler
olmas� için gerek ve yeter ³art B'nin translatif, yani;

lim
n→∞

∑

k

|bnk − bn,k+1| = 0

olmas�d�r.

�imdi B matrisi yerine B(i) matrislerinin dizisi al�narak tan�mlanan matris
dönü³ümlerine yer verelim.
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Tan�m 2.2.5. : (B(i)) = (bnk(i)) reel terimli bir sonsuz matris dizisi ve x = (xk)

bir dizi olsun. E§er, her n, i ∈ N için,

yi
n(x) =

∑

k

bnk(i)xk

serileri yak�nsak ise (yi
n(x)) dizisine (xk) dizisinin B = (B(i)) matris dizisi ile elde

edilen dönü³üm dizisi denir ve Bx ile gösterilir. E§er i'ye göre düzgün olarak

lim
n

∞∑

k=0

bnk(i)xk = s

ise (xn) dizisi s ye B toplanabilir denir ve bu durumda

B − lim x = s

yaz�l�r.

Özel olarak B dizisi

bnk(i) =





1
n+1

, i ≤ k ≤ i + n ise
0 , aksi halde

al�n�rsa, B toplanabilme, f metoduna indirgenir. E§er B = B = (bnk) ise o zaman
al�³�lm�³ B toplanabilme metodunu elde ederiz. Ayr�ca bnk(i) = 1

n+1

∑n+i
r=i brk olarak

al�n�rsa B toplanabilme King [11] taraf�ndan tan�t�lan hemen hemen toplanabilme
metoduna indirgenir. E§er x yak�nsak dizisi için B − lim x mevcut ise B metodu
konzervatif, üstelik lim xn = B − lim x ise regülerdir denir.

Teorem 2.2.6. [18]: B metodunun regüler olmas� için gerek ve yeter ³art,
limitler i'ye göre düzgün olmak üzere,

∞∑

k=0

|bnk(i)| < ∞,

‖ B ‖= sup
i≥0,n≥m

∞∑

k=0

|bnk(i)| < ∞,

lim
n

∞∑

k=0

bnk(i) = 1, ve

Her bir k için lim
n

bnk(i) = 0.
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olmas�d�r.

E§er

lim
n→∞

∞∑

k=0

|bn,k−1(i)− bnk(i)| = 0, i'ye göre düzgün(2.2.1)

ise B ye translatif dir denir.
E§er her n, k, i için

bnk(i) ≥ 0,(2.2.2)

ise B ye pozitiftir denir.

Reel bir λ için

λ+ = maks(λ, 0), λ− = maks(−λ, 0)

tan�mlan�r ve bu durumda λ = λ+−λ− ve |λ| = λ+ +λ− d�r. E§er i ye göre düzgün
olarak

lim
n→∞

∞∑

k=0

b−nk(i) = 0,

ise B matrisine hemen hemen pozitiftir denir.

x = (xk) ∈ `∞ için

t(x) = lim sup
n

sup
i

1

n

i+n−1∑

k=i

xk,(2.2.3)

tan�mlans�n ve φ(x) ≤ t(x) e³itsizli§ini sa§layan φ : `∞ → R lineer fonksiyonellerinin
bir cümlesi {`∞, t} olsun. Das [7] {`∞, t} = β ve φ ∈ {`∞, t} tektir gerek ve yeter
³art t(x) = −t(−x)oldu§unu gösterdi. Yani x ∈ `∞ hemen hemen yak�nsakt�r gerek
ve yeter ³art t(x) = −t(−x) d�r.

B = (bnk(i)) reel terimli bir matris dizisi ve ‖B‖ < ∞ olsun. Bu durumda;
R : `∞ → R

R(x) = lim sup
n

sup
i

∞∑

k=0

bnk(i)xk(2.2.4)
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ile tan�mlan�rsa her x ∈ `∞ için

|R(x)| ≤ ‖x‖.‖B‖ < ∞(2.2.5)

oldu§undan R sonlu de§erlidir ve `∞ üzerinde bir alt lineer fonksiyoneldir. Hahn-
Banach teoremine göre `∞ üzerinde

−R(−x) ≤ φ(x) ≤ R(x),(2.2.6)

olacak ³ekilde bir φ lineer fonksiyoneli vard�r. {`∞, R} yi, (2.2.6) deki e³itsizli§i
sa§layan tüm φ lineer fonksiyonellerinin kümesi olarak al�rsak, yine bilinir ki
φ ∈ {`∞, R} tektir gerek ve yeter ³art x ∈ `∞ için

−R(−x) = R(x)(2.2.7)

ve bunun olmas� için gerek ve yeter ³art i ye göre düzgün olarak

lim
n

∞∑

k=0

bnk(i)xk(2.2.8)

mevcuttur.

Lemma 2.2.1. [6]: x ∈ `∞ olsun. Bu durumda;

(i) lim inf xn ≤ R(x) ≤ lim sup xn olmas� için gerek ve yeter ³art B reel,
regüler ve hemen hemen pozitiftir.

(ii) −t(−x) ≤ −R(−x) ≤ R(x) ≤ t(x) gerek ve yeter ³art B, regüler, hemen
hemen pozitif ve translatifdir.

(iii) E§er x, s ye hemen hemen yak�nsak ise bu durumda i ye göre düzgün
olarak

lim
n

∞∑

k=0

bnk(i)xk = s(2.2.9)

dir.
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BÖLÜM 3

ERGOD�K DÖNÜ�ÜMLER

3.1. Hemen Hemen Yak�nsakl�k ve Ergodik Dönü³ümler

Bu k�s�mda, öncelikle klasik ergodik teoriden temel tan�m ve bilinen baz�
sonuçlar� verece§iz.

Tan�m 3.1.1. : (X,A, µ) bir ölçü uzay� ve T : X → X ölçülebilir bir dönü³üm
olsun. E§er T−1A = A ise A ∈ A cümlesine invaryant denir.

Tan�m 3.1.2. :(X,A, µ) bir ölçü uzay� ve T : X → X ölçülebilir bir dönü³üm
olsun. E§er her A ∈ A için µ(A) = µ(T−1A) ise T ye ölçü koruyan dönü³üm denir.

Tan�m 3.1.3. : (X,A, µ) bir ölçü uzay� ve T : X → X ölçü koruyan bir
dönü³üm olsun. E§er A ∈ A invaryant cümlesi için T−1A = A oldu§unda µ(A) = 0

veya µ(Ac) = 0 ise, T dönü³ümüne (veya µ ölçüsüne göre) ergodiktir denir.

Tan�m 3.1.4. : (X,A, µ) bir ölçü uzay� ve T : X → X ölçülebilir bir dönü³üm
olsun. E§er A ∈ A için µ(A) = 0 ⇔ µ(T−1A) = 0 ise, µ ölçüsüne s�f�r invaryantt�r
denir.

Tan�m 3.1.5. : (X,A, µ) bir ölçü uzay� ve T : X → X ölçülebilir bir dönü³üm
olsun. E§er A ∈ A ve ∀n ∈ N için A ∩ T−nA = ∅ oldu§unda µ(A) = 0 ise µ ye
koruyand�r (veya konzervatifdir) denir.

Tan�m 3.1.6. : (X,A, µ) bir ölçü uzay� ve T : X → X ölçülebilir bir dönü³üm
olsun. E§er her A ∈ A için m(A) = 0 ⇔ µ(A) = 0 ise µ ölçüsü m ölçüsüne denktir
denir.

Tan�m 3.1.7. :(X,A, µ) bir ölçü uzay� ve T : X → X ölçülebilir bir dönü³üm
olsun. E§er, A ∈ A için A, T−1A, T−2A... kümeleri kar³�l�kl� ayr�k ise'ler A cümlesine,
mükemmel cümle denir.
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Tan�m 3.1.8. :(X,A, µ) bir ölçü uzay� ve T : X → X ölçülebilir bir dönü³üm
olsun. E§er pozitif tamsay�lar�n artan bir (rk) dizisi için A, T−r1A, T−r2A... kümeleri
kar³�l�kl� ayr�k ise A cümlesine, zay�f mükemmel cümle denir.

Tan�m 3.1.9. : Verilen her ε > 0 say�s� için µ(A) < δ iken q(A) < ε olacak
³ekilde bir δ > 0 var ise, q ölçüsüne µ-süreklidir denir, her n ∈ N için her ε > 0 için
m(A) < δ iken qn(A) < ε olacak ³ekilde bir δ > 0 var ise, {qn} ölçülerin dizisine
düzgün µ-süreklidir denir.

Sucheston, hemen hemen yak�nsakl�k ve ergodik teori aras�ndaki ili³kileri be-
lirleyen a³a§�daki teoremleri ispatlad�.

Lemma 3.1.1. [19]: (X,A, p) bir ölçü uzay� ve (qn), qn(X) = O(1) olacak
³ekilde ölçülerin düzgün p- sürekli bir dizisi olsun. E§er L bir Banach limiti ise, bu
taktirde A ∈ A için q(A) = L(qn(A)) ile tan�mlanan q, p-sürekli bir ölçüdür.

Teorem 3.1.1. [19]: (X,A, p) bir olas�l�k uzay� olsun. Bu taktirde a³a§�daki
³artlar denktir.
(i) Baz� L Banach limitleri ve her bir A,B cümle ikilisi için,
L(p(T−nA ∩B)) = p(A)p(B),
(ii) Her bir A,B cümle ikilisi için f − lim p(T−nA ∩B) = p(A)p(B),
(iii) p, ergodik ve invaryantt�r.

Sonuç 3.1.1. E§er bir p olas�l�k ölçüsü, ergodik ve invaryant ise, bu taktirde
A,B cümlelerinin her bir ikilisi için i'ye göre düzgün olarak

lim
n→∞

1

n

i+n−1∑
j=i

p(T−jA ∩B) = p(A)p(B)

dir.

Teorem 3.1.2. [19]: Bir p ölçüsü invariant ve denk ölçüdür ancak ve ancak p

s�f�r invaryant, konzervatif ve A ∈ A için {p(T−nA)} dizileri hemen hemen yak�n-
sakt�r.
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E§er p'nin invaryant ve denk ölçü oldu§unu kabul edersek, o zaman A ∈ A,

q(A) = f − lim p(T−nA)

ile tan�mlanan q, invariant kümeler üzerinde p ile çak�³�k, invariant ve denk ölçüdür.

Lemma 3.1.2. [6]: ‖ B ‖< ∞, φ ∈ {`∞, R} ve D : `∞ → `∞ shift operatörü
yani, D(xn) = xn+1, D2(xn) = xn+2 olsun. Bu takdirde
(a) |φ(Dx)− φ(x)| ≤‖ x ‖ lim supn supi

∑∞
k=0 |bn,k−1(i)− bnk(i)|

B translatif ise x ∈ `∞ için
(b) (i) R(Dx− x) = R(x−Dx) = 0,

(ii) φ(Dx) = φ(x),
(c) R(Dx) = R(x).
Ayr�ca sabit bir k için, i ye göre düzgün olarak

lim
n

bnk(i) = 0(3.1.1)

ise, bu takdirde
(d) R(

∑p
j=0 Drjx) = p.R(x)

dir. Burada r0 = 1, r1, r2, ..., rp pozitif tamsay�lar�n bir dizisidir.

�spat.

R(Dx− x) = lim sup
n

sup
i

∞∑

k=0

bnk(i)(Dxk − xk)(3.1.2)

= lim sup
n

sup
i

∞∑

k=0

(bn,k−1(i)− bnk(i))xk

oldu§undan,

|R(Dx− x)| ≤‖ x ‖ lim sup
n

sup
i

∞∑

k=0

|bn,k−1(i)− bnk(i)|(3.1.3)

dir. φ lineer oldu§undan

φ(Dx)− φ(x) = φ(Dx− x) ≤ R(Dx− x)(3.1.4)

e³itsizli§ini elde ederiz.(3.1.3) ve (3.1.4) de Dx ve x in rolleri de§i³rilirse (a) y� elde
ederiz. B translatif oldu§undan, (b) nin (i) ve (ii) ³artlar� (3.1.3) den elde edilir ve
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(3.1.3) de x ve Dx in rolleri de§i³tirilerek (b)(ii), (a) dan yola ç�karak elde edilir. R

altlineer oldu§undan (b) (i) kullan�l�rsa
R(Dx) = R(Dx− x + x) ≤ R(Dx− x) + R(x) = R(x)

bulunur. Burada Dx ve x in rolleri de§i³tirilirse, R(x) ≤ R(Dx) elde edilir. Böylece
(c) elde edilir.
Son olarak
R(Dr1x+Dr2x) = R(Dr1x−x+Dr2x−x+2x) ≤ R(Dr1x−x)+R(Dr2x−x)+2R(x)

yani,

R(Dr1x + Dr2x)− 2R(x) ≤ R(Dr1x− x) + R(Dr2x− x)(3.1.5)

Fakat,

R(Dr1x− x) = lim sup
n

sup
i

∞∑

k=0

bnk(i)(xk+r1 − xk)

= lim sup
n

sup
i

∞∑

k=0

(bnk−r1(i)− bnk(i))xk

= lim sup
n

sup
i
{
∞∑

k=r1

(bnk−r1(i)− bnk(i))xk −
n−1∑

k=0

bnk(i)xk}

= lim sup
n

sup
i
{
∞∑

k=r1

(bnk−r1(i)− bnk(i))xk}, ((3.1.1) e³itli§inden)

= lim sup
n

sup
i

∞∑

k=r1

xk

r1−1∑
j=0

(bnk−j−1(i)− bnk−j(i))

≤ ‖ x ‖
r1−1∑
j=0

limn sup
i

∞∑

k=r1

|bnk−j−1(i)− bnk−j(i)|

= 0, (B nin translati�i§inden)

olur. Benzer ³ekilde

R(Dr2x− x) ≤ 0

elde ederiz. Böylece x ∈ `∞ için

R(Dr1x + Dr2x) ≤ 2R(x),
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dir. Tekrar,

2R(x) = R(2x−Dr1x−Dr2x + Dr1x + Dr2x)

≤ R(x−Dr1x) + R(x−Dr2x) + R(Dr1x + Dr2x)

e³itsizli§inde yukar�daki gibi tart�³malar yap�l�rsa x ∈ `∞ için

2R(x) ≤ R(Dr1x + Dr2x),

elde edilir. Böylece, x ∈ `∞ için

R(Dr1x + Dr2x) = 2R(x)(3.1.6)

e³itli§ine ula³�l�r. (3.1.6) n�n tekrarl� uygulanmas�yla (d) bulunur. ¤

(X,A,m) bir sonlu ölçü uzay� olmak üzere her B,C ∈ A için a³a§�daki ³artlar�
yazal�m.

Baz� φ ∈ {`∞, R} için φ[m(T−nB ∩ C)] = m(B)m(C), n ∈ N(3.1.7)

i ye göre düzgün olarak lim
n

∞∑

k=0

bnk(i)m(T−nB ∩ C) = m(B)m(C)(3.1.8)

T , ergodik ve ölçü koruyand�r.(3.1.9)

Buna göre ³u teorem kurulabilir;

Teorem 3.1.3. [6] : (X,A,m) sonlu bir ölçü uzay� ve ‖ B ‖< ∞ olsun. Bu
durumda

(a) (3.1.8)⇒(3.1.7)

(b) (i) (3.1.7) sa§lan�r ise, T ergodiktir.

(ii) E§er, B translatif ise bu taktirde (3.1.7)⇒(3.1.8)

(c) B regüler, hemen hemen pozitif ve translatif ise
(3.1.7) ⇔ (3.1.8) ⇔ (3.1.9)

dir.
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�spat. (a) (3.1.8) geçerli olsun. Bu taktirde

−R[−m(T−nB ∩ C)] = R[m(T−nB ∩ C)]

dir. x ∈ `∞ için

−R(−x) ≤ φ(x) ≤ R(x)(3.1.10)

oldu§undan

φ[m(T−nB ∩ C)] = m(B)m(C), n = 0, 1, 2, ...

dir. Yani; (3.1.8) ⇒ (3.1.7).
(b) : (3.1.7) de T−1B = B ve C = X\B = Bc al�narak benzer yolla

0 = φ(∅) = m(B).m(Bc)

ve dolay�s�yla m(B) = 0 veya m(Bc) = 0 bulunur. O halde T ergodiktir.
(3.1.7) de C = X yazarak

φ[m(T−nB)] = m(B).m(X)(3.1.11)

e³itli§ini elde ederiz. (3.1.11) de T−1B ile B nin yerleri de§i³tirilirse

φ[m(T−n−1B)] = m(T−1B).m(X)(3.1.12)

elde edilir. �lave olarak B translatif ise, Lemma (3.1.2)-(b) den

φ[m(T−n−1B)] = φ[m(T−nB)]

elde edilir. 0 < m(X) < ∞ oldu§undan, (3.1.11) ve (3.1.12) den gerektirir ki

m(T−1B) = m(B).

Böylece (3.1.7) ⇒ (3.1.9).
(c) : (a) ve (b) nin �³�§�nda (3.1.9) ⇒ (3.1.8) gerektirmesini göstermek yeterlidir.
m(B) > 0 olacak ³ekilde herhangi sabit B ∈ A alal�m. φ ∈ {`∞, R} ve C ∈ A için

qn(C) =
m(T−nB ∩ C)

m(B)
, n = 0, 1, 2, ...
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olmak üzere

q(C) = φ(qn(C))(3.1.13)

tan�mlayal�m. �imdi q nun invaryant ve m = q oldu§unu gösterece§iz.
B hemen hemen pozitif oldu§undan, x ∈ `∞ için i ye düzgün olarak

lim
n

∞∑

k=0

b−nk(i)xk = 0(3.1.14)

d�r.

R+(x) = lim sup
n

sup
i

∞∑

k=0

b+
nk(i)xk

yaz�l�rsa (3.1.14) den

R(x) = R+(x)

d�r.

x ≥ 0 ⇒ R+(x) ≥ 0, oldu§undan

x ≥ 0 ⇒ R(x) ≥ 0(3.1.15)

d�r. Tekrar m bir ölçü oldu§undan qn(C) ≥ 0 d�r. Böylece (3.1.15) den R(qn(C)) ≥ 0

d�r.
R altlineer oldu§undan

−R[−qn(C)] ≥ 0

e³itsizli§ini elde ederiz. �imdi (3.1.10) dan C ∈ A için q(C) ≥ 0 d�r. (Bi),A da ayr�k
kümelerin say�labilir bir dizisi olsun. Bu durumda

q(
∞⋃
i=1

Bi) = φ[qn(
∞⋃
i=1

Bi)]

= φ[
∞∑
i=1

qn(Bi)], (qn, bir ölçü oldu§undan)

=
∞∑
i=1

φ[qn(Bi)] (φ, sürekli lineer bir fonksiyonel oldu§undan)
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Böylece, q say�labilir toplamsal ve dolay�s�yla bir ölçüdür. Ayr�ca, T ölçü koruyan,
φ shift invaryant oldu§undan her C ∈ A için

q(T−1C) = φ[
m(T−nB ∩ T−1C)

m(B)
]

= φ[
m(T−n+1B ∩ C)

m(B)
]

= φ[qn−1(C)]

= φ[qn(C)]

= q(C).

bulunur ki bu da bu sonuçtan q nun bir invariant bir ölçü oldu§unun ispat�d�r. T

ergodik oldu§undan invariant cümleler 0 veya 1 ölçüsüne sahiptirler. m ve q invariant
ölçüler oldu§undan, bir invariant ölçü, invariant kümeler üzerinde al�nan de§erle
belirlenebilir.[19] Buradan q = m e³itli§ine ula³�l�r. Öyleyse

q(C) = m(C) = φ[
m(T−nB ∩ C)

m(B)
], yani; φ[m(T−nB ∩ C)] = m(B)m(C)

dir. Böylece φ, {T−nB ∩ C}, n = 0, 1, 2, ... üzerinde tektir. Fakat φ ∈ {`∞, R}, λ

tek de§erine sahiptir ancak ve ancak

R(x) = −R(−x) = λ

oldu§unu biliyoruz. O halde

R[m(T−nB ∩ C)] = −R[−m(T−nB ∩ C)] = m(B)m(C)

yani (3.1.8) sa§lan�r ve dolay�s�yla (c) nin ispat� tamamlan�r. ¤

3.2. Kuvvetli Regüler Matrisler ve Ergodik Dönü³ümler

Bu k�s�mda denk invariant ölçülerin varl�§� için baz� gerek ve yeter ³artlar
verilecektir.

Teorem 3.2.1. [6] : ‖B‖ < ∞ olacak ³ekilde B matris dizisi hemen hemen
pozitif ve translatif olsun. (X,A,m) bir ölçü uzay� ve T ölçülebilir bir dönü³üm
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olsun. Bu taktirde a³a§�daki ³artlar denktir.

Denk sonlu bir invaryant ölçü vard�r.(3.2.1)

Baz� φ ∈ {l∞, R}ve bütün B ∈ A için m(B) > 0 ⇒ φ[m(T−nB)] > 0,(3.2.2)

m(B) > 0 ⇒ R[m(T−nB)] > 0(3.2.3)

�spat. (3.2.1)⇒(3.2.2): p, m ye denk invariant bir ölçü olsun. (3.2.2) nin do§ru
olmad�§�n� kabul edelim. Bu taktirde m(B) > 0 ve φ[m(T−nB)] = 0 olacak ³ekilde
B ∈ A vard�r. Fakat, x ∈ l∞ için −R(−x) ≤ φ(x) ≤ R(x) oldu§undan, Lemma 2.2.1
den

lim inf
n

xn ≤ −R(−x) ≤ R(x) ≤ lim sup
n

xn

elde edilir ki buradan B ∈ A için

0 = φ[m(T−nB)] ≥ lim inf
n

m(T−nB)

bulunur. Fakat,

lim inf
n

m(T−nB) ≥ 0

oldu§undan

lim inf
n

m(T−nB) = 0

d�r. Böylece,

lim inf
k

m(T−nkB) = 0

olacak ³ekilde bir (nk) alt dizisi vard�r. p, m ye denk oldu§undan, p(B) > 0 ve
limk p(T−nkB) = 0 elde ederiz. p invariant oldu§undan, p(T−nkB) = p(B) e³itli§ine
sahip oluruz. Buradan p(B) = 0 olur ki bu bir çeli³kidir ve (3.2.1) ⇒ (3.2.2) dir.
(3.2.2) ⇒ (3.2.3) : (3.2.2) geçerli olsun.

φ[m(T−nB)] ≤ R[m(T−nB)]

27



oldu§undan

φ[m(T−nB)] > 0 ⇒ R[m(T−nB)] > 0

elde edilir.
(3.2.3) ⇒ (3.2.1) : (3.2.3) ün geçerli fakat (3.2.1) in sa§lanmad�§�n� farzedelim.
(3.2.1) ³art� zay�f mükemmel cümlelerin var olmad�§�na denktir. [19] Bu yüzden
B, T−r1B, T−r2B, ..., T−rkB, ... kar³�l�kl� olarak ayr�k olacak ³ekilde pozitif tamsay�lar�n
r0 = 1, r1, r2, ... dizisi ve m(B) > 0 olan bir B ∈ A vard�r. i ye göre düzgün olarak

lim
n

∞∑

k=0

bnk(i) = 1

R[m(T−kX)] = R[m(X)] = m(X)R(1) = m(X)

dir. Tekrar

m(X) = R[m(T−nX)] ≥ R[m(
s⋃

j=0

T−rjB)]

m(X) = lim sup
n→∞

sup
i

∞∑

k=0

bnk(i)m[(
s⋃

j=0

T−rj−kB)]

= lim sup
n→∞

sup
i

∞∑

k=0

bnk(i)
s∑

k=0

Drjxk

Burada Xk = m(T−kB), D shift operatörüdür. Bu taktirde Lemma 3.1.2 (d)den

m(X) ≥ sR(X)(3.2.4)

ve dolay�s�yla

m(X) ≥ sRm(T−kB)(3.2.5)

Hipotezden m(T−kB) > 0 hipotezi ve s key� bir pozitif tamsay� oldu§undan, (3.2.5)
deki bu çeli³kiden (3.2.3) ⇒ (3.2.1) sonucunu elde edilir. ¤
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Teorem 3.2.2. [6]: B, Teorem 3.2.1 in ³artlar�n� sa§las�n. (X,A,m) bir ölçü
uzay� olsun. O zaman X üzerinde m ölçüsüne denk invariant bir ölçü vard�r ancak
ve ancak

m s�f�r koruyand�r.(3.2.6)

T konzervatiftir.(3.2.7)

Her C ∈ A için i ye göre düzgün

∞∑
n=0

bnk(i)m(T−kC), yak�nsak(3.2.8)

�spat. Gereklilik. Farzedelim ki m, µ ölçüsüne denk invaryant bir ölçü olsun. Bu
takdirde µ, m-süreklidir.
φ ∈ {l∞, R} için

q(C) = φ[m(T−nC)]

tan�mlayal�m. Biz
(i) q, bir ölçüdür.
(ii) q, m süreklidir.
(iii) q, invariantt�r.
oldu§unu göstermek istiyoruz. Teorem 3.1.3'ün ispat�nda oldu§u gibi her C ∈ A
için, q(C) ≥ 0 oldu§unu gösterebiliriz. Yine kolayca gösterilebilir ki

C, E ∈ A, C ⊂ E ⇒ q(C) ≤ q(E)

dir. φ lineer oldu§undan, görülür ki q sonlu toplamsald�r. µ, m-sürekli oldu§undan,
verilen ε > 0 için bir δ > 0 vard�r öyle ki µ(C) = µ(T−nC) < δ oldu§u zaman
m(T−nC) < ε ve m(T−nC) < δ ⇒ q(C) < ε dir. Böylece q, m-süreklidir. m nin
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say�labilir toplamsall�§� ve q nun m süreklili§i [9] de gösterildi.

q(T−1C)− q(C) = φ[m(T−n−1C)]− φ[m(T−nC)]

= φ[m(T−n−1C)−m(T−nC)], φ lineer

≤ R[m(T−n−1C)−m(T−nC)]

= lim sup
n

sup
i

∞∑

k=0

bnk(i)[m(T−n−1C)−m(T−nC)]

yaz�l�r. bn−1(i) = 0 oldu§undan her n ve i için

= lim sup
n

sup
i

∞∑

k=0

[bn,k−1(i)− bnk(i)]m(T−kC)

≤ m(X) lim sup
n

sup
i

∞∑

k=0

|bn,k−1(i)− bnk(i)|

B translatif oldu§undan

q(T−1C)− q(C) → 0, (n →∞ giderken, i ye göre düzgün)

Böylece

q(T−1C) ≤ q(C)

T−1C ve C nin rolleri de§i³tirilirse

q(C) ≤ q(T−1C)

elde ederiz. Böylece

q(T−1C) = q(C)

bulunur. Yani q, T alt�nda invaryantt�r.
�imdi T−1C = C ise, bu takdirde

q(C) = φ[m(T−1C)] = φ[m(C)],

= m(C).φ(1) = m(C).
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Böylece invariant cümleler üzerinde q = m dir. Böylece A üzerinde q = m dir.
[19] Böylece q(C) = φ[m(T−nC)] tektir. Fakat φ ∈ {l∞, R} tektir ancak ve ancak ,
R(x) = −R(−x) = q(C) ancak ve ancak i ye göre düzgün olarak

lim
n

∞∑

k=0

bnk(i)m(T−kC) = q(C)

�imdi A üzerinde q = m ve C ∈ A için q(T−1C) = q(C) oldu§undan C ∈ A için
m(T−1C) = m(C) ve m(C) = 0 ⇒ m(T−1C) = 0 yani, m s�f�r koruyand�r.
Yeterlilik. (3.2.6), (3.2.7), (3.2.8) nin sa§land�§�n� kabul edelim.

q(C) = lim
n→∞

∞∑

k=0

bnk(i)m(T−kC)

tan�mlan�rsa, yukar�daki ³ekilde gösterebiliriz ki q bir invaryant ölçüdür. Dolay�s�yla,
sadece q nun m ye denk oldu§unu ispatlayaca§�z. T s�f�r koruyan oldu§undan

m(C) = 0 ⇒ m(T−1C) = 0

dir. Bu taktirde i ye göre düzgün olarak

q(C) = lim
n→∞

∞∑

k=0

bnk(i)m(T−kC) = 0

elde edilir.
Tersine, q(C) = 0 olsun. A∗ =

⋂∞
n=1

⋃∞
i=n T−iC yaz�l�rsa, q invaryant ölçü oldu§un-

dan

q(A∗) = q(
∞⋂

n=1

∞⋃
i=n

T−iC)

≤ q(
∞⋃
i=1

T−iC)

≤
∞∑
i=1

q(T−iC)

=
∞∑

i=n

q(C)

= 0
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bulunur. q ve m invariant cümleler üzerinde çak�³�k oldu§undan, m(A∗) = 0 elde
edilir. T konzervatif oldu§undan m(C/A∗) = 0 ⇒ m(C) = 0 dir.
Böylece q, m ye denktir.

¤

Teorem 3.2.3. (Birkho�'un noktasal ergodik teoremi) [2]: (X,A, µ) bir
ölçü uzay� olsun ve T , X in ölçü koruyan bir dönü³ümü olsun. Bu takdirde her
f ∈ L1(X,A, µ) için öyle ki

lim
n

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j = f ∗, µ− a.e

ve ‖ f ∗ ‖1≤‖ f ‖1 olacak ³ekilde bir f ∗ ∈ (X,AT , µ) vard�r.
Burada AT , A daki T -invaryant cümlelerin σ-cebridir.
E§er T ergodik ise o zaman f ∗ baz� sabit c lere e³ittir.

Lemma 3.2.1. (Cohen) [3]: B bir Banach uzay� ve T , Ln(n = 1, 2, ...) B'den
B'ye lineer dönü³ümler olsun. E§er TLn = LnT , baz� x'ler için lim Ln(x− Tx) = 0

ve Ln(x), x0 noktas�na zay�f yak�nsak ise Tx0 = x0 d�r.

�imdi Yosida n�n local konveks vektör uzaylar� için verdi§i ergodik teoremi
genelle³tirece§iz.

Teorem 3.2.4. [10]: X, üzerindeki yar�normlar�n ε ailesi taraf�ndan indirgen-
mi³ topoloji ile dizisel tam, zay�f dizisel kompakt lokal konveks bir vektör uzay olsun.
T : X → X, {Tn : n ∈ N} operatörlerin ailesi her bir q ∈ ε için e³sürekli olacak
³ekilde sürekli lineer bir dönü³üm olsun. Bu takdirde her bir x ∈ X için

sup
n∈N

q(T nx) ≤ q1(x)(3.2.9)

olacak ³ekilde X üzerinde bir q′ sürekli yar� normu vard�r.
Ayr�ca B = (bnj) (n, j ∈ N) kuvvetli regüler bir matris ve n ∈ N için

Tn =
∞∑

j=0

bnjT
j
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olsun. Bu takdirde Tn(n ∈ N), X üzerinde iyi tan�ml�d�r ve her bir x ∈ X için
limn Tnx mevcuttur. E§er x ∈ X için T◦x = limn Tnx yaz�l�rsa , bu takdirde T◦, B

ye ba§l� olmaks�z�n sürekli lineer bir dönü³ümdür öyle ki

T◦ = T 2
◦ = TT◦ = T◦T(3.2.10)

R(T◦) = N(I − T )(3.2.11)

N(T◦) = R(I − T ) = R(I − T◦)(3.2.12)

X = R(I − T )⊕N(I − T )(3.2.13)

�spat. (3.2.9)'u kullanarak, q ∈ ε ve her bir n ∈ N için

q(
t∑

j=s

bnjT
jx) ≤

t∑
j=s

|bnj|q(T jx) ≤ q1(x)
t∑

j=s

|bnj| → 0, t, s →∞ giderken

X dizisel tam oldu§undan, Tn (n = 1, 2, ...), X üzerinde tan�ml�d�r. Aç�kça görülürki
Tn (n ∈ N) lineer ve süreklidir. n ∈ N için

Tn(I − T ) = bn1T1 +
∞∑

j=1

(bn,j+1 − bnj)T
j+1

dir. E§er w ∈ R(I − T ) ise, bu takdirde x ∈ X vard�r öyle ki w = (I − T )x. Böylece
(3.2.9)'u kullanarak her q ∈ ε için

q(Tnw) = q(Tn(I − T )x) ≤ q1(x)(|bn1|+
∞∑

j=1

|bn,j+1 − bnj|)

elde edilir. B, kuvvetli regüler bir matris oldu§undan, her w ∈ R(I − T )

lim
n

Tnw = 0(3.2.14)

elde ederiz. �imdi

R(I − T ) ⊂ {x ∈ X : lim
n

Tnx = 0}(3.2.15)
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oldu§unu ispatlayal�m.
x ∈ R(I − T ) oldu§unu varsayal�m. q ′, X üzerinde sürekli bir yar�norm oldu§undan
her ε > 0 için w ∈ R(I − T ) vard�r öyle ki q ′(z − w) < ε

M
dir. (3.2.9) u kullanarak

q(Tn(z − w)) ≤ q ′(z − w)
∞∑

j=1

|bnj| < ε

elde edilir ki buradan da q ∈ ε için

q(Tnz) ≤ q(Tnw) + q(Tn(z − w)) ≤ q(Tnw) + ε

buluruz. Böylece (3.2.14) kullan�l�rsa (3.2.15)'in geçerlili§i elde edilir.
�imdi varsayal�mki x ∈ X key� olsun. X zay�f dizisel kompakt oldu§undan (Tnx)

dizisinin bir (Tnk
x) altdizisi vard�r, öyle ki w − limn Tnk

x = x0 mevcuttur. (3.2.15)
den görülür ki

lim
n

Tn(x− Tx) = 0(3.2.16)

T and Tn de§i³meli oldu§undan Tnk
ve T Cohen'nin lemmas�n�n ³artlar�n� sa§lar.

Bu yüzden n ∈ N için

Tnx = (
∞∑

j=1

bnj)x0 + Tn(x− x0),(3.2.17)

e³itli§ine sahip oluruz. T nin süreklili§inden k ∈ N için
znk

=
∑∞

j=1 bnkj(I + T + T 2 + ... + T j−1)x olmak üzere

x− Tnk
x = (1−

∞∑
j=1

bnkj)x +
∞∑

j=1

bnkj(I − T )(I + T + T 2 + ... + T j−1)x(3.2.18)

= (1−
∞∑

j=1

bnkj)x + (I − T )znk

sahip oluruz. Buradan (3.2.18) de k üzerinden zay�f limit al�n�rsa x − x0 = w −
limk(I−T )znk

elde ederiz. (I−T )znk
∈ R(I−T ) oldu§unda, x−x0, R(I−T ) nin zay�f

kapan�³�na bir aittir. Fakat lokal konveks vektör uzaylar�nda, bir konveks altkümenin
zay�f kapan�³� bu altkümenin orjinal kapan�³�na e³it oldu§undan x− x0 ∈ R(I − T )

dir. O halde (3.2.15) den limn Tn(x−x0) = 0 d�r. Böylece (3.2.17) den limn Tnx = x0

elde edilir.x ∈ X için
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x0 = T0x = limn Tnx = limn

∑∞
j=1 bnjT

jx, yaz�l�rsa T'nin lineerli§i aç�kt�r.
(3.2.9)'u kullanarak, q ∈ ε, her bir x ∈ X ve n ∈ N için

q(Tnx) ≤
∞∑

j=1

|bnj|q(T jx) ≤ Mq ′(x)

elde ederiz. Bundan dolay� {Tn, n ∈ N} operatörler ailesi (3.2.9) anlam�nda e³sürek-
lidir. Buradan kolayca görülür ki T0, sürekli bir operatördür. �imdi Tx0 = x0 ve
x0 = T0x dan her bir x ∈ X için

Tx0 = TT0x = x0 = T0x

e³itli§ini elde ederiz ve buradan her bir j ∈ N için TT0 = T0 ⇒ T jT0 = T0 elde
edilir. �imdi her n ∈ N için TnT0 = (

∑∞
j=1 bnj)T0 e³itli§ine sahip oluruz ki bu

T 2
0 = T0 e³itli§ini gerektirir. Di§er taraftan

Tn − TnT = bn1T +
∞∑

j=1

(bnj+1 − bnjT
j+1)

e³itli§ine sahip oluruz. (3.2.9) ve B nin kuvvetli regülerli§i kullan�larak T0 = T0T

elde edilir ki bu da (3.2.10) dur. �imdi T0 limit dönü³ümünün kuvvetli regüler B

matrisine ba§l� olmad�§�n� ispatlayal�m. Bunun için ba³ka bir kuvvetli regüler matris
C = (cnj) ve n ∈ N için wn =

∑∞
j=1 cnjT

j olsun. Önceki tart�³madan x ∈ X için

T1x = lim
n

wnx(3.2.19)

ve

T1 = T 2
1 = TT1 = T1T(3.2.20)

olacak ³ekilde X üzerinde sürekli lineer bir T , dönü³ümü vard�r. (3.2.20)den her bir
j ∈ N için

T1 = T 2
1 = T jT1 = T1T

j(3.2.21)

elde edilir. (3.2.21)'i bnj ile çarp�l�p ve daha sonra j üzerinden toplam al�n�rsa, n ∈ N

(
∞∑

j=1

bnj)T1 = TnT1 = T1Tn(3.2.22)
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elde ederiz. n →∞ için limit al�n�rsa T1 = T0T1 = T1T0 elde edilir. Benzer yolla
T0 = T1T0 = T0T1 bulunur. Dolay�s�yla T0 = T1 dir.
Son olarak (3.2.11), (3.2.12) ve (3.2.13) ba§�nt�lar� [20, syf 214] yer alan sonuçtan
elde edilir. ¤
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