T. C.
INONU UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MINKOWSKI UZAYINDA BAZI EGRILERIN KARAKTERIZASYONLARI

M. Aykut AKGUN

DOKTORA TEZi
MATEMATIK ANABILIM DALI

TEMMUZ 2015



Tezin Bashig1 : Minkowski Uzayinda Bazi Egrilerin Karakterizasyonlari
Tezi Hazirlayan : M. Aykut AKGUN

Sinav Tarihi : 06.07.2015

Yukarida ad1 gegen tez, jiirimizce degerlendirilerek Matematik Anabilim Dalinda
Doktora Tezi olarak kabul edilmistir.

Smav Jiiri Uyeleri

Tez Damismani : Prof. Dr. A. ihsan SIVRIDAG ...
Inonii Universitesi
Prof. Dr. Mehmet BEKTAS ...,
Firat Universitesi
Prof. Dr. Ali OZDES ...
Inonii Universitesi
Do¢. Dr. Erol KILIC ...
Inonii Universitesi
Dog. Dr. Selcen YUKSEL PERKTAS ...................

Adiyaman Universitesi

Prof. Dr. Alaattin ESEN
Enstiti Miudiiri



ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum “Minkowski Uzayinda Bazi1 Egrilerin Karakteriza-
syonlar1” baglikli bu ¢aligmanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir: diisecek bir yardima
bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin
icinde hem de kaynakcada yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belir-
tir, bunu onurumla dogrularim.

M. Aykut AKGUN
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Doktora tezi olarak hazirlanan bu calisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci
boliimde, konunun tarihsel gelisimi sunularak bu tezde ele alinan problemler tanitildi.

Ikinci boliim ilerleyen boliimlerin daha iyi anlagilabilmesi icin temel kavramlara
ayrilmistir. Uciincii ve dordiincii boliim tezin orijinal kistmlarini olusturmaktadir. Uciincii
boliimde Minkowski uzayinda bazi egrilerin karakterizasyonlar: verildi.

Dordiincii boliimde ise Rg uzayinda bazi egriler icin baz1 karakterizasyonlar elde

edildi.
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This study designed as a philosophy doctoral thesis covers four chapters. In the first
Chapter, the historical developments and the problems which are discussed in this thesis
are presented. We establish the problems studied in this thesis and give the motivation for
studying these topics. We also recall main results obtained so far and outline our results.

In the second chapter, we recall basic definitions and theorems which are used in the
rest of the thesis. The third and fourth chapters are original parts of thesis.

In the third chapter we give some characterizations for curves in Minkowski space.

In the fourth chapter we obtain some characterizations for some curves in Rj.
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1. GIRIS

Semi-Oklidyen uzayda egriler teorisi bircok yazar tarafindan ¢alisilmis ve bu alanda
onemli karakterizasyonlar elde edilmistir ([7], [S], [13], [2], [3]). Ancak null egrilerin ge-
ometrisi non-dejenere egrilerin geometrisinden cok farklidir. Buna ragmen null egrilerin
incelemesi aslinda non-dejenere egrilerdeki yontemlere benzer yontemlerle yapilmasgtir.
Bu yontemlerden biri pseudo-yay parametresini kullanmaktir. Bu anlamda Bonnor ivme
vektoriinii normallestirmek i¢in kulandig1 pseudo-yay parametresini kullanmig ve kanonik
catr ile Cartan catiy1 elde etmistir [1]. A. Fernandez ve arkadaslari Lorentz manifold
tizerinde bir null egrinin egriliklerini kullanarak bir Frenet cati olusturmus ve Lorentz
anlaminda null helisler ile ilgili ¢alismalar yapmsglardir [3]. C. Céken ve U. Ciftci, 4-
boyutlu R‘l‘ Minkowski uzayinda null egrileri calismiglar ve pseudo kiiresel egriler ve
Bertrand egrileri ile ilgili baz1 sonuglar vermiglerdir [2].

R? uzaymda timelike ve null helislerin yer vektorlerinin karakterizasyonlar1 K.
flarslan ve O. Boyaciglu tarafindan elde edilmistir [7]. K. Ilarslan ve E. Nesovic R}
uzayinda null egrileri ¢alisarak null normal egriler ile null oskiilator egriler arasindaki
iliskileri, null rektifiyen egriler ve null oskiilator egriler arasindaki iliskiye benzer sekilde
elde etmiglerdir [12].

K. llarslan, E 13 Minkowski uzayinda spacelike normal egrileri calismis ve spacelike,
timelike, null asli normalli spacelike normal egriler i¢in bazi karakterizasyonlar vermistir
[8]. K. Ilarslan, E. Nesovic and M. Petrovic-Torgasev Minkowski 3-uzayinda tamamen
yatan non-null ve null rektifiye egrileri karakterize etmislerdir [9].

A. T. Ali ve M. Onder, Minkowski uzayinda rektifiye spacelike egrileri egrilik
fonksiyonlar1 cinsinden karakterize etmislerdir [5]. M. Onder, H. Kocayigit ve M. Kazaz
Minkowski uzayinda spacelike helisler ile ilgili baz1 sonuglar vermis ve Minkowski 4-
uzayinda spacelike helisleri karakterize eden diferensiyel denklemler elde etmislerdir
[13].

M. Sakaki, R Minkowski uzayinda n-boyutlu null egrileri incelemis ve pseudo null
egrileri egrilik fonksiyonlari cinsinden karakterize etmistir [24]. Rg Minkowski uzayinda

pseudo hiperbolik null egrilerin Cartan egrilikleri tiiriinden karakterizasyonlar1 ve bir null



egrinin evoliitii ile bir timelike egrinin involiitli arasinda bir bagint1 M. Sakaki tarafindan
verilmistir [25].

A. Fernandez, A. Gimenez ve P. Lucas Lorentz-Minkowski uzayinda null egrileri,
farkl1 ekran distribiisyonlarina gore Frenet denklemleri ile incelemislerdir. Ozel olarak
Bonnor 1n egrilik fonksiyonlarin1 ve Bonnor in Frenet denklemlerini Duggal-Bejancu
yontemiyle ekran ve null transversal demetlerini kullanarak elde etmislerdir [4].

J. Walrave 4-boyutlu LP-Sasakian manifold iizerindeki spacelike ve timelike
egrilerin farkli catilarina gore Frenet formiillerini vermistir [14]. S. Keles, S. Y. Perktas
and E. Kili¢ 4-boyutlu LP-Sasakian manifold iizerindeki spacelike ve timelike egrilerin
farkli catilara gore Frenet formiillerini kullanarak biharmonik egrileri incelemislerdir
[15].

Z. Kiiciikaslan, M. Bektas ve H. Balgetir L2 Lorentz uzaymnda inclined null
egrilerin harmonik egriliklerini vermislerdir. Ayrica L2 Lorentz uzayinda null egrilerin
inclined egri olmasi icin gerek ve yeter sartlar1 arastirmiglardir [26].

S. Yilmaz ve M. Turgut Minkowski uzayinda spacelike ve timelike bir egrinin in-
clined olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar1 vermiglerdir [27].

Bu tez dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim, konunun tarihsel gelisimine,
ikinci boliim ise egriler ile ilgili bazi temel kavramlara ayrilmistir. Uglincii boliimde,
Minkowski uzayinda bazi egrilerin farkli alt uzaylarda kalmasi ve inclined olmasi i¢in
baz1 karakterizasyonlar verilmistir. Dordiincii bolimde ise R‘z‘ uzayimda null egrilerin

farklr alt uzaylarda kalmas1 ve inclined olmasi i¢in bazi karakterizasyonlar verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.0.1. V, n-boyutlu bir reel vektor uzayi olsun. Bu durumda
(,):VxV—=R

doniisiimii Va,b € R ve Vi,V,w € V i¢in
i) (@4, V) = (Vi)
ii) (aii + bV, w) = a(ii,w) + b(V, w)
(i, av+bw) = a(u,V) + b(V,w)
ozelliklerine sahip ise (,) doniisiimiine V reel vektor uzay1 iizerinde bir simetrik bilineer

form denir [19].

Tanim 2.0.2. V bir reel vektor uzay: ve V iizerinde bir simetrik bilineer doniisiim

(,):V xV — Rolsun. Eger
EV)=0,Yv eV (2.0.1)

olacak sekilde V nin en az bir & # 0 vektorii varsa (,) simetrik bilineer formuna V de

dejeneredir; aksi halde non-dejeneredir denir [3].

Tanmm 2.0.3. V bir reel vektor uzay1 ve V iizerinde bir simetrik bilineer doniisiim (,)

olsun. V' vektor uzayinin
RadV ={§e€V:({Ev)=0,YWweV} (2.0.2)
ile taniml alt uzayina, V nin (,) ye gore radikal uzay: veya null uzay: denir [21].

Tanim 2.0.4. V reel vektor uzayinda (,)|w nin negatif tanimh oldugu en genis W alt

uzayimnin boyutuna V iizerinde (,) nin indeksi denir [19].

Tamm 2.0.5. V bir reel vektor uzay1 olsun. Bu durumda

i) V iizerinde non-dejenere, simetrik, bilineer (,) doniisiimii tanimli ise (V, (,)) ye
semi-Oklidyen uzay ve (,) ye V lizerinde bir skalar carpim,

ii) V tizerinde dejenere, simetrik, bilineer (,) doniigiimii tanmiml ise (V,(,)) ye bir

lightlike uzay denir [21].



Tamim 2.0.6. (V, (,)) bir skalar ¢carpim uzay1 olsun. Bu durumda

|I]l:V—R

Il =v1]{wv)[,vweV

seklinde tanimlanan ||.|| fonksiyonuna V vektor uzayinda norm denir. Burada ||v|| skalart
v vektoriiniin uzunlugu olarak adlandirilir. Uzunlugu 1 birim olan yani, (v,v) = £1 olan

vektore birim vektor denir [19]

Tanmm 2.0.7. (V,(,)) bir skalar carpim uzay1 olsun. Eger u,v € V gibi iki vektor i¢in

(u,v) = 0 ise bu vektorlere ortogonaldir denir ve u | v seklinde gosterilir [19].

Tamim 2.0.8. (V,(,)) bir skalar ¢carpim uzay1 olsun. V nin iki alt uzay1 U ve W olmak
tizere Vu € U, Yw € W i¢in (u,w) = 0 oluyorsa U ve W ya ortogonal alt uzaylar denir ve

U 1 W ile gosterilir [19].

Tamm 2.0.9. (V,(,)) bir semi-Oklidyen uzay olsun. x € V igin
i) (x,x) > 0 veya x = 0 ise x vektoriine spacelike vektor,
ii) (x,x) < 0 ise x vektoriine timelike vektor,
iii) (x,x) = 0 ise x vektoriine null veya lightlike vektor

denir [19].

Tanim 2.0.10. R uzayinda bir o egrisine, her s € R igin (o(s),0/(s)) = 0 ve o/'(s) # 0
ise null egri; (o/(s),0(s)) < 0 ise timelike egri ve (o!'(s), ' (s)) > 0 ise spacelike egri
denir [10].

Teorem 2.0.1. «, (M‘f7 g) Lorentz manifoldu iizerinde bir non-geodezik null egri ve s, Q.
min distinguished parametresi olsun. Her s icin TOC(S)M;1 tanjant uzaymn g(o’ o) =1
olacak sekildeki bir bazit E = {o/, o ;o , &'} olsun. O zaman asagidaki Cartan Frenet

denklemlerini saglayan (a(s),F) null Cartan egrisinin bir tek F = {L,N,W;, W, } Frenet



catisi vardir [20].

VL = W,

VIN = kW +kW,, (2.0.3)
Viwi = —kiL—N,
Viw, = —klL.

Teorem 2.0.2. (W,(,)) reel n-boyutlu bir lightlike vektor uzayi ve boy RadW =r < n

olsun. Bu durumda, radikal uzaymn W da tiimleyeni olan SW alt uzay: non-dejeneredir

[21].

Ispat. W nin tiimleyeni SW olmak iizere
W =Rad W @,pn S W (2.0.4)

dir. Burada, @ direkt toplamdir. Kabul edelim ki, her v € SW i¢in (u,v) = 0 olacak sekilde
sifirdan farkli bir u € SW var olsun. Bu durumda « € Rad W dur.

Rad WNSW = {0} oldugundan u = 0 dir. Bu ise SW nin non-dejenere oldugunu gosterir.
[

Tamim 2.0.11. (W, (,)) reel n-boyutlu bir lightlike vektor uzay1 olsun. Radikal uzayin W

da tiimleyeni olan SW alt uzayina W nin ekran uzayt denir [21].

Tammm 2.0.12. (V,(,)) m-boyutlu bir semi-Oklidyen uzay ve W da V nin bir alt uzay

olsun. Eger (,)|w dejenere ise bu alt uzaya lightlike alt uzay denir.
Wt={veV:{w =0YweW} (2.0.5)
alt uzayina W uzayinin diki denir. Eger W, V nin non-dejenere bir alt uzay: ise
wnwt ={0} (2.0.6)

dir. Eger W, V nin lightlike bir alt uzay1 ise W N W+ sifir vektoriinden ibaret olmak
zorunda degildir [21].



Onerme 2.0.1. (V,(,)) reel m-boyutlu bir semi-Oklidyen uzay ve W da V nin bir alt uzay
olsun. Bu durumda,

i) boy W 4+ boy W+ =m,

i) (WH+ =Ww,
iii) Rad W = Rad W+ =W nw+
dir[21].

Sonug 2.0.1. V bir skalar ¢carpim uzay1 ve W da V nin bir alt uzay1 olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler denktir:
i) W bir non-dejenere alt uzaydir.
ii) W bir non-dejenere alt uzaydur.
iii) W ve W+ birbirini tiimleyen ortogonal alt uzaylardir.
iv) V vektor uzayt W ve W+ alt vektor uzaylarinin ortogonal direkt toplamidr, yani
W1iWwL =V dir.
Ayrica (iv) den goriiliir ki, bir non-dejenere W alt uzayi icin
ind V = ind W +ind W+ (2.0.7)
dir [21].
Tamm 2.0.13. (V,(,)) bir semi-Oklidyen uzay olsun. Bu durumda
g(fl’fj) = g(f;*vf;k) = 07 g(fhf]*) = 6ij7 la] € {L s 7q}7
g(”t(xvfi) = g(u(laf;'*) = 07 g(u()huﬁ) = 80([37 (X,B S {17 tee 7t}7 €a = ;1
olacak sekilde V nin bir
B=Af1,- s [ Sl [ty } (2.0.8)
bazi vardir ve bu baza V nin bir quasi-ortonormal bazi denir [21].

Tamm 2.0.14. (V,(,)) m-boyutlu bir semi-Oklidyen uzay ve W da V nin n-boyutlu bir alt

uzayiolsun. r <nve 1l <s <ri¢cin W =Sp{fi,...,fm,u1,...,us} olmak iizere,

B={Ft, o fofrr [ty s} (2.0.9)

kiimesine V nin W alt uzay1 boyunca bir quasi-ortonormal bazi denir [21].



Onerme 2.0.2. (V,{,)) bir semi-Oklidyen uzay ve W da V nin bir alt uzayt olsun. Bu

durumda, V nin W boyunca bir quasi-ortonormal bazit vardir [21].

Tanim 2.0.15. (M, (,)) bir semi-Riemann manifold olsun. (,) metrik tensoriiniin indek-
sine M nin indeksi denir ve M nin indeksi ind M ile gosterilir.

ind M = q olsun. Bu durumda 0 < g < boy M dir. Ozel olarak q = 0 ise M man-
ifolduna bir Riemann manifoldu, g = 1 ve boy M > 2 ise M manifolduna bir Lorentz

manifoldu denir [19].

Tanim 2.0.16. E{ uzayinda o = 0(s) bir egri olsun. Eger o(s) egrisinin tanjant vektorii,

bir U sabit vektorii ile sabit bir ac1 olusturuyorsa o zaman bu egri bir inclined egridir [26]

R‘z‘ Uzayinda Kismen Null Egrilerin Frenet Denklemleri

Bir spacelike veya timelike o egrisi boyunca Frenet ¢atisi null vektorler ihtiva ediy-
orsa o egrisine kismen null veya pseudo null egri denir [14, 29]. o : [ — R‘z‘ egrisi
R‘zt uzayinda s yay-parametresi ile verilen bir spacelike veya timelike egri olsun dyle ki
sirastyla her s € I C R icin g(o”(s), 0 (s)) < 0 veya g(a(s),a” (s)) > 0 sartlar1 saglanur.
o nin tanjant ve asli normal vektorleri sirasiyla T'(s) = o (s) ve N(s) = &:ﬁ seklindedir.

Bu durumda {7,N} alt uzay1 indeksi bir olan bir timelike diizlemdir. Simdi
Ct={X(s) e RS :g(X(s),T(s)) = g(X(s),N(s)) = 0} (2.0.10)

alt uzaymi goz oniine alalim. O zaman C*+ = {T N} alt uzay R‘z1 uzayinda indeksi 1

olan ve spacelike, timelike, null vektorler iceren bir timelike diizlemdir. Ustelik
R} =C*+ & {T,N} (2.0.11)
dir. Bu durumda N'(s) € R} vektérii a,b,c € R ve V(s) € C* olmak iizere
N'(s) =aT (s) +bN(s) +cV(s) (2.0.12)

seklinde yazilabilir. B| binormal vektoriinii {7, N} diizlemine gére N’ nin normal bilegeni
olarak tanimlayalim, yani B (s) =V (s) olsun. a(s) egrisi kismen null bir egri oldugundan

By vektorii null bir vektordiir. O halde C* alt uzayinda

g(T,By) =g(N,By) = g(B2,B2) =0, g(B1,B) =1 (2.0.13)



olacak sekilde bir B, null vektorii vardir. Burada {7,N,B;,B;} Frenet g¢atisinin
yonlendirmesi R‘z‘ uzayinin yonlendirmesi ile aynidir. B, vektorii ikinci binormal vektorii
olarak adlandirilir.

Ayrica g(T,T) =¢€; = F1 ve g(N,N) =€, = F1 dir. Burada €&, = —1 dir. Boylece

g(T,T):S], g(N7N):827 g(Bl,BQ):l, g(B],Bl):g(BZ,Bz):O, (2014)

g(T,N) :g(T7Bl) :g<T7BZ) :g(N7B1> :g(N,Bz) =0

sartlar1 kullanilarak {7, N,B;, B, } Frenet catisina gore

g(T",T)eiT +g(T',N)esN + g(T',B2)By + g(T', B1) B
g(N',T)e;T +g(N',N)eoN + g(N',B2)B1 + g(N', By ) B,

(

(N,T)

’1 g(By,T)eiT +g(B},N)e:N +g(B},B2)B) + g(B},B1)B, (2.0.15)
g(B5,T)e1T +g(B5,N)eaN + g(By, B2)B1 + g(B3, B1 ) B2

denklemleri kolayca elde edilir. (2.0.16) nin s ye gore tiirevi alindiginda

g(Tlﬂ T) = g(N/7N> = g(Blel) - g(BleZ) - 07
g(T',N)=—g(N',T), g(T'.B\) = —¢(T,B}),
g(N',By) =—g(N,B}), g(B},B2) =—g(B1,B5) (2.0.16)

g(T7B/2) = _g(T/7BZ)7 g(N/,BZ) = _g(N7B/2)
elde edilir. Buna gore o egrisinin egrilik fonksiyonlari

ki(s) = g(T'(s),N(s))e2,
ka(s) = g(N'(s), Ba(s)), (2.0.17)

k3(s) = g(B} (s), B2(s)),

seklinde tanimlanabilir. (2.0.18) ve (2.0.19) denklemleri (2.0.17) denkleminde kul-



lanilirsa, kismen null bir egrinin Frenet denklemleri

T'(s) = ki(s)N(s),

N/(S) =ki(s)T(s)+ka(s)B1(s), (2.0.18)
Bi(s) = ks(s)Bi(s),

B)(s) = —&2ka(s)N(s) — k3(5)Ba(s)

seklinde elde edilir [28].

{T,N,Bj,B;} Frenet catisinda N normal vektorii timelike alinirsa (2.0.20) ile verilen

Frenet denklemleri

T'(s) = ki(s)N(s),

N'(s) = ki(s)T () + ka(5)B1 (s), (2.0.19)
B/ (s) = k3(s)B1(s),

Bj(s) = ka(s)N(s) — k3 (5)Ba(s),

olur.

R‘z‘ Uzayinda Null Cartan Egrilerin Frenet Denklemleri

Rj Uzayinda g(o”, o) > 0 olacak sekilde bir o null egrisinin bir null Cartan egri
olmas i¢in her tigin {o!'(z),0 (¢), o (¢)} lineer bagimsiz olmaldir.

R‘z‘ uzayinda pseudo-yay parametresi t olan bir null Cartan o egrisi i¢in
L=d(t), L'=wW (2.0.20)

olsun. O halde W; vektorii bir birim spacelike vektordiir.

I, {o/,0”, &’} ile gerilen oskiilator 3-uzay olsun. O halde IT iizerindeki (,)
metrigi non-dejeneredir. o (¢) null oldugundan o (¢) birim spacelike bir vektor olur ve
(o/(t),a(¢)) = (o (r),0/""(t)) = O olur. Buradan IT bir Minkowski uzay oldugu goriiliir.

O halde

(N,L) =1, (N,W})=0. (2.0.21)



esitlikleri saglanacak sekilde bir tek N &€ IT null vektorii vardir.
Ayrica IT ye ortogonal olan bir tek W, birim timelike vektorii secilebilir dyle ki

{L,N,W;,W,} pozitif yonlendirmeye sahiptir. Bu durumda {L,N,W;,W,} catisina gore

Frenet denklemleri

L'(s) =W,

N'(s) = kyWy + koW, (2.0.22)
Wi(s) = —ki(s)L—N,

W, (s) = koL

seklinde bulunur. Burada {L,N,W;,W,} catisina Cartan ¢ati, {k;,ks} egrilik fonksiyon-

larina da Cartan egrilikleri denir [25].
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3. MINKOWSKI UZAYINDA BAZI EGRILERIN KARAKTERIZASYONLARI
3.1 R‘lt Uzayinda Cartan Catili Null Egrilerin Baz1 Alt Uzaylarda Kalmasi Icin

Karakterizasyonlar

Bu béliimde R‘lt uzayinin bazi alt uzaylarinda kalan Cartan ¢atili null egrilerin bazi
karakterizasyonlar1 incelenecektir.

o egrisi R‘ll uzayinda {7T,N,B1,B,} ile verilen Cartan ¢atili bir null egri olsun. o
egrisi icin N null ve B spacelike olsun. Bu durumda o null egrisinin asagidaki Frenet

denklemlerini saglayan {T,N, B}, B} seklinde sadece bir tek Frenet catis1 vardir.

VT = By,

ViN = kB +kBo, G.1.1)
VB, = —kT—N,

ViB, = —koT,

dir [20]. Burada T = o/(s) dir ve T, N, By ve B; kargilikli ortogonal vektorleri asagidaki

denklemleri saglar:

<T7T> = <T7B1> = <T732> = <N7N> = <NaBl> = <N3B2> = <B15B2> = 07
(T,N) = (B1,B1) = (B2, B>) = 1.

1.Durum Oncelikle Cartan gatili bir null o egrisinin {7, N} tarafindan gerilen alt
uzayda kalmasi icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine baglt A ve u

diferensiyellenebilir fonksiyonlar i¢in
ofs) =A(s)T +u(s)N (3.1.2)

yazilabilir. (3.1.2) denkleminde s ye gore tiirev alimip (3.1.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o (s) =N ()T + 1 (s)N + (A(s) + u(s)k1 (5))B1 + u(s)ka(s)Ba (3.1.3)
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elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

N(s)=1,

(3.1.4)
As) +u(s)ki(s) =0,

u(s)ka(s) = 0.

Eger u(s) = 0 ise o zaman u(s)ky(s) = 0 dir ve A(s) = 0 olur. Buise A’(s) = 1 denklemine

—(ste) _
ki (s)

c1 olur. Bu sonug gosterir ki kj (s) = %?rc) # 0 denklemi, bu sekildeki bir Cartan catili

gore bir ¢eliskidir. Boylece u(s) # 0 dir. Eger kp(s) =0ise A(s) = s+c ve u(s) =

null bir egri i¢in gerekli bir sarttir. Boylece asagidaki teorem verilelir.

Teorem 3.1.1. Cartan catili bir null o egrisinin R‘f uzaymin {T,N} ile gerilen alt

uzayinda kalmasu icin gerek ve yeter sart ka(s) =0 ve ky(s) = _C(f(t )C ) olmak iizere

o(s) = (s+c)T +ciN
seklinde olmasidtr.

2.Durum Cartan catili bir null o egrisinin {7,B;} tarfindan gerilen alt uzayda
kalmasi icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferen-

siyellenebilir fonksiyonlari i¢in
o(s) =A(s)T + u(s)B; (3.1.5)

yazilabilir. (3.1.5) denkleminde s ye gore tiirev alimip (3.1.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
o' (s) = (N(s) — p(s)ki (s))T — u(s)N + (A(s) + 4/ (5)) B1 (3.1.6)
elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

u(s) =0,
M)+ (s) =0, (3.1.7)
N(s)—u(s)ki(s) = 1.
Yukaridaki denklemler géz Oniine alindiginda ¢6ziim olmadigi goriiliir. Boylece asagidaki

teorem verilebilir.
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Teorem 3.1.2. R‘ll uzaymn {T,B;} ile gerilen alt uzaymnda yatan Cartan ¢atili bir null

egri yoktur .

3.Durum Cartan ¢atili bir null o egrisinin {7,B,} tarafindan gerilen alt uzayda
kalmast i¢in sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in
o(s) =A(s)T + u(s)B> (3.1.8)

yazilabilir. (3.1.8) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.1.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
o (s) = (W (s) —u(s)ka(s))T + A(s)By + 4/ (s)B2 (3.1.9)

elde edilir. Bu son esitlikten

H(s) =0,
A(s) =0, (3.1.10)
N (s) —u(s)ka(s) =1,
denklemleri bulunur. (3.1.10) denklemleri kullanilarak
—1
,u(s):m:c (3.1.11)
elde edilir. Buradan
os) = _—le (3.1.12)
ka(s)

bulunur. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.3. Cartan catili bir null o egrisinin R‘lt uzaymin {T,B,} ile gerilen alt

uzayinda kalmast icin gerek ve yeter sart ka(s) sifirdan farkli bir sabit olmak iizere

OC(S) = B>

kz(s)

seklinde olmasidtr.

13



4.Durum Cartan ¢atili bir null o egrisinin {N,B;} tarafindan gerilen alt uzayda

kalmasi i¢in sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in

o(s) = A(s)N +u(s)B;

(3.1.13)

yazilabilir. (3.1.13) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.1.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o' (s) = —u(s)ki ()T + (N (s) — u(s))N + (M(s)ki (s) + 4 (5)) By

+A(s)k2(s)B2

elde edilir. Buradan
N (s) —u(s) =0,
_:l’l(S)kl(S) = 17
Ms)ki(s)+4/(s) =0,
A(s)ka(s) =0,

oldugu goriiliir. Boylece yukaridaki ikinci denklemden

(3.1.14)

(3.1.15)

(3.1.16)

(3.1.17)

(3.1.18)

(3.1.19)

-1
§) = ——
u(s) o)
elde edilir. (3.1.16) denklemi (3.1.15) de yerine yazilirsa
—ki(s)
Ms) = —
ki(s)
bulunur. Eger A(s)kz(s) = 0 denklemi g6z 6niine alinirsa iki durum oldugu goriiliir. Eger
A(s) =0ise
5) = —— = sbt.
olur. Buradan goriiliir ki & (s) sifirdan farkli bir sabittir ve
afs) = B
§)=——
ki(s) |
seklindedir. Eger k> (s) = 0 ise o zaman (3.1.16) ve (3.1.17) kullanilarak
K 1
a(s) = —“19) By

K(s) kas)

elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.1.4. Cartan catili bir null o egrisinin R‘ll uzaymn {N,B} ile gerilen alt
uzayinda kalmast icin gerek ve yeter sart ya ki(s) sifirdan farkli bir sabit ve ky(s) = 0
olmak iizere

_ ky(s) 1
R

veya ki (s) sifirdan farkli bir sabit olmak iizere

1
O((S) = T(S)Bl

seklinde olmasidtr.

5.Durum Cartan ¢atili null bir o egrisinin {N,B,} tarfindan gerilen alt uzayda
kalmasi i¢in sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in
os) =A(s)N +u(s)Ba (3.1.21)

yazilabilir. (3.1.21) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.1.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
o (s) = —u(s)ka (s)T + L ()N + A(s)k1 (s)B1 + (M(s)ka(s) +4/(s))B2  (3.1.22)
elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:
N(s) =0,
—u(s)ka(s) = 1,

A(s)ki(s) =0,
\ AMs)ka(s) + 4/ (s) = 0.

(3.1.23)

Eger A(s)k; (s) = 0 denklemi goz 6niine alinirsa iki durum oldugu goriiliir. Eger A(s) =0

ise yukaridaki dordiincii denklemden c sifirdan farkli bir sabit olmak tizere
u(s)=c (3.1.24)
yazilabilir. Boylece

o(s) =cBa (3.1.25)
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olur. Eger k1 (s) =0 ise (3.1.23) denkleminden u(s) = #(i) ve A(s) = c; elde edilir. Burada
c1 sabittir. Boylece

1

o(s) =cIN— e

B (3.1.26)
olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.5. Cartan catili bir null o egrisinin R‘ll uzaymin {N,By} ile gerilen alt

uzaywmnda kalmasi i¢cin gerek ve yeter sart ¢ sabit olmak iizere
o(s) =cB;

veya ki (s) = 0 ve ¢ sabit olmak iizere
1
ka(s)

OC(S) =cIN— B>
seklinde olmasidur.

6.Durum Cartan ¢atili bir null o egrisinin {Bj,B,} tarafindan gerilen alt uzayda
kalmasi i¢in sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in
o(s) =A(s)B1 +u(s)B (3.1.27)

yazilabilir. (3.1.27) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.1.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
o (s) = —(M(s)ki (s) +u(s)ka(s))T —A(s)N + X (s)By + 1/ (s) B, (3.1.28)

elde edilir. Buradan

A(s) =0,
A(s)ky (5) + u(s)ka(s) = 1,
(St (5) + (s k() 519)
N(s)=0,
L 'u/(s) =0,
bulunur. Bu denklemlerden A(s) =0 ve u(s) = kz__(]s) elde edilir. Boylece
os) = ——B (3.1.30)

olup asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.1.6. Cartan catili bir null o egrisinin R‘ll uzaymn {By,By} ile gerilen alt

uzaymnda kalmast icin gerek ve yeter sart ky(s) sifirdan farkly bir sabit olmak iizere

OC(S) = B>

ka(s)
seklinde olmasidur.
7.Durum Cartan catili bir null o egrisinin {7, N, B } tarafindan gerilen alt uzayda

kalmasi i¢in sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlar i¢in
o(s) = Ms)T + u(s)N +y(s)Bi (3.1.31)

yazilabilir. (3.1.31) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.1.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o (s) =(N'(s) = Y(s)k1 (s))T + (& () — V()N
+ (M(s) +u(s)ki () +7 (5))B1 +u(s)ka(s) B (3.1.32)

elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

N(s) =v(s)ki(s) =1,
M(s) +p(s)ki (s) + (s) = 0,
p(s)ka(s

)
) =0.

(3.1.33)

u(s)ka(s) = 0 denkleminden eger u(s) = 0 ise yukaridaki denklemlerden ¢6ziim olmadigi
goriiliir. O halde u(s) # 0 dir. Eger k»(s) = 0 ve & (s) sifirdan farkli bir sabit ise 0 zaman

(3.1.33) deki iigiincii denklemde s ye gore tiirev alinir ve (3.1.33) kullanilirsa
Y'(s) +2ki (s)y(s) +1=0 (3.1.34)

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklem c¢oziilerek

s) = c1cos\/2ky(s) + casiny/2k; (s) — 2k() (3.1.35)
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bulunur. (3.1.35) ve (3.1.33) birlikte diisiiniiliirse

1
u(s) = |crcos/2ky(s) + casiny/2ky (s) — o0 )] s+cq (3.1.36)
L 1\$
elde edilir. (3.1.33), (3.1.35) ve (3.1.36) kullanilirsa
A(s) = -clcos\/ 2ky(s) + casiny/2k; (s)} ki(s)s+ % +c3 (3.1.37)

bulunur. Boylece

ofs) = [(clcos 2k () —|—czsin\/m> ki(s)s+ % +C3] T (3.1.38)

+ [(clcos\/T(s)Jrczsin\/T(s)— f(s)) s+c4} N
+ {clcosm—kczsin\/M— 2k11(s)} B

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.7. Cartan catili bir null o egrisinin RAI' uzaymin {T,N,B} ile gerilen alt
uzaymnda kalmast icin gerek ve yeter sart ky(s) = 0 ve ky (s) sifirdan farkli bir sabit olmak

lizere

ofs) = [(clcos 2k1(s) +czsin\/M) ki(s)s+ % +C3] T

N qusmﬂzsmm_ 2k11(s)) sm} N
+ [clcos 2k1(s) + casiny/2ki (s) — 2k11(s)} B,

seklinde olmasidur.

8.Durum Cartan ¢atili bir null a egrisinin {7,N,B;} tarafindan gerilen alt uzayda
kalmasi i¢in gartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlar i¢in
o(s) = Ms)T 4+ u(s)N +7y(s)B2 (3.1.39)

yazilabilir. (3.1.39) denkleminde s ye gore tiirev alimip (3.1.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o' (s) =(N'(s) —Y(s)ka(5))T + 4/ (s)N + (A(s) + u(s)k1 (5))B1
+ (Y (5) +u(s)ka(5)) B2 (3.1.40)
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elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

K (s) =0,
N (s) =V(s)ka(s) =
A(s) +u(s)ki(s) =0,
Y (5) +u(s)ka(s) =
Buradan u(s) = ¢ oldugu gorulur (3.1.41) den

(

(3.1.41)
+
_|_

A(s) = —cki(s) (3.1.42)

elde edilir. (3.1.41) ve (3.1.42) denklemleri kuullanilirsa

v(s) = —ckij(s) —1

3.1.43
k() ( )

bulunur. Boylece

o(s) = (—cki(s)) T +cN + (%) B> (3.1.44)

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.8. Cartan catili bir null o egrisinin RAI' uzaymn {T,N,By} ile gerilen alt

uzaywmnda kalmasi icin gerek ve yeter sart ¢ sabit olmak iizere

o(s) = (—cki(s))T +cN + (%) B

seklinde olmasidtr.

9.Durum Cartan catili bir null o egrisinin {7, By, B;} tarafindan gerilen alt uzayda
kalmasi icin sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in
os) =A(s)T + u(s)B1 +7v(s)B> (3.1.45)

yazilabilir. (3.1.45) denkleminde s ye gore tiirev alimip (3.1.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o (s) =(A"(s) — u(s)k () = V(s)ka(s))T +p(s)N + (A(s)
+1/(s))B1 +7 (5)B> (3.1.46)
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elde edilir. Bu son esitlikten
(

u(s) =0,

N (s) = u(s)ki(s) = v(s)ka(s) = 1, (3.1.47)

\

bulunur. (3.1.47) den y(s) = — kzl(s) = ¢, u(s) = 0 ve A(s) = 0 yazilabilir. Buradan

1

(X(S) = _F(S)

B; (3.1.48)
olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1.9. Cartan catili bir null o egrisinin R‘lt uzaymn {T,B1,B,} ile gerilen alt

uzaywmnda kalmasi icin gerek ve yeter sart

seklinde olmasidir.

10.Durum Cartan ¢atili bir null a egrisinin {N, B}, B, } tarafindan gerilen alt uzayda
kalmasi i¢in sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine baglh A ve u diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in
os) = A(s)N +u(s)B1 +7(s)B> (3.1.49)

yazilabilir. (3.1.49) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.1.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o' (s) = — (u(s)ki (s) +¥(s)ka(5)) T + (N (s) — p(s))N + (M(s)ki (5) + 4/ (5)) By
+ (Ms)ka(s) +7 (5))B (3.1.50)
elde edilir. Boylece
N(s) — u(s) = 0.
—(u(s)ki(s) +v(s)ka(s)) = 1,

A(s)ki(s) +4/(s) =0,
Ms)ka(s) +7 (s) = 0,

(3.1.51)
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bulunur. Buradan

elde edilir. (3.1.51) ve (3.1.52) kullanilirsa

"

ki(s)Y () —K3(s)¥(s) —ka(s) =0

(3.1.52)

(3.1.53)

diferensiyel denklemi elde edilir. Burada k;(s) ve k»(s) sifirdan farkli birer sabit olarak

alinirsa (3.1.53) denkleminin ¢oziimii

ki) | b o
_Cle kl +C2€ k1(5> -
Y(s) \ o 0)

olur. (3.1.51) ve (3.1.54) denklemlerinden
c1

ky(s) kp(s)
As) = e
(s) \/kl Vki(s)

ﬁs 12 v’
bulunur. (3.1.51), (3.1.54) ve (3.1.55) denklemleri kullanilirsa

b0 _ k)
kals) ,Jaw® _ o, Rals )e GIoN

§) = —cq
elde edilir. Boylece
[ ko (s) _ k)
a(s) = |——d Vi’ ¢ 2, Vae| N
| Vk) ki(s)
i k() ]
+ kZ(S)e\/le kz(S) e_ iI(S)s B1
i i) “ki(s) |
k(o) o) ¢ 1]
+ Cle\/k|<“) +C2€ kl(Y) B,
ka(s) |

olup asagidaki teorem verilebilir.

(3.1.54)

(3.1.55)

(3.1.56)

(3.1.57)

Teorem 3.1.10. Cartan catili bir null o egrisinin R‘lt uzaymn {N,By,B;} ile gerilen alt

uzayinda kalmasi icin gerek ve yeter sart k| (s) ve ka(s) sifirdan farkli sabitler olmak iizere

ko (s) ka(s)

a(s) = | — e VR ¢ 2emzv
\/kl(s) \/kl

kz(s) k() kz(s) ko (s) s_
4+ |—c NGO e VHO | B
) i) s

o) e o]
+ |c1eVhO’ £ ope VD - B,

kz(s)_
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seklinde olmasidur.

3.2 R‘l1 Uzayinda Timelike Egrilerin Baz1 Alt Uzaylarda Kalmasi Icin

Karakterizasyonlar

Bu boliimde R‘l1 uzayimin bazi alt uzaylarinda kalan timelike egrilerin bazi karakteri-
zasyonlar1 incelenecektir.

o egrisi R‘]t uzayinda {T,N,B],B;} Frenet catisi ile verilen bir timelike egri olsun.
o egrisi i¢in N ve By spacelike olsun. Bu durumda o timelike egrisinin asagidaki Frenet

denklemlerini saglayan {T',N,B;,B,} seklinde sadece bir tek Frenet ¢atis1 vardir:

VT = kN,

VN = kT+kB, 3.2.1)
VrBy = —koN+k3Bs,
VrB, = —k3Bj.

Burada T, N, By ve B; karsilikli ortogonal vektorleri asagidaki denklemleri saglar:
(B1,B1) = (N,N) =(By,By) =1, (T,T)=—1. (3.2.2)

[14]
1.Durum Oncelikle timelike bir o egrisinin {7, N} tarafindan gerilen alt uzayda
kalmast i¢in sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in
o(s) =A(s)T + u(s)N (3.2.3)
yazilabilir. (3.2.3) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa

o/ (5) = (N (s) + )kt ()T + Mha(5) + 4 ()N +u()ka()B1 (3.2.4)
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elde edilir. Bu son esitlikten

N(s) + (s)i(s) = — 1,
M)k (s)+ 4/ (s) =0, (3.2.5)
u(s)ka(s) =0,

elde edilir. Eger u(s) = 0 ise k;(s) = 0 ve A(s) = s+ ¢ dir. Boylece
o(s)=(s+c)T (3.2.6)

seklindedir. Bu ise o nin bir timelike dogru olmasini gerektirir. Eger k(s) = 0 ise o

zaman (3.2.5) denkleminden

N (s) +u(s)ki(s) = -1,
A(s)ki(s) +1/(s) =0,

(3.2.7)

diferensiyel denklemleri elde edilir. (3.2.7) den % +u(s)ki(s) = —1 elde edilir. Bu-

N

radan

d, 1 du(s)
_a(kl (s) ds

)+ u(s)ki(s) = —1 (3.2.8)

diferensiyel denklemi elde edilir. (3.2.8) de r = [; k1 («)du degisken degistirmesi yapilirsa

d’u

— s tu=-1 (3.2.9)

yazilir. (3.2.9) denkleminin genel ¢oziimii
u(t) =cre +ce' —1 (3.2.10)
veya
u(t) = ci1(cosht + sinht ) + c2(cosht — sinht) — 1 (3.2.11)
seklindedir. Burada c1,c; € Rdir. ¢c; + ¢, = A1 ve c; — c» = A, seklinde alinirsa

u(t) = Aycosht + Assinht — 1 (3.2.12)
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elde edilir. (3.2.12) denkleminde ¢ = [ k1 (u)du degiskeni tekrar yerine yazilirsa
N N
u(s) =Ajcosh (/ ki (u)du) + Apsinh (/ kl(u)du> -1 (3.2.13)
0 0
elde edilir. (3.2.7) denkleminden
N N
A(s) = —Asinh (/ ki (u)du) — Ajpcosh (/ ki (u)du> (3.2.14)
0 0

bulunur. Boylece

als) = l—Alsmh < /O e (u)du) ~ Ascosh < /0 I (u)du)} T

+ lAlcosh (/skl (u)du) + Aasinh (/Skl(u)du) - 1} N (3.2.15)
0 0

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.1. Bir o timelike egrisinin R} uzaymin {T,N} ile gerilen alt uzayinda kalmas:

icin gerek ve yeter sart O. egrisinin R‘{' uzaywnda bir timelike dogru olmasi veya ky(s) =0

a(s) = [—Alsmh ( /O Skl(u)du) _ Ascosh ( /O Slq(u)du)} T
4 [Alcosh ( /0 e (s)ds> + Aosinh < /O 'k (s)ds) - 1} N

seklinde olmasidur.

olmak iizere

2.Durum Timelike bir o egrisinin {7,B;} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirtlacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlar1 i¢in
os) =A(s)T 4+ u(s)B; (3.2.16)
yazilabilir. (3.2.16) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa

o' (s) = N ()T + (Ms)ki (s) — u(s)ka(s))N + 4/ (s)B1 + p(s)ka(s) B (3.2.17)
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elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

(

N(s)=—1,
A(s)ki(s) —u(s)ka(s) =0, (32.18)
H(s) =0,
\ u(s)ks(s) = 0.
Eger u(s) = 0 ise o zaman k;(s) = 0 ve A(s) = —s + ¢ dir. Boylece
o(s) = (=s+¢)T (3.2.19)

seklindedir. Bu ise o nin bir timelike dogru olmasini gerektirir. Eger k3(s) = 0 ise o

zaman A(s) = —s+c ve u(s) = I,;Eg (—s+c) = sbt. dir. Boylece
a(s) = (=T + 1 (s oy (3:2.20)
ka(s)

olmasi gerekir. Halbuki bu iki sonucu gercekleyen o timelike egrilerinin bulunamayacagi

kolayca goriiliir. Buna gore asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.2.2. R‘l1 uzaymun {T,B;} ile gerilen alt uzayinda yatan bir timelike egri yoktur.

3.Durum Timelike bir o egrisinin {7,B;} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlar1 i¢in
os) =A(s)T 4+ u(s)B> (3.2.21)
yazilabilir. (3.2.21) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa
o (s) =N (s)T +A(s)k1 (s)N — u(s)ka(s)By + 1/ (s)Ba (3.2.22)

elde edilir. Bu son esitlikten

(3.2.23)
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bulunur. (3.2.23) kullanilirsa A(s) = —s + ¢, u(s) = ¢ ve k3(s) = 0 dir. Boylece
o(s)=(—s+¢c)T +c1B (3.2.24)

olmasi gerekir. Halbuki bu sonucu gercekleyen bir o timelike egrisinin bulunamayacagi

kolayca goriiliir. Buna gore asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.2.3. R‘I‘ uzaymn {T,B,} ile gerilen alt uzayinda yatan bir timelike egri yoktur.

4.Durum Timelike bir o egrisinin {N, B} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlart i¢in
o(s) = A(s)N +u(s)B; (3.2.25)
yazilabilir. (3.2.25) denkleminde s ye gore tiirev alimip Frenet denklemleri kullanilirsa

o (5) = Ms)ki ()T + (V' (s) — u(s)ka ()N + (M(s)ka(s) + 41 (5))B1 +u(s)ks (5)B2

(3.2.26)
elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:
A(s)ki(s) =
§)= 7
N (s) — u(s)ka( ) (3.2.27)
Ms)ka(s) +u'(s) =0,
u(s)ks(s) =0.
Burada u(s) = 0 ise o zaman A(s) = — kll(s) = sbt. ve kp(s) = 0 bulunur. Boylece
a(s) = (N (3228)
s)=(— 2.
ki(s)
seklindedir. Eger k3(s) = 0 ise bu durumda A(s) = —#(S) ve A (s) — u(s)ka(s) = 0 den-
klemleri kullamilirsa
ki (s)
us) = ——=— (3.2.29)
RRTHE
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elde edilir. Boylece

ki (s)
ka(s)k7 (s)

)N + ( )B) (3.2.30)

)= (15

olmasi gerekir. Halbuki bu iki sonucu gercekleyen o timelike egrilerinin bulunamayacagi

kolayca goriiliir. Buna gore asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.2.4. R‘l‘ uzaymn {N, By} ile gerilen alt uzayinda yatan bir timelike egri yoktur.

5.Durum Timelike bir a egrisinin {N,B;} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlart i¢in
o(s) = A(s)N +u(s)Ba (3.2.31)
yazilabilir. (3.2.31) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa
o (s) = Ms)k1 (s)T + L' ()N + (M(s)ka (s) — u(s)k3(s)) By + ' (5) B2 (3.2.32)

elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

A(s)ki(s) = —1,
ms) =0, (3.2.33)
A(s)ka(s) — u(s)ks(s) =0,
\ U (s) =0.
(3.2.33) den A(s) = — 17 = sbt ve (s) = — 1305 ("SZ)(,;)(S) — sbt. elde edilir. Boylece
N __kls)
a(s) = ( 0 0) N =+ ( )k 0) )B: (3.2.34)

olmasi gerekir. Halbuki bu sonucu gercekleyen bir o timelike egrisinin bulunamayacagi

kolayca goriiliir. Buna gore asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.5. R‘lt uzaymn {N, B, } ile gerilen alt uzayinda yatan bir timelike egri yoktur.
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6.Durum Timelike bir o egrisinin {B;,B,} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlari i¢in
o(s) = A(s)B1 +u(s)Ba (3.2.35)
yazilabilir. (3.2.35) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa
o' (s) = —A($)ka ()N + (N'(s) — u(s)k3 (s))B1 + (' (5) + Ms)ka(s))B2  (3.2.36)

olur. a bir timelike egri oldugundan (o, ') = —1 olmalidir. Fakat (3.2.36) dan goriiliir

ki (o,0) = 0 dir. Bu ise bir geligki olugturur. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.6. R‘l1 uzaymn {By,By} tarafindan gerilen alt uzayinda yatan bir timelike

egri yoktur.

7.Durum Timelike bir o egrisinin {7, N, B; } tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A, u ve 7y diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlar i¢in
o(s) = Ms)T + u(s)N +vy(s)Bi (3.2.37)
yazilabilir. (3.2.37) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa

o () =(W/(s) 4 u(s)k1 ()T + (A(s)k1 (s) 4 () = Y(s)ka(5) )N (3.2.38)

+ (u(s)ka(s) + (5))B1 +Y(s)ks (5)Ba.

elde edilir. Bu son esitlikten

N (s) 4u(s)ki(s) = —1,
A(s)k1 (s) + 4 (s) —,Y(S)kz(s) =0, (3.2.39)
p(s)ka(s) +v (s) =0,
k V(s)ks(s) =0,
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elde edilir. Buradan y(s) = 0 ise u(s)k2(s) = 0 olur. Bu sonug ile ya u(s) = 0 veya

k2(s) = 0 oldugu goriiliir. Burada A(s) = _/qlﬁ alinmasi halinde istenilen sartlarda bir o

egrisi bulunamaz. Eger k;(s) = 0 ise

N (s) +uls)ki (s) = 1
Ms)ki (5) 4 (s) = 0

diferensiyel denklemleri elde edilir. Buradan

41wty
ki(s)=—1
olur. (3.2.41) denkleminde ¢t = [; k; (u)du degisken degistirmesi yapilirsa
d’u
EE =
az M

denklemi elde edilir. (3.2.42) nin genel ¢oziimii
u(t) =cre +ce" —1
veya

u(t) = ci(cosht + sinht) + c(cosht — sinht) — 1

seklindedir. Burada c1,cy € Rdir. ¢; +c¢p = A1 ve ¢ — c2 = Aj olarak alinirsa

u(t) = Ajcosht + Aysinht — 1

elde edilir. (3.2.45) de r = [ k1 (u)du degiskeni yerine yazilirsa

u(s) = Ay cosh ( /O slq(u)du) + Aosinh ( /0 k (u)du) 1

elde edilir. (3.2.46) dan

M(s) = —A;sink ( /O ' kl(u)du) _ Ascosh ( /O ' kl(u)du>

bulunur. Boylece

als) = {—Ammh( i (a ) Azcosh< Skl(u)du)] T

S

S
{Alcosh ( ki(u ) 4 Assinh ( kl(u)du> — 1} N
0 0
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seklindedir. Eger k3(s) = 0 ise 0 zaman

ki(s)A(s)+u/(s) =0, (3.2.49)
ka(s)u(s)+7v (s) =0,
bulunur. Buradan
ki (s)N (s) + 4" (5) = ka(s)Y (5) = O (3.2.50)

diferensiyel denklemi elde edilir. Burada k;(s) ve k(s) sifirdan farkl sabitlerdir. Eger
(3.2.49) ve (3.2.50) kullanilirsa ikinci mertebeden

u"(s) + (k3 (s) — ki (s) )u(s) = ku () (3.2.51)

diferensiyel denklemi elde edilir. (3.2.51) diferensiyel denklemi ¢oziiliirse

u(s) = clcOS\/(k%(s) —k3(s))s + czsin\/(k%(s) —k3(s))s + % (3.2.52)
ky(s) —ki(s)
elde edilir. Buradan A/ (s) + u(s)k; (s) = —1 denklemi kullanilirsa
_ (k)
A(s) = (k% 5wt 1) s (3.2.53)
ki(s)

. VB B (s)s (Czcos\/("5<s> —K(s))s + casiny (kB(s) - k%(s))s>

bulunur. ky(s)u(s) +7 (s) = 0 denklemi kullamlirsa

_ ki(s)
(TSR
ka(s)

VB(5) =K (5)s

(3.2.54)

_|_

(czcos\/(k% (s) —Kk2(s))s — cysin \/(k%(s) — k%(s))s)
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elde edilir. Boylece

B ki(s)
o) == (k%<s> )" 1) y

_ ki(s) o <czcos\/(k%(s) — k%(s))s—}—clsin\/(k%(s) - k%(s))s) T

VB -8
ki(s
+ (clcos\/(kg(s) — k%(s))s—i-CzSin\/(k%(s) —kj(s))s + k%(s)lf(]z%(s)) N

(3.2.55)
8w -k
kZ(S) CCOS k2 Ky —k2 s)s — c1sin k2 s _k2 MNs V1B
W(kg@_k%(s»s(z V06— cvsiny/ 0B ~Ki6)s ) 3

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.7. R‘l‘ uzaymndaki bir o timelike egrisinin {T,N,B,} ile gerilen alt uzayda

kalmasu icin gerek ve yeter sart ya ky(s) = 0 olmak iizere

als) = {—Alsinh ( /0 ' kl(u)du) — Ascosh < /O Sh(u)du))] T
+ [Alcosh < /0 Skl(u)du) + Aosinh ( /0 ey (1)) — 1)} N

veya ki (s), ky(s) stfirdan farkli sabitler olmak iizere

B ki (s)
o) == (k%<s> e 1) :

B ki (s) <czcos\/(k%(s) _k%(s))s—{—clsin\/ (k3(s) —k%(s))s>]T

\/ (k3(s) —ki(s))s
+ (% (B3(5) = K3(s)s + casiny/ <k%<s>—k?<S>>s+L)<s>)N

K3(s) — ki
g -186
+ ka(s) <CZCOS\/(k%(s) — k%(s))s — clsin\/(k%(S) - k%(S»S) 1B

VB(5) =K (s))s

seklinde olmasidtr.
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8.Durum Timelike bir o egrisinin {7, N,B,} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagl A, u ve y diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in
o(s) = A(s)T +u(s)N +y(s)Ba (3.2.56)
yazilabilir. (3.2.56) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa

o' (s) =(N(s) +u(s)k1 ()T + (M(s)ki (s) + 4/ (s))N (3.2.57)

+(u(s)ka(s) = Y(s)ks(5))B1 + ¥ (5)B2
elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

N (s) + uls)i (s) = 1,
A(s) (s) + 4 (s) =0,

Y (s) =0,
| 1(s)ka(s) —v(s)ks(s) = 0.

(3.2.58)

(3.2.58) den y(s) = c ve u(s) = c],zg; oldugu goriiliir. Bu ifadeler, A(s)k;(s) +4/'(s) =0

denkleminde kullanilirsa,

Jal)(5) ~ Kk (o)

A(s) = kl (s)k% 9 (3.2.59)
elde edilir. Boylece
o= ck3(s)k'2(s) — Ky(s)ka(s) Ck3(s) .
os) = ( I (s)k%(s) ) T+ ( kz(s)) N +cB; (3.2.60)

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.8. Bir o timelike egrisinin R‘f uzaymn {T,N,B,} ile gerilen alt uzayinda
kalmast icin gerek ve yeter sart ¢ sabit olmak iizere

oo Ck3(s)k’2(s) — Ky (s)ka(s) Ck3(s) .
) ( ki (s)k3(s) )”( kz<s>)N+ &

seklinde olmasidir.
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9.Durum Timelike bir o egrisinin {7, B, B, } tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagl A, u ve y diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in
o(s) = Ms)T +u(s)By +Y(s)B2 (3.2.61)
yazilabilir. (3.2.61) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa

o (s) =N ()T + (A(s)ky () — u(s)ka (s))N + (i (s) — Y(s)k3(s)) By (3.2.62)
+ (Y (5) +u(s)k3(s)) B

elde edilir. Buradan

] (3.2.63)

bulunur. (3.2.63) den A(s) = —s+c ve u(s) = klg g( s +c) yazilabilir. Eger
U (s) —y(s)ks(s) = 0 denklemi gdz Oniine alinirsa,

kils) Ky (s)ka(s) — ki (s)k5 (s)

Y(s) = — o)k ) BWRw) (—s+c) (3.2.64)
elde edilir. Boylece
afs) =(— s+c)T+< j B
k(s ki (s)ka(s) — ki (s)k5(s) Ceie
+( RETAE )+ BWR0) (—s+ )) B, (3.2.65)

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.9. R} uzayindaki bir o timelike egrisinin {T,By,By} ile gerilen alt uzayinda

kalmasi icin gerek ve yeter sart

ofs) =(— s+c)T+<kZ—E:3(—s—|—c) B
k) kke(s) —ki(s)k(s)
+( LG T kORE) +>)&

seklinde olmasidtr.
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10.Durum Timelike bir o egrisinin {N,B;,B,} tarafindan gerilen alt uzayda
kalmasi igin sartlar aragtirllacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A, u ve 7y difer-

ensiyellenebilir fonksiyonlari i¢in
a(s) = A(s)N +pu(s)B1 +7(s)B> (3.2.66)
yazilabilir. (3.2.66) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa
o/ (s) =Ms)kr ()T + (' (s) — p(s)ka(s))N (3.2.67)
+ (Ms)ka(s) + 4l (s) = ¥()k3(5))B1 + (¥ (s) +u(s)k3(5)) By
elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:
Ms)ki(s) = —1,
N (s) —u(s)ka(s) =0,
Ms)ka(s) + 4 (s) —¥(s)ks(s) =0,
| Y Huek(s) =0,
(32.68) den A(s) = — 15 ve p(s) = K0)  elde edili. Eger A(s)ka(s) + ¢/ (s) —

ka(s)ki (s)
Y(s)k3(s) = 0 denklemi goz 6niine alinirsa,

ka(s) ki (s)ka(s)ka(s) — Ky (5) (2K (s)ka(s) + ki (s)ks (5))

(3.2.68)

EETOTE EOBEME (269
elde edilir. Boylece
& —( 1 Ky (s)
o(s) =( ) )N + (—kz o) (S)) B, (3.2.70)
N (_ ka(s) | K{(s)ki(s)ka(s) — k) (s) (2K (s)ka(s) + K1 (S)k'z(s))> B,
ki(s)k3(s) k? (s)k%(s)kg (s)

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.10. R} uzayindaki bir o. timelike egrisinin {N,By,B,} ile gerilen alt uzayinda

kalmast icin gerek ve yeter sart

1 K (s)
W =CrmN T (kz<s>k%<s>) B
N <_ ka(s) K5k (s)kals) — K (5) (28, (s)ka(s) + Ky <s>k'2<s>>> N
a5k () 5Kk ()

seklinde olmasidtr.
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33 R‘f Uzayinda Farkl Frenet Catilar: icin Spacelike Egriler ve

Karakterizasyonlari

Bu boliimde R‘lt Minkowski uzayinda farkli Frenet catilar1 kullanilarak spacelike
o egrisinin bazi alt uzaylarda kalmasi icin gerek ve yeter sartlar arastirilacaktir. o, R‘lt
uzayinda {T,N,B;,B,} Frenet ¢atisi ile verilen bir spacelike egri olsun. o egrisinin bir
alt uzayda kalmas1 i¢in egrilik fonksiyonlar tiiriinden ifadesi elde edilmeye ¢alisilacaktir.
Incelenecek spacelike egriler i¢in kullanilacak catilardan bazilarim asagida verelim.

o egrisi R‘f uzayinda {T,N,B,B;} Frenet catisi ile verilen spacelike bir egri olsun.
N ve Bj spacelike vektorler olsun. Bu sartlarda o spacelike egrisinin asagidaki Frenet

denklemlerini saglayan sadece bir tek {7, N,B;, B, } Frenet ¢atisi vardir:

ViT = kN,

ViN = —kT+ksBi, (3.3.1)
ViBy = —kyN+k3By,

ViBy = k3B,.

Burada 7', N, B ve B; vektorleri karsilikli ortogonal vektorlerdir ve
(T,T)=(N,N)=(B1,B1) =1, (By,By) =—1 (3.3.2)

dir [14].
o egrisi R‘l1 uzayinda {T,N, B, B} Frenet catisi ile verilen spacelike bir egri olsun.
N spacelike ve By null vektorler olsun. Bu sartlarda o spacelike egrisinin asagidaki Frenet

denklemlerini saglayan sadece bir tek {7, N, B;, B, } Frenet gatis1 vardir:

VrT = kN,
VrN = —-kiT + kB, (3.3.3)
V1B = k3B,

VrBy = —kpN — k3B5.
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Burada 7', N, B ve B; vektorleri karsilikli ortogonaldir ve

(T, T)=(N,N) =(B1,B2) =1, (B1,B1)=(B2,B2)=0 (3.3.4)

(T,N) = (T,B)) = (T,B>) = (N,B}) = (N,B,) =0

dir [14].
o egrisi R‘ll uzayinda {T,N,B;,B,} Frenet ¢atis1 ile verilen spacelike bir egri ol-
sun. N ve By null vektorler olsun. Bu sartlarda o spacelike egrisinin asagidaki Frenet

denklemlerini saglayan sadece bir tek {7,N,B;, B, } Frenet gatis1 vardir:

ViT = kN,

ViN = kB, (3.3.5)
VB, = —kT +k3B>,

VrBy, = —ksN—kpBj.

Burada 7', N, B ve B, vektorleri kargilikli ortogonal vektorlerdir ve
(B1,B1) = (N,N) =0, (T,T)=(By,By) =1, (N,B;) =1 (3.3.6)
dir [14].

3.3.1 R‘ll Minkowski Uzayinda (3.3.1) Frenet catisi ile verilen Spacelike Egrilerin

Bazi Alt Uzaylarda Kalmas: Icin Karakterizasyonlar

Bu boliimde spacelike egrilerin R‘l1 uzayinin bazi alt uzaylarinda kalmasi icin gerekli
baz1 karakterizasyonlar arastirilacaktir. o, R‘l1 uzayinda {T,N,B;,B;} Frenet catisi ile
verilen bir egri olsun.

1L.Durum Spacelike bir o egrisinin {7, N} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirtlacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlari icin

o(s) = M(s)T + u(s)N (3.3.7)
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yazilabilir. (3.3.7) denkleminde s ye gore tiirev alimip (3.3.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
o (s) = (N (s) —u(s)k1 (s))T + (M(s)ky (s) + 4 (s))N + u(s)ks (s)By (3.3.8)
elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

N(s) —u(s)ki(s) =1,
M)k (s) — i/ (s) =0, (3.3.9)
u(s)ks(s) =0.

Eger u(s) = 01ise k;(s) = 0 ve A(s) = s+ ¢ olur. Boylece

a(s) = (s+¢)T (3.3.10)

seklindedir. Bu ise o nin bir spacelike dogru olmasini gerektirir. Eger k3(s) = 0 ve kj(s)

sifirdan farkli bir sabit ise
u (5) + 3 (s)u(s) +ki(s) =0 (3.3.11)

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden

u(s) = cicosky (s)s + casink (s)s — le@) (3.3.12)

ve
A(s) = cysink; (s)s — cacosky(s)s (3.3.13)
bulunur. Boylece

os) = (cysinky(s)s — cacosky (s)s)T + (cicosky (s)s + cosink; (s)s — %@))N (3.3.14)
1

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.1. Bir o spacelike egrisinin R‘l1 uzaymn {T,N} ile gerilen alt uzayinda
kalmasi icin gerek ve yeter sart ya O. nin R‘lL uzayinda bir spacelike dogru olmasi veya
k3(s) = 0 ve ki (s) sifirdan farkli bir sabit olmak iizere

1

os) = (c1sinky (s)s — cacoski (s)s)T + (cicosky (s)s + casinky (s)s — o)

N

seklinde olmasidtr.
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2.Durum Spacelike bir o egrisinin {7, B} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlari i¢in
o(s) =A(s)T + u(s)B; (3.3.15)

yazilabilir. (3.3.15) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
o (s) =N (s)T + (M(s)ky (s) — u(s)ka ()N + ' (5)By + u(s)ks (s)Ba (3.3.16)

elde edilir. Buradan
N(s)=1,
Ms)ki(s) — u(s)ka(s) =0,
H(s) =0,
u(s)ks(s) =0,

bulunur. Eger k3 = 0 ise u(s) = ¢z ve A(s) = s+ ¢ dir. Boylece

(3.3.17)

\

OC(S) = (S—l—Cl)T—l—CzBl (3.3.18)
olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.2. o egrisi R‘f de bir spacelike egri olsun. Eger o egrisinin ky(s) egriligi sifir
ise o egrisinin {T,B1} alt uzayinda kalmast icin gerek ve yeter sart c| ve ¢ birer sabit

olmak tizere
o(s) = (s+c1)T + 2B
seklinde olmasidir.

3.Durum Spacelike bir o egrisinin {7, B,} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlart icin

o(s) =A(s)T + u(s)B2 (3.3.19)
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yazilabilir. (3.3.19) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
o (s) = N (s)T +A(s)ky (s)N + u(s)ks(s)By + i (s)Ba (3.3.20)

elde edilir. Bu son esitlikten

(3.3.21)

bulunur. (3.3.21) den ki (s) = k3(s) =0, A(s) = s+c; ve u(s) = ¢ olur. Bdylece
o(s)=(s+c1)T + 2B (3.3.22)
olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.3. a egrisi R de bir spacelike egri olsun . Eger ki(s) = k3(s) = 0 ise o
egrisinin {T,B»} alt uzayinda kalmasi icin gerek ve yeter sart c| ve cy birer sabit olmak

lizere
o(s) = (s+c1)T + 2By
seklinde olmasidur.

4.Durum Spacelike bir o egrisinin {N,B;} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirtlacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlart icin
o(s) = A(s)N +u(s)B; (3.3.23)

yazilabilir. (3.3.23) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o' (s) == M(s)k1 ()T + (N (s) — u(s)ka(s))N

+ (M(s)k3(s) 44 ())B1 +u(s)k3 (s)Ba (3.3.24)
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elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

(3.3.25)

Eger u(s) = 01ise A(s) = —#(s) = sbt. olur. Boylece

olur. Eger k3(s) = 0ise A(s) = — 1 ve

p(s) = —2 (3.3.26)

elde edilir. Boylece

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.4. Bir o spacelike egrisinin R‘f uzaymin {N,B} ile gerilen alt uzaymnda

kalmasu icin gerek ve yeter sart ki (s) sifirdan farkli bir sabit olmak iizere

a(s) = (5
veya
_ ki (s)
) =CamN Gees®
olmasidr.

5.Durum Spacelike bir a egrisinin {N,B,} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlari icin

o(s) = A(s)N +u(s)Ba (3.3.27)
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yazilabilir. (3.3.27) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
o' (s) = —=AM(s)k1(s)T + X (s)N + (A(s)k3(s) +u(s)ks(s))B1 + +4'(s)B2  (3.3.28)

elde edilir. Bu son esitlikten

—A(s)ki(s) =1,
N(s)=0,
(3.3.29)
M(s)ks(s) +u(s)ks(s) = 0,
\ H(s) =0,
bulunur. (3.3.29) dan
A(s) = _kL(s) = sbt. (3.3.30)
1
ve
1
u(s) = G 0) = sbt. (3.3.31)
elde edilir. Boylece
1 1
ofs) = (—k1 ) )N + (k1 (s))B2 (3.3.32)

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.5. o egrisi R‘l1 de spacelike bir egri olsun. Eger ki (s) sifirdan farkl bir sabit

ise o egrisinin {N,B;} alt uzayinda kalmasu icin gerek ve yeter sart

afs) = ( N+ (——)B,

ki(s) ki(s)

seklinde olmasidur.

6.Durum Spacelike bir a egrisinin {B;,B;} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlar icin

o(s) = A(s)B1 +u(s)Ba (3.3.33)
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yazilabilir. (3.3.33) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
OL’(s) = —A(s)ka(s)N + (k’(s) +u(8)k3(s))By + (MA(s)k3(s) +,u/(s))B2 (3.3.34)

(3.3.34) den (T, T) = 0 oldugu goriiliir. Fakat o bir spacelike egri oldugundan bir celigki

elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.6. R‘l1 uzaymmin {B1,By} tarafindan gerilen alt uzayinda yatan bir spacelike

egrisi yoktur.

7.Durum Spacelike bir o egrisinin {7, N, B} } tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagl A, u and 7y diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in
o(s) = A(s)T + u(s)N +y(s)Bi (3.3.35)

yazilabilir. (3.3.35) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
oc’(s) :(k’(s) —u($)ky ()T + (M(s)k1(s) —y(s)k2(s) +,u’(s))N (3.3.36)
+ (u(s)ks (s) +7 (5))B1 +¥(s)ks (5) B

elde edilir. Buradan

N (s) —u(s)ki(s) =1,
As)ki(s) = y(s)ka(s) +4/(s) =

) (3.3.37)

u(s)ks(s) +7v (s) =0,

\ Y(s)ks(s) =0,

bulunur. Eger k3(s) = 0 ise y(s) = ¢ olur. (3.3.37) den

N (s) 4+ k3 (s)A(s) = cki(s)ka(s) (3.3.38)
diferensiyel denklemi elde edilir. Buradan
A(s) = cysinky (s)s + cocoski (s)s + k%() (3.3.39)
1(s
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bulunur. (3.3.39) esitligi (3.3.37) de yerine yazilirsa
1

u(s) = crky(s)cosky(s)s — caky (s)sinky (s)s — a0 (3.3.40)
elde edilir. Boylece
o(s) =(cysinky (s)s + cocosky (s)s + k%is) )T (3.3.41)
+ (c1ki(s)cosk (s)s — caky (s)sink; (s)s — %(s))N +c¢By

yazilir. Eger Y(s) = 0 ise iki durum ortaya ¢ikar: u(s) = 0 ise o zaman ki(s) = 0 ve

A(s) = s+ c olur. Boylece
o(s)=(s+¢c)T (3.3.42)

olur. Bu ise a egrisinin spacelike bir dogru oldugunu olmasini gerektirir. Eger k3(s) =0

ve ki (s) sifirdan farkl bir sabit ise o zaman
i (s) 4+ K3 (s)u(s) +ki(s) =0 (3.3.43)

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden

1
u(s) = cicosky (s)s + casink (s)s — (3.3.44)
ki(s)
bulunur. (3.3.37) ve (3.3.44) kullanilirsa
A(s) = cysink; (s)s — cacosky(s)s (3.3.45)

elde edilir. Boylece

os) = (cy1sinky(s)s — cacosky (s)s)T + (cicosky (s)s + cosink; (s)s — kL(s))N (3.3.46)
1

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.7. Bir o spacelike egrisinin R‘f uzaymn {T,N,B,} ile gerilen alt uzayinda

kalmasi icin gerek ve yeter sart

os) =(cysink (s)s + cocosky (s)s + %)T

+ (c1ki(s)cosk (s)s — caky (s)sink; (s)s —
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veya k3(s) = 0 ve ki (s) sifirdan farkl: bir sabit olmak iizere

1
ki(s)

o(s) = (c1sink; (s)s — cacosky (s)s)T + (cicosky (s)s + cosink; (s)s —

)N
ya da os) egrisinin spacelike bir dogru olmasidir.

8.Durum Spacelike bir o egrisinin {7, N, B, } tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A, u and 7y diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlar i¢in
a(s) = A(s)T +u(s)N +v(s)B2 (3.3.47)

yazilabilir. (3.3.47) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o (s) =N (s) —u(s)k1 (s))T + (M(s)ky (s) + 4/ (s))N (3.3.48)
+ (u(s)k3(5) +7 (ks (5))B1 +7 (5)By
elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:
N(s) —u(s)ki(s) =1,
M)k (s) +1/(s) =0,
u(s)ks(s) +7 (s)ks(s) =0,
\ Y (s) =0.

(3.3.49) den Y(s) = c ve u(s)ks(s) = 0 olur. Eger k3(s) =0 ise

(3.3.49)

A (s) +k3(s)A(s) =0 (3.3.50)
diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden
A(s) = cysink; (s)s + cacosky(s)s (3.3.51)

bulunur. (3.3.49) denklemi kullanilirsa

1

— 3.3.52
() ( )

u(s) = cicosky (s)s + casink (s)s —
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elde edilir. Boylece

o(s) =(cysinky (s)s + cocosky(s)s)T (3.3.53)

1
+ (c1cosky (s)s + cpsink; (s)s — ——)N +cB;

k1 (S)

olur. Eger u(s) = 0 ise ki(s) = 0 olacag1 agiktir. Bu durumda {T,N,B;} ile gerilen

altuzayda spacelike o egrisi yoktur. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.8. Bir o(s) spacelike egrisinin R uzaymn {T,N,B,} ile gerilen alt uzayinda

kalmasu icin gerek ve yeter sart k3(s) = 0 ve ki (s) sifirdan farkli bir sabit olmak iizere

o(s) =(cysinki(s)s+ cacosky(s)s)T

+ (c1cosky (s)s + cpsink; (s)s — )N +cB>

ki(s)

seklinde olmasidur.

9.Durum Spacelike bir o egrisinin tarafindan {7, By, B, } gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar aragtirllacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A, u and y diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlar1 i¢in
o(s) = Ms)T +u(s)B1 +Y(s)B2 (3.3.54)

yazilabilir. (3.3.54) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o/ () =N ()T + (M(s)k1 (s) — u(s)ka(s))N + (¢ (5) +Y(s)k3(s)) B (3.3.55)
+ (u(s)k3(s) +7 (5)) B
elde edilir. Buradan
N(s)=1,
M(s)ki(s) — u(s)ka(s) =0,

H (s) +¥(s)ks(s) = 0,
u(s)ks(s) +7 (s) =0

(3.3.56)

Y
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bulunur. (3.3.56) dan

A(s)=s+c (3.3.57)
ve
_ (s+c)ki(s)
u(s) = b)) (3.3.58)

elde edilir. Eger (3.3.57) ve (3.3.58) denklemleri (3.3.56) denkleminde yerine yazilirsa
_ ki(s)ka(s) + (s+ o)k} (s)ka(s) — (s+c)ki(s)k5 (s)

Y(s) PRRTER (3.3.59)
bulunur. Boylece
als) =G5+ 7+ (L ) (33,60
ki (s)ka(s) + (s +c)kj (s)ka(s) — (s +c)ki (5)ks (s)
" ( k3(5)2(s ) B2

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.9. Bir o spacelike egrisinin R} uzaymn {T,B1,By} ile gerilen alt uzayinda

kalmasi icin gerek ve yeter sart
a(s) =(s+ )T + (%) B,
N (lq (s)ka(s) + (s + )k} (s)ka(s) — (s + )k (s)k’z(s)) B,

seklinde olmasidir.

10.Durum Spacelike bir o egrisinin tarafindan {N,B;,B,} gerilen alt uzayda
kalmast i¢in sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A, u and v diferen-

siyellenebilir fonksiyonlar1 i¢in
ol(s) = A(s)N +u(s)B1 +7(s)B> (3.3.61)

yazilabilir. (3.3.61) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.1) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
o (s) = = A(s)ky ()T + (N (s) — u(s)k2(s))N (3.3.62)

+ (Ms)ks(s) +1 () +V(s)ks (5))B1 + (u(s)ks (s) +7 (5))B2
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elde edilir. Bu son esitlikten

A(s)ki(s) = —

N(s) ~ul)kals) =0, (33.63)
M)k (s) +4 (s) +(s)k ()=0,
\ u(s)k3(s)+7 (s) =
bulunur. (3.3.63) den

As) = k11(s> (3.3.64)

_ k(s
u(s) = o (Sl)kz B (3.3.65)

elde edilir. Eger (3.3.64) ve (3.3.65) denklemleri (3.3.63) denkleminde yerine yazilirsa

o) — L MOk W)~k OROkE 2K 0k oo

ki(s) k()3 (s)k3 (s)

bulunur. Boylece

os) :(—kll(s) )N + (ﬂ) B (3.3.67)

2
< 1 K (9)ki(s)ka(s) — ki (s)K] (s)ka(s) + 2K (S)kz(S)> B,
ki (s) ke (5)k5 (s)ks (5)

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.10. Bir o spacelike egrisinin R‘lt uzaymn {N,B1,B} ile gerilen alt uzayinda
kalmasu icin gerek ve yeter sart
1 s
os) =(— )N + ( (s )( )

ki (s) kz(S)) 5
1 K(9)ki(s)ka(s) — ki (s)ky (s)ka(s) + 2] (s)ka(s)
+<h@) )m

—

seklinde olmasidur.
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3.3.2 R‘ll Minkowski Uzayinda (3.3.3) Frenet catisi ile verilen Spacelike Egrilerin

Baz1 Alt Uzaylarda Kalmasi I¢cin Karakterizasyonlar

Bu boliimde spacelike egrilerin R‘l‘ uzayiin bazi alt uzaylarinda kalmasi icin gerekli
baz1 karakterizasyonlar arastirilacaktir. o, R‘lt uzayinda {T,N,B;,B;} Frenet catisi ile
verilen bir spacelike egri olsun.

1.Durum Oncelikle Spacelike bir o egrisinin {7, N} tarafindan gerilen alt uzayda
kalmast i¢in sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in
o(s) =A(s)T +u(s)N (3.3.68)

yazilabilir. (3.3.68) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.3) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
o/ (s) = (N (s) — u(s)k ()T + M)k () + 4 (5))N + u(s)ka(s) By (3.3.69)

elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

N (s) —u(s)ki(s) =1,
M)k (s)+ 4/ (s) =0, (3.3.70)
u(s)ka(s) = 0.

Eger u(s) = 0 ise ki (s) = 0 ve A(s) = s+ ¢ dir. Boylece
a(s) = (s+c)T (3.3.71)
seklindedir. Bu ise a egrisinin bir spacelike dogru olmasini gerektirir. Eger k»(s) = 0 ise
u"(s) + ki (s)u(s) +ki(s) =0 (3.3.72)

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢6ziimiinden

1
ki(s)

u(s) = cicosky (s)s+ cpsink; (s)s — (3.3.73)
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ve
A(s) = cysink; (s)s — cacosky (s)s (3.3.74)
bulunur. Boylece

o(s) = (c1sinky (s)s — cacosky (s)s)T + (cicosk (s)s + cosink; (s)s — %@)N (3.3.75)
1

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.11. Bir o spacelike egrisinin R‘l1 uzaymn {T,N} ile gerilen alt uzayinda
kalmasi icin gerek ve yeter sart ya o. egrisinin R‘ll uzayinda spacelike bir dogru olmasi

veya ky(s) = 0 olmak iizere

o(s) = (c1sinky (s)s — cacosky (s)s)T + (cicosky (s)s + cosink; (s)s — e

seklinde olmasidur.

2.Durum Spacelike bir o egrisinin {7, B} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlart i¢in
os) =A(s)T 4+ u(s)B; (3.3.76)

yazilabilir. (3.3.76) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.3) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
o (s) =N ()T +N(s)ky ($)N + (1 (s) + u(s)ks(s)) By (3.3.77)

elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:
N(s) =1,
A(s)ki(s) =0, (3.3.78)
4 (5) + ks (s)ua(s) = 0.
(3.3.78) denkleminden k; = 0 ve A(s) = s+ c olur. ¢/(s) +k3(s)u(s) = 0 diferensiyel

denkleminin ¢dziimiinden

u(s) = cel B35 (3.3.79)

49



bulunur. Boylece
a(s) = (s4¢)T + (ce/ 5()4), (3.3.80)
olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.12. Bir o spacelike egrisinin R‘]1 uzaymn {T,B,} ile gerilen alt uzayinda

kalmast icin gerek ve yeter sart ki (s) = 0 olmak iizere
o(s) = (s+¢)T + (cel )4) B,
seklinde olmasidtr.

3.Durum Spacelike bir o egrisinin {7, B} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlart i¢in
os) =A(s)T + u(s)B> (3.3.81)

yazilabilir. (3.3.81) denkleminde s ye gore tiirev alimip (3.3.3) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
o (s) =N (s)T + (M(s)ky (s) — u(s)ka(s))N + (¢ (5) — u(s)k3(s)) B2 (3.3.82)
elde edilir. Bu son esitlikten

N(s)=1,
A(s)ki(s) — u(s)ka(s) =0, (3.3.83)
1 (s) —u(s)ks(s) =0,

bulunur. (3.3.83) den A(s) =s+c ve u(s) = (s+c) 1128 olur. Boylece

afs) = (s+c)T + ((s+c)]28>32 (3.3.84)

olup asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.3.13. Bir o spacelike egrisinin R‘;' uzaymun {T,B,} tarafindan gerilen alt uza-

vda kalmast icin gerek ve yeter sart

afs) = (s+c)T + ((s—l—c) ’28) B>

seklinde olmasidir. Burada k1, ky ve k3 egrilik fonksiyonlari her s icin
ki (s)ka(s) + (s + ) [Ka(s) + Ky (s)ka(s) — k1 (s)ka(s)k3 (s)] = O
denklemini saglar.

4.Durum Spacelike bir o egrisinin {N,B;} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirtlacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlari icin
o(s) = A(s)N +u(s)By (3.3.85)

yazilabilir. (3.3.85) denkleminde s ye gore tiirev alimip (3.3.3) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
o (s) = —A(s)k1 ()T + N ()N + (M(s)ka(s) + 1 (s) +u(s)k3(s)) By (3.3.86)

elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

N(s)=0, (3.3.87)
A(s)ka(s) + 4 (s) +u(s)ks(s) = 0.
(3.3.87) denkleminden A(s) = —ﬁ ve ki (s) = sbt. oldugu goriiliir. (3.3.87) den
_ ka(s) _
_ = [ks(s)ds 2 S k3(s)ds
u(s) =e ( i (s) (s)e ds) (3.3.88)
elde edilir. Boylece
1 _ ka(s) _
- _ S k3 (s)ds 2 S ka(s)ds
o9 =g+ o7 ([ e )|

olup asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.3.14. Bir o spacelike egrisinin R‘ll uzaymn {N,B,} ile gerilen alt uzayinda

kalmast icin gerek ve yeter sart

N+ [e—fk3<s)ds ( ’Q_(S)e—m(s)dsds)} B,
ki(s)

1
os) = _kl B

seklinde olmasidur.

5.Durum Spacelike bir a egrisinin {N,B,} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlart i¢in
o(s) = A(s)N +u(s)Ba (3.3.89)

yazilabilir. (3.3.89) denkleminde s ye gore tiirev aliip (3.3.3) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o (s) = —A()k1 ()T + (X (5) — p(5)ka(s))N +A(s)ka (s)B1 + (¢ (5) — u(s)k3(s5)) B

(3.3.90)
elde edilir. Buradan
—M(s)ki(s) =1,
N(s)— ka(s) =0,
(5) =l )ka(s) .
A(s)ka(s) =0,
) (ks (s)
bulunur. (3.3.91) den k(s) =0 ve
1
A(s) he) sbt. (3.3.92)
elde edilir. (3.3.91) denkleminden
u(s) = el k3(0)ds (3.3.93)
bulunur. Boylece
1
— (= [ks(s)ds
ofs) = ( a0 )N+ (e )B> (3.3.94)

olup asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.3.15. Bir o spacelike egrisinin R‘ll uzaymin {N,B,} ile gerilen alt uzayinda

kalmast icin gerek ve yeter sart ky(s) = 0 ve ki (s) = sbt. olmak iizere

)N + (¢! 3(9)45) g,

ofs) = (=

ki(s)

seklinde olmasidur.

6.Durum Spacelike bir a egrisinin {B;,B;} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlar1 i¢in
o(s) = A(s)B; +u(s)Bs (3.3.95)

yazilabilir. (3.3.95) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.3) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
o/ (s) = —u(s)ka ()N + (N (5) +A(5)k3(5))B1 + (i (s) — u(5)ks(s)) B2 (3.3.96)

elde edilir. Bu son esitlikten

=]

Y

—p(s)ka(s) =
N (s)+A(s)ks(s)
 (s) — u(s)ks(s)

(3.3.97)

?

0
=0

Y

bulunur. (3.3.96) ve (3.3.97) den (7,T) = 0 oldugu goriiliir. Fakat o bir spacelike egri

oldugundan bir ¢eligki elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.16. R‘l‘ uzaymun {By, By} tarafindan gerilen alt uzayinda kalan bir spacelike

egri yoktur.

7.Durum Spacelike bir o egrisinin {7, N, B} } tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A, u ve v diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in

o(s) = M(s)T +u(s)N +Y(s)B (3.3.98)
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yazilabilir. (3.3.98) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.3) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o' () =(N(s) = u(s)k1 ()T + (M(s)ka (s) +(5))N

+ (u(s)ka(s) +7 (s) +v(s)ks(5))Bi
elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

N (s) —u(s)ki(s) =1,
A(s)ki(s) +1/(s) =0,
(s (5) +F (5) (5 ks (s) = .

Burada eger ki (s) = sbt. ise
u"(s) + ki (s)u(s) +ki(s) =0
diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimiinden
u(s) = cicosky (s)s + casink; (s)s —
bulunur. (3.3.100) ve (3.3.102) kullanilirsa
A(s) = c1sink; (s)s — cacoski (s)s

bulunur. (3.3.100) denkleminden

ki(s)

(3.3.99)

(3.3.100)

(3.3.101)

(3.3.102)

(3.3.103)

Y(s) = —e_fk3(s)ds/efk3(“)dsk2(s) <clcosk1 (8)s+ cosink; (s)s — kL()) ds (3.3.104)
1(s

elde edilir. Boylece

os) =(cysink|(s)s — cpcosky (s)s)T + (cicosky (s)s + casink; (s)s —

1S )N (3.3.105)

+ {—e_f]g(s)ds/efk3(s)dsk2(s) (clcoskl (8)s+ cosink; (s)s — kL(s)} ds] B,
1

olup asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.3.17. Bir o spacelike egrisinin R‘lt uzaymun {T,N,By } ile gerilen alt uzayinda

kalmast icin gerek ve yeter sart ki (s) = sbt. olmak iizere

o(s) =(cysinki(s)s — cacosky(s)s)T + (cicosky (s)s + casink (s)s — kL())N
1(s
+ [—e_fk3(s)ds/efk3(s)dsk2(s) (clcoskl (s)s + casinky(s)s — z t )) ds] B
1S

seklinde olmasidur.

8.Durum Spacelike bir o egrisinin {7, N, B, } tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A, u ve 7y diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in
o(s) = Ms)T +u(s)N+y(s)B2 (3.3.106)

yazilabilir. (3.3.106) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.3) Frenet denklemleri kul-
lamilirsa
o' (s) =(N'(s) = u()k1 ()) T + (M(s)kr (5) + 4 (5) = V(s)ka(s))N (3.3.107)
o (u(s)ka())B1 + (Y (5) = ¥(s)ks(5)) B2

elde edilir. Buradan

N(s) —u(s)ki(s) =1,
Ms)ki(s)+ 4 (s) = ¥(s)ka(s) =0,

) (3.3.108)
v (5) = V(s)ks(s) =0,
\ (s (s) = 0
bulunur. (3.3.108) den eger ky(s) = 0 ve ki (s) = sbr. ise
u’(8) + k3 (s)u(s) + ki (s) =0 (3.3.109)
diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimiinden
. 1
u(s) = cisinky (s)s + cacosky (s)s — —— (3.3.110)
ki(s)
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elde edilir. (3.3.108) ve (3.3.110) denklemleri goz Oniine alinirsa
A(s) = cy1sink; (s)s — cacoski (s)s (3.3.111)
ve
Y(s) = el B3l (3.3.112)
bulunur. Boylece
o(s) =(cysinky(s)s — cocosky (s)s)T + (cysinky (s)s + cacosk (s)s — %(S))N (3.3.113)
+ (el s()ds)p,
olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.18. Bir o spacelike egrisinin R‘lL uzaymin {T,N,B,} ile gerilen alt uzayinda

kalmast icin gerek ve yeter sart

os) =(cysinky (s)s — cocosky(s)s)T + (c1sink; (s)s + cocosky (s)s —

ki(s)
+ (efk3(s)dS)Bz

seklinde olmasidir. Burada egrilik fonksiyonlart
ka(s) = (s + ) [k3(s) — ka(s)k3(s)] = 0
denklemini saglar.

9.Durum Spacelike bir o egrisinin {7, By, B, } tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A, u ve 7y diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in
a(s) = A(s)T +u(s)By +¥(s)Ba (3.3.114)

yazilabilir. (3.3.114) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.3) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o () =N ()T + (Ms)ki (s) — V(Do ()N + (W (5) +u(s)hs(s)B1 (33.115)

!/

+ (7 (s) = ¥(s)ks(s)) B2
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elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

.

N(s) =1,
A(s)k — k =0,
(5)ka (5) = 1(s k) 53116
H (s) +u(s)ks(s) = 0,
| Y5 —Yska(s) =0
Buradan
As)=s+c (3.3.117)
olur. Eger (3.3.116) ve (3.3.117) denklemleri kullanilirsa
(s +c)ki(s)
= 3.3.118
Y(s) () ( )
elde edilir. (3.3.116) denkleminden
p(s) = e TRs(s)ds (3.3.119)
bulunur. Boylece
ofs) = (s+¢)T + (e~ TR0)ds)p, (%) B (3.3.120)
2

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.19. Bir o spacelike egrisinin R‘f uzaymn {T,B1, B} ile gerilen alt uzayinda

kalmast icin gerek ve yeter sart

a(s) = (s+c)T + (e T b))y 4 (%) B

seklinde olmasidir. Burada egrilik fonksiyonlart
ki(s) + (s +c)[ky (s) — ki (s)ka(s) — ki1 (s)ks(s)] = 0

denklemini saglar.
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10.Durum Spacelike bir o egrisinin {N,B;,B,} tarafindan gerilen alt uzayda
kalmasi igin sartlar aragtirllacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A, u ve 7y difer-

ensiyellenebilir fonksiyonlari i¢in
o(s) =A(s)N+u(s)By +Y(s)B2 (3.3.121)

yazilabilir. (3.3.121) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.3) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
o (s) = = A(s)k1 ()T + (X (s) —y(s)k2(s))N (3.3.122)
+ (Ms)a(s) + 1 (5) + (s)ls (s))B1 + (¥ (s) = V(s)ks (s)) B2
elde edilir. Bu son esitlikten

—A(s)ki(s) =1,
N (s) = v(s)ka(s) =0,

(3.3.123)
Ms)ka(s) + 4 (s) +p(s)ks(s) = 0,
| YO —1k(s) =0,
bulunur. (3.3.123) den
A(s) 1 (3.3.124)
S) = — e
kl (S)
olur. (3.3.123) ve (3.3.124) denklemleri kullanilarak
ki (s)
§)= —1 7 (3.3.125)
Y B ()
elde edilir. (3.3.123) denkleminden
pu(s) = e TRs()ds ( / oJHats)aska(s) ds> (3.3.126)
ki(s)

bulunur. Boylece

os) = (——— W + {e—fkswds ( / efk3<s>ds’z_gds)] Bit <k%(kl)—(kz>()> B

(3.3.127)

olup asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.3.20. Bir o spacelike egrisinin R‘f uzaymn {N,B1,B,} ile gerilen alt uzaymnda

kalmast icin gerek ve yeter sart

oL {efkmds ( / efk3<s>dskj_8ds)] Bi+ (k%("g—ﬁcj()) B

seklinde olmasidir. Burada o min egrilik fonksiyonlart

afs) = (=

K ()3 (s) — ki (5) k5 ()7 (5) -+ 2k1 () (5) — K3 (5)ka (5)] = O

denklemini saglar.

3.3.3 R‘l‘ Minkowski Uzayinda (3.3.5) Frenet catisi ile verilen Spacelike Egrilerin

Bazi Alt Uzaylarda Kalmas: Icin Karakterizasyonlar

Bu boliimde spacelike egrilerin R‘l1 uzayinin bazi alt uzaylarinda kalmasi icin gerekli
bazi karakterizasyonlar arastirilacaktir. o egrisi, R‘]t uzayinda {T,N,B,B;} Frenet catist
ile verilen spacelike bir egri olsun.

L.Durum Spacelike bir o egrisinin {7, N} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirtlacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlart icin
os) =A(s)T +u(s)N (3.3.128)

yazilabilir. (3.3.128) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.5) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
o (s) =N (s)T + (M(s)k1(s) + 4/ (s))N + u(s)k2(s) B2 (3.3.129)

elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

N(s)=1,
As)ki(s)+/(s) =0, (3.3.130)
u(s)ka(s) =0.
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Eger u(s) = 01ise k1 (s) = 0 ve A(s) = s+ ¢ olur. Buradan
o(s)=(s+c)T (3.3.131)

dir. Bu ise o egrisinin spacelike bir dogru olmasini gerektirir. Eger k»(s) = 0 ise o zaman

u(s) = — [(s+c)ki(s)ds bulunur. Boylece
ofs)=(s+c)T — (/(s+c)k1 (s)ds) N (3.3.132)
olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.21. Bir o spacelike egrisinin R‘f uzaymun {T,N} ile gerilen alt uzayinda
kalmas icin gerek ve yeter sart ya o. egrisinin bir spacelike dogru olmast veya ky(s) = 0

olmak iizere
als) = (s+¢)T — ( / (s+ )k (s)ds) N
seklinde olmasidur.

2.Durum Spacelike bir o egrisinin {7, B} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlart icin
o(s) = A(s)T +pu(s)B; (3.3.133)

yazilabilir. (3.3.133) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.5) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
o' (s) = (M (s) —u($)k1 ()T +A(s)ki (s)N + 4/ (s)B1 + u(s)kz(s)B2 ~ (3.3.134)

elde edilir. Bu son esitlikten

(3.3.135)
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bulunur. A(s)k;(s) = 0 denklemi goz Oniine alinirsa eger A(s) = 0 ise o zaman u(s) =

_lqlﬁ = sbt. ve k3(s) = 0 olur. Boylece

1

=06

B (3.3.136)
seklindedir. Eger k;(s) = 0 ve u(s) = 0 ise A(s) = s+ c olur. Boylece
o(s)=(s+¢c)T (3.3.137)

seklindedir. Bu ise o egrisinin spacelike bir dogru olmasini gerektirir. Eger

ki(s) = k3(s) = 0 ise o zaman u(s) = ¢, ve A(s) = s+ ¢; bulunur. Boylece
o(s) = (s+c1)T + 2B (3.3.138)
olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.22. Bir o spacelike egrisinin R‘l1 uzaymn {T,B,} ile gerilen alt uzayinda

kalmast icin gerek ve yeter sart ya k3(s) = 0 olmak iizere

B 1
ki(s)

veya o nin spacelike bir dogru olmast yada ki (s) = k3 (s) = 0 olmak iizere

0(.(8) = B
o(s) = (s+c1)T + 2By
seklinde olmasidtr.

3.Durum Spacelike bir o egrisinin {7, B} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlart i¢in
o(s) = A(s)T + u(s)Ba, (3.3.139)

yazilabilir. (3.3.139) denkleminde s ye gore tiirev alimip (3.3.5) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o (s) =N ()T + (A(s)k1(s) — u(s)ks (s))N — u(s)ka(s)By + 4/ (s)B2  (3.3.140)

61



elde edilir. Buradan
M(s) =1,
Ms)ki(s) — u(s)ks(s) =0,
u(s)ka(s) =0,
H(s) =0,

(3.3.141)

\

olur. Yukaridaki tigiincii denklemden eger u(s) = 0 ise o zaman A(s) =s+c ve ki (s) =0

olur. Boylece
o(s)=(s+c)T (3.3.142)

seklindedir. Bu ise o nin spacelike bir dogru olmasini gerektirir. Eger k»(s) = 0 ise o

zaman A(s) = s+ ¢ ve u(s) = ¢z olur. Boylece
o(s)=(s+c1)T + 2B (3.3.143)
olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.23. R‘lt uzaywmdaki bir o spacelike egrisinin {T,B,} ile gerilen alt uzayinda
kalmasi icin gerek ve yeter sart ya O. nin R‘l1 uzaywmda spacelike bir dogru olmasi veya

ka(s) = 0 olmak iizere

o(s) = (s+c1)T + 2B

olmasidir. Burada egrilik fonksiyonlart 2—8 = HC-_Zq denklemini saglar.

4.Durum Spacelike bir o egrisinin {N,B;} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlari i¢in
a(s) = A(s)N +u(s)B (3.3.144)

yazilabilir. (3.3.144) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.5) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o (s) = —u(s)k (s)T + X (s)N 41/ (s)By + (A(s)k2(s) +u(s)ks(s))B2  (3.3.145)
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elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

—p(s)ki(s) =1,
N(s)=0,
(3.3.146)
H(s) =0,
M(s)ka(s) +u(s)ks(s) =0
Buradan A(s) = c1 ve u(s) = —#(S) = ¢ olur. Boylece
1

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.24. Bir o spacelike egrisinin R‘ll uzaymn {N,B,} ile gerilen alt uzayinda

kalmasi icin gerek ve yeter sart

os) =cN—

ki(s)

seklinde olmasidir. Burada egrilik fonksiyonlari c1ky(s) + c2k3(s) = 0 denklemini saglar.

5.Durum Spacelike bir o egrisinin {N,B;} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlart icin
o(s) = A(s)N +u(s)Ba (3.3.148)

yazilabilir. (3.3.148) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.5) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa
o (s) = (W(s) —u(s)ks(s))N — u(s)ka(s)B1 + (M(s)ka(s) + 4/ (s))B2  (3.3.149)

o spacelike bir egri oldugundan, (3.3.149) goz 6niine alindiginda bir celigki ortaya ¢ikar.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.25. R‘I‘ uzaymin {N,B,} ile gerilen alt uzayinda yatan bir spacelike egri

yoktur.
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6.Durum Spacelike bir a egrisinin {B;,B;} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlari i¢in

o(s) = A(s)B1 +u(s)B2 (3.3.150)

yazilabilir. (3.3.150) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.5) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o (s) = —A(s)ky ()T — u(s)ks (s)N + (X' (s) — u(s)ka(s))B1 + (A(s)k3(s) + i (s X3B33.151)
elde edilir. Buradan

—A(s)ki(s) =1,

ka(s) =0,
Hls)ka(s) (3.3.152)
N (s) —u(s)ka(s) =0,
| Ms)ks(s) +4/(s) =0,
bulunur. Yukaridaki ikinci denklemden e8er u(s) = 0 ise o zaman A(s) = —ﬁs) olur.
Boylece
1
ofs) =— B 3.3.153
(s) PO ( )
seklindedir. Eger k3(s) = 0 ise u(s) = zkll W) _ spr dir. Boylece
ki (s)ka (s)
1 K (s)
= (- Bi+(——-—)B 3.3.154
=8P e G319

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.26. Bir o spacelike egrisinin R‘f uzaymn {By,B;} ile gerilen alt uzayinda

kalmasi icin gerek ve yeter sart

1
ofs) = )
veya k3(s) = 0 olmak iizere
o) = (P

seklinde olmasidtr.
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7.Durum Spacelike bir o egrisinin {7, N, B} } tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagl A, u ve y diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in

o(s) = A(s)T 4 u(s)N +Y(s)B, (3.3.155)

yazilabilir. (3.3.155) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.5) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o' (s) =(N(s) = V(s)k1 (5))T + (M(s)k1 () + 4/ (5))N
+ (5)B1 + (u(s)ka(s) +Y(s)k3(s) ) Ba (3.3.156)
elde edilir. Bu son esitlikten
N(s) =v(s)ki(s) =1,
A(s)ki(s) + 4l (s) = 0,

Y (s) =0,
u(s)ka(s) +v(s)ks(s) =0,

(3.3.157)

olur. Bu denklemlerden y(s) = ¢; = sbz. oldugu goriiliir. Eger u(s)ka(s) +y(s)ks(s) =0

denklemi kullanilirsa u(s) = —0128 elde edilir. A(s)ki(s) + ¢/ (s) = 0 denkleminden

ks (ko (5)—k3 (8)KS (s
A(s) = ¢y 3(5) /iﬁ((?v)ki(v)) 2(5)

olur. Boylece

o(s) = (clkg(s)"z(” — ks (S)k’z(s)) - ( ()

k%(s)kl 9 c F(S)) N+c1Bg (3.3.158)

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.27. Bir o spacelike egrisinin R‘f uzaymun {T,N,By} ile gerilen alt uzayinda

kalmasu icin gerek ve yeter sart c| sabit olmak tizere

_ (. Rs)ka(s) —ks(s)ka(s)\ .. ([ Ks(s) -
as) = ( 1 () (5) )T ( lkz(s))N+ 1B1

seklinde olmasidur.
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8.Durum Spacelike bir o egrisinin {7, N, B, } tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagl A, u ve y diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in

(s) = A(s)T 4 u(s)N +Y(s)B2 (3.3.159)

yazilabilir. (3.3.159) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.5) Frenet denklemleri kul-
lanilirsa

o' (s) =N ()T + (M(s)k1(s) + 4 (s) —Y(5)k3(s))N +¥(s)k2(s)B1
+ (Y (5) +u(s)ka(s)) B (3.3.160)

elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

(

N(s)=1,
A(s)ki(s) +4'(s) —¥(s)ks(s) =0, (33.161)
Y(s)ka =0,
| YO aka(s) =0
Buradan A(s) = s+ c olur. Eger y(s) = 0 ise
u(s)ka(s) =0 (3.3.162)

denklemleri elde edilir. (3.3.162) den eger u(s) = 0 ise 0 zaman A(s) =s+c; ve ki(s) =0

olur. Boylece
o(s) = (s+c1)T (3.3.163)

seklindedir. Bu ise o nin spacelike bir dogru olmasini gerektirir. Eger k»(s) = 0 ise o

zaman

u(s) = —/(s+c1)k1 (s)ds+ca (3.3.164)
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bulunur. Boylece

o(s) = (s+c1)T+ (—/(H—cl)kl (s)ds+cz) N (3.3.165)

seklindedir. (3.3.162) den eger k3 (s) = 0 ise o zaman Y(s) = ¢ ve u(s) = ¢z [k3(s)ds —
J k1(s)(s+c1)ds + ¢ bulunur. Boylece

o(s)=(s+c1)T + (Cz/k3 (s)ds— /lq (s) (s+c1)ds+c> N+cBy,  (3.3.166)
olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.28. Bir o spacelike egrisinin R‘lt uzaymn {T,N,B,} ile gerilen alt uzayinda
kalmasi icin gerek ve yeter sart ya O. nin R‘f uzayinda spacelike bir dogru olmasi veya

ka(s) = 0 olmak iizere
o(s)=(s+c))T+ (—/(s+cl)k1(s)ds+cz) N
veya
o(s)=(s+c1)T+ <cz/k3(s)ds - /k1 (8)(s+ cl)ds—l—c) N+cB;
seklinde olmasidur.

9.Durum Spacelike bir o egrisinin {7, By, B, } tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A, u ve v diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in

os) = A(s)T +u(s)B1 +7(5) B2 (3.3.167)

yazilabilir. (3.3.167) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.5) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o () =(W () — (k1 ()T + (Ms )i (s) = Y(s)ks (5) )N (3.3.168)

+ (u (s) = Y(s)ka(s))B1 + (u(s)ks(s) +7 (s))Ba
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elde edilir. Buradan

N(s) —u(s)ki(s) =1,

A(s)ki(s) —¥(s)ks(s) =0, (3.3.169)
1 (s) —¥(s)ka(s) =0,
p(s)ks(s) +7 (s) =0,

elde edilir. Yukaridaki birinci denklemden % + il—(s)yl (s) = 1 bulunur. Bu son esitlikten
3(5)
d ks(s) ki(s) dy(s)
— = 3.3.170
ds(lq (s)’Y(S)> * k3(s) ds ( )
elde edilir. (3.3.170) de t = [ ggzgdu degisken degistirmesi yapilirsa
dy(r)
2——= =1 3.3.171
It ( )

bulunur. (3.3.171) denkleminin ¢6ziimiinden y(r) = 5 + ¢ elde edilir. Son esitlikte
k3 (u)

=) 5w du yerine yazilirsa
1 [5k;s (S)
§) == ds+c 3.3.172
bulunur. Eger (3.3.172) denklemi (3.3.169) da yerine yazilirsa u(s) = —#(s) ve
k3 (S) (1 S ks (S) >
Als) = = ds+c 3.3.173
=) \2Jo Ti(s) (33-173)

elde edilir. Boylece

_k3(S) L[S ks(s) 1 L[S ks(s)
G@—EG(EOh®w+QT—%wfﬁ(§Oh®w+0&@&mo

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.29. Bir o spacelike egrisinin R‘l1 uzaymmn {T,B1, By} ile gerilen alt uzayinda
kalmast icin gerek ve yeter sart

_ka(s) (1 [Sks(s) 1 L[S ks(s)
Ot(s)—#(s)(i A ki(s)ds+c)T_2k1(s)Bl+<§ A k?(s)ds—l—c)Bg

seklinde olmasidtr.
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10.Durum Spacelike bir o egrisinin {N,B;,B,} tarafindan gerilen alt uzayda
kalmasi igin sartlar aragtirllacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A, u ve 7y difer-

ensiyellenebilir fonksiyonlari i¢in
o(s) = Ms)N +u(s)B1 +v(s)B (3.3.175)

yazilabilir. (3.3.175) denkleminde s ye gore tiirev alinip (3.3.5) Frenet denklemleri kul-

lanilirsa

o (s) = — u(s)ki ()T + (N (5) =Yk (s)N + (1 () ~Y()ka(s))B1 (3.3.176)
+ (Ms)ka(s) +a(s)ka(s) +7 (5))B2
elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

( —u(s)ki(s) =1,

N (s) —Y(s)ks(s) = 0

4 (5) = Y(s)ka(5) = 0.

A(s)ka(s) +u(s)ks(s) +7 (5) = 0.
Ky (s)

I (s)ka (s)

)

(3.3.177)

\

Buradan u(s) = —#(s) yazilabilir. y(s) =

denklemi g6z Oniine alinirsa
ka(s) K (s)ki(s)ka(s) — k) (s)(2k

denklemi ve (3.3.177) nin dordiincii

(s)ka(s) +ki(s)k; (s))

B ’1
M) = e kb) GO0 (3.3.178)
elde edilir. Boylece
o ka(s) K (9ki(s)ka(s) — Ky (5) (k) (s)ka(s) + ki (s)k) (s))
ols) = (m (ka(s) (a(9)ka(5))? ) N @3179)
1 K (s)
&2 Ehae

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.30. Bir o spacelike egrisinin R‘l1 uzaymun {N,B1,B} ile gerilen alt uzayinda

kalmasi icin gerek ve yeter sart

k) EkOke) K6 K0k k)
ols) = (/q (eals) (a(5)ka(5))? )N
1 Ky (s)
— (kl(s) )Bl -+ (m)BZ

seklinde olmasidur.
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34 R‘f Uzayinda Inclined Null Egriler

o egrisi R‘ll uzayinda {T,N, B}, B, } Frenet gatis1 ile verilen null bir egri olsun. N null
vektor ve By spacelike vektor olsun. Bu durumda o null egrisinin agagidaki denklemleri

saglayan tek bir {T,N,B;,B,} Cartan ¢atis1 vardir.

VeT = kB,

ViN = kB +ksBy, (3.4.1)
VrBi = —kT —kN,

VrBy = —ksT,

dir [20]. Burada T, N, By and B, karsilikli ortogonal vektorleri asagidaki denklemleri

saglar:
<T7N> = <BlaB1> = <827BZ> =1, <T7T> = <N7N> =0. (3.4.2)

Teorem 3.4.1. o0 = ou(s) egrisi R‘l1 uzaywmda bir null egri olsun. o egrisinin bir inclined

egri olmasi icin gerek ve yeter sart egrilik fonksiyonlarinin
d 1 d 1 d ki(s) ki(s) d (ki(s)
e e ) | B =0
ds | ka(s)ds \ k3(s) ds ka(s) ka(s) ds \ ka(s)

diferensiyel denklemini saglamasidir.

Ispat. o egrisi R‘l1 uzayinda bir null egri olsun. U vektorii bir sabit spacelike vektor olmak

tizere inclined egri tanimindan
(T,U) = cos® (3.4.3)
yazilabilir. Her iki tarafin tiirevi alinirsa,
ki(s)(B1,U) =0 (3.44)
elde edilir. Buradan B LU oldugu goriiliir. Boylece U vektorii

U=u(s)T +ux(s)N+u3(s)B2 (3.4.5)
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seklinde yazilabilir. Burada u;, 1 < i < 3 olacak sekilde keyfi fonksiyonlardir. (3.4.5)

denkleminin tiirevi alinip Frenet denklemleri kullanilirsa,

0= (u(s) —u3(s)ks(s))T +uz (s)N + (1 (s)k1 (5) + u2(s)ka(5)) B1 + (ua(s)k3(s) +uz(s)) B2

(3.4.6)
elde edilir. (3.4.6) denkleminden
4
uh(s) =0,
$)ki(s)+ua(s)ka(s) =0,
uy (s)ki(s) +uz(s)ka(s) (3.47)
uy(s) —uz(s)ks(s) =0,
uz(s)ks(s) +uz(s) =0,
denklemleri elde edilir. Buradan
up(s) =c = sbt, (3.4.8)

ui(s) =—c ( = (3.4.9)

ve
d /
40) o (s)us(s) (3.4.10)
ds
bulunur. Bu son esitlikten u (s) = — k;(S) j—s(ggg) oldugu goriiliir. u3(s) in tiirevi alinirsa
d
”;Es) = —ks(s)c (3.4.11)

dir. Bu esitlikte u3(s) nin degeri yerine yazilirsa

d 1 du(s) ki(s)
— — | =k3(s)—= 3.4.12
ds <k3 (s) ds > 3<S>k2(s) i (s) ( )
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,
d 1 d ki(s)
7 <k3(s) dsul(S)) 3(S)k2(s)ul(s) ( )
diferensiyel denklemi elde edilir. (3.4.13) denkleminde u; (s) yerine yazilirsa
d 1 d 1 d ki(s) ki(s) d [ki(s)
= = - — =0 3.4.14
ds {kg(s) ds (kg(s) ds(kz(s) ))] + ka(s) ds \ ka(s) ( )
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bulunur. Tersine, U sabit vektori ise

L) Ok k() |
U= { kl(s)T+ N + k%(s) ) Bz} 0 (3.4.15)

seklindedir. Gercekten U vektoriiniin tiirevi alinirsa

du

— =0 3.4.16
15 ( )

oldugu goriiliir. O halde o egrisi inclined bir null egridir. O]
3.5 R‘lt Uzayinda Inclined Null Cartan Egriler

oL egrisi R‘lt uzayinda {T,N, B}, B;} ile verilen Cartan ¢atili bir null egri olsun. N null
vektor ve By spacelike vektor olsun. Bu durumda o null egrisinin agagidaki denklemleri

saglayan tek bir {7,N,B;,B,} Cartan ¢atis1 vardir [20].

viT = By,

ViN = kiBi+kBs, (3.5.1)
VrBi = —kT—N,

ViBy = —kT.

T, N, B and B; karsilikli ortogonal vektorleri asagidaki denklemleri saglar:
(T,N) = (B1,B1) = (B2,B2) =1, (T,T)=(N,N)=0. (3.5.2)

Teorem 3.5.1. o = au(s) egrisi R‘ll uzaymda Cartan ¢atilt bir null egri olsun. o egrisinin

bir inclined egri olmasi icin gerek ve yeter sart egrilik fonksiyonlarinin

i oo (o) Hh9 =0

diferensiyel denklemini saglamasidir.

Ispat. o egrisi R‘f de Cartan ¢atili bir inclined null egri olsun. Bu durumda

(T,U) = cos® (3.5.3)
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seklindedir. Burada U vektorii sabit bir spacelike vektordiir. Her iki tarafin tiirevi alinirsa,
(B1,U)=0 (3.5.4)

elde edilir. Buradan B LU oldugu goriiliir. Boylece U vektorii
U =ui(s)T +uz(s)N +u3(s)B> (3.5.5)

seklinde yazilabilir. Burada u;, 1 < i < 3 olacak sekilde keyfi fonksiyonlardir. (3.5.5)

denkleminin tiirevi alinip Frenet denklemleri kullanilirsa,

0 = () (s) —uz(s)k3 ()T + s (s)N + (w1 ()k1 (s) + uz(s)ka (5)) By + (u2(s)k3(s) + t5(s)) B2

(3.5.6)
elde edilir. Buradan
u (S) =0,
uy(s)+uz(s)ki(s) =0,
1(s) +u2(s)ki (s) (357
) (s) —uz(s)ka(s) =0,
ur (8)ka(s) +uj(s) =0,
denklemleri elde edilir. Buradan
up(s) =c = sbt, (3.5.8)
ui(s) = —cki(s) (3.5.9)
ve
d
”;is) = —chko(s) (3.5.10)
elde edilir. Bu son esitlikten u} = ,ﬁfggul(s) yazilabilir. O halde u;(s) = 28 uly diir. uy (s)
nin tiirevi alinirsa
dui(s) d (ki(s)dus(s)
= — 3.5.11
ds ds (kz(s) ds ( )
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dir. Bu esitlikte #; (s) nin degeri yerine yazilirsa

d (ki(s)dus(s)\
(F(S)T> = ka(s)us(s) (3.5.12)

ds

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

i(kl(s) dus(s)
ds \ ky(s) ds

) +ka(s)uz(s) =0 (3.5.13)

diferensiyel denklemi elde edilir. (3.5.13) denkleminde u3(s) yerine yazilirsa

% {28% (28)} +ki(s)=0 (3.5.14)

bulunur. Tersine, U sabit vektorii ise

U= {—ckl (s)T—I—CN—ck1 <S)Bz} cosO (3.5.15)
ka(s)

seklindedir. U vektoriiniin tiirevi alinirsa

dU

Z =0 3.5.16

15 ( )
oldugu goriiliir. Boylece o egrisi inclined bir null Cartan egridir. ]

3.6 R? Uzayinda Bir Timelike Yiizey Uzerindeki Egriler ve Karakterizasyonlar:

o = as) egrisi R} uzaymn y = y(u,v) ile verilen bir timelike yiizeyi iizerinde bir
timelike egri olsun. o egrisi lizerindeki biitiin noktalarda asagidaki Frenet denklemlerini

saglayan bir tek [¢,n,b] Frenet gatis1 vardir:

t' =k (s)n
n' =k (s)t —ky(s)b (3.6.1)
b =ky(s)n

y yiizeyi iizerinde a egrisinin ikinci bir ortonormal bazi vardir. o egrisi iizerindeki bir
p noktasinda tanjant birim vektorii t ile ve spacelike birim normal vektorii ise N ile

gosterilsin. Bu durumda g spacelike vektorii # AN = g olacak sekilde ikinci bir [t, g, N]
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catis1 elde edilir. Bu ¢atiy1 [¢,n,b] Frenet catistyla kargilagtirmak i¢in, n ve N arasindaki

ac1 @ ile gosterilirse

N = ncos® + bsinQ,

g = nsin® — bcos@ (3.6.2)

yazilabilir. Burada t = o/ (s), {t,¢) = —1, (n,n) = (b,b) = 1 ve (t,n) = (t,b) = (n,b) =0
dir [23].

Bu boliimde timelike egrilerin R? uzayinin bazi alt uzaylarinda kalmasi i¢in gerekli
olan baz1 karakterizasyonlar verilecektir.

o egrisi R% uzayinda bir timelike yiizey iizerinde [¢, g, N| catist ile verilen bir timelike
egri olsun.

1.Durum Timelike bir o egrisinin {#, g} tarafindan gerilen alt uzayda kalmas i¢in
sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlart i¢in
o(s) =A(s)t+u(s)g (3.6.3)
yazilabilir. (3.6.3) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa
o' (s) =(N(s) — u(s)ki (s)sin@)t
+ (M(s)ki (s) + 4 () sinp + y(s)cos(pfl—(f —u(s)ka(s)cos@)n (3.6.4)
F(pls)eose — u(s)ha(s)sing + u(s)sing 70 )b
elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

N(s) = u(s)ki (s)sing = 1,
A(s)k1(s) 44/ (s)sing +,u(s)cos(pfl—f — u(s)ka(s)cos@ =0, (3.6.5)
u(s)cos@+ u(s)ka(s)sin@ — y(s)sin(p‘é—(sp =0.

(3.6.5) deki

N (s) —u(s)ky (s)sing = 1 (3.6.6)
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denkleminde A = sbt. alinirsa

= 3.6.7
() ki(s)sin@ ( )
yazilabilir. Buradan
1
=cit— | ———— 3.6.8
ofs) =e1 (kl (s)sin(p) 8 ( )
seklindedir. Eger u(s) = cp = sbt. ve @(s) = sbt. segilirse (3.6.5) denkleminden
cka(s)cos@
As)=——"F— 3.6.9
() =2 (3:69)
elde edilir. Boylece
cky (s)cos@
= =Tt 3.6.10
as) = (2090 4 g 3:6.10

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.6.1. R? uzayindaki bir timelike yiizey iizerinde bulunan bir o timelike egrisinin

{t,g} ile gerilen alt uzayda kalmasu icin gerek ve yeter sart

veya ©(s) = sbt. olmak iizere

ou(s) = (M

S 1 g

seklinde olmasidtr.

2.Durum Timelike bir o egrisinin {¢t,N} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlart i¢in
o(s) = A(s)t +u(s)N (3.6.11)
yazilabilir. (3.6.11) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa
o (5) =((5) + (s ki (5)coso)e
(W (5)cosg— uls)sing T +(s)als)sing + A ()n (3:6.12)

(4 (5)sing — (s ka(s)eosp+u(s)cosp )b
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elde edilir. Bu son esitlikten
N (s) +u(s)ki(s)cosp = —1,
U (s)cos@ — y(s)sin(p‘;—(f + u(s)ko (s)sin@ + A(s)k (s) =0, (3.6.13)
# (s)sin@ — p(s)ka(s)cos@+ p(s)cospGE =0,
bulunur. Buradan
N (s) +u(s)ki (s)coso = —1 (3.6.14)

denkleminde ¢ = sbt. alinirsa
u (5)sin® — u(s)ka(s)cos@ = 0 (3.6.15)
bulunur. (3.6.15) denkleminin ¢oziimiinden
u(s) = c.el kols)corgds (3.6.16)
elde edilir. (3.6.16) denklemi (3.6.14) de yerine yazilirsa

Ms) =7 E )esz(S)wt(Pds(kl (s)cot@cos@ + 1) (3.6.17)
18

bulunur. Boylece

a(s) = {—%@esz(s)w“"ds(kl (s)cot@cos+ 1)] I+ [c.eka(s)w“Pds N  (3.6.18)
1

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.6.2. R? uzayindaki bir timelike yiizey iizerinde bulunan bir o timelike egrisinin

{t,N} ile gerilen alt uzayda kalmasu icin gerek ve yeter sart ¢ = sbt. olmak iizere

afs) = {— p ES) el Ra$)eords (g, (5)cotpeosp + 1)] t+ [c.ef kals)eoreds | y
1

olmasudr.

3.Durum Timelike bir o egrisinin {g,N} tarafindan gerilen alt uzayda kalmasi
icin sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A ve u diferensiyellenebilir

fonksiyonlari icin

o(s) =A(s)g+u(s)N (3.6.19)
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yazilabilir. (3.6.19) denkleminde s ye gore tiirev alinip Frenet denklemleri kullanilirsa

o (s) = (Ms)ky (s)sin® + u(s)ky (s)cos@)t (3.6.20)
+ (N (s)sing + 7»(s)cos(pil—(sp —A(s)k2(s)cos@ + 1 (s)cos@ — y(s)sin(pili—(f + u(s)ka(s)sin@)n
+ (=A(s)cos@ — A(s)ka (s)sin® + k(s)sin(pfl—(f + 4 (5)sin@ — u(s)tcos@ —|—/1(s)c0s(pcji—(:)b

elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

(

A(s ks ()5in0+ (s (s)coso = — 1,
N (s)sing + K(s)cos(pfl—(f — Ms)ka(s)cos@+ i (s)cos@

—u(s)sin@%E + p(s)ka (s)sing = 0,
| —M(s)c0s0— A(s)ka(s)sing -+ M(s)sin@ 2 + 4 (5)5ing — (s)ka(5)cos -+ u(s)cos 2 = 0.

(3.6.21)

(3.6.21) de @ sabit alinirsa,

A(s)sin@ + u(s)cos@ = — lql( ]

N (s)sin® — A(s)ka(s)cos@ + i (s)cos@ + u(s)ka (s)sing = 0, (3.6.22)

—A(s)cos@ — A(s)kz(s)sin® + u (5)sin@ — u(s)ka(s)cose = 0,
denklemleri elde edilir. (3.6.22) den

—ky(s) (M(5)sin@ + u(s)cos@) — A(s)cos@ + u (s)sing = 0 (3.6.23)

oldugu goriiliir. Buradan

ka(s)

) A(s)cos@ +u (s)sing = 0 (3.6.24)
elde edilir. Ayrica (3.6.22) den
1
N (s)sin@ + ¢/ (s)cos@ = (———)' (3.6.25)
kl (S)
dir. (3.6.22) ve (3.6.25) birlikte kullanilirsa
1 1
A(s)cos@ — ' (s)sing = ——(——)' (3.6.26)

kz (S) kl (S)
elde edilir. (3.6.24) ve (3.6.26) denklemleri taraf tarafa cikarilirsa

ey K6 =Bk G)
H(s) = uls) ko (s)k3(s)sing

(3.6.27)
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diferensiyel denklemi elde edilir. (3.6.27) denkleminin ¢oziimiinden

/ 1.2
1 /e—s+ckl (s) —ka(s)ki(s) , (3.6.28)

e~ Stesing ko (s)K3 (s)sin@

elde edilir. (3.6.28) ve (3.6.22) birlikte diisiiniildiigiinde

u(s) =

1 cot o K (s) — k3 (s)ky (s)
A(s) = — ste’l 2 d 3.6.29
(s) ki(s)sin@ e StCsin@ ¢ ko (s)K3 (s)sing ’ ( )

elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.6.3. R? uzayindaki bir timelike yiizey tizerinde bulunan bir o. timelike egrisinin

{g,N} ile gerilen alt uzayda kalmast icin gerek ve yeter sart @ = sbt. olmak iizere

Sl 1 __ coto e sTcll () k%() ()
o >_{ ki(s)sin® e‘”csin(P ko (5)k5 (s)sin }8

1 /
+ {— / oorekils) ds} N
e STCsing ka(s)k sm(p

seklinde olmasidtr.
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4. R} UZAYINDA BAZI EGRILERIN KARAKTERIZASYONLARI
4.1 R‘2t Uzayinda Cartan Catih Null Egrilerin Baz1 Alt Uzaylarda Kalmasi I¢in

Karakterizasyonlar

o egrisi R‘z1 uzayinda {T,N,B;,B;} ile verilen Cartan ¢atili bir null egri olsun. N null
vektor ve B; timelike vektor olsun. Bu durumda o null egrisinin asagidaki denklemleri

saglayan tek bir {T,N,B;, B, } Cartan ¢atis1 vardir [25].

VT = B

VrN = kiB1+kB; 4.1.1)
VrBy = —kiT—N
VB, = kT

dir. Burada T, N, B; and B> karsilikli ortogonal vektorlerdir ve asagidaki denklemler

saglanir:
(T,N)=(B1,B1) =1, (By,By) =—1 (4.1.2)

1.Durum Oncelikle Cartan gatili bir null o egrisinin {7, N} tarafindan gerilen alt
uzayda kalmasi igin sartlar aragtirilacakti. Bu durumda s parametresine bagli A ve u

diferensiyellenebilir fonksiyonlari i¢in
ofs) =A(s)T 4+ u(s)N (4.1.3)

yazilabilir. (4.1.3) denkleminde s ye gore tiirev alimip (4.1.1) Cartan denklemleri kul-

lanilirsa
o (s) =N ()T + 4 (s)N + (M(s) +u(s)ki (s))B1 + u(s)ka(s) B2 (4.1.4)

elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

(

N(s)=1,

(4.1.5)
A(s) +u(s)ki(s) =0,

u(s)ka(s) = 0.

80



u(s)ka(s) = 0 oldugundan eger u(s) = 0 ise o zaman A(s) = s + ¢ yazilabilir. Boylece
o(s)=(s+¢c)T (4.1.6)

olur. Bu ise o nin Cartan catili bir null dogru olmasini gerektirir. Eger k»(s) = 0 ise o

zaman u(s) = ¢y ve A(s) = s+ ¢, dir. Boylece

o(s)=(s+c2)T+c 1N 4.1.7)

_ste
cl

seklindedir. Burada k; egrilik fonksiyonu, & (s) = ile verilir. Boylece asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 4.1.1. Cartan ¢atili bir o null egrisinin R5 uzaymn {T (s),N(s)} ile gerilen alt
uzaywmda kalmast i¢cin gerek ve yeter sart ya o, nin Rg uzaywmda Cartan ¢atili bir null dogru

olmasi veya ky(s) =0 ve ki (s) = —St% olmak iizere
o(s)=(s+c2)T+ciN
seklinde olmasidur.

2.Durum Cartan ¢atili bir null o edrisinin {7, B} tarafindan gerilen alt uzayda
kalmasi i¢in sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A ve u diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in
o(s) = A(s)T +pu(s)B; (4.1.8)

yazilabilir. (4.1.8) denkleminde s ye gore tiirev alimip (4.1.1) Cartan denklemleri kul-

lanilirsa
o' (s) = (V' (s) —p(s)ki(s))T — u(s)N + (M(s) + 4/ (s)) By (4.1.9)
elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

u(s) =0,
As)+ 4 (s) =0, (4.1.10)
N(s) —u(s)ki(s) = 1.
Yukaridaki denklemler gz Oniine alindiginda ¢oziimiin olmadigi goriiliir. Boylece

asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.1.2. R‘zl uzaymn {T,B;} ile gerilen alt uzaymnda yatan Cartan ¢atili bir null

egri yoktur.

3.Durum Cartan ¢atili bir null o erisinin {7,B,} tarafindan gerilen alt uzayda
kalmasi i¢in sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlar i¢in
os) =A(s)T + u(s)B> (4.1.11)

yazilabilir. (4.1.11) denkleminde s ye gore tiirev alimip (4.1.1) Cartan denklemleri kul-

lanilirsa
o (s) = (N (s) +u(s)ka(s))T +A(s)By + 1 (s)B> (4.1.12)

elde edilir. Bu son esitlikten

H(s) =0,
A(s) =0, (4.1.13)
N (s) +u(s)ka(s) =1,

yazilabilir. Buradan u(s) = #(s) = sbt. olur. Boylece

B (4.1.14)

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.3. Cartan catili bir o null egrisinin R‘z1 nin {T,B,} ile gerilen alt uzayinda

kalmast icin gerek ve yeter sart ky(s) sifirdan farkli bir sabit olmak iizere

seklinde olmasidur.

4.Durum Cartan ¢atili bir null o egrisinin {N,B;} tarafindan gerilen alt uzayda
kalmasi i¢in sartlar arastirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in

o(s) = A(s)N +u(s)B; (4.1.15)
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yazilabilir. (4.1.15) denkleminde s ye gore tiirev alinip (4.1.1) Cartan denklemleri kul-

lanilirsa

o/ (s) = —u(s)ki ()T + (N (s) —p(s))N + (M(s)ki (s) +4'(5)) By
+A(s)ka(5)Ba. (4.1.16)

elde edilir. Buradan

—u(s)ki(s) =1,

(4.1.17)
A(s)ki(s) +4/(s) =0,
A(s)ka(s) =0,
yazilabilir. Eger k;(s) = 0 ise o zaman
—1
§)=—— 4.1.18
uis) = B ( )
olur. (4.1.17) ve (4.1.18) denklemleri kullanilirsa
—ki(s)
A(s) = —t (4.1.19)
ki (s)
bulunur. Boylece
K (s) 1
os) = — N — B 4.1.20

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.4. Cartan catili bir o. null egrisinin R‘zt nin {N,B,} ile gerilen alt uzayinda
kalmast icin gerek ve yeter sart ky(s) = 0 olmak iizere

CkiGs) 1
kK(s)  ki(s)

seklinde olmasidir: Burada ky (s)k} (s) — 3k (s) — k3 (s) = O denklemi saglanr.

os) = B

5.Durum Cartan catili bir null o egrisinin {N,B,} tarafindan gerilen alt uzayda
kalmasi i¢in gartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in

o(s) = A(s)N + u(s)Bs (4.1.21)
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yazilabilir. (4.1.21) denkleminde s ye gore tiirev alinip (4.1.1) Cartan denklemleri kul-

lanilirsa
o (s) = u(s)ka ()T + X (s)N +A(s)ky (s)B1 + (M(s)ka(s) + 1/ (s)) B2 (4.1.22)

elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

(4.1.23)

A(s)k1(s) = 0 denklemi goz 6niine alinirsa iki durum oldugu goriiliir. Eger A(s) =0 ise o

zaman A(s)kz(s) 4+ 4/ (s) = 0 denkleminden

u(s) = kzl(s) = sbt. (4.1.24)
elde edilir. Boylece
als) = — B, (4.1.25)
ka(s)
olur. Eger k; (s) = 0 ise (4.1.23) denkleminden u(s) = Fl(s) ve A(s) = —28 = ¢ bulunur.
Burada c, sabit bir sayidir. Boylece
ais) = 2By, L p (4.1.26)

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.5. Cartan ¢atil bir o, null egrisinin R3 nin {N,B,} ile gerilen alt uzayinda

kalmast icin gerek ve yeter sart

os) = o)

veya ki (s) = 0 olmak iizere

seklinde olmasidtr.
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6.Durum Cartan ¢atili bir null o egrisinin {Bj,B,} tarafindan gerilen alt uzayda
kalmasi i¢in sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagli A ve u diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlari i¢in
o(s) = A(s)By +u(s)Ba (4.1.27)

yazilabilir. (4.1.27) denkleminde s ye gore tiirev alinip (4.1.1) Cartan denklemleri kul-

lanilirsa
o (s) = (u(s)ka(s) — M(s)ky (s))T —A(s)N + X (s)By + ' (s)B2 (4.1.28)

elde edilir. Buradan

A(s) =0,
A(s)k k =1

(S (5) +a(ka(s) = 1 1)

N(s)=0,

L :u/<s> =0,

yazilabilir. Buradan A(s) =0 ve u(s) = Tl(s) olur. Boylece
ols) = B (4.1.30)
k2<s) 2 1.

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.6. Cartan catili bir o null egrisinin Rg nin {B1,B,} ile gerilen alt uzayinda

kalmasu icin gerek ve yeter sart k(s) sifirdan farkli bir sabit olmak iizere

seklinde olmasidur.

7.Durum Cartan catili bir null o egrisinin {7, N, B, } tarafindan gerilen alt uzayda
kalmasi i¢in sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A, u ve y diferen-

siyellenebilir fonksiyonlari i¢in

(s) = A(s)T 4 u(s)N +Y(s)B, (4.1.31)

85



yazilabilir. (4.1.31) denkleminde s ye gore tiirev alinip (4.1.1) Cartan denklemleri kul-

lanilirsa

o () =(N(s) = ¥(s)k1 (5))T + (i (s) = ¥(s))N
+ (M(s) +u(s)ki (5) + (5))B1 + (s)ka(5) B
elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:
() s =0,
N(s) = ¥(s)ka(s) = 1,
As) +u(s)ki (s) +7 (5) =0,
u(s)ka(s) =0.

\

(4.1.32)

(4.1.33)

u(s)ka(s) = 0 denkleminden eger u(s) = 0 ise o zaman bu denklemleri saglayan bir ¢oziim

bulunamaz. O halde u(s) # 0 olmak zorundadir. Eger k;(s) = 0 ve k (s) sifirdan farkli bir

sabit say1 ise A(s) 4+ u(s)k; (s) +7 (s) = 0 denkleminin denkleminde s ye gére tiirev alinip

(4.1.33) denklemi goz Oniine alindiginda

"

Y (8)+2ki(s)y(s)+1=0

diferensiyel denklemi elde edilir. (4.1.34) denkleminden

Y(s) = c1cos\/2ky (s) + casiny/2ky (s) — 2k11(s)

bulunur. O halde

u(s) = _c1c0s 2k1(s) + casinn/2k; (s) — 2k11(s)} s+c

bulunur. (4.1.33), (4.1.34) ve(4.1.35) denklemlerinden

A(s) = :clcos\/ 2k1(s) + casiny/2k (s)} ki(s)s+ % +c

elde edilir. Boylece

os) = [(clcos\/ 2ky(s) + casinn/ 2k (s))k (s)s + % + c} T
+ [(clcos\/Zkl () + casiny/2k (s) — 2k11(s) )s+c} N
+ [clcos\/2k1 () + cosiny/2k1 (s) — %(s)] By

olup asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.1.7. Cartan ¢atili bir o null egrisinin R‘zl nin {T,N,B} ile gerilen alt uzaymnda

kalmast icin gerek ve yeter sart ky(s) = 0 ve ki (s) sifirdan farkli bir sabit olmak iizere

os) = [(clcos\/Zkl () + casiny/2k; (s))k (s)s + % +c} T
+ [(clcos\/Zkl (8) + casiny/2ki (s) — Zkll(s))ﬁ—c} N
+ [clcos\/ﬂq (8) + casiny/2ki (s) — f(s)] B

seklinde olmasidur.

8.Durum Cartan ¢atili bir null o egrisinin {7,N,B;} tarafindan gerilen alt uzayda
kalmasi i¢in sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagl A, u ve 7y diferen-

siyellenebilir fonksiyonlari i¢in
o(s) =A(s)T +u(s)N +y(s)Ba (4.1.39)

yazilabilir. (4.1.39) denkleminde s ye gore tiirev alinip (4.1.1) Cartan denklemleri kul-

lanilirsa

o (s) =(N(5) +Y(s)ka(s))T 44 ()N + (A(s) +u(s)k1 (5))B1
+ (¥ (5) + u(s)ka(5))B2 (4.1.40)

elde edilir. Bu son esitlikten

(4.1.41)

yazilabilir. ¢/ (s) = 0 denkleminden u(s) = ¢ yazilabilir. (4.1.41) den
A(s) = —cki(s) (4.1.42)

elde edilir. (4.1.41) ve (4.1.42) denklemlerinden

_cki(s)+1

Y(s) = (o) (4.1.43)
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bulunur. Eger v (s) 4+ u(s)k2(s) = 0 ve u(s) = ¢ denklemleri kullamlirsa
Y(s) = —c [ka(s)ds bulunur. Bu son esitlik ve (4.1.43) kullanilirsa egrilik fonksiyon-

larinin
cki (s)ka(s) — kb (s) (1 + ck/ (s)) + cka (s) = 0 (4.1.44)
denklemini sagladig1 goriiliir. Boylece

o(s) = —cky(s)T +cN+ (%) B> (4.1.45)

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.8. Cartan ¢atili bir o null egrisinin R‘é nin {T,N,B,} ile gerilen alt uzaymnda

kalmasu icin gerek ve yeter sart

os) = —cki(s)T +cN + (%) B,

seklinde olmasidir. Burada egrilik fonksiyonlart
ck{ (s)ka(s) — K5 (5) (1 +ck{ (s)) + k3 (s) = O
denklemini saglar.

9.Durum Cartan catili bir null o egrisinin {7, By, B} tarafindan gerilen alt uzayda
kalmasi i¢in sartlar aragtirilacaktir. Bu durumda s parametresine bagl A, u ve vy diferen-

siyellenebilir fonksiyonlari i¢in
0s) = Ms)T +pu(s)B1 +v(s)B2 (4.1.46)

yazilabilir. (4.1.46) denkleminde s ye gore tiirev alinip (4.1.1) Cartan denklemleri kul-

lanilirsa

o (s) =(N(s) — u(s)ki (s) +V(s)k2(s))T — ()N + (M(s) + 4/ (s))B1

/

+7v(s)B> (4.1.47)
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elde edilir. Bu son esitlikten asagidaki denklemler yazilabilir:

u(s) =0,
N(s) = u(s)ki(s) +v(s)ka(s) = 1,

(4.1.48)
A(s) 44/ (s) =0,
\ Y (s) =0.
(4.1.48) den y(s) = #(S) = ¢, u(s) = 0 ve A(s) = 0 bulunur. Boylece
1
os) = = (s)Bz (4.1.49)

olup asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.9. Cartan catili bir o null egrisinin Rg nin {T,B1,B,} ile gerilen alt uzaymnda
kalmast icin gerek ve yeter sart ky(s) egrilik fonksiyonu sifirdan farkly bir sabit olmak

lizere

OC(S) = B>

ka(s)
seklinde olmasidur.

10.Durum Cartan ¢atili bir null a egrisinin {N, B, B, } tarafindan gerilen alt uzayda
kalmasi i¢in sartlar aragtirllacaktir. Bu durumda s parametresine bagh A, u ve y diferen-

siyellenebilir fonksiyonlari i¢in
0s) = As)N +u(s)B1 +7(s)Ba (4.1.50)

yazilabilir. (4.1.50) denkleminde s ye gore tiirev alinip (4.1.1) Cartan denklemleri kul-

lanilirsa

o' (s) =(y(s)ka(s) — u(s)ki (s))T + (X' (s) — u(s))N + (A(s)ki (s) + 4/ (s)) By
+ (Ms)ka(s) +7 (5))Ba (4.1.51)

elde edilir. Buradan

(4.1.52)
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yazilabilir. Buradan
N'(s) +ki(s)A(s) =0 (4.1.53)

diferensiyel denklemi elde edilir. Eger k(s) egrilik fonksiyonu sifirdan farkli bir sabit

say1 ise (4.1.53) denkleminin ¢éziimii

A(s) = cicos\/ki(s)s + casiny/ki (s)s (4.1.54)

olur. (4.1.52) ve (4.1.54) denklemleri kullanilirsa

ki(
u(s) = lk ol (c1sinv/ki(s)s — cpcos/ki (s (4.1.55)
1

bulunur. (4.1.52), (4.1.53) ve (4.1.54) denklemleri kullanilirsa

2
v(s) = k—() (c1sinr/ki(s)s — cacosr/ki (s

2ka(s)+/k1(s)s

elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

(4.1.56)

Teorem 4.1.10. Cartan catil bir o(s) null egrisinin RS nin {N,B1,By} ile gerilen alt
uzaymnda kalmasu icin gerek ve yeter sart k| (s) egrilik fonksiyonu sifirdan farkl bir sabit
olmak tizere

os) = [clcos ki (s)s+czsin\/kl—(s)s} N

ki(
+ 1 (c1sinv/ki(s)s — cpcos/ki (s ]

kl( )s
+ _ﬂ(c sin\/ki(s)s — cocosr/ki(s)s) + ! B
PEONCIO IR OV kals) |72

seklinde olmasidir.
4.2 R‘z‘ Uzayinda Kismen Null Inclined Egriler

oL egrisi R‘z‘ uzayinda {T,N, B}, B;} Frenet ¢atisi ile verilen bir kismen null egri olsun.

N timelike vektor ve By null vektor olsun. Bu durumda o kismen null egrisinin asagidaki
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denklemleri saglayan tek bir {7, N, B}, B, } Frenet catist vardir.

VT = kN,
VN = KkT+kB,
VrBy = k3Bi,
VrBy, = kN —k3Ba,
dir [28]. T, N, B and B; karsilikli ortogonal vektorleri asagidaki denklemleri saglar:

(B1,B>) = (T.T) =1, (B),B)) = (B2,B>) =0, (N,N)=—1. 4.2.1)

Teorem 4.2.1. o0 = o(s) egrisi R‘zl uzayinda kismen null bir egri olsun. o egrisinin bir

inclined egri olmasi icin gerek ve yeter sart egrilik fonksiyonlarinin

(1) s ] -0

diferensiyel denklemini saglamasidir.

Ispat. o egrisi R‘21' uzayinda Frenet catili bir kismen null inclined egri olsun. Inclined egri

tanimindan
(T,U) = cosO (4.2.2)
seklindedir. Burada U vektorii sabit bir spacelike vektordiir. Her iki tarafin tiirevi alinirsa,
ki(s)(N,U)=0 (4.2.3)
elde edilir. Buradan N_LU oldugu goriiliir. Boylece U vektorii
U=u(s)T +ux(s)By +u3(s)B> (4.2.4)

seklinde yazilabilir. Burada u;, 1 < i < 3 olacak sekilde keyfi fonksiyonlardir. (4.2.4)

denkleminin tiirevi alinip Frenet denklemleri kullanilirsa,

0 =u ()T + (u1 ()k1(s) +usz(s)ka(s))N + (u2(s)ks (s) +ub(s))B1 + (u5(s) — uz(s)ks(s)) B>
4.2.5)
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elde edilir. Buradan
uy(s) =0,
up (8)ki(s) +us(s)ka(s) =0,
up(s)k3(s) +us(s) =0,
() — u3(s)ks(s) =0,

denklemleri elde edilir. (4.2.6) dan

ui(s) =c=sbt,

veE

ckl (s)

elde edilir. u5(s) — u3(s)k3(s) = 0 denkleminden

dus(s)

Fr —c?us (s)ka(s)

yazilabilir. Buradan (4.2.10) un tiirevi alinirsa

d 1 dus(s) d
P O i) B G0)

(s)
olur. Bu esitlikte u(s) nin degeri yerine yazilirsa
d 1 du3 (S)
2= -k
ds ( k3(s) ds ) 3(s)us(s)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

YRR

(4.2.6)

(4.2.7)

(4.2.8)

4.2.9)

(4.2.10)

(4.2.11)

(4.2.12)

(4.2.13)

diferensiyel denklemi elde edilir. (4.2.13) de ¢t = [jk3(u)du deBisken deistirmesi

yapilirsa

d?us
dr?

+u3=0
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denklemi elde edilir. (4.2.14) denkleminin genel ¢oziimii
uz(t) =cre' +cre™’ (4.2.15)
veya
us(t) = ci(cosht + sinht) + ¢ (cosht — sinht) (4.2.16)
seklindedir dyle ki c1,c2 € Rdir. ¢; + ¢, = A and ¢ — ¢p = A, seklinde alinirsa
us(t) = Ajcosht + Apsinht (4.2.17)
yazilabilir. (4.2.17) denkleminde 7 = [ kj (u)du yerine yazilirsa

ws(s) = k;s)% (2 Eg) — Ajcosh < /O Skg(u)du) + Apsinh ( /0 ' kg(u)du> (4.2.18)

bulunur. (4.2.15) denkleminden

up(s) = cgég = —Aysinh </0sk3(u)du) — Ascosh (/Oskg(u)du) 4.2.19)

elde edilir. Son iki esitlikten A; ve A; sayilar1 Cramer metodu yardimiyla

Al =Ay = —c’;g cosh < /0 ' kg(u)du) + kis) %(28 )sinh ( /0 ' k3(u)du> (4.2.20)

seklinde bulunur. A% —A% ifadesi hesaplandiginda ¢ = 1 olmak iizere

(1) e [ ()] -

elde edilir. Tersine, U vektori

ki(s) 1 d  ki(s)
kz(s)Bl_/g(s)%(kz(s)

U= {T + )Bz} cos0 (4.2.22)

seklinde alalim. U vektoriiniin tiirevi alinirsa ‘é—lsj = 0 oldugu goriiliir. Boylece U sabit bir

vektordiir ve o egrisi de bir inclined egridir. O]
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4.3 R‘z1 Uzayinda Inclined Null Cartan Egriler

o egrisi R‘2l uzayinda {T,N, B}, B, } ile verilen Cartan ¢atili bir null egri olsun. N null
vektor ve B spacelike vektor olsun. Bu durumda o(s) null egrisinin asagidaki denklem-

leri saglayan tek bir {7, N, By, B,} Cartan ¢atis1 vardir:

VTT = B17
VrN = kiBi+kBs,
VB = —kT—N,

VrBy = kT,

dir [25]. Burada T, N, B; and B, karsilikli ortogonal vektorleri asagidaki denklemler

saglar:
<T7N> = <B17B1> =1, <T7T> = <N7N> =0, <B27B2> =—L (4.3.1)

Teorem 4.3.1. o = a(s) egrisi Rg uzaywmda Cartan ¢atili bir null egri olsun. o egrisinin

bir inclined egri olmas icin gerek ve yeter sart egrilik fonksiyonlarimin

oo ()| o =0

diferensiyel denklemini saglamasidir.

Ispat. o egrisi R‘z1 uzayinda Cartan catili bir null inclined egri olsun. Inclined egri

tanimindan
(T,U) = cos® (4.3.2)
seklindedir. Burada U vektorii sabit bir spacelike vektordiir. Her iki tarafin tiirevi alinirsa,
(B1,U) =0 (4.3.3)
elde edilir. Buradan B LU oldugu goriiliir. Boylece U vektorii

U=ui(s)T +ux(s)N+u3(s)Ba (4.3.4)
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seklinde yazilabilir. Burada u;, 1 < i < 3 olacak sekilde keyfi fonksiyonlardir. (4.3.4)

denkleminin tiirevi alinip Frenet denklemleri kullanilirsa,

0 = (uy(s) +u3(s)ka(5)) T + 1y ()N + (w1 (5) + uz(s)k1 (5))B1 + (w2 (s)ka(s) + u3(s)) B

elde edilir. (4.3.5) denkleminden

denklemleri elde edilir. Buradan

up(s) = c = sbr,

ki(s) dus(s)

ui(s) = —cky(s) = o) ds

elde edilir. (4.3.6) dan u| (s) = —u3(s)ka(s) dir. Burada u; (s) in tiirevi alinirsa

duy(s)
ds

= —ka(s)us(s)

dir. Bu esitlikte u; (s) nin degeri yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

i(kl(s) dus(s)
ds \ka(s) ds

) +ka(s)uz(s) =0
diferensiyel denklemi elde edilir. Son esitlikte u3(s) yerine yazilirsa

i oo (o) o =0

bulunur. Tersine, U sabit vektori ise

ki (s)
kz(s)

U= {—ckl(s)T+cN—|—c Bz}cose

(4.3.5)

(4.3.6)

(4.3.7)

(4.3.8)

4.3.9)

(4.3.10)

(4.3.11)

(4.3.12)

seklindedir. U vektoriiniin tiirevi alinirsa ‘fi—(s] = 0 oldugu goriiliir. Boylece U sabit bir

vektordiir ve o egrisi de Cartan catili null bir inclined egridir.
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