‘ 20U

REGLE ALTMANIFOLDLAR

Recep ASLANER

INGNG ONIVERSITESE
FEN VE SOSYAL BILIMLER ENSTITULERI
Lisansistit Egitim-Ofretim ve Sinav
Yonergesi'nin
Matematik Anabilim Dali icin Bngdérdigi

BiLIM UZMANLIGI 1EZI

clarak hazirlanmigtir

MALATYA

Subat, 1989

R ET e



Fen-Bilimleri Enstitisii MOdUrligiine
Is bu galigma, jirimiz tarafindan Matematik Anabilim Dalinda
BILIM UZMANLIGY TEZI

olarak kabul edilmistir.

174

Uye

Onay
Yukaridaki imzalarin, adi gecen ofretim Uyelerine ait oldugunu

onaylarim.

Prof.Dr. A.Nihat BOZCUK

Fen-Biliml stTtagl MUdirl
0* Fd ‘.a(’n

?




TESEKKUR
Bu galigmanin hazirlanmasinda gerekli bitin imkanlara
safjlayarak bana yardimci olan, her zaman yakin ilgi ve yardimlarina
esirgemeyen dederli Hocam Sayin Dog.Dr.Sadik KELEQ'e sikranlarimi

sunmAayl bir borg bilirim.



ICINDEKILER

I.1  MANIFOLDLARLA ILGILI TEMEL KAVRAMLAR  ..o.ieiiniinnnn...

1.1.1 Topolojik Uzay
1.1.2 Hausdorff Uzaya
1.1.3 Topolojik Manifold

I.1.4 Koordinat Komgulugu = Harita

1.1.5 Koordinat Komgulugu Sistemi = Atlas  ................

I.1.6 Ck sinfindan Atlas

I1.1.7 Diferensiyellenebilir Manifold
1.1.8 Diffeomorfizim
I.1.9 Altmanifold
1.2 EGRL P S P E csesscsveenac
1.2.1 Egri 167 S W W 7 g o v B
I1.2.2 Hiz VektBrli -*-esecececcccoec o ea c e
I1.2.3 Regiiler Eri ececcvcocccccsccccacnces
1.2.4 Parametre Degigimi tPecessecsscsccssv s
1.3 TANJANT VEKTORLER VE VEKTOR ALANLARI

I1.3.1 Tanjant Vektér cavssessscsscsssssses
1.3.2 Vektor Alam cosssscecsessssccscsssvac

1.4 RIEMANN MANIFODU VE KOVARYANT TUREV

I.4.1 Riemann Metrigi BUMIE B0 WAL A 8
I1.4.2 Riemann Manifoldu SRR EEE SR GEE Bee
I.4.3 Afin Konneksiyon ve Kovaryant tirev ceee

® @ 8 v a2 ® @ @ 8 8 @ e ® s

1.4.4 Riemann Konneksiyonu

I1.B0LUM

I1.1 GENELLESTIRILMIS REGLE YUZEYLER
I1.1.1 Genellestirilmis Regle Yiizeyler ceacase

----------------

----------------

----------------

--------------------------------

---------------

----------------------------

------------

o ® s 0 08 e a0

- & & s



II.

11

I1.

1.2 YOn KOonisi “ceeceee.

.1.3 Asimptotik Demet

1.4 Tegetsel Demet

11.1.5 Kenar Uzay
I1.1.6 Merkez UzAay e
11.1.7 DAagilma Parametresi

1I.

I111.1

1.8 Ortogonal Yoriinge

L R R A N L I N

* " 8 S e s s a a8 s e

LA B BN N AN B R R I A

¢ v Fu ta s s e dag e s

e 8 " & & o8 b d S e s s s

&8 0P et s s

I11.BGLUM

I11.1.1 Merkez Regle Yiizey

II1.2 ASLI REGLE YUZEYLER

I11.2.1 Asli Regle yiizey

I11.2.2 Asli Igin Yizeyleri

111.2.3

11T1.2.4 Kapali Regle Yiizey

ITI1.2.5

INI1.2.6

111.2.7

ITI.2.8 i-yinci Agilim Agisi

I11.3

I111.3.1 Tamamlavici Baz

I1.3.2 Tamamlayici Regle yizey

MERKEZ REGYE YUZEYLER

Merkez 7anjant Yilzeyi

* * o 5 8 86 8020 0480

Basit Kapali Regle Yiizey aercsevesan
Ag1labilir Regle Yiizey fteacesaas

i-yinci Agilaim Uzunludu cececrranas

® a8 8 ¢ 0 880

TAMAMLAYICI REGLE YUZEYLER

@ v e 0 to e
> &0 s 8 b0
L L I B N ]

LA B I B N )

LR B B I B B A ]

e s e sl

* 4 & & 8 808 s
LA IR B A B I ]
LR B I BN B B B I A
.]r.--.....
* 8 & 0 b s s e u
o & 5P r e e -

* s 8 &8 5888

L N B B N A

II1.4 *® npin Wn TAMAMLAYICI REGLE YUZEYLERININ TAMAMLAYICI

Iv.1

REGLE YUZEYLERI

Iv.BOLUM

IV.1.1 Konoidal Regle Ylzey

KONDIDAL REGLE YUZEYLER

LI B I B I ]

10
12
14
15
17

17

19

23
24
25
26
26
27
Zg

29

29

30

39



IV.1.2 Ortokonoidal Regle Yizey R teesaccann «sae

IV.]_.B Kuvvetlj_ Konoidal Regle YUZey L R I R R R R I N I R S

IV.1.4 Orthoid Doguran

iV.1.5 Tangoid Doduran

LR B LI I I I I B RN B B N R R N )

IV,1.6 Blaschke In\;aryantl LR L N R I A L B B B I R R B B T R R R I R )

0ZET
ABSTRACTY

KAYNAKL AR

LA AL S I I R R I B I B R R R R R B N R

LA AR IR AR L L B A B R B BY B 2N BRI 2N BN B B B I I B A R )

LR A I B A BN I B B A A I I B B R BRI

40

45

47

48

50

51



GiRiS
I.1 MANIFOLDLARLA ILGILI TEMEL KAVRAMLAR
I.1.1 Tanim (Topolojik Uzay): X bog olmayan bir cimle ve X in
altcimlelerinin bir kolleksiyonu ; olsun. Egder agadidaki aksiyomlar
sa@lanlyor ise , kolleksiyonuna X 0{zerinde bir topoloji, (X,z)
ikilisine de bir topolojik uzay denir ve kisaca X ile gosterilir.
(Hacasalihoglu 1980).

T.1 X ,dE?¢

[ L
T.2 Al’AZ € ¢ ise Alﬂ Az €

T.3 A, € %,iceI,\JA ¢€?t
i - i
1E1
1.1.2 Yanmim (HAausdorff Uzay): X bir topolojik uzay olsun. Farkli p,q
E X noktalarimin X deki agik komsuluklari, sirasiyla, U ve V olsun.

Eer U ve V yi UMV = & olacak sekilde segmek mimkin ise X

topolojik uzayina bir Hausdorff uzayi denir (Hacisalihoglu 1980).

1.1.3 Tanim (Topelojik Manifold): M bir Hausdorff uzayi olsun. Her p
p € M igin p nin en az bir acik kdgulugu E n-bowvutly Oklid
uzayinin bir agak cimlesine homeomorf ise M ye n-boyutlu topolojik

manifold veya kisaca n-manifold denir (Matsushaima 1972).

I.1.4 Tanim (Koordinat Komgulugu=zHarita): M bir topolojik n-manifold
olsun. Bir p € M noktasinin M deki bir U acik kdEulugu, v
homeomorfizmi sayesinde E” in bir Vv Aagik cilimlesine homeomorfik ise,
(U,¥ ) ikilisine M nin p noktasindaki koordinat komgulufGu veya Harita

denir (Matsushama 1972).

1.1.5 TYamm (Koordinat Komsulugu Sistemi=zAtlas): M bir topolojik

n-manifold ve Ui: M agik cimlelerinin {Ui} ailesi de M nin bir acaik



- .

ortiisii olsun. Bu durumda herbir Ui Agiginin E" deki bir Vi acgik
cuimlesine homeomorf oldugunu kabul edelim. A bir indeks ciimlesini

gostermek lzere, elde edilen (Uj, ?j ) koordinat komguluklarinin
s=1;.) /ien)
h I |
ailesine M nin bir Atlasi denir (Matsshima 1972).

1.1.6 Tanim (Ck sinifindan atlas): M bir topolojik n-manifold ve M

nin bir atlasa,
s:{(ui,vi)/leA )

olsun. Eder,

Yi(Ui)T\vj(Uj) £ 0

olacak gekildeki her (i,j) € AxA igin
Vvhy. ve ¥ o¥.
1] j i
fonksiyonlari, k20 olmak lizere, k-defa diferensiyellenebilir ise S ye

k
sinifindan atlas denir {Matsushima 1972).

1.1.7 Tanim (Diferensiyellenebilir Manifold): M bir topolojik

n-manifold olsun. Eger M Ck sinifindan bir atlasa sahip ise M ye

Ck sinifindan diferensiyellenebilir wmwanifolddenir. Ayrica her k E
IN igin S atlasi diferensiyellenebilir ise, o zaman M manifolduna C

sini1findan diferensiyellenebilir manifold denir (Matsushima 1972),

1.1.8 Tamim (Diffeomorffizim): E" nin iki agik ciumlesi U ve V olsun
Bir
y :l----7-+-—-3V
: E o g k =k . k .
fonksiyonu igin ¥ €C (U,V) ve Y €C (v,U) ise v ye C  sinifindan bir
diffeomorfizim U ile V ye de k-yinci dereceden diffeomorfiktir denir

(Hacisalihoglu 1983).



1.1.9 Tamm (Altmanifold): E" nin bir altciimlesi M olsun. Eger her
pEM igin asgagidaki kogullar saglaniyor ise M ye E" nin bir
k-boyutlu altmanifoldu denir(Hicks 1974).
i) M de p noktasini kapsayan bir U agik cimlesi mevcut ve bir V

VcE™ agik ciimlesi ile U arasinda,

h: UCM ————5 VcE"
diffeomorfizimi vardar.

1) h(UnM)=VaL(EXx{01)}

={yev / R EEERE ALY

yani h diffeomorfizimi altinda UMM ile Vri{Ek¥{D}}ayn1d1r(HJcks 197).

1.2 EGRI
1.2.1 Janim (Edri): I < IR bir agik aralik olmak {zere,
diferensiyellenebilen bir,
n:I——————bEn
t———-—-9n(t)=(nl(t),...,nn(t) )
fonksiyonuna E™ de bir egri denir (Hacisalihoglu 1980). \
Buradaki n i ,1<i¢n , fonksiyonlarr 1 dan IR vye
diferensiyellenebilen fonksiyonlardar. E" in koordinat fonksiyonlara
{xl — ,xL ise
ni=X50 N
bigimindedir.
1.2.2 Tamm (Hiz Vektérii):n , E' de bir ejri olsun. Her tE€I igin

n nin n{t) noktasindaki,

n(t)=

dn
dt dt

vektériine egjrinin hiz vektorii denir ve (n(t),n(t)) ikilisi bir tanjant

t:(—g%l(t), o 5 3ace) )

vektérdir, bu vektior kisaca n(t) ile gosterilir(Hacisalihoglu 1983).

Hiz vektdri, egrinin tefetinin dodrultu ve gizilme ydniindedir.



I.2.3 Tanim {(Regiiler egri)m:I —> E bir efri olsun. Her tgl igin
n nin j(t) noktasindaki hiz vektdri sifardan farkla ise, n egrisine
bir regiler egri denir (Hacisalihoglu 1980).

I.2.4 Tamam (Parametre Degigimi): n:I —> E" bir edri olsun.
Je IR bir agik aralik olmak izere, h:J ——> I fonksiyonu ile ol
fonksiyonu Ck. (k?1), sinifindan ise h fonksiyonuna n efrisinin bir
parametre degigimi denir (Hacisalihoglu 1980).

1.2.1 Teorem: 1 :1 —> E” bir edri olsun. n oh: ——> " efrisinin
hiz vektdrl birim vektdr olacak sgekilde bir h:3}——> I parametre

dedigimi vardir (Hacisalihoglu 1980).

I.3 TANJANT VEKTUORLER VE VEKTOR ALANLARI
1.3.1 Tanam (Tanjant Vektdr): M diferensiyellenebilir bir manifold ve
M den IR ye C s1nifindan fonksiyonlarin ciimlesi de ﬁTM,IR) olmak izere,
vp:c?M,IR) — > IR
f— > Vp[f], VpEM, VFEC(M,IR)
operatdri aga@edaki aksiyomlari sagliyor ise , bu operatére M nin p
noktasinda bir tanjant vekttr denir (Kobayashi ve Nomizu 1963).
i) v_[rfaugl=aav [Fleny
RS EXRGEAT
ii) v_[f.g]=g(p)v_[f]+F(p)V _[q].
P P P
M manifoldunun bir pEM noktasindaki tanjant vektdrlerin cimlesi,
TM(p)zin/ vpiC (M,IR) — IR}

ile gosterilir. Bu ciimle,

@:TM(p)xTH(p) _ TM(p)

(v s W) —— >V B2 W LM, IR
b b (M,1R)

1
P’ 'p > IR

(vp 8 l'lp)[f]:\fp[f]+wp[f] ,» ¥FEL=(M,IR)



B:IRxT (p) —> T,(p)
(1,Vp) — (mvp):c“(m,m)
(-‘va)[f]ﬁ\vp[f] , ¥FECT(M,IR)

seklinde tAanimlanan iglemlerle IR cismi Gzerinde bir reel vekior uzAayl

olugturur. Bu uzaya pEM notasindaki tanjant uzayi denir (Kobayashi

ve Nomizu 1963).

1.3.2 Tanim (Vetér Alami): M bir diferensiyellenebilir manifold
olsun. M nin herbir pEM noktasina bir tanjant vektdr karsilak
getiren dinisiine M iizerinde bir vektdr alani denir, yani

. 1 =1
XM —Stten gﬂwl(p)

. olarak tamimlanan X fonksiyonuna M -izerinde bir vektdr alani denir

{Hacisalihoglu 1980}.

M tzerinde bir vektdr alani genel olarak,

n

T f.

- 1l L.
i=] i

|os

X=

22

bigimindedir. Burada fiECk(M,lR) ,1i¢n, dir. Egder fiEC M,IR) ise
X vekidr alanina kisac’ diferensiyellenebilir dir denir. Bundan
sonravektdr alani demekle diferensiyellenebilir bir vekidr alanini

kastedecediz.

M tGzerinde vektdr alanlarinin cimlesi,

M) x / X ——— UJT1, (pk
1
pEM

ile gbsterilir. Bu ciimle toplama ve skalarlacarpma iglemlerine gore
IR cismi {izerinde bir wvektdr wuzayl olugturur. Bu uzava vektdr

alanlary uzayl denir (Hecisalihaglu 1980).



I.4 RIEMANN MANIFOLDU VE KOVARYANT TUREV
I1.4.1 Tanim ( Riemann Metrigi) | : Bir C% -manifold M ve
M Gzerinde vektdr alanlarinin uzayl X(M) olsun. Eger,
<o X (MYxX () —— €7 (M, IR)
déniigimii Aagagidaki gartlara sagliyor ise, bu dondgime M
Gzerinde Riemann metrigi yada metrik tensor ady verilir
(Hicks 1974).
i) <,> dbnisimi 2-lineerdir.
ii) <,> doénigimi simetriktir.
iii) <X,X> >0 , <X,X>=0 &==> X=0 ¥XEX(M).
1.4.7 Tanim (Riemann HManifoldu): Uzerinde Riemann metrigi
tanimlanmis clan C=-manifclda Riemann manifoldu denir. Eger
yYE (M) igin
<X,Y>=0 ise X=0

oluyor ise M ye yari Riemann manifoldu denir (Hicks 1974).

I.4.3 Tanim (Afin Konneksiyon ve Kovaryant Tirev): Bir C“lmﬁpifold M
ve M urerindeki vektdr alanlarinin uzayi (M) olsun. Eger,
D: x(M)x x(M) —> (M)
( X, Y )—— D(X,¥)=D,¥
operatari,
i) DX(Y+Z):DXY+DXZ , X, Y,ZEx(M)
ii)b

(x+v)£=0xZ+Dy2

iii) DFXY:fDxY , FEC {M,1IR)
iv) D

y FY=TD Y4X[FlY

gzelliklerini sagliyor ise, D ye M Uzerinde bir Afin konneksiyon ve [,e



de X vektor alani ydnilnde kovaryant tirev denir (Hacisalihoflu

1983).
I.4.4 Tanim (Riemann Konneksiyonu): M bir yari Riemann manifoldu ve
M lUzerindeki Afin konneksiyon D olmak lizere, D icin

1) [X,Y]=D,¥-Dx , X,Y £X(1)

ii) X[(Y,Z>]:<DXY,Z>+<Y,DXZ> , ZEx(M)

Ozelliklerini sagliyor ise D ye Riemann konneksiyonu denir {(Hicks

1974).



11.B0LUCM
T1.} GENELLESTIRILMIS REGLE YUZEYLER
Calismamizin bundan sonraki bé&limlerinde butidn
manifoldlari, dénilisimleri, vektoér alanlarini v.s. U%-s1
nifindan diferensiyellenebilir kabul edecegiz.
E?, n-boyutlu Oklid uzayinda bir,
n:d —> g
t —> p(t) , JCIR

efjrisi ve n egrisinin her p(t) noktasinda tanimli

e (t), ... ,e (th

£11.1.1)
ortonormal vektdr alan sistemi verilmis olsun. Buna gore,
<ei(t)’ej(t)>=6ij (11.1.2)
olur. e. vektdér alaninin o egrisi boyunca tirevini éi ile
gorterirsek (11.1.2) den
<éi(t),ej(t)>+<ei(t),éj(t)>:0 REEN (11.1.3)

bulunur. E" Oklid uzayinin no{t)=p ndtasindaki tanjant uzayi TEﬂ(p)
olm=kiizere (11.1.1) sistemi TEn(p) uzayinin k-boyutlu bir altvektor

uzayini gerer. Bu altuzay E (t), I{k{n-2, tE€I, ile gosterilir ise,
g Y k H

E (t)=Spie (t), ... ,ek(t)}c:TEn(p) (11.1.4)
olur.
1I.1.} Yanim (Genellestirilmis Regle Yizey): (I1.1.4) ifadesiyle
belirlenen Ek(t) altuzay:r n efrisi boyunca hareket ederken E7 de
bir {k+l)-boyutlu yiizey meydana getirir. Bu ylzeye (k+1)-boyutlu
genellegtirilmis regle yilizey ady verilir ve kisaca ¢ ile gdsterilir

(Frank ve Giering 197¢).



Burada y egrisine ® nin dayanak egrisi Ek(t) altuzayina da
nin dogrultman uzayi veya kisaca dofurani denir.
Bundan sonra (k+l)-boyutlu genellegtirilmig regle yiizey
yerine kisaca (k+1)-regle yiizey ifadesini kullanacafiz.

Bir o (k+l)-regle yiizey

IxeK-ge gkl

bélgesi  Gzerinde E,  Oklid uzayanrin  bir  (k+l)-boyutlu

altmanifoldudur. Bu altmanifolda Regle Altmanifold da denir. Bu

altmanifold G bﬁlgésinden £" ye,
k
#Eyxp, on %)= n(t) + f_iiei(t) (11.1.5)

donilsiimii ile ifade edilir. (11.1.5) ifadesine ¢ (k+l)-regle yiizey
igin bir parametrizasyon denir.
¢ dindsiminiin t ye ve X5 1¢i¢k , ye gore tilrevleri alinirsa
_o k -
= n(t)+_z xiei(t)
i=1

¥t

elde edilir. Eger,

rank[@t,¢x1, - ,¢Xk]:rank[a(t)+iélxiéi(t),el(t),...,ek(t)]

=k+1 (11.1.8)

ise ¢, (k+l)-regle ylzeyine G bélgesi Uzerinde regiilerdir denir.

I1.1.2 Tanim (Yon Konisi): Ek(t) altuzaylarinin ei(t), I€igk
vektorleri tarafindan olusturulan

X:JxEk —_ En

(t,xl, - ,xk)————>X(t,xl,...,xk): E xiei(t) (11.1,7)
i=1
noktalarinin cimlesine,

rank[Xt,Xx, I 4 }:rnnk[

; X, . xiei(t),e t), ... ,ek(t)]

e X

1

=k+1 (11.1.8)
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olmak iizere ® (k+1)-regle yilizeyinin (k+1}-ydn konisi veya kisaca yan
konisi denir (Frank ve Giering 1976).
Bunun koni tepesi civarinda (n-1)-birim kiire Snu%; E" ile R

olan kesitine ¢ nin kiiresel dofrultman resmi denir.

I11.1.3 Tanam (Asimptotik Demet): 5"'1, birim kiiresi tizerinde ¢ nin
kiiresel dodrultman resminde bulunan ei(t) kiresel edrilerini ve
ei(t) lerle lineer bafamsiz olan éi(t) teget vektorlerini gézéniine a-

lalim. O zaman,

Sp{el(t), .es !ek(t)!él(t)’ ... !ék(t)}

altuzayina ¢ nin Ek(t) ye gbre asimptotik demeti denir ve A(t) ile
gbsterilir (Frank ve Giering 1976).
A(t) asimptotik demetin boyutu ,0Km{k , olmak iizere,
boyA(t)=k+m
oldugu agiktir. 0 halde Ek(t) dogdrultman uzayin: kapsayan A(t)

asimptotik demetin E.Schmidt ortonormallegtirme ydntemiyle

A ] \ (11.1.10)

IR ETIPL SPL N Kem

seklinde bir ortonormal bazin: bulabiliriz. Burada

- k
.= 1g. .B. +

= B , Ik (11.1.11)

. A
is k4+s

I 3

G
s=1

olacaga agiktair. (I11.1.3) ve (1I.1.11) den

oldugu gorulir.

11.1.1 Teorem: tUEJ olmak Uzere Ek(to) dogrultman uzayinin bir
{el(to)’ con ,ek(to) } ortonormal bazi verildiginde J nin tO' 1

kapsayan Oyle bir I agik araligi bulunmbilir ki, bu aralikta Ek(t)



dogrultman uzaylarainin { el(t), . ,ek(t)} ortonormal bazlari tek

olarak bulunabilir ve bu ortonormal bazlar icin
<éi(t),ej(t)>:ﬂ JIE, Kk, tET, (11.1.12)
ifadesi gegerlidir (Juza 1962).
fger ¢ (k+l)-regle ylizey (11.1.12) ifadesi gegerli olacak
gekilde parametrilendirilir ise (1I.1.11) ifadesinden
aij:O L 1<i, i€k (11.1.13)
elde edilir.

I11.1.2 Teorem: Reguler bir (k+l}-regle yuzey ¢ olsun. ¢ nin herbir
Ek(t) dogrultman uzayinda dyle bir {'el,'...,ek} ortonormal baza

vardir ki, bu ortonormal baz igin

c.=§

, .
i .;uijej + kiak+i ’ Ki>D .  Ii€m
i=1
é :Zlé e
m+s j_£m+s)j J 1¢sgk-m (I1.1.14)

dir (Frank ve Gierfng 1976).

Buradaki {el(t), cen ,ek(t)} baz: ¢ nin A(t) asimptotik

demetinin

}

{el(t), cee ,ek(t),a

A
k+1? *kam

bazini tek olarak belirler.
Bu teoremdeki { eft}, ... ,ek(t)} bazina, Ek(t) dogrultman
uzayinin dogal tasiyic:r bazi veya ¢ nin asli gatisi denir.

Sabit bir t €I igin I1.1.2 teoremindeki Ek(to) n {El(to)’

“u- ,ek(to)} ortonormal bazi I1.1.1 teoreminde verilen ortonormal baz
olarak segilirse (II.1.13) ifadesinden dolayi (I1.1.14) ifadesinde

Ei:Ki(to)akﬁi(to) y1€14m,

11
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e =0 »1<s€ k-m | (11,1.15)

f+S
ifadeleri gegerlidir (Frank ve Giering 1976). (I1.1.15) ifadesine
giire kiresel edriler {em+l(t0), . ,ek(toﬂ,tDEI, icinde stasyoneller
dir. { el(tp, e ,em(t) }  nin Ek(t) dodrultman uzayina gore

ortonorma%Umleyeni olan 1 em+1(t), . ,ek(t)} ortonormal baz

vektorleri her tEI icin keyfi secilebilirler. Bu sekilde segilen
ortonormal bazlar jgin (I1.1.14) ifadesinde,
.= p<k— 11.1.16)
a (4 p) (mes) 0 1 1<s,p<k-m (
ifadesi gecgerlidir.

Regliler bir (k+i)-regle ylizey ¢ ve ® nin sabit bir noktasi p

olsun. p:@(t,xl, cen ,xk) noktasindaki tanjant uzay,

b o b
X (t,xl,..fggo,El,...,zk):ﬂ(t)+‘z xiei(t)+Eo(ﬂ(t)+'E xiéi(t)
i=a iz
. E-g'e-(t) (11.1.17)
jo il
parametrik denklemine sahiptir. 0 halde p rnoktasindaki tanjant
uzayin bir baza
- k
{n 11.1.18)
" xEeys ey <

i=a
dir. t sabit tutularakX; sayilari defistirilir ise p noktasi Ek(t)
altuzayinin notalarini tarar. Buna gore,

Sp{a,él, Y - 1€} (11.1.19)

vzayr E (t) dogrultman uzayinin bitiin p noktalarindaki tanjant

uzaylaran birlegimini kapsar.

11.1.4 Tanim (Tegetsel demet):

Sp{“,él, e a€ae e ,ek} (I1.1.20)

uzayina ¢ nin E, (t) ye gore tegetsel demeti denir ve T(t) ile gdsteri

lir  (frank ve Giering 1976).



(11.1.20) ve (I1.1.14) ifadelerine gére boyT(t) icin,
k+m¢boy T (t k¢k+m+1 (I1.1.21)
egitsizligi gecerlidir. Bagka bir ifadeyle ya boyT(t)=k+m yada
boyT{t)=k+m+l dir. 9imdi bu iki durumu Ayril Ayri inceleyelim.

Once her tEI icin boyT{t)=k+m olsun. Bu durumda ¢ nin n (t)

dayanak egrisinin n(t) hiz vektori A(t) asimptotik demetinde bulunur,

yani

.. + T n_ A
e 0 S, k+s (11.1.22)

- k m
n= &
iz
yazilabilir. ¢ nin herhangi bir p{t) dayanak egrisi "t) egrisine
bagli olarak,

p(t)= n(t) +

Ift~ RS

xi(t)ei(t) (11.1.23)

i=1

geklinde tanmimlanabilir. Burada t ye gore tiirev alinrsa,
b=%+k(;e+xé)
P T T R 1
i=a
elde edilir. Butirev denkleminde (I1.1.22) ifadesi ve 11.1.2 teoremi

gdzonine alinarsa,

b= % T.e.+ T n_A Lt % ;le + T xi( % ui.e_+Kink+.)
iz s31 ° 7Y iz iz1 j=a 1 a
k k

kti : (11.1.24)

elde edilir. Burada tEl icin

Kixi+*H:0 2 1€1Lm, (I1.1.25)
egitligini saglayan p(t) noktalari igin 5(t) hiz vektdrleri £, (t)
dogrultman uzayandadir. Ki y 1igm, sayllarl sifirdan farkl:
oldugundan (II.1.25) sisteminin cézimi tektir, vyani X 4 1Lidm,

sikalerleri tek olarak hesab edilebilir.
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11.1.5 Tamam (Kenar Uzay)}: (11.1.23) jfadesinde gdrildigi gibi p
egrisinin p{t) noktalari X 51Kk, sikalarleri ile temsil
edilmektedir. mgk olmak Gzere bu sikalarlerin m-tanesinin (11.1.25)
ifadesinden hesab edilebilecedini gérmijstiik. Geriye kalan {(k-m)-tane
dedigken keyfi olarak segilebilir. Buna gire belirli bir t€I igin
(11.1.25) egitligini saglayan p(t) noktalarinin cimlesi Ek(t)
dogrultman uzayinin (k-m)-boyutlu bir altuzayini olustururlar. Bu
altuzaya ¢ nin Ek(t) icindeki kenar uzayr veya bofaz uzay denir ve

Kk—m(t) ile gosterilir (Frank ve Giering 1976).

¢ (k+l)-regle yiizey regiiler .oldufundan m¢l dir. O halde
Ek(t) dogrultman uzayi hig bir zaman bir kenar uzay olamaz.
I1.1.2 teoremi ve (11.1.19),(11.122) ifadeleri gbzdniine

alinirsa kenar uzayinin bir p noktasindaki tanjant uzay,

x(t):n(t)+igixi+cojgiij+£i+aoci)ei+£05§§Kst+ns)ak+s(II.l.26)

parametrik ifadesine sahip olur. Burada (11.1.25) ifadesi dikkate
alinirsa gﬁrﬂlgrki Kk_m(t)c;Ek(t) kenar uzayinin noktalarinda ¢ nin
tegetsal uzaylari yoktur.
Bbylece agagidaki tecremi ifade edebiliriz.

I1.1.3 Teorem: Regiiler bir (k+l)-regle yuzey ¢ olsun. Eger ¢ nin
Ek(t), tEI , dodrultman uzayinda asimptotik ve tefetsel demetleri
gAakisiyorlar ise, o zaman ¢ bir Kk-m(t) kenar uzayina sahiptir ve bu
uzayin noktalarinda ¢ nin tegetsel uzaylari yoktur (Frank ve Giering

1976}.

2imdi de her tEI icin boyT(t)=k+m+l olsus. Bu durumds

n E Sp{el, AL IR ,ak+m}

dir. 0 halde T(t) tegetsel demetin bir ortoncrmal baz: olarak,
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}
Ly oo aBfp s o ™ P (11.1.27)

sistemini gbzonine alabiliriz. 0 halde T%+1£D olmak izere,

"(t)‘ ZQ ;& Tn s kst M1 kemea (I1.1.28)
i-1 S=1

yazilabilir,

Keyfi bir p(t) dayanak edrisinin (II.1.23) ifadesinde t ye
gére tirev alinmip, tiirev denkleminde (I1.1.28) ifadesi yerine
yazildiktan sonra elde edilen ifadeye 11.1.2 teoremi uygulamairsa p(t)

edrisinin p(t) hiz vektori igin,

K
=z C T +
p= 7 (5, Xt Lej ij)el+ E(Ks s s Mas e Pkrme 1 (11.1.29)
iz1 j=1* s=
elde edilir. Burada da
K x +0 =0 ,1€scm, (11.1.30)
S S s

esitligini saglayan p(t) noktalara igin ({t) hiz vektérleri
Sp{el, .- ,ek,a} uzayinda bulunurlar. (II.1.30) sisteminin ¢dzimi
(I1.1.25) sisteminin cdzimi ile aynadar.
I1.1.6 Tamm (Merkez Uzay): (I1.1.30) linee{ denklem sistemi
yardimiyla tanimlanan (k-m)-boyutlu altuzaya 3 nin Ek(t) icindeki
merkez uzayl denir ve Zk_m(t) ile gosterilir (Frank ve Giering 1976).

Zk_m(t) merkez uzayinin herbir noktasina merkez noktasi
denir. ¢ {k+l)-regle vizeyi mp0 igin regilerdir. 0 halde Ek(t)
dogrultman uzAayi Aaynl zamanda bir merkez uzay olabilir, yani m=0 ise
Ek(t) dofirultman uzay:r ¢ nin bir merkez uzayidir. Bu durumda 4 ye
silindirikdir denir.

I11.1.2 tecremi ve (11.1.19),(11.1.28) ifadeleri gdzbniine
rlinirsa Zk—m(t) merkez uzayinin bir p noktasindaki ¢ nin tanjant
uzAayl igin,

X(£)2M (L) Flx +g_ So X

Ei+{ )e +g0 Z(KS
i=a Jj=1

YA, _+
1J J s s’ “k+s
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* 5o M1 Mkamea (11.1.31)
parameirik denklemi elde edilir.

Boylece asagidaki teoremi ifade edebiliriz.
17.1.4 TYeorem: Regiler bir (k+l)-regle yiizey ¢ olsun. Eder ¢ nin bir
Ek(t), tel ,dodrultman uvzayl igindeki asimptotik ve tefetsel demetleri
gakigmiyorlar ise, o zaman g nin dayanak egrilerinin hiz vektorleri
{e , --- .e.3 _ } uzayinda bulunur ve ¢ pir Zk_m(t), m>0, merkez
uzayina sahiptir. Merkez uzayinin noktalarinda ? nin tanjant uzaylara
A(t) asimptotik demetine diktirler. ¢ nin Ek(t) dodrultman uzaya her
p noktasindaki tanjant uvzayinda bulunure (Frank ve Giering 1976).

tOEI icin Zk— rn(to):_Ek(tO) merkez uzAayi (1I1.1.5) ifadesinde,

X = e :xm:U (11.1.32)

almakla tanimlanir. O halde (I1.1.30) dan qSZD ;1{s¢m, elde edilir.

Buna gdre ¢ nin p(t) dayanak efrisinin n(to) noktasindaki ;(to) hiz

vektdrl igin (I1.1.28) ifadesinden
n(t ):kz e.+n A

o i_;ﬁ i me1  k+mel (11.4.33)

bulunur. 0 halde agagidaki iki Grnerme dofrudur.

i) nm+l(to)=0 < % nin bir Kk_m(to) kenar uzayl vardar.
(I1.1.34)
ii) nm+l(to)¢0 <—> ¢ nin bir Zk—m(tu) merkez uzayi vardir.

Béylece En,n—boyutlu Oklid uzayinda (k+l)-regle yizeyler iki
simifa ayrilarlar. Birincisi kenmar uzayli (k+l)-regle ylizeylerdir ki
s bunlar E3 den tanidigimiz tanjant yizeylerin (sitriksiyon g¢izgisiz)
bir genellegtirilmisidir.

Ikincisi merkez uzayla (k+1)-regle yiizeylerdir ki bunlarda E3

deki aykiri (sitriksiyon g¢izgili) regle yiizeylerin bir genellestirilme-
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si olarak ortaya gikar.

IT.1.7 Tanim (Dagrlma parametresizDrall):
*
dt

L=f(t ) , =S =h()>0 (11.2,35)

*
seklinde yeni bir t parametresini gdzdnine alalim. (11.1.28) den

nm+l:<n(t),ak+m+l>
bulunur. Burada (I1.1.35) deki parametre donisimi yapilirsa,

* N
nm+1=<n(t )’ak+m+1 >

* _ 0t
T dt*<ﬂ(t)’ﬂk+m+1>
I

m+1~ 0 om+r

elde edilir. ayricaflIl.1.14) den

- i ) il
Ki_<ei(t;,ak+i> y12i¢m,

bulunur. Burada da {(II.1.35) deki parametre doniisiml yapilirsa

elde edilir. 5i sayrlarini

ne h_lﬂ n
b= To— = = —T - 1fifm, (11.1.36)
Tk hTE i

seklinde tanimliyalim. Bu gekilde tanimlanan Bi.degerleri pArametre

degigiminden badimsiz olup ¢ nin Ek(t} igindeki i-yinci dagilma
parametresi (i-yinci asli dirali) ve
5:“J|51..-5m|

ye de ¢ nin Ek(t) icindeki dafjalma parametresi (drali) denir (Frank
1978}.
11.1.8 Yanim (Ortogonal Yoériinge): Bir ¢ (k+l)-regle ylzeyinin Ek(t),
tEl, dogrultman uzaylarinin herbirini dik olarak kesen efriye 4 nin
uortogonal ybdriingesi denir (Frank ve Giering 1976).

Ortogonal vyoriingede bir dayanak edrisi olarak alinabilir.

Eger n{t) dayanak edrisi ¥ (k+l)-regle ylizeyinin ortogonal ydrigesi
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olarak secgilir ise, {el(t), ces ,ek(t)}doﬁal tagiyici baz veétorleri
igin
(“(t),ei>:0 y12itk, (11.1.38)

dir (Juza 1962).
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I11.8B0LUM

Bu bdlimde bir I agik araliginda m sayisinin sabit oldugu ve
boyT(t)=k+m+1 ifadesinin gecerli oldugu, yani merkez uzayli (k+l)-reg
le yiizeyleri incelegecegiz. Bu nedenle E3 iin Aaykairi yilzeyler
teorisinin aksine ¢ de mevcut olan genellegtirilmig refekatgi regle
yluzeyleride inceleme imkani dogacaktar. Buna merkez wuzaylarin
ortogonal yiriingesine ait olan (m+l)-asli regle yiizeylerde dahildir.
I11.1 MERKEZ REGLE YUZEYLER
I11.1.1 Tamim (Merkez Regle Yiizey): Bir (k+l)-regle yiizey ¢ olsun.
¢ nin Ek(t) dogrultman uzayar n(t) edrisi boyunca ¢ (k+l)-regle
ylizeyini olustururken,?® nin Zk—m(t) merkez uzayida ayni edri boyunca
bir difer (n-k-m)-boyutlu regle yiizey olugturur. Bu regle yizeye
merkez regle yiizey denir ve % ile gisterilir (Frank ve Giering 1978).

Acik olarak m=k olmasi halinde 2 merkez regle yilizeyi ¢ nin

n (t) dayanak egrisine dejenere olur ve % nin sitriksiyon gizgisi

adini alir. 0 halde 2 ,m<k igin bir regle yiizey gésterir ve bu regle
yuzey,

B (t,x , oon yx )=0(E)+ 7" 8 (1) (I111.1.1)
£=1

donusimi 1le verilir.
Simdi bir 1 agik araliginda A(t) asimptotik demetin

(11.1.14) ve (11.1.16) ifadelerinin gegerli oldugu

{ Bls voe SRy e 'ak+m}

bazini ele alalim ve her t€l igin bu ortonormal bazi T(t) tedetsel

demetin {(11.1.27) ortonormal bazina, bunu da A 3 +ee A
A+M+1 n
vektorleri yardimiyla £" nin,
{ H 2
€17t B o Pim? Plamel? Tkame2? ©n (111.1.2)



ortonormal n- ayklisina tamamlayalim. Burada A nin  uygun

secilmesiyle ortonormal saf baz olarak segilebilir (Frank ve Giering

1976).

(11.1.3),(11.1.14) ve (11.1.16) ifadeleri dikkate alinarak

(111.1.2) ifadesi igin agadidaki tirev denklemleri verilmigtir

(Frank ve Giering 1978).

ke
ea =& ucvev+Koﬂk+c y1£04m
v=1
. k
e = Lo e , 14p%k-m
m+p (m+p)v v
v=1
B m n-k-m
keo Koo * lfl-‘oﬂ.ak-rt +""cl‘ﬂk+rn+1+ AEZ YorTkemer  (I11.1.3)
. m -k
e = --I WA -.L BA
k+m+1 gy L k4t - Ak+m+a
. m n-k-m
rmet gflw513k+l+atak+m+1+lfz BU Armar y248£n-k-m
(uuu:— S Hmag ) (map ):0 ' T e EEI:- Bl& 4 “’cf"*ox)

veya matris formunda yazarsak,Agagidaki gekilde olur.
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(11.1.33) ifadesine gore n(t) dayanak egrisinin ,(t) hiz vektdri

k

H: ErL B 47 A !
GV VMl keme) ? 0 ey 70 (111.1.4)

dir. m<k, olmak lzere g merkez regle yizeyinin keyfi bir p(t)

dayanak egrisi,

lk—m
p(t)= n(t)+ Szilxmsct)ems(t) ,LEI, (111.1.5)

geklinde ifade edilir. Bu esitligin t ye gbre tirevi alinairsa,

k-m

- . -

*
p=n+ I (x e +X e
s=1 m+S M+S m+s m+Ss

elde edilir. (II1.1.3) ve (I11.1.4) ifadeleri géizéniine alinirsa,

. k k-m, k-m k
p= Z ¢ e+ _ A + ix e 4+ rx  (1q
vz VY Ml kamel”  Tmes mes aey TES {m2 ey )
ve
. m k-m
= L + X 3 +
P 1—1( t':!;'H'<m+sm(m~|-s)sl)em 551 (cm+s+xm+s‘em+s Nona 1 kamsa ,
B B {111.1.5)
bulunur. Bu ifade dej
N { - Lo,
Xmee B)¥  (£)=0 y125Zk-m (111.1.6)

egitligini saglayan p(t) noktalari @ nin ortogonal y#riingesini
olugtururlar.
¢ =0 s 1ssk-m , (I11.1.7)
olmasy x_ =C_ (CS:sbt) olmakla beraber p(t) egrisinin g merkez
regle ylizeyvinin ortogonal yoringesi olmasini karakterize eder.
@ merkez regle vyilizeyine de II.bdlUmdeki teoriyi

uygulayabiliriz. p(t) dayanak egrisi igi”'lmfiﬂ oldufundan

p(tYE e, ... N ,ék} (111.1.8)

m+1

ifadesi gegerlidir. 0 halde 11.1.2 teoremine gire ¥ merkez regle
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ylizeyi het tEIl igin Zk_m(t) dogrultman uzaya ile ayni olabilen

(merkez wuzayi, dogrultman uzayil ile gakigan) bir 7 _S(t) merkez

k-m

uzayina sahiptir.

Boylece agagidaki teoremi ifade edebiliriz.
I111.1.1 Teorem: Regiiler bir ¢ (k+1)-regle yiizeyin,(k-m+1)-merkez req
le ylzeyi o, bir Zk_m_s(t) merkez uzayina sahiptir (Frank ve Giering
1978).

Eder s=0 ise g merkez regle yiizeyine silindiriktir denir.
111.2 ASLI REGLE YUZEYLER

@ merkezregle yiizeyinin her n(t) dayanak efrisini dayanak

edrisi kabul eden ve

m
a (t,xl, - ,xm): n(t)+ lixiel(t) +EET, (IIT.2.3)
=3
egitligi ile tanimlanan bir (m+l)-regle yizey mevcuttur. Bu regle

ylizeyi 8 < ¢ jle gosterelim. Her tOEI da & mn Em(to) dogrultman

e { o B . _ R
uzayl el(to), - ,em(to)} vektor uzayr ile gerilir. &, nin asimpto

tik demetini A(t) ile gésterirsek;

Ty oenfa |
A(t)=Sp s sre 384€ 5 ool L€ }

olup boyi(to):Zm dir. (111.1.3) ve (111.1.4) ifadelerinden ¢ nin
"(t) dayanak edrisinin a(t) hi1z vektori K(to) asimptotik demetinde
bulunmaz. 0 halde ‘Kt),ﬂn igin bir sitriksiyon g¢izgisidir, yani her
ﬁn (m+1)- regle yiizeyi bir sitriksiyon gizgisine sahiptir.
m=k igin An’ ¢ ile gakastidindan m<k kabul etmeligiz.

111.2.1 Tanam (Asli Regle Yiizey): Efer ¢ nin n(t) dayanak egrisi ,
m<k, ® merkez regle yiizeyinin ortogonal yoriingesi olarak secilirse
ﬁn (m+1)-regle ylzeyine ¢ nin asli regle yiizeyi denir ve ¢ ile gie-

terilir.

111.2.1 _Teorem : 5 merkez regle yiizeyli (k+1)-regle yiizey 2 olsun.
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¢ nin & (m+l)-asli regle yiizeyi, m<k, ® merkez regle yiizeyinin "(t)

ortogonal ydriingesine sahiptir ve iistelik bu ortogonal ydriinge A igin
bir sitriksiyon gizgisidir (Frank ve Giering 1978).

§imdi bir ¢ (k+l)-regle yiizeyin "(t) dayanak edrisi nin

£ Y- - i

n(t )€z, (t), t €I, m>o, noktasindaki hi (L JEE (t ), 14i4m, m-asii

1ginlarini inceleyelim. Bu asli isinlar,
n(t0)+xei(t0) xEIR (111.2.2)

parametrik denklemiyle verilmis olsunlar.
hi(to) asli 1gininin bir noktasindaki ¥ nin tanjant uzaya

igin (IT1.1.31) ifadesi ve'15:0, 1£s%m, dederleri gizdnine alinirsa,

ke ledeem
X =1 . L ) . . .
+xel+v _1( he cv_-. u\ﬁ"’ Ec: cv)PV+EDK1(xak+1+51ak+m+1)(III.2.3)
i m
parametrik ifadesi elde edilir. Burada = —Eii » yani ¢ nin E (t)
i

igindeki i-yinci dadilma parametresi anlamindadar.

¢ nin n(t0)+xei(to)€hi(to) noktasindaki tanjant uzayi
ﬂ(to)EZk_m(to) merkez noktasindaki tanjant uzayl ile tanB:x/Bi olacak
gsekilde bir & agisi yapar. Burada Bi, n(tO)EZk_m(tO) merkez
ndtasindan gegen hi(to) asli 1g1in1 boyunca ¢ nin tanjant uzaylarinin
dagilma parametresi anlamindadir.

Bdylece agafidaki teoremi ifade ederiz.

I11.2.2 Teorem: Bir (k+1)-regle ylizey ¢ nin Ek(to), tDEI, igindeki
Si i-yinci dagilma parametresi, hi(to)EEk(tD), 1€ifm, asli 1s1m
boyunca ¢ nin tanjant uzaylarinin dagilma parametresi ile gakisar
(Frank ve Giering 1978).
111.2.2 Tanim (Asli Isin Yizeyleri): tE€I parametresine bagli olarak

hi(to), 1€i¢m, asli 1sinlari © merkez regle yizeyinin n {t) daynak
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efjrisi boyunca ¢ nin 2-boyutlu regle yiizeylerini olugtururlar. Bu
regle yilizeylere ¢ nin asli igin yizeyleri denir ve ¢i,léi£m, ile
gosterilirler (Frank ve Giering 1978).

oy asli 1gin ylizeyleri ,14i4m, olmak Uzere

o; (tyx)=n(t)+xe, (t) ,(t,x)EIxIR, (111.2.4)
esitligi ile verilir.

Eger ¢ (k+l)-regle yiizeye silindirik, yani m=0 ise, o zAaman
¢ hig bir asli 1sin yilizeyine sahip dedildir. Eger o nin n(t) dayanak
efrisi ¢ nin ortogonal yoriingesi olarak segilirse (11I.1.4) ifadesine
gére 1 tzerile

£,=0 ,1£VeK, (111.2.4"%)
bajintisi gegerlidir ve " (t), %_nin bir sitriksiyon g¢izgisi olur. O
halde her asli 1sin yiizeyi bir sitriksiyon gizgisine sahiptir.

Bdylece agagidaki teoremi ifade edebiliriz.

111.2.3 Teorem : Silndirik olmayan (m>0), & merkez regle yiizeyli,
(k+l)-regle yiizey ¢ olsun. 0 zaman ¢ nin g merkez regle ylizeyinin
n (t) dayanak egrisinde tanimlanan her bir ¢ y1£i¢m, nmsli igan
ylzeyi bir sitriksiyon ¢izgisine sahiptir. Eger g nin pn(t) dayanak
edrisi @ nin ortogonal vydriingesi ise, ¢4 asli 1sin ylzeyinin
sitriksiyon gizgisi ile gakigir (Frank ve Giering 1978).

Eger ¢ (k+l)-regle yiizey @ merkez regle yiizeyli ise, o zaman

her tEI igin a (t) merkez tanjant vektdri vardir.

k+m+1
Boylece agagidaki tanimi verebiliriz.

117.2.3 Tanim (Merkez Tanjant Yizeyi): n merkez regle ylzeyli

(k+1)-regle yiizey ¢ olsun. o merkez regle yilizeyinin p(t) dayanak

egrisi boyunca ak+n+1 merkez tanjant vektori tarafindan meydana
[}

getirilen ve
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A (t,x)= n(t)+xak+m+1(t) , (t,x)EIXIR (111:2.5)

egitligi ile verilen 1gin yiizeyine ¢ nin merkez tanjant yiizeyi denir
ve p ile gosterilir (Frank ve Giering 1978).

n
111.2.4 Tanim (Kapali Regle Yiizey): En, n-boyutlu Oklid uzayinda

(k+1)-regle yiizey ¢ olsun. Eger ¢ nin (I1.1.5) parametrizasyonu igin

p pozitif bir tam sayi olmak lzere,

i(t+p,x1, — ,xk)z &(t,xl, . ,xk)

(t,xl, . nim ,xk)EIxIR (111.2.6)
ise ¢ ye kapalidir denir(Frank ve Giering 1984).
Boylece i(t,xl, i ,xk), n(t), ei(t), 1¢i¢k, t nin
p-periyotlu fonksiyonlaradar. Burada p en kiigik ortak periyodu

gisterir. Kolayca gorilebilir ki n(t) dayanak egrisi kapal:i ise, bir

I
f
n(t)+ E x; (t)e, (t) (111.2.7)

i=a

egrisinin de kapali olmasi igin xi(t) fonksiyonlarinin p-periyotlu
olmasi yeterlidir. \

I11.2.5 TYamim (Basit Kapali Regle VYiizey): Eder kapala bir
(k+l)-regle yizey ¢ igin agagidaki ozellikler saglaniyor ise ¢ ye
basit kapalidar denir (Frank ve Giering 1984).

i) ¢ nin A(t) asimptotik demetinin boyutu olan k+m SAYy1S1
her tEl igin sabittir. Bu dzellik Zk—m(t) merkez uzaylari icin de
dogrudur.

ii) 0<t4p kapali periyot araligi, acik bir 1 araliga
igerisine oyle yerlegtirilebilir ki, I iizerinde Ek(t) nin p-periyodik

Ce (t), ... ,ek(t)} dogaltagidici bazi mevcut olur.

¢ nin basit kapali olmasi halinde hi,lfiém, asli 1sinlara
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n(t) kapala edgrisi boyunca ¢ nin @ 14i¢m, kapali asli 1san
yiuzeylerini olugtururlar.
117.2. 6 Tanim (Agilabilir Regle Yizey): E" de (k+1)-regle
yiizey ¢ ve ¢ nin dayanak egrisi n (t), asli gatisi da {el(t),

,ek(t)} olsun. Eger,

rank[n,el, cee 2BLLE L, e ,ek]:2k+l (111.2.8)

ise ® ye acgilabilir olmayan regle yiizey, aksi halde agilabilir regle
ylizey denir (Juza 1962).

Buna gore,boyT(t)=2k+1 ise, ¢ agilabilir olmayan regle ylzey
ve boyT(t)<2k+]l ise, ¢ agilabilir regle ylzey olur.
111.2.4 Teorem: Bir ¢ (k+l)-regle yiizey nf(t) dayanak egrisi ve

{El(t), cee s (£) }asli gatisa ile verilmig olsun. 0 zaman
A:{n,e' S ,ék,el, SERERL

matrisinin ranki "(t) edrisinin ve { el(t), ... se(t)} asli gatisinin
seciliginden badimsizdir(Juza 1962).

ispat: ¢ (k+l)-regle yiizeyinin bir difer dayanak egrisi,

k
p(t)=n(t)+ £ x;(t)e (L)
i=1
ve asli gatisi da
k
ui(t): jj?lij(t)ei(t) 9 3

olmak izere | Uiy =ee ,uk} ile verilmig olsun. Bu badaintilarin t ye
gire diferensiyeli alinirsa gorilirki b,hi,ui vektorleri ﬁ,bi,ei
vektdrlerinin bir lineer birlegimi olarak yazilair. 0 halde

B:[p,ﬁl, e ,ﬁk,ul, ceeaUy]

matrisinin ranki A matrisinin rankindan daha biiyik olamaz. Bu ise

iiamiz1 isatlar.
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111.2.7 Tanim (i-yineci acilaim  wzunlugu): m=k igin & merkez regle
yiizeyi ¢ nin sitriksiyon gizgisinden ibarettir. Bu gigi n olmak Uzere
baasit kapala (k+l)-regle yizey ¢ ye ait kapalr 1sin yizeyleri ¢i

,12i4k, olsun. Bu taktirde,

Li=—§gi(t)dt (veya Li-_—ép<c|n,ei(t)>dt ) (111.2.9)
ifadesine ¢ nin iyinci agilim wzunlufu denir (Frank ve giering 1982).
Burada Li y & asli isan ylizeylerinin ortogonal ydriingesinin
bir periyot sonraki baglangi¢ ve bitim noktalari arasindaki mesafedir.
yC ¢ her t€l igin dogrultmani hi ,12i4k, asli isinlari ile
sabit e; Aagilarini yapan bir kapali igsin ylzeyl olmak Gzere vy nin L
agilim vzunlugu, o
Kk k 2
L=I L.cose. s I (cose,} =1 (111.2.10)
izt * i=1 *
olur {Frank ve Giering 1982)}.

Eger ¢ , silindirik olmayan {(m0) ve n(t) sitriksiyon
cizgisine dejenere olmayan (m<k) @ merkez regle yizeyli basit kapali
bir (kel)-recle \yiizey ise, (111.2.9) ifadesindeki intedral £ nan
dayanak egrisine baglidar. Bu durumda (I111.2.5} ile tanamlanan

r'l- i3 - - - -
“n merkez tanjant yuzeyi icin ,

—Jégm_!_l(t)dt:—fz(;t ,ak+m+l(t)>dt (111.2.11)
integrali An nin agilim uzunlugunu verir. Bu agilim uzunlugu @ nin
n{t) dayanak egrisinin seciliginden bagamsizdir.  Gunki (11.1.29)
ifadesine gire Wn+1(t) nin integrali n{(t) egrisinden bafimsizdir (Frank
ve Gierink 1982).

2 merkez regle yiizeyli, silindirik olmayan (m>0), basit
kapali (k+l)-regle ylzey ¢ olsun. ¢ nin her Ek(t) igindeki T(t)

tedetsel demeti g vi gersin, yani boyT(t)=n olsun. Bu durumda , nin
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(111.1.2) n-ayaklisa

e A PR ] A =A
Tk? Tk+a? Pk+m? k+m+a n}

olur ve bunlara ait kiresel egriler ¢ nin bir turunda kapalidir
(Frank ve Giering 1982).

Bu durumda m>0 ve 1<4ifm olmak Uzere ¢ nin m-tane agilim
agisinl tanimlAayabiliriz.
111.2.8 Tanim (i-yinci agilim agisi): @ merkez regle vyizeyli ,
silifRdirik olmayan {(m>0), basit kapalia (k+1l)-regle ylizey ¢ ve her t€l

igin boyT(t)=n eolsun. Bu taktirde ¢ nin ¢i ,12i<m, asli 1sin

ybzeyleri ¢ nin m-tane % acilim agisini tamamlarlar, oyleki ,
F
Biz 'gwi(t)dt y1£i4m | (111.2.12)

dir (Frank ve Giering 1982).

n=k+m+1 icin (I1I.1.3) tirev denklemlerinden

w_ =-<A A L2
i jerm+1? kK+1

bulunar. 0 halde

F .
€ == [

;
i o<ak+m+1\t)’ak+i(t)>dt

elde edilir.

I111.3 TAMAMLAYICI REGLE YUZEYLER
I11.3.1 Tanim (tamamlayici Baz): @ merkez regle ylzeyli
(k+l)}-regle yuzey ¢ olsun. Her tEI i¢in ¢ nin T(t)
tegetsel demetinin (II1.1.27) ortonormal bazana (I1I1.1.2)
n-avklisina tamamlayan
{ Alame2? " an} (1711.2.1)

ortonormal bazina tamamlayici baz denir.

Tamamlayicy ortonormAal baz vektidrleri ile



..

30
gerilen altvektdr uzayi ile birlegsen Oklid vzaya F(t) olsun.

boyF(t)= n-k-m-1

dir.
111.3.2 JFanim (Tamamlayici Regle VYizey): F(t) altuzay:
dogrultman uzaya olarak ¢ nin n(t) dayanak edrisi boyunca

tarafindan ihtiva edilmeyen {(n-k-m)-boyutlu bir regle yiizey meydana
getirir. Bu regle ylizeye ¢ nin tamamlayic1 regle yiizeyi (Komplement
Regelflache) denir ve ¥ ile gosterilir (Frank ve Giering).
?n tamamlayici regle yizeyi,
n-k-m

k-
¥ -
(t’XZ’ - ’Xn—k—m)— n{t}+ _; X

{t) (111.3.2)
A

a
A k+ms

geklinde ifade edilir.
Aglk olarak ¢ nin 2 merkez regle yiizeyinin n{t) dayanak
egrisi aynl zamanda ?n tamamlayici regle yizeyinin de bir dayanak

eqrisidir. (]I.1.7) ve (11.1.8) ifadelerine gbre,

n-k-m_
i ' _ ]
rﬂnk[-t,qx 2 oeee WY =rank[ I Amer  Aamaz? f0 1An]
2 n—k-.'m 1:2
=n—k-m (111.3.3)
iginm bitin ?n tamamlayica regle ylzeyler aym
n—k-m

Py I11.3.4
A2 ylak+m+l(t) ( )

(n-k-m}-y8n konisine sahiptirler.
n=k+m+1 olmasi halinde biitin ?n tamamlayici regle yizeyler

n{t}) dayanak egrisine dejenere clurlar. 0O halde ¥ , n>ksm+l jgin bir

~F

~
1
4

regle yizey gosterir. 11.1.2 teoremine gore ¥ onin (

A ( e
ks+m+2 ’ ?

ﬂn(t)} crtonormal bazina sahip olan ?n tamamlayic: regle ylbzeynin dvle

bir IO:: I agik araligr bulunabilir ki bu aralikta (111.1.2) tivev
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denklemlerinde
BgA:U »2£%, E4n-k-m , (111.3.5)
ifadesi gegerli oclur.
Ikinci bolumde ¢ (k+1)-regle ylzey igin verilen kavramlar
Y (n-k-m)-tamAlayici regle yiizeyi igin de gegerlidir. Buna giire
eger, *n nin bir dogrultman uzayinda asimptotik ve tedetsel demetleri
gakigiyor, yani

Efa ce- 48 _,A ree A1
k+m+2? 0 kem+2? n

ise, @ zaAmAn Wn tamamlayic1i regle vyiizeyi bir tlEZIO da bir kenar

uzayina sahiptir.

Kabul edelimki n vektorii A eme2? e AR e ,anvek_
térlerinin bir lineer birlesimi olarak vyazilsin. Bu taktirde
(II1.3.5) ifadesine egdefjer olan

WGE ]
rank | 8 | = ]wcgl-;—l : (I11.3.8)

£

esitligi elde edilir. Burada,

[ ) T
- Y12 0 Y1tack-m)
P . .
e
| E Ym2 e wm(n-k—m)
| &
- -

32 e s Bn—k-m

olup (III.2.4) ifadesi gecerlidir.

¥ tamamlayici regle ylzeyinin keyfi bir dayansk edrisi

Z\t): rl(t)"' Fz(t)aka'a-f-(t) ’I]]‘B_E“

olsun. Burada t ye giire tilirev alinirsa
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e o Dk-mo

°
=N L
o Risa (zlﬂk+m+x+zxﬂk+m+x

bulunur. Burada (I1I11.1.3), (111.1.4) ve (111.3.5) gbzdniine alinirsa,

)

E n-k-m, n=k-m m
Z= Ceyth A + I =a + 3 2(rw a 4+ a
— VOom+l k+m+l A=? k+m+A sa) A gey AR k+g g K+n+l
y2£4n-k-m,
. k r==m  m n-k-m n—k—=mn
z= Iz e+ zIrzlzw M g g +1  )a + oz 2 A
ver' ¥ el Muy Al;_‘k-l'g £ =2 g g M7 k4m+d y=2 Acsnm
(I11.3.8')
elde edilir. Burada
n-k-m
I 2w =0 142.€m , €111:3:7n)
=2 A AL
ve
n-k-m
T -
I EABX+%H1"0 (I11.3.7b)
A=2
egitliklerini sadlayan z(t) noktalari vy nin  kenar wuzayini
n
clugtururlar.

Her t181 igin nm+l#0 oldugundan v nin kenar uzaya
hig bir zaman n(tl) dayanak e@risi noktasini ihtiva etmez.
n>k+m+1 olmak iizere lé: I araliginda "(t) dayanak egrisinin,
¢ nin ortogonal ydringesi olmadigani , yani (I11I1.2.4) veya (111.3.6)
ifadelerinden birinin gegerli olmadigani varsayalim. Bu durumda
¥ _#+R tamamlayici regle yizeyi I0 araliginda bir Qn merkez regle

nj

yuzeyine sahiptir.

Eger,
% 5 - £rin_ -
<Z’Rk+maf0 y24* ¢n-k-m, (111.3.9)
egitligi gegerli ise , z(t) efrisi tam olarak % merkez regle
yUzeyinin bir dayanak egrisi olur. (I11.3.9) ifadesinden

z, 1y 252 €n-k-m, dediskenleri igin
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m

n

Iz w, Jw_ +8 €
LA "

0=1 LA

Z_B_47 )=0 2¢E4n-k-m (111.3.10)

lineer denklem sistemi elde edilir. Buradan (111.3.7b) den dolaya
¥, tamamlayici regle yiizeyinin,K @ nin n (t) dayanak edrisinden
bagmmsiz oldugu gérilir. 0 halde © nin bitin tamamlayici regle
yizeylerinin merkez uzaylari her tlEl0 igin paraleldir. Ayrica
(111.3.10) ifadesinde t €I dgin Be=0 , 248 n-k-m, iser1(tl) dayanak
efrisi noktasa Vn nin merkez uzayinda bulunur.
Biylece agafidaki lemmay1 ifade edebiliriz.
111.3.1 Lemma: £ merkez regle yiizeyli (k+1)--regle ylizey ¢ ve ¢ nin
(n-k-m)-tamamlayici regle yiizeyi ¥  olsun. Eger (II1.2.4') gegerli
olmayip (111.3.6) ifadesi gegerli ise, o zaman ?n tamamlayici regle
vizeyinin 9n merkez regle yiizeyi (111.3.7) ifadesi ile tamimlanir
(Frank ve Giering 1978).
Eder ?n tamamlayici regle yﬂzeyi,nn merkez regle yiizeyli

ise, (111.3.7) ve (111.3.8') ifadelerinden

z A (111.3.11)
3 k+m+)

elde edilir. Buna gire tlelo, y tamamlayici regle yilizeyinin
n
merkez uzayinin bir z(tl) merkez noktasindaki tanjant uzayinin

k

[vflcvev,ak+m+2, R ,nn} uzayl tarafindan gerildigi gorulir. O hal-

de ¥ tamamlayica regle ylzeyinin dogrultman uzayina sahip olan z(tl)

merkez noktasindaki tanjant uzay ¢ (k+l)-regle yizeyinin Ek(tl)
k
dogrultman uzayi ile n(t)+x( : ¢, (tle (t) ) dogrusu boyunca kesigir.
Vo
Tersine eder, Wn tamamlayici regle yluzeyinin her merkez nok-

tasindaki tanjant uzayi ¢ nin Ep(tl) cogrultman uzayini bir dogru
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boyunca keser ise (111.3.8') ifadesine gore ¥ nin @ merkez uzaya

(111.3.7) ifadesi ile tanimlanar.

Buradan agagidaki sonucu yazabiliriz.

IT1.3.1 Sonug: Merkez regle yizeyli (k+l)-regle yiizey ¢ olsun. Eder
¢ nin 2 merkez regle yiizeyinin n(t) dayanak efrisi ¢ nin ortogonal
yoringesi degil, yani & f0 ,1£V<k, ve (II1.3.6) ifadesi gecerli ise,
o zaman ¢ nin Yn tamamlayica regle vyiizeyinin her bir merkez
noktasindaki tanjant uzayi, ¢ nin Ek(tl),tlel, dogrultman uzaya ile
bir dogru boyunca kesigir(Frank ve Giering 1978).

Boylece agagidaki teoremi ifade edebiliriz.

ITI.3.1 Teorem: Merkez regle yiizeyli (k+1)--regle ylizey s olsun.
Eder agagidaki onermelerden birisi sadlaniyor ise, ¢ nin g merkez
regle ylzeyinin n(t) dayanak egrisinde tanimlanan (n-k-m)-tamamlayici
regle yizeyi Wn, n>k+m+1 igin plt) dayanak edrisine dejenere olmaz ve
Ioc: I, tEIO, aralijinda tam olarak kenar regle yiizeyli bir regle
ylizey gosterir (Frank ve Giering 1978).

) wn tamamlayiciregle ylizeyinin asimptotik ve tegetsel de
metleri bitin t€I lar icin aynidar. \

ii) (1I1.2.4') ve (111.3.6) ifadeleri ayni anda gecerlidir.

iii) n(t) egrisi ¢ nin ortogonal yéringesi olmak izere ¢ nin
ortogonal yoriingesi olmayan her z(t) dayanak egrisi icin v
tamamlayici regle yilzeyi 111.3.1 sonucunu sadglar.

Eger z(tl)Ewn noktasinda (111.3.7a) ifadesi gegerli ise bu
noktadaki ?n nin tanjant uzayi ile ¢ nin Ek(tl) dogrultman uzayinin
merkez noktasindaki tanjant wuzaylar bir dogru boyunca kesigir.
(111.3.8') ve (111.3.7a) ya gore bu ortak dogru

n-k-m

15.\,%*( 55: 8 & e Meamea JXEIR,(111.3.12)

n+Xx I

nmMx

~N

v
ile verilir.
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z(t)EwTI merkez noktasi (111.3.7a) ve (II1.3.10) sartlaram

sagladifindan dolayi ya (111.3.7b) ifadesi yada

B=0 , 22 E£n-k-m, (111.3.13)"
jifadesi gegerlidir. Ohalde (111.3.12) dogrusu ya ¢ nin Ek(tl) dogrult-
™man

uzayinda bulunur yada Ek(tl) ile bir noktada kesigir.

111.4 ¢ nin Y TAMAMLAYICI REGLE YUZEYLERININ TAMAMLAYICI REGLE
YUZEYLERI
¢ nin @ merkez regle yizeyinin bir n(t) dayanak egrisi
boyunea olugturulan Wn tamamlayica regle yiizeylerini inceledik.
Simdi LS merkez regle yizeyli bir (n-k-m)-regle yiizey olsun.
@ merkez regle yiizeyinin keyfi bir dayanak efirisi z(t) olmak lzere,
Wn tamamlayica regle yilzeyinin de bir tamamlayici regle yizeyinden
bahsetmek mimkumdir. Bunuda T, ile gbsterelim ve z{(t) dayanak
egrisinde ¢ ile gakagip gakigmadidani aragtairalim.
2 merkez regle yiizeyli (k+1)-regle ylizey ¢ ve ¢ nin
Qn merkezregle yiozeyli (n-k-m)-tamamlayici regle yuzeyi Tn olsun.
?n nin tegetsel demetini ?Iti) ,tlEIO, ile gisterirsek,

— \- - -
T(tl;_Sp {n’ak+m+2’ AR PTIS L

,3n} (111.4.1)

olur. Burada (111.1.3),(111.1.4) ve (111.3.4) ifadeleri gozonine
alinmirsa,

_ k iy

T(tl):Sp tz cveu+nm+1ak+m+1’ L "22ak+g+52ak+m+1’ Tt

v=i L=1
(111.4.2)
"

’ 2Elw(n—k—m)p;ﬂk+p,+3n--k—mak+m+1’ak+m+2’ AR

oldugu gérilur. tlEI0 olmak izere 5 nmn dofirultman vzaylar: T(tl)

tegetsel demeti ile total ortogonaldir. E£der y nin ,(t) dayanak
n

H
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erisi ¢ nin ortogonal yoringesi ise (111.2.4') ifadesi gegerli
oldufjundan n, nn tiEZI0 daki dogrultman uzayi ¢ nin Ek(tl)
dogrultman uzayina paralel bir uvzaydir ve

boyT(t)=n-k (111.4.3)
egitligi gegerlidir. Bu egitlik (111.4.2) ve (111.2.4') ile

birlikte gozoniine alinirsa,
rank( E;]:m 2 146%m, 24 €n-k-m, (111.4.4)
o

esitligine egdefer oldugu goruldr.

(111.3.4') ve (111.4.4) ifadelerine gore g, min her t €1
igin @ nin Ek(tl) dogrultman uzayina paralel dogrultman uzaylar ile
bir (k+l)-regle yilizey oldugu gdrilir.

Bunu bir teorem olarak géyle ifade edebiliriz.

I11.4.1 Teorem : E" de 9 merkez regle ylizeyli (k+l)-regle yiizey ¢ ve

¢ nin Qn merkez regle yiizeyli (n-k-m)-tamamlayici regle ylzeyi
olsun. Eger a nin n(t) dayanak egrisi ¢ nin ortogonal ydringesi ve
Yo (n-k)-boyutlu T(tl) tegetsel demetine sahip ise, o zaman g nn
z(t) dayanak egrisinde tanimlanan I regle yiizeyi , ¢ nin Ek(t1)’
tIEIo, dofirultman uzaylarina paralel olan dogrultman uzaylarla bir
(k+1)-regle yiizey gisterir (Frank ve Giering 1978).

Eger teI  igin n{tl) dayanak egrisi noktasi ¥ =~ min bir
merkez noktasi ise, 0 zAmAnN Y“ nin Hz tamamlayici regle yizeyi
(111.3.12) ifadesine gire ¢ nin [k(tl) dogrultman uzayi ile ortak bir
noktaya sahiptir. 0 halde (111.3,13) ifadesi gegerlidir ve bu ortak
nokta ﬂ(tl) dir.

Eger (I11.3.13), ]0 tizerinde, yani her t1€ID igin gecgerli
ise (I111.1.3) ve (I11.1.6) ifadelerine giore & nin 7 (t) dayanak

egrisi, ©? nin ortogonal yoringesi ve Qn nin da dayanak egrisi clarak,
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yani z(t )= "(t;) ,t €I , alinabilir. Bu durumda (111.2.4'),
(I11.3.12), (I11.4.4) ifadeleri ve 111.4.1 tecremine gore v onn
tamamlayier regle yuzeyi m, hin dogrultman uzaylara ¢ nin Ek(tl)
t Bl , dofrultman uzaylari ile gakigir, ayrica (II1.3.13) ve
(IlI.4.4) ifadelerinden,
rank% wog]:rank[w ]=m (111.4.5)
L Pe | ot
oldudundan I, regle yiizeyi II11.1.2 teoremine gdre hig bir kenar
uzayina sahip degildir.
BOylece asafidaki teoremi ifade edebiliriz.

1I1.4.2 Teorem: E" de @ merkez regle ylizeyli (k+1)-regle yiizey ? ve

¢ nin, % merkez regle yiizeyli (n-k-m)-tamamlayici regle yizeyi de
?n olsun. Eger asagadaki énermeler sadlaniyor ise, o zaman ?n nin
tamamlayici regle yizeyi N+ @ ile aynidir (Frank ve Giering 1978).

i) z(t)s(t) JEEI,

ii) ™(t) egrisi ® ve¥ min ortogonal ydriingesidir.
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Iv. BOLUM
IV.1 KONOIDAL REGLF YUZEYLER

n

Iv.1.} Tanim (Konoidal Regle Yiizey): E" de (k+l)-regle yiizey 4

olsun. ¢ nin her Ek(t) dogrultman uzayinin paralel oldudu sabit bir
E9% Erg g3k, altuzayar weveut ise ¢ye g-konoidal regle yiizey, g4
altuzayina da ¢ nin dofrultu uzayr (Richtraum'u) denir (Frank ve
Giering 1984).

Eder bir ¢ (k+l)-regle ylzeyi (n-1)-koncidal ise , ¢ ye
kisaca konoidal'dir denir ve onun dodrultu uzay:i sabit bir dogrultu
hiperdiizlem (Richthyperebone) dir.

IV.1.1 Ornek: E3, 3-boyutlu Gkiid vzayinda dik silindir yiizeyi bir
konoidal regle yizeydir.
IV.1.2 Tanim (Ortokonoidal Regle Yiizey): 2 merkez regle ylizeyli ve
dogrultu uzaya ES olan q-koneidal bir (k+l)-regle ylizey ¢ olsun.
Eder ¢ nin merkez noktalarindaki tanjant uzaylari E9 dofrultu uzayina
ortogonal iseler ¢ ye q-ortokonoidal dir denir (Frank ve Gierng
1984). \
Eder g=n-1 ise ¢ ye kisaca ortokonoidnl difecediz.
IV.1.1 Teorem: E” de g-konoidal {k+1l)-regle yiizey ¢ ve ¢ nin A(t)
Asimptotik demetinin boyutu (boyA{t)zk+m) sabit olsun. Bu durumda EY
dogrultu uzayinin boyutu olan q sayisa igin,
kem £ q <n-1 (Iv.1.1)}
egitsizligi gegerlidir ve ¢ nin asimptotik demetleri EO dofrultu
uzayinAa paraleldir.
Ispat: Tecremin ispati igin k+mfg oldujunu gistermek yeterlidir.
g dogrultu uzayinin ortogenal timleyeni olan altvektdr UzZAyl (Eq)i

1 i
olmak {izere boy(Eq) =n-q dur. (Eq) in bir artonormal bazi
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{bq+1' — ,bn] olsun. EY  sabit olduﬁundan(Eq)* de sabittir. Bu
durumda ¢ nin Ek(t)’ tEI, dogrultman uzayinin {el(t), G ,ek(t)}
dogal tagiyici bazi igin,

<bQ+S,ei(t)>:0 ,12i¢k, 14s4n-q, (Iv.1.2)

dir. Burada t ye gire tirev alinirsa,
<bQ+s,ei(t)>=U

elde edilir. e, nin (I11.1.3) deki dederi burada yerine yazilirsa,

k.<b

i q+s’;'k+j_>:l:I ’Kj>0’ 1€i4m (V150

bulunur. Kjf 0 oldugundan

<b >=0 yi2i4m, 14s4n-q (Iv.1.3')

q+s’ﬂk+i
elde edilir. (IV.1.2) ve (IV.1.3') ifadelerinden gdrilirki ¢ nin
A(t) asimptotik demeti (Eq)# e ortogonal, dolaysiyla, E9 ya
paraleldir. Bdylece ispat tamam olur.

(IV.1.1) ifadesine gbre k+m sayisi g-konoidal (k+1)-reqgle
yuzey ¢ nin Eqdogrultu uzayinin en kigik ihtimalli boyutunu verir.
IV.1.3 Tanim (Kuvvetli Konoidal Regle Yiizey): Silindirik olmayan
(m>0), qg-konoidal (K+1)-regle vyiizey ¢ ve ¢ nin A(t) asimptotik
demetinin boyutu ,(boyA(t)=zk+m) sabit olsun. Eder q=k+y ise ¢ ye
kuwvietli konoidal (strengkonoidal) adi verilir (Frank ve Giering
1984).

¢ nin kuvvetli konoidal olmasi halinde asafjidaki teorem
gegerlidir.
IV.1.2 Teorem: silindirik olmayan (m>0), g--konoidal (k+1)-regle
yizey ¢ , k+m sabit boyutlu A(t) asimptotik demetine ve {el(t),
,ek(t)] asli gatisina sahip olsun. Bu taktirde

¢ kuvvetli konoidaldir ancak ve ancak (I11.1.3) ifadesinde
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w20, Ygy=0 ,1404m, 24 Mn_k-n (Iv.1.4)

dir.
Ispat: 1V.1.1 teoremine gore ¢ nin A(L) asimptotik demeti
£9 dogrultu uzayina paralel oldujundan her tEl igin  (IV.1.3') den

_ i £S2
<bQ+S,ak+0(t)>_U +1404m, 1£5Zn-q (Iv.1.5)

yazilabilir. Burada t ye gore tirev alinirsa

B e )>=0 ,14afm, 1£s£ n-q (1V.1.6)

elde edilir. 5k+cn1n (II1.1.3) tirev denklemlerindeki defieri burada

yerine yazilar ve (IV.1.2), (IV.1.3) ifadeleri goz oniine alimirsa,

n-k-m
(£)y>=0 (1v.1.7)
Y

(t)»>+ @ v <b

X 3
”o(t"d] N g q+s’ak+m+1

A
g+s’ k+m+a

elde edilir. Bunu Agik olarak yazarsak,

Nc<bq+1’Hk+m+1>+Y20<bq+1’ak+m+2>+ e +T(n—k-m)g<bq+1’an>:0
No<bq+2’ﬂk+m+1>+y20<bq+2’ak+m+2>+ e -lﬂf(n—k-m)c<bq+2’{j‘n>:D
i (Iv.1.7Y)

w <b

g n ’Hk+m+1>+v2o<bn ’ak+m+2>+ Tt +Y(n-k—m)o<bn ’an>=0

veya matris formunda yazilirsa,

— _— -
<bq+1’ak+m+1> <bq+1’ak+m+2> T <bq-t—l’an> V Yo 0
I
. I
<bq+2’al<+m+1> <bq+2’ak+m+2> T <bq+2’an> L D iy 0
o S
o0
- | ) T
: : T .
bg ’ak+m+1> <bn ’ﬂk+m+2> e <bpsAy H Y{n-k-m)g 0
lineer denklem sistemini elde ederiz. (1V.1.7'1)

==3v imdi ¢ kuvvetli konoidal olsun, yani g=k+m olsun. Bu taktir-

de & nin E9 dogrultu uzayr A(t) asimptotik demetin € S€a Ay,
+1,
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,ak+mbﬂz vektérleri tarafinda gerilir. 0 halde E dogrultu

uzayymin ortogonal timleyeni (Eq)L olmak (izere (Eq)L:Sp{bq+l, een ,b#

- " - . -
ile Sp{ak+m+1’ .e- ,an} aynl uzayl gbsterirler. Bdylece (1v.1.7'")
regiiler kuadratik katsayi matrisli lineer denklem sisteminden

wc:D y Y520 s 1£04m, 2£hén-k-m,

elde dilir.

(&—=): Eger(111.1.3) tirev denklemlerinde (IV.1.4)
sartlara gecerli ise bir I araligy iizerinde (IV.1.7) saglanar.
Boylece (II1.1.3) denklemlerinden I aralifanda ¢ nin asimptotik
demetinin k+m boyutunun sabit oldugu ve g=k+m oldugu gdriliir. 0 halde

? kuvvetli konojdal dlr;

tger ¢, bir kenar regle yiizeyli {k+l)-regle yiizeyi kuvvetli

konoidal ise, ¢ igin (I11.1.3) deki ilk kem tirev denklemleri ve

ﬂm+1:0 esitligi saglandifindan E" nin (k+m)--boyutlu bir altuzayinda

bulunur.

Eder ¢ . bir merkez reqle viizeyli {k+lj)-regle yiizey kuvvetli
konoidal ise agagidaki teorem gecerlidir.
IV.1.3 Teorem : E" de bir ¢ (K+1)-regle yiizeyi kuvvetli konoidal
olsun. EGer ¢ , 2 merkez regle yizeyli ise, o zaman
¢ (k+m)-ortokonoidaldar.
Ispat: IV.1.1 teoremine gire ¢ nin her A(t) asimptotik demeti
¢ nin Ek+m dogrultu uzayinin eglendifi vektdr uzayini gerer. I1I.1.4
teoremine gére ¢ nin merkez noktalarindaki tanjant wzaylary A(t)

asimptotik demetine diktirler. 0 bhalde 1IV.1.2 tanimi geredince

¢ {k+m)-ortokonoidal dir.
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Bir ¢ (k+l)-regle yiizeyi p-konoidal ve g-konoidal gibi
defigik mertebelerden konoidal olabilir. Eder E% EP olacak sekilde
£9 ve EP dogrultu uzaylari meveut ise ¢ ayni anda g-konoidal ve

p-ortokonoidal slabilir.

Kovvetli konoidal olan bir ¢ (k+l)-regle yiizeyin ortokonoidal
olmasy halinde agagidaki teorem gegerlidir.
IV.1.4 Teorem: {el(t), cen ,ek(t)} asli gatiya sahip olan, g merkez
regle yiizeyli, silindirik olmayan (m>e) kuvvetli konoidal (k+1)-reqgle
yuizey ¢ olsun. Eder ¢ ortokonoidal ise (111.1.3) tiirev denklemleride

ﬁj\.—.[] v 222 4n-k-m {Iv.1.8)

dir. Bu durumda ¢ bir (n=k+m+1)-boyutlu Oklid uzayinda bulunur.
Ispat: Bir ¢ (k+l)-regle ylizeyi kuvvetli konoidal ise q=k+m

dir. Ayrica ¢ , Q merkez regle yiizeyli oldugundan a,_m . (t), t€I,

k+ +1

merkez tanjant vektdérit mevcuttur.

9imdi ¢ (k+l)-regle yiizeyi ortokonoidal olsun. Bu taktirde
q=n-1 olup ¢ nin dogrultu uzayi bir hiperdiizlemdir. O halde
(Eq)L:Sp{b} . yani E9 nun ortogonal timleyeni 1-bayutlu bir

altuzaydir. IV.1.3 teoremine gére a (t),tEl, merkez tanjant

kam+1

vektdru g9 dogrultu uzayina diktir, yani a vektirid  Sp{b}

k+m+1

uzayinda bulunur. 0 halde

<b (£)>=x (r=s t) (Iv.1.9)

a
T krme1

yazilabilir. Burada t ye gore tiirev alinirsa,

(£)>=0 (1v.1.10)

A
P ke

elde edilir. vektorinin (111.1.3) tiérev denklemlerindeki degew

A
k+m+1

(IV.1.10)"yerine yazalar ve (IV.1.4) ifadesi gézénine alinirsa

- - £y Ln—le—
Bl<h’ak+m+1>’0 s 2£35n-k-n,
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veya

BR=D

elde edilir. Ayriea g-k+m ve g=n-1 oldufundan
k+m=n-1 yada nzk+mea

elde edilirki bu da ¢ nin (k+m+1)}-boyutlu Oklid uzayinda bulnmasy de-
mektir.

Tecrem 2.3 ve 4 den agafidaki teorem ispat edilebilir.
IV.1.5 Teorem: { e(t), ‘e ,ek(t)} asli g¢atiya sahip olan, @ merkez
regle yuzeyli, silindirik olmayan (m>0), (k+1l)-regle ytzey ¢ olsun.
Eder ¢ icin (JI1.1.3) tirev denklemlerinde

HOIU, - afﬂ y1464m, 24x¢n-k-m, (Iv.1.11)

ise, a zaman ¢ ortokonoidaldir (Frank ve Giering 1984}.
IV.1.6 Teorem: { el(t), ce- ,ek(t)} asli gatiya sahip olan, g merkez
regle ylzeyli, silindirik olmayan (m>0), (k+l)-regle yilizey ¢ olsun.

Eder ¢ gyortokonoidal ise (I11.1.3) ifadesinde

u6=0 »14g%4m, (Iv.1.12)

dir.
Ispat: Bir ¢ (k+l)-regle yiizeyi g merkez regle ylizeyli ise

Aimey MeTkez tanjant vektdrl vardir. ¢ g-ortokonoidal oldugundan

vektérii ¢ nin E9 dogrultu uzayina diktir, y=ani A vektord

A
bsmae k+m+2

1
g4 ya ortonormal vektSr wzayinda bulunur. E9 sabit oldugundan (£
de sabittir. 0 halde a merkez tanjant vektéri ¢ nin (II1.1.5)

k+m+a >
parametrizasyonundaki 1 parametre araliginin tOEI defgeri igin sabit

olarak bulunur. Buna gdre 1V.1.2 teoremi ve (IV.1.6)} ifadesinden,

(tg,ak+c(t)>:o ,LET,  1444m, <IV.1.13)

a
kst

yazabiliriz. Burada t ye gdre tiirev alimirsa ,
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<ﬂk+m+1(to)'ak+o(t)>:0

elde edilir. Ak+on1n (111.1.3) ifadesindeki dederi burada yerine ya-
zilarsa,
wU:U y14am
oldufju gordlir.

IV.1.4 Tamam (Orthoid doguran): E"

de bir (k+1)-regle yiizey ¢ ve
¢ nin bir Ek(to) dogrultman uzaya t0 in bir £ cavarinda (her tEI
igin |t-t0|<£) bir @ merkez regle yizeyine sahip olsun. Eger E (t )
in merkez noktalarindaki tanjant uzaylari ¢ nin £ dogrultu uzayina
ortogonal iseler, Ek(to) doguranina gq-orthoid dir denir(Frank ve
Giering 1984).
¢ nin (n-1)-orthoid doduranina kisaca orthoide denir. Bu
tanim E3 Un konoidal 1sin yizeylerinin orthoidal doduran kavraminin

direkt bir genellegtirilmesidir. E3 in sadece dinel (helozoni)

ylizeyleri orthoide dourana sahiptir.

1V.3.2 Usneki £ da

El(t):Sp{ x:(U,U,xj) , X.EIR }

3
altuzayl dofrultman uzayi olarak

3

n:1=(0,2 ) > E

t > n(t)=(cost,sint,0)

egrisi boyunca olugturdugu yilizeyin denklemi
i(t,l):n(t)+le3
=(cost,sint,0)+(0,0,2)
=(cost,sint,})

olup % dénisimii £ de bir 2-regle yiizey (1sin yiizeyi) gosterir.



46
Her tEl icin El(t) dofrultman uzaylara 2 ... y-2=0,
dizlemine paralel oldugundan ¢ agin yuzeyi E3 de konoidaldir. Ayrica

n (1) dayanak egrisi ¢ nin merkez regle yizeyi olup n(t) noktasindaki
a (t)=(sint.-cost,0)
merkez tanjant wvzayr (vektdrid) t=x igin E2 dogrultu uzayina

ortogonaldair. 0 halde El(n) dogrultman uzayy ¢ nin bir orthoid

doduranidar.
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Iv.1.5 Tanim (Tangoid Dofuran): " de g-konoidal bir (k+l)-regle
ylizey ¢ ve ¢ nin bir dogrultman uzayi Ek olsun. Egder El< nin
notalarinda ¢ nin tanjant uzaylara £ dogrultu vzayina paralel iseler
Ek dogrultman uzayina g-tangoid dir denir(frank ve Giering 1984).

¢ nin (n-1)-tangoid dofuranina kisaca tangoid doguran da
denir.
IV.1.3 Urnek: Bir onceki ornekte t=7/2 ve t=37/2 deferlerine
kargilik gelen E1 dogrultman uzaylarinin noktalarinda ¢ nin tanjant
uzaylari £’ dogrultu uzaylna.paraléldir. 0 halde El(w/2) ve E1(3“/2)
dofjuranlari ¢ nin tangoid doguranlaraidir.
IV.1.7 Teorem: E" de {el(t), - ,ek(t)} dogal tasiyica baza sahip
plan, konoidal basit kapali (k+l)-regle yilizey ¢ olsun. Eger 4 , "
nin bir biperdiizleminde bulunuyor ise, bu taktirde ¢ en Az iki

tangoid dofurana sahiptir.

Ispat: Kapala bir 1 araliginda tjEI,lEiEZ, igin (t.)

a
lesm+i 3

merkez tanjant vektdrinin £S dodrultu wuzayina paralel oldugunu
giostermeliyiz. Hipoteze g@re Py konoidal ve E nin bir
hiperdizleminde bulundugundan g=n-1 dir. 0 halde EY dogrultu
vzayinin ortaogonal timleyeni sabit bir b vekitérlinln germig oldudu

altuzaydar. Amey vektarinin qua paralel oldufunu gidstermek igin b

vektoriine dik oldudunu gostermek yeterlidir. (I11I1.1.4) ifadesinden
dolayi (11.1.5) ifadesinde ¢ nin bir kapali n(t) dayanak egrisi igin
Kk

nlt)=1 g € *n

A
N1 K+l
v=1

dir. 1IV.1.Z teoremi ve (IV.1.6) ifadesinden

<n(t),b>:nm+1(t)<a {t),b>

k+m+1

elde edilir. ¢ nin kapall bit ydringesi lzerinden intedral alinarak,
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.;nmﬂ(t)'{akﬂnﬂ(t),b>dt:§r<nf_t),h>dt=0 (1v.1.13)

bulunur. Bu nedenle en Az ki t ,t, ,tli t, s degeri igin

n (t_)<a

= /
My i k+m+1(ti)’b>‘0 (1v.1.14)

dir. Gergekten

‘ -
LI U IS CID ROSL N € ||ak+m+l(ti) Il Hb”CDSti

0£t£2n aralifinda t=1/2 ve t=37/2 deferleri igin cost=0 oldujundan
(Iv.1.14) ifadesi dogrudur. 0 halde ¢ nin en az iki t€I igin bir tan-

goid dodurani vardar. Eger ¢ ozellikle ortokonoidal ise , o zaman

A e 02 |1bl]=1 dir. Bu taktirde
£ Teg (E)GE= 1 <n(ED,b>dE (1v.1.15)
ifadesi gegerlidir. n f41 in sifir olmasi (1I.1.34) ifadesine gore

¢ nin kenar uzayli: olmasini gerektirir. Bu ise ikinci gnermenin
sAaglanmasi demektir.
1V.1.6 Tanim (Blaschke Invaryanti):  (II1.1.5) parametrizasyonuna ve
(111.1.3) tiirev denklemlerine sahip olan ve hig silindirik olmayan
doguranlari ihtiva eden bir ¢ 2-regle yiizeyinde cl/Kl invaryantina
Blaschke invaryanti denir (Frank ve Giering 1984).

Blaschke invaryanti (I11.1.3) ve (I1I.1.4) ifadeleri

yardimiyla nve El den elde edilir.
IV.1.8 Teorem: E" de bir (k+l)-regle yiizey @ nin kapali ortogonal
ybringeli dogurany ve n({t) sitriksiyon ¢izgili basit kapali
yonlendirilebilen asli 1sin yiizeylerinin Blaschke invayanta Détép
periyot aralifianda , en az iki yerde sifair degerine sahiptir { yani

en Az tlr t2 olmak Gzere tl, t2 jgin Blaschke invaryantinin degeri

sifirdir).
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Eger ¢ ortokonoidal ise, Blaschke invayantinin sifir oldugu
ti ,i=1,2 , degerlerine karsilak gelen doguranlar ¢ nin orthoid
doguranlaridar.

ispat: @ nin hebhangi bir doguranin kapali yBriingesinde ilk

agilim wzunlugu 1I1.2.6 tanim gereyince

p
Ll:—fécl(t)dt:-DIcl(t)dt (1v.1.16)
dir. Buradan en Az tlﬁ t, dederi igin cl(ti)=0,i:1,2 , dir. 0 halde
Blaschke invaryanti cl(tL/Kl(t) ve Kl(t)#U oldugundan t.,i=1.2 , igin
Blaschke invaryanti sifairdir.

Eder & ortokonoidal ise , bu taktirde ¢ nin n{t) sitriksiyon
cizgisi igin

n :§1e1+"7m+1b , b=0 sM=1

elde edilir. Buradan teoremin ikinci ifadesi ortaya cikar.



50

gzev
Bu c¢aligma agagidaki gibi dﬂzenlenmiétir. I1.Bolum
diferensiyel geometride manifoldlarla ilgili gerekli ve temel
kavramlara Aayrilmigtar.
fkinci bslimde, E" ed bir (k+1)-boyutlu genellestirilmisg
regle yizeyin temel ©zellikleri verildi. Ayrica ¢ nin kenar ve
merkez regle ylizeyleri incelendi.

Ucuncti bilimde ¢ nin bir asli gatisanin varodugu
gisterildi. Onu €™ nin bir ertonormal gatisina tamamladik ve bdylce
bir ortonormal gati elde ettik. Ondan sonra dAa tamamlayic1 regle
yizeyini inceledik.

Son olarak, dbrdinci btlimde, konoidal regle ylizeyler
incelendi. Daha sonra kuvvetli konoidal regle ylzeyler igin bir

karakterizasyon verildi. Ayrica tangoid ve orthoid doduranlar

tanimlandi ve onlar igin 6rnekler verildi.

i
B
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ABSTRACT
This study is organized as follows: Section I are devoted
to the basic and necassary concepts related with manifolds in
differential geometry.

In section 1I, we give the basic propertier of a
(k+1)-dimensional generalized ruled surface E". Also we discuse the
edge-ruled surfaces and the central-ruled surfaces of .

In section III, it is shown that there exists a orthonormal
frame of ¢ which is called a pricipal frame. Then we completed it
to the orthonotmal frame of E" and there for we obtain a
complemantary orthenormal frame. In addition above€ we also discuse
the complemantary ruled surfaces.

Finally, in section IV we dicuse conoidal ruled surfaces
and in addition to this we give A caractrization for streng
conoidal ruled surfaces. To conclude we also define orthoid and

tangoid genaratdr and the exampleé are given for these.
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