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ONUR SOzU
Doktora Tezi olarak sundugum “Carpim Submersiyonlarinin Geometrisi Uzerine” baslikli
bu calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diisecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan
yazildigin1 ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin i¢inde hem de kaynakc¢ada yontemine

uygun bigimde gdsterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Yilmaz GUNDUZALP
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Inonii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik AnaBilim Dali

88+v sayfa
2011

Danigsman: Prof. Dr. Bayram SAHIN

Bu tez dort boliimden meydana gelmektedir. Birinci boliimde konunun tarihsel gelisimi
ve ele alman problemlerin tanitimi yapilmaktadir. ikinci béliimde diger béliimlere faydali
olacak temel tanim ve kavramlar; (semi-Riemann manifoldlar, vektor demetleri ve
distriblisyonlar, semi-Riemannian submersiyonlar, ¢carpim Riemann manifoldu, hemen hemen
para-kontak metrik manifoldlar) ele alinmaktadir.

Uciincii béliimde, hemen hemen ¢arpim submersiyonlar ¢alisilmaktadir. Hemen hemen
Riemann c¢arpim manifoldlar1 arasinda hemen hemen g¢arpim Riemann submersiyon
tanimlanmakta ve bir Ornek verilmektedir. Daha sonra bu submersiyonlar i¢in O'Neill
tensorleri tanimlanmakta ve bunlarin temel 6zellikleri incelenmektedir. Ayrica, bir hemen
hemen carpim Riemann submersiyonun total uzay, baz uzay ve liflerinin bi-kesit ve kesit
egrilikleri arasindaki iligki aragtirilmaktadir.

Dordiincii boliimde, para-kontakt semi-Riemann submersiyonlara ayrilmaktadir. Hemen
hemen para-kontakt metrik manifoldlar1 arasinda para-kontakt semi-Riemann submersiyon
tanimlanmakta ve bir 6rnek verilmektedir. Ayrica bu submersiyonlar i¢cin O'Neill tensorleri
tanimlanmakta ve bunlarin temel Ozellikleri incelenmektedir. Daha sonra yatay
distriblisyonun integrallenebilir ve liflerin total jeodezikligi i¢in gerek sart elde edilmektedir.
Total manifoldun sahip oldugu para-kontakt yapininn para-kontakt submersiyon tarafindan
baz manifolda tasinmasi durumu arastirilmaktadir. Son olarak, bir para-kontakt semi-Riemann
submersiyonun total uzay, baz uzay ve liflerinin bi-kesit ve kesit egrilikleri incelenmektedir.
Total manifoldun bazi1 6zel durumlar i¢in egrilikler arasindaki bagintilarin oldukga basit bir
duruma indirgendigi elde edilmektedir.

ANAHTAR KELIMELER: Hemen hemen para-kontakt metrik manifold, hemen hemen
carpim manifold, (Semi)- Riemann submersiyon, hemen hemen ¢arpim submersiyon, para-
kontakt para-kompleks semi-Riemann submersiyon.
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This thesis consists of four chapters. In the first chapter the motivation of the problem is
presented. In the second chapter, we give basic materials such as semi-Riemannian manifolds,
distributions, vector bundles, (semi)-Riemannian submersion, almost product manifolds and
almost para-contact metric manifolds which will be useful for other chapters.

In the third chapter, we first define the concept of almost product submersion between
almost product manifolds, then we provide an example and show that the vertical and
horizontal distributions of such submersions are invariant with respect to the almost product
structure of the total manifold. We also prove that if the total manifold of the almost product
submersion is a locally product Riemannian manifold, then the base manifold is also a locally
product Riemannian manifold. Moreover, we obtain various properties of the O'Neill's tensors
for such submersions and find the integrability of the horizontal distribution. Finally, we
obtain curvature relations between the base manifold and the total manifold.

In the fourth chapter, we first define the concept of paracontact semi-Riemannian
submersions between almost paracontact metric manifolds, then we provide an example and
show that the vertical and horizontal distributions of such submersions are invariant with
respect to the almost paracontact structure of the total manifold. The study is focused on
fundamental properties and the transference of structures defined on the total manifold.
Moreover, we obtain various properties of the O'Neill's tensors for such submersions and find
the integrability of the horizontal distribution. We also find necessary and sufficient
conditions for a paracontact semi-Riemannian submersion to be totally geodesic.

Finally, we obtain curvature relations between the base manifold and the total
manifold.

KEY WORDS: Almost para-contact metric manifold, almost product manifold, (semi)-
Riemannian submersion, almost product submersion, para-contact para-complex semi-
Riemannian submersion.

il



TESEKKUR
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I. GIRIS

Diferensiyel geometride en énemli calisma alanlarindan biri manifoldlar
teorisidir. Manifoldlar teorisinde bir manifoldun geometrisi incelenirken kul-
lanilan yontemlerden biri, diger bir manifolda uygun bir dontisiim tanimlamaktir.
Bu yontemde, doniistimiin ve diger manifoldun 6zelliklerinden faydalanarak
ele alinan manifoldun geometrisi incelenir. Bu tiir déniisiimlerin en 6nemlilerinden
biri submersiyon doéniisiimiidiir. Submersiyonlar teorisinde izometrik immer-
siyonlarin karsihigi olarak Riemann submersiyonlar, O’Neill tarafindan 1966
yihnda [25] da tamimlandi. Buna gére M ve B Riemann manifoldlar1 ve
7 : M — B bir submersiyon olsun. Eger (cekr, )" iizerinde 7, bir izometri

ise m ye bir Riemann submersiyonu adi verilir. Bu tanimin bir sonucu

olarak, her X1, X € I'((cekm,)t) icin

9(X1, Xa) = ¢'(me(X1), 7 (X2))

elde edilir.

O’Neill makalesinde, immersiyondaki ikinci temel form ve sekil operatoriine
karsilik, Riemann submersiyonlar: icin iki tane tensor alani tamimladi ve
bunlarin temel 6zelliklerini inceledi. Bu temel tensorler, giiniimiizde O’Neill
tensorleri olarak adlandirilmakta ve Riemann submersiyonlar1 icin 6nemli
araclar olarak goriilmektedir. Bu makalede ayrica iki manifold arasindaki
submersiyondan faydalanilarak, manifoldlarin egrilikleri karsilastirildi. O’Neill’
in makalesinden sonra bu konu iizerine bir cok makale yayinlandi ve Rie-
mann submersiyonlarin diferensiyel geometride cok yaygin kullanim alan-
larma sahip oldugu gosterildi. Bu konu ile sonuclar [14] de Falcitelli, Ianus

ve Pastore tarafindan derlendi.



1976 yilinda Watson [35]tarafindan hemen hemen Hermityen submer-
siyonlara giris yapildi.  Bilindigi gibi hemen hemen kompleks manifold,
iizerinde (1,1)-mertebeli J tensér alani ihtiva eden ve J? = —I sartim
saglayan manifolddur. Bu manifoldlar iizerinde Riemann metrigi yardimiyla
Hermityen yap1 ve J tensoriiniin paralel kilinmasiyla da Kaehler manifold-
lar tamimlanir. (M, g, J) ve (B,¢’, J") hemen hemen Hermityen manifoldlar
ve m : M — B bir C"*°—doniisimii asagidaki sartlar1 saghyorsa m ye bir

hemen hemen Hermityen submersiyon denir:

(i) 7 bir Riemann submersiyon,
(ii) 7 bir hemen hemen kompleks doéniistimdiir. Yani, 7, 0 J = J' o7, dur.

Bu makalede O’Neill tensorlerinin temel 6zellikleri incelendi ve baz uzay1, to-
tal uzay1 ve liflerin geometriksel 6zellikleri tartisildi. Watson bir holomorfik
submersiyonda total manifold tizerindeki kompleks yap1 tiiriiniin (yani Her-
mityen, Kaehler, nearly Kaehler veya hemen hemen Kaehler) baz manifold
lizerine tasindigini gosterdi. Bu sonucg, keyfi bir hemen hemen Hermityen
manifold tizerinde bu tiir yapilar1 olusturmak icin Riemann submersiyon

kavraminin oldukca kullanishh oldugunu gosterdi.

Watson’un makalesinden sonra benzer durum diger manifoldlar icin g6zéniine
alindi. Hemen hemen kontakt metrik manifoldlar arasinda Riemann sub-
mersiyonlarin diferensiyel geometrisi, ilk olarak Chinea [9] ve Watson [36]
tarafindan cahsildi. M?™*! ve B?"*! manifoldlar sirasiyla (¢, €,7,9) ve
(¢',¢,n',¢'") hemen hemen kontakt yapilar ile donatilsim. Bu durumda,

7 : M — B Riemann submersiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa 7 ye bir

kontakt Riemann submersiyon denir:



(1) 7T*§ = 517
(i) me 0o = ¢ om,.

Chinea kontakt submersiyonlarin geometrisini ve bu tiir doniistimlerin baz
manifoldu {izerindeki hemen hemen kontakt yapiya olan etkisini inceledi.
Watson[36] 3-kontakt yapilar icin benzer tanmimi goézoniine aldi ve bu tiir

submersiyonlarin geometrisini inceledi.

Benzer tamimlar kuaterniyon Kaehler manifoldlar[18] parakuaterniyonik
manifoldlar([7],[19]), metrik f—manifoldlar ve yerel konform Kaehler manifoldlar[23]
icin gozoniine alindi1 ve bu tiir submersiyonlarin manifoldlarinin geometri-

sine olan etkisi incelendi.

1987 de Kobayashi[21], total uzay1 CR-altmanifold ve baz uzay1 hemen
hemen Hermityen manifold olarak CR-altmanifoldlarin submersiyonlarini
tamimladi. M, M’ nin bir CR-altmanifoldu ve (B, J’,¢’) bir hemen hemen
Hermityen manifold olsun. bu durumda 7 : M — B Riemann submersiyonu

asagidaki sartlar1 sagliyorsa 7 ye bir CR-submersiyonu denir:
(i) V = cekm, dikey distribiisyonu TM deki H nin ortogonal bilesenidir.
(ii) J, V ve TM+ nin rollerini degistirir.

(iii) Herhangi bir p € M icin m.y, : Hp — Ty (,) B bir kompleks izometridir,

yani m, 0 J = J' o m,.

Bu sekilde tanimlanan submersiyon, Sasakiyan ve yerel konform Kaehler

manifoldlarda da calisildi.



M ve B iki semi-Riemann manifold olsun. Bu durumda, O’Neill tarafindan
[25] de verilen Riemann submersiyon kavrami tanimlanamaz. Bu nedenle
O’Neill [26] de iki semi Riemann manifoldu arasimnda semi-Riemann sub-
mersiyonlar tanimlandi. Buna gore, M ve B iki semi-Riemann manifold
m: M — B bir submersiyon olsun. Eger 7 nin lifleri non-dejenere altmani-
foldlar ve 7, yatay vektorlerin skaler carpimlarini koruyorsa m ye bir semi-
Riemann submersiyon denir. Bu sekilde tanimlanan semi-Riemann submer-

siyonlar bir cok yazar tarafindan calisildi[14].

Yukarida verilen semi-Riemann submersiyon taniminda liflerin non-dejenere
altmanifold olmasi durumu 6nemli bir sarttir. Ciinkii liflerin non-dejenere
olmamasi, yani dejenere altmanifold olmasi durumunda standart teknik
ve yontemler kullamilamaz. Ornegin liflerin tamamlayan olan yatay dis-
tribiisyonunun integral manifoldu da dejenere olsun. Bu durumda vektorlerin

korunmas1 anlaml olmaz.

Liflerin dejenere olmas1 durumu ilk olarak Sahin[32] de g6zoniine alindi.
Sahin bu makalede bir lightlike manifolddan bir semi-Riemann manifolda
olan submersiyon tanimlandi, 6rnekler verdi ve total manifoldun Reinhart
lightlike manifold olmasi durumunda da bu tiir submersiyonlarin 6zelliklerini

inceledi.

Liflerin dejenere olmasi durumu Sahin-Giindiizalp[33]de de calisildi. Yazarlar
bu makalede bir semi-Riemann manifolddan bir lightlike manifolda olan
submersiyonlar: gozoniine aldilar ve gosterdiler ki boyle bir submersiyonda
dort simif mevcuttur. Yazarlar her bir submersiyon sinifin1 ayrintili olarak

calist1, ornekler verdi, O’Neill tensorlerinin karsiligini elde ettiler ve light-



like manifold ile semi-Riemann manifoldun Null kesit egrilikleri arasindaki

bagintilar: arastirdilar.

Diger taraftan, (M’', g1) ve (N, g2) m ve n boyutlu Riemann manifoldlar:
olsun. Bu durumda M’ ve N manifoldlarinin kartezyen carpimi olan M'x N

de bir Riemann manifoldudur. M’ x N carpim manifoldu olsun, bu durumda
P:T(M'x N)—TM

ve
Q:T(M'x N)—TN

projeksiyonlar1 P(X) = X; ve Q(X) = X3 ile tanimlanir. Buradan P+Q =
I,P2=P Q?>=Q ve PQ =QP =0 olur. f= P — @ konumu yapilirsa

f? = I oldugu aciktir. Buna gore,
fiT(M x N) — T(M' x N)
bir lineer otomorfizimdir. M’ x N iizerinde her X,Y € T(M’' x N) icin

9(X,Y) = gi(PX,PY)+g2(QX,QY)
= q1(X1, Y1) + g2(X2,Y2)
olacak sekilde g Riemann metrigi tanimlanabilir. Boylece (M’ x N, g) ikilisi

bir Riemann manifoldu olur. (M’ x N, g, f) ticliisiine bir carpim Riemann

manifoldu ad1 verilir[38].

Hemen hemen para-kontakt yapilar ilk olarak Sato tarafindan [27] de

tanimlandi. Buna gore eger M diferensiyellenebilir manifoldu tlizerinde



(i) p* =TI -n®¢&,

(iii) D = kern, n ile genellestirilen yatay distribiisyon olsun. Bu durumda,
o tensor alan1 D deki her lif tizerinde bir hemen hemen para-kompleks

yap1 indirger

sartlar1 saglayan ¢, (1,1)-tensor alani, n 1-form ve & vektor alami varsa
(p,n,€) ya hemen hemen para-kontakt yapr ve (M, ¢,n,&) dortlisiine de
hemen hemen para-kontakt manifold denir. Eger bir hemen hemen para-

kontakt manifold M tizerinde X,Y € x(M) icin

g(pX,9Y) = —g(X,Y) + n(X)n(Y)

olacak sekilde bir g semi-Riemann metrigi secilince (M, ¢,n, &, g) beslisine
hemen hemen para-kontakt metrik manifold ve g ye de uyumlu metrik adi
verilir. Iyi bilinmektedirki, herhangi bir hemen hemen para-kontakt mani-
fold her zaman uyumlu bir semi-Riemann metrige sahiptir[39].

Giiniimiizde de hemen hemen para-kontakt metrik manifoldlar ile ilgili calismalar

devam etmektedir [11],[24], [34],[39].

Bu tezde iki carpim manifoldu ve iki parakontakt manifold arasindaki
submersiyonlar calisildi. ikinci boliimde, tezin sonraki kisimlarinda kul-
lanilacak temel tanim ve teoremler sunuldu. Bunlar; semi-Riemann mani-
foldlar, vektor demetleri ve distribiisyonlar, semi-Riemann submersiyonlar,

carpim manifoldlar ve para-kontakt manifoldlar, olarak siralanabilir.

Tezin orjinal boliimleri {iciincii ve dordiincii boliimlerdir. Uciineii boliimde
hemen hemen carpim submersiyonlar cahsild. Uciineii boliim iki altboliimden

olusmaktadir. Birinci altboliimde hemen hemen Riemann carpim manifold-



lar1 arasinda hemen hemen carpim Riemann submersiyon tanimland: ve bir
ornek verildi. Ayrica bu submersiyonlar icin O’Neill tensorleri tanimlandi
ve bunlarin temel 6zellikleri incelendi. Total manifoldun yerel carpim mani-
foldu olmas1 durumunda hemen hemen carpim submersiyonunun baz man-
ifoldunun da yerel carpim manifoldu oldugu gosterildi. Ikinci altbdliimde
bir hemen hemen carpim Riemann submersiyonun total uzay, baz uzay ve

liflerinin bi-kesit ve kesit egrilikleri arastirildi.

Doérdiincii boliim, para-kontakt semi-Riemann submersiyonlara ayrildi.
Doérdiincii boliim {ic altboliimden olusmaktadir. Birinci altboliimde hemen
hemen para-kontakt metrik manifoldlar1 arasinda para-kontakt semi-Riemann
submersiyon tamimland: ve bir 6rnek verildi. Dikey ve yatay distribiisyonlarin
invaryantligi ve liflerin bir hemen hemen para-Hermityen manifold oldugu
elde edildi. Ayrica bu submersiyonlar icin O’Neill tensorleri tanimland1 ve
bunlarin temel o6zellikleri incelendi. Daha sonra yatay distribiisyonun in-
tegrallenebilir ve liflerin total jeodezikligi icin gerek sart elde edildi. Ikinci
altboliimde, total manifoldun sahip oldugu para-kontakt yapinin para-kontakt
submersiyon tarafindan baz manifolda tasinmasi durumu arastirildi. Uciincii
altboliimde ise, bir para-kontakt semi-Riemann submersiyonun total uzay,
baz uzay ve liflerinin bi-kesit ve kesit egrilikleri arastirildi. Total manifoldun
baz1 06zel durumlar: icin egrilikler arasindaki bagintilarin oldukca basit bir

duruma indirgendigi elde edildi.



II. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliim bes altboliimden olusmaktadir. Birinci altboliimde semi-Riemann
manifoldlar, ikinci altboliimde vektor demetleri ve distribiisyonlar, ticlincii
altbolimde de semi-Riemann submersiyonlar tanitilmaktadir. Doérdiinci
altboliimde carpim manifoldlarin geometrisi incelenirken, son altbdliimde

ise para-kontakt manifoldlar sunulmaktadir.

I1.1. Semi-Riemann Manifoldlar

Bu altbdliimde semi-Riemann manifoldlar ile ilgili baz1 temel tanmm ve

sonuclar verilecektir.

I1.1.1.Tamim.[13] V reel m-boyutlu vektér uzayr ve g : V.x V — R bir
doniigim olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa g doniigiimiine skaler
carpim denir.

a,b € R ve Yu,v,w € V icin,
(i) Simetrik; g(u,v) = g(v,u),

(ii) Bilineer; g(au+bv, w) = ag(u, w)+bg(v,w) ve g(u, av+bw) = ag(u,v)+
bg(u, w),

(iii) Non-dejeneredir; yani her v € V icin g(u,v) = 0 olmasi u = 0 ile

miunkindir.

I1.1.2. Tanim.[26] V reel vektor uzay1 ve g, V lizerinde bilineer form olsun.

Her v € V icin,

(i) g(v,v) <0 ise g ye negatif tanimhdir denir.



(i) g(v,v) > 0 ise g ye pozitif tanimhdir denir.

I1.1.3.Tamim.[13] V reel vektor uzay1 ve g, V tizerinde skaler carpim olsun.
V uzaymin herhangi bir W altuzay1 icin W x W iizerinde g doniigtimiiniin
kisitlanmisi gl de W iizerinde bilineer formdur. Bu forma indirgenmis

bilineer form denir.

I1.1.4.Tanim.[26] V reel vektor uzay1 ve g, V iizerinde bilineer form ol-
sun. W, V uzaymin herhangi bir altuzay1 olsun. g|y nin negatif oldugu en
biiyiik W altuzayimin boyutuna V uzay1 tizerinde bilineer formun indeksi

denir.

I1.1.5.Tamim.[13] Her u,v € V icin u # 0 ve v # 0 iken g|y(u,v) = 0 ise u

ve v vektorleri diktir denir.

I1.1.6.Tanim.[22] M bir C* manifold olsun. p € M noktasindaki tanjant

uzay1 T, M olmak iizere

g:T,M xT,M — R

(va Y;,) - Q(Xpa Yp)

biciminde tanimli sabit indeksli, g skaler carpima M iizerinde bir metrik

tensor denir.

I1.1.7.Tamim.[26] M bir C* manifold ve g, M iizerinde metrik tensor ol-

sun. Bu durumda (M, g) ikilisine semi-Riemann manifoldu denir.

I1.1.8.Tanim.[26] Bir M semi-Riemann manifoldu tizerinde g metrik tensoriiniin



indeksine semi-Riemann manifoldunun indeksi denir.

¢ semi-Riemann manifoldunun indeksi ise 0 < ¢ < boyM = n dir. Ozel
olarak, ¢ = 0 ise her p € M icin g,, T, M iizerinde pozitif tamimh bir ic
carpim oldugundan, M bir Riemann manifoldu olur. ¢ = 1 ve n > 2

olmasi durumunda ise M ye bir Lorentz manifoldu denir.

I1.1.9.Tanmim. [26] (M, g) bir semi-Riemann manifoldu ve i : M — M bir
immersiyon olsun. Bu durumda i*g, M tizerinde bir metrik tensor ise M ye
semi-Riemann altmanifoldu denir.

i*g, M tizerinde bir metrik tensor degilse o zaman M ye dejenere altman-

ifoldu denir.

I1.1.10.Tanim.[13] M bir semi-Riemann manifoldu ve g, M {izerinde tanimlanan

bir metrik tensor olsun. Her p € M ve X, € T,M icin
g:TyM xT,M — R
olmak tizere
(i) 9(Xp, Xp) > 0 veya X, = 0 ise X, vektoriine spacelike,
(i) g(Xp, Xp) < 0ise X, vektoriine timelike,
(iii) g(Xp, Xp) =0, X, # 0 ise X, vektoriine lightlike vaya null denir.

I1.1.11.Tanum.([12],[17]) M bir manifold ve M {izerindeki konneksiyon V

olsun. Bu durumda

T:x(M) xx(M) — x(M)

(X,Y) — T(X,Y)=VxY -VyX —[X, Y] (ILL1)
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olarak tanimlanan vektor degerli tensore M iizerinde tanimli V konneksiy-

onun torsiyon tensorii denir.

I1.1.12.Tanim.([12]) M bir manifold ve M {izerindeki V konneksiyonun
torsiyon tensorii 7' olsun. Eger T' = 0 ise V konneksiyonuna simetriktir

veya sifir torsiyonludur denir.

I1.1.13.Tanum.([5]) M bir manifold ve M iizerindeki vektor alanlarimin

uzayr I'(T'M) olmak tizere
Y :T(TM) x T(TM) — T(TM)

(X,Y) — VyY

fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglaniyorsa V ya M manifoldu iizerinde bir
lineer konneksiyon denir. Her XY, Z € I'(T'M) ve her f,g € C™(M)
icin

(1) VixtgvZ = fVxZ +gVyZ,

(i) Vx(fY +92) = fVxY +gVxZ+ (Xf)Y +(Xg)Z

dir.

I1.1.14.Tanim.([4],[5]) M bir semi-Riemann manifold ve V, M iizerinde
lineer konneksiyon olsun. Eger V konneksiyonu agsagidaki iki 6zellige sahipse
Riemann konneksiyon veya Levi-Civita konneksiyonu adini alir. VX,Y, Z €

I(TM) igin
(i) [X,Y]=VxY - VyX,
(i) Xg(Y,Z) = g(VxY,Z)+ g(Y,VxZ)
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dir.

Bu sekilde tanimlanan V = VM Riemann konneksiyonu M iizerinde bir
Levi-Civita konneksiyonu olarak da adlandirilir. M iizerinde bir Levi-

Civita konneksiyonu

29(VxY,2Z) = X(9(Y,2)) +Y(9(Z, X)) - Z(9(X,Y))

Kozsul esitligi ile belirlenir.

II.1.1. Teorem. ([6],[8]) Bir Riemann manifoldu iizerinde bir tek Riemann

konneksiyonu vardir.
I1.1.15.Tanum.[12] (M, g) bir semi-Riemann manifoldu ve V Levi-Civita
konneksiyonu olsun. Bu durumda X,Y, Z € x(M) i¢in
R x(M) x x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y,Z2) — R(X,)Y,Z)=R(X,Y)Z
R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ -V xy|Z (I1.1.3)

olarak tamimlanan R tensor alanina V konneksiyonunun egrilik tensortii,

her X, Y, Z, W € x(M) icin
< R(X,Y)Z,W >= g(R(X,Y)Z,W) (IL.1.4)

olarak tanimlanan 4. mertebeden kovaryant tensére M tizerinde Christof-

fel egrilik tensorii denir.
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Levi-Civita konneksiyonun R egrilik tensorii birinci ve ikinci Bianchi
ozdesliklerini saglar. Ayrica, diger ozellikler asagidaki teorem ile verilmek-

tedir.

I1.1.2.Teorem.[26] (M, g) bir semi-Riemenn manifoldu ve M iizerindeki

Levi-Civita konneksiyonu V olsun. Bu durumda, X,Y, Z, W € I'(T'M) icin
(i) R(X,Y,ZW)+R(Y,X,Z, W) =0,
(i) R(X,Y,Z, W)+ R(X,Y,W,Z) =0,
(iii) R(X,Y,Z,W)—R(Z,W,X,Y)=0
dir.
I1.1.16.Tanmum.[26] (M, g) bir semi-Riemann manifoldu ve p € M nok-

tasindaki 7, M tanjant uzaymin 2-boyutlu non-dejenere bir altuzayr P ol-

sun. P altuzaymin bir baz1 {X,Y} olmak {izere
_ R(X,Y, X,Y)
9(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)?

olarak tamimlanan K(P) reel sayisma P nin Riemann anlamindaki kesit

K(P)

(11.1.5)

egriligi denir.

I1.2. Vektor Demetleri ve Distribiisyonlar

Bu altboliimde vektor demetlerinin tanimlar: ve temel 6zellikleri verilecek-

tir. Ayrica vektor demetlerinin bir altsinifi olan distribiisyonlar tanitilacaktir.

I1.2.1.Tamim.[31] E, B, F, C*° manifoldlar ve 7 : E — B bir C*° doniigiim

olsun. B nin bir agk ortiisti {Uy }aer (I, indis kiimesi) olmak tzere eger

(mota)(@,y) =2 z€UsyeF
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olacak sekilde
Vo : Ua x F — 171 (Uy)

diffeomorfizmlerinin bir {14 }aer ailesi varsa m, F' ye gore lokal ¢arpim
6zelligine sahiptir denir ve D = {(Uy,%q)}acr sistemine de 7 nin lokal

ayrigmasi denir.

I1.2.2. Tamim.[31] 7 : E — B doniigiimii lokal ¢arpim 6zelligine sahip olsun.
Bu durumda ¢ = (F, w, B, F) dortliisiine bir diferensiyellenebilir 1if demeti

ad1 verilir.

Bir lif demetinde E ye total uzay, B ye baz (taban) uzay, F ye lif

modeli ve 7 ye de projeksiyon (fibrasyon) adi verilir.

I1.2.3.Tamim.[31] 7 : E — B bir lif demeti olsun. Yz € B igin
7 Nz) = Fy = {u € E|r(u) = z}

kiimesine x iizerinde bir lif denir. Tim Fj liflerinin ayrik birlesimi F total

uzayini verir.

I1.2.4.Tamim.[31] ( = (E, 7, B, F') bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun.

m nin D lokal ayrismasina ( lif demetinin lokal koordinat temsilcisi denir.

¢ = (E,m, B, F) lif demetinin D = {(U,, ¥a)}acr lokal koordinat tem-

silcisini gbz Oniine alalhim. Va € U, icin

wa,x:F_)Fz
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doniigiimii y € F igin
¢a,x(y) = %(337 y)

seklinde tamimlanirsa v, lar diffeomorfizm olduklarindan, 1., ler de bire-

bir, orten ve diffeomorfizmdirler.

I1.2.5.Tamim.[5] ( = (E,w, B, F') bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun.

Eger asagidaki iki 6zellik saglaniyorsa ¢ ya bir vektor demeti denir.

i) Vo € B igin F ve F, bir K cismi tlizerinde vektor uzayidir.

ii) Vo € B i¢in ¢4y, : F — F, doniigiimleri lineer izomorfizm olacak

sekilde ¢ nmin bir D = {(Uq, %) }aer lokal koordinat temsilcisi vardir.

I1.2.6. Tamim.[31] 7 : E — B bir C* lif demeti olsun. Bu durumda
moS =1 (I, Bninbirim déniigimii)

olacak sekilde
S:B—F

C*° dontigiimiine 1if demetinin kesiti denir ve I'(E) ile gosterilir.
I1.2.7.Tanim.[31] E bir vektér demeti olsun. Vp € B icin T),B tanjant
uzayina bir X, vektori tasiyan doniigiime vektor demetinin kesiti denir.

E nin T'(E) kesitlerinin uzay1 K cismi tizerinde bir vektor uzayidir.

Bu altbéliimiin son kisminda manifold tizerinde distribiisyon kavramini

tanitacagiz.
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I1.2.8.Tamim.[5] M, m-boyutlu bir manifold olsun. M tizerinde

V:M — T,M

r — V., CT,M

ile tanimlanan V doniisiimiine bir distribiisyon denir.

X € x(M) i¢in p € M olmak tizere X, € V, oluyorsa X vektor alani V
ye aittir denir. Eger her p noktasi icin V ye ait g-tane diferansiyellenebilir
lineer bagimsiz vektor alani var ise V ye g—boyutlu diferansiyellenebilirdir

denir.

I1.2.9.Tamim.[31] M bir C*° manifold; V, M manifoldu iizerinde ¢-boyutlu
bir C*° distribiisyon ve B, M nin altmanifoldu olsun. Eger B nin her x nok-
tasinda, B nin tanjant uzayi ile V, ayni ise B ye V nin integral manifoldu
denir. Yani

m:B—-M
bir imbedding olmak iizere Vx € B igin
T (TpB) = Vy

dir. Eger V nin B yi kapsayan bir bagka integral manifoldu yoksa B ye V

nin bir maksimal integral manifoldu (veya leaf) denir.

I1.2.10.Tanum.[31] M bir C* manifold ve B, M nin bir altmanifoldu ol-
sun. V, M ftizerinde bir distribiisyon olmak iizere, eger Vx € B i¢in V nin z i
kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa V ye integrallenebilirdir

denir.
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I1.2.11.Tanmm.[31] (M,g) bir Riemann manifoldu ve V, (M, g) tizerinde

lineer konneksiyon olsun. Eger X € x(M),Y € x¥(M) icin
VxY € XU(M )
ise V distribiisyonuna paraleldir denir.
I1.2.1.0nerme.[5] (M, g), V ve H ortogonal distribiisyonuna sahip bir Rie-

mann manifoldu olsun. Bu durumda V nin V ya gore paralel olmast icin

gerek ve yeter sart H nin paralel olmasidir.

I1.3. Semi-Riemann Submersiyonlar

Bu alt boliimde (semi)-Riemann submersiyonlar ile ilgili baz1 temel tanim

ve sonuclar sunulacaktir.

I1.3.1.Tamim.[14] (M, g) ve (B, g') sirasiyla m ve n boyutlu Riemann man-
ifoldlar1 olmak tizere

m:(M,g)— (B,g)

bir 6rten C*° doniisimii icin
rank my, = boy B

oluyorsa m ye x € M noktasinda bir submersiyon denir. Vx € M icin 7

bir submersiyon ise m ye M iizerinde bir submersiyon adi verilir.

Herhangi bir b € B icin F}, = 7~ !(b) iizerindeki lif, (M, g) manifoldunun

r = (m — n)- boyutlu bir altmanifoldudur. 7=!(b) altmanifoldlarma sub-

17



mersiyonun lifleri denir.

Herhangi bir p € M icin (M, g) deki V integrallenebilir distribiisyonu
Vp = cekmyy
ile tamimlanir ve V, ye submersiyonun dikey distribiisyonu denir.
Hpy = (Vp)J—

ile tanimlanan distribiisyona ise submersiyonun yatay distribiisyonu denir.

I1.3.2. Tanim.[4] (M, g) ve (B, g') Riemann manifoldlar: ve
i (M,g) = (B.g)
bir C*° doéniigiim olsun. = € M igin
Vo =Vo(m) = cek g = {X € ToM|mp(X) = 0} C To M

ve

Hy = Ho(n) =V C T,M

olarak tanimlayalim. V, uzayma 7 nin x noktasindaki dikey uzayi denir.
M deki g metrigine gore V, dikey uzaymnin dik tiimleyeni olan H, uzayina

ise ™ nin x noktasindaki yatay uzayi denir.

Boylece, M Riemann manifoldu p € M de
T,M =V, &M, =V, &V

ortogonal ayrisimina sahiptir.
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I1.3.3.Tanim.[4] (M, g) ve (B, g') Riemann manifoldlar: ve
m:(M,g9) — (B.g)

bir C*° doniigim olsun. x € M noktasmna T, M nin sirasiyla V, ve H, alt

uzaylarim karsilik getiren
z—V, ve x— Hg

donitigiimleri M\C;: tizerinde sirasiyla V = V() ve H = H(n) ile gosterilen
C distribiisyonlar1 tammmlar. ¥V = V(x) ye 7 nin dikey distribiisyonu
veya dikey alt demeti, H = H(m) ye ise 7 nin yatay distribiisyonu veya

yatay alt demeti denir.

I1.3.4.Tamim.[16] M {izerindeki bir X vektor alam yatay distibiisyona ait
ise yatay vektor alani olarak adlandirilir ve yatay vektor alanlarinin

kiimesi I'(H) ile gosterilir.

I1.3.5.Tanim.[16] M iizerindeki bir X vektor alan dikey distribiisyona ait
ise dikey vektor alani olarak adlandirilir ve dikey vektor alanlarinin

kiimesi I'(V) ile gosterilir.

Herhangi bir £ € x (M) vektor alani icin, E nin dikey ve yatay bilesenleri

sirasiyla vE ve hE gosterilir.
I1.3.6. Tamim.[25] M ve B Riemann manifoldlar1 olsun. Eger X yatay ve

B tizerindeki X' vektor alanma m-bagh ise M tizerindeki X vektor alanma

basic(temel) vektor alani  denir.
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Riemann submersiyonu kavrami O’neill tarafindan asagidaki sekilde tanimland.

I1.3.7.Tanim.([14],[25]) (M, g) ve (B,g') Riemann manifoldlar1 olsun.
m: (M,9) — (B.g)

bir C°°— submersiyonu asagidaki sartlari sagliyorsa m ye bir Riemann

submersiyonu denir:
1) m doniistimii maksimal ranka sahiptir.

2) Her p € M noktasinda, m,, doniisiimii yatay vektorlerinin uzunlugunu

korur. Yani
gp(u,v) = 9;(p) (Tapt, Tapv) , uw,vE€H, ,peM (I1.3.1)

dir. Buise, bir p € M noktasinda 7, tiirev doniistimiiniin ‘H,, yatay uzayimdan

T (p)B tizerine bir lineer izometri oldugunu soyler.

Yukarida verilen tanim, semi-Riemann manifoldlar icin asagidaki sekilde

diizenlenmistir.

I1.3.8.Tanim.[2],[3],[26] (M]", g) ve (B, ¢') baglantih semi-Riemann man-

ifoldlar1 olsun (0 < s <m, 0<s <n).
m: M — B

orten doniisiimii asagidaki sartlar1 saglaniyorsa m ye bir semi-Riemann

submersiyon denir:

(i) Her p € M noktatasinda 7, orten;

20



(i) Her b € B icin 7~1(b) lifleri M nin semi-Riemann altmanifoldlaridir;

(iii) . yatay vektorlerin skaler carpimlarini korur.

I1.3.1. Onerme. [14] (M, g) ve (B,g') semi-Riemann manifoldlar:
m:(M.g) — (B,g)

bir semi-Riemann submersiyonu, V ve V' sirasiyla M ve B nin Levi-Civita
konneksiyonlar1 olsun. M ftizerindeki X,Y temel vektor alanlari , X "Y'

vektor alanlarina 7w-bagli  olsun. Bu durumda
(1) 9(X,Y) =¢(X,Y)om;
(ii) h[X,Y] temel vektor alani, [X', Y] vektor alanma m— baghdr.
(iii) A(VxY') temel vektor alan1 ve V/X,Y/ m— baghdir.
(iv) Herhangi bir V' € x¥(M) icin, [X, V] dikey vektor alandir.

Simdi semi-Riemann submersiyonlarin geometrisini incelemede cok 6nemli
yer tutan, O’neill tarafindan tanimlanan A ve T  temel tensorleri tanitilacaktar.
I1.3.9.Tanim.([15],[25]) (M, g) ve (B, g') semi-Riemann manifoldlar1 ve

m:(M,g) = (B,g)

bir semi-Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda (1, 2) mertebeli T temel

tensor alam
T(E,F)=TgF = hVygvF +vV,ghF, E,FeT(TM) (11.3.2)
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ile tamimlanir.

Burada, v ve h sembolleri sirasiyla V ve H iizerinde ortogonal projeksiy-
onlar ve V, (M, g) nin Levi-Civita konneksiyonudur. 7" temel tensor alam

asagidaki ozelikleri saglar:

(i) E € I'(TM) icin Ty anti-simetrik ve lineer operatordiir.

(ii) E € (T M) icin Tg yatay ve dikey altuzaylarimin rollerini degistirir.

(iii) T dikey tensor alamdir. Yani,E € I'(T'M) icin, Ty = T, dir.

(iv) T dikey tensor alani simetriktir. Yani V,W €V icin
TyW =TwV

dir.

I1.3.10.Tanim.([14],[25]) (M, g) ve (B,g ) semi-Riemann manifoldlar1 ve
w: (M,g) = (B.,g)

bir semi-Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda (1, 2) mertebeli A temel

tensor alani
A(E,F) = AgF =vVghF + hVpgvF, E,FeT(TM) (I1.3.3)

ile tanimlanmir. A temel tensor alani:
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(i) E € I(TM) icin A anti-simetrik ve lineer operatordiir.
(ii) E € I'(T'M) icin Ag yatay ve dikey altuzaylarinin rollerini degistirir.
(iii) A yatay tensor alamidir. Yani, E € I'(T'M) icin, Ag = App dir.

(iv) A yatay tensor alam alterleyendir. Yani X,Y € I'(H) icin
AxY = -Ay X

ozelliklerine sahiptir.

I1.3.1.Lemma.[14] (M, g) ve (B,g') semi-Riemann manifoldlar1 ve
i (M,g) = (B.g)

bir semi-Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda Ag ve T anti-simetrik

operatorlerdir. Herhangi bir E, F,G € I'(T'M) icin

9(TeF,G) = —g(TeG, F) (11.3.4)

g(ApF,G) = —g(ApG, F) (IL.3.5)
dir.
I1.3.2. Onerme. ([25],[35]) (M,g) ve (B,g )semi- Riemann manifoldlar

ve

w: (M,g) = (B,g)
bir semi-Riemann submersiyonu olmak iizere, tensor alanlar1 T ve A
TyW =TwU, UW el(V); (11.3.6)
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AxY = —AyX, X,Y € I(H); (IL.3.7)

1
AxY = iv[X, Y], X, Yel(H) (I1.3.8)
ozeliklerine sahiptir.
I1.3.11.Tanim.[14] (M,g) ve (B,g') semi-Riemann manifoldlar1 ve 7 :
M — B semi-Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda eger T tensor

alan1  sifir ise 7 nin herhangi bir lifine M nin total geodezik altmanifoldu

denir.

Bir semi-Riemann submersiyonda dikey distribiisyon her zaman integral-
lenebilirdir. Yatay distribiisyon icin asagidaki durum gecerlidir.
I1.3.1.Teorem.[25] (M, g) ve (B,g ) semi-Riemann manifoldlar1,

w: (M,g) = (B,g)

bir semi-Riemann submersiyonu ve (M, g) tizerindeki yatay distribiisyon H
olsun. Bu durumda, H yatay distribiisyonnun integrallenebilir olmas1 icin

gerek ve yeter sart A = 0 olmasidir.
(I1.3.2) ve (I1.3.3) den asagidaki Lemma elde edilir.

I1.3.2.Lemma.[14],[25] (M, g) ve (B,g') semi-Riemann manifoldlar1 ve
m: (M,9) = (B.g)

bir semi-Riemann submersiyonu olmak tizere, X,Y € I'(H) ve V,W € I'(V)

icin
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Vv W =Ty W + Vy W, (I1.3.9)
Vv X =hVy X + Ty X, (I1.3.10)
VxV =AxV +0VxV, (I1.3.11)
VxY =hVxY + AxY (11.3.12)
dir. Ayrica, X temel vektor alani ise [X, V] dikey vektor alam1 oldugundan

WVy X =hVxV = AxV (11.3.13)

dir.

Bu altboliimiin son kisminda submersiyonun tanimli oldugu manifold-
larin egrilikleri arasinda bagitilar (semi)-Riemann submersiyonu aracihigiyla

sunulacaktir.

I1.3.12.Tamm.[14] (M, g) ve (B, g') semi-Riemann manifoldlar1 ve (M, g)
manifoldunun yatay distribiisyonu H olsun. X"(M) iizerinde (1,3)— mer-
tebeli egrilik tensor alanim R* ile gésterelim. Herhangi bir X, Y, Z € T'(H)

ve p € M icin

/

Rﬂ'(p) (TspXp, TapYp, TapZp)

tensoriiniin yatay lifti R*(X,Y, Z) ile ifade edilir. (B,g¢’) manifoldunun R’

semi-Riemann egriligi kisaca;
(R (X,Y, Z)) = R (7. X, 7Y, m.2)
ile tammmlanabilir. Ayrica, herhangi bir X, Y, Z, H € T'(H) icin
RY(X,Y,Z,H)= R (mX,mY,nZ n.H)on
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dir.

I1.3.2.Teorem.[15],[25] (M, g) ve (B,g ) semi-Riemann manifoldlar1,
m: (M,g9) = (B.g)

bir semi-Riemann submersiyonu ve R, R’ ve R sirasiyla M, B ve (1'(z), §z)
lifinin Riemann egrilik tensorleri olsun. Bu durumda, herhangi bir U, V, W, F' €

I'(V) ve X,Y, Z, H € T(H) icin

RWU,V,F,W)  =R(U,V,F,W)+ g(TyW, Ty F)

—g(Ty W, Ty F) (I1.3.14)
R(X,Y,Z,H) =R(X,Y,Z H)—-2g(AxY,AzH)

+9(Ay Z, AxH) — g(Ax Z, Ay H) (11.3.15)
RIX,Y, VW)  =g((VvA)xY, W) - g((VwA)xY,V)

+9(AxV, Ay W) — g(AxW, AyV)

—g(Tv X, TwY) + g(Tw X, TyY) (I1.3.16)

dll", burada (VvA)XY == VV(A)(Y) - Avvx(Y) - Ax(VVY) ile verilir.

I1.4. Hemen Hemen Carpim Riemann Manifoldlar

Bu altboéltimde, ticiincii boliimde hemen hemen carpim submersiyonlar tanimlanirken
kullanilacak olan hemen hemen carpim Riemann manifoldu ile ilgili baz

temel tanim ve sonuclar verilecektir.

I1.4.1. Tanim.[26],[30],[38] (M’, g1) ve (N, g2) Riemann manifoldlar1 ol-

sun. Bu durumda M’ ve N manifoldlarinin kartezyen carpimi olan M’ x N
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de bir Riemann manifoldudur. Ustelik asgidaki 6zellikler saglamnir:;
(i)
7:M xN — M

(r,q) —

3

c: M xN — N
(pa) — ¢

izdiistimleri C*° doniisiimlerdir ve bu doéniisiimler submersiyondur.
(ii) Bir ¢ : P — M’ x N doniisiimiiniin C* olmas1 icin gerek ve yeter sart
hem 7 o ¢ hem de ¢ o ¢ dontistimlerinin C*° olmasidir.

(iii) Herbir (p,q) € M’ x N icin,

M xq = {(r,q)e M'xN:reM'}

pxN = {(p,r)e M xN:reN}

alt kiimeleri M’ x N nin alt manifoldlaridir.

iv) Herbir (p,q) € M’ x N icin,
(iv) p.q .

7| pmrxg, M’ x g dan M’ ye diffeomorfizmdir.

0lpxN, p x N den N ye diffeomorfizmdir.
(ii) den

TipM' =T (M'xq) ve T, )N = T ) (px N) uzaylan (p,q) da M'x N

pvq)(

nin tanjant alt uzaylaridir. Béylece

Tipg)(M' x N) =Ty M' & T( )N

dir. Buradan, her X € T(p7q)M’ x N icin X € T(p’q)M’ ve Xo € Tip )N
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olmak tlizere X = X7 + X2 olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir.

I1.4.2. Tamm.[38] M’ x N, m—boyutlu bir manifold ve f, M’ x N {izerinde
(1,1)-tipinde tensor alan1 olsun. Bu durumda,

f=1
ise f ye hemen hemen carpim yapi, (M’ x N, f) ikilisine de hemen hemen

carpim manifoldu denir.

(M’ x N, f) bir hemen hemen carpim manifoldu olsun, bu durumda
1 1
P=cI+f), Q=5U-f)
2 2
projeksiyonlarini  secelim. O zaman
P+Q:Ia P2:P7 Q2:Q7 PQ:QP:()a f:P_Q
dir. Kolayca goriiliirki f2 = I dir. Boylece P ve @ projeksiyonlar: global
olarak distribiisyonlar tanmimlar. f nin 6zdegerleri £1 dir.
M’ x N iizerinde her X,Y € T(M' x N) icin

9(X,Y) = q(PX,PY)+ g(QX,QY)

= g1(X1,Y1) + g2(X2,Y2)

olacak sekilde g Riemann metrigi tanimlanabilir. Boylece (M’ x N, g) ikilisi
bir Riemann manifoldu olur. (M’ x N, g, f) ticliisiine bir carpim Riemann

manifoldu ad1 verilir.
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Yukarida tammlanan Riemann metrigi acik olarak her X, Y € T(M'x N)

icin

g(f X, 1Y) = 9(X,Y) (I1.4.1)
veya

9(fX.Y) =g(X, fY) (11.4.2)

sartlarini saglar. f? = I oldugundan T(M’ x N) nin distribiisyonlarmm
integral altmanifoldlar1 olan (M, g1) ve (N, g2) birer Riemann altmanifold-
laridir, yani

TM' ={X eT(M' x N): fX = X}

ve

TN ={XeT(M' xN): fX = —X}

dir. O halde T(M' x N) nin dikey ve yatay distribiisyonlarimin integral alt-
manifoldlar1 sirasiyla olan (M’, g1) ve (N, g2) Riemann manifoldlaridir.

Bundan sanraki kissmda M’ x N yerine M kullamilacaktr.

I1.4.3. Tamm.([28],[38]) M carpim manifoldu, g ve f, M tizerinde sirasiyla
Riemann metrik ve hemen hemen carpim yapr olsun. X,Y € x(M) icin

O(X,Y) =g(X, fY) (I1.4.3)

ile tanimli tensore, kompleks geometridekine benzer olarak temel 2-form
denir. Burada, not edelimki bu tensor simetrik tensordiir. ®, M iizerinde

temel 2-form olmak tlizere

D(FX, fY) = B(X,Y) (IL.4.4)
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dar.

I1.4.4. Tanim.[38] (M, f,g) Hemen hemen carpim Riemann manifoldu
olsun. Bu durumda, X € x(M) icin

Vxf=0 (I1.4.5)
ise M ye yerel carpim Riemann manifoldu denir, burada V Levi-Civita

konneksiyonudur.

I1.4.1. Lemma.[l] (M, f,g) bir yerel carpim Riemann manifoldu olsun.

Bu durumda, V Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere asagidakiler denktir:
(i) Vf=0,
(ii) V@ =0.

I1.4.1. Teorem.[1] (M, f,g) bir yerel carpim Riemann manifoldu olsun.

Bu durumda, X,Y, Z € T(TM) icin,
(i) R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,
(i) R(fX,fY)=R(X,Y),

(iii) R(X,fY)=R(fX,Y)

dir, burada R hemen hemen carpim Riemann manifoldunun Riemann egrilik

tensorudur.

Simdi hemen hemen carpim manifolduna bir 6rnek verilecektir.
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I1.4.1. Ornek. R* iizerindeki f nin matris gosterimini

10 0 O

01 0 O
f=

0 -1 0

00 0 -1

ile tanimlayalim. Bu durumda, f2 = I dir. Dolayisiyla, f bir hemen hemen
carpim yapisidir. Bu nedenle (R*, f) standart ic carpimla birlikte bir hemen

hemen carpim manifoldudur.

I1.5. Hemen Hemen Para-kontakt Manifoldlar

Bu altboliimde, doérdiincii boliimde hemen hemen para-kontakt metrik mani-
foldlar arasinda tanimlanan para-kontak semi-Riemann submersiyonun taniminda

kullanilacak temel tanim ve sonuclar verilecektir.

I1.5.1. Tamm.([10],[39]) M, 2m—boyutlu bir manifold ve J, M iizerinde
(1,1)-tipinde tensor alan1 olsun. Bu durumda,

JP=1
ise J ye hemen hemen para-kompleks yapi, (M, J) ikilisine de hemen hemen

para-kompleks manifoldu denir.

I1.5.2. Tanim.[20],[39] M, (2m+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir man-
ifold olsun. M ftizerinde, (1,1)-mertebeli tensor alan1 ¢, 1-form n ve bir

vektor alam £ var ve asagidaki sartlar saglaniyorsa (M, ¢, n,§) ya hemen
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hemen para-kontakt manifold ve (¢,7,£) ye de hemen hemen para-

kontakt yapi denir.
P’X = X -p(X)§, X ex(M) (IL5.1)
nE) = L (11.5.2)

D = kern, n ile tiretilen yatay distribiisyon olsun. O zaman, ¢ tensoér alani

D deki her lif iizerine bir hemen hemen para-kompleks yapi indirger.

I1.5.1. Onerme.[24],[39] M bir hemen hemen para-kontakt manifold olsun.

M fizerindeki (p,n, &) hemen hemen para-kontakt yapisi icin

pt = 0, (IL5.3)
neX) = 0, X ex(M) (IL.5.4)
ranky = 2m (I1.5.5)

dir.

Asagidaki lemma bir hemen hemen para-kontakt metrik manifold tizerinde

semi-Riemann metriginin varhigini garanti etmektedir.

I1.5.1. Lemma.[39] M bir hemen hemen para-kontakt manifold olsun. Bu
durumda, M iizerinde bir h semi-Riemann metrigi vardir 6yleki VX € x (M)
icin (X, &) = n(X) dur.

I1.5.2. Onerme.([37],[39]) M bir hemen hemen para-kontakt manifold
olsun. Bu durumda, M iizerinde bir g semi-Riemann metrigi vardir oyleki

X,Y € x(M) icin
n(X) = g(X,9), (IL.5.6)
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9(eX,pY) = —g(X,Y)+n(X)n(Y), (IL5.7)
g(eX,)Y) = —g(X,¢Y) (I1.5.8)

dir.

I1.5.3. Tanim.[11],[39] M bir hemen hemen para-kontakt manifold olsun.
Eger M iizerinde Onerme I1.5.2 de verilen g semi-Riemann metrigi varsa,
(p,n,&) hemen hemen para-kontakt yapisina g, semi-Riemann metrigi ile
birlesen bir hemen hemen para-kontakt metrik yapidir denir. (M, g, ¢, 7, &)
beslisine de hemen hemen para-kontakt metrik manifold adi1 verilir.
Bir hemen hemen para-kontakt yapi ile verilen g uyumlu metrigin isareti

(m +1,m) dir.

I1.5.4. Tamim.[39] M, (2m+1)-boyutlu bir semi-Riemann manifoldu olsun.
Eger M tizerinde

nA(dn)™ #0 (IL.5.9)

olacak sekilde, global olarak tamimli bir 7 1-formu varsa, M manifolduna
para-kontakt manifold denir. Burada m, m. mertebeden dis kuvveti

gostirir.  ya M manifoldunun para-kontakt formu denir.

I1.5.1. Teorem.[20] M, (2m+1)-boyutlu ve n para-kontakt yapili bir man-
ifold olsun. Bu durumda, M iizerinde

9( X, oY) =dn(X,Y) X,Y € x(M) (11.5.10)

olacak sekilde (¢, &, 7, g) hemen hemen para-kontakt metrik yapisi vardir.

Burada,

dn(X,Y) = S(Xn(Y) = Yn(X) —n([X,Y]), X,¥ ex(M) (IL5.11)

1
2
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dar.

M fizerinde (¢, &, 1, g) hemen hemen para-kontakt metrik yapisi icin
P(X,)Y)=g(X,pY) X, Y € x(M) (I1.5.12)

dir. ® ye hemen hemen para-kontakt metrik yapinin temel 2-formu denir.

Ayrica rankp = 2m ve n A (dn)™ # 0 dir.

I1.5.5. Tanim.[39] M, (2m+1)-boyutlu ve n para-kontakt yapili bir man-
ifold olsun. 7 para-kontakt formunda insa edilmis hemen hemen bir para-
kontakt metrik yapiya para-kontakt yapi, manifolda da para-kontakt

metrik manifold denir.

Simdi, bir para-kontakt yapi yardimiyla olusturulan bir hemen hemen
para-kompleks yapinin integrallenebilirligi incelenecektir. Olusturulan hemen
hemen para-kompleks yapinin integrallenebilirligi yardimiyla para-kontakt

yap1 icin normallik kavramina giris yapilacaktir.

M, (2m+1)-boyutlu hemen hemen para-kontakt yapili hemen hemen
para-kontakt manifold olsun. M x R manifoldunu g6z 6niine alalim, burada
R reel sayilar kiimesini gosterir. M x R iizerinde bir vektor alam (X, f %)
seklinde verilsin. Burada X, M de bir tanjant vektor alani, ¢, R de bir
koordinat ve f, M x R de bir fonksiyondur.

M x R tanjant uzayinda bir J lineer doniisiimiini

TG Fa) = (eX 4 (X)), Xex(M)  (115.13)

seklinde tanmmlayalim. Kolayca goriiliirki J? = I elde edilir. Béylece J,

M x R iizerinde hemen hemen para-kompleks yapidir. Hemen hemen para-
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kompleks yap1 J nin N; Nijenhuis torsiyon tensori sifir ise J, M x R de

integrallenebilirdir denir. Burada Nijenhuis tensori

Nj(X,Y) = J2[X,Y] + [JX,JY] = JJJX,Y] — J[X,JY] (IL5.14)

ile verilir. M X R iizerinde hemen hemen para-kompleks yap1 J integral-
lenebiliyorsa (¢,&,7) hemen hemen para-kontakt yapiya normaldir

denir.

Asagidaki 6nerme bir para-kontakt manifoldun normal olmasin karak-

terize etmektedir.

I1.5.3. énerme.[SQ] M bir hemen hemen para-kontakt manifold olsun. Bu
durumda, (¢, &, n) hemen hemen para-kontakt yapisinin normal olmasi icin

gerek ve yeter sart
No(X,Y)=2dn(X,Y)(E=0 XY € x(M) (I1.5.15)

olmasidir, burada N, Nijenhuis tensor alanidir.

I1.5.2. Lemma.[39] M nin bir (¢, &, n, g) hemen hemen para-kontakt yapisi

icin ¢ nin kovaryant tiirevi

20(Vxp)V,Z) = —d®(X,Y,Z)—d®(X,oY,0Z) — NO(Y, Z,¢oX)
+ NOY, Z)n(X) — 2dn(0Z, X)n(Y)

+ 2dn(eY, X)n(Z), X,Y,Z € x(M) (I1.5.16)
ile verilir, burada N = Ny —2dn® & ve
NO(X,Y) = (Lpxn)Y — (Loyn)X (I1.5.17)
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dar.

I1.5.3. Lemma.[39] N® = 0 ve ® = dn olmasi durumunda, M mani-

foldunun (¢, &, n, g) para-kontakt metrik yapisi icin

20(Vxe)Y,Z) = —NU(Y,Z,0X) - 2dn(pZ, X)n(Y)
+ 2dn(eY, X)n(Z) (I1.5.18)
ve
Vep =0 (I11.5.19)
dir.

I1.5.6. Tamm.[24] M, (2m+1)-boyutlu, (¢,&,n,9) para-kontakt yapil
para-kontakt metrik manifold olsun. £ vektor alan1 g ye gore Killing vektor
alan1 ise M tizerindeki para-kontakt yapiya K —parakontakt yapt ve M ye
de K —parakontakt manifold denir. ¢ vektor alaninin, g ye gore Killing

vektor alani olmas:

ile ifade edilir.
I1.5.7. Tamim.[11],[39] M, (2m+1)-boyutlu, (¢, &,n, g) para-kontakt yapil
para-kontakt metrik manifold olsun. Eger M nin para-kontakt metrik yapisi

normal ise M ye para-Sasakiyan yapiya sahip ve M manifolduna da para-

sasakiyan manifold denir.
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Para-Sasakiyan manifoldlar icin asagidaki kullanisli  karakterizasyon elde

edilir.

I1.5.2. Teorem.[11] M bir hemen hemen para-kontakt metrik manifold
olsun. Bu durumda M manifoldunun para-Sasakiyan olmasi icin gerek ve

yeter sart
(Vxp)V = —g(X,Y){+n(Y)X, X,Y €x(M) (IL.5.21)

olmasidur.

(I1.5.21) den
V€ =—pX (IL.5.22)

elde edilir.

Kontakt manifoldlardaki kosimplektik, hemen hemen kosimplektik, weakly
kosimplektik, quasi-Sasakiyan manifoldlarinin para-kontakt versiyonu lit-
eratorde tanimlandi ve incelendi.

Daha o6nce verilen normallik, para-kontakt, K-parakontakt, para-Sasakiyan
manifoldlar1 yeni sunulacak para-kosimplektik, quasi-para-Sasakiyan, weakly

para-kosimplektik tanimlar1 asagidaki sekilde 6zetlenebilir.

I1.5.8. Tamim.([11],[37],[39]) (M, g, ¥, &, n) bir hemen hemen para-kontakt

metrik manifold olsun. Bu durumda,
(a) Ny, —2dn®§& =0 ise M ye normal,
(b) ® =dn ise M ye para-kontakt,
(¢c) M para-kontakt ve £ Killing ise M ye K-parakontakt,
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(d) Vnp=0ve V® =0 ise M ye para-kosimplektik,
(f) dn =0 ve d® =0 ise M ye hemen hemen para-kosimplektik,

(g) M hemen hemen para-kosimplektik ve [R(X,Y),¢] = R(X,Y)p —

YR(X,Y) =0 ise M ye weakly para-kosimplektik,
(h) ® = dn ve M normal ise M ye para-Sasakiyan,

(j) d® = 0 ve M normal ise M ye quasi-para-Sasakiyan manifold

denir.

I1.5.9. Tamim.[39] (M, J) bir hemen hemen para-kompleks manifold ve g

bir semi-Riemann metrigi olsun. Bu durumda, X,Y € I'(T'M) icin,
g(JX,JY) = —g(X,Y)

ise (M, J, g) ticliisiine bir hemen hemen para-Hermityen manifold denir.

I1.5.1. Ornek. (21,22,y1, Y2, 2), R} te kartezyen koordinatlar olsun.

00010
00100

d

=010 00 ,n:dz,é“:af

y4
10000
00000

ve

g = —2zdz? — 2zdx 4 22dy} + 22dy3 + dz?

biciminde tamimlayalim. Bu durumda, (p,£,n,g) bir hemen hemen para-
kontakt metrik yapidir. Dolayisiyla (R3, ¢, &, 7, g) bir hemen hemen para-

kontakt metrik manifolddur.
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III. CARPIM MANIiFOLDLAR ARASINDAKI SUB-
MERSIYONLAR

Bu boliim iki altboliimden olusmaktadir. Birinci altboliimde hemen hemen
Riemann carpim manifoldlar1 arasinda hemen hemen carpim Riemann Sub-
mersiyon tanimlanmakta ve bir 6rnek verilmektedir. Ayrica bu submersiy-
onlar icin O’Neill tensorleri tanimlanmakta, bunlarin temel 6zellikleri in-
celenmekte ve hemen hemen carpim submersiyonda total manifoldun yerel
carpim manifoldu olmasi1 durumunda baz manifoldunda yerel carpim man-
ifoldu oldugu gosterilmektedir. Ikinci altboliimde bir hemen hemen carpim
Riemann Submersiyonun total uzay, baz uzay ve liflerinin bi-kesit ve kesit

egrilikleri arastirilmaktadir.

IT1.1. Hemen Hemen Carpim Riemann Submersiyonlar

Bu altboliimde, hemen hemen carpim Riemann submersiyon kavramina giris
yapilmakta ve bir 6rnek verilmektedir. Ayrica bu submersiyonlar icin O’Neill

tensorleri tamimlanmakta ve bunlarin temel ozellikleri incelenmektedir.

II1.1.1. Tanmim. M ve B sirasiyla f ve f’ hemen hemen carpim yapilarina
sahip hemen hemen carpim Riemann manifoldlar olsun. Bu durumda, = :
M — B doniisimii asagidaki sarti sagliyorsa 7 ye bir hemen hemen

carpim dontisiim denir:
mxo f = f om,. (IT1.1.1)

Yukaridaki tanim kullanilarak asagidaki kavram tanimlanmaktadir.
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I11.1.2. Tamim. (M, f,g) ve (B,d’,f’) hemen hemen carpim Riemann

manifoldlar olsun. Bu durumda, 7 : M — B doéntistimii

(i) 7 bir Riemann submersiyon,
(i) meo f = fom.

sartlarin1 sagliyorsa 7 doniisiimiine hemen hemen carpim Riemann

submersiyonu denir.

Asagida, yukarida verilen bir hemen hemen carpim Riemann submersiy-

onu icin bir ornek verilmektedir.

I11.1.1.0rnek. R* ve R? standart ic carpimlar ile verilen Oklidyen uza-
ylar olsun. R* ve R? de 6rnek 11.4.1 de verilen carpim yapilarimi gozoniine

alalim. Bu durumda,

7:R* —» R?
21 + 1o 273+ 24

($1,132,(L‘3,[E4) - ( \/5 3 \/g )

déniisiimii verilsin. Burada, {z1, 72,23, 74} ile R* uzaymim bir koordinat

sistemi gosterilmistir. Dogrudan islemlerle

2 1
7T*:\/gx/SOO
2 1

0 0 5 &

elde edilir. Buradan, rankm, = boyR? = 2 bulunur. Bdylece 7 bir submer-

siyondur. Diger taraftan,

d d d 0
— x = = —— 27’ —_ —_ 27
V = cekm, = Span{V; o + 9 Vo Fon + o
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ve

0 0 0 0
= Ot = X=2—t+—,Y=2"4 —
H (gelmr ) Span{ 8371 + 6332 ’ 8%3 + 6354
elde edilir. Ayrica
0 0
T (X) = \/gﬁx’l ve m(Y)= \/58%,2

dir. Boylece R* ve R? iizerindeki standart ic carpimlar g ve ¢/ ile gosterilirse

(X, X)=g(Y,Y) =59 (mX,mX) = ¢/ (mY, mY) =5

olur. Boylece 7 bir Riemann submersiyonudur. Ayrica kolayca goriiliirki

e fX = f'7r*X

ve

T fY = f'mY

denklemleri saglanir. Dolayisiyla, m bir hemen hemen carpim Riemann sub-

mersiyonudur.

I11.1.1. Onerme. (M, f,g) ve (B,g, f') hemen hemen carpim Riemann
manifoldlar ve 7 : M — B hemen hemen carpim Riemann submersiyon ol-

sun. Bu durumda, fX temel vektor alan1 ' X’ ne m—baghdur.

Ispat. X temel vekor alami olsun. Tamm I1.3.6 ve (I11.1.1) den,
T fX = flm X = f/ X'

elde edilir. Yani, M tizerindeki fX temel vektor alam B tlizerindeki f'X’

vektor alanina m—baglidir.
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I11.1.2. Onerme. (M, f,g) ve (B,g, f') hemen hemen carpim Riemann
manifoldlar ve m : M — B hemen hemen carpim Riemann submersiyon ol-

sun. Bu durumda, yatay ve dikey distribiisyonlar f—invaryanttir.

Ispat. U herhangi bir dikey vektor alam olsun. Buradan . (fU) = f/(m.U)
bulunur. m,U = 0 oldugundan, m,(fU) = 0 elde edilir. Boylece fU bir
dikey vektor alamidir. X yatay vektor alani ve U dikey vektor alani ol-
sun. Hemen hemen carpim Riemann manifoldunun tanmimindan, g(fX,U) =
g9(X, fU) elde edilir. Bu durumda, fU € I'(V) oldugundan, g(fX,U) = 0
dir. Boylece fX yatay vektor alamidir. Dolayisiyla, yatay ve dikey dis-

tribiisyonlar f—invaryanttir.

Asagidaki teoremde bir hemen hemen carpim submersiyonunun baz man-

ifoldunun carpim yapisi iizerindeki etkisi incelenmektedir.

IT1.1.1. Teorem. (M, f, g) bir yerel carpim manifold, (B, ¢’, f’) bir hemen
hemen carpim Riemann manifold ve 7 : M — B hemen hemen carpim Rie-
mann submersiyon olsun. O zaman, (B, ¢’, f’) de bir yerel carpim Riemann

manifoldudur.

Ispat. Herhangi bir X,Y € I'(T'M) icin, 7,X = X', 7,Y = Y” olur, burada
X')Y" € I(TB) dir. M bir yerel carpim manifold oldugundan, X,Y € I'(H)
icin,

(Vxf)Y = VxfY — fVxY

elde edilir. Boylece (I11.1.1) denklemi kullanilirsa
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T (Vx[)Y) =m(Vx [Y) = f'm(VxY)

elde edilir. Diger taraftan, Onerme I11.1.2 den, fY € I'(H) elde edilir. Bu-
radan, Onerme I1.3.1(iii) den Vx fY ile V', f'Y” vektor alanlarmin 7—bagh

oldugu kullanilirsa
(VXY = Vi f'Y' = f'r(VxY)

dir. Buradan, VY ile Vs, Y’ vektor alanlarinin 7—bagh oldugu gozoniine
alalim.

F*((VXf)Y == v/)(/f/Y/ — f,v/)(/Y/

olur. Boylece,

m(Vx)Y) = (Vi f)Y’

elde edilir. Yani, M bir yerel carpim manifold ise B de bir yerel carpim

manifoldur.

IT1.1.1. Sonuc. (M, f,g) bir yerel carpim manifold, (B, ¢’, f') bir hemen
hemen carpim Riemann manifold ve 7 : M — B hemen hemen carpim Rie-

mann submersiyon olsun. Bu durumda, lifler yerel carpim Riemann mani-

foldlaridir.

Ispat. Onerme II1.1.2 den dikey distribiisyon invaryanttir. Boylece dikey
distribiisyonun integral altmanifoldu olan bir lif hemen hemen carpim man-
ifoldudur. Diger taraftan, lifler tizerindeki Levi-Civita konneksiyonu V ile

gosterelim. M yerel carpim manifoldu oldugundan, U,V € I'(V) icin
(VuH)V = (Vuf)V
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dir. Béylece Vf =0 ve V'f = 0 oldugundan Vf = 0 bulunur. Yani M bir

yerel carpim manifoldu ise liflerde yerel carpim Riemann manifoldudur.

I11.1.3. Onerme. (M, f,g) ve (B,g, f') hemen hemen carpim Riemann
manifoldlar ve m : M — B hemen hemen carpim Riemann submersiyon ol-
sun. Bu durumda, 7*® = ® dir. Burada, ® ve ® sirasiyla M ve B ye ait

temel 2-formlardir.

Ispat. M iizerindeki X ve Y temel vektor alanlar1 B iizerindeki X’ ve Y’
ne m—bagh olsun. O zaman, hemen hemen carpim Riemann submersiyonun

tanimindan,

®'(X)Y) = &'(mX,mY)
= ¢ (mX, f'r.Y)

— §(mX,mfY)
dir. 7 bir Riemann submersiyon oldugundan,

T (X)Y) = g(X,fY)

= ®(X,Y)

elde edilir. Boylece 7*®’ = @ dir.

IT1.1.1. Lemma. (M, f, g) bir yerel carpim manifold, (B, ¢’, f') bir hemen
hemen carpim Riemann manifold ve 7 : M — B hemen hemen carpim
Riemann submersiyon olsun. Bu durumda, herhangi bir X,Y € T'(H),
U,V € I'(V) icin,

(i) AxfY = fAxY,
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(ii) Ty fV = fTyV,
(iii) AxfU = fAxU,
(iv) Ty fX = fTuX

dir.

Ispat. (i) ve (ii) siklari1 ispatlayacagiz. Digerleri benzer yolla elde edilebilir.

(i) Yerel carpim Riemann manifoldunun uygulamasindan,
(Vxf)Y =Vx[fY - fVxY =0

veya

VxfY = fVxY

elde edilir. (II.3.12) denklemi kullanilirsa,
AxfY + hVx fY = f{AxY + hVxY}
olur. Boylece karsilikli dikey ve yatay bilesenlerin esitliginden
AxfY = fAxY

elde edilir.

(ii) Benzer bir yolla, (I1.3.9) denklemi kullanilirsa,
TufV +oVy fV = f{IyV +vVyV}
olur. Boylece karsilikli dikey ve yatay bilesenlerin esitliginden

Ty fV = fIyV
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elde edilir.

IT1.1.2. Lemma. (M, f, g) bir yerel carpim manifold, (B, ¢’, f') bir hemen
hemen carpim Riemann manifold ve # : M — B hemen hemen carpim
Riemann submersiyon olsun. Bu durumda, herhangi bir X,Y € T'(H),
U,V € I'(V) icin,

(i) Arx fY = AxY,
(i) Tru fV =TyV
(iii) AfxY = fAXY,
(iv) Ty V = fTyV,

dir.

Ispat. (i) ve (i) siklarim ispatlayacagiz. Digerleri benzer yolla elde edilebilir.

(i) Yerel carpim Riemann manifoldunun uygulamasindan,
(Vix )Y =VixfY — fVixY =0

veya

VixfY = fVixY

elde edilir. (I1.3.12) denklemi kullanilirsa,
Affo + thfo = f{Any + thXY}
olur. Boylece karsilikli dikey ve yatay bilesenlerin esitliginden

Arx Y = fArxY
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elde edilir. A anti-simetrik oldugundan, Lemma III1.1.1(i) kullanilirsa
Apx fY = AxY

bulunur.

(ii) Benzer olarak, (I1.3.9) denklemi kullanilirsa,
T fV + oV fV = f{TigV + oV V}
olur. Boylece karsilikli dikey ve yatay bilesenlerin esitliginden
T fV = fTuV
elde edilir. T simetrik ve Lemma II1.1.1(ii) kullamlirsa
Ty fV =1TyV

bulunur.

IT1.1.2.Teorem. (M, f,g) bir yerel carpim manifold, (B,¢’, f’) bir hemen
hemen carpim Riemann manifold ve 7 : M — B hemen hemen carpim
Riemann submersiyon olsun. Bu durumda, yatay distriblisyonun integral-
lenebilir olmas1 icin gerek ve yeter sart g(Ax fV, fY) = g(Ay fV, fX) ol-

masidir.

ispat. X ve Y, M iizerinde temel vektor alanlar1 ve V' dikey vektor alani
olmak iizere,

9([X,Y],V) = g(VxY,V) — g(VyX,V)
dir. M bir carpim manifoldu oldugundan
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olur. Total manifold yerel carpim manifold oldugundan
9([(X, Y], V) = g(Vx[Y, fV) = g(Vy fX, fV)

elde edilir. fV ve fY dik olduklarindan
9g([(X, Y], V) = —g(Vx [V, fY) + g(Vy [V, fX)

dir. Buradan

9([(X, Y], V) = =g(Vyv X + [X, fV], fY) + 9(VivY + [V, fV], fX)

olur. Burada, [X, fV] ve [Y, fV] dikey vektor alanlar1 oldugundan

g([X. Y], V) = —g(Viv X, fY) + (Vv Y, fX)

elde edilir. Diger taraftan, (I1.3.13) den, h(VyX) = h(VxV) = AxV dir.

Buradan

g((X,YLV) = —g(VxfV.[Y)+g(Vy [V, fX)

= —g(AxfV. JY) + g(Ay fV, f X)
olur. (I1.3.8) den
9(2AxY, V) = —g(Ax fV, [Y) + g(Ay [V, fX)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
I11.1.3.Teorem. (M, f,g) bir yerel carpim manifold, (B,¢’, f') bir hemen
hemen carpim Riemann manifold ve 7 : M — B hemen hemen carpim Rie-

mann submersiyon olsun. Bu durumda, liflerin total jeodezik olmasi icin

gerek ve yeter sart g(fV, [U, fX]) = g([fX, V], fU) olmasidir.
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Ispat. U ve V, M iizerinde dikey vektor alanlar1 ve X yatay vektor alam

olsun. Yerel carpim manifoldunun tanimindan
9(VuV,X) =g(Vu [V, fX)
olur. Bu ifadede fV ile fX birbirine dik olduklarindan
g(VuV, X) = —g(VufX, fV)
dir. Boylece ifade diizenlenirse
g(VuV, X) = —g([U, fX]+ VyxU, fV)

elde edilir. Buradan

9(VuV, X) = —g(fV,[U, X)) = g(fV,VxU)
dir. M bir yerel carpim manifoldu oldugundan

9(VuV, X) = —g(fV,[U, fX]) = g(V, V;x fU)

olur. Tekrar M manifoldunun yerel carpim manifoldu oldugu go6zoniine

alimirsa

g(VuV, X) = —g(fV,[U, fX]) + 9(fU, VxV)

elde edilir. Buradan
olur. Boylece yerel carpim yapisindan

g(VUV,X) = _g(fva [U, fX]) +g(fU7 [fX7 V]) +g(U7vVX)

= _g(f‘/a [Uv fX]) +g(fU’ [fXa V]) _g(X7 VVU)
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elde edilir. Buradan,
g(VuV +VyU, X) = —g(fV,[U, fX]) + g(fU, [f X, V])
dir. T tensoriiniin tanimi ve simetriligi kullanilirsa
29(TyV, X) = —g(fV, [U, £ X]) + g(fU, [f X, V])

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

IT1.2. Hemen Hemen Carpim Riemann Submersiyonlar igin
Egrilik Iliskileri
Bu altboliimde, bir hemen hemen carpim Riemann submersiyonun total

uzay, baz uzay ve liflerinin bi-kesit ve kesit egrilikleri arasindaki bagintilar

elde edilmektedir.

Aksi belirtilmedikce, X birim vektor alani icin {X, fX} yilineer bagimsiz

varsayacagiz. Bu durum icin [29] kaynaga bakilabilir.

(M, f,g) ve (N, f',¢') hemen hemen carpim Riemann manifoldlar ve 7 :
M — N hemen hemen carpim Riemann submersiyon olsun. f—invaryant bi-
kesit egriligini B ile gosterelim. Sifirdan farkli herhangi bir X, Y € I'(T'M
icin, f—invaryant bi-kesit egriligi

R(X, fX,Y, fY)

B(X.Y) =
) = X

ile tammmlanir. f—invaryant kesit egriligi de H(X) = B(X, X) ile verilir. Bu

boliimde sirasiyla N nin f—invaryant bi-kesit ve kesit egriligini B’ ve H’,
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lifin ise f—invaryant bi-kesit ve kesit egriligini B ve H ile ifede edecegiz.

I11.2.1. Onerme. (M, f,g) ve (N,g, f') hemen hemen carpim Riemann
manifoldlar ve m : M — N hemen hemen carpim Riemann submersiyon
olsun. Bu durumda, M f{izerindeki U ve V birim dikey vektor ve X ve Y
birim yatay vektor alanlari icin,
BU.V) = BU,V)+g(TufV,TiV) = 9(Tyu fV, TyV); (I11.2.1)
BX,U) = g(Vud)xfX,fU) = g((VirA)x [X.U)
+ 9(AxU Asx fU) = g(Ax fU, AyxU)
— 9T X, T fX) 4+ g(Tru X, Ty fX); (I11.2.2)
B(X,Y) = B(X')Y)or—29(AxfX, Ay fY)
+ g(ApxY, Ax fY) — g(AxY, Apx fY) (IIL.2.3)

dir.

Ispat. Bu formiiller, (I1.3.14), (I1.3.15) ve (I1.3.16) denklemlerinin direkt

uygulamalarindan elde edilir.

I11.2.2. Onerme. (M, f,g) ve (N,g, f') hemen hemen carpim Riemann
manifoldlar ve 7 : M — N hemen hemen carpim Riemann submersiyon
olsun. Bu durumda, M itizerindeki U birim dikey vektor ve X birim yatay

vektor alanlar1 icin,
H(U) = HU) + ||Tu fU|* = g(Tyu fU, Ty U); (II1.2.4)
H(X)=H(X")or —3||AxfX|? (II1.2.5)

dir.
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Ispat. (I11.2.1) ve (I11.2.3) denklemlerinden elde edilir.
(I11.2.5) denkleminin uygulamasindan asagidaki sonuc elde edilir.

I11.2.1. Sonuc. (M, f,g) ve (N,g,f") hemen hemen carpim Riemann
manifoldlar, 7 : M — N hemen hemen carpim Riemann submersiyon olsun.
Bu durumda H(X) < H'(X') o dir. Esitligin olmas1 icin gerek ve yeter

kosul yatay distriblisyonun integrallenebilir olmasidir.

IT1.2.1. Teorem. (M, f,g) bir yerel carpim manifold, (N, ¢, f’) bir hemen
hemen carpim Riemann manifold ve w7 : M — N hemen hemen carpim
Riemann submersiyon olsun. Bu durumda, M iizerindeki U ve V birim

dikey vektor ve X ve Y birim yatay vektor alanlari icin,
(a) B(U,V) =B(U,V);
(b) B(X,U) = 0;
(¢c) B(X,Y)=B(X"Y)or —29(Ax fX, Ay fY)

dir.

Ispat.(a) (IIL.2.1) den
B(U,V) = BU,V) +g(Tu fV,ToV) - g(Tpu fV, Ty V)
dir. Lemma II1.1.2 kullanilirsa,

9 Tu fV,TiuV) = g(fTuV, fTyV)
= g(TyV,TyV)

= |TyV|? (IT1.2.6)
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elde edilir. Benzer olarak, Lemma III1.1.2 ve Lemma III.1.1 kullanilirsa

9T fV, TuV) = g(f*TyV,TyV)
= g(TyV,TyV)

= || TyV|? (I11.2.7)

bulunur. (II1.2.6) ve (II1.2.7) denklemlerinin uygulanmasindan, B(U,V) =
B(U7 V) elde edilir. Yani, M nin bi-kesit egriligi, lifin bi-kesit egriligine

esittir.

(b) (II1.2.2) denkleminden,

(0)B(X,U) = g(VuA)xfX, fU)-g(VivA)xfX,U)
+ 9(AxU, Apx fU) — g(Ax fU, AyxU)

— 9Tu X, Tro fX) + 9T X, Ty fX) (I11.2.8)
olur. Lemma III.1.1 ve Lemma III.1.2 kullanilirsa

—9(Tu X, Tro fX) + 9Ty X, To fX) = —g(TuX, f*TuX) + g(fTu X, fTu X)
= —|TuX|? + 1Ty X |

= 0 (I11.2.9)
elde edilir. Benzer bir yolla,
9(AxU, Apx fU) — g(Ax fU, ApxU) = 0 (I11.2.10)
bulunur. Béylece, (I111.2.9) ve (I11.2.10) denklemlerinden, (III.2.8) denklemi
BX,U) = g(VuA)x fX, fU) —g((VyuA)x fX,U)  (1I1.2.11)
olur.
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Diger taraftan, X temel vekor alani iken
hVy X =hVxV = AxV
dir. Buradan, VA tensor alanimin tanimi kullanilirsa,

g(VoA)x X, fU) = g(VuAx[X, fU) - g(Av,x fX, fU)
- 9(AxVufX, fU)

dir. A tensoriiniin alteneleyen ve anti-simetriligi kullanilirsa

g(VuA)x X, fU) = g(VuAxfX, fU) - g(Asx fU,hVyX)
— 9(AxfU,hVy fX) (I11.2.12)

elde edilir. Benzer bir yolla,

9(VeuAx fX,U) = g(VuAx[X, fU) - g(Av,x fX, fU)
—9(AxVu X, fU) (I11.2.13)

dir. (I11.2.12) ve (II1.2.13) den, B(X,U) = 0 dur.

(c) (III.2.3) den

B(X,Y) = B/(XY')or —2g(Ax[X, Ay [Y)

+ g(AyxY, Ax fY) — g(AxY, Apx fY)  (111.2.14)
olur. Lemma III.1.1 ve Lemma III.1.2 kullanilirsa

g(ArxY, Ax fY) = g(fAxY, fAxY)
= g(AxY, AxY)

= ||AxY|? (IT1.2.15)
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ve

g(AxY, Apx fY) = g(AxY, fPAxY)
= g(AxY,AxY)

= ||AxY|]? (IT1.2.16)

elde edilir. (II1.2.15) ve (I11.2.16) denklemleri (III.2.14) denkleminde yerine
yazilirsa

B(X,Y) = B'(X',Y') o — 29(Ax fX, Ay fY)

bulunur.

Teorem III.2.1 in bir sonucu olarak, asagidaki ifedelere sahibiz.
I11.2.2. Sonuc. (M, f,g) bir yerel carpim manifold, (N, ¢’, f') bir hemen
hemen carpim Riemann manifold ve # : M — N hemen hemen carpim

Riemann submersiyon olsun. Bu durumda, M iizerindeki U birim dikey

vektor ve X birim yatay vektor alanlari icin,

(b) H(X)=H'(X")om —2[|Ax fX||?

dar.
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IV. PARA-KONTAKT MANIFOLDLAR ARASIN-
DAKI SUBMERSIYONLAR

Bu boliim ii¢ altboéliimden olusmaktadir. Birinci altboliimde hemen hemen
para-kontakt metrik manifoldlar1 arasinda para-kontakt semi-Riemann Sub-
mersiyon tanimlanmakta, bir 6rnek verilmekte ve Riemann submersiyon in-
celenmesinde 6nemli bir yere sahip olan O’Neill tensorlerinin bazi 6zellikleri
incelenmektedir. Ayrica bir para-kontakt submersiyon icin yatay distribiisyonun
integrallenebilir ve liflerin total jeodezik oldugu gosterilmektedir. Ikinci
altboliimde, yapilarn trasferi ile ilgili sonuclar elde edilmektedir. Uciincii
altboliimde ise, bir para-kontakt semi-Riemann Submersiyonun total uzay,
baz uzay ve liflerinin bi-kesit ve kesit egrilikleri arasindaki iliskiler incelen-

mektedir.

IV.1. Para-kontakt semi-Riemann Submersiyonlar

Bu altboliime, holomorfik déniistimiin para-kontakt manifoldlardaki versiy-

onu olarak sunulan para-holomorfik tanimi ile baslanmaktadair.

IV.1.1. Tanmm. M?"*! ve B>t sirasiyla (p,&,1,9) ve (¢, &1,
hemen hemen para-kontakt metrik yapilarina sahip hemen hemen para-
kontakt metrik manifoldlar olsun. Bu durumda, 7 : M — B doniisimi

icin
meop=¢ om, (IV.1.1)

sart1 saglaniyorsa 7 ye bir (¢, ¢’)—paraholomorfik déniisiim denir.
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Yukaridaki tanim kullanilarak asagidaki kavram verilebilir.

IV.1.2. Tanim. (M,p,&,n,9) ve (B,¢,¢,n',¢") hemen hemen para-

kontakt metrik manifoldlar olsun. Bu durumda, 7 : M — B dontistimii

(i) 7 bir semi-Riemann submersiyon, yani lifler non-dejenere altmanifold-

lardir.
(11) 7T*€ = 5/7
(iii) e 0 = ¢’ o,

sartlarini sagliyorsa 7 ye bir para-kontakt semi-Riemann submersiyon

denir.

Asagida bir para-kontakt submersiyon icin basit ve aciklayict bir érnek

verilmektedir.

IV.1.1.0rnek. R3 ve R} standart ic carpimlar ile birlikte semi-oklidyen

uzaylar olsun. Bu durumda

T:Ry — R}

(01,29, 01, 42, 2)  — (061-1-1‘2 Y1+ y2 2)
) ) ) bJ \/5 b \/i )

déniisiimiinii gézoniine alalim, burada, {x1,T2,y1,¥2, 2} ile R3 in bir koor-
dinat sistemi gosterilmistir. Dogrudan islemlerle

1
V2

o O

Te =

> o gk

o ©
o4 ©

0
0

bulunur. Diger taraftan,



0 0 0 0

V:c_:eknr*:Span{Vlz—a—xljtaim,VZ:failer@}
ve
0 0 0 0 0
_ L_ _ 9 9o , 90 90 ., 0
elde edilir. Buradan,
_ o _ 50 _ 9 _
T (X) = \@% , m(Y)= ﬂa—yve 7 (§) = 57 = 13

bulunur. Boylece R ve R} iizerindeki standart ic carpimlar g ve ¢’ ile

gosterilirse
g(X7 X) = gl(ﬂ-*Xv 7T*‘X) = —4z, g(Y7 Y) = g/(ﬂ-*Ya W*Y) =4z

ve
g(’ivé) = g/(mﬁ,w*f) =1
elde edilir. Boylece, 7 bir semi-Riemannnian submersiyondur. Ayrica, ko-
layca goriiliirki
mpX = ¢'mX,
TpY = go’mY
denklemleri saglanir. Dolayisiyla, 7 bir para-kontakt semi-Riemann submer-

siyondur. Not edelimki bu rnekte verilen R3 ve Rj iizerindeki para-kontakt

yapilar Ornek I1.5.1 de verilen para-kontakt yapilardir.

Asagidaki 6nermelerde para-kontakt yapi ile 7—bagli olma durumu arasindaki

iliski arastirilmaktadir.
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IV.1.1. Onerme. (M, ,£,1,9) ve (B,¢,€,17,¢') hemen hemen para-
kontakt metrik manifoldlar ve w : M — B para-kontakt semi-Riemann
submersiyon olsun. Bu durumda, M iizerindeki ¢ X temel vektor alam1 B

lizerindeki ¢’ X’ ne m—baghdur.

Ispat. X temel vekor alam olsun. Tamm I1.3.6 ve (IV.1.1) den,
X = o'm X = X’

elde edilir. Yani, M {tizerindeki ¢ X temel vektor alani B iizerindeki ' X’

ne w—baghdir.

IV.1.2. Onerme. M ve B hemen hemen para-kontakt metrik manifold-
lar ve m : M — B para-kontakt semi-Riemann submersiyon olsun. M
lizerindeki X ve Y temel vektor alanlari B lizerindeki X', Y’ ne m—bagh

ise, bu durumda h(Vxp)Y temel vektor alanm (V' ¢')Y” ne m—baghdur.

Ispat. Dogrudan islemlerle,

T (Vx@)Y) = m(VxeY) — m(pVxY)
olur. 7 bir para-holomorfik déniisiim oldugundan

T (Vx@)Y) = m(VxeY) — ¢'m(VxY)
elde edilir. (II.3.12) kullanilirsa

T(Vxp)Y) = m(AxpY)+m(hVxeY)— O (AxY)

— ¢'m(hVxY)
olur. Ax¢Y € I'(V) oldugundan
1. (Vx@)Y) = m(hVxpY) — o1 (hV xY)
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elde edilir. Burada, Onerme I1.3.1(iii) kullanilirsa
m(Vx@)Y) = Vi xmpY — ¢/ (Vi Y)
olur. Tekrar, 7 doniisiimiin para-holomorfik olmasindan
T (Vxp)Y) = V'Y — o'V Y
dir. Boylece

T (Vxp)Y) = (Vi)Y'

elde edilir. Yani, h(Vxp)Y temel vektor alam (V' ¢’)Y’ ne m—baghdir.

I11.1.3. Onerme. M ve B hemen hemen para-kontakt metrik manifoldlar
ve m : M — B para-kontakt semi-Riemann submersiyon olsun. Bu du-

rumda, yatay ve dikey distribiisyonlar ¢p—invaryanttir.

Ispat. U herhangi bir dikey vektor alam olsun. Buradan m, (oU) = ¢/ (7,.U)
0 dir. U dikey ve m bir semi-Riemann submersiyon odugundan, w,.U = 0
dir. Béoylece, m(¢U) = 0 bulunur. Dolaysiyla U dikeydir. X yatay
vektor alanimi gozoniine alalm. Buradan g(pX,U) = ¢g(X,pU) = 0 bu-
lunur. Ciinkii U dikey ve X yataydir. Boylece, g(¢X,U) = 0 dir. Yani
pX, U ya ortogonaldir. O zaman, ¢ X yataydir.

I11.1.4. Onerme. M ve B hemen hemen para-kontakt metrik manifoldlar

ve m : M — B para-kontakt semi-Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,
(i) 7' = P;

(ii) m*n =n
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dar.

Ispat.(i) M iizerindeki X ve Y temel vektor alanlar1 B iizerindeki X', Y’ ne
m—baglh olsun. O zaman, bir para-kontakt semi-Riemann submersiyonun

tanimindan,

T®(X,)Y) = & (mX,mY)

= ¢(mX, ¢'m.Y)
olur. 7 para-holomorfik doniisiim oldugundan,
T (X)Y) = ¢/ (1 X, T pY)
dir. Diger taraftan, 7 semi-Riemann submersiyon oldugundan,
T (X,Y) = g(X, ¢Y)

elde edilir. Buradan,

™0(X,Y) = ®(X,Y)

dir. Dolayisiyla, 7*®' = & dir.

(ii) X temel vektor alan1 olsun. 7.7’ durumunu gozoniine alalim. Bu-

radan

ro (X) = 1 (m.X)

dir. (I1.5.6) denklemi kullanilirsa

. (X) = ¢(mX, )

= g/(ﬂ-*Xa 7T*g)
elde edilir. 7 bir semi-Riemann submersiyon oldugundan
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mn (X) = ¢ (X,¢)
= 9(X,§)
dir. Tekrar (I1.5.6) denklemi kullanilirsa

dir ve boylece 7*n' = 7 elde edilir.

Not edelimki ¢ yatay vektor alani oldugundan, herhangi bir U dikey

vektor alan icin, n(U) = 0 dur.

Simdi bir para-kontakt submersiyonda O’Neill tensorlerinin 6zellikleri

incelenecektir.

IV.1.1. Lemma. M para-kosimplektik manifold, B hemen hemen para-
kontakt metrik manifold ve 7 : M — B para-kontakt semi-Riemann sub-

mersiyon olsun. X ve Y yatay vektor alanlari icin,

(i) AxeY = pAxY,

(i) ApxY = pAxY,

(iii) AxpY = AuxY

dir.
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Ispat. (i) X ve Y yatay vektor alanlan ve U dikey olsun. M bir Para-
kosimplektik manifold oldugundan, (Vx®)(Y,U) = 0 dir. Bu ifade acilirsa

9g(VxeY —VxY,U) =0

dir. Buradan, dikey ve yatay distribiisyonlar ¢ invaryant oldugundan, (11.3.12)

denklemi kullanilirsa,
g(AxpY —pAxY,U) =0

elde edilir. Boylece,
AxpY = pAxY

dir.

(ii) Benzer olarak, A tensorii alterneleyen oldugundan, (i) kullanihirsa
A¢XY = —Ay(pX = —(pAyX

elde edilir. Buradan,

A¢XY = (pAXy

dir.

(iii) (i) ve (ii) den aciktir.

T tensor alaninin ozellikleri icin asagidaki sonuclar elde edilmektedir.
IV.1.2. Lemma. M para-kosimplektik manifold, B hemen hemen para-

kontakt metrik manifold ve 7 : M — B para-kontakt semi-Riemann sub-

mersiyon olsun. U ve V dikey vektor alanlar: icin,

(i) TypV = TyV,
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(i) TooV = TyV,

(iii) TyeV = T,uV

dir.

Ispat. (i) U ve V dikey vektor alanlar1 ve X yatay olsun. M bir Para-

kosimplektik manifold oldugundan, (Vy®)(V, X) = 0 dir. Bu ifade acilirsa
9(VuepV —oVyV, X) =0

dir. Buradan, dikey ve yatay distribiisyonlar ¢ invaryant oldugundan, (I1.3.9)

denklemi kullanilirsa,
9(TopV — Ty V. X) =0

elde edilir. Boylece,
TUQOV = QOTUV

dir.

(ii) Benzer yolla, T' temel tensorii simetrik oldugundan ve (i) kullanilirsa
Tq,UV = TngU = QOTvU

elde edilir. Buradan,

T@UV = QDTUV

dir.
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(iii) (i) ve (ii) den aciktir.

IV.1.3. Lemma. M quasi-para-Sasakian manifold, B hemen hemen para-
kontakt metrik manifold ve 7 : M — B para-kontakt semi-Riemann sub-

mersiyon olsun. X ve Y yatay vektor alanlari icin,

(i) AxeY = pAxY,

(ii) AgoXY = QOAX}/,

(111) AL,DXY = Ax(pY

dir.

Ispat. (i) M iizerinde X temel vektor alam, Y yatay vektor alam ve
U dikey vektor alan1 olsun. Bir quasi-para-Sasakian manifold oldugundan
para-kontakt yapt normal ve d® = 0, dolayisiyla N' = N2 = 0 dir. Bdylece
(I1.5.16) denklemi,

g(Vxp)Y,U) = —dn(eU, X)n(Y) +dn(eY, X)n(U)
= —dn(eU, X)n(Y)

olur. Diger taraftan, [pU, X| € I'(V) oldugundan,

dn(eU, X)n(Y) = (pUn(X) — Xn(eU) —n([eU, X]))n(Y)
= 0

dir.
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Boylece, (I1.3.12) den

g(AxpY — pAxY,U) =0

elde edilir. Buradan,

AxpY = pAxY

dir.

(ii) Benzer olarak, A tensorii alterneleyen oldugundan ve (i) kullanihirsa
ApxY = —AypX = —pAy X

elde edilir. Buradan,

AoxY = pAxY

dir.

(iii) (i) ve (ii) den aciktir.

T temel tensor alani icin, asagidaki ifadeler elde edilir.

IV.1.4. Lemma. M quasi-para-Sasakian manifold, B hemen hemen para-

kontakt metrik manifold ve 7 : M — B para-kontakt semi-Riemann sub-

mersiyon olsun. U ve V dikey vektor alanlar1 icin,

(i) TueV = ¢IyV,

(ii) TwUV = pIyV
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dar.

Ispat. (i) M tizerinde X yatay vektor alani, U ve V' dikey vektor alanlar:

olsun. Bir quasi-para-Sasakian manifold icin (I1.5.16) denklemi,

g(Vup)V, X) = —dn(eX,U)n(V) +dn(eV,U)n(X)

= dn(pV,U)n(X)
olur. Diger taraftan, [pV,U] € I'(V) oldugundan,

dn(eV,Un(X) = (pVn(U) —Un(pV) —n([¢V,U]))n(X)

= 0

dir.
Boylece, (I1.3.9) den

9(TreV — Ty V,X) =0

elde edilir. Buradan,

TUQOV = QOTUV

dir.

(ii) Benzer yolla, T' temel tensorii simetrik ve (i) kullanihirsa
T@UV = TV(,DU = QOTvU

elde edilir. Buradan,

T¢UV = (pTUV

dir.
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Simdi, yatay distribiisyonunun integrallenebilir oldugu durumlar1 arastiracagiz.

IV.1.1. Teorem. M hemen hemen para-kosimplektik manifold, B hemen
hemen para-kontakt metrik manifold ve 7 : M — B para-kontakt semi-
Riemann submersiyon olsun. Bu durumda, yatay distribiisyon integral-

lenebilirdir.

Ispat. M iizerinde X ve Y temel vektor alanlarn ve V dikey vektor alam
olsun. v([X,Y]) = 0 oldugunu ispatlayacagiz. M bir hemen hemen para-
kosimplektik manifold oldugundan, d®(X,Y,V) = 0 dir. Buradan,

X(@(Y,V)) —Y(2(X,V)) + V(®(X,Y))
—9([X,Y],V) +®([X,V],Y) - &([Y,V],X) =0
X(g(Y, V) =Y (9(X, V) + V(g(X, 9Y))
—9([X, Y], oV) +g([X, V], oY) — g([Y, V], X) = 0
elde edilir. [X, V],[Y, V] dikey ve iki distribiisyon p—invaryant oldugundan,
Onerme I1.3.1(iv) den
X(g(Y, V), Y(g(X, V), g([X, V], Y) ve g([Y, V], o X) terimleri sifirdur.

Boylece,
g([X, Y]a (pV) = V(g(X7 SDY))

bulunur. Diger taraftan,

(I1.3.13) den h(Vy X) = h(VxV) = AxV dir. Béylece,

V(g(X,9Y)) = g(VyX,pY)+g(VveY, X)

= g(AxV.9Y) + g(ApyV, X)
olur. A anti-simetrik ve alterneleyen operator oldugundan,
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V(g(X, ¢Y))

—9(AxpY, V) — g(A,y X, V)
= —g(AxeY,V)+ g(AxpY,V)

= 0

elde edilir. Yani V(g(X,¢Y)) = 0 dir. Boylece ispat tamamlanir.

Bir quasi-para-Sasakian manifold icin d® = 0 dir. Teorem IV.1.1 in

uygulamasindan, asagidaki sonuc elde edilir.

IV.1.1. Sonuc. M bir quasi-para-Sasakian manifold, B hemen hemen
para-kontakt metrik manifold ve = : M — B para-kontakt semi-Riemann
submersiyon olsun. Bu durumda, yatay distribiisyon integrallenebilirdir.

Yani, A = 0 dir.

IV.1.2. Teorem. M bir para-kosimplektik manifold, B hemen hemen
para-kontakt metrik manifold ve w : M — B para-kontakt semi-Riemann
submersiyon olsun. Bu durumda, yatay distriblisyon tamamen integral-

lenebilirdir.
Ispat. M iizerinde X temel vektor alani, Y yatay vektor alan1 ve U dikey
vektor alani olsun. Lemma IV.1.1 kullnilirsa,
9(ApxY,U) = g(Ax Y, U)
elde edilir. A tensor alam1 anti-simetrik oldugundan
9(ApxY,U) = —g(AxU,¢Y)
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bulunur. Diger taraftan, X temel iken hVy X = hVxU = AxU dir. Bu-
radan,

9(ApxY,U) = —g(hVu X, ¢Y)
olur. (II.5.8) denklemi kullanilirsa
9(ApxY,U) = g(¢VuX,Y)

elde edilir. M bir para-kosimplektik manifold oldugundan

= 9(Y,VexU)
olur. (II.3.11) denklemi kullanilirsa
g(ALpXK U) = g(AgoX U, Y)

bulunur. A temel tensériiniin anti-simetriligi tekrar kullanilirsa, 2g(A,xY,U) =

0 elde edilir. Buradan ispat tamamlanir.

IV.1.3. Tanim. (M?™*! 7, &, g) bir hemen hemen para-kontakt metrik
manifold olsun. Bu durumda, bir X € I'(T'M) icin (Lx¢) = 0 ise X vektor
alanina p—tensor alaninin infinitezimal otomorfizmi denir, burada Lx, X

vektor alanina gore Lie tiirevini gostermektedir.

IV.1.3. Teorem. M bir hemen hemen para-kosimplektik manifold, B
hemen hemen para-kontakt metrik manifold ve 7 : M — B para-kontakt
semi-Riemann submersiyon olsun. Bu durumda, X yatay vektor alani (p—tensor

alaninin infinitezimal otomorfizmi ise, o zaman lifler total jeodeziktir.
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Ispat. M iizerinde W ve V dikey vektor alanlar1 X yatay olsun. M bir
hemen hemen para-kosimplektik manifold oldugundan, d® = 0 dir. Bu-

radan,

0 = dB(W,oV,X) = W(B(oV, X)) - V(B(W, X)) + X (2(1V, V)

olur. Temel 2-formun tanimindan,

0 = dOe(W,¢V,X)=W(g(eV, X)) — oV(g(W,0X)) + X(9(W,£*V))

- g([VVv QOV]WDX) +g([W’X]’902V) - g([SOV’X]’SOW)

elde edilir. [W, V] dikey ve iki distriblisyon @—invaryant oldugundan,
W(g(eV, X)), oV (g(W, X)) ve g([W, V], X ) terimleri sifirdir. Boylece,

X(gW, V) + g(IW, X],0°V) = g([pV, X], o W) = 0
dir. Burada, para-kontakt yap1 kullanilirsa
XgW, V) +g(IW, X, V) — g([pV, X], W) = 0
olur. Dogrudan islemlerle

0 = g(VXV7 W) +Q(VWX7 V) - g(@[Xa (pV],W)

0 = g([X,V]+ Vv X, W) +g(VwX,V) = g(e[X, V], W)

elde edilir. Diger taraftan, X yatay vektor alani ¢—tensér alaninin in-

finitezimal otomorfizmi oldugundan,
(X, V] = o[ X, V] = [X,V] = ¢[X, oV]

dir. Boylece,
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olur. Burada, (I1.3.10) kullamlirsa
g(Tv X, W) + g(Tw X, V) = 0

elde edilir. T temel tensor alan1  simetrik ve alterneleyen oldugundan, 2¢(Ty W, X) =

0 bulunur. Buradan ispat tamamlanir.
Teorem IV.1.3 den, asagidaki sonuc elde edilir.

IV.1.2. Sonuc. M bir quasi-para-Sasakian manifold, B hemen hemen
para-kontakt metrik manifold ve 7 : M — B para-kontakt semi-Riemann
submersiyon olsun. Bu durumda, X yatay vektor alani ¢—tensor alaninin

infinitezimal otomorfizmi ise, o zaman lifler total jeodeziktir.

IV.2. Total Manifold Uzerindeki Para-Kontakt Yapilarin Baz

Manifold Uzerine Tasinmasi

Bu altboéliimde, total manifold iizerinde verilen bir para-kontakt yapinin baz
manifold tizerinde hemen hemen para-kontakt yapinin belirlenmesinde para-

kontakt submersiyonun rolii incelenmektedir.

IV.2.1. Teorem. (M,p,&,n,9) ve (B,¢',& 1, ¢') hemen hemen para-
kontakt metrik manifoldlar ve 7 : M — B para-kontakt semi-Riemann
submersiyon olsun. Bu durumda, M nin hemen hemen para-kontakt yapisi

normal ise B nin de hemen hemen para-kontakt yapist normaldir.

Ispat. M iizerindeki X ve Y temel vektor alanlar1 B iizerindeki X’ ve Y’
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ne 7—bagh olsun. (I1.5.15) den
W*N(l)(X’ Y) = m([p, 0] (X, Y) — 2dn(X, Y)E)

dir, burada N!, ¢ nin nijenhuis tensor alanidir. Diger taraftan, m.p = @',
ve m& = & esitlikleri kullanilirsa,
mlo, Pl(X)Y) = m@’[X, Y]+ [0X, Y]~ ¢lpX, Y] — ¢[X, ¢Y]

= [mX, Y] = (X, Y])m + [mpX, mpY] — o' m[pX, Y]
— ¢'m[X, Y]

— [X/,Y/] _gl([X/,Y/],él)g/ + [(p/X/, (p/Y/] _ SOI[SOIX/,Y/]
- ¢/[X17¢IY/]

elde edilir. Boylece,
mlp. G(X,Y) = N (X', Y") (1v.2.1)
bulunur. Burada N’, ¢’ tensoriiniin Nijenhuis tensor alanidir. Benzer yolla,

m2dn(X,Y)§ = m(Xn(Y) - Yn(X) —n([X,Y])E
= (mXg(Y,§) —mYg(X,§) — g([X,Y],§))m
= (X'(Y) =Y (X") =7 (X, Y'])¢
= 2y (X', Y")¢
olur. Buradan,
7.2dn ® & = 2dny’ ® ¢ (IV.2.2)

ulasilir. Simdi, (IV.2.1) ve (IV.2.2) den

nNO(X,Y)=ND(X'Y)=0
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elde edilir. Yani M normal ise B de normaldir.

IV.2.1. Onerme. M?2™*! yve B2"*1 hemen hemen para-kontakt metrik
manifoldlar ve 7 : M — B para-kontakt semi-Riemann submersiyon olsun.

Bu durumda, lifler hemen hemen para-Hermityen manifoldlardir.

Ispat. Lifleri F ile gosterelim. boyF = 2(m—mn) = 2r olur, burada r = m—n
dir. (F?" §) iizerinde J = $ ve g|r = § degisimini yapalim. (J,g) ikilisi
bir hemen hemen para-Hermityen yapidir. Gercekten, bir hemen hemen

para-kontakt yapinin tanmimi kullanilirsa, U € I'(V) icin
JU = U=U-nU),
JU = U
bulunur. Diger taraftan, V € T'(V) icin
9(JV,JU) = —g(V,J*U) = —g(V,U)

elde edilir.

IV.2.2. Onerme. 7 : M — B para-kontakt semi-Riemann submersiyon
olsun. Bu durumda, M total uzay1 para-kosimplektik, hemen hemen para-
kosimplektik veya quasi-para-Sasakian manifold ise o zaman B baz uzayi

da aym1 smifa aittir.

Ispat. M iizerindeki X,Y ve Z temel vektor alanlar1 B iizerindeki X', Y’

ve Z' ne m—baglh olsun. M bir para-kosimplektik manifold oldugundan,
(Vxn)Y = Xn(Y) —=n(VxY) =0
dir. (I1.5.6) denklemi kullanilirsa
(Vxn)Y = Xg(¥,§) —g(VxY,§) =0
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olur. 7 bir semi-Riemann submersiyon oldugundan
X’g’(mY, &) — QI(W*VXYa &) =0
elde edilir. Onerme I1.3.1(iii)den
X'g Y, §)—d (VY. &) =0
bulunur. Tekrar (I1.5.6) denklemi kullanihirsa
Xn'(Y') —n'(VxY')=0
dir. Buradan
(V)Y =0 (IV.2.3)

elde edilir. Diger taraftan, M bir para-kosimplektik manifold oldugundan

(Vx®)(Y,2)=X®(Y,Z) —®(VxY,Z) —®(VxZ,Y)=0
dir. Temel 2-formun tanimindan

Xg(Y.pZ) = g(VxY,0Z) = g(Y,pVxZ) =0

elde edilir. 7 bir semi-Riemann submersiyon oldugundan

X'V, mpZ) — g (V)Y 10 Z) — g (Y, mepVx Z) =0
bulunur. m.p = ¢'m, esitligi kullanihirsa

XgY',¢Z') =g (VY &'Z") — g (Y, 'V Z') = 0
elde edilir. Tekrar temel 2-formun tanimindan
X'\, z)-o(V. Y Z)-d' (V.2 Y)=0
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olur. Buradan
0 = (V@)Y Z) (IV.2.4)

bulunur. Bdoylece, (IV.2.3) ve (IV.2.4) den, M total uzay1 bir para-kosimplektik

manifold ise, o zaman B baz uzay1 da ayni1 sinifa aittir.

Benzer olarak, M {izerindeki X, Y ve Z temel vektor alanlar1 B tizerindeki
X", Y ve Z' ne m—bagh olsun. Bir hemen hemen para-kosimplektik mani-

fold uygulamasindan, d®(X,Y, Z) = 0 dir. Bu durumda,
X(@(Y,2)-Y(®(X,2)+ Z(®(X,Y))
—-9([X,Y],Z2)+ ®([X,Z],Y) - (Y, Z],X) =0

olur.

Dogrudan hesaplamalarla,
0 = g(VxY,02) + (Y, VxeZ) = g(Vy X, 0Z) — g(X, VypZ)
+ 9(VzX,9Y) +g(X,VzoY) — g([X,Y], 0Z)
+ 9([X,Z],¢Y) = g([Y, Z], pX)

bulunur. 7 bir semi-Riemann submersiyon oldugundan, m.p = ¢'m, esitligi

kullanilirsa,
0=g(VxY' . &'Z)+ (Y Vx'Z') — g (Vv X', ¢ Z") — (X', V3" Z')
+9' (Vi X' 'Y + ¢ (X, V5 'Y) — g/ (X, Y], ¢'Z)
+9' (X, Z'],¢'Y") = g'(V', Z'], ' X')
0= X'"('(Y",Z2) - Y'(¥(X,2) + Z'(¥(X,Y")
(X, Y], Z) + ¥ (X, Z2'],Y) — (Y, 2], X")

0=do' (X', Y X (IV.2.5)
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elde edilir. Benzer bir yolla,

0 = 2dn(X,Y)=Xn)-YnX)-n(X,Y])

0 = 2dn/(X,Y") (IV.2.6)

olur. Boylece,(IV.2.5) ve (IV.2.6) den, M total uzayr hemen hemen para-
kosimplektik manifold ise, o zaman B baz uzay1 da aym sinifa aittir.
Benzer sekilde M quasi-para-Sasakiyan manifold ise B manifoldununda quasi-

para-Sasakiyan manifold oldugu gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanir.

IV.2.3. Onerme. 7 : M — B para-kontakt semi-Riemann submersiyon
olsun. Bu durumda, M total uzay:1 para-kontakt, K-para-kontakt, weakly
para-kosimplektik veya para-Sasakian manifoldlarindan herhangi birine ait

ise 0 zaman B baz uzay1 da ayni simnifa aittir.

ispat. Onerme IV.2.2 dekine benzer bir yolla ispat yapilabilir.

IV.3. Para-kontakt Semi-Riemann Submersiyonlar igin Egrilik

fliskileri

Bu altbéliimde, bir para-kontakt semi-Riemann submersiyonun total uzay,
baz uzay ve liflerinin bi-kesit ve kesit egrilikleri arasindaki iliski incelenmek-

tedir.

(M, p,&,n,9) ve (N,¢', & 1, ¢') hemen hemen para-kontakt metrik man-

ifoldlar ve # : M — N para-kontakt semi-Riemann submersiyon olsun.
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p—paraholomorfik bi-kesit egriligini B ile gosterelim. M iizerinde & ye ortog-
onal sifirdan farkli X ve Y null olmayan vektorler icin, p—para-holomorfik
bi-kesit egriligi

R(X, XY, pY)

B(X.,Y) =
XY = X PV

ile tanimlanir.
Not edelimki eger X bir null olmayan vektor alani ise ¢ X de bir null ol-

mayan vektor alanidir.

M fizerinde £ ye ortogonal sifirdan farkli X null olmayan vektorii icin,
p—para-holomorfik kesit egriligi de H(X) = B(X, X) ile verilir. Bu boliimde
sirastyla N nin ¢p—para-holomorfik bi-kesit ve kesit egriligini B’ ve H’, lifin

ise ¢p—para-holomorfik bi-kesit ve kesit egriligini B ve H ile ifede edecegiz.

IV.3.1. Onerme. M ve N hemen hemen para-kontakt metrik manifoldlar
ve m : M — N para-kontakt semi-Riemann submersiyon olsun. Bu du-
rumda, £ ye ortogonal sifirdan farkli U ve V null olmayan birim dikey

vektor alanlari, X ve Y null olmayan birim yatay vektor alanlar1 icin

B(U,V) = B(U,V)—evev[g(TvV,T,upV)
— 9(TuV, TupV)]; (IV.3.1)
B(X,U) = evex[g((VuA)xpX,oU) — g((VouA)xpX,U)

+ 9(AxU, ApxpU) — g(Ax U, ApxU)

= 9(Tu X, ToueX) + g(Tou X, Tu e X)); (Iv.3.2)
B(X,Y) = B(XY)orm—exey[29(AxpX, AypY)
— g(A@Xy, AngY) =+ g(AXy, A%’XSOY)] (IV33)

dir, burada ey = g(U,U) € {£1}, ey = g(V,V) € {1}, ex = 9(X, X) €

78



{£1} ve ey = g(Y,Y) € {£1} dur.

Ispat. Bu formiiller, (I1.3.14), (IL.3.15) ve (I1.3.16) denklemlerinin direkt

uygulamalarindan elde edilir.
Onerme IV.3.1 kullanilirsa, asagidaki sonuc elde edilir.

IV.3.2. Onerme. M ve N hemen hemen para-kontakt metrik manifold-
lar ve 1 : M — N para-kontakt semi-Riemann submersiyon olsun. Bu
durumda, £ ye ortogonal sifirdan farkli U nul olmayan birim dikey vektor

alani, X null olmayan birim yatay vektor alani icin
(a) HU) = H(U) + |[ToeU|? — g(Typu U, TyU);
(b) H(X)=H'(X")om — 3| AxpX|?

dar.

Eger total manifold bir quasi-para-Sasakiyan manifold ise, bu durumda

total uzay, baz uzay ve liflerin egrilikleri arasinda asagidaki iliskiye sahibiz.

IV.3.1. Teorem. M quasi para-Sasakian manifold, N hemen hemen para-
kontakt metrik manifold ve @ : M — N para-kontakt semi-Riemann sub-
mersiyon olsun. Bu durumda, £ ye ortogonal sifirdan farkli U ve V null ol-
mayan birim dikey vektor alanlari, X ve Y null olmayan birim yatay vektor

alanlar1 icin
(a) BU,V) = B(U,V) - evev 2| TuV|? - 2n(ToV)?;
(b) B(X,Y)=B(X"Y)om
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dar.

Ispat. (a) (IV.3.1) den,
B(U,V) = B(U,V) — evev [g(TuV, ToueV) — g(TouV, TueV)]
olur. Lemma IV.1.4 kullanilirsa,

9TV, T,uV) = gleTuV,eTyV)
= —g(TyV,TyV) + n(TyV)n(TyV)

= —|TuV|? +n(TyV)? (IV.3.4)

elde edilir. Tekrar Lemma IV.1.4 kullanilirsa,

9(ToueV, TyV) = g(@*TuV,TyV)
= g(TyV —n(ITyV)E,TyV)

= |TwV|? = n(TyV)? (IV.3.5)
olur. (IV.3.4) ve (IV.3.5) den,
B(U,V) = B(U,V) — epev 2| Ty V||? — 20(TyV)?]

denklemine ulasilir.

(b) Yatay distribiisyon integrallenebilir oldugundan, A = 0 dir. Boylece,
(IV.3.3) kullanilirsa, (b) denklemi elde edilir.

Teorem IV.3.1 in bir sonucu olarak, asagidaki ifadeler elde edilir.
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IV.3.1. Sonuc. M quasi para-Sasakian manifold, N hemen hemen para-
kontakt metrik manifold ve w : M — N para-kontakt semi-Riemann sub-
mersiyon olsun. Bu durumda, & ye ortogonal sifirdan farkli U null olmayan

birim dikey vektor alani, X null olmayan birim yatay vektor alani icin
(a) H(U) = H(U) = 2||TyU|* + 20(TyU)*;
(b) H(X)=H'(X")om

dir.
Bir para-kosimplektik manifold icin, asagidaki ifadelere sahibiz.

IV.3.2. Teorem. M para-kosimplektik manifold, N hemen hemen para-
kontakt metrik manifold ve 7 : M — N para-kontakt semi-Riemann submer-
siyon olsun. Bu durumda, £ ye ortogonal sifirdan farkli U ve V nul olmayan
birim dikey vektor alanlari, X ve Y null olmayan birim yatay vektor alanlar

(a) B(U,V)=B(U,V) - evev[2|TuV||? — 20(TyV)?);
(b) B(X,Y) =B'(X",Y") o
(c) B(X,U) = —epex2||Tu X ||?

dir.

Ispat. (a) (IV.3.1) den,

B(U,V) = B(U,V) — evev]g(TuV, ToreV) — g(TouV, TV
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olur. Lemma IV.1.2 kullanilirsa,
9TV, TouV) = g(eTuV,¢TyV)
= —g(TuV.TyV) +n(TuV)n(Ty V)
= VI +n(TuV)* (IV.3.6)
elde edilir. Tekrar Lemma IV.1.2 kullanilirsa,
9 TueV, TuV) = g(@*TyV, TyV)
= g(TyV —n(TyV)E,TyV)
= TVI* = n(TyV)? (IV.3.7)
bulunur. (IV.3.6) ve (IV.3.7) denklemlerinden
B(U,V) = B(U,V) — evey 2| Ty V|]* — 2n(TyV)?]

elde edilir.

(b) M bir para-kosimplektik manifold ve yatay distribiisyon integgral-
lenebilir oldugundan, A = 0 dir. Boylece, (IV.3.3) denklemi kullanilirsa,

B(X,Y)=B'(X"Y)on

elde edilir.

(¢c) M bir para-kosimplektik manifold ve A = 0 oldugundan,
B(X,U) = —evexg(Tu X, ToueX) + evexg(Tou X, TyeX)
elde edilir. Diger taraftan, Lemma IV.1.2 kullanilirsa
9 Tu X, ToueX) = g(TuX,o*TuX)
= 9(Tu X, T X — n(Tu X)§)

= g(TuX,TyX) (IV.3.8)
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ve

I(Tou X, TueX) = g(eTvX, Ty X)
= —g(TuX,TuX) + n(Tv X)n(Ty X)

= —g(TuX,TuX) (IV.3.9)
(IV.3.8) ve (IV.3.9) den, B(X,U) = —eyex2||Ty X||? olur.
IV.3.2. Sonuc. M para-kosimplektik manifold, N hemen hemen para-
kontakt metrik manifold ve @ : M — N para-kontakt semi-Riemann sub-

mersiyon olsun. Bu durumda, £ ye ortogonal sifirdan farkli U null olmayan

birim dikey vektor alani, X null olmayan birim yatay vektor alani icin,
(a) H(U) = H(U) = 2|TyU|* + 2n(TyU)*;
(b) H(X) =H'(X")om

dir.
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