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uygun biçimde gösterilenlerden oluştuğunu belirtir, bunu onurumla doğrularım. 
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        Bu tez dört bölümden meydana gelmektedir.  Birinci bölümde  konunun tarihsel gelişimi 
ve ele alınan problemlerin tanıtımı yapılmaktadır. İkinci bölümde diğer bölümlere faydalı 
olacak temel tanım ve kavramlar; (semi-Riemann manifoldlar, vektör demetleri ve 
distribüsyonlar, semi-Riemannian submersiyonlar, çarpım Riemann manifoldu, hemen hemen 
para-kontak metrik manifoldlar) ele alınmaktadır. 
 
       Üçüncü bölümde,  hemen hemen çarpım submersiyonlar çalışılmaktadır. Hemen hemen 
Riemann çarpım manifoldları arasında hemen hemen çarpım Riemann submersiyon 
tanımlanmakta ve bir örnek verilmektedir. Daha sonra bu submersiyonlar için O'Neill 
tensörleri tanımlanmakta ve bunların temel özellikleri incelenmektedir. Ayrıca, bir hemen 
hemen çarpım Riemann submersiyonun total uzay, baz uzay ve liflerinin bi-kesit ve kesit 
eğrilikleri arasındaki ilişki araştırılmaktadır. 
 
       Dördüncü  bölümde,  para-kontakt semi-Riemann submersiyonlara ayrılmaktadır. Hemen 
hemen para-kontakt metrik manifoldları arasında para-kontakt semi-Riemann submersiyon 
tanımlanmakta ve bir örnek verilmektedir.  Ayrıca bu submersiyonlar için O'Neill tensörleri 
tanımlanmakta ve bunların temel özellikleri incelenmektedir. Daha sonra yatay 
distribüsyonun integrallenebilir ve liflerin total jeodezikliği için gerek şart elde edilmektedir. 
Total manifoldun sahip olduğu para-kontakt yapınınn para-kontakt submersiyon tarafından 
baz manifolda taşınması durumu araştırılmaktadır. Son olarak, bir para-kontakt semi-Riemann 
submersiyonun total uzay, baz uzay ve liflerinin bi-kesit ve kesit eğrilikleri incelenmektedir. 
Total manifoldun bazı özel durumları için eğrilikler arasındaki bağıntıların oldukça basit bir 
duruma indirgendiği elde edilmektedir. 
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çarpım manifold,  (Semi)- Riemann submersiyon,  hemen hemen çarpım submersiyon, para-
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        In the third  chapter,  we first define the concept of almost product submersion between 
almost product manifolds, then we provide an example and show that the vertical and 
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structure of the total manifold. We also prove that if the total manifold of the almost product 
submersion is a locally product Riemannian manifold, then the base manifold is also a locally 
product Riemannian manifold. Moreover, we obtain various properties of the O'Neill's tensors 
for such submersions and find the integrability of the horizontal distribution. Finally, we 
obtain curvature relations between the base manifold and the total manifold. 
 
       In the fourth  chapter,  we first define the concept of paracontact semi-Riemannian 
submersions between almost paracontact metric manifolds, then we provide an example and 
show that the vertical and horizontal distributions of such submersions are invariant with 
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I.GİRİS.

Diferensiyel geometride en önemli c.alıs.ma alanlarından biri manifoldlar

teorisidir. Manifoldlar teorisinde bir manifoldun geometrisi incelenirken kul-

lanılan yöntemlerden biri, diḡer bir manifolda uygun bir dönüs.üm tanımlamaktır.

Bu yöntemde, dönüs.ümün ve diḡer manifoldun özelliklerinden faydalanarak

ele alınan manifoldun geometrisi incelenir. Bu tür dönüs.ümlerin en önemlilerinden

biri submersiyon dönüs.ümüdür. Submersiyonlar teorisinde izometrik immer-

siyonların kars.ılıḡı olarak Riemann submersiyonlar, O’Neill tarafından 1966

yılında [25] da tanımlandı. Buna göre M ve B Riemann manifoldları ve

π : M −→ B bir submersiyon olsun. Eḡer (c.ekπ∗)⊥ üzerinde π∗ bir izometri

ise π ye bir Riemann submersiyonu adı verilir. Bu tanımın bir sonucu

olarak, her X1, X2 ∈ Γ((c.ekπ∗)⊥) ic.in

g(X1, X2) = g′(π∗(X1), π∗(X2))

elde edilir.

O’Neill makalesinde, immersiyondaki ikinci temel form ve s.ekil operatörüne

kars.ılık, Riemann submersiyonları ic.in iki tane tensör alanı tanımladı ve

bunların temel özelliklerini inceledi. Bu temel tensörler, günümüzde O’Neill

tensörleri olarak adlandırılmakta ve Riemann submersiyonları ic.in önemli

arac.lar olarak görülmektedir. Bu makalede ayrıca iki manifold arasındaki

submersiyondan faydalanılarak, manifoldların eḡrilikleri kars.ılas.tırıldı. O’Neill’

in makalesinden sonra bu konu üzerine bir c.ok makale yayınlandı ve Rie-

mann submersiyonların diferensiyel geometride c.ok yaygın kullanım alan-

larına sahip olduḡu gösterildi. Bu konu ile sonuc.lar [14] de Falcitelli, Ianus

ve Pastore tarafından derlendi.
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1976 yılında Watson [35]tarafından hemen hemen Hermityen submer-

siyonlara giris. yapıldı. Bilindiḡi gibi hemen hemen kompleks manifold,

üzerinde (1,1)-mertebeli J tensör alanı ihtiva eden ve J2 = −I s.artını

saḡlayan manifolddur. Bu manifoldlar üzerinde Riemann metriḡi yardımıyla

Hermityen yapı ve J tensörünün paralel kılınmasıyla da Kaehler manifold-

lar tanımlanır. (M, g, J) ve (B, g′, J ′) hemen hemen Hermityen manifoldlar

ve π : M → B bir C∞−dönüs.ümü as.aḡıdaki s.artları saḡlıyorsa π ye bir

hemen hemen Hermityen submersiyon denir:

(i) π bir Riemann submersiyon,

(ii) π bir hemen hemen kompleks dönüs.ümdür. Yani, π∗ ◦ J = J ′ ◦ π∗ dır.

Bu makalede O’Neill tensörlerinin temel özellikleri incelendi ve baz uzayı, to-

tal uzayı ve liflerin geometriksel özellikleri tartıs.ıldı. Watson bir holomorfik

submersiyonda total manifold üzerindeki kompleks yapı türünün (yani Her-

mityen, Kaehler, nearly Kaehler veya hemen hemen Kaehler) baz manifold

üzerine tas.ındıḡını gösterdi. Bu sonuc., keyfi bir hemen hemen Hermityen

manifold üzerinde bu tür yapıları olus.turmak ic.in Riemann submersiyon

kavramının oldukc.a kullanıs.lı olduḡunu gösterdi.

Watson’un makalesinden sonra benzer durum diḡer manifoldlar ic.in gözönüne

alındı. Hemen hemen kontakt metrik manifoldlar arasında Riemann sub-

mersiyonların diferensiyel geometrisi, ilk olarak Chinea [9] ve Watson [36]

tarafından c.alıs.ıldı. M2m+1 ve B2n+1 manifoldları sırasıyla (ϕ, ξ, η, g) ve

(ϕ′, ξ′, η′, g′) hemen hemen kontakt yapılar ile donatılsın. Bu durumda,

π : M → B Riemann submersiyonu as.aḡıdaki s.artları saḡlıyorsa π ye bir

kontakt Riemann submersiyon denir:

2



(i) π∗ξ = ξ′,

(ii) π∗ ◦ ϕ = ϕ′ ◦ π∗.

Chinea kontakt submersiyonların geometrisini ve bu tür dönüs.ümlerin baz

manifoldu üzerindeki hemen hemen kontakt yapıya olan etkisini inceledi.

Watson[36] 3-kontakt yapılar ic.in benzer tanımı gözönüne aldı ve bu tür

submersiyonların geometrisini inceledi.

Benzer tanımlar kuaterniyon Kaehler manifoldlar[18] parakuaterniyonik

manifoldlar([7],[19]), metrik f−manifoldlar ve yerel konform Kaehler manifoldlar[23]

ic.in gözönüne alındı ve bu tür submersiyonların manifoldlarının geometri-

sine olan etkisi incelendi.

1987 de Kobayashi[21], total uzayı CR-altmanifold ve baz uzayı hemen

hemen Hermityen manifold olarak CR-altmanifoldların submersiyonlarını

tanımladı. M, M ′ nın bir CR-altmanifoldu ve (B, J ′, g′) bir hemen hemen

Hermityen manifold olsun. bu durumda π : M → B Riemann submersiyonu

as.aḡıdaki s.artları saḡlıyorsa π ye bir CR-submersiyonu denir:

(i) V = c.ekπ∗ dikey distribüsyonu TM deki H nın ortogonal biles.enidir.

(ii) J, V ve TM⊥ nin rollerini deḡis.tirir.

(iii) Herhangi bir p ∈ M ic.in π∗p : Hp → Tπ(p)B bir kompleks izometridir,

yani π∗ ◦ J = J ′ ◦ π∗.

Bu s.ekilde tanımlanan submersiyon, Sasakiyan ve yerel konform Kaehler

manifoldlarda da c.alıs.ıldı.
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M veB iki semi-Riemann manifold olsun. Bu durumda, O’Neill tarafından

[25] de verilen Riemann submersiyon kavramı tanımlanamaz. Bu nedenle

O’Neill [26] de iki semi Riemann manifoldu arasında semi-Riemann sub-

mersiyonlar tanımlandı. Buna göre, M ve B iki semi-Riemann manifold

π : M → B bir submersiyon olsun. Eḡer π nin lifleri non-dejenere altmani-

foldlar ve π, yatay vektörlerin skaler c.arpımlarını koruyorsa π ye bir semi-

Riemann submersiyon denir. Bu s.ekilde tanımlanan semi-Riemann submer-

siyonlar bir c.ok yazar tarafından c.alıs.ıldı[14].

Yukarıda verilen semi-Riemann submersiyon tanımında liflerin non-dejenere

altmanifold olması durumu önemli bir s.arttır. C. ünkü liflerin non-dejenere

olmaması, yani dejenere altmanifold olması durumunda standart teknik

ve yöntemler kullanılamaz. Örneḡin liflerin tamamlayanı olan yatay dis-

tribüsyonunun integral manifoldu da dejenere olsun. Bu durumda vektörlerin

korunması anlamlı olmaz.

Liflerin dejenere olması durumu ilk olarak S. ahin[32] de gözönüne alındı.

S. ahin bu makalede bir lightlike manifolddan bir semi-Riemann manifolda

olan submersiyon tanımlandı, örnekler verdi ve total manifoldun Reinhart

lightlike manifold olması durumunda da bu tür submersiyonların özelliklerini

inceledi.

Liflerin dejenere olması durumu S.ahin-Gündüzalp[33]de de c.alıs.ıldı. Yazarlar

bu makalede bir semi-Riemann manifolddan bir lightlike manifolda olan

submersiyonları gözönüne aldılar ve gösterdiler ki böyle bir submersiyonda

dört sınıf mevcuttur. Yazarlar her bir submersiyon sınıfını ayrıntılı olarak

c.alıs.tı, örnekler verdi, O’Neill tensörlerinin kars.ılıḡını elde ettiler ve light-
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like manifold ile semi-Riemann manifoldun Null kesit eḡrilikleri arasındaki

baḡıntıları aras.tırdılar.

Diḡer taraftan, (M ′, g1) ve (N, g2) m ve n boyutlu Riemann manifoldları

olsun. Bu durumdaM ′ veN manifoldlarının kartezyen c.arpımı olanM ′×N

de bir Riemann manifoldudur. M ′×N c.arpım manifoldu olsun, bu durumda

P : T (M ′ ×N) → TM ′

ve

Q : T (M ′ ×N) → TN

projeksiyonları P (X) = X1 ve Q(X) = X2 ile tanımlanır. Buradan P+Q =

I, P 2 = P, Q2 = Q ve PQ = QP = 0 olur. f = P − Q konumu yapılırsa

f2 = I olduḡu ac.ıktır. Buna göre,

f : T (M ′ ×N) → T (M ′ ×N)

bir lineer otomorfizimdir. M ′ ×N üzerinde her X,Y ∈ T (M ′ ×N) ic.in

g(X,Y ) = g1(PX,PY ) + g2(QX,QY )

= g1(X1, Y1) + g2(X2, Y2)

olacak s.ekilde g Riemann metriḡi tanımlanabilir. Böylece (M ′×N, g) ikilisi

bir Riemann manifoldu olur. (M ′ × N, g, f) üc.lüsüne bir c.arpım Riemann

manifoldu adı verilir[38].

Hemen hemen para-kontakt yapılar ilk olarak Sato tarafından [27] de

tanımlandı. Buna göre eḡer M diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde

(i) η(ξ) = 1,
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(ii) ϕ2 = I − η ⊗ ξ,

(iii) D = kerη, η ile genelles.tirilen yatay distribüsyon olsun. Bu durumda,

ϕ tensör alanı D deki her lif üzerinde bir hemen hemen para-kompleks

yapı indirger

s.artları saḡlayan ϕ, (1,1)-tensör alanı, η 1-form ve ξ vektör alanı varsa

(ϕ, η, ξ) ya hemen hemen para-kontakt yapı ve (M,ϕ, η, ξ) dörtlüsüne de

hemen hemen para-kontakt manifold denir. Eḡer bir hemen hemen para-

kontakt manifold M üzerinde X,Y ∈ χ(M) ic.in

g(ϕX,ϕY ) = −g(X,Y ) + η(X)η(Y )

olacak s.ekilde bir g semi-Riemann metriḡi sec.ilince (M,ϕ, η, ξ, g) bes.lisine

hemen hemen para-kontakt metrik manifold ve g ye de uyumlu metrik adı

verilir. İyi bilinmektedirki, herhangi bir hemen hemen para-kontakt mani-

fold her zaman uyumlu bir semi-Riemann metriḡe sahiptir[39].

Günümüzde de hemen hemen para-kontakt metrik manifoldlar ile ilgili c.alıs.malar

devam etmektedir [11],[24], [34],[39].

Bu tezde iki c.arpım manifoldu ve iki parakontakt manifold arasındaki

submersiyonlar c.alıs.ıldı. ikinci bölümde, tezin sonraki kısımlarında kul-

lanılacak temel tanım ve teoremler sunuldu. Bunlar; semi-Riemann mani-

foldlar, vektör demetleri ve distribüsyonlar, semi-Riemann submersiyonlar,

c.arpım manifoldlar ve para-kontakt manifoldlar, olarak sıralanabilir.

Tezin orjinal bölümleri üc.üncü ve dördüncü bölümlerdir. Üc.üncü bölümde

hemen hemen c.arpım submersiyonlar c.alıs.ıldı. Üc.üncü bölüm iki altbölümden

olus.maktadır. Birinci altbölümde hemen hemen Riemann c.arpım manifold-
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ları arasında hemen hemen c.arpım Riemann submersiyon tanımlandı ve bir

örnek verildi. Ayrıca bu submersiyonlar ic.in O’Neill tensörleri tanımlandı

ve bunların temel özellikleri incelendi. Total manifoldun yerel c.arpım mani-

foldu olması durumunda hemen hemen c.arpım submersiyonunun baz man-

ifoldunun da yerel c.arpım manifoldu olduḡu gösterildi. İkinci altbölümde

bir hemen hemen c.arpım Riemann submersiyonun total uzay, baz uzay ve

liflerinin bi-kesit ve kesit eḡrilikleri aras.tırıldı.

Dördüncü bölüm, para-kontakt semi-Riemann submersiyonlara ayrıldı.

Dördüncü bölüm üc. altbölümden olus.maktadır. Birinci altbölümde hemen

hemen para-kontakt metrik manifoldları arasında para-kontakt semi-Riemann

submersiyon tanımlandı ve bir örnek verildi. Dikey ve yatay distribüsyonların

invaryantlıḡı ve liflerin bir hemen hemen para-Hermityen manifold olduḡu

elde edildi. Ayrıca bu submersiyonlar ic.in O’Neill tensörleri tanımlandı ve

bunların temel özellikleri incelendi. Daha sonra yatay distribüsyonun in-

tegrallenebilir ve liflerin total jeodezikliḡi ic.in gerek s.art elde edildi. İkinci

altbölümde, total manifoldun sahip olduḡu para-kontakt yapının para-kontakt

submersiyon tarafından baz manifolda tas.ınması durumu aras.tırıldı. Üc.üncü

altbölümde ise, bir para-kontakt semi-Riemann submersiyonun total uzay,

baz uzay ve liflerinin bi-kesit ve kesit eḡrilikleri aras.tırıldı. Total manifoldun

bazı özel durumları ic.in eḡrilikler arasındaki baḡıntıların oldukc.a basit bir

duruma indirgendiḡi elde edildi.
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II. KURAMSAL TEMELLER

Bu bölüm bes. altbölümden olus.maktadır. Birinci altbölümde semi-Riemann

manifoldlar, ikinci altbölümde vektör demetleri ve distribüsyonlar, üc.üncü

altbölümde de semi-Riemann submersiyonlar tanıtılmaktadır. Dördüncü

altbölümde c.arpım manifoldların geometrisi incelenirken, son altbölümde

ise para-kontakt manifoldlar sunulmaktadır.

II.1. Semi-Riemann Manifoldlar

Bu altbölümde semi-Riemann manifoldlar ile ilgili bazı temel tanım ve

sonuc.lar verilecektir.

II.1.1.Tanım.[13] V reel m-boyutlu vektör uzayı ve g : V × V → R bir

dönüşüm olsun. Eḡer as.aḡıdaki s.artlar saḡlanırsa g dönüşümüne skaler

c.arpım denir.

a, b ∈ R ve ∀u, v, w ∈ V ic.in,

(i) Simetrik; g(u, v) = g(v, u),

(ii) Bilineer; g(au+bv, w) = ag(u,w)+bg(v, w) ve g(u, av+bw) = ag(u, v)+

bg(u,w),

(iii) Non-dejeneredir; yani her v ∈ V ic.in g(u, v) = 0 olması u = 0 ile

münkündür.

II.1.2.Tanım.[26] V reel vektör uzayı ve g, V üzerinde bilineer form olsun.

Her v ∈ V ic.in,

(i) g(v, v) < 0 ise g ye negatif tanımlıdır denir.
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(ii) g(v, v) > 0 ise g ye pozitif tanımlıdır denir.

II.1.3.Tanım.[13] V reel vektör uzayı ve g, V üzerinde skaler c.arpım olsun.

V uzayının herhangi bir W altuzayı ic.in W ×W üzerinde g dönüşümünün

kısıtlanmıs.ı g|W de W üzerinde bilineer formdur. Bu forma indirgenmis.

bilineer form denir.

II.1.4.Tanım.[26] V reel vektör uzayı ve g, V üzerinde bilineer form ol-

sun. W, V uzayının herhangi bir altuzayı olsun. g|W nin negatif olduḡu en

büyük W altuzayının boyutuna V uzayı üzerinde bilineer formun indeksi

denir.

II.1.5.Tanım.[13] Her u, v ∈ V ic.in u 6= 0 ve v 6= 0 iken g|V (u, v) = 0 ise u

ve v vektörleri diktir denir.

II.1.6.Tanım.[22] M bir C∞ manifold olsun. p ∈ M noktasındaki tanjant

uzayı TpM olmak üzere

g : TpM × TpM → R

(Xp, Yp) → g(Xp, Yp)

bic.iminde tanımlı sabit indeksli, g skaler c.arpıma M üzerinde bir metrik

tensör denir.

II.1.7.Tanım.[26] M bir C∞ manifold ve g, M üzerinde metrik tensör ol-

sun. Bu durumda (M, g) ikilisine semi-Riemann manifoldu denir.

II.1.8.Tanım.[26] BirM semi-Riemann manifoldu üzerinde g metrik tensörünün
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indeksine semi-Riemann manifoldunun indeksi denir.

q semi-Riemann manifoldunun indeksi ise 0 ≤ q ≤ boyM = n dir. Özel

olarak, q = 0 ise her p ∈ M ic.in gp, TpM üzerinde pozitif tanımlı bir ic.

c.arpım olduḡundan, M bir Riemann manifoldu olur. q = 1 ve n ≥ 2

olması durumunda ise M ye bir Lorentz manifoldu denir.

II.1.9.Tanım. [26] (M̄, g) bir semi-Riemann manifoldu ve i : M → M̄ bir

immersiyon olsun. Bu durumda i∗g, M üzerinde bir metrik tensör ise M ye

semi-Riemann altmanifoldu denir.

i∗g, M üzerinde bir metrik tensör deḡilse o zaman M ye dejenere altman-

ifoldu denir.

II.1.10.Tanım.[13]M bir semi-Riemann manifoldu ve g, M üzerinde tanımlanan

bir metrik tensör olsun. Her p ∈M ve Xp ∈ TpM ic.in

g : TpM × TpM → R

olmak üzere

(i) g(Xp, Xp) > 0 veya Xp = 0 ise Xp vektörüne spacelike,

(ii) g(Xp, Xp) < 0 ise Xp vektörüne timelike,

(iii) g(Xp, Xp) = 0, Xp 6= 0 ise Xp vektörüne lightlike vaya null denir.

II.1.11.Tanım.([12],[17]) M bir manifold ve M üzerindeki konneksiyon ∇

olsun. Bu durumda

T : χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X,Y ) → T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ] (II.1.1)
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olarak tanımlanan vektör deḡerli tensöre M üzerinde tanımlı ∇ konneksiy-

onun torsiyon tensörü denir.

II.1.12.Tanım.([12]) M bir manifold ve M üzerindeki ∇ konneksiyonun

torsiyon tensörü T olsun. Eḡer T = 0 ise ∇ konneksiyonuna simetriktir

veya sıfır torsiyonludur denir.

II.1.13.Tanım.([5]) M bir manifold ve M üzerindeki vektör alanlarının

uzayı Γ(TM) olmak üzere

∇ : Γ(TM)× Γ(TM) → Γ(TM)

(X,Y ) → ∇XY

fonksiyonu as.aḡıdaki özellikleri saḡlanıyorsa ∇ ya M manifoldu üzerinde bir

lineer konneksiyon denir. Her X,Y, Z ∈ Γ(TM) ve her f, g ∈ C∞(M)

ic.in

(i) ∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z,

(ii) ∇X(fY + gZ) = f∇XY + g∇XZ + (Xf)Y + (Xg)Z

dır.

II.1.14.Tanım.([4],[5]) M bir semi-Riemann manifold ve ∇, M üzerinde

lineer konneksiyon olsun. Eğer ∇ konneksiyonu aşağıdaki iki özelliğe sahipse

Riemann konneksiyon veya Levi-Civita konneksiyonu adını alır. ∀X,Y, Z ∈

Γ(TM) için

(i) [X,Y ] = ∇XY −∇YX,

(ii) Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)
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dir.

Bu şekilde tanımlanan ∇ = ∇M Riemann konneksiyonu M üzerinde bir

Levi-Civita konneksiyonu olarak da adlandırılır. M üzerinde bir Levi-

Civita konneksiyonu

2g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X,Y ))

−g(X, [Y, Z]) + g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X,Y ]) (II.1.2)

Kozsul eşitliği ile belirlenir.

II.1.1. Teorem. ([6],[8]) Bir Riemann manifoldu üzerinde bir tek Riemann

konneksiyonu vardır.

II.1.15.Tanım.[12] (M, g) bir semi-Riemann manifoldu ve ∇ Levi-Civita

konneksiyonu olsun. Bu durumda X,Y, Z ∈ χ(M) için

R : χ(M)× χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X,Y, Z) → R(X,Y, Z) = R(X,Y )Z

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (II.1.3)

olarak tanımlanan R tensör alanına ∇ konneksiyonunun eğrilik tensörü,

her X,Y, Z,W ∈ χ(M) ic.in

< R(X,Y )Z,W >= g(R(X,Y )Z,W ) (II.1.4)

olarak tanımlanan 4. mertebeden kovaryant tensöre M üzerinde Christof-

fel eḡrilik tensörü denir.
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Levi-Civita konneksiyonun R eḡrilik tensörü birinci ve ikinci Bianchi

özdes.liklerini sag̈lar. Ayrıca, diḡer özellikler as.aḡıdaki teorem ile verilmek-

tedir.

II.1.2.Teorem.[26] (M, g) bir semi-Riemenn manifoldu ve M üzerindeki

Levi-Civita konneksiyonu ∇ olsun. Bu durumda, X,Y, Z,W ∈ Γ(TM) ic.in

(i) R(X,Y, Z,W ) +R(Y,X,Z,W ) = 0,

(ii) R(X,Y, Z,W ) +R(X,Y,W,Z) = 0,

(iii) R(X,Y, Z,W )−R(Z,W,X, Y ) = 0

dır.

II.1.16.Tanım.[26] (M, g) bir semi-Riemann manifoldu ve p ∈ M nok-

tasındaki TpM tanjant uzayının 2-boyutlu non-dejenere bir altuzayı P ol-

sun. P altuzayının bir bazı {X,Y } olmak üzere

K(P ) =
R(X,Y,X, Y )

g(X,X)g(Y, Y )− g(X,Y )2
(II.1.5)

olarak tanımlanan K(P ) reel sayısına P nin Riemann anlamındaki kesit

eḡriliḡi denir.

II.2. Vektör Demetleri ve Distribüsyonlar

Bu altbölümde vektör demetlerinin tanımları ve temel özellikleri verilecek-

tir. Ayrıca vektör demetlerinin bir altsınıfı olan distribüsyonlar tanıtılacaktır.

II.2.1.Tanım.[31] E, B, F, C∞ manifoldlar ve π : E → B bir C∞ dönüşüm

olsun. B nin bir açık örtüsü {Uα}α∈I (I, indis kümesi) olmak üzere eğer

(π ◦ ψα)(x, y) = x x ∈ Uα, y ∈ F
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olacak şekilde

ψα : Uα × F → π−1(Uα)

diffeomorfizmlerinin bir {ψα}α∈I ailesi varsa π, F ye göre lokal çarpım

özelliğine sahiptir denir ve D = {(Uα, ψα)}α∈I sistemine de π nin lokal

ayrışması denir.

II.2.2.Tanım.[31] π : E → B dönüşümü lokal çarpım özelliğine sahip olsun.

Bu durumda ζ = (E, π,B, F ) dörtlüsüne bir diferensiyellenebilir lif demeti

adı verilir.

Bir lif demetinde E ye total uzay, B ye baz (taban) uzay, F ye lif

modeli ve π ye de projeksiyon (fibrasyon) adı verilir.

II.2.3.Tanım.[31] π : E → B bir lif demeti olsun. ∀x ∈ B için

π−1(x) = Fx = {u ∈ E|π(u) = x}

kümesine x üzerinde bir lif denir. Tüm Fx liflerinin ayrık birleşimi E total

uzayını verir.

II.2.4.Tanım.[31] ζ = (E, π,B, F ) bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun.

π nin D lokal ayrışmasına ζ lif demetinin lokal koordinat temsilcisi denir.

ζ = (E, π,B, F ) lif demetinin D = {(Uα, ψα)}α∈I lokal koordinat tem-

silcisini göz önüne alalım. ∀x ∈ Uα için

ψα,x : F → Fx
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dönüşümü y ∈ F için

ψα,x(y) = ψα(x, y)

şeklinde tanımlanırsa ψα lar diffeomorfizm olduklarından, ψα,x ler de bire-

bir, örten ve diffeomorfizmdirler.

II.2.5.Tanım.[5] ζ = (E, π,B, F ) bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun.

Eğer aşağıdaki iki özellik sağlanıyorsa ζ ya bir vektör demeti denir.

i) ∀x ∈ B için F ve Fx bir K cismi üzerinde vektör uzayıdır.

ii) ∀x ∈ B için ψα,x : F → Fx dönüşümleri lineer izomorfizm olacak

şekilde ζ nın bir D = {(Uα, ψα)}α∈I lokal koordinat temsilcisi vardır.

II.2.6.Tanım.[31] π : E → B bir C∞ lif demeti olsun. Bu durumda

π ◦ S = I (I, B nin birim dönüşümü)

olacak şekilde

S : B → E

C∞ dönüşümüne lif demetinin kesiti denir ve Γ(E) ile gösterilir.

II.2.7.Tanım.[31] E bir vektör demeti olsun. ∀p ∈ B için TpB tanjant

uzayına bir Xp vektörü taşıyan dönüşüme vektör demetinin kesiti denir.

E nin Γ(E) kesitlerinin uzayı K cismi üzerinde bir vektör uzayıdır.

Bu altbölümün son kısmında manifold üzerinde distribüsyon kavramını

tanıtacaḡız.
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II.2.8.Tanım.[5] M , m-boyutlu bir manifold olsun. M üzerinde

V : M → TxM

x → Vx ⊂ TxM

ile tanımlanan V dönüşümüne bir distribüsyon denir.

X ∈ χ(M) için p ∈ M olmak üzere Xp ∈ Vp oluyorsa X vektör alanı V

ye aittir denir. Eğer her p noktası ic.in V ye ait q-tane diferansiyellenebilir

lineer bağımsız vektör alanı var ise V ye q−boyutlu diferansiyellenebilirdir

denir.

II.2.9.Tanım.[31] M bir C∞ manifold; V, M manifoldu üzerinde q-boyutlu

bir C∞ distribüsyon ve B, M nin altmanifoldu olsun. Eğer B nin her x nok-

tasında, B nin tanjant uzayı ile Vx aynı ise B ye V nin integral manifoldu

denir. Yani

π : B →M

bir imbedding olmak üzere ∀x ∈ B için

π∗(TxB) = Vx

dir. Eğer V nin B yi kapsayan bir başka integral manifoldu yoksa B ye V

nin bir maksimal integral manifoldu (veya leaf) denir.

II.2.10.Tanım.[31] M bir C∞ manifold ve B, M nin bir altmanifoldu ol-

sun. V, M üzerinde bir distribüsyon olmak üzere, eğer ∀x ∈ B için V nin x i

kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa V ye integrallenebilirdir

denir.
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II.2.11.Tanım.[31] (M, g) bir Riemann manifoldu ve ∇, (M, g) üzerinde

lineer konneksiyon olsun. Eḡer X ∈ χ(M), Y ∈ χv(M) ic.in

∇XY ∈ χv(M)

ise V distribüsyonuna paraleldir denir.

II.2.1.Önerme.[5] (M, g), V ve H ortogonal distribüsyonuna sahip bir Rie-

mann manifoldu olsun. Bu durumda V nin ∇ ya göre paralel olması ic.in

gerek ve yeter s.art H nin paralel olmasıdır.

II.3. Semi-Riemann Submersiyonlar

Bu alt bölümde (semi)-Riemann submersiyonlar ile ilgili bazı temel tanım

ve sonuc.lar sunulacaktır.

II.3.1.Tanım.[14] (M, g) ve (B, g
′
) sırasıyla m ve n boyutlu Riemann man-

ifoldları olmak üzere

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir örten C∞ dönüs.ümü ic.in

rank π∗x = boy B

oluyorsa π ye x ∈ M noktasında bir submersiyon denir. ∀x ∈ M ic.in π

bir submersiyon ise π ye M üzerinde bir submersiyon adı verilir.

Herhangi bir b ∈ B ic.in Fb = π−1(b) üzerindeki lif, (M, g) manifoldunun

r = (m − n)- boyutlu bir altmanifoldudur. π−1(b) altmanifoldlarına sub-
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mersiyonun lifleri denir.

Herhangi bir p ∈M ic.in (M, g) deki V integrallenebilir distribüsyonu

Vp = c.ekπ∗p

ile tanımlanır ve Vp ye submersiyonun dikey distribüsyonu denir.

Hp = (Vp)⊥

ile tanımlanan distribüsyona ise submersiyonun yatay distribüsyonu denir.

II.3.2.Tanım.[4] (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir C∞ dönüşüm olsun. x ∈M için

Vx = Vx(π) = c.ek π∗x = {X ∈ TxM |π∗x(X) = 0} ⊂ TxM

ve

Hx = Hx(π) = V⊥x ⊂ TxM

olarak tanımlayalım. Vx uzayına π nin x noktasındaki dikey uzayı denir.

M deki g metriğine göre Vx dikey uzayının dik tümleyeni olan Hx uzayına

ise π nin x noktasındaki yatay uzayı denir.

Böylece, M Riemann manifoldu p ∈M de

TpM = Vp ⊕Hp = Vp ⊕ V⊥p

ortogonal ayrıs.ımına sahiptir.
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II.3.3.Tanım.[4] (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir C∞ dönüşüm olsun. x ∈ M noktasına TxM nin sırasıyla Vx ve Hx alt

uzaylarını karşılık getiren

x→ Vx ve x→ Hx

dönüşümleri M\Cπ üzerinde sırasıyla V = V(π) ve H = H(π) ile gösterilen

C∞ distribüsyonları tanımlar. V = V(π) ye π nin dikey distribüsyonu

veya dikey alt demeti, H = H(π) ye ise π nin yatay distribüsyonu veya

yatay alt demeti denir.

II.3.4.Tanım.[16] M üzerindeki bir X vektör alanı yatay distibüsyona ait

ise yatay vektör alanı olarak adlandırılır ve yatay vektör alanlarının

kümesi Γ(H) ile gösterilir.

II.3.5.Tanım.[16] M üzerindeki bir X vektör alanı dikey distribüsyona ait

ise dikey vektör alanı olarak adlandırılır ve dikey vektör alanlarının

kümesi Γ(V) ile gösterilir.

Herhangi bir E ∈ χ(M) vektör alanı ic.in, E nin dikey ve yatay biles.enleri

sırasıyla vE ve hE gösterilir.

II.3.6.Tanım.[25] M ve B Riemann manifoldları olsun. Eḡer X yatay ve

B üzerindeki X
′
vektör alanına π-baḡlı ise M üzerindeki X vektör alanına

basic(temel) vektör alanı denir.
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Riemann submersiyonu kavramı O’neill tarafından as.aḡıdaki s.ekilde tanımlandı.

II.3.7.Tanım.([14],[25]) (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları olsun.

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir C∞− submersiyonu as.aḡıdaki s.artları saḡlıyorsa π ye bir Riemann

submersiyonu denir:

1) π dönüs.ümü maksimal ranka sahiptir.

2) Her p ∈M noktasında, π∗p dönüs.ümü yatay vektörlerinin uzunluḡunu

korur. Yani

gp(u, v) = g
′

π(p)(π∗pu, π∗pv) , u, v ∈ Hp , p ∈M (II.3.1)

dır. Bu ise, bir p ∈M noktasında π∗ türev dönüs.ümününHp yatay uzayından

Tπ(p)B üzerine bir lineer izometri olduḡunu söyler.

Yukarıda verilen tanım, semi-Riemann manifoldlar ic.in as.aḡıdaki s.ekilde

düzenlenmis.tir.

II.3.8.Tanım.[2],[3],[26] (Mm
s , g) ve (Bn

s′ , g
′) baḡlantılı semi-Riemann man-

ifoldları olsun (0 ≤ s ≤ m, 0 ≤ s′ ≤ n).

π : M → B

örten dönüs.ümü as.aḡıdaki s.artları saḡlanıyorsa π ye bir semi-Riemann

submersiyon denir:

(i) Her p ∈M noktatasında π∗p örten;
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(ii) Her b ∈ B ic.in π−1(b) lifleri M nin semi-Riemann altmanifoldlarıdır;

(iii) π∗ yatay vektörlerin skaler c.arpımlarını korur.

II.3.1. Önerme. [14] (M, g) ve (B, g
′
) semi-Riemann manifoldları

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir semi-Riemann submersiyonu, ∇ ve ∇′
sırasıyla M ve B nin Levi-Civita

konneksiyonları olsun. M üzerindeki X,Y temel vektör alanları , X
′
, Y

′

vektör alanlarına π-baḡlı olsun. Bu durumda

(i) g(X,Y ) = g
′
(X

′
, Y

′
) ◦ π;

(ii) h[X,Y ] temel vektör alanı, [X
′
, Y

′
] vektör alanına π− baḡlıdır.

(iii) h(∇XY ) temel vektör alanı ve ∇′

X′Y
′
π− baḡlıdır.

(iv) Herhangi bir V ∈ χv(M) ic.in, [X,V ] dikey vektör alanıdır.

S. imdi semi-Riemann submersiyonların geometrisini incelemede c.ok önemli

yer tutan, O’neill tarafından tanımlananA ve T temel tensörleri tanıtılacaktır.

II.3.9.Tanım.([15],[25]) (M, g) ve (B, g
′
) semi-Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir semi-Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda (1, 2) mertebeli T temel

tensör alanı

T (E,F ) = TEF = h∇vEvF + v∇vEhF, E, F ∈ Γ(TM) (II.3.2)
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ile tanımlanır.

Burada, v ve h sembolleri sırasıyla V ve H üzerinde ortogonal projeksiy-

onlar ve ∇, (M, g) nin Levi-Civita konneksiyonudur. T temel tensör alanı

as.aḡıdaki özelikleri saḡlar:

(i) E ∈ Γ(TM) ic.in TE anti-simetrik ve lineer operatördür.

(ii) E ∈ Γ(TM) ic.in TE yatay ve dikey altuzaylarının rollerini deḡis.tirir.

(iii) T dikey tensör alanıdır. Yani,E ∈ Γ(TM) ic.in, TE = TvE dir.

(iv) T dikey tensör alanı simetriktir. Yani V,W ∈ V ic.in

TVW = TWV

dır.

II.3.10.Tanım.([14],[25]) (M, g) ve (B, g
′
) semi-Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir semi-Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda (1, 2) mertebeli A temel

tensör alanı

A(E,F ) = AEF = v∇hEhF + h∇hEvF, E, F ∈ Γ(TM) (II.3.3)

ile tanımlanır. A temel tensör alanı:
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(i) E ∈ Γ(TM) ic.in AE anti-simetrik ve lineer operatördür.

(ii) E ∈ Γ(TM) ic.in AE yatay ve dikey altuzaylarının rollerini deḡis.tirir.

(iii) A yatay tensör alanıdır. Yani, E ∈ Γ(TM) ic.in, AE = AhE dir.

(iv) A yatay tensör alanı alterleyendir. Yani X,Y ∈ Γ(H) ic.in

AXY = −AYX

özelliklerine sahiptir.

II.3.1.Lemma.[14] (M, g) ve (B, g
′
) semi-Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir semi-Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda AE ve TE anti-simetrik

operatörlerdir. Herhangi bir E,F,G ∈ Γ(TM) ic.in

g(TEF,G) = −g(TEG,F ) (II.3.4)

g(AEF,G) = −g(AEG,F ) (II.3.5)

dır.

II.3.2. Önerme. ([25],[35]) (M, g) ve (B, g
′
)semi- Riemann manifoldları

ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir semi-Riemann submersiyonu olmak üzere, tensör alanları T ve A

TUW = TWU, U,W ∈ Γ(V); (II.3.6)
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AXY = −AYX, X, Y ∈ Γ(H); (II.3.7)

AXY =
1
2
v[X,Y ], X, Y ∈ Γ(H) (II.3.8)

özeliklerine sahiptir.

II.3.11.Tanım.[14] (M, g) ve (B, g
′
) semi-Riemann manifoldları ve π :

M −→ B semi-Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda eḡer T tensör

alanı sıfır ise π nin herhangi bir lifine M nin total geodezik altmanifoldu

denir.

Bir semi-Riemann submersiyonda dikey distribüsyon her zaman integral-

lenebilirdir. Yatay distribüsyon ic.in as.aḡıdaki durum gec.erlidir.

II.3.1.Teorem.[25] (M, g) ve (B, g
′
) semi-Riemann manifoldları,

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir semi-Riemann submersiyonu ve (M, g) üzerindeki yatay distribüsyon H

olsun. Bu durumda, H yatay distribüsyonnun integrallenebilir olması ic.in

gerek ve yeter s.art A = 0 olmasıdır.

(II.3.2) ve (II.3.3) den as.aḡıdaki Lemma elde edilir.

II.3.2.Lemma.[14],[25] (M, g) ve (B, g
′
) semi-Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir semi-Riemann submersiyonu olmak üzere, X,Y ∈ Γ(H) ve V,W ∈ Γ(V)

ic.in
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∇VW = TVW + ∇̂VW, (II.3.9)

∇VX = h∇VX + TVX, (II.3.10)

∇XV = AXV + v∇XV, (II.3.11)

∇XY = h∇XY +AXY (II.3.12)

dır. Ayrıca, X temel vektör alanı ise [X,V ] dikey vektör alanı olduḡundan

h∇VX = h∇XV = AXV (II.3.13)

dır.

Bu altbölümün son kısmında submersiyonun tanımlı olduḡu manifold-

ların eḡrilikleri arasında baḡıntılar (semi)-Riemann submersiyonu aracılıḡıyla

sunulacaktır.

II.3.12.Tanım.[14] (M, g) ve (B, g
′
) semi-Riemann manifoldları ve (M, g)

manifoldunun yatay distribüsyonu H olsun. Xh(M) üzerinde (1, 3)− mer-

tebeli eḡrilik tensör alanını R∗ ile gösterelim. Herhangi bir X,Y, Z ∈ Γ(H)

ve p ∈M ic.in

R
′

π(p)(π∗pXp, π∗pYp, π∗pZp)

tensörünün yatay lifti R∗(X,Y, Z) ile ifade edilir. (B, g
′
) manifoldunun R

′

semi-Riemann eḡriliḡi kısaca;

π∗(R∗(X,Y, Z)) = R
′
(π∗X,π∗Y, π∗Z)

ile tanımlanabilir. Ayrıca, herhangi bir X,Y, Z,H ∈ Γ(H) ic.in

R∗(X,Y, Z,H) = R
′
(π∗X,π∗Y, π∗Z, π∗H) ◦ π
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dir.

II.3.2.Teorem.[15],[25] (M, g) ve (B, g
′
) semi-Riemann manifoldları,

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir semi-Riemann submersiyonu ve R,R′ ve R̂ sırasıyla M,B ve (π−1(x), ĝx)

lifinin Riemann eḡrilik tensörleri olsun. Bu durumda, herhangi bir U, V,W,F ∈

Γ(V) ve X,Y, Z,H ∈ Γ(H) ic.in

R(U, V, F,W ) = R̂(U, V, F,W ) + g(TUW,TV F )

−g(TVW,TUF ) (II.3.14)

R(X,Y, Z,H) = R
′
(X,Y, Z,H)− 2g(AXY,AZH)

+g(AY Z,AXH)− g(AXZ,AYH) (II.3.15)

R(X,Y, V,W ) = g((∇VA)XY,W )− g((∇WA)XY, V )

+g(AXV,AYW )− g(AXW,AY V )

−g(TVX,TWY ) + g(TWX,TV Y ) (II.3.16)

dır, burada (∇VA)XY = ∇V (AXY )−A∇V X(Y )−AX(∇V Y ) ile verilir.

II.4. Hemen Hemen C. arpım Riemann Manifoldlar

Bu altbölümde, üc.üncü bölümde hemen hemen c.arpım submersiyonlar tanımlanırken

kullanılacak olan hemen hemen c.arpım Riemann manifoldu ile ilgili bazı

temel tanım ve sonuc.lar verilecektir.

II.4.1. Tanım.[26],[30],[38] (M ′, g1) ve (N, g2) Riemann manifoldları ol-

sun. Bu durumda M ′ ve N manifoldlarının kartezyen c.arpımı olan M ′×N
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de bir Riemann manifoldudur. Üstelik as.ḡıdaki özellikler saḡlanır;

(i)

π : M ′ ×N → M ′

(p, q) → p

σ : M ′ ×N → N

(p, q) → q

izdüs.ümleri C∞ dönüs.ümlerdir ve bu dönüs.ümler submersiyondur.

(ii) Bir φ : P →M ′ ×N dönüs.ümünün C∞ olması ic.in gerek ve yeter s.art

hem π ◦ φ hem de σ ◦ φ dönüs.ümlerinin C∞ olmasıdır.

(iii) Herbir (p, q) ∈M ′ ×N ic.in,

M ′ × q = {(r, q) ∈M ′ ×N : r ∈M ′}

p×N = {(p, r) ∈M ′ ×N : r ∈ N}

alt kümeleri M ′ ×N nin alt manifoldlarıdır.

(iv) Herbir (p, q) ∈M ′ ×N ic.in,

π|M ′×q, M ′ × q dan M ′ ye diffeomorfizmdir.

σ|p×N , p×N den N ye diffeomorfizmdir.

(ii) den

T(p,q)M
′ ≡ T(p,q)(M ′×q) ve T(p,q)N ≡ T(p,q)(p×N) uzayları (p, q) daM ′×N

nin tanjant alt uzaylarıdır. Böylece

T(p,q)(M
′ ×N) = T(p,q)M

′ ⊕ T(p,q)N

dır. Buradan, her X ∈ T(p,q)M
′ × N ic.in X1 ∈ T(p,q)M

′ ve X2 ∈ T(p,q)N
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olmak üzere X = X1 +X2 olacak s.ekilde tek türlü yazılabilir.

II.4.2. Tanım.[38] M ′×N, m−boyutlu bir manifold ve f, M ′×N üzerinde

(1,1)-tipinde tensör alanı olsun. Bu durumda,

f2 = I

ise f ye hemen hemen c.arpım yapı, (M ′ × N, f) ikilisine de hemen hemen

c.arpım manifoldu denir.

(M ′ ×N, f) bir hemen hemen c.arpım manifoldu olsun, bu durumda

P =
1
2
(I + f), Q =

1
2
(I − f)

projeksiyonlarını sec.elim. O zaman

P +Q = I, P 2 = P, Q2 = Q, PQ = QP = 0, f = P −Q

dır. Kolayca görülürki f2 = I dır. Böylece P ve Q projeksiyonları global

olarak distribüsyonlar tanımlar. f nin özdeḡerleri ±1 dır.

M ′ ×N üzerinde her X,Y ∈ T (M ′ ×N) ic.in

g(X,Y ) = g1(PX,PY ) + g2(QX,QY )

= g1(X1, Y1) + g2(X2, Y2)

olacak s.ekilde g Riemann metriḡi tanımlanabilir. Böylece (M ′×N, g) ikilisi

bir Riemann manifoldu olur. (M ′ × N, g, f) üc.lüsüne bir c.arpım Riemann

manifoldu adı verilir.
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Yukarıda tanımlanan Riemann metriḡi ac.ık olarak herX,Y ∈ T (M ′×N)

ic.in

g(fX, fY ) = g(X,Y ) (II.4.1)

veya

g(fX, Y ) = g(X, fY ) (II.4.2)

s.artlarını saḡlar. f2 = I olduḡundan T (M ′ × N) nin distribüsyonlarının

integral altmanifoldları olan (M ′, g1) ve (N, g2) birer Riemann altmanifold-

larıdır, yani

TM ′ = {X ∈ T (M ′ ×N) : fX = X}

ve

TN = {X ∈ T (M ′ ×N) : fX = −X}

dır. O halde T (M ′ ×N) nin dikey ve yatay distribüsyonlarının integral alt-

manifoldları sırasıyla olan (M ′, g1) ve (N, g2) Riemann manifoldlarıdır.

Bundan sanraki kısımda M ′ ×N yerine M kullanılacaktır.

II.4.3. Tanım.([28],[38]) M c.arpım manifoldu, g ve f, M üzerinde sırasıyla

Riemann metrik ve hemen hemen c.arpım yapı olsun. X,Y ∈ χ(M) ic.in

Φ(X,Y ) = g(X, fY ) (II.4.3)

ile tanımlı tensöre, kompleks geometridekine benzer olarak temel 2-form

denir. Burada, not edelimki bu tensör simetrik tensördür. Φ, M üzerinde

temel 2-form olmak üzere

Φ(fX, fY ) = Φ(X,Y ) (II.4.4)
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dır.

II.4.4. Tanım.[38] (M,f, g) Hemen hemen c.arpım Riemann manifoldu

olsun. Bu durumda, X ∈ χ(M) ic.in

∇Xf = 0 (II.4.5)

ise M ye yerel c.arpım Riemann manifoldu denir, burada ∇ Levi-Civita

konneksiyonudur.

II.4.1. Lemma.[1] (M,f, g) bir yerel c.arpım Riemann manifoldu olsun.

Bu durumda, ∇ Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere as.aḡıdakiler denktir:

(i) ∇f = 0,

(ii) ∇Φ = 0.

II.4.1. Teorem.[1] (M,f, g) bir yerel c.arpım Riemann manifoldu olsun.

Bu durumda, X,Y, Z ∈ Γ(TM) ic.in,

(i) R(X,Y )fZ = fR(X,Y )Z,

(ii) R(fX, fY ) = R(X,Y ),

(iii) R(X, fY ) = R(fX, Y )

dır, burada R hemen hemen c.arpım Riemann manifoldunun Riemann eḡrilik

tensörüdür.

S. imdi hemen hemen c.arpım manifolduna bir örnek verilecektir.
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II.4.1. Örnek. R4 üzerindeki f nin matris gösterimini

f =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 −1 0

0 0 0 −1


ile tanımlayalım. Bu durumda, f2 = I dır. Dolayısıyla, f bir hemen hemen

c.arpım yapısıdır. Bu nedenle (R4, f) standart ic. c.arpımla birlikte bir hemen

hemen c.arpım manifoldudur.

II.5. Hemen Hemen Para-kontakt Manifoldlar

Bu altbölümde, dördüncü bölümde hemen hemen para-kontakt metrik mani-

foldlar arasında tanımlanan para-kontak semi-Riemann submersiyonun tanımında

kullanılacak temel tanım ve sonuc.lar verilecektir.

II.5.1. Tanım.([10],[39]) M, 2m−boyutlu bir manifold ve J, M üzerinde

(1,1)-tipinde tensör alanı olsun. Bu durumda,

J2 = I

ise J ye hemen hemen para-kompleks yapı, (M,J) ikilisine de hemen hemen

para-kompleks manifoldu denir.

II.5.2. Tanım.[20],[39] M, (2m+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir man-

ifold olsun. M üzerinde, (1,1)-mertebeli tensör alanı ϕ, 1-form η ve bir

vektör alanı ξ var ve as.aḡıdaki s.artlar saḡlanıyorsa (M,ϕ, η, ξ) ya hemen
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hemen para-kontakt manifold ve (ϕ, η, ξ) ye de hemen hemen para-

kontakt yapı denir.

ϕ2X = X − η(X)ξ, X ∈ χ(M); (II.5.1)

η(ξ) = 1. (II.5.2)

D = kerη, η ile üretilen yatay distribüsyon olsun. O zaman, ϕ tensör alanı

D deki her lif üzerine bir hemen hemen para-kompleks yapı indirger.

II.5.1. Önerme.[24],[39] M bir hemen hemen para-kontakt manifold olsun.

M üzerindeki (ϕ, η, ξ) hemen hemen para-kontakt yapısı ic.in

ϕξ = 0, (II.5.3)

η(ϕX) = 0, X ∈ χ(M) (II.5.4)

rankϕ = 2m (II.5.5)

dır.

As.aḡıdaki lemma bir hemen hemen para-kontakt metrik manifold üzerinde

semi-Riemann metriḡinin varlıḡını garanti etmektedir.

II.5.1. Lemma.[39] M bir hemen hemen para-kontakt manifold olsun. Bu

durumda, M üzerinde bir h semi-Riemann metriḡi vardır öyleki ∀X ∈ χ(M)

ic.in h(X, ξ) = η(X) dır.

II.5.2. Önerme.([37],[39]) M bir hemen hemen para-kontakt manifold

olsun. Bu durumda, M üzerinde bir g semi-Riemann metriḡi vardır öyleki

X,Y ∈ χ(M) ic.in

η(X) = g(X, ξ), (II.5.6)
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g(ϕX,ϕY ) = −g(X,Y ) + η(X)η(Y ), (II.5.7)

g(ϕX, Y ) = −g(X,ϕY ) (II.5.8)

dır.

II.5.3. Tanım.[11],[39] M bir hemen hemen para-kontakt manifold olsun.

Eḡer M üzerinde Önerme II.5.2 de verilen g semi-Riemann metriḡi varsa,

(ϕ, η, ξ) hemen hemen para-kontakt yapısına g, semi-Riemann metriḡi ile

birles.en bir hemen hemen para-kontakt metrik yapıdır denir. (M, g, ϕ, η, ξ)

bes.lisine de hemen hemen para-kontakt metrik manifold adı verilir.

Bir hemen hemen para-kontakt yapı ile verilen g uyumlu metriḡin is.areti

(m+ 1,m) dir.

II.5.4. Tanım.[39] M, (2m+1)-boyutlu bir semi-Riemann manifoldu olsun.

Eḡer M üzerinde

η ∧ (dη)m 6= 0 (II.5.9)

olacak s.ekilde, global olarak tanımlı bir η 1-formu varsa, M manifolduna

para-kontakt manifold denir. Burada m, m. mertebeden dıs. kuvveti

göstirir. η ya M manifoldunun para-kontakt formu denir.

II.5.1. Teorem.[20] M, (2m+1)-boyutlu ve η para-kontakt yapılı bir man-

ifold olsun. Bu durumda, M üzerinde

g(X,ϕY ) = dη(X,Y ) X,Y ∈ χ(M) (II.5.10)

olacak s.ekilde (ϕ, ξ, η, g) hemen hemen para-kontakt metrik yapısı vardır.

Burada,

dη(X,Y ) =
1
2
(Xη(Y )− Y η(X)− η([X,Y ])), X, Y ∈ χ(M) (II.5.11)
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dır.

M üzerinde (ϕ, ξ, η, g) hemen hemen para-kontakt metrik yapısı ic.in

Φ(X,Y ) = g(X,ϕY ) X,Y ∈ χ(M) (II.5.12)

dır. Φ ye hemen hemen para-kontakt metrik yapının temel 2-formu denir.

Ayrıca rankϕ = 2m ve η ∧ (dη)m 6= 0 dır.

II.5.5. Tanım.[39] M, (2m+1)-boyutlu ve η para-kontakt yapılı bir man-

ifold olsun. η para-kontakt formunda ins.a edilmis. hemen hemen bir para-

kontakt metrik yapıya para-kontakt yapı, manifolda da para-kontakt

metrik manifold denir.

S. imdi, bir para-kontakt yapı yardımıyla olus.turulan bir hemen hemen

para-kompleks yapının integrallenebilirliḡi incelenecektir. Olus.turulan hemen

hemen para-kompleks yapının integrallenebilirliḡi yardımıyla para-kontakt

yapı ic.in normallik kavramına giris. yapılacaktır.

M, (2m+1)-boyutlu hemen hemen para-kontakt yapılı hemen hemen

para-kontakt manifold olsun. M ×R manifoldunu göz önüne alalım, burada

R reel sayılar kümesini gösterir. M × R üzerinde bir vektör alanı (X, f d
dt)

s.eklinde verilsin. Burada X, M de bir tanjant vektör alanı, t, R de bir

koordinat ve f, M ×R de bir fonksiyondur.

M ×R tanjant uzayında bir J lineer dönüs.ümünü

J(X, f
d

dt
) = (ϕX + fξ, η(X)

d

dt
), X ∈ χ(M) (II.5.13)

s.eklinde tanımlayalım. Kolayca görülürki J2 = I elde edilir. Böylece J,

M ×R üzerinde hemen hemen para-kompleks yapıdır. Hemen hemen para-
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kompleks yapı J nin NJ Nijenhuis torsiyon tensörü sıfır ise J, M × R de

integrallenebilirdir denir. Burada Nijenhuis tensörü

NJ(X,Y ) = J2[X,Y ] + [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ] (II.5.14)

ile verilir. M × R üzerinde hemen hemen para-kompleks yapı J integral-

lenebiliyorsa (ϕ, ξ, η) hemen hemen para-kontakt yapıya normaldır

denir.

As.aḡıdaki önerme bir para-kontakt manifoldun normal olmasını karak-

terize etmektedir.

II.5.3. Önerme.[39] M bir hemen hemen para-kontakt manifold olsun. Bu

durumda, (ϕ, ξ, η) hemen hemen para-kontakt yapısının normal olması ic.in

gerek ve yeter s.art

Nϕ(X,Y )− 2dη(X,Y )ξ = 0 X,Y ∈ χ(M) (II.5.15)

olmasıdır, burada Nϕ Nijenhuis tensör alanıdır.

II.5.2. Lemma.[39] M nin bir (ϕ, ξ, η, g) hemen hemen para-kontakt yapısı

ic.in ϕ nin kovaryant türevi

2g((∇Xϕ)Y, Z) = −dΦ(X,Y, Z)− dΦ(X,ϕY, ϕZ)−N (1)(Y, Z, ϕX)

+ N (2)(Y, Z)η(X)− 2dη(ϕZ,X)η(Y )

+ 2dη(ϕY,X)η(Z), X, Y, Z ∈ χ(M) (II.5.16)

ile verilir, burada N (1) = Nϕ − 2dη ⊗ ξ ve

N (2)(X,Y ) = (LϕXη)Y − (LϕY η)X (II.5.17)
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dır.

II.5.3. Lemma.[39] N (2) = 0 ve Φ = dη olması durumunda, M mani-

foldunun (ϕ, ξ, η, g) para-kontakt metrik yapısı ic.in

2g((∇Xϕ)Y, Z) = −N (1)(Y, Z, ϕX)− 2dη(ϕZ,X)η(Y )

+ 2dη(ϕY,X)η(Z) (II.5.18)

ve

∇ξϕ = 0 (II.5.19)

dır.

II.5.6. Tanım.[24] M, (2m+1)-boyutlu, (ϕ, ξ, η, g) para-kontakt yapılı

para-kontakt metrik manifold olsun. ξ vektör alanı g ye göre Killing vektör

alanı ise M üzerindeki para-kontakt yapıya K−parakontakt yapı ve M ye

de K−parakontakt manifold denir. ξ vektör alanının, g ye göre Killing

vektör alanı olması

(Lξg)(X,Y ) = ξg(X,Y )− g([ξ,X], Y )− g(X, [ξ, Y ]) (II.5.20)

ile ifade edilir.

II.5.7. Tanım.[11],[39] M, (2m+1)-boyutlu, (ϕ, ξ, η, g) para-kontakt yapılı

para-kontakt metrik manifold olsun. Eḡer M nin para-kontakt metrik yapısı

normal ise M ye para-Sasakiyan yapıya sahip ve M manifolduna da para-

sasakiyan manifold denir.
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Para-Sasakiyan manifoldlar ic.in as.aḡıdaki kullanıs.lı karakterizasyon elde

edilir.

II.5.2. Teorem.[11] M bir hemen hemen para-kontakt metrik manifold

olsun. Bu durumda M manifoldunun para-Sasakiyan olması ic.in gerek ve

yeter s.art

(∇Xϕ)Y = −g(X,Y )ξ + η(Y )X, X, Y ∈ χ(M) (II.5.21)

olmasıdır.

(II.5.21) den

∇Xξ = −ϕX (II.5.22)

elde edilir.

Kontakt manifoldlardaki kosimplektik, hemen hemen kosimplektik, weakly

kosimplektik, quasi-Sasakiyan manifoldlarının para-kontakt versiyonu lit-

eratörde tanımlandı ve incelendi.

Daha önce verilen normallik, para-kontakt, K-parakontakt, para-Sasakiyan

manifoldları yeni sunulacak para-kosimplektik, quasi-para-Sasakiyan, weakly

para-kosimplektik tanımları as.aḡıdaki s.ekilde özetlenebilir.

II.5.8. Tanım.([11],[37],[39]) (M, g, ϕ, ξ, η) bir hemen hemen para-kontakt

metrik manifold olsun. Bu durumda,

(a) Nϕ − 2dη ⊗ ξ = 0 ise M ye normal,

(b) Φ = dη ise M ye para-kontakt,

(c) M para-kontakt ve ξ Killing ise M ye K-parakontakt,
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(d) ∇η = 0 ve ∇Φ = 0 ise M ye para-kosimplektik,

(f) dη = 0 ve dΦ = 0 ise M ye hemen hemen para-kosimplektik,

(g) M hemen hemen para-kosimplektik ve [R(X,Y ), ϕ] = R(X,Y )ϕ −

ϕR(X,Y ) = 0 ise M ye weakly para-kosimplektik,

(h) Φ = dη ve M normal ise M ye para-Sasakiyan,

(j) dΦ = 0 ve M normal ise M ye quasi-para-Sasakiyan manifold

denir.

II.5.9. Tanım.[39] (M,J) bir hemen hemen para-kompleks manifold ve g

bir semi-Riemann metriḡi olsun. Bu durumda, X,Y ∈ Γ(TM) ic.in,

g(JX, JY ) = −g(X,Y )

ise (M,J, g) üc.lüsüne bir hemen hemen para-Hermityen manifold denir.

II.5.1. Örnek. (x1, x2, y1, y2, z), R5
2 te kartezyen koordinatlar olsun.

ϕ =



0 0 0 1 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0


, η = dz, ξ =

∂

∂z

ve

g = −2zdx2
1 − 2zdx2

2 + 2zdy2
1 + 2zdy2

2 + dz2

bic.iminde tanımlayalım. Bu durumda, (ϕ, ξ, η, g) bir hemen hemen para-

kontakt metrik yapıdır. Dolayısıyla (R5
2, ϕ, ξ, η, g) bir hemen hemen para-

kontakt metrik manifolddur.
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III. C. ARPIM MANİFOLDLAR ARASINDAKİ SUB-

MERSİYONLAR

Bu bölüm iki altbölümden olus.maktadır. Birinci altbölümde hemen hemen

Riemann c.arpım manifoldları arasında hemen hemen c.arpım Riemann Sub-

mersiyon tanımlanmakta ve bir örnek verilmektedir. Ayrıca bu submersiy-

onlar ic.in O’Neill tensörleri tanımlanmakta, bunların temel özellikleri in-

celenmekte ve hemen hemen c.arpım submersiyonda total manifoldun yerel

c.arpım manifoldu olması durumunda baz manifoldunda yerel c.arpım man-

ifoldu olduḡu gösterilmektedir. İkinci altbölümde bir hemen hemen c.arpım

Riemann Submersiyonun total uzay, baz uzay ve liflerinin bi-kesit ve kesit

eḡrilikleri aras.tırılmaktadır.

III.1. Hemen Hemen C. arpım Riemann Submersiyonlar

Bu altbölümde, hemen hemen c.arpım Riemann submersiyon kavramına giris.

yapılmakta ve bir örnek verilmektedir. Ayrıca bu submersiyonlar ic.in O’Neill

tensörleri tanımlanmakta ve bunların temel özellikleri incelenmektedir.

III.1.1. Tanım. M ve B sırasıyla f ve f ′ hemen hemen c.arpım yapılarına

sahip hemen hemen c.arpım Riemann manifoldlar olsun. Bu durumda, π :

M → B dönüs.ümü as.aḡıdaki s.artı saḡlıyorsa π ye bir hemen hemen

c.arpım dönüs.üm denir:

π∗ ◦ f = f ′ ◦ π∗. (III.1.1)

Yukarıdaki tanım kullanılarak as.aḡıdaki kavram tanımlanmaktadır.
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III.1.2. Tanım. (M,f, g) ve (B, g′, f ′) hemen hemen c.arpım Riemann

manifoldlar olsun. Bu durumda, π : M → B dönüs.ümü

(i) π bir Riemann submersiyon,

(ii) π∗ ◦ f = f ′ ◦ π∗

s.artlarını saḡlıyorsa π dönüs.ümüne hemen hemen c.arpım Riemann

submersiyonu denir.

As.aḡıda, yukarıda verilen bir hemen hemen c.arpım Riemann submersiy-

onu ic.in bir örnek verilmektedir.

III.1.1.Örnek. R4 ve R2 standart ic. c.arpımları ile verilen Öklidyen uza-

ylar olsun. R4 ve R2 de örnek II.4.1 de verilen c.arpım yapılarını gözönüne

alalım. Bu durumda,

π : R4 → R2

(x1, x2, x3, x4) → (
2x1 + x2√

5
,
2x3 + x4√

5
)

dönüs.ümü verilsin. Burada, {x1, x2, x3, x4} ile R4 uzayının bir koordinat

sistemi gösterilmis.tir. Doḡrudan is.lemlerle

π∗ =

 2√
5

1√
5

0 0

0 0 2√
5

1√
5


elde edilir. Buradan, rankπ∗ = boyR2 = 2 bulunur. Böylece π bir submer-

siyondur. Diḡer taraftan,

V = c.ekπ∗ = Span{V1 = − ∂

∂ x1
+ 2

∂

∂ x2
, V2 = − ∂

∂ x3
+ 2

∂

∂ x4
}
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ve

H = (c.ekπ∗)
⊥ = Span{X = 2

∂

∂ x1
+

∂

∂ x2
, Y = 2

∂

∂ x3
+

∂

∂ x4
}

elde edilir. Ayrıca

π∗(X) =
√

5
∂

∂x′1
ve π∗(Y ) =

√
5
∂

∂x′2

dır. Böylece R4 ve R2 üzerindeki standart ic. c.arpımlar g ve g′ ile gösterilirse

g(X,X) = g(Y, Y ) = 5, g′(π∗X,π∗X) = g′(π∗Y, π∗Y ) = 5

olur. Böylece π bir Riemann submersiyonudur. Ayrıca kolayca görülürki

π∗fX = f ′π∗X

ve

π∗fY = f ′π∗Y

denklemleri saḡlanır. Dolayısıyla, π bir hemen hemen c.arpım Riemann sub-

mersiyonudur.

III.1.1. Önerme. (M,f, g) ve (B, g′, f ′) hemen hemen c.arpım Riemann

manifoldlar ve π : M → B hemen hemen c.arpım Riemann submersiyon ol-

sun. Bu durumda, fX temel vektör alanı f ′X ′ ne π−baḡlıdır.

İspat. X temel vekör alanı olsun. Tanım II.3.6 ve (III.1.1) den,

π∗fX = f ′π∗X = f ′X ′

elde edilir. Yani, M üzerindeki fX temel vektör alanı B üzerindeki f ′X ′

vektör alanına π−baḡlıdır.
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III.1.2. Önerme. (M,f, g) ve (B, g′, f ′) hemen hemen c.arpım Riemann

manifoldlar ve π : M → B hemen hemen c.arpım Riemann submersiyon ol-

sun. Bu durumda, yatay ve dikey distribüsyonlar f−invaryanttır.

İspat. U herhangi bir dikey vektör alanı olsun. Buradan π∗(fU) = f ′(π∗U)

bulunur. π∗U = 0 olduḡundan, π∗(fU) = 0 elde edilir. Böylece fU bir

dikey vektör alanıdır. X yatay vektör alanı ve U dikey vektör alanı ol-

sun. Hemen hemen c.arpım Riemann manifoldunun tanımından, g(fX,U) =

g(X, fU) elde edilir. Bu durumda, fU ∈ Γ(V) olduḡundan, g(fX,U) = 0

dır. Böylece fX yatay vektör alanıdır. Dolayısıyla, yatay ve dikey dis-

tribüsyonlar f−invaryanttır.

As.aḡıdaki teoremde bir hemen hemen c.arpım submersiyonunun baz man-

ifoldunun c.arpım yapısı üzerindeki etkisi incelenmektedir.

III.1.1. Teorem. (M,f, g) bir yerel c.arpım manifold, (B, g′, f ′) bir hemen

hemen c.arpım Riemann manifold ve π : M → B hemen hemen c.arpım Rie-

mann submersiyon olsun. O zaman, (B, g′, f ′) de bir yerel c.arpım Riemann

manifoldudur.

İspat. Herhangi bir X,Y ∈ Γ(TM) ic.in, π∗X = X ′, π∗Y = Y ′ olur, burada

X ′, Y ′ ∈ Γ(TB) dır. M bir yerel c.arpım manifold olduḡundan, X,Y ∈ Γ(H)

ic.in,

(∇Xf)Y = ∇XfY − f∇XY

elde edilir. Böylece (III.1.1) denklemi kullanılırsa
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π∗((∇Xf)Y ) = π∗(∇XfY )− f ′π∗(∇XY )

elde edilir. Diḡer taraftan, Önerme III.1.2 den, fY ∈ Γ(H) elde edilir. Bu-

radan, Önerme II.3.1(iii) den ∇XfY ile ∇′X′f ′Y ′ vektör alanlarının π−baḡlı

olduḡu kullanılırsa

π∗((∇Xf)Y = ∇′X′f ′Y ′ − f ′π∗(∇XY )

dır. Buradan, ∇XY ile ∇′X′Y ′ vektör alanlarının π−baḡlı olduḡu gözönüne

alalım.

π∗((∇Xf)Y = ∇′X′f ′Y ′ − f ′∇′X′Y ′

olur. Böylece,

π∗((∇Xf)Y ) = (∇′X′f ′)Y ′

elde edilir. Yani, M bir yerel c.arpım manifold ise B de bir yerel c.arpım

manifoldur.

III.1.1. Sonuc.. (M,f, g) bir yerel c.arpım manifold, (B, g′, f ′) bir hemen

hemen c.arpım Riemann manifold ve π : M → B hemen hemen c.arpım Rie-

mann submersiyon olsun. Bu durumda, lifler yerel c.arpım Riemann mani-

foldlarıdır.

İspat. Önerme III.1.2 den dikey distribüsyon invaryanttır. Böylece dikey

distribüsyonun integral altmanifoldu olan bir lif hemen hemen c.arpım man-

ifoldudur. Diḡer taraftan, lifler üzerindeki Levi-Civita konneksiyonu ∇̂ ile

gösterelim. M yerel c.arpım manifoldu olduḡundan, U, V ∈ Γ(V) ic.in

(∇Uf)V = (∇̂Uf)V
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dır. Böylece ∇f = 0 ve ∇′f = 0 olduḡundan ∇̂f = 0 bulunur. Yani M bir

yerel c.arpım manifoldu ise liflerde yerel c.arpım Riemann manifoldudur.

III.1.3. Önerme. (M,f, g) ve (B, g′, f ′) hemen hemen c.arpım Riemann

manifoldlar ve π : M → B hemen hemen c.arpım Riemann submersiyon ol-

sun. Bu durumda, π∗Φ′ = Φ dır. Burada, Φ ve Φ′ sırasıyla M ve B ye ait

temel 2-formlardır.

İspat. M üzerindeki X ve Y temel vektör alanları B üzerindeki X ′ ve Y ′

ne π−baḡlı olsun. O zaman, hemen hemen c.arpım Riemann submersiyonun

tanımından,

π∗Φ′(X,Y ) = Φ′(π∗X,π∗Y )

= g′(π∗X, f ′π∗Y )

= g′(π∗X,π∗fY )

dır. π bir Riemann submersiyon olduḡundan,

π∗Φ′(X,Y ) = g(X, fY )

= Φ(X,Y )

elde edilir. Böylece π∗Φ′ = Φ dır.

III.1.1. Lemma. (M,f, g) bir yerel c.arpım manifold, (B, g′, f ′) bir hemen

hemen c.arpım Riemann manifold ve π : M → B hemen hemen c.arpım

Riemann submersiyon olsun. Bu durumda, herhangi bir X,Y ∈ Γ(H),

U, V ∈ Γ(V) ic.in,

(i) AXfY = fAXY,
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(ii) TUfV = fTUV,

(iii) AXfU = fAXU,

(iv) TUfX = fTUX

dır.

İspat. (i) ve (ii) s.ıklarını ispatlayacaḡız. Diḡerleri benzer yolla elde edilebilir.

(i) Yerel c.arpım Riemann manifoldunun uygulamasından,

(∇Xf)Y = ∇XfY − f∇XY = 0

veya

∇XfY = f∇XY

elde edilir. (II.3.12) denklemi kullanılırsa,

AXfY + h∇XfY = f{AXY + h∇XY }

olur. Böylece kars.ılıklı dikey ve yatay biles.enlerin es.itliḡinden

AXfY = fAXY

elde edilir.

(ii) Benzer bir yolla, (II.3.9) denklemi kullanılırsa,

TUfV + v∇UfV = f{TUV + v∇UV }

olur. Böylece kars.ılıklı dikey ve yatay biles.enlerin es.itliḡinden

TUfV = fTUV
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elde edilir.

III.1.2. Lemma. (M,f, g) bir yerel c.arpım manifold, (B, g′, f ′) bir hemen

hemen c.arpım Riemann manifold ve π : M → B hemen hemen c.arpım

Riemann submersiyon olsun. Bu durumda, herhangi bir X,Y ∈ Γ(H),

U, V ∈ Γ(V) ic.in,

(i) AfXfY = AXY,

(ii) TfUfV = TUV

(iii) AfXY = fAXY,

(iv) TfUV = fTUV,

dır.

İspat. (i) ve (ii) s.ıklarını ispatlayacaḡız. Diḡerleri benzer yolla elde edilebilir.

(i) Yerel c.arpım Riemann manifoldunun uygulamasından,

(∇fXf)Y = ∇fXfY − f∇fXY = 0

veya

∇fXfY = f∇fXY

elde edilir. (II.3.12) denklemi kullanılırsa,

AfXfY + h∇fXfY = f{AfXY + h∇fXY }

olur. Böylece kars.ılıklı dikey ve yatay biles.enlerin es.itliḡinden

AfXfY = fAfXY
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elde edilir. A anti-simetrik olduḡundan, Lemma III.1.1(i) kullanılırsa

AfXfY = AXY

bulunur.

(ii) Benzer olarak, (II.3.9) denklemi kullanılırsa,

TfUfV + v∇fUfV = f{TfUV + v∇fUV }

olur. Böylece kars.ılıklı dikey ve yatay biles.enlerin es.itliḡinden

TfUfV = fTfUV

elde edilir. T simetrik ve Lemma III.1.1(ii) kullanılırsa

TfUfV = TUV

bulunur.

III.1.2.Teorem. (M,f, g) bir yerel c.arpım manifold, (B, g′, f ′) bir hemen

hemen c.arpım Riemann manifold ve π : M → B hemen hemen c.arpım

Riemann submersiyon olsun. Bu durumda, yatay distribüsyonun integral-

lenebilir olması ic.in gerek ve yeter s.art g(AXfV, fY ) = g(AY fV, fX) ol-

masıdır.

İspat. X ve Y, M üzerinde temel vektör alanları ve V dikey vektör alanı

olmak üzere,

g([X,Y ], V ) = g(∇XY, V )− g(∇YX,V )

dır. M bir c.arpım manifoldu olduḡundan

g([X,Y ], V ) = g(f∇XY, fV )− g(f∇YX, fV )
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olur. Total manifold yerel c.arpım manifold olduḡundan

g([X,Y ], V ) = g(∇XfY, fV )− g(∇Y fX, fV )

elde edilir. fV ve fY dik olduklarından

g([X,Y ], V ) = −g(∇XfV, fY ) + g(∇Y fV, fX)

dır. Buradan

g([X,Y ], V ) = −g(∇fVX + [X, fV ], fY ) + g(∇fV Y + [Y, fV ], fX)

olur. Burada, [X, fV ] ve [Y, fV ] dikey vektör alanları olduḡundan

g([X,Y ], V ) = −g(∇fVX, fY ) + g(∇fV Y, fX)

elde edilir. Diḡer taraftan, (II.3.13) den, h(∇VX) = h(∇XV ) = AXV dır.

Buradan

g([X,Y ], V ) = −g(∇XfV, fY ) + g(∇Y fV, fX)

= −g(AXfV, fY ) + g(AY fV, fX)

olur. (II.3.8) den

g(2AXY, V ) = −g(AXfV, fY ) + g(AY fV, fX)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

III.1.3.Teorem. (M,f, g) bir yerel c.arpım manifold, (B, g′, f ′) bir hemen

hemen c.arpım Riemann manifold ve π : M → B hemen hemen c.arpım Rie-

mann submersiyon olsun. Bu durumda, liflerin total jeodezik olması ic.in

gerek ve yeter s.art g(fV, [U, fX]) = g([fX, V ], fU) olmasıdır.
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İspat. U ve V, M üzerinde dikey vektör alanları ve X yatay vektör alanı

olsun. Yerel c.arpım manifoldunun tanımından

g(∇UV,X) = g(∇UfV, fX)

olur. Bu ifadede fV ile fX birbirine dik olduklarından

g(∇UV,X) = −g(∇UfX, fV )

dır. Böylece ifade düzenlenirse

g(∇UV,X) = −g([U, fX] +∇fXU, fV )

elde edilir. Buradan

g(∇UV,X) = −g(fV, [U, fX])− g(fV,∇fXU)

dır. M bir yerel c.arpım manifoldu olduḡundan

g(∇UV,X) = −g(fV, [U, fX])− g(V,∇fXfU)

olur. Tekrar M manifoldunun yerel c.arpım manifoldu olduḡu gözönüne

alınırsa

g(∇UV,X) = −g(fV, [U, fX]) + g(fU,∇fXV )

elde edilir. Buradan

g(∇UV,X) = −g(fV, [U, fX]) + g(fU, [fX, V ] +∇V fX)

olur. Böylece yerel c.arpım yapısından

g(∇UV,X) = −g(fV, [U, fX]) + g(fU, [fX, V ]) + g(U,∇VX)

= −g(fV, [U, fX]) + g(fU, [fX, V ])− g(X,∇V U)
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elde edilir. Buradan,

g(∇UV +∇V U,X) = −g(fV, [U, fX]) + g(fU, [fX, V ])

dır. T tensörünün tanımı ve simetriliḡi kullanılırsa

2g(TUV,X) = −g(fV, [U, fX]) + g(fU, [fX, V ])

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

III.2. Hemen Hemen C. arpım Riemann Submersiyonlar İc.in

Eḡrilik İlis.kileri

Bu altbölümde, bir hemen hemen c.arpım Riemann submersiyonun total

uzay, baz uzay ve liflerinin bi-kesit ve kesit eḡrilikleri arasındaki baḡıntılar

elde edilmektedir.

Aksi belirtilmedikc.e,X birim vektör alanı ic.in {X, fX} yi lineer baḡımsız

varsayacaḡız. Bu durum ic.in [29] kaynaḡa bakılabilir.

(M,f, g) ve (N, f ′, g′) hemen hemen c.arpım Riemann manifoldlar ve π :

M → N hemen hemen c.arpım Riemann submersiyon olsun. f−invaryant bi-

kesit eḡriliḡini B ile gösterelim. Sıfırdan farklı herhangi bir X,Y ∈ Γ(TM

ic.in, f−invaryant bi-kesit eḡriliḡi

B(X,Y ) =
R(X, fX, Y, fY )
‖X‖2‖Y ‖2

ile tanımlanır. f−invaryant kesit eḡriliḡi de H(X) = B(X,X) ile verilir. Bu

bölümde sırasıyla N nin f−invaryant bi-kesit ve kesit eḡriliḡini B′ ve H ′,
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lifin ise f−invaryant bi-kesit ve kesit eḡriliḡini B̂ ve Ĥ ile ifede edeceḡiz.

III.2.1. Önerme. (M,f, g) ve (N, g′, f ′) hemen hemen c.arpım Riemann

manifoldlar ve π : M → N hemen hemen c.arpım Riemann submersiyon

olsun. Bu durumda, M üzerindeki U ve V birim dikey vektör ve X ve Y

birim yatay vektör alanları ic.in,

B(U, V ) = B̂(U, V ) + g(TUfV, TfUV )− g(TfUfV, TUV );(III.2.1)

B(X,U) = g((∇UA)XfX, fU)− g((∇fUA)XfX,U)

+ g(AXU,AfXfU)− g(AXfU,AfXU)

− g(TUX,TfUfX) + g(TfUX,TUfX); (III.2.2)

B(X,Y ) = B′(X ′, Y ′) ◦ π − 2g(AXfX,AY fY )

+ g(AfXY,AXfY )− g(AXY,AfXfY ) (III.2.3)

dır.

İspat. Bu formüller, (II.3.14), (II.3.15) ve (II.3.16) denklemlerinin direkt

uygulamalarından elde edilir.

III.2.2. Önerme. (M,f, g) ve (N, g′, f ′) hemen hemen c.arpım Riemann

manifoldlar ve π : M → N hemen hemen c.arpım Riemann submersiyon

olsun. Bu durumda, M üzerindeki U birim dikey vektör ve X birim yatay

vektör alanları ic.in,

H(U) = Ĥ(U) + ‖TUfU‖2 − g(TfUfU, TUU); (III.2.4)

H(X) = H ′(X ′) ◦ π − 3‖AXfX‖2 (III.2.5)

dır.
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İspat. (III.2.1) ve (III.2.3) denklemlerinden elde edilir.

(III.2.5) denkleminin uygulamasından as.aḡıdaki sonuc. elde edilir.

III.2.1. Sonuc.. (M,f, g) ve (N, g′, f ′) hemen hemen c.arpım Riemann

manifoldlar, π : M → N hemen hemen c.arpım Riemann submersiyon olsun.

Bu durumda H(X) ≤ H ′(X ′) ◦ π dır. Es.itliḡin olması ic.in gerek ve yeter

kos.ul yatay distribüsyonun integrallenebilir olmasıdır.

III.2.1. Teorem. (M,f, g) bir yerel c.arpım manifold, (N, g′, f ′) bir hemen

hemen c.arpım Riemann manifold ve π : M → N hemen hemen c.arpım

Riemann submersiyon olsun. Bu durumda, M üzerindeki U ve V birim

dikey vektör ve X ve Y birim yatay vektör alanları ic.in,

(a) B(U, V ) = B̂(U, V );

(b) B(X,U) = 0;

(c) B(X,Y ) = B′(X ′, Y ′) ◦ π − 2g(AXfX,AY fY )

dır.

İspat.(a) (III.2.1) den

B(U, V ) = B̂(U, V ) + g(TUfV, TfUV )− g(TfUfV, TUV )

dır. Lemma III.1.2 kullanılırsa,

g(TUfV, TfUV ) = g(fTUV, fTUV )

= g(TUV, TUV )

= ‖TUV ‖2 (III.2.6)
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elde edilir. Benzer olarak, Lemma III.1.2 ve Lemma III.1.1 kullanılırsa

g(TfUfV, TUV ) = g(f2TUV, TUV )

= g(TUV, TUV )

= ‖TUV ‖2 (III.2.7)

bulunur. (III.2.6) ve (III.2.7) denklemlerinin uygulanmasından, B(U, V ) =

B̂(U, V ) elde edilir. Yani, M nin bi-kesit eḡriliḡi, lifin bi-kesit eḡriliḡine

es.ittir.

(b) (III.2.2) denkleminden,

(b)B(X,U) = g((∇UA)XfX, fU)− g((∇fUA)XfX,U)

+ g(AXU,AfXfU)− g(AXfU,AfXU)

− g(TUX,TfUfX) + g(TfUX,TUfX) (III.2.8)

olur. Lemma III.1.1 ve Lemma III.1.2 kullanılırsa

−g(TUX,TfUfX) + g(TfUX,TUfX) = −g(TUX, f
2TUX) + g(fTUX, fTUX)

= −‖TUX‖2 + ‖TUX‖2

= 0 (III.2.9)

elde edilir. Benzer bir yolla,

g(AXU,AfXfU)− g(AXfU,AfXU) = 0 (III.2.10)

bulunur. Böylece, (III.2.9) ve (III.2.10) denklemlerinden, (III.2.8) denklemi

B(X,U) = g((∇UA)XfX, fU)− g((∇fUA)XfX,U) (III.2.11)

olur.
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Diḡer taraftan, X temel vekör alanı iken

h∇VX = h∇XV = AXV

dır. Buradan, ∇A tensör alanının tanımı kullanılırsa,

g((∇UA)XfX, fU) = g(∇UAXfX, fU)− g(A∇UXfX, fU)

− g(AX∇UfX, fU)

dır. A tensörünün alteneleyen ve anti-simetriliḡi kullanılırsa

g((∇UA)XfX, fU) = g(∇UAXfX, fU)− g(AfXfU, h∇UX)

− g(AXfU, h∇UfX) (III.2.12)

elde edilir. Benzer bir yolla,

g((∇fUA)XfX,U) = g(∇UAXfX, fU)− g(A∇UXfX, fU)

−g(AX∇UfX, fU) (III.2.13)

dır. (III.2.12) ve (III.2.13) den, B(X,U) = 0 dır.

(c) (III.2.3) den

B(X,Y ) = B′(X ′, Y ′) ◦ π − 2g(AXfX,AY fY )

+ g(AfXY,AXfY )− g(AXY,AfXfY ) (III.2.14)

olur. Lemma III.1.1 ve Lemma III.1.2 kullanılırsa

g(AfXY,AXfY ) = g(fAXY, fAXY )

= g(AXY,AXY )

= ‖AXY ‖2 (III.2.15)
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ve

g(AXY,AfXfY ) = g(AXY, f
2AXY )

= g(AXY,AXY )

= ‖AXY ‖2 (III.2.16)

elde edilir. (III.2.15) ve (III.2.16) denklemleri (III.2.14) denkleminde yerine

yazılırsa

B(X,Y ) = B′(X ′, Y ′) ◦ π − 2g(AXfX,AY fY )

bulunur.

Teorem III.2.1 in bir sonucu olarak, as.aḡıdaki ifedelere sahibiz.

III.2.2. Sonuc.. (M,f, g) bir yerel c.arpım manifold, (N, g′, f ′) bir hemen

hemen c.arpım Riemann manifold ve π : M → N hemen hemen c.arpım

Riemann submersiyon olsun. Bu durumda, M üzerindeki U birim dikey

vektör ve X birim yatay vektör alanları ic.in,

(a) H(U) = Ĥ(U);

(b) H(X) = H ′(X ′) ◦ π − 2‖AXfX‖2

dır.
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IV. PARA-KONTAKT MANİFOLDLAR ARASIN-

DAKİ SUBMERSİYONLAR

Bu bölüm üc. altbölümden olus.maktadır. Birinci altbölümde hemen hemen

para-kontakt metrik manifoldları arasında para-kontakt semi-Riemann Sub-

mersiyon tanımlanmakta, bir örnek verilmekte ve Riemann submersiyon in-

celenmesinde önemli bir yere sahip olan O’Neill tensörlerinin bazı özellikleri

incelenmektedir. Ayrıca bir para-kontakt submersiyon ic.in yatay distribüsyonun

integrallenebilir ve liflerin total jeodezik olduḡu gösterilmektedir. İkinci

altbölümde, yapıların trasferi ile ilgili sonuc.lar elde edilmektedir. Üc.üncü

altbölümde ise, bir para-kontakt semi-Riemann Submersiyonun total uzay,

baz uzay ve liflerinin bi-kesit ve kesit eḡrilikleri arasındaki ilis.kiler incelen-

mektedir.

IV.1. Para-kontakt semi-Riemann Submersiyonlar

Bu altbölüme, holomorfik dönüs.ümün para-kontakt manifoldlardaki versiy-

onu olarak sunulan para-holomorfik tanımı ile bas.lanmaktadır.

IV.1.1. Tanım. M2m+1 ve B2n+1 sırasıyla (ϕ, ξ, η, g) ve (ϕ′, ξ′, η′, g′)

hemen hemen para-kontakt metrik yapılarına sahip hemen hemen para-

kontakt metrik manifoldlar olsun. Bu durumda, π : M → B dönüs.ümü

ic.in

π∗ ◦ ϕ = ϕ′ ◦ π∗ (IV.1.1)

s.artı saḡlanıyorsa π ye bir (ϕ,ϕ′)−paraholomorfik dönüs.üm denir.
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Yukarıdaki tanım kullanılarak as.aḡıdaki kavram verilebilir.

IV.1.2. Tanım. (M,ϕ, ξ, η, g) ve (B,ϕ′, ξ′, η′, g′) hemen hemen para-

kontakt metrik manifoldlar olsun. Bu durumda, π : M → B dönüs.ümü

(i) π bir semi-Riemann submersiyon, yani lifler non-dejenere altmanifold-

lardır.

(ii) π∗ξ = ξ′,

(iii) π∗ ◦ ϕ = ϕ′ ◦ π∗

s.artlarını saḡlıyorsa π ye bir para-kontakt semi-Riemann submersiyon

denir.

As.aḡıda bir para-kontakt submersiyon ic.in basit ve ac.ıklayıcı bir örnek

verilmektedir.

IV.1.1.Örnek. R5
2 ve R3

1 standart ic. c.arpımlar ile birlikte semi-öklidyen

uzaylar olsun. Bu durumda

π : R5
2 → R3

1

(x1, x2, y1, y2, z) → (
x1 + x2√

2
,
y1 + y2√

2
, z)

dönüs.ümünü gözönüne alalım, burada, {x1, x2, y1, y2, z} ile R5
2 in bir koor-

dinat sistemi gösterilmis.tir. Doḡrudan is.lemlerle

π∗ =


1√
2

1√
2

0 0 0

0 0 1√
2

1√
2

0

0 0 0 0 1


bulunur. Diḡer taraftan,
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V = c.ekπ∗ = Span{V1 = − ∂

∂ x1
+

∂

∂ x2
, V2 = − ∂

∂ y1
+

∂

∂ y2
}

ve

H = (c.ekπ∗)
⊥ = Span{X =

∂

∂ x1
+

∂

∂ x2
, Y =

∂

∂ y1
+

∂

∂ y2
, ξ =

∂

∂z
}

elde edilir. Buradan,

π∗(X) =
√

2
∂

∂x
, π∗(Y ) =

√
2
∂

∂y
ve π∗(ξ) =

∂

∂z′
= ξ′

bulunur. Böylece R5
2 ve R3

1 üzerindeki standart ic. c.arpımlar g ve g′ ile

gösterilirse

g(X,X) = g′(π∗X,π∗X) = −4z, g(Y, Y ) = g′(π∗Y, π∗Y ) = 4z

ve

g(ξ, ξ) = g′(π∗ξ, π∗ξ) = 1

elde edilir. Böylece, π bir semi-Riemannnian submersiyondur. Ayrıca, ko-

layca görülürki

π∗ϕX = ϕ′π∗X,

π∗ϕY = ϕ′π∗Y

denklemleri saḡlanır. Dolayısıyla, π bir para-kontakt semi-Riemann submer-

siyondur. Not edelimki bu örnekte verilen R5
2 ve R3

1 üzerindeki para-kontakt

yapılar Örnek II.5.1 de verilen para-kontakt yapılardır.

As.aḡıdaki önermelerde para-kontakt yapı ile π−baḡlı olma durumu arasındaki

ilis.ki aras.tırılmaktadır.
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IV.1.1. Önerme. (M,ϕ, ξ, η, g) ve (B,ϕ′, ξ′, η′, g′) hemen hemen para-

kontakt metrik manifoldlar ve π : M → B para-kontakt semi-Riemann

submersiyon olsun. Bu durumda, M üzerindeki ϕX temel vektör alanı B

üzerindeki ϕ′X ′ ne π−baḡlıdır.

İspat. X temel vekör alanı olsun. Tanım II.3.6 ve (IV.1.1) den,

π∗ϕX = ϕ′π∗X = ϕ′X ′

elde edilir. Yani, M üzerindeki ϕX temel vektör alanı B üzerindeki ϕ′X ′

ne π−baḡlıdır.

IV.1.2. Önerme. M ve B hemen hemen para-kontakt metrik manifold-

lar ve π : M → B para-kontakt semi-Riemann submersiyon olsun. M

üzerindeki X ve Y temel vektör alanları B üzerindeki X ′, Y ′ ne π−baḡlı

ise, bu durumda h(∇Xϕ)Y temel vektör alanı (∇′X′ϕ′)Y ′ ne π−baḡlıdır.

İspat. Doḡrudan is.lemlerle,

π∗((∇Xϕ)Y ) = π∗(∇XϕY )− π∗(ϕ∇XY )

olur. π bir para-holomorfik dönüs.üm olduḡundan

π∗((∇Xϕ)Y ) = π∗(∇XϕY )− ϕ′π∗(∇XY )

elde edilir. (II.3.12) kullanılırsa

π∗((∇Xϕ)Y ) = π∗(AXϕY ) + π∗(h∇XϕY )− ϕ′π∗(AXY )

− ϕ′π∗(h∇XY )

olur. AXϕY ∈ Γ(V) olduḡundan

π∗((∇Xϕ)Y ) = π∗(h∇XϕY )− ϕ′π∗(h∇XY )
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elde edilir. Burada, Önerme II.3.1(iii) kullanılırsa

π∗((∇Xϕ)Y ) = ∇′π∗Xπ∗ϕY − ϕ′(∇′X′Y ′)

olur. Tekrar, π dönüs.ümün para-holomorfik olmasından

π∗((∇Xϕ)Y ) = ∇′X′ϕ′Y ′ − ϕ′∇′X′Y ′

dır. Böylece

π∗((∇Xϕ)Y ) = (∇′X′ϕ′)Y ′

elde edilir. Yani, h(∇Xϕ)Y temel vektör alanı (∇′X′ϕ′)Y ′ ne π−baḡlıdır.

III.1.3. Önerme. M ve B hemen hemen para-kontakt metrik manifoldlar

ve π : M → B para-kontakt semi-Riemann submersiyon olsun. Bu du-

rumda, yatay ve dikey distribüsyonlar ϕ−invaryanttır.

İspat. U herhangi bir dikey vektör alanı olsun. Buradan π∗(ϕU) = ϕ′(π∗U) =

0 dır. U dikey ve π bir semi-Riemann submersiyon oduḡundan, π∗U = 0

dır. Böylece, π∗(ϕU) = 0 bulunur. Dolayısıyla ϕU dikeydir. X yatay

vektör alanını gözönüne alalım. Buradan g(ϕX,U) = g(X,ϕU) = 0 bu-

lunur. C. ünkü ϕU dikey ve X yataydır. Böylece, g(ϕX,U) = 0 dır. Yani

ϕX, U ya ortogonaldır. O zaman, ϕX yataydır.

III.1.4. Önerme. M ve B hemen hemen para-kontakt metrik manifoldlar

ve π : M → B para-kontakt semi-Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,

(i) π∗Φ′ = Φ;

(ii) π∗η′ = η
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dır.

İspat.(i) M üzerindeki X ve Y temel vektör alanları B üzerindeki X ′, Y ′ ne

π−baḡlı olsun. O zaman, bir para-kontakt semi-Riemann submersiyonun

tanımından,

π∗Φ′(X,Y ) = Φ′(π∗X,π∗Y )

= g′(π∗X,ϕ′π∗Y )

olur. π para-holomorfik dönüs.üm olduḡundan,

π∗Φ′(X,Y ) = g′(π∗X,π∗ϕY )

dır. Diḡer taraftan, π semi-Riemann submersiyon olduḡundan,

π∗Φ′(X,Y ) = g(X,ϕY )

elde edilir. Buradan,

π∗Φ′(X,Y ) = Φ(X,Y )

dır. Dolayısıyla, π∗Φ′ = Φ dır.

(ii) X temel vektör alanı olsun. π∗η′ durumunu gözönüne alalım. Bu-

radan

π∗η
′(X) = η′(π∗X)

dır. (II.5.6) denklemi kullanılırsa

π∗η
′(X) = g′(π∗X, ξ′)

= g′(π∗X,π∗ξ)

elde edilir. π bir semi-Riemann submersiyon olduḡundan
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π∗η
′(X) = π∗g′(X, ξ)

= g(X, ξ)

dır. Tekrar (II.5.6) denklemi kullanılırsa

π∗η′(X) = η(X)

dır ve böylece π∗η′ = η elde edilir.

Not edelimki ξ yatay vektör alanı olduḡundan, herhangi bir U dikey

vektör alanı ic.in, η(U) = 0 dır.

S. imdi bir para-kontakt submersiyonda O’Neill tensörlerinin özellikleri

incelenecektir.

IV.1.1. Lemma. M para-kosimplektik manifold, B hemen hemen para-

kontakt metrik manifold ve π : M → B para-kontakt semi-Riemann sub-

mersiyon olsun. X ve Y yatay vektör alanları ic.in,

(i) AXϕY = ϕAXY,

(ii) AϕXY = ϕAXY,

(iii) AXϕY = AϕXY

dır.
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İspat. (i) X ve Y yatay vektör alanları ve U dikey olsun. M bir Para-

kosimplektik manifold olduḡundan, (∇XΦ)(Y, U) = 0 dır. Bu ifade ac.ılırsa

g(∇XϕY − ϕ∇XY, U) = 0

dır. Buradan, dikey ve yatay distribüsyonlar ϕ invaryant olduḡundan, (II.3.12)

denklemi kullanılırsa,

g(AXϕY − ϕAXY, U) = 0

elde edilir. Böylece,

AXϕY = ϕAXY

dır.

(ii) Benzer olarak, A tensörü alterneleyen olduḡundan, (i) kullanılırsa

AϕXY = −AY ϕX = −ϕAYX

elde edilir. Buradan,

AϕXY = ϕAXY

dır.

(iii) (i) ve (ii) den ac.ıktır.

T tensör alanının özellikleri ic.in as.aḡıdaki sonuc.lar elde edilmektedir.

IV.1.2. Lemma. M para-kosimplektik manifold, B hemen hemen para-

kontakt metrik manifold ve π : M → B para-kontakt semi-Riemann sub-

mersiyon olsun. U ve V dikey vektör alanları ic.in,

(i) TUϕV = ϕTUV,
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(ii) TϕUV = ϕTUV,

(iii) TUϕV = TϕUV

dır.

İspat. (i) U ve V dikey vektör alanları ve X yatay olsun. M bir Para-

kosimplektik manifold olduḡundan, (∇UΦ)(V,X) = 0 dır. Bu ifade ac.ılırsa

g(∇UϕV − ϕ∇UV,X) = 0

dır. Buradan, dikey ve yatay distribüsyonlar ϕ invaryant olduḡundan, (II.3.9)

denklemi kullanılırsa,

g(TUϕV − ϕTUV,X) = 0

elde edilir. Böylece,

TUϕV = ϕTUV

dır.

(ii) Benzer yolla, T temel tensörü simetrik olduḡundan ve (i) kullanılırsa

TϕUV = TV ϕU = ϕTV U

elde edilir. Buradan,

TϕUV = ϕTUV

dır.
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(iii) (i) ve (ii) den ac.ıktır.

IV.1.3. Lemma. M quasi-para-Sasakian manifold, B hemen hemen para-

kontakt metrik manifold ve π : M → B para-kontakt semi-Riemann sub-

mersiyon olsun. X ve Y yatay vektör alanları ic.in,

(i) AXϕY = ϕAXY,

(ii) AϕXY = ϕAXY,

(iii) AϕXY = AXϕY

dır.

İspat. (i) M üzerinde X temel vektör alanı, Y yatay vektör alanı ve

U dikey vektör alanı olsun. Bir quasi-para-Sasakian manifold olduḡundan

para-kontakt yapı normal ve dΦ = 0, dolayısıyla N1 = N2 = 0 dır. Böylece

(II.5.16) denklemi,

g((∇Xϕ)Y, U) = −dη(ϕU,X)η(Y ) + dη(ϕY,X)η(U)

= −dη(ϕU,X)η(Y )

olur. Diḡer taraftan, [ϕU,X] ∈ Γ(V) olduḡundan,

dη(ϕU,X)η(Y ) = (ϕUη(X)−Xη(ϕU)− η([ϕU,X]))η(Y )

= 0

dır.
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Böylece, (II.3.12) den

g(AXϕY − ϕAXY, U) = 0

elde edilir. Buradan,

AXϕY = ϕAXY

dır.

(ii) Benzer olarak, A tensörü alterneleyen olduḡundan ve (i) kullanılırsa

AϕXY = −AY ϕX = −ϕAYX

elde edilir. Buradan,

AϕXY = ϕAXY

dır.

(iii) (i) ve (ii) den ac.ıktır.

T temel tensör alanı ic.in, as.aḡıdaki ifadeler elde edilir.

IV.1.4. Lemma. M quasi-para-Sasakian manifold, B hemen hemen para-

kontakt metrik manifold ve π : M → B para-kontakt semi-Riemann sub-

mersiyon olsun. U ve V dikey vektör alanları ic.in,

(i) TUϕV = ϕTUV,

(ii) TϕUV = ϕTUV
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dır.

İspat. (i) M üzerinde X yatay vektör alanı, U ve V dikey vektör alanları

olsun. Bir quasi-para-Sasakian manifold ic.in (II.5.16) denklemi,

g((∇Uϕ)V,X) = −dη(ϕX,U)η(V ) + dη(ϕV,U)η(X)

= dη(ϕV,U)η(X)

olur. Diḡer taraftan, [ϕV,U ] ∈ Γ(V) olduḡundan,

dη(ϕV,U)η(X) = (ϕV η(U)− Uη(ϕV )− η([ϕV,U ]))η(X)

= 0

dır.

Böylece, (II.3.9) den

g(TUϕV − ϕTUV,X) = 0

elde edilir. Buradan,

TUϕV = ϕTUV

dır.

(ii) Benzer yolla, T temel tensörü simetrik ve (i) kullanılırsa

TϕUV = TV ϕU = ϕTV U

elde edilir. Buradan,

TϕUV = ϕTUV

dır.
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S. imdi, yatay distribüsyonunun integrallenebilir olduḡu durumları aras.tıracaḡız.

IV.1.1. Teorem. M hemen hemen para-kosimplektik manifold, B hemen

hemen para-kontakt metrik manifold ve π : M → B para-kontakt semi-

Riemann submersiyon olsun. Bu durumda, yatay distribüsyon integral-

lenebilirdir.

İspat. M üzerinde X ve Y temel vektör alanları ve V dikey vektör alanı

olsun. v([X,Y ]) = 0 olduḡunu ispatlayacaḡız. M bir hemen hemen para-

kosimplektik manifold olduḡundan, dΦ(X,Y, V ) = 0 dır. Buradan,

X(Φ(Y, V ))− Y (Φ(X,V )) + V (Φ(X,Y ))

−Φ([X,Y ], V ) + Φ([X,V ], Y )− Φ([Y, V ], X) = 0

X(g(Y, ϕV ))− Y (g(X,ϕV )) + V (g(X,ϕY ))

−g([X,Y ], ϕV ) + g([X,V ], ϕY )− g([Y, V ], ϕX) = 0

elde edilir. [X,V ], [Y, V ] dikey ve iki distribüsyon ϕ−invaryant olduḡundan,

Önerme II.3.1(iv) den

X(g(Y, V )), Y (g(X,V )), g([X,V ], ϕY ) ve g([Y, V ], ϕX) terimleri sıfırdır.

Böylece,

g([X,Y ], ϕV ) = V (g(X,ϕY ))

bulunur. Diḡer taraftan,

(II.3.13) den h(∇VX) = h(∇XV ) = AXV dır. Böylece,

V (g(X,ϕY )) = g(∇VX,ϕY ) + g(∇V ϕY,X)

= g(AXV, ϕY ) + g(AϕY V,X)

olur. A anti-simetrik ve alterneleyen operatör olduḡundan,
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V (g(X,ϕY )) = −g(AXϕY, V )− g(AϕYX,V )

= −g(AXϕY, V ) + g(AXϕY, V )

= 0

elde edilir. Yani V (g(X,ϕY )) = 0 dır. Böylece ispat tamamlanır.

Bir quasi-para-Sasakian manifold ic.in dΦ = 0 dır. Teorem IV.1.1 in

uygulamasından, as.aḡıdaki sonuc. elde edilir.

IV.1.1. Sonuc.. M bir quasi-para-Sasakian manifold, B hemen hemen

para-kontakt metrik manifold ve π : M → B para-kontakt semi-Riemann

submersiyon olsun. Bu durumda, yatay distribüsyon integrallenebilirdir.

Yani, A = 0 dır.

IV.1.2. Teorem. M bir para-kosimplektik manifold, B hemen hemen

para-kontakt metrik manifold ve π : M → B para-kontakt semi-Riemann

submersiyon olsun. Bu durumda, yatay distribüsyon tamamen integral-

lenebilirdir.

İspat. M üzerinde X temel vektör alanı, Y yatay vektör alanı ve U dikey

vektör alanı olsun. Lemma IV.1.1 kullnılırsa,

g(AϕXY, U) = g(AXϕY,U)

elde edilir. A tensör alanı anti-simetrik olduḡundan

g(AϕXY, U) = −g(AXU,ϕY )
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bulunur. Diḡer taraftan, X temel iken h∇UX = h∇XU = AXU dır. Bu-

radan,

g(AϕXY, U) = −g(h∇UX,ϕY )

olur. (II.5.8) denklemi kullanılırsa

g(AϕXY, U) = g(ϕ∇UX,Y )

elde edilir. M bir para-kosimplektik manifold olduḡundan

g(AϕXY, U) = g(Y, h∇UϕX)

= g(Y,∇ϕXU)

olur. (II.3.11) denklemi kullanılırsa

g(AϕXY, U) = g(AϕXU, Y )

bulunur. A temel tensörünün anti-simetriliḡi tekrar kullanılırsa, 2g(AϕXY, U) =

0 elde edilir. Buradan ispat tamamlanır.

IV.1.3. Tanım. (M2m+1, ϕ, η, ξ, g) bir hemen hemen para-kontakt metrik

manifold olsun. Bu durumda, bir X ∈ Γ(TM) ic.in (LXϕ) = 0 ise X vektör

alanına ϕ−tensör alanının infinitezimal otomorfizmi denir, burada LX , X

vektör alanına göre Lie türevini göstermektedir.

IV.1.3. Teorem. M bir hemen hemen para-kosimplektik manifold, B

hemen hemen para-kontakt metrik manifold ve π : M → B para-kontakt

semi-Riemann submersiyon olsun. Bu durumda,X yatay vektör alanı ϕ−tensör

alanının infinitezimal otomorfizmi ise, o zaman lifler total jeodeziktir.
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İspat. M üzerinde W ve V dikey vektör alanları X yatay olsun. M bir

hemen hemen para-kosimplektik manifold olduḡundan, dΦ = 0 dır. Bu-

radan,

0 = dΦ(W,ϕV,X) = W (Φ(ϕV,X))− ϕV (Φ(W,X)) +X(Φ(W,ϕV ))

− Φ([W,ϕV ], X) + Φ([W,X], ϕV )− Φ([ϕV,X],W )

olur. Temel 2-formun tanımından,

0 = dΦ(W,ϕV,X) = W (g(ϕV, ϕX))− ϕV (g(W,ϕX)) +X(g(W,ϕ2V ))

− g([W,ϕV ], ϕX) + g([W,X], ϕ2V )− g([ϕV,X], ϕW )

elde edilir. [W,ϕV ] dikey ve iki distribüsyon ϕ−invaryant olduḡundan,

W (g(ϕV, ϕX)), ϕV (g(W,ϕX)) ve g([W,ϕV ], ϕX) terimleri sıfırdır. Böylece,

X(g(W,ϕ2V )) + g([W,X], ϕ2V )− g([ϕV,X], ϕW ) = 0

dır. Burada, para-kontakt yapı kullanılırsa

Xg(W,V ) + g([W,X], V )− g([ϕV,X], ϕW ) = 0

olur. Doḡrudan is.lemlerle

0 = g(∇XV,W ) + g(∇WX,V )− g(ϕ[X,ϕV ],W )

0 = g([X,V ] +∇VX,W ) + g(∇WX,V )− g(ϕ[X,ϕV ],W )

elde edilir. Diḡer taraftan, X yatay vektör alanı ϕ−tensör alanının in-

finitezimal otomorfizmi olduḡundan,

[X,ϕV ] = ϕ[X,V ] ⇒ [X,V ] = ϕ[X,ϕV ]

dır. Böylece,

g(∇VX,W ) + g(∇WX,V ) = 0
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olur. Burada, (II.3.10) kullanılırsa

g(TVX,W ) + g(TWX,V ) = 0

elde edilir. T temel tensör alanı simetrik ve alterneleyen olduḡundan, 2g(TVW,X) =

0 bulunur. Buradan ispat tamamlanır.

Teorem IV.1.3 den, as.aḡıdaki sonuc. elde edilir.

IV.1.2. Sonuc.. M bir quasi-para-Sasakian manifold, B hemen hemen

para-kontakt metrik manifold ve π : M → B para-kontakt semi-Riemann

submersiyon olsun. Bu durumda, X yatay vektör alanı ϕ−tensör alanının

infinitezimal otomorfizmi ise, o zaman lifler total jeodeziktir.

IV.2. Total Manifold Üzerindeki Para-Kontakt Yapıların Baz

Manifold Üzerine Tas.ınması

Bu altbölümde, total manifold üzerinde verilen bir para-kontakt yapının baz

manifold üzerinde hemen hemen para-kontakt yapının belirlenmesinde para-

kontakt submersiyonun rolü incelenmektedir.

IV.2.1. Teorem. (M,ϕ, ξ, η, g) ve (B,ϕ′, ξ′, η′, g′) hemen hemen para-

kontakt metrik manifoldlar ve π : M → B para-kontakt semi-Riemann

submersiyon olsun. Bu durumda, M nin hemen hemen para-kontakt yapısı

normal ise B nin de hemen hemen para-kontakt yapısı normaldır.

İspat. M üzerindeki X ve Y temel vektör alanları B üzerindeki X ′ ve Y ′
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ne π−baḡlı olsun. (II.5.15) den

π∗N
(1)(X,Y ) = π∗([ϕ,ϕ](X,Y )− 2dη(X,Y )ξ)

dır, burada N1, ϕ nin nijenhuis tensör alanıdır. Diḡer taraftan, π∗ϕ = ϕ′π∗

ve π∗ξ = ξ′ es.itlikleri kullanılırsa,

π∗[ϕ,ϕ](X,Y ) = π∗ϕ
2[X,Y ] + [ϕX,ϕY ]− ϕ[ϕX, Y ]− ϕ[X,ϕY ]

= [π∗X,π∗Y ]− η([X,Y ])π∗ξ + [π∗ϕX, π∗ϕY ]− ϕ′π∗[ϕX, Y ]

− ϕ′π∗[X,ϕY ]

= [X ′, Y ′]− g′([X ′, Y ′], ξ′)ξ′ + [ϕ′X ′, ϕ′Y ′]− ϕ′[ϕ′X ′, Y ′]

− ϕ′[X ′, ϕ′Y ′]

elde edilir. Böylece,

π∗[ϕ,ϕ](X,Y ) = N ′
ϕ′(X ′, Y ′) (IV.2.1)

bulunur. Burada N’, ϕ′ tensörünün Nijenhuis tensör alanıdır. Benzer yolla,

π∗2dη(X,Y )ξ = π∗(Xη(Y )− Y η(X)− η([X,Y ]))ξ

= (π∗Xg(Y, ξ)− π∗Y g(X, ξ)− g([X,Y ], ξ))π∗ξ

= (X ′η′(Y ′)− Y ′η′(X ′)− η′([X ′, Y ′]))ξ′

= 2dη′(X ′, Y ′)ξ′

olur. Buradan,

π∗2dη ⊗ ξ = 2dη′ ⊗ ξ′ (IV.2.2)

ulas.ılır. S. imdi, (IV.2.1) ve (IV.2.2) den

π∗N
(1)(X,Y ) = N ′(1)(X ′, Y ′) = 0
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elde edilir. Yani M normal ise B de normaldır.

IV.2.1. Önerme. M2m+1 ve B2n+1 hemen hemen para-kontakt metrik

manifoldlar ve π : M → B para-kontakt semi-Riemann submersiyon olsun.

Bu durumda, lifler hemen hemen para-Hermityen manifoldlardır.

İspat. Lifleri F ile gösterelim. boyF = 2(m−n) = 2r olur, burada r = m−n

dır. (F 2r, ĝ) üzerinde J = ϕ̂ ve g|F = ĝ deḡis.imini yapalım. (J, ĝ) ikilisi

bir hemen hemen para-Hermityen yapıdır. Gerc.ekten, bir hemen hemen

para-kontakt yapının tanımı kullanılırsa, U ∈ Γ(V) ic.in

J2U = ϕ2U = U − η(U)ξ,

J2U = U

bulunur. Diḡer taraftan, V ∈ Γ(V) ic.in

g(JV, JU) = −g(V, J2U) = −g(V,U)

elde edilir.

IV.2.2. Önerme. π : M → B para-kontakt semi-Riemann submersiyon

olsun. Bu durumda, M total uzayı para-kosimplektik, hemen hemen para-

kosimplektik veya quasi-para-Sasakian manifold ise o zaman B baz uzayı

da aynı sınıfa aittir.

İspat. M üzerindeki X,Y ve Z temel vektör alanları B üzerindeki X ′, Y ′

ve Z ′ ne π−baḡlı olsun. M bir para-kosimplektik manifold olduḡundan,

(∇Xη)Y = Xη(Y )− η(∇XY ) = 0

dır. (II.5.6) denklemi kullanılırsa

(∇Xη)Y = Xg(Y, ξ)− g(∇XY, ξ) = 0
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olur. π bir semi-Riemann submersiyon olduḡundan

X ′g′(π∗Y, π∗ξ)− g′(π∗∇XY, π∗ξ) = 0

elde edilir. Önerme II.3.1(iii)den

X ′g′(Y ′, ξ′)− g′(∇′X′Y ′, ξ′) = 0

bulunur. Tekrar (II.5.6) denklemi kullanılırsa

X ′η′(Y ′)− η′(∇′X′Y ′) = 0

dır. Buradan

(∇′X′η′)Y ′ = 0 (IV.2.3)

elde edilir. Diḡer taraftan, M bir para-kosimplektik manifold olduḡundan

(∇XΦ)(Y, Z) = XΦ(Y, Z)− Φ(∇XY, Z)− Φ(∇XZ, Y ) = 0

dır. Temel 2-formun tanımından

Xg(Y, ϕZ)− g(∇XY, ϕZ)− g(Y, ϕ∇XZ) = 0

elde edilir. π bir semi-Riemann submersiyon olduḡundan

X ′g′(Y ′, π∗ϕZ)− g′(∇′X′Y ′, π∗ϕZ)− g′(Y ′, π∗ϕ∇XZ) = 0

bulunur. π∗ϕ = ϕ′π∗ es.itliḡi kullanılırsa

X ′g′(Y ′, ϕ′Z ′)− g′(∇′X′Y ′, ϕ′Z ′)− g′(Y ′, ϕ′∇′X′Z ′) = 0

elde edilir. Tekrar temel 2-formun tanımından

X ′Φ′(Y ′, Z ′)− Φ′(∇′X′Y ′, Z ′)− Φ′(∇′X′Z ′, Y ′) = 0
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olur. Buradan

0 = (∇′X′Φ′)(Y ′, Z ′) (IV.2.4)

bulunur. Böylece, (IV.2.3) ve (IV.2.4) den,M total uzayı bir para-kosimplektik

manifold ise, o zaman B baz uzayı da aynı sınıfa aittir.

Benzer olarak,M üzerindekiX,Y ve Z temel vektör alanları B üzerindeki

X ′, Y ′ ve Z ′ ne π−baḡlı olsun. Bir hemen hemen para-kosimplektik mani-

fold uygulamasından, dΦ(X,Y, Z) = 0 dır. Bu durumda,

X(Φ(Y, Z))− Y (Φ(X,Z)) + Z(Φ(X,Y ))

−Φ([X,Y ], Z) + Φ([X,Z], Y )− Φ([Y, Z], X) = 0

olur.

Doḡrudan hesaplamalarla,

0 = g(∇XY, ϕZ) + (Y,∇XϕZ)− g(∇YX,ϕZ)− g(X,∇Y ϕZ)

+ g(∇ZX,ϕY ) + g(X,∇ZϕY )− g([X,Y ], ϕZ)

+ g([X,Z], ϕY )− g([Y, Z], ϕX)

bulunur. π bir semi-Riemann submersiyon olduḡundan, π∗ϕ = ϕ′π∗ es.itliḡi

kullanılırsa,

0 = g′(∇′X′Y ′, ϕ′Z ′) + (Y ′,∇′X′ϕ′Z ′)− g′(∇′Y ′X ′, ϕ′Z ′)− g′(X ′,∇′Y ′ϕ′Z ′)

+g′(∇′Z′X ′, ϕ′Y ′) + g′(X ′,∇′Z′ϕ′Y ′)− g′([X ′, Y ′], ϕ′Z ′)

+g′([X ′, Z ′], ϕ′Y ′)− g′([Y ′, Z ′], ϕ′X ′)

0 = X ′(Φ′(Y ′, Z ′))− Y ′(Φ′(X ′, Z ′)) + Z ′(Φ′(X ′, Y ′))

−Φ′([X ′, Y ′], Z ′) + Φ′([X ′, Z ′], Y ′)− Φ′([Y ′, Z ′], X ′)

0 = dΦ′(X ′, Y ′, X ′) (IV.2.5)
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elde edilir. Benzer bir yolla,

0 = 2dη(X,Y ) = Xη(Y )− Y η(X)− η([X,Y ])

0 = 2dη′(X ′, Y ′) (IV.2.6)

olur. Böylece,(IV.2.5) ve (IV.2.6) den, M total uzayı hemen hemen para-

kosimplektik manifold ise, o zaman B baz uzayı da aynı sınıfa aittir.

Benzer s.ekildeM quasi-para-Sasakiyan manifold iseB manifoldununda quasi-

para-Sasakiyan manifold olduḡu gösterilebilir. Böylece ispat tamamlanır.

IV.2.3. Önerme. π : M → B para-kontakt semi-Riemann submersiyon

olsun. Bu durumda, M total uzayı para-kontakt, K-para-kontakt, weakly

para-kosimplektik veya para-Sasakian manifoldlarından herhangi birine ait

ise o zaman B baz uzayı da aynı sınıfa aittir.

İspat. Önerme IV.2.2 dekine benzer bir yolla ispat yapılabilir.

IV.3. Para-kontakt Semi-Riemann Submersiyonlar İc.in Eḡrilik

İlis.kileri

Bu altbölümde, bir para-kontakt semi-Riemann submersiyonun total uzay,

baz uzay ve liflerinin bi-kesit ve kesit eḡrilikleri arasındaki ilis.ki incelenmek-

tedir.

(M,ϕ, ξ, η, g) ve (N,ϕ′, ξ′, η′, g′) hemen hemen para-kontakt metrik man-

ifoldlar ve π : M → N para-kontakt semi-Riemann submersiyon olsun.
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ϕ−paraholomorfik bi-kesit eḡriliḡini B ile gösterelim. M üzerinde ξ ye ortog-

onal sıfırdan farklı X ve Y null olmayan vektörler ic.in, ϕ−para-holomorfik

bi-kesit eḡriliḡi

B(X,Y ) =
R(X,ϕX, Y, ϕY )
‖X‖2‖Y ‖2

ile tanımlanır.

Not edelimki eḡer X bir null olmayan vektör alanı ise ϕX de bir null ol-

mayan vektör alanıdır.

M üzerinde ξ ye ortogonal sıfırdan farklı X null olmayan vektörü ic.in,

ϕ−para-holomorfik kesit eḡriliḡi deH(X) = B(X,X) ile verilir. Bu bölümde

sırasıyla N nin ϕ−para-holomorfik bi-kesit ve kesit eḡriliḡini B′ ve H ′, lifin

ise ϕ−para-holomorfik bi-kesit ve kesit eḡriliḡini B̂ ve Ĥ ile ifede edeceḡiz.

IV.3.1. Önerme. M ve N hemen hemen para-kontakt metrik manifoldlar

ve π : M → N para-kontakt semi-Riemann submersiyon olsun. Bu du-

rumda, ξ ye ortogonal sıfırdan farklı U ve V null olmayan birim dikey

vektör alanları, X ve Y null olmayan birim yatay vektör alanları ic.in

B(U, V ) = B̂(U, V )− εU εV [g(TUV, TϕUϕV )

− g(TϕUV, TUϕV )]; (IV.3.1)

B(X,U) = εU εX [g((∇UA)XϕX,ϕU)− g((∇ϕUA)XϕX,U)

+ g(AXU,AϕXϕU)− g(AXϕU,AϕXU)

− g(TUX,TϕUϕX) + g(TϕUX,TUϕX)]; (IV.3.2)

B(X,Y ) = B′(X ′, Y ′) ◦ π − εXεY [2g(AXϕX,AY ϕY )

− g(AϕXY,AXϕY ) + g(AXY,AϕXϕY )] (IV.3.3)

dır, burada εU = g(U,U) ∈ {±1}, εV = g(V, V ) ∈ {±1}, εX = g(X,X) ∈
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{±1} ve εY = g(Y, Y ) ∈ {±1} dır.

İspat. Bu formüller, (II.3.14), (II.3.15) ve (II.3.16) denklemlerinin direkt

uygulamalarından elde edilir.

Önerme IV.3.1 kullanılırsa, as.aḡıdaki sonuc. elde edilir.

IV.3.2. Önerme. M ve N hemen hemen para-kontakt metrik manifold-

lar ve π : M → N para-kontakt semi-Riemann submersiyon olsun. Bu

durumda, ξ ye ortogonal sıfırdan farklı U nul olmayan birim dikey vektör

alanı, X null olmayan birim yatay vektör alanı ic.in

(a) H(U) = Ĥ(U) + ‖TUϕU‖2 − g(TϕUϕU, TUU);

(b) H(X) = H ′(X ′) ◦ π − 3‖AXϕX‖2

dır.

Eḡer total manifold bir quasi-para-Sasakiyan manifold ise, bu durumda

total uzay, baz uzay ve liflerin eḡrilikleri arasında as.aḡıdaki ilis.kiye sahibiz.

IV.3.1. Teorem. M quasi para-Sasakian manifold, N hemen hemen para-

kontakt metrik manifold ve π : M → N para-kontakt semi-Riemann sub-

mersiyon olsun. Bu durumda, ξ ye ortogonal sıfırdan farklı U ve V null ol-

mayan birim dikey vektör alanları, X ve Y null olmayan birim yatay vektör

alanları ic.in

(a) B(U, V ) = B̂(U, V )− εU εV [2‖TUV ‖2 − 2η(TUV )2];

(b) B(X,Y ) = B′(X ′, Y ′) ◦ π
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dır.

İspat. (a) (IV.3.1) den,

B(U, V ) = B̂(U, V )− εU εV [g(TUV, TϕUϕV )− g(TϕUV, TUϕV )]

olur. Lemma IV.1.4 kullanılırsa,

g(TUϕV, TϕUV ) = g(ϕTUV, ϕTUV )

= −g(TUV, TUV ) + η(TUV )η(TUV )

= −‖TUV ‖2 + η(TUV )2 (IV.3.4)

elde edilir. Tekrar Lemma IV.1.4 kullanılırsa,

g(TϕUϕV, TUV ) = g(ϕ2TUV, TUV )

= g(TUV − η(TUV )ξ, TUV )

= ‖TUV ‖2 − η(TUV )2 (IV.3.5)

olur. (IV.3.4) ve (IV.3.5) den,

B(U, V ) = B̂(U, V )− εU εV [2‖TUV ‖2 − 2η(TUV )2]

denklemine ulas.ılır.

(b) Yatay distribüsyon integrallenebilir olduḡundan, A = 0 dır. Böylece,

(IV.3.3) kullanılırsa, (b) denklemi elde edilir.

Teorem IV.3.1 in bir sonucu olarak, as.aḡıdaki ifadeler elde edilir.
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IV.3.1. Sonuc.. M quasi para-Sasakian manifold, N hemen hemen para-

kontakt metrik manifold ve π : M → N para-kontakt semi-Riemann sub-

mersiyon olsun. Bu durumda, ξ ye ortogonal sıfırdan farklı U null olmayan

birim dikey vektör alanı, X null olmayan birim yatay vektör alanı ic.in

(a) H(U) = Ĥ(U)− 2‖TUU‖2 + 2η(TUU)2;

(b) H(X) = H ′(X ′) ◦ π

dır.

Bir para-kosimplektik manifold ic.in, as.aḡıdaki ifadelere sahibiz.

IV.3.2. Teorem. M para-kosimplektik manifold, N hemen hemen para-

kontakt metrik manifold ve π : M → N para-kontakt semi-Riemann submer-

siyon olsun. Bu durumda, ξ ye ortogonal sıfırdan farklı U ve V nul olmayan

birim dikey vektör alanları, X ve Y null olmayan birim yatay vektör alanları

ic.in

(a) B(U, V ) = B̂(U, V )− εU εV [2‖TUV ‖2 − 2η(TUV )2];

(b) B(X,Y ) = B′(X ′, Y ′) ◦ π;

(c) B(X,U) = −εU εX2‖TUX‖2

dır.

İspat. (a) (IV.3.1) den,

B(U, V ) = B̂(U, V )− εU εV [g(TUV, TϕUϕV )− g(TϕUV, TUϕV )]
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olur. Lemma IV.1.2 kullanılırsa,

g(TUϕV, TϕUV ) = g(ϕTUV, ϕTUV )

= −g(TUV, TUV ) + η(TUV )η(TUV )

= −‖TUV ‖2 + η(TUV )2 (IV.3.6)

elde edilir. Tekrar Lemma IV.1.2 kullanılırsa,

g(TϕUϕV, TUV ) = g(ϕ2TUV, TUV )

= g(TUV − η(TUV )ξ, TUV )

= ‖TUV ‖2 − η(TUV )2 (IV.3.7)

bulunur. (IV.3.6) ve (IV.3.7) denklemlerinden

B(U, V ) = B̂(U, V )− εU εV [2‖TUV ‖2 − 2η(TUV )2]

elde edilir.

(b) M bir para-kosimplektik manifold ve yatay distribüsyon integgral-

lenebilir olduḡundan, A = 0 dır. Böylece, (IV.3.3) denklemi kullanılırsa,

B(X,Y ) = B′(X ′, Y ′) ◦ π

elde edilir.

(c) M bir para-kosimplektik manifold ve A = 0 olduḡundan,

B(X,U) = −εU εXg(TUX,TϕUϕX) + εU εXg(TϕUX,TUϕX)

elde edilir. Diḡer taraftan, Lemma IV.1.2 kullanılırsa

g(TUX,TϕUϕX) = g(TUX,ϕ
2TUX)

= g(TUX,TUX − η(TUX)ξ)

= g(TUX,TUX) (IV.3.8)
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ve

g(TϕUX,TUϕX) = g(ϕTUX,ϕTUX)

= −g(TUX,TUX) + η(TUX)η(TUX)

= −g(TUX,TUX) (IV.3.9)

(IV.3.8) ve (IV.3.9) den, B(X,U) = −εU εX2‖TUX‖2 olur.

IV.3.2. Sonuc.. M para-kosimplektik manifold, N hemen hemen para-

kontakt metrik manifold ve π : M → N para-kontakt semi-Riemann sub-

mersiyon olsun. Bu durumda, ξ ye ortogonal sıfırdan farklı U null olmayan

birim dikey vektör alanı, X null olmayan birim yatay vektör alanı ic.in,

(a) H(U) = Ĥ(U)− 2‖TUU‖2 + 2η(TUU)2;

(b) H(X) = H ′(X ′) ◦ π

dır.
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