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ONUR SÖZÜ

Yüksek Lisans Tezi olarak sunduğum ”İzometrilerin Diferensiyel Geometrisi
Üzerine” başlıklı bu çalışmanın bilimsel ahlak ve geleneklere aykırı düşecek bir yardıma
başvurmaksızın tarafımdan yazıldığını ve yararlandığım bütün kaynakların, hem metin
içinde hem de kaynakçada yöntemine uygun biçimde gösterilenlerden oluştuğunu belir-
tir, bunu onurumla doğrularım.

Selahattin BEYENḊI



ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

İZOMETRİLERİN DİFERENṠIYEL GEOMETṘISİ ÜZEṘINE

Selahattin BEYENḊI

İnönüÜniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Ana bilim dalı

59+vii sayfa

2009
Danışman: Prof. Dr. Ali̇Ihsan ṠIVRİDAĞ

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm tezin giriş bölümüdür.

İkinci bölümde konunun daha iyi anlaşılması için temelkavramlar verilmiştir.

Üçüncü bölümdeRn+1 in katı hareketleri tanımlanarak katı hareket örnekleri olarak
ötelemeler, dönmeler ve yansımalar sunulmuştur. Katı hareketlerle ilgili çeşitli teorem ve
sonuçlar verilmiştir. Daha sonra kongrüent yüzeylerle ilgili teorem ve sonuçlar verilerek
bu yüzeyler arasındaki geometrik değişmezler incelenmiştir.

Dördüncü bölümde bir eğrinin uzunluk ölçüleri yardımıyla türetilen intrinsic ge-
ometri özellikleri verilmiştir. Lokal izometri ile ilgili çeşitli örnekler incelenmiştir. Ayrıca
yüzey geometrisinin bazı özelliklerinin izometrik invaryant olduğu, bazı özelliklerinin
de izometrik invaryant olmadığı gösterilmiştir. Daha sonra izometriler ile kovaryant
türev arasındaki ilişkiler verilmiştir. Son olarak dag Riemann metrikler ile izometriler
arasındaki ilişkiler verilmiştir. Ayrıca Riemann metrikle ilişkili bazı örnek ve teoremler
verilmiştir.

ANAHTAR KEL İMELER: Katı hareket, İntrinsic geometri, İzometri, Lokal
izometri.
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ABSTRACT

MSc. Thesis

ON THE ḊIFFERENṪIAL GEOMETRY OF ISOMETṘIES

Selahattin BEYENḊI

İnönü Unıversıty
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

59+vii sayfa

2009
Supervisor: Prof. Dr.Ali̇Ihsan ṠIVRİDAĞ

This thesis consists of four chapters. The first chapter is the introduction part of the
thesis.

In the second chapter, fundamental concepts have been givento understand the topic
well.

In the third chapter, the rigid motions inRn+1 have been defined, and rigid mo-
tion examples such as translation, rotation, and reflectionhave been introduced. Then,
theorems and conclusions related to congruent surfaces have been introduced and the in-
variants between these surfaces have been investigated.

In the fourth chapter, the intrinsic geometric properties derived with the help of
length measures of a curve have been given, several examplesrelated to local isometry
have been studied. Moreover, it has been shown that some properties of the surface ge-
ometry are isometric invariant whereas others are not. Later the relationships between
isometries and covariant derivatives have been given. Finally, the relationships between
Riemann metricsg and isometries have been given. In addition to this, some examples
and theorems related to Riemann metrics have been given.

KEYWORDS: Rigid motion, Intrinsic geometry, Isometry, Local isometry.
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İÇİNDEKİLER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iv

SEMBOLLER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v
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V ·W : İç çarpım

‖V‖ : Tanjant vektörün uzunluğu

X : Vektör alanı

U : Açık küme

α : Parametrik eğri

α̇ : α nın hızı

S : Yüzey,

Sp : Snin p noktasındaki tanjant uzayı,

C : Düzlemsel eğri,

N : Normal vektör alan,

Sn : Birim n- küre,

Ẋ : X in türevi,

X′ : X in kovaryant türevi,

∇V : V yönünde türev,

DV : V yönünde kovaryant türev

Lp : Weingarten dönüşümü,

ki : i yinci Asli eğrilikler,

Ip : Birinci temel form,

II p : İkinci temel form,

K : Gauss eğrilik fonksiyonu,

H : Ortalama eğrilik fonksiyonu
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ϕ : Parametrik yüzey,

Ei :i yinci Koordinat vektör alanı,
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g : Riemann metrik,
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1. GİR İŞ

Geometrinin esas gerçeklerini ve metodlarını yeni bir anlayış içinde ilkdefa or-

ganize edenÖklid olup, o çalışmalarını ELEMENTLER adlı kitabında toplamıştır.

Bu eser M.̈O. 300 yılında yazılmış daha sonra bu geometriÖklid geometri olarak

adlandırılmıştır[9].

Ancak yüzeyler ve daha genel olan manifoldlar söz konusu olduğundaÖklid an-

lamında bildiğimiz kavramların yetersiz kaldığı görülür. Özellikle Öklid uzayının katı

hareketleri ile izometriler aynı olmakla birlikte bu, yüzeyler söz konusu olduğunda

her zaman doğru değildir.̈Orneğin 2π genişliğindeki düzlem şeridinin silindir şekline

dönüştürülmesiyle söz konusu olan bir izometrideÖklid anlamındaki uzaklık korunma-

masına rağmen, düzlemsel uzaklık ile silindir üzerindeki uzaklık aynıdır. Söz konusu

olan bu dönüşüm içinx ekseni üzerindeki 2π uzunluklu doğru parçası silindir üzerinde

2π uzunluklu birim çembere dönüşür. Bu doğru parçasının uzunluğu ile görüntü eğrisinin

uzunluğu(silindir üzerindeki uzaklık) aynı olur. Halbuki bu doğru parçasının uç noktası

için Öklid anlamında uzaklığın korunmadığı açıktır.

Böylece İzometrilerin kinematik açıdan olduğu kadar diferensiyel geometri

açısından da önemli olduğu ortaya çıkar.̈Ozellikle yüzeylerin geometrik özellikleri

izometrilerle ilişkilendirilip ele alınması diferensiyel geometride sıkça rastlanan bir du-

rumdur. Yapılan bu çalışmada bunun önemini ortaya koymaktadır. Bu çalışmada önce

Rn+1 deki katı hareketler ele alınmış ve bir

ψ : Rn+1 → Rn+1

katı hareketi,ψ1 bir ortogonal dönüşümü veψ2 de bir öteleme olmak üzereψ = ψ2oψ1

olacak şekilde iki bileşen cinsinden yazılabileceği ispatlanmıştır. Daha sonra kongrüent

yüzeyler ele alınmış veRn+1 de bir

ψ : Rn+1 → Rn+1

S→ ψ(S) = S̃

1



olacak şekildekiSve S̃kongrüent yüzeylerin ikinci temel formları arasında

II p = ĨI ψ(p)odψ

bağıntısının olduğu görülmüştür. Benzer şekildeS ve S̃ kongrüent yüzeylerin şekil op-

eratörleri arasında

L̃ψ(p)(dψ(V)) = dψ(Lp(V))

bağıntısının olduğu gösterilerek bu sayede, eğrilerin uzunluğu, Gauss dönüşümleri,

küresel gösterge, geodezikler, normal eğrilikler, Gauss ve ortalama eğrilikleri, odak nok-

tası, hacim ve minimal yüzey olma özelliklerinin korunduğu gösterilmiştir.

Ayrıca izometriler ile kovaryant türevler arasındaki ilişkiler verilerek yüzeylerin

şekil operatörleri ve onların cebirsel değişmezleri arasındaki ilişkiler verilmiştir. Bun-

lara ilaveten lokal izometriler tanımlanmış ve değişikörnekler sunulmuştur.

S yüzeyinin∀Sp tanjant uzayı üzerinde bir iç çarpım verilmesi durumunda S nin

hacmi,S deki geodezikler,S de eğriler boyunca paralel vektör alanları veS nin Gauss

eğriliği hesaplanabilir.∀Sp tanjant uzayı üzerindeRn+1 den gelen birbirinden farklı iç

çarpımlar verildiğinde intrinsic hesaplamalar yinede yapılabilir. Fakat hesaplamaların

sonuçları kullanılan iç çarpımlara bağlı olur. Bu şekilde elde edilen geometri bilinen

geometriden oldukça farklıdır.

2



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde ileride kullanılacak temel tanım ve teoremlerverilecektir.

Tanım 2.0.1. S, Rn+1 de bir yüzey olsun.Snin her birp noktasında bir

Xp ∈ Rn+1
p tanjant vektörünü karşılık getirenX fonksiyonunaS üzerinde birvektör alanı

denir. Buna göre;

X : S→
⋃

p∈S

Rn+1
p ,X(p) = Xp ∈ Rn+1

p

dir.

Eğer∀p ∈ S için X(p) ∈ Sp ise X vektör alanınaS üzerinde birtanjant vekt ör

alanı denir. BuradaSp, p noktasındaS ye teğet olan bütün tanjant vektörlerin uzayını

göstermektedir.

Benzer şekilde∀p∈ S için Xp,Syüzeyine ortoganal(Xp ∈ S⊥p ) iseX vektör alanına

S üzerinde birnormal vektör alanı denir [1].

Tanım 2.0.2.U , R2 uzayının irtibatlı açık alt kümesi veϕ : U → R3 diferensiyellenebilir

ve regüler bir dönüşüm olsun.ϕ : U → ϕ(U) dönüşümü bir homeomorfizm ise,ϕ(U)

kümesine,R3 uzayında birbasit yüzeydenir.

S, R3 uzayının bir alt kümesi olsun.Snin herbirp noktası için,

p∈ ϕ(U) ve ϕ(U) ⊂ S

olacak biçimde birϕ(U) basit yüzeyi bulunabiliyorsaSkümesine,R3 de bir yüzeydenir.

ϕ(U), Syüzeyi içinde bir basit yüzey ise,ϕ−1 : ϕ(U) →U dönüşümüneSyüzeyi içinde

bir koordinat sistemi denir [2].

Tanım 2.0.3. Rn de (n−1) boyutlu bir yüzey diyeRn de boş olmayan birS kümesine

denir, öyleki buSkümesi

S= {x∈U ⊂ Rn| f : U → R, f (x) = c, U açık alt küme}

∀p ∈ S için ∇ f |p 6= 0 biçiminde tanımlıdır.R2 de bir 1-yüzeye düzlemsel eğri denir.Rn

de bir(n−1) yüzey,n > 3 olması halinde daha çokhiperyüzeyolarak adlandırılır [3].
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Örnek 2.0.1.

S= {x = (x1,x2, ...,xn) ∈ Rn|
n

∑
i=1

aixi = b}

kümesi(n−1) boyutlu bir yüzeydir.

f : Rn → R

x → f (x) =
n

∑
i=1

aixi = a1x1+ ...+anxn

∀p ∈ S için ∇ f |p = (a1,a2, ...,an)|p 6=~0 olduğundan buSyüzeyine hiperdüzlem denir

[3].

Örnek 2.0.2. Rn de

Sn−1 = {(x1, ...,xn) ∈ Rn|
n

∑
i=1

x2
i = 1}

hiperküresi(n−1) boyutlu bir yüzeydir. Yani

f : Rn → R

x → f (x) = x2
1 + ...+x2

n = 1

∇ f |p = (2x1,2x2, ...,2xn) = 2(x1,x2, ...,xn) 6= 0

o halde∇ f |p 6=~0 dir [3].

Tanım 2.0.4. Rn,n boyutlu öklid uzayında birS hiperyüzeyi üzerinde diferensiyel-

lenebilir, bir birim normal vektör alanınaS üzerinde biryönlendirme denir.

Rn deki her bir irtibatlıS hiperyüzeyi için tam iki farklı yönlendirme vardır. Bun-

lardan biri N1 diğeri de−N1 e karşılık gelir. Üzerinde bir yönlendirme seçilmiş olan

hiperyüzeyeyönlendirilmiş hipery üzeydenir.

R3 de Möbius şeridi gibi bazı hiper yüzeyler için bir yönlendirme tespit etmek

mümkün değildir. Zira bu şerit üzerindeki kapalı bir eğri boyunca 1800 lik dönmeden

sonraN1 in −N1 e dönüştüğü görülür.U ⊂ R3 bir açık alt cümle olmak üzere, Möbius

şeridini

f : U → R

(x1,x2,x3) → f (x1,x2,x3) = c, f (p) 6=~0, ∀p∈ S

4



biçiminde diferensiyellenebilir birf fonksiyonu ile ifade etmek mümkün değildir.

Dolayısıyla Möbius şeridi bu cins yüzey tanımına göre yönlendirilebilir 2− yüzey

değildir. Möbius şeridi yönledirilemeyen bir 2− yüzeydir [3].

Tanım 2.0.5. S,Rn+1 de bir n− yüzey olsun. S nin diferensiyellenebilir birim normal

vektör alanıN olsun.

η : S → Sn ⊂ Rn+1

p → η(p) = ~N(p) = (p,~N(p)) = Σn+1
i=1 qi(p)

dönüşümü‖~Np‖ = 1 olduğundanS yi Rn+1 deki Sn birim küresine resmeder. Böyle

tanımlanmış olan diferensiyellenebilirη dönüşümüneSnin Gauss d̈onüşümü denir [3].

Tanım 2.0.6. S,Rn+1 de bir yüzey veSde parametrik bir eğri deα : I → Solsun. α nın

teğet vektör alanıT olmak üzere,eğer̄DT
T = 0 oluyorsaα yaSüzerinde birgeodezik ĕgri

denir. BuradaD̄, S üzerinde Riemann konneksiyon dur.

Geodeziklerin her noktadaki hız vektörlerin uzunluklarısabittir [3].

Tanım 2.0.7. α : I → Rn+1 parametrik eğrisi boyunca bir vektör alanı,X olmak üzere,

eğer∀t1, t2 ∈ I için X(t1) = X(t2) iseX vektör alanına öklid anlamında paraleldir denir.

O haldeX vektör alanı içinẊ = dX
dt = 0 iseX vektör alanınaα eğrisi boyuncaÖklid

anlamında paraleldir denir.

Rn+1 de birn− yüzeySve S üzerinde parametrik bir eğriα : I → Solsun.α eğrisi

boyuncaSye teğet olan birX diferensiyellenebilir vektör alanı içińX = 0 ise buX vektör

alanınaLevi-civita anlamında paraleldir denir. Eğerα boyuncaX bir sabit vektör alanı

ise,Sden bakıldığına göre,X vektör alanıα boyunca paraleldir.

X́(t), Ẋ(t) nin Sα(t) üzerindeki ortogonal izdüşümü olmak üzere∀t ∈ I için α

boyuncaSye teğet bir vektör alanı olańX kovaryant türevi,

X́(t) = Ẋ(t)− [Ẋ(t) ·N(α(t))]N(α(t))

ile tanımlanır [3].
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Tanım 2.0.8. f :U ⊂Rn+1→R,V ∈Rn+1
P ve p∈U olmak üzeref ninV tanjant vekt örü

yönündeki kovaryant t ürevi,

∇V f = ( f oα)′(t0)

ile ifade edilir. Buradaα : I → U bir parametrik eğri vėα(t0) = V dir. ∇V f in değeriα

nın seçiminden bağımsızdır. Gerçekten de

∇V f = ( f oα)′(t0)

= ∇ f (α(t0)) · α̇(t0)

= ∇ f (p) ·V

dir.

Benzer şekilde,Rn+1 den− boyutluSyüzeyi ve diferensiyellenebilir birf : S→ R

fonksiyonu için f in Syüzeyine teğetV tanjant vektörü yönündeki kovaryant türevi,

∇V f = ( f oα)′(t0)

olacak şekilde tanımlanır [1].

Tanım 2.0.9. α : I →U ⊂ Rn+1 ve α̇(t0) = V olmak üzereX diferensiyellenebilirvektör

alanının Vp tanjant vekt örü yönündeki kovaryant t ürevi;

∇VX = (Xȯα)(t0)

ile tanımlanır. Bu ifadeyi açarsak,

∇VX = (α(t0),(X1oα)′(t0), .....,(Xn+1oα)′(t0))

= (p,∇VX1, .....,∇VXn+1)

olur. BuradaXi ler X in bileşenleridir [1].

Tanım 2.0.10.S,Rn+1 de birn− yüzey,p∈ SveV ∈ Sp olmak üzere,

Lp : Sp → Sp

V → Lp(V) = −∇VN

6



dönüşümüSyüzeyininp noktasındakiWeingarten dönüşümü(Şekil operatörü) olarak

adlandırılır [1].

Teorem 2.0.1.S, Rn+1 de N birim normal vekẗor alanı tarafından ÿonlendirilmiş n−
boyutlu ÿuzey olsun. p∈ S,V ∈ Sp veα̇(t0) = V olacak şekildeki birα : I → S ĕgrisi için,

α̈(t0) ·N(p) = Lp(V) ·V

dir.

İspat. α,Sde parametrik bir eğri olsun.∀t ∈ I için,

α̇(t) ∈ Sα(t) = [N(α(t))]⊥ dir. Diğer bir ifadeyleα boyuncaα̇ · (Noα) = 0 dir.

Dolayısıyla;

0 = [α̇o(Noα)]′(t0)

= α̈(t0) · (Noα)(t0)+ α̇(t0) · ( ˙Noα)(t0)

= α̈(t0)N(α(t0))+V ·∇VN

= α̈(t0) ·N(p)−V ·Lp(V)

olur. Böylece,

α̈(t0) ·N(p) = Lp(V) ·V

sonucuna ulaşırız [1].

Tanım 2.0.11. f :U ⊂R2→Rolmak üzereC= f−1(c) eğrisiN = ∇ f
‖∇ f ‖ ile yönlendirilmiş

bir düzlem eğrisi olsun.

∀p ∈ C için Lp Weingarten dönüşümü bir boyutluCp uzayı üzerinde bir lineer

dönüşümdür.∀p∈C ve∀V ∈Cp için,

Lp : Cp →Cp

V → Lp(V) = κ(p) ·V

şeklinde tanımlananκ(p) yeC nin p noktasındaki ĕgrili ği denir. EğerV tanjant vektörü

p∈C noktasında sıfırdan farklı ise,

Lp(V) ·V = κ(p) · ‖V‖2
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olur. BöyleceC nin p noktasındaki eğriliği,

κ(p) =
Lp(V) ·V
‖V‖2

şeklinde verilir.

Eğerα : I →C eğrisi∀t ∈ I için α̇(t) 6= 0 olacak şekilde herhangi bir parametrik eğri ise

o zaman,

α̈(t0) ·N(p) = Lp(V) ·V eşitliğinden

κ(α(t)) =
Lp(α̇(t)) · α̇(t)

‖α̇(t)‖2 =
α̈(t0) ·N(α(t))

‖α̇(t)‖2

elde edilir.‖α̇(t)‖= 1 olursa

κ(α(t)) = α̈(t) ·N(α(t))

olur [1].

Tanım 2.0.12.C eğrisi (I ,α) koordinat komşuluğu ile verilsin.a,b ∈ I olmak üzere

eğrininα(a) veα(b) noktaları arasındakiyay uzunluğu,

ℓ(α) =

∫ b

a
‖α′(t)‖dt, t ∈ I

ile tanımlanır [3].

Tanım 2.0.13.S,Rn+1 de birn− yüzey olsun.V ∈ Sp ve‖V‖ = 1 olmak üzere

k(V) = Lp(V) ·V

sayısınaSyüzeyininp noktasında,V yönündekinormal eğrili ği denir [1].

Tanım 2.0.14.S,Rn+1 de yönlendirilmiş birn− yüzey olsun.α : I → S,

α(t0) = p ve α̇(t0) = V olacak şekildeSde herhangi bir parametrik eğri veS yüzeyinin

p noktasındaki Weingarten dönüşümüLp olmak üzereSnin p noktasındakiikinci temel

formu ;

II p(V) = Lp(V) ·V = α̈(t0) ·N(p)
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olacak şekilde tanımlanır.̈Ozel olarak‖V‖ = 1 olursaII p(V),Snin normal eğriliğine eşit

olur. ∀V ∈ Sp için Snin p noktasındaki birinci temel formu,

Ip(V) = V ·V = ‖V‖2

olacak şekilde tanımlanır [1].

Bir Syüzeyinin parametrik denklemi~ϕ =~ϕ(u,v) olmak üzereu vev ye bu yüzeyin

eğrisel koordinatları denir. Yüzey üzerindeki herhangi bir eğrinin parametrik denklemi

u = u(t), v = v(t) olup, vektörel denklem

~ϕ =~ϕ(u(t),v(t))

dir. d~ϕ =~ϕudu+~ϕvdvolmak üzere yay uzunluğunun diferensiyeli ise,

‖d~ϕ‖2 = ‖~ϕu‖2du2+2~ϕu ·~ϕvdudv+‖~ϕv‖2dv2

= Edu2+2Fdudv+Gdv2

olur. Bu birinci temel form dur. Yüzey üzerindeki normal vektör alanı dau,v parame-

treleriyle değişir, Yani;

~N = ~N(u,v)

dir. Burada;

d~N = ~Nudu+~Nvdv

olur.I , II , III temel formları göstermek üzere,










I II III

d~N d~ϕ 0

0 d~N d~ϕ











matrisi yazılabilir. Burada birinci satırdaki her eleman kendi kofaktörüne eşitlenerek
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sırasıylaI ., II . ve III . temel formları elde edilir.

I =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

d~ϕ 0

d~N d~ϕ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= d~ϕ2 = (~ϕu ·du+~ϕv ·dv)2

II = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

d~N 0

0 d~ϕ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −d~N ·d~ϕ = −(~Nu ·du+~Nv ·dv) · (~ϕu ·du+~ϕv ·dv)

III =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

d~N d~ϕ

0 d~N

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= d~N2 = (~Nu ·du+~Nv ·dv)2

Böylece,

I = E ·du2+2F ·dudv+G ·dv2

II = l ·du2+2m·dudv+n ·dv2

III = e·du2+2 f ·dudv+g ·dv2

olur. Burada;

E = ϕu ·ϕu , l = Nu ·ϕu = N ·ϕuu

F = ϕu ·ϕv , m= Nu ·ϕu = N ·ϕuv

G = ϕv ·ϕv , n = N ·ϕvv

dir [4].

Tanım 2.0.15.S,Rn+1 de birn− yüzey olsun.

Lp : Sp → Sp Weingarten dönüşümü içinLp(Vi) = kiVi (i ≤ 1 ≤ n) olacak şekildeki

k1(p),k2(p), .....,kn(p) özdeğerlerineSnin p noktasındakiasli ĕgrilikleri denir.

Asli eğriliklere karşılık gelen ve karekteristik vektör olarak adlandırılan vektörlerin be-

lirtiği doğrultulara daS nin p noktasındakiasli ĕgrilik vekt örleri(asli doğrultu) denir

[1].

Tanım 2.0.16. S,Rn+1 de bir yüzey veS nin p noktasındaki Weingarten dönüşümüLp
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olmak üzere,

K : S ⊂ Rn+1 → R

p → K(p) = detLp

şeklinde tanımlananK fonksiyonunaGauss ĕgrilik fonksiyonu denir. K(p) değerine de

Snin, p noktasındakiGauss ĕgrili ği denir.

Özel olarakn = 2 alınırsaK(p) = k1(p) ·k2(p) olur [1].

Tanım 2.0.17.S,Rn+1 de bir yüzey vep∈ Solmak üzere

H : S⊂ Rn+1 → R

H(p) = 1
n ∑n

i=1ki(p)

olacak şekilde tanımlananH fonksiyonunaortalama eğrilik fonksiyonu denir. H(p)

değerine deSnin p noktasındakiortalama eğrili ği denir [1].

Tanım 2.0.18.Syüzeyinin ortalama eğrilik fonksiyonu sıfır(H = 0) ise bu yüzeye mini-

mal yüzey denir [2].

Sonuç 2.0.1.S,R3 de minimal yüzey ise∀P∈ S için K(p) ≤ 0 dır [2].

İspat. S,R3 de minimal yüzey olsun. O haldeH = 0 dır. H = 1
2(k1 + k2) olduğu göz

önüne alınarakk1 + k2 = 0 ve buradan dak1 = −k2 bulunur. K = k1.k2 = −(k2)
2 elde

edilir. K ≤ 0 olduğu apaçıktır [2].

Tanım 2.0.19. α : I → Rn+1 diferensiyellenebilir parametrik bir eğri olsun.∀t ∈ I için

α′(t) 6= 0 iseα eğrisineregüler eğri denir [5].

Tanım 2.0.20.ϕ : U ⊂ Rn → Rm bir diferensiyellenebilir dönüşüm olsun.

p∈U ,V = (p,v) veα̇(t0) =V olacak şekilde,U da herhangi bir parametrik eğriα : I →U

olmak üzere,

dϕ : Rn
p → Rm

ϕ(p)

V → dϕ(V) = ˙ϕoα(t0)

11



olacak şekilde tanımlıdϕ dönüşümüneϕ nin Türev dönüşümü ( diferensiyeli) denir.dϕ

nin değeriα eğrisinin seçiminden bağımsızdır. Buna göre,

dϕ(V) = ˙ϕoα(to) = (ϕ(p),∇ϕ1
V1

, ....,∇ϕm
V1

)

olur [1].

Tanım 2.0.21. Bir ϕ : Rn → Rm dönüşümü verilsin.∀p ∈ Rn için dϕp türev dönüşümü

birebir isedϕp türev dönüşümüne regülerdir denir.

Türev dönüşümler lineer dönüşümler olduğu için aşağıdaki durumlar denktir.

1.dϕp dönüşümü birebir dir.

2.dϕ(Vp) = 0 iseVp = 0 dır.

3.ϕ nin p noktasındaki jakobien matrisinin rankın dir [6].

Tanım 2.0.22.U ⊂ Rn de irtibatlı açık bir alt küme olmak üzere

ϕ : U → Rn+k diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun.ϕ dönüşümü regüler iseϕ(U) ya

Rn+k da(k > 0) parametrik bir n− yüzeydenir [1].

Tanım 2.0.23.S,Rn+1 de yönlendirilmiş bir yüzey olsun.Syüzeyi

H+
p = {q∈ Rn+1 : (q− p) ·N ≥ 0}

veya

H−
p = {q∈ Rn+1 : (q− p) ·N ≤ 0}

yarı düzlemlerinden sadece birinde kalıyorsa,Syüzeyine konveks yüzeydenir [1].

Tanım 2.0.24. Rn+1 de n− boyutlu S yüzeyi üzerindeki tanjant vektör alanların uzayı

χ(S) olsun.∀X,Y,Z ∈ χ(S) için,

R(X,Y) : χ(S) → χ(S)

R(X,Y)Z = ∇Y∇XZ−∇X∇YZ+∇[X,Y]Z

olark tanımlananR(X,Y) dönüşümüneRiemann ĕgrilik tensör alanı denir. Burada∇, S

nin Riemann konneksiyonudur .
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g, Riemann metriği olmak üzere

R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W) W ∈ χ(S)

eşitliği vardır[7].

Tanım 2.0.25.Bir ϕ dönüşümü için, teğet vektör alanıϕ̇ olan bir parametrik eğri∀t için

ϕ̇(t) = dϕt(t,1) olduğundaṅϕ, ϕ boyunca bir teğet vektör alanıdır. Bu teğet vektör alanı

şu şekilde genelleştirilebilir.U ⊂ Rn bir açık veϕ : U → Rn+k bir diferensiyellenebilir

dönüşüm olsun.ϕ boyunca ki teğet vektör alanları;

Ei(p) = dϕp(p,0,0...1, ...,0)

şeklinde tanımlansın. Buradaki 1 vektör kısmınıni yinci bileşeni olupEi (1≤ i ≤ n) nin

bileşenlerinin aynı zamandaϕ nin p noktasındaki jakobien matrisinini yinci sütunundan

ibaret olduğu görülür. Yani;

Ei(p) = (ϕ(p),
∂ϕ
∂ui

(p)) = (ϕ(p),
∂ϕ1

∂ui
(p), ...,

∂ϕn+k

∂ui
(p))

olur. Buradaϕ(p) = (ϕ1(p), ...,ϕn+k(p)) ve p ∈ U dir. Bu şekilde tanımlananEi (1 ≤
i ≤ n) vektör alanlarıϕ yüzeyi boyuncakoordinat vekt ör alanları olarak adlandırılır

[1].

Tanım 2.0.26.ϕ : U → Rn+1 parametrik yüzeyin hacmi

V(ϕ) =

∫

U
det























E1

.

.

En

N























=

∫

U
det

















E1(u1, ....,un)

................

En(u1, ....,un)

N(u1, ....,un)

















du1...dun

şeklinde tanımlanır.

N normal vektör alanı hesaplanmadan yüzeyin hacmi aşağıdaki teorem ile ifade

edilebilir [1].
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Teorem 2.0.2.ϕ : U → Rn+1 parametrik bir n− yüzey olsun. O halde,

V(ϕ) =

∫

U
(det(Ei ·E j))

1
2

dir. Burada E1,E2, ...En,ϕ nin koordinat fonksiyonlarıdır [1].

Tanım 2.0.27.ϕ : U → Rn+1 parametrikn− yüzey için,

ϕs : U → Rn+1,s∈ R

ϕs(q) = ψ(q,s) = ϕ(q)+sNϕ(q)

parametrik yüzey ailesini tanımlayalım. Buradas= 0 için ϕs = ϕ olacağı açıktır.s 6= 0

olduğundanϕs yüzeyi bazı noktalarda regüler olmayabilir. Böyle noktalardadϕs(V) = 0

olacak şekildeV ∈ Rn
p(‖V‖ = 1) doğrultusunun bulunduğu bazıp noktaları vardır. Eğer

α eğrisi,α̇(t0) = V olacak şekildeU da parametrik bir eğri ise,

˙ϕsoα(t0) = dϕs(α̇(t0)) = 0

sağlanır. Yani,

ϕsoα(t) = ϕ(α(t))+sNϕ(α(t))

eğrisit = to da sıfır hızına sahip olur.

Bunun geometrik anlamı:ϕ(p) = ϕ(α(t0)) noktası civarındaϕoα da geçen normal

doğrular, f = ϕs(α(t0)) = ϕs(p) odağına yönlenir. Böylef noktalarıϕ yüzeyinin odak

noktaları olarak adlandırılır [1].
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3. KATI HAREKETLER ve KONGR ÜANSLAR

Bu bölümde katı hareket ve kongrüent yüzey tanımları verilerek öteleme, dönme,

yansımalar ve bunlar arasındaki ilişkiler verilmiştir.ÖzellikleRn+1 in bir katı hareketinin

bir ortogonal dönüşüm ve bir ötelemenin bileşkesi olarak elde edildiği görülmüştür. Daha

sonra kongrüent yüzeylerle ilgili teorem ve sonuçlar verilerek kongrüent yüzeylerin aynı

geometriye sahip olduğu gösterilmiştir.

3.1 Katı hareketler

Tanım 3.1.1.∀p,q∈ Rn+1 için,

ψ : Rn+1 → Rn+1

‖ψ(p)−ψ(q)‖ = ‖p−q‖

olacak şekildeki birψ dönüşümüneRn+1 de birkatı hareket denir.

Böylece bir katı hareket uzaklığı koruyan bir dönüşümdür [1].

Örnek 3.1.1. a∈ Rn+1 için ,

ψ : Rn+1 → Rn+1

ψ(p) = p+a

olacak şekilde tanımlananψ dönüşümüRn+1 in bir katı hareketi olupa vektörüyle belirli

olan birötelemeolarak adlandırılır [1].

Örnek 3.1.2. θ ∈ R için,

ψ : R2 → R2

(x1,x2) → ψ(x1,x2) = (x1cosθ−x2sinθ,x1sinθ+x2cosθ)

şeklinde tanımlanan dönüşüm bir katı hareket olup, buhareket 0 merkezliθ açılı bir

dönmeolarak adlandırılır (şekil 3.1.1) [1].
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Şekil 3.1.1

Örnek 3.1.3. a∈ Rn+1 için ‖a‖ = 1 veb∈ R olmak üzere

ψ : Rn+1 → Rn+1

ψ(p) = p+2(b− p ·a)a

olarak tanımlananψ dönüşümü bir katı hareket olup,H = {x ∈ Rn+1 : a · x = b} n−
düzlemine g̈ore yansımaolarak adlandırılır (şekil 3.1.2) [1].

Şekil 3.1.2
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Örnek 3.1.4. ∀v∈ Rn+1 için ‖ψ(v)‖= ‖v‖ olacak şekilde tanımlananψ lineer dönüşümü

bir katı harekettir. Çünkü∀p,q∈ Rn+1 için,

‖ψ(p)−ψ(q)‖ = ‖ψ(p−q)‖

= ‖p−q‖

olur. Bu şekilde tanımlananψ dönüşümüneRn+1 in ortogonal dönüşümü denir.

Rn+1 in bir lineer dönüşümünün katı hareket olması için gerek ve yeter şart bu

dönüşümün ortogonal olmasıdır.

Rn+1 in iki katı hareketininψ2oψ1 bileşimi bir katı harekettir.̈Ozellikle bir ortogo-

nal dönüşüm ile bir ötelemenin bu sıradaki bileşimi de bir katı harekettir [1].

Teorem 3.1.1.ψ,Rn+1 in bir katı hareketi olsun.ψ = ψ2oψ1 olacak şekilde bir tekψ1

ortogonal d̈onüş̈umü veψ2 ötelemesi vardır [1].

İspat. a = ψ(0) olsun. ψ2,a ile belli olan bir öteleme veψ1 = ψ−1
2 oψ olsun. ψ1 in

ortogonal dönüşüm olduğunu göstereceğiz. Açıkça ψ1(0) = 0 olacak şekildeψ1 bir katı

harekettir.

∀v∈ Rn+1 için ψ1 ortogonal dönüşümü,

‖ψ1(v)‖ = ‖ψ1(v)−ψ1(0)‖ = ‖v−0‖ = ‖v‖

eşitliğini sağladığından normları korur. Böylece, sadeceψ1 in lineer olduğunu gösterme-

miz gerekir. Bunun için önceψ1 in iç çarpımları koruduğunu göstereceğiz.

∀v,w∈ Rn+1 için,

ψ1(v) ·ψ1(w) =
1
2
(‖ψ1(v)‖2+‖ψ1(w)‖2−‖ψ1(v)−ψ1(w)‖2)

=
1
2
(‖v‖2+‖w‖2−‖v−w‖2)

= v·w

olur. Sonuç olarak lineerliği göstermek için,∀c1,c2 ∈ R vev1,v2 ∈ Rn+1 olmak üzere

ψ1(c1v1 +c2v2) = c1ψ1(v1)+c2ψ1(v2)
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eşitliğini veya buna denk olan

ψ1(c1v1+c2v2)−c1ψ1(v1)−c2ψ1(v2) = 0

olduğunu göstermemiz gerekir.

Bunun içinψ1(c1v1+c2v2)−c1ψ1(v1)−c2ψ1(v2) vektörününRn+1 in bazı bazlarında her

vektöre ortogonal olduğunu göstermek yeterlidir. Eğer {e1,e2, ...,en+1}, Rn+1 in herhangi

bir ortonormal bazı ise o zaman{ψ(e1),ψ(e2), ...,ψ(en+1)} de Rn+1 in bir ortonormal

bazı olur. Çünkü;ψ1 iç çarpımları korur vei ∈ {1, ...,n+1} için,

[ψ1(c1v1+c2v2)−c1ψ1(v1)−c2ψ1(v2)] ·ψ1(ei)

= (c1v1+c2v2) ·ei −c1(v1 ·ei)−c2(v2 ·ei) = 0

olacağındanψ1 lineerdir [1].

Şimdi deψ1 ve ψ2 nin tekliğini gösterelim. Farzedelim kīψ2 ötelemesi veψ̄1 or-

togonal dönüşümü olmak üzereψ = ψ̄2oψ̄1 olsun. Göstermeliyiz kiψ̄2 = ψ2 ve ψ̄1 = ψ1

dir. Kabul edelim kiψ2oψ1 = ψ̄2oψ̄1 olsun. O haldeψ1 = ψ−1
2 oψ̄2oψ̄1 olur.

ψ1 ve ψ̄1 lineer dönüşümlerdir. Bu dönüşümler orijini kendisine resmeder. Bu da

(ψ−1
2 oψ̄2)(0) = 0 olduğunu gösterir. Fakatψ−1

2 oψ̄2 ötelemedir. Dolayısıyla

ψ−1
2 oψ̄2 = I olmalıdır. Böyleceψ̄2 = ψ2 bulunur.

ψ2oψ1 = ψ̄2oψ̄1 eşitliğinden,ψ2oψ1 = ψ2oψ̄1 olur. Heriki tarafıψ−1
2 ile işleme tabii tu-

tarsakψ1 = ψ̄1 olur [6].

Sonuç 3.1.1.ψ : Rn+1→Rn+1 bir katı hareket olsun. O halde aşağıdaki özellikler sa˘glanır.

1. ψ diferensiyellenebilir dir.

2. ψ : Rn+1 → Rn+1 örtendir.

3. dψ(V) ·dψ(W) = V ·W , ∀V,W ∈ Rn+1
p ve p∈ Rn+1 [1]

İspat. 1. Lineer dönüşümler ve ötelemeler diferensiyellenebilirdir. Dolayısıyla katı

hareketler de diferensiyellenebilirdir.

2. Rn+1 in ortogonal dönüşümleri ve ötelemeler örtendir. Dolayısıyla katı hareketler

de örtendir.
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3. ψ katı hareketiψ2 ötelemesi veψ1 ortogonal dönüşümü ile verilsin.ψ2 ve ψ1

bileşenleri tek olduğundan

∀(p,v) ∈ Rn+1
p ve∀p∈ Rn+1 için

dψ(p,v) = (ψ(p),ψ1(v)) (3.1.1)

olur. Gerçekten dėα(0) = (p,v) olacak şekilde kiα(t) = p+tv eğrisini göz önüne alalım.

Bu durumda aşağıdaki eşitliğe sahip oluruz.

dψ(p,v) = ˙ψoα(0) =

(

ψ(p),
d
dt
|0ψ(p+ tv)

)

=

(

ψ(p),
d
dt
|0ψ2oψ1(p+ tv)

)

=

(

ψ(p),
d
dt
|0(ψ1(p)+ tψ1(v)+a)

)

= (ψ(p),ψ1(v))

dir. DolayısıylaV = (p,v) veW = (p,w) ∈ Rn+1
p için,

dψ(V) ·dψ(W) = (ψ(p),ψ1(v)) · (ψ(p),ψ1(w))

= ψ1(v) ·ψ1(w)

= v·w

= V ·W

bulunur [1].

3.2 Kongrüent Yüzeyler

Tanım 3.2.1. Sve S̃ , Rn+1 de iki yüzey olmak üzere,

ψ : Rn+1 → Rn+1

S→ ψ(S) = S̃

olacak şekilde birψ katı hareketi varsa,Rn+1 dekiSveS̃yüzeylerinekongrüent yüzeyler

denir [1].
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Böyle bir katı hareketinindψ diferensiyeli,∀p ∈ S için S nin p noktasındakiSp tanjant

uzayını,S̃nın S̃ψ(p) tanjant uzayı üzerine dönüştürür.dψ iç çarpımları koruduğundan,

dψ(N(p)) = ∓Ñ(ψ(p))

olur. BuradaN ve Ñ sırasıylaSve S̃ üzerindeki yönlendirmelerdir.∀p∈ S için S̃yüzeyi

üzerindeÑ yönledirmesi,

dψ(N(p)) = +Ñ(ψ(p))

veya

dψoN = Ñoψ

olacak şekilde daima seçilebilir [1].

Örnek 3.2.1. R3 de aynı yarıçaplı iki küre denktir.

S2
r (p),S2

r (q) ⊂ R3 olmak üzere

ψ : Tq−p : R3 → R3

p→ T(p) = q

ötelemesi ile

ψ(S2
r (p)) = S2

r (q)

olur [3].

Teorem 3.2.1.S veS̃ , Rn+1 de kongr̈uent iki ÿuzey olsun. Ayrıca

ψ : Rn+1 → Rn+1

ψ(S) = S̃

olacak şekilde bir katı hareket olsun. Farzedelim ki S veS̃, dψoN = Ñoψ olacak şekilde

yönlendirilmiş olsun. O zaman∀V,W ∈ Sp, p∈ S için

1. dψ(V) ·dψ(W) = V ·W
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2. S nin p noktasındaki IIp ikinci temel formu veS̃ nınψ(p) noktasındakiĨI ψ(p)

ikinci temel formu arasında,

II p = ĨI ψ(p)odψ

bağıntısı vardır [1].

İspat. 1. Sonuç 3.1.1 den açıktır.

2. ψ1 dönüşümü, Teorem 3.1.1 deki gibiψ nin ortogonal bileşeni olsun.

p∈ S,V ∈ Sp ve α̇(t0) = V olacak şekildeα : I → Seğrisi verilsin.

dψ(V) = ˙ψoα(t0) olduğundanS̃nın ψ(p) noktasındadψ(V) üzerindeL̃ψ(p) Weingarten

dönüşümünün değeri;

L̃ψ(p)(dψ(V)) = −∇dψ(V)Ñ

= −(Ñoψ̇oα)(t0)

= −(dψoṄoα)(t0)

= −(ψ(p),(ψ1oNoα)′(t0)) (3.1.1) den

= −(ψ(p),ψ1((Noα)′(t0))) (ψ1in lineerliğinden)

= −dψ(p,(Noα)′(to)) (3.1.1) den

= −dψ(∇VN)

= dψ(Lp(V))

olur. BuradaLp, Snin p noktasındaki Weingarten dönüşümüdür. Böylece,

ĨI ψ(p)(dψ(V)) = L̃ψ(p)(dψ(V)) ·dψ(V)

= dψ(Lp(V)) ·dψ(V)

= Lp(V) ·V

= II p(V)

olur [1].
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Sonuç 3.2.1.ψ : S→ S̃ dönüşümüψ nin ortogonal kısmıψ1 ve Ñoψ = dψoN olacak

şekilde bir katı hareket iseSve S̃yüzeyleri aynı geometriye sahip olur. Bu durumda;

1. α : I → Snın uzunluğu,ψoα : I → S̃nın uzunluğu ile aynıdır.

2. N ve Ñ sırasıylaS ve S̃ yüzeylerinin Gauss dönüşümleri olmak üzere, bunlar

arasındaÑoψ = ψ1oN bağıntısı vardır.Özellikle S̃nın küresel göstergesi,Snin küresel

göstergesininψ1 altındaki görüntüsüdür.

3. α : I →Seğrisinin bir geodezik olması için gerek ve yeter şartψoα nınS̃üzerinde

bir geodezik olmasıdır.

4. α : I → Seğrisi boyunca birX vektör alanının paralel olması için gerek yeter şart

dψoX in ψoα boyunca paralel olmasıdır.

5. Snin p noktasındakiLp Weingarten dönüşümü ilẽSnınψ(p) noktasındakĩLψ(p)

Weingarten dönüşümü arasında

L̃ψ(p)odψp = dψpoLp

bağıntısı vardır.

6. Sve S̃nın sırasıylak ve k̃ normal eğrilikleri arasında

k = k̃odψ

bağıntısı vardır.̈OzellikleSnin p noktasındaki asli eğrilikleri ilẽSnınψ(p) noktasındaki

asli eğrilikleri aynıdır.

7. S nin p noktasındaki vẽS nın ψ(p) noktasındaki Gauss ve ortalama eğrilikleri

aynıdır.

8. Syüzeyininp∈ Snoktasında konveks olması için gerek ve yeter şartS̃yüzeyinin

ψ(p) noktasında konveks olmasıdır.

9. Snin odak noktasınınψ altındaki görüntüsü,̃Snın odak noktasına eşittir.

10. Syüzeyinin hacmi,̃Syüzeyinin hacmine eşittir.

11.Syüzeyinin minimal yüzey olması için gerek ve yeter şartS̃nın minimal yüzey

olmasıdır.
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İspat. 1. ℓ(ψoα) =
∫

I ‖ ˙ψoα‖ =
∫

I ‖dψoα̇‖ =
∫

I ‖α̇‖ = ℓ(α)

2. Ñoα = dψoN eşitliğinden görülür.

3. (4) den görülür. Çünküα eğrisinin bir geodezik olması için gerek ve yeter şartα̇

nün paralel olmasıdır.

4. Ñ(ψ(α(t))) = dψ(N(α(t))) nin bir katının ˙dψoX(t) = dψ(Ẋ(t)) olması için

gerek ve yeter şarṫX(t) nin N(α(t)) nin bir katı olmasıdır.

5. Teorem 3.2.1 in ispatından görülmektedir.

6. k̃(dψ(V)) = ĨI ψ(p)(dψ(V)) = II p(V) = k(V) olduğundank ve k̃ asli eğrilikleri

aynıdır. ÇünküLp ve L̃p = dψpoLpodψ−1
p şekil peratörleri aynı özdeğerlere sahiptir.

7. (6) dan görülür.

8.

(ψ(q)−ψ(p)) · Ñ(ψ(p)) = (ψ1(q)−ψ1(p)) ·ψ1(N(p))

= (q− p) ·N(p)

eşitliğinden görülür.

9.

ψ(p+(
1

ki(p)
)N(p)) = ψ2(ψ1 +(

1
ki(p)

)ψ1(N(p)))

= ψ1(p)+(
1

ki(p)
)ψ1(N(p))+a

= ψ(p)+(
1

k̃i(ψ(p))
)Ñ(ψ(p))

10. Snin herhangi birϕ lokal parametrizasyonu içinψoϕ deS̃nın bir lokal

parametrizasyonudur. Böylece,

det(Eψoϕ
i ·Eψoϕ

j ) = det(dψ(Eϕ
i ) · (dψ(Eϕ

j )))

= det(Eϕ
i ·Eϕ

j )

olur. Hacim integrantları eşit olduğundanSve S̃yüzeylerinin hacimleri eşittir.

11. (7) den görülür [1].
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Teorem 3.2.2.Rn+1 in irtibatlı ve yönlendirilmiş iki ÿuzeyi S vẽS olsun. Aşăgıdaki (1)

ve(2) şartları săglayacak şekilde birψ : S→ S̃ diferensiyellenebilir d̈onüş̈umü varsa bu

iki yüzey kongr̈uent tir.∀V,W ∈ Sp, p∈ S için,

1. dψ(V) ·dψ(W) = V ·W

2. S nin veS̃ nın sırasıyla p veψ(p) noktasındaki IIp veĨI ψ(p) ikinci temel formları

arasında∀p∈ S için,

II p = ĨI ψ(p)odψ

bağıntısı vardır. Gerçektenψ, Rn+1 de bir katı hareketin S ye kısıtlanışıdır [1].

İspat. p0 ∈ Solsun.Rn+1 in bir ψ̄ katı hareketiψ̄ = ψ2oψ1 olacak şekilde tanımlayalım.

Buradaψ1, Rn+1 in aşağıdaki(a) ve (b) özelliklerini sağlayan ve birtek şekilde belli olan

ortogonal dönüşümdür.

(a) ψ1(N(p0)) = Ñ(ψ(p0))

(b) ∀v∈ Rn+1 için v⊥N(p0) olacak şekilde(p0,ψ1(v)) = dψ(p0,v)

dir. Ayrıca ψ2,Rn+1 in ψ1(p0) noktasını ψ(p0) noktasına dönüştürecek şekildeki

ötelemesidir.∀p∈ S için ψ = ψ̄|S alarak(ψ̄−1oψ)(p) = p olduğunu göstereceğiz.

ϕ = ψ̄−1oψ olsun. Bu durumdaϕ dönüşümü,Syi S̄= ψ̄−1(S̃) üzerine dönüştürür. Ayrıca,

∀V,W ∈ Sp, p∈ Sve∀V ∈ Sp0 için

(i) dϕ(V) ·dϕ(W) = V ·W

(ii) II p = ĪI ϕ(p)odϕ

(iii ) ϕ(p0) = p0

(iv) dϕ(V) = V

özellikleri sağlanır. (i) ve (ii) den S nin Lp ve S̄ nin L̄ϕ(p) Weingarten dönüşümleri

arasında∀p∈ S için

L̄ϕ(p)odϕ = dϕoLp
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olduğu sonucuna varılır. Gerçekten de∀V,W ∈ Sp için

L̄ϕ(p)(dϕ(V)) ·dϕ(W) =
1
2
(ĪI ϕ(p)(dϕ(V +W))− ĪI ϕ(p)(dϕ(V))− ĪI ϕ(p)(dϕ(W)))

=
1
2
(II p(V +W)− II p(V)− II p(W))

= Lp(V) ·W = dϕ(Lp(V)) ·dϕ(W)

olur. Çünkü∀p∈ S için dϕ, Sp yi S̄ϕ(p) ye dönüştürür. Dolayısıyladϕ, Sp nin ortonormal

bazlarınıS̄ϕ(p) nin ortonormal bazlarına dönüştüreceğinden(i) den dolayı∀V ∈ Sp için

L̄ϕ(p)(dϕ(V)) = dϕ(Lp(V))

olur.

Göstereceğiz ki eğerα : I → Sparametrik eğrisi birt0 ∈ I için

ϕ(α(t0)) = α(t0) isedϕ(α(t0)) özdeşlik dönüşümüdür.

Bu durumda ∀t ∈ I için ϕ(α(t)) = α(t) dolayısıyla dϕ(α(t)) de özdeşlik

dönüşümüdür.

∀t ∈ I için {X1(t), ...,Xn+1} kümesi Sα(t) nin bir ortonormal bazı olacak şekilde

X1, ...,Xn, α eğrisi boyunca diferensiyellenebilir paralel vektör alanları olsun.

Sα(t0) ın bir ortonormalx1, ...,xn bazları yardımıylaα eğrisi boyunca bir tek şekilde

belirlenenX i paralel vektör alanları,X i(t0) = xi olacak şekilde seçilerek elde edilebilir.

∀t ∈ I için ϕoα boyuncaY i(t) = dϕ(X i(t)) olacak şekilde vektör alanları olsun. Bu

durumda∀t ∈ I için {Y1(t), ...Yn(t)} bazı S̄ϕoα(t) nin bir ortonormal bazıdır. Böylece

dϕα(t0) özdeşlik dönüşümü olduğundan,∀i için Y i(t0) = X i(t0) olur. Ayrıca;

˙ϕoα =
n

∑
i=1

(( ˙ϕoα) ·Y i)Y i =
n

∑
i=1

(dϕ(α̇) ·dϕ(X i))Y i

=
n

∑
i=1

(α̇ ·X i)Y i

elde edilir.

Xi : I → RveYi : I →Rvektörleri sırasıylaX i veY i nin vektör kısımları olmak üzere, eğer

Yi = Xi olduğunu gösterebilirsek

d
dt

(ϕoα) =
n

∑
i=1

(α̇ ·X i)Yi =
n

∑
i=1

(α̇ ·X i)Xi =
dα
dt
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eşitliğini elde ederiz. Böyleceϕoα veα bir sabit ile farkederler.

(ϕoα)(t0) = α(t0) olduğundan∀t ∈ I için (ϕoα)(t)= α(t) sonucuna varılır. Ayrıca∀i için

dϕ(X i(t)) = Y i(t) = (ϕ(α(t)),Yi(t)) = (α(t),X(t)) = X i(t)

olur. Dolayısıyla∀t ∈ I için dϕ(α(t)) özdeşlik dönüşümü olur. Buda istenendir.

Böylece∀i ∈ {1, ...n} için Xi = Yi olduğunu göstereceğiz. Bunun için,∀t için Rn+1
α(t)

veRn+1
ϕoα(t) uzaylarının sırasıyla{X1(t), ...Xn+1(t)} ve{Y1(t), ...Yn+1(t)} ortonormal ba-

zları olmak üzere,Xn+1 = Noα veYn+1 = N̄oϕoα alalım. Bu durumda,

Ẋ i =
n+1

∑
j=1

ai j X j ve Ẏ i =
n+1

∑
j=1

bi j Y j

olur. Burada;ai j = Ẋ i ·X j ve bi j = Ẏ i ·Y j fonksiyonlarıI üzerinde reel değerli fonksiy-

onlardır.∀i, j için ai j = bi j olduğunu göstereceğiz.

0 =
d
dt

(X i ·X j ) = Ẋ i ·X j +X i · Ẋ j = ai j +a ji

olduğundana ji = −ai j olur. Benzer şekildeb ji = −bi j olur. i < j için ai j = bi j olduğunu

göstermek yeterlidir.

Y i = dϕoX i, i ∈ {1, ...n} vektör alanlarıS̄dekiϕoα eğrisi boyunca paraleldir. Bu gerçek,

(i) den veX paralel vektör alanı için ˙X(t) = 0 olmasının bir sonucudur. Bu gerçekler

altındaẊ i nin Sye normal olduğu gibiẎ i deS̄ye normaldır. Böylece 1≤ i, j ≤ n için

bi j = Ẏ i ·Y j = 0 = Ẋ i ·X j = ai j

olur. Ayrıcai ≤ n için

bi,n+1 = Ẏ i ·Yn+1 = Ẏ i · N̄oϕoα = −Y i · N̄oϕ̇oα

= Y i · L̄( ˙ϕoα) = Y i · L̄(dϕ(α̇)) = dϕ(X i) ·dϕ(L(α̇))

= X i ·L(α̇) = −X i · ˙Noα = Ẋ i ·Noα = Ẋ i ·Xn+1 = ai,n+1

olur. BuradaL(α̇), α eğrisi boyunca(L( ˙α(t))) = Lα(t)(α̇(t)) ile tanımlanan vektör

alanıdır.L̄( ˙ϕoα) de benzer şekilde tanımlanmıştır. Böylece 1≤ i < j ≤ n+1 için ai j = bi j

sonucuna ulaşırız. Dolayısıyla∀i, j için ai j = bi j olur.
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∀i ∈ {1, ...,n+1} için Xi = Yi olduğunu göstererek ispat tamamlanabilir.

ci j = Yi ·Xj : I → R olmak üzereYi = ∑n+1
j=1 ci j Xj için (ci j (t0)) matrisi birimdir. Ayrıca,

dci j

dt
=

dYi

dt
·Xj +Yi ·

dXj

dt

= (
n+1

∑
k=1

aikYk) ·Xi +Yi · (
n+1

∑
k=1

a jkXk)

=
n+1

∑
k=1

(aikck j +a jkcik)

olur.

ci j (t0) =







1, i = j ise

0, i 6= j ise

başlangıç değerli 1. mertebeden adi diferensiyel denklemler

ci j (t) =







1, i = j ise

0, i 6= j ise

fonksiyonları ile sağlanır. Çünküai j + a ji = 0 dır. Böylece adi diferensiyel denklemin

çözümünün tekliğinden dolayı∀t ∈ I için (ci j (t)) birim matristir. Bir başka ifadeyle∀t ∈ I

ve i ∈ {1, ...,n+ 1} için Yi(t) = Xi(t) olur. Son olarak∀p ∈ S için ϕ(p) = p olduğunu

göstermeliyiz.

U = {p∈ S: ϕ(p) ve dϕ(p) = özdeşlik}

olsun.φ, Snin bir lokal parametrizazyonu olmak üzere∀p∈U , φ(V) formundaki bir açık

küme tarafından kapsanacağındanU kümesiSde bir açıktır. BuradaV, Rn de bir açık yu-

vardır. p,φ(V) deki bir parametrik eğri ileφ(V) nin herhangi bir noktasını birleştirebilir.

Böyleceφ(V) ⊂ U teşkil edilebilir. Diğer taraftanϕ ve dϕ fonksiyonları sürekli olduk-

larındanU nunSdekiS−U tümleyeniSde bir açık kümedir. Bu iseSirtibatlı olduğundan

sadeceU nun veyaS−U nun boş küme olması ile mümkündür. Eğerα : [a,b] → S,

α(a) ∈ U ve α(b) ∈ S−U olacak şekilde sürekli bir dönüşüm ise, bu durumdaα(to)

neU ya nedeS−U ya ait olur. Buradat0, {t ∈ [a,b] : α(t) ∈ U} kümesinin en küçük
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üst sınırıdır. p0 ∈ S olduğundanS−U boş küme olmak zorunda, böyleceU = S olur.

Özelliklede∀p∈ S için ϕ(p) = p olur [1].
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4. İZOMETR İLER

Bu bölümde intrinsic geometrik özellikler; izometri, izometrik yüzeyler, global

izometri ve lokal izometri kavramları verilmiştir. Birψ dönüşümü izometri ise birinci

temel formları koruduğu, tersine birψ diffeomofizmi birinci temel formları koruyorsa

ψ nin bir izometri olduğu görülür. Ayrıca çeşitli lokal izometri örnekleri verilmiştir.

Daha sonra Riemann metrik ve poincare metriği verilerek bumetriklerle ilgili teorem

ve sonuçlar ifade edilmiştir.

4.1 İzometriler ve Lokal İzometriler

Uzay araçlarının icadından önce yeryüzünde yapılan ölçümlerden yeryüzü ölçüleri

konusunda kesin bir sonuca varmak zordu. Bir eğrinin zamanparametresine göre türevini

alarak bu eğrinin uzunluğunu ve çizilme hızını ölçebiliriz. Böyle ölçümlerden türetilmiş

olan geometriyeintrinsic geometri denir.

Bir S yüzeyinde eğriler boyunca uzaklığı hesaplayabilmek ic¸in ihtiyaç duya-

bileceğimiz esas unsur tanjant vektörlerin iç çarpımıdır. Gerçekten dep∈ Solmak üzere

herSp tanjant uzayı üzerinde iç çarpımın verilmesiyle bu yüzey üzerindeki parametrik bir

α : I → Seğrisininℓ(α) uzunluğu,

ℓ(α) =

∫ b

a
‖α̇(t)‖dt

=
∫ b

a
(α̇(t) · α̇(t))

1
2dt

formülü ile hesaplanabilir. TersineSdeki keyfi diferensiyellenebilir eğrilerin uzunluğunu

hesaplayabilirsekSp deki vektörlerin normlarını da hesaplayabiliriz. Gerçekten deα :

[a,b]→Seğrisinina dant ye kadar olan yayın uzunluğus(t) ve ˙α(t) =V olacak şekildeki

V ∈ Sp vektörü için,

‖V‖ = ‖ ˙α(t)‖ = (
ds
dt

)(t0)
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olur. Normlar yardımıyla bütün iç çarpımları;

V ·W =
1
2
(‖V +W‖2−‖V‖2−‖W‖2)

formülü ile hesaplayabiliriz. BöyleceS üzerindeki bir α eğrisinin uzunluk ölçüleri

yardımıyla türetilen intrinsic geometri;Snin her bir noktasındaki tanjant uzayı üzerindeki

iç çarpım bilgisinden elde edilen geometridir [1].

Tanım 4.1.1. ψ : S→ S̃diffeomorfizmi∀p∈ Sve∀V,W ∈ Sp için,

dψ(V) ·dψ(W) = V ·W

eşitliğini sağlıyorsaψ dönüşümüne birizometri denir.

Diğer bir ifadeyle;dψ dönüşümü tanjant vektörlerin iç çarpımını koruyorsaψ diffeomor-

fizmi bir izometridir [5].

Ayrıca ψ bir izometri olduğundan∀V ∈ Sp için,

Ip(V) = V ·V = dψp(V) ·dψp(V)

= Iψ(p)(dψp(V))

eşitlikleri sağlandığından birinci temel formlar korunur.

Tersine birψ diffeomorfizmi birinci temel formları koruyorsa, yani∀V ∈ Sp için

Ip(V) = Iψ(p)(dψp(V))

eşitliği sağlanıyorsa bu durumda;

2(V ·W) = Ip(V +W)− Ip(V)− Ip(W)

= Iψ(p)(dψp(V +W))− Iψ(p)(dψp(V))− Iψ(p)(dψp(W))

= 2(dψp(V) ·dψp(W))

olacağındanψ nin bir izometri olacağı sonucuna varılır [5].

Tanım 4.1.2. Eğerψ : S→ S̃ dönüşümü bir izometri iseS ve S̃ yüzeylerineizometrik

tirler denir [3].
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Örnek 4.1.1. Bir kağıt parçasını değişik şekillere dönüştür¨urken onu yırtmamaya,

yapıştırmamaya dikkat edersek elde edilebilen her bir yeni konumun diğerlerine izometrik

olduğunu söyleyebiliriz (şekil 4.1.1) [3].

Şekil 4.1.1

Tanım 4.1.3. Rn+1 de iki yüzeySve S̃olsun. Eğer bir

ψ : S→ S̃

dönüşümü içindψ iç çarpımları koruyor iseψ ye lokal izometri denir.

Bu tanıma göre her bir izometri aynı zamanda 1 : 1 ve örten olan bir lokal

izometridir.

ψ bir lokal izometri iseψ nin, benzer düşüncelerle bir regüler dönüşüm olduğu

açıktır. O halde∀p∈ S için p nin Sde yatan birU komşuluğu mevcut olup bu komşuluk

ψ tarafındanS̃ daki ψ(p) nin bir V komşuluğuna diffeomorfik olarak resmedilir. De-

mek oluyor ki ψ : S→ S̃ lokal izometrisiniRn+1 de başlı başına birer yüzey olarak

alabileceğimizU ve V yüzeyleri arasındaki bir izometri olarak düşünebiliriz. Yani

ψ|U : U →V bir izometridir [3].

Eğer∀p ∈ S için ψ : S→ S̃ dönüşümü bir lokal izometri ve diffeomorfizm ise o

zamanψ global bir izometridir [5].

S yüzeyinin herp noktasındaS̃ yüzeyi içine bir lokal izometri varsa o haldeS ve S̃

yüzeylerinelokal izometriktirler denir [3].

Bir ψ : S→ S̃ izometrisi tanjant vektörlerin iç çarpımlarını koruduğundan dolayı bu

yüzeyin bütün intrinsic geometrisini de korur.̈Orneğin;α : [a,b] → S eğrisi parametrik
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bir eğri ise o zaman,̃S üzerinde bulunanψoα eğrisi ile aynı uzunluğa sahip olur. Bu

durumda,

ℓ(ψoα) =

∫ b

a
‖( ˙ψoα)(t)‖dt

=
∫ b

a
‖dψ(α̇(t))‖dt

=

∫ b

a
‖α̇(t)‖dt

= ℓ(α)

olur. Aslında intrinsic geometri; yüzey geometrisinin izometriler tarafından korunan

parçası olarak düşünülebilir [1].

Teorem 4.1.1.R3 de S veS̃ iki ÿuzey veψ : S→ S̃ bir diferensiyellenebilir d̈onüş̈um ve

ϕ : U ⊂ R2 → S ve ϕ̄ = ψoϕ : U ⊂ R2 → S̃

birer harita olsun.

ψ lokal izometridir⇔ E = Ē, F = F̄ ve G= Ḡ dir [3].

İspat. ⇒ ψ lokal izometri olsun. O zaman

ϕ̄u = dψ(ϕu), ϕ̄v = dψ(ϕv)

yazılabilir. Buna göredψ iç çarpımı koruyacağından.

Ē = dψ(ϕu) ·dψ(ϕu) = ϕu ·ϕu = E

F̄ = dψ(ϕu) ·dψ(ϕv) = ϕu ·ϕv = F

Ḡ = dψ(ϕv) ·dψ(ϕv) = ϕv ·ϕv = G

olur.

⇐ ϕ : U → S dönüşümü içinp ∈ S noktasının dahil olduğu komşulukV = ϕ(U)

olsun.∀Xp,Yp ∈ Sp için Sp uzayıϕu ve ϕv nin gerdiği uzay olduğundan

Xp = a1ϕu +a2ϕv, a1,a2 ∈ R

Yp = b1ϕu +b2ϕv, b1,b2 ∈ R
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yazılabilir. ψ nin lokal izometri olduğunu göstermek için;

Ē = E, F̄ = F ve Ḡ = G isedψ(Xp) ·dψ(Yp) = XP ·Yp

olduğunu göstermemiz gerekir.

dψ(Xp) ·dψ(Yp) = dψ(a1ϕu +a2ϕv) ·dψ(b1ϕu+b2ϕv)

= (a1ϕ̄u+a2ϕ̄v) · (b1ϕ̄u+b2ϕ̄v) (dψ lineer olduğundan)

= a1b1Ē +(a1b2+a1b1)F̄ +a2b2Ḡ

olur. Ē = E, F̄ = F ve Ḡ = G olduğundan

= a1b1E +(a1b2+a2b1)F +a2b2G

= a1b1ϕu ·ϕu+(a1b2 +a2b1)ϕu ·ϕv+a2b2ϕv ·ϕv

= Xp ·Yp

olur. Bu daψ nin iç çarpımları koruması dolayısı ile lokal izometri olması demektir

[3].

Örnek 4.1.2. S: R2 de düzlem vẽS=C= {(x,y,z)∈R3|x2+y2 = r2,z= t} silindir olmak

üzere

ψ : R2 →C

dönüşümünü ele alalım.R2 de

ϕ : R2 → R2

(u,v) → ϕ(u,v) = (u,v)

dönüşümüne göreϕu = (1,0),ϕv = (0,1) olduğundan

E = ϕu ·ϕu = (1,0) · (1,0) = 1

F = ϕu ·ϕv = (1,0) · (0,1) = 0

G = ϕv ·ϕv = (0,1) · (0,1) = 1
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olur.

C = {(x,y,z) ∈ R3|x2 +y2 = r2,z= t}

silindirin parametrik denklemix = r cosθ, y = r sinθ vez= t keyfi∈ Rolmak üzere

ϕ : (θ, t) ∈ R2 → R3

(θ, t)→ ϕ(θ, t) = (r cosθ, r sinθ, t)

dir. ϕ = ψ düşüncesiyle

ψ : R2 →C

(u,v) → ψ(u,v) = (r cos
u
r
, r sin

u
r
,v)

dψ(ϕu) = ψu = (−sin
u
r
,cos

u
r
,0)

dψ(ϕv) = ψv = (0,0,1)

olacağından

Ē = dψ(ϕu) ·dψ(ϕu) = sin2 u
r

+cos2
u
r

= 1

F̄ = dψ(ϕu) ·dψ(ϕv) = 0

Ḡ = dψ(ϕv) ·dψ(ϕv) = 1

olur. O haldeĒ = E = 1, F̄ = F = 0 ve Ḡ = G = 1 olduğundanψ bir lokal izometridir

[3].

Örnek 4.1.3.

S= {X(u,v)|X : R2 → R3}

X(u,v) = (ucosv,usinv,v)

helisoid (merdiven) yüzeyi ile

S̄= {Y(u,v)|Y : R2 → R3}

Y(u,v) = (argshu,
√

1+u2cosv,
√

1+u2sinv)
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katenoid yüzeyi için

ψ : S→ S̃

X(u,v) → ψ(X(u,v)) = Y(u,v)

olarak tanımlananψ dönüşümü bir lokal izometridir.

Gerçekten deS yüzeyi için Xu = (cosv,sinv,0) ve Xv = (−usinv,ucosv,1)

olduğundan

E = Xu ·Xu = 1

F = Xu ·Xv = 0

G = Xv ·Xv = 1

olur. S̃yüzeyi için

Yu = (
1√

1+u2
,u(u2+1)−

1
2 cosv,u(u2+1)−

1
2 sinv)

Yv = (0,−
√

1+u2sinv,
√

1+u2cosv)

olduğundan

Ē = Yu ·Yu =
1

1+u2 +
u2

1+u2 cos2v+
u2

1+u2 sin2v = 1

F̄ = Yu ·Yv = 0

Ḡ = Yv ·Yv = 1+u2

dir. O haldeE = Ē,F = F̄,G = Ḡ olduğundanψ bir lokal izometridir [8].

Örnek 4.1.4. ψ : Rn+k → Rn+k bir katı hareket veSdeRn+k da bir yüzey olsun. O zaman

ψ|S, Syüzeyininψ(S) üzerine bir izometrisi dir [1].

Örnek 4.1.5.

ψ : R2 → R3

ψ(θ,u) = (cosθ,sinθ,u)
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olsun. ψ dönüşümü düzlemi,R3 de x2
1 + x2

2 = 1 silindirine dönüştürür (şekil 4.1.2). ψ

dönüşümü bir lokal izometridir. Çünküdψ dönüşümü∀(θ, u) ∈ R2 için R2
(θ,u) uzayının

{(θ,u,1,0),(θ,u,0,1)} ortonormal bazını, görüntü uzayının

{E1(θ,u),E2(θ,u)}= {(ϕ(θ,u),−sinθ,cosθ,0),(ϕ(θ,u),0,0,1)}

ortonormal bazına dönüştürür. Dolayısıyladψ(θ,u) iç çarpımı korur.ψ dönüşümünün,

U = {(θ,u) ∈ R2 : −π < θ < π}

açık kümesine kısıtlanışıylaR2 dekiU şeridinden, bir doğrusu çıkarılmuş silindir üzerine

ψ|U izometrisi elde edilir [1].

Şekil 4.1.2

Örnek 4.1.6. a > b > 0 olmak üzere ,

ϕ(φ,θ) = ((a+bcosφ)cosθ,(a+bcosφ)sinθ,bsinφ)

ile verilen

((x2
1+x2

2)
1
2 −a)2+x2

3 = b2

tor yüzeyini göz önüne alalım. Bu şekilde verilenϕ dönüşümü bir lokal izometri değildir.

Gerçekten de

‖dϕ(φ,θ,0,1)‖ = ‖(ϕ(φ,θ),−(a+bcosφ)sinθ,(a+bcosφ)cosθ,0)‖

= a+bcosφ
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olur. ∀(φ,θ) ∈ R2 için ‖(φ,θ,0,1)‖= 1 olduğundan

‖dϕ(φ,θ,0,1)‖ 6= ‖(φ,θ,0,1)‖

olup ortonormal bazı ortonormal baza dönüştürmemektedir. Diğer taraftan,

ψ(φ,θ) = (cosφ,sinφ,cosθ,sinθ)

ile verilen

x2
1 +x2

2 = 1

x2
3 +x2

4 = 1

tor yüzeyini göz önüne alalım. Bu şekilde verilenψ dönüşümü bir lokal izometridir.

Gerçekten de∀(φ,θ) ∈ R2 için,

dψ(φ,θ,1,0) = (ψ(φ,θ),−sinφ,cosφ,0,0)

dψ(φ,θ,0,1) = (ψ(φ,θ),0,0,−sinθ,cosθ)

vektörleri bir ortonormal baz oluşturur.ψ dönüşümünün,

U = {(φ,θ) ∈ R2 : −π < φ < π,−π < θ < π}

açık kümesine kısıtlanışıylaR2 deU karesindenR4 de iki çemberi çıkarılmış tor üzerine

bir ψ|U izometrisi elde edilir [1].

Örnek 4.1.7. S yüzeyiR2−{(0,0)} delinmiş düzlemi olsun.S̃ yüzeyidex3 > 0 olmak

üzereR3 de

3x2
1 +3x2

2−x2
3 = 0

denklemi ile verilen koni olsun.ψ dönüşümü,

ψ : S→ S̃

ψ(r cosθ, r sinθ) =

(

r
2

cos2θ,
r
2

sin2θ,

√
3

2
r

)
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şeklinde tanımlansın. Buradar > 0 olmak üzere(r,φ), R2−{(0,0)} üzerinde kutupsal

koordinatlardır. Bu durumdaψ dönüşümü lokal izometridir. Eğer,

U = {(r,θ) ∈ R2 : r > 0}

olarak verilirse o zaman

ϕ(r,θ) = (r cosθ, r sinθ)

ϕ̃(r,θ) =

(

r
2

cos2θ,
r
2

sin2θ,

√
3

2
r

)

ile tanımlananϕ : U → Sve ϕ̃ : U → S dönüşümleri birer parametrik 2− yüzeydir. Bu-

radaϕ̃ = ψoϕ dir (şekil 4.1.3). ϕ boyuncaEi ve ϕ̃ boyuncaẼi koordinat vektör alanları

aşağıdaki denklemlerle verilir.

E1(r,θ) =

(

ϕ(r,θ),
∂ϕ
∂r

(r,θ)

)

= (ϕ(r,θ),cosθ,sinθ)

E2(r,θ) =

(

ϕ(r,θ),
∂ϕ
∂θ

(r,θ)

)

= (ϕ(r,θ),−r sinθ, r cosθ)

Ẽ1(r,θ) =

(

ϕ̃(r,θ),
∂ϕ̃
∂r

(r,θ)

)

= (ϕ̃(r,θ),
1
2

cos2θ,
1
2

sin2θ,

√
3

2
)

Ẽ2(r,θ) =

(

ϕ̃(r,θ),
∂ϕ̃
∂θ

(r,θ)

)

= (ϕ̃(r,θ)− r sin2θ, r cos2θ,0)

Ayrıca i ∈ {1,2} olmak üzere∀p∈U için,

dψ(Ei(p)) = Ẽi(p)

olur. Çünkü,

dψ(Ei(p)) = dψ(dϕ(ei)) = d(ψoϕ)(ei)

= dϕ̃(ei) = Ẽi(p)

dir. Buradae1 = (p,1,0) e2 = (p,0,1) dir.

dψ(Ei(p)) ·dψ(E j(p)) = Ẽi(p) · Ẽ j(p)

38



=



















1, (i = j = 1)ise

0, (i, j) = (1,2)veya(i, j) = (2,1)ise

r2, (i = j = 2)ise

= Ei(p) ·E j(p)

olup baz vektörlerin iç çarpımlarının korunduğu gör¨ulür. Dolayısıyla tanjant vektörlerin

iç çarpımıda korunur [1].

Şekil 4.1.3

Örnek 4.1.5, izometrilerin bükülmeler olarak adlandırılan özel bir sınıfına örnektir.

Kabaca bir doğrusu çıkarılmış silindir,

{(x1,x2,x3) ∈ R3 : −π < x1 < π,x3 = 0}

ile verilen şeridinden uzatma, yırtılma ve yapıştırma olmaksızın silindir şekline

bükülmesiyle elde edilmiştir.
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Bu örnekte yüzey üzerindeki eğriler boyunca uzunluklar korunur. Diğer bir değişle

bükülme ile biri diğerinden elde edilebilen iki yüzey izometriktir.

Rn+k da birS̃yüzeyinin,Rn+k da birSyüzeyinden bükülme ile elde edilmesi için aşağıdaki

3 şartı sağlayacak şekilde bir,

ψ : [a,b]×S→ Rn+k

diferensiyellenebilir dönüşümün olmasıyla mümkündür.

(i) ∀t ∈ [a,b] için

ψt : S→ Rn+k,ψt(p) = ψ(t, p)

olacak şekilde tanımlanan dönüşüm bir izometridir.

(ii) ∀p∈ S için ψa(p) = p

(iii ) ψb,SdenS̃ üzerine bir izometridir.

Örnek 4.1.6 de olduğu gibiR4 uzayında 2 çemberi çıkarılmış 2− tor veÖrnek 4.1.7

de iseR3 uzayında bir doğrusu çıkarılmış koni, 2- düzlemin parc¸alarının bükülmesiyle

elde edilir [1].

Örnek 4.1.7,n− boyutlu S ve S̃ yüzeyleri içinψ : S→ S̃ dönüşümünün bir lokal

izometri olduğunu kontrol etmek için faydalı bir tekniktir. p∈Siçin ϕ : U →Sdönüşümü

Snin pnoktasındaki bir açık kümesinin lokal bir parametrizasyonu olsun. Eğerψ bir lokal

parametrizasyon ise o zamanEi veẼi sırasıylaϕ ve ϕ̃ boyunca

Ei ·E j = Ẽi · Ẽ j olacak şekilde koordinat vektör alanları olur. Ayrıcaϕ̃(U) ⊂ S̃ olacak

şekilde ϕ̃ = ψoϕ parametrik birn− yüzey olur. Tersine, Eğer∀p ∈ S için p ∈ ϕ(U)

olacak şekildeϕ : U → Sdönüşümü varsa o zamanψ bir lokal izometridir.

Syüzeyinin intrinsic geometrisinin bir parçası olan geometrik özellikleri izometriler

altında invaryanttır. Eğrilerin uzunluğunun izometrikinvaryant olduğu görülebilir.

Parametrik birα eğrisinin geodezik olması için gerek ve yeter şart eğrinin sabit hıza

sahip ve integral uzunluğu sabit uç nokta varyasyonlarına göreα da sabit olması ile

mümkündür. Böylece geodezikler izometrik invartantlar dır.
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Hacim de izometrik invaryanttır. Çünkü parametrik birϕ yüzeyinin,

V(ϕ) =

∫

U
det(Ei ·E j)

1
2

hacim integrali sadece koordinat vektör alanlarının iç c¸arpımına bağlıdır. Diğer taraftan

küresel görüntü, asli eğrilikler, ortalama eğrilik, odak noktası veRn+1 de minimal

yüzey olma özellikleri izometrik invaryantlar değildir. Örnek 4.1.5 de olduğu gibi böyle

özelliklerin hiçbiri izometri altında korunmazlar.

Yukarıdaki düşüncenin tersineRn+1 de n− yüzeyin asli eğrilikleri izometriler

altında invaryant olmamalarına rağmen çift boyutlulardaki çarpımı izometriler altında in-

varyanttır.n = 2 için keşfedilen bu duruma ”theorema egregium” denir.

Bir eğri boyunca paralel vektör alanı olma özelliği korunur. Bu gerçekler kovaryant

türevlerin intrinsic olmasının bir sonucudur [1].

Kovaryant türeviRn+k daki n- boyutlu yüzeylere genişletelim.Rn+k dan− boyutlu

bir S yüzeyi ve parametrik birα : I → S eğrisi boyuncaS yüzeyine teğetX diferen-

siyel vektör alanı verilsin.α boyuncaX in kovaryant türevi;∀t ∈ I için Sα(t) tanjant

uzayı üzerindėX(t) nin α eğrisi boyunca ortogonal izdüşümüyle elde edilmişSyüzeyine

teğetX′ vektör alanıdır. BöyleceX′(t), Ẋ(t) nin yüzey üzerindeki teğetsel bileşenidir.

p∈S,V ∈Sp veS⊂Rn+k olmak üzeren− boyutluSyüzeyi üzerinde diferensiyellenebilir

bir tanjant vektör alanıX olsun.X in V yönündekiDVX kovaryant türevi,∇VX in teğetsel

bileşenidir. YaniDVX, ∇VX in ϕ yüzeyininϕ(p) noktasındaki tanjat uzayı üzerine ortog-

onal iz düşümünden ibarettir. Böylece kovaryant türev operatörleri aşağıdaki gibi birbiri

ile ilişkili olurlar.

X,Rn+k dakin− boyutluSyüzeyi üzerinde diferensiyellenebilir tanjant vektöralanı

ve α da S de parametrik bir eğri olsun. YaniX, ϕ : U → Rn+k parametrikn− yüzeyi

boyunca diferensiyellenebilir tanjant vektör alanı veα daU da parametrik bir eğri olsun.

Bu durumda∀t ∈ I için

D ˙α(t)X = (Xoα)′(t)

olur [1].
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EğerX,Rn+k daki n− boyutluS yüzeyi üzerinde diferensiyellenebilir vektör alanı

veϕ : U → Sparametrik birn− yüzey ise o zaman,∀V ∈ Rn+1 ve p∈U için,

D ˙α(t)X = (Xoα)′(t)

olur.

Rn+k daki n− boyutlu S yüzeyi üzerinde iki diferensiyellenebilirX ve Y tanjat

vektör alanları verilsin.p ∈ S olmak üzereS yüzeyi üzerindeY nin X yönündeki ko-

varyant türevi,

(DXY)(p) = DX(p)Y

olacak şekilde tanımlananDXY tanjant vektör alanıdır. Benzer şekilde bir

ϕ : U → Rn+1 parametrikn− yüzeyi boyunca diferensiyellenebilir iki tanjant vektör alanı

X veY olsun.p∈U için ϕ boyuncaDXY kovaryant türevi;

(DXY)(p) = Ddϕ−1(p)(X(p))Y

olacak şekilde tanımlanan tanjant vektör alanıdır. Kovaryant türev aşağıdaki özelliklere

sahiptir.

(i) D(X+Y)Z = DXY +DYZ

(ii) D f XY = f DXY

(iii ) DY+Z
X = DXY +DXZ

(iv) DX( fY) = (∇X f )Y+ f DXY

(v) ∇X(Y ·Z) = (DX) ·Z+Y · (DXZ)

BuradaX,Y veZ, S üzerinde (veyaϕ boyunca) tanjant vektör alanları vef deS üzerinde

(veyaϕ boyunca) diferensiyellenebilir fonksiyondur [1].

Teorem 4.1.2.ϕ : U → Rn+k dönüş̈umü parametrik bir n− yüzey ve

Ei , i ∈ {1, ...n} deϕ boyunca koordinat vektör alanları olsun. Bu durumda,

p∈U ve i, j,k∈ {1, ...,n} için

(DEiE j) ·Ek =
1
2

(

∂gik

∂x j
+

∂g jk

∂xi
− ∂gi j

∂xk

)

(4.1.1)

dir. Burada gi j : U → R fonksiyonu, gi j = Ei ·E j ile tanımlanır [1].
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İspat. Önce∀i, j için DEi E j = DE j Ei olduğunu ifade edelim. Gerçekten∀p∈U için,

E j(p) =

(

ϕ(p),
∂ϕ
∂x j

(p)

)

ve

(∇Ei E j)(p) =

(

ϕ(p),
∂2ϕ

∂xi∂x j
(p)

)

dir. İkinci mertebeden kısmi türevlerin simetrik oluşundan,(∇Ei E j)(p) = (∇E j Ei)(p)

eşitliğine sahip oluruz. ϕ(p) noktasındaki tanjant uzayı üzerine ortogonal izdüşümü

alındığındaDEi E j = DE j Ei elde edilir. Bu simetriyi kullanarakgik nın kısmi türevleri

hesaplanabilir.

∂gik

∂x j
= ∇E j (Ei ·Ek) = (DE j Ei) ·Ek +Ei · (DE j Ek)

∂g jk

∂xi
= ∇Ei(E j ·Ek) = (DEi E j) ·Ek +E j · (DEiEk)

∂gi j

∂xk
= (DEkEi) ·E j +Ei · (DEkE j) = (DEi Ek) ·E j +Ei · (DE j Ek)

Böylece,

∂gik

∂x j
+

∂gik

∂xi
− ∂gi j

∂xk
= (DE j Ei) ·Ek +(DEi E j) ·Ek

= 2(DEiE j) ·Ek

olur [1].

Sonuç 4.1.1.Kovaryant türev intrinsic dir.

İspat. Bu sonucu,ϕ : U → Rn+k parametrikn− yüzeyi boyunca ispatlamak yeterlidir.ϕ

boyunca diferensiyellenebilir birX vektör alanı verilsin.X vektör alanıϕ nin Ei koordinat

vektör alanlarının bir lineer terkibi olarak ifade edebiliriz. Yani;

X =
n

∑
i=1

fiEi
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yazılabilir. Buradai ∈ {1, ...,n} için fi : U → R dir. Böylecep∈U,V ∈ Rn
p için,

DVX = DV

(

n

∑
i=1

fiEi

)

=
n

∑
i=1

((∇V fi)Ei(p)+ fi(p)DVEi)

=
n

∑
i=1

(

(∇V fi)Ei(p)+ fi(p)
n

∑
j=1

v jDEJ(p)Ei

)

dir. BuradaV = (p,v1, ...,vn) dir. Bu son ifadedeki terimlerin tamamıϕ boyuncaki in-

trinsic geometri bilgisinden hesaplanabilir. Yani,DE j(p)Ei ,Teorem 4.1.2 daki formülden

hesaplanmış olan{(DE j(p)Ei) ·Ek(p)} nin iç çarpımları kümesinden belirlenebilir. Bun-

dan dolayıDVX intrinsic dir [1].

Sonuç 4.1.2.Paralel Vektör alanları intrinsic dir.

İspat. Sonuç 4.1.1 den görülebilir. Çünkü,X in α boyunca paralel olması için gerek ve

yeter şartX′ = 0 olmasıdır [1].

Teorem 4.1.3.Rn+1 de n− boyutlu ÿonlendirilmiş S ÿuzeyinin Gauss kronecker eğrili ği

n− çift ise intrinsic dir

İspat. Toremin ispatınıϕ : U → S parametrikn− yüzeyi için yapmak yeterlidir. ϕ

boyunca diferensiyellenebilir bir Z tanjant vektör alanıveϕ boyuncaE j koordinat vektör

alanları için

(∇Ei ∇E j Z)(p) =

(

ϕ(p),
∂2Z

∂xi∂x j
(p)

)

= (∇E j ∇Ei Z)(p)

dir. Böylece∀i, j için,

∇Ei ∇E j Z−∇E j ∇Ei Z = 0

olur. Teoremi teğetsel bileşenin sıfır olması gerçeğinden yola çıkarak eşitliğin sol

tarafının teğetsel bileşenini hesaplayalım.

∇Ei ∇E j Z = ∇Ei(DE j Z+((∇E j Z) ·N)N)

= DEi DE j Z+((∇E j Z) ·N)∇Ei N+ (N nin bir katı)

= DEi DE j Z− (Z ·∇E j N)∇Ei N+ (N nin bir katı)
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olduğundan dolayı,∀p∈U için

(∇Ei∇E j Z)(p) = (DEi DE j Z)(p)

− (Lp(E j(p)) ·Z(p))Lp(Ei(p))+(N(p) nin bir katı)

i, j indislerinin yerlerini değiştirip çıkartmak suretiyle ve teğetsel bileşenin sıfır olması

gerçeğinden hareketle

(DEi DE j Z−DE j DEi Z)(p) = (Lp(E j(p)) ·Z(p))Lp(Ei(p))

− (Lp(Ei(p)) ·Z(p))Lp(E j(p))

eşitliği elde edilir.

∀i, j için eşitliğin sol tarafı intrinsic olduğu için sağ tarafı da intrinsic dir. Lp nin li-

neerliğinden dolayıp∈ Svex,y,z∈ Sp için

R(x,y,z) = [Lp(y) ·z]Lp(x)− [Lp(x) ·z]Lp(y)

şeklinde tanımlıR(x,y,z) ∈ Sp vektörü de intrinsic dir. BuradaR(x,y,z) vektörüS nin

Riemann tensörüdür veR,Snin intrinsic geometrisine aittir.

Eğern= 2 ve{e1,e2} dep∈ Solmak üzereSp nin bir ortonormal bazı ise, o zaman

Snin p noktasındakiK(p) Gauss eğriliği,

K(p) = detLp = [Lp(e1) ·e1][Lp(e2) ·e2]

− [Lp(e2) ·e1][Lp(e1) ·e2]

= R(e2,e1,e1) ·e2

şeklinde olup intrinsicdir.

Eğern > 2 fakatn çift ve {e1, ...en} deSp nin bir ortonormal bazı ise, o zaman

K(p) = detLp = det[Lp(ej) ·ei]

determinantının 2x2 minörlerinin cinsinden açılımı

K(p) = ((−1)
n
2/2nn!)∑

σ,τ
ε(σ)ε(τ)[R(eσ(1),eσ(2),eσ(1)) ·eσ(2)]...

...[R(eσ(n−1),eσ(n),eτ(n−1)) ·eτ(n)]
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şeklindedir. Burada toplam,{1, ...n} in bütünσ ve τ perütsyonları üzerindendir.ε(σ), σ

permütasyonun işaretini belirtir. Dolayısıylan çift iken K intrinsic dir [1].

4.2 Riemann Metrikler

n boyutluS yüzeyinin intrinsic geometrik özellikleri sadeceS ye teğet vektörlerin

iç çarpımlarına veS deki parametrik eğriler boyuncaS ye teğet vektör alanlarının iç

çarpımları olarak elde edilmiş fonksiyonların türevlerine bağlıdır. Diğer bir değişle,

p ∈ S olmak üzere∀Sp tanjant uzayı üzerinde iç çarpım verildiğindeS nin intrinsic ge-

ometrisi,Snin Rn+1 deki yerine bağlı olmaksızın çalışılabilir.∀Sp üzerinde bir iç çarpım

verilmesi durumundaS deki eğrilerin uzunlukları;S nin hacmi,S de geodezikler,S de

eğriler boyunca paralel vektör alanları veSnin Gauss eğriliği (n çift olması durumunda)

Snin Rn+1 de nasıl eğrildiğine bakılmaksızın hesaplanabilir. Aslında,∀Sp tanjant uzayı

üzerindeRn+1 den gelen birbirinden farklı iç çarpımlar verildiğindeintrinsic hesapla-

malar yinede yapılabilir. Fakat hesaplamaların sonuçları kullanılan iç çarpımlara bağlı

olur. Bulduğumuz bu geometri genelikle bilinen geometriden oldukça farklı olacaktır.

Böyle iç çarpımlardan elde edilmiş olan bu geometriyeRieamann geometridenir. Sp

üzerinde kendisinden geometri türetilen bütün iç çarpımların kolleksiyonu birRiemann

metrik olarak adlandırılır [1].

Tanım 4.2.1. Bir S yüzeyi üzerindeki bir Riemann metrik,Sp deki vektörlerin herbir

{V,W} çiftine g(V,W) reel sayısını karşılık getiren bir fonksiyondur. Bu fonksiyon
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∀V,W,X ∈ Sp, p∈ Sve λ ∈ R için aşağıdaki şartları sağlar.

(i) g(V,W) = g(W,V)

(ii) g(V +W,X) = g(V,X)+g(W,X)

g(V,W+X) = g(V,W)+g(V,X)

(iii ) g(λV,W) = λg(V,W)

g(V,λW) = λg(V,W)

(iv) g(V,V) ≥ 0,

g(V,V) = 0⇔V = 0

Snin birU açık alt kümesi üzerinde tanımlı diferensiyellenebilir tanjant vektör alanlarının

∀{X,Y} çifti için,

[g(X,Y)](p) = g(X(p),Y(p))

olacak şekilde tanımlanan

g(X,Y) : U → R

fonksiyonu diferensiyellenebilirdir.

(i)− (iv) özellikleri iç çarpımın bilinen özellikleridir. Aslında verileng fonksiyonu

∀Sp uzayı üzerindeV ·W = g(V,W) olacak şekilde bir iç çarpım olarak tanımlanabilir.

g nin diferensiyellenebilir özelliği,(S,g) nin geometrisini araştırmayı ve diferensiyel

hesaplamaları yapabilmeyi garantiler [1].

Örnek 4.2.1. S, Rn+k da n boyutlu bir yüzey olsun.p ∈ S veV,W ∈ Sp için g(V,W) =

V ·W ile tanımlanmışg(V,W), Rn+k
p da vektörlerin alışılmış iç çarpımı olsun. O haldeg

metriği,Süzerinde bir Riemann metriktir. Bu şekilde tanımlanmışg metriğineSüzerinde

alışılmış metrik denir [1].

Örnek 4.2.2. Bir ψ : Sn−{q} → Rn dönüşümü,Rn+1 deki q kutup noktası çıkarılmış

Sn birim küresindenRn ⊂ Rn+1 ekvatoral hiperdüzlemi üzerine stereografik izdüşümü

göstersin.Sn−{q} üzerinde tanımlı bir Riemann metrik,

g(V,W) = dψ(V) ·dψ(W) (V,W ∈ Sn
p, p∈ Sn−{q})
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ile tanımlanır. Burada sağ taraftaki iç çarpım,Rn
ψ(p) de alışılmış iç çarpım dır. Böylece

Sn−{q} üzerindekig metriğiRn deki alışılmış metrik cinsindenψ izometrisi yardımıyla

belirlenir. ψ dönüşümü bir izometri olup ve yüzeyin bütün intrinsic özellikleri koruy-

acağından aşağıdaki sonuçlara varırız.

(i) (Sn−{q},g) nin geodezikleri,Rn nin geodeziklerininϕ = ψ−1 izometrisi

altındaki görüntüleri olur (şekil 4.2.1). Dolayısıyla(Sn−{q},g) deki maksimal geodezik-

lerin ailesi, Sn nin üzerindekiq noktasından geçenq noktası çıkarılmış çemberlerin

ailesinden ibarettir.

Şekil 4.2.1

(ii) Küre üzerindeki limt→bα(t) = q olacak şekildeki her parametrik

α : (a,b)→ Sn−{q} eğrisinin uzunluğu sonsuz olur. Çünkü böyle herα için ℓ(ψoα) = ∞

olur.

(iii ) n çift olmak üzere(Sn−{q},g) nin K Gauss eğriliği özdeş bir şekilde sıfır

olur [1].

Örnek 4.2.3. Bir ϕ : Rn → Sn dönüşümüSn birim küresinin kuzey kutbuq dan ekva-

toral hiperdüzlemine stereografik izdüşümünün tersini belirtsin. Rn üzerindekig Riemann

metriği,

g(V,W) = dϕ(V) ·dϕ(W) (V,W ∈ Rn
p, p∈ Rn)

ile tanımlansın. Burada sağ taraftaki iç çarpımSn
ϕ(p) ⊂ Rn+1

ϕ(p) de alışılmış iç çarpımdır.

Böyleceϕ dönüşümü,(Rn,g) dan alışılmış metrikliSn−{q} ya bir izometridir.

ϕ nin bir izometri olduğu gerçeğinden hareketle(i) ve (ii) sonuçlarına varırız.
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(i) (Rn,g) nin geodezikleri,Sn nin geodeziklerininψ = ϕ−1 izometrisi altındaki

görüntüleri olur (şekil 4.2.2). Orijinden yayılan maksimal geodeziklerRn de doğrular

olur [1].

Şekil 4.2.2

Böyle geodeziklerin herbirig metrine bağlı(2π) sonlu uzunluğa sahip olur. Uygun

bir şekilde parametrize edilmiş böyle geodeziklerin herbiri 2π periyodu ile periyodik

olurlar (şekil 4.2.3) [1].

Şekil 4.2.3

(ii) n çift olması halinde(Rn,g) nin K Gauss eğriliği sabit olup 1 e eşittir [1].
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En ilginç Riemann metrikler alışılmış metrikler için söz konusu olan izometrilerle

ilgili değildir. Bunların en önemlilerinden biri olanR2 de birim disk üzerindeki hiper-

bolik metriği düşünelim. Bu metrikRn üzerinde Stereografik metrikler tarafından ileri

sürülmüştür.

Rn+1 de r > 0 olmak üzeren boyutlu x2
1 + x2

2 + ...x2
n+1 = r2 birim küresiS olsun.

Sn birim küresiyleRn de bir Riemann metriği tanımlamak için Stereografik izdüşüm ile

birlikte n boyutlu S küresi üzerinde alışılmış metrik kullanılabilir. Bu metrik için bir

esas formül türetilebilir.p ∈ Rn için S de kuzey kutbuq = (0, ....0, r) ve (p,0) boyunca

α(t) = (t p,(1− t)r) doğrusudur. Bu doğru‖α(t)‖2 = r2 yani t = 2r2

(‖p‖2+r2)
olduğu zaman

S yi keser. Bundan dolayıXn+1 = 0 hiperdüzlemi üzerine Stereografik izdüşümün tersi

olan

ϕ : R2 → S

dönüşümü

ϕ(p) =
(2r2p, r(‖p‖2− r2))

(‖p‖2+ r2)
(4.2.1)

ile verilmiştir. V = (p,v) ∈ Rn
p ve p∈ Rn için

dϕ(V) = (ϕ(p),
d
dt
|0ϕ(p+ tv)) (4.2.2)

= (
2r2

(‖p‖2+ r2)2)(ϕ(p),(‖p‖2+ r2)v−2(p ·v)p,2r(p ·v))

olur. Bundan dolayıV,W ∈ Rn
p için

dϕ(V) ·dϕ(W) =
4

(1+(
‖p‖2

r2 ))2
V ·W (4.2.3)

olur. Böylece ekvatoral hiperdüzleminde Stereografik izdüşüm yolu ile yarıçapır olanS

küresi üzerinde alışılmış metrikten elde edilmişRn üzerindeg Riemann metriği,

g(V,W) =
4

(1+(
‖p‖2

r2 ))2
V ·W (V,W ∈ Rn

p, p∈ Rn) (4.2.4)
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ile verilir. Burada eşitliğin sağ tarafıRn
p üzerinde alışılmış iç çarpımdır.n = 2 olduğu

zaman yukarıdaki eşitlik

g(V,W) =
4

(1+K‖p‖2)2V ·W (V,W ∈ R2
p, p∈ R2) (4.2.5)

olur. BuradaK = 1
r2 , (R2,g) nin Gauss eğriliğidir. Çünkü1r2 , Snin Gauss eğriliği veϕ bir

izometridir [1].

Yukarıdaki tartışmadanR2 üzerinde birg Riemann metriği sabit Gauss eğriliğiK >

0 olmak üzere (4.2.5) den elde edilebilir.

Eğer (4.2.5) deK = 0 alınırsa o zamanR2 üzerinde alışılmış metriğin bir sabit katı

elde edilir.

Eğer (4.2.5) deK < 0 olacak şekilde bir sabit alınırsa, o zaman(R2,g) nin sabit

K < 0 Gauss eğriliğine sahip olduğu bulunabilir. (4.2.5) es¸itliği R2 üzerinde olmayan

fakat sadece{(x1,x2) ∈ R2 : x2
1 + x2

2 < 1
|K|} diski üzerinde bir Riemann metriği tanımlar

ve bu gerçektende beklenen bir durumdur [1].

Teorem 4.2.1.K negatif bir reel sayı olsun.

Ayrıca U= {(x1,x2) ∈ R2 : x2
1 +x2

2 < 1
|K|} olmaküzere g, Uüzerinde

g(V,W) =
4

(1+K‖p‖2)2V ·W (V,W ∈ R2
p, p∈U)

olacak şekilde tanımlı Riemann metriği olsun. Burada eşitlĭgin săg tarafındaki iç çarpım

R2
p de alışılmış iç çarpımdır. Bu durumda(U,g), K < 0 sabit bir Gauss ĕgrili ğine sahip

olur [1].

İspat. ∀V,W ∈ R2
p, p∈U için g(V,W) = ( 1

(h(p))2 )V ·W
olacak şekilde,

h : U → R

h(p) = 1
2(1+K‖p‖2)

tanımlanmış olsun. Teorem 4.1.2 nin intrinsic formüllerini kullanarakh fonksiyonu ve

onun türevleri cinsinden(U,g) nin Gauss eğriliği için bir formül türeteceğiz.U nun
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özdeşlik dönüşümüp ∈ U için U nun koordinat vektör alanlarıE1(p) = (p,1,0) ve

E2(p) = (p,0,1) olacak şekildeU nun bir global parametrizasyonudur.g nin gi j : U → R

metrik katsayıları,

g11 = g(E1,E1) =
1
h2 , g12 = g(E1,E2) = 0

g21 = g(E2,E1) = 0, g22 = g(E2,E2) =
1
h2

ile verilir. Böylece Teorem 4.1.2 den

g((DE1E1),E1) = − 1
h3

∂h
∂x1

, g((DE1E1),E2) =
1
h3

∂h
∂x2

g((DE1E2),E1) = − 1
h3

∂h
∂x2

, g((DE1E2),E2) = − 1
h3

∂h
∂x1

g((DE2E1),E1) = − 1
h3

∂h
∂x2

, g((DE2E1),E2) = − 1
h3

∂h
∂x1

g((DE2E2),E1) =
1
h3

∂h
∂x1

, g((DE2E2),E2) = − 1
h3

∂h
∂x2

bulunur. {E1,E2}, g(g12 = g(E1,E2) = 0) metriğine göre ortogonal olduğundanU

üzerindeki herbirX vektör alanı

f1 = (
1

g11
)g(X,E1) ve f2 = (

1
g22

)g(X,E2)

olmak üzere

X = f1E1+ f2E2

ile ifade edilebilir.Özellikle,

DE1E1 = −1
h

∂h
∂x1

E1+
1
h

∂h
∂x2

E2

DE1E2 = DE2E1 = −1
h

∂h
∂x2

E1−
1
h

∂h
∂x1

E2

DE2E2 =
1
h

∂h
∂x1

E1−
1
h

∂h
∂x2

E2

olur. Teorem 4.1.2 de türetilmiş Gauss eğriliği için intrinsic formülüne göre(U,g) nin

52



Gauss eğriliğinin

g(R(
E2

‖E2‖
,

E1

‖E1‖
,

E1

‖E1‖
),

E2

‖E2‖
)

= (
1

‖E1‖2‖E2‖2)g(R(E2,E1,E1),E2)

= (
1

g11g22
)g(DE2DE1E1−DE1DE2E1,E2)

= (
1

g11g22
)g(DE2(−

1
h

∂h
∂x1

E1+
1
h

∂h
∂x2

E2)

− DE1(−
1
h

∂h
∂x2

E1−
1
h

∂h
∂x1

E2),E2)

= h(
∂2h

∂x2
1

+
∂2h

∂x2
2

)− ((
∂h
∂x1

)2+(
∂h
∂x2

)2)

şeklinde olduğu görülür.

Sonuç olarakh(x1,x2) = 1
2(1+K(x2

1+x2
2)) olduğu için(U,g) nin Gauss eğriliği kesinlikle

K olduğu görülür [1].

K = −1 iken Teorem 4.2.1,

g(V,W) =
4V ·W

(1−‖p‖2)2

olacak şekilde tanımlıR2 de x2
1 + x2

2 < 1 birim diski üzerinde sabit Gauss eğriliği−1

olan bir g Riemann metriği tanımlar. Bu metrikhiperbolik metrik olarak adlandırılır.

Eğer kompleks değişkenli fonksiyon teorisindeki kavramları kullanmak zorunlu değilse

bu metriği kullanmak görüş sahibi olmak için anlamlıdır. Burada üst yarı düzlemde ilgili

metriği kullanacağız.

p = (x,y) ∈ R2 için y > 0 veV,W ∈ R2
p olmak üzere

g(V,W) =
V ·W

y2

olarak tanımlansın. Burada sağ taraftaki iç çarpımR2
p üzerinde alışılmış iç çarpımdır. Şu

haldeg metriğiU = {(x,y) ∈ R2 : y> 0} üst yarı düzlemi üzerinde bir Riemann metriktir.

Bu metriğeU üzerindepoincare metriği denir. Burada(U,g) nin Gauss eğriliği sabit ve

−1 dir. Bu nedenleh(x1,x2) = x2 alınırsa,V,W ∈ R2
p ve p∈U olmak üzere

g(V,W) = (
1

h(p)2)V ·W
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eşitliğine sahip oluruz. Dolayısıyla Teorem 4.2.1 nın ispatı gibi Gauss eğriliği

K = h

(

∂2h

∂x2
1

+
∂2h

∂x2
2

)

−
(

(

∂h
∂x1

)2

+

(

∂h
∂x2

)2
)

= −1

olarak bulunur [1].

Aşağıdakiψ : U →U dönüşümlerinin herbiri poincare metriği ile birlikteU üst yarı

düzleminden kendi üzerine bir izometridir.

(i) ψ(x,y) = (x+λ,y), λ keyfi bir reel sayıdır.

(ii) ψ(x,y) = (λx,λy), λ keyfi bir pozitif reel sayıdır.

(iii ) ψ(x,y) = (−x,y)

(iv) ψ(x,y) = (
x

(x2+y2)
,

y
(x2+y2)

)

Gerçekten deV,W ∈ R2
p ve p∈U olmak üzere(i) veya(iii ) deki gibi tanımlanmışψ için

g(dψ(V),dψ(W)) =
dψ(V) ·dψ(W)

y2

=
V ·W

y2

= g(V,W)

eşitliğine sahip oluruz.(ii) deki gibi tanımlanmışψ dönüşümü için,

g(dψ(V),dψ(W)) =
dψ(V) ·dψ(W)

(λy)2

=
λV ·λW

λ2y2

=
V ·W

y2

= g(V,W)

eşitliği bir izometri için geçerlidir.

E1(x,y) = (x,y,1,0) ve E2(x,y) = (x,y,0,1) olmak üzere(iv) deki gibi tanımlanmışψ

dönüşümü için,

dψ(E1(x,y)) = (ψ(x,y),
y2−x2

(x2 +y2)2 ,
−2xy

(x2 +y2)2)

dψ(E2(x,y)) = (ψ(x,y),
−2xy

(x2 +y2)2 ,
x2−y2

(x2 +y2)2)
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eşitliğine sahip oluruz. Böylece,

g(dψ(Ei(x,y)),dψ(Ei(x,y))) =
1

(x2 +y2)2/(
y

x2+y2)2 =
1
y2

= g(Ei(x,y),Ei(x,y))

ifadesi elde edilir.i = 1 veyai = 2 için

g(dψ(E1(x,y)),dψ(E2(x,y))) = 0 = g(E1(x,y),E2(x,y))

olur. Böylecedψ dönüşümü baz vektörlerin iç çarpımını korur. Dolayısıyla bir izometri-

den beklenildiği gibi bütün vektör çiftlerinin de iççarpımını korur [1].

(i) ve (ii) dönüşümlerinin izometriler olduğu gerçeğinin birsonucu; Sn in ge-

ometrisi ,Sn in her noktasındap = (0,0,1) kuzey kutbundan göründüğü gibidir.U nun

poincare metriğine göre geometrisi her noktasında(0,1) noktasında göründüğü gibidir.

Bu durumU nun herhangi birpnoktası içinψ2oψ1 izometrisinin varolmasından dolayıdır.

Buradaψ1, (i) tipinde bir izometri,ψ2 de (ii) tipinde bir izometridir.ψ2oψ1 izometrisi

(0,1) noktasınıp üzerine gönderir (şekil 4.2.4).

Şekil 4.2.4

ÖzellikleU nun bütün noktaları,U nunx1 eksenine aynı uzaklıkta kalır. Bu şaşırtıcı

olay, böyle uzaklıkların sonsuz olduğug metriğinin geometrik gerçeğindendir.̈Orneğin,

eğerα(t) = (0,1− t) ile tanımlanmışα : [0,1) →U eğrisinin poincare metriği ile ilişkili
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uzunluğunu hesaplarsak,

ℓ(α =
∫ 1

0
‖α̇(t)‖dt =

∫ 1

0
(g(α̇(t), α̇(t)))

1
2dt

=

∫ 1

0

1
1− t

dt = ∞

eşitliğine sahip oluruz.

Yukarıdaki(i)-(iv) dönüşümleri poincare metriğiyle ilişkiliU da tanımlı geodezik-

lerin aynı zamanda izometriler olduğunu belirtir [1].

Teorem 4.2.2.U, R2 de bir açık k̈ume olmak̈uzere U da bir Riemann metrik g veψ : U →
U dönüş̈umü (U,g) nin bir izometrisi olsun. Varsayalım kiψ nin F = {p∈U : ψ(p) = p}
sabit nokta k̈umesi băglantılı bir düzlem ĕgrisi olsun. O zaman F nin g̈orüntüs̈u (U,g)

nin bir geodezĭgidir [1].

İspat. α : I → F, F nin birim hızlı (g(α̇, α̇) = 1) bir global parametrizasyonu olsun.α

nın bir geodezik olduğunu göstereceğiz.

∀t ∈ I için α nın t0 komşuluğundaki bazı açık aralıklarda geodezik olduğunu

göstermek yeterlidir. Bunun içint0 ∈ I , V = α̇(t0) ve V ilk hızlı (U,g) nin maksimal

geodeziğiαV olsun.∀t ∈ I için t− t0, αV nin bölgesinde olacak şekildeα(t) = αV(t− t0)

olduğunu göstereceğiz.

ÖnceαV nin görüntüsününF nin alt kümesi olduğunu not edelim. Çünküψ bir

izometri olduğu içinψoαV , V ilk hızlı bir geodeziktir. BöyleceψoαV ve αV aynı ilk

hızlı geodeziklerdir. Geodeziklerin tekliliğinden dolayı ψoαV = αV olur. BöyleceαV nin

görüntüsüF nin alt kümesi olur.

α̇(t0) = α̇V(0) ile F de birim hızlı eğriler olacak şekildeα ve αV , F üzerinde

aynı birim tanjant vektör alanının integral eğrileridir. İntegral eğrilerin tekliliğindent0

komşuluğundaki{t ∈ I : t − t0 ∈ αV} aralığında∀t için α(t) = αV(t − t0) olur. Bu da

gösterir ki bu aralıktaα nın kısıtlanışı bir geodeziktir. Keyfit0 ∈ I için α bir geodeziktir

[1].

Sonuç 4.2.1.Poincare metriği ile ilişkiliU üst yarı düzlem üzerindeki geodezikler,
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(i) dikey çizgiler,

(ii) Merkezix1 ekseni üzerinde bulunan yarı çemberler (şekil 4.2.5)

olarak parametrize edilir.

Şekil 4.2.5

İspat. 4.2.2 Teoreminiψ(x1,x2) = (−x1,x2) izometrisine uygulayarakx2 > 0 olmak

üzere,x1 = 0 doğrusu uygun bir şekilde parametrize edilmiş olarak geodeziktir. Ben-

zer şekildeψ(x1,x2) = ( x1
(x2

1+x2
2)

, x2
(x2

1+x2
2)

) izometrisinden görülür kix2 > 0 olmak üzere

x2
1 + x2

2 = 1 yarı çemberi uygun bir şekilde parametrize edilmiş olarak bir geodeziktir.

ÇünküU da her dikey doğruψ(x1,x2) = (x1 + λ,x2) izometrisi altındax2 > 0 olmak

üzerex1 = 0 doğrusunun görüntüsüdür. Bunu takipleU da her dikey doğru bir geodezik-

tir. Benzer bir şekilde orijin merkezliU daki her yarı çemberx2 > 0 ve λ > 0 olmak

üzereψ(x1,x2) = (λx1,λx2) izometrisi altındax2
1 +x2

2 = 1 yarı çemberinin görüntüsüdür.

Böylece yarı çemberler geodeziklerdir. Sonuçta merkezi x1 ekseni üzerinde bulunanU da

her yarı çember,ψ(x1,x2) = (x1+λ,x2) izometrisi altında orijin merkezliU daki bir yarı

çemberin görüntüsüdür.

Poincare metriği ile ilişkiliU da her geodezik bu aileye ait olmalı. ÇünküU nun

verilen herhangip noktasında geçenV yönünde tanjant vektörü için bu ailede bir geodezik

vardır [1].
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