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ONUR SOzU

Yuksek Lisans Tezi olarak sundugumzémetrilerin Diferensiyel Geometrisi
Uzerine” baslikl bu calismanin bilimsel ahlak ve gelklere aykiri diisecek bir yardima
basvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve yararlamdigutiin kaynaklarin, hem metin
icinde hem de kaynakcada yontemine uygun bicimdeagibshlerden olustugunu belir-
tir, bunu onurumla dogrularim.

Selahattin BEYEND
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Bu tez dort bolumden olusmaktadir. Birinci bolumitegiris bolumudur.
Ikinci boliimde konunun daha iyi anlasiimasi icin terkaramlar verilmistir.

Uctincti bolumd&™+1 in kati hareketleri tanimlanarak kati hareket drnekléiak
otelemeler, donmeler ve yansimalar sunulmustur. Katketlerle ilgili cesitli teorem ve
sonugclar verilmistir. Daha sonra kongruient yuzeyeldili teorem ve sonuclar verilerek
bu yuzeyler arasindaki geometrik degismezler inceigtim

Dorduncu bolumde bir egrinin uzunluk olguleri rgamiyla tiretilen intrinsic ge-
ometri 0zellikleri verilmistir. Lokal izometri ile ildi cesitli ornekler incelenmistir. Ayrica
yluzey geometrisinin bazi 6zelliklerinin izometrik inyant oldugu, bazi 6zelliklerinin
de izometrik invaryant olmadigi gosterilmistir. Dahansa izometriler ile kovaryant
tirev arasindaki iliskiler verilmistir. Son olarak dgaRiemann metrikler ile izometriler
arasindaki iligkiler verilmistir. Ayrica Riemann mdde iliskili bazi drnek ve teoremler
verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Kati hareket, Intrinsic geometri, izometri, Lokal
izometri.
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This thesis consists of four chapters. The first chaptemsritioduction part of the
thesis.

In the second chapter, fundamental concepts have beentgiuaderstand the topic
well.

In the third chapter, the rigid motions iR™*! have been defined, and rigid mo-
tion examples such as translation, rotation, and refledteore been introduced. Then,
theorems and conclusions related to congruent surfacest®an introduced and the in-
variants between these surfaces have been investigated.

In the fourth chapter, the intrinsic geometric propertiesived with the help of
length measures of a curve have been given, several exanefdésd to local isometry
have been studied. Moreover, it has been shown that someniespof the surface ge-
ometry are isometric invariant whereas others are not. rltherelationships between
iIsometries and covariant derivatives have been given.llizinke relationships between
Riemann metricgl and isometries have been given. In addition to this, sommples
and theorems related to Riemann metrics have been given.

KEYWORDS: Rigid motion, Intrinsic geometry, Isometry, lalégsometry.
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R?,“ . p noktasindaki tanjant vektorlerin uzayi,
V-W: Ic carpim

V|| : Tanjant vektorin uzunlugu
X : Vektor alani

U : Agik kime

a : Parametrik egri

a : o nin hizi

S: Yuzey,

S 1 Snin p noktasindaki tanjant uzayi,
C : Duzlemsel egri,

N : Normal vektor alan,

S': Birim n- kire,

X : X in tirevi,

X" : X in kovaryant tiirevi,

Oy : V yonunde turev,

Dy : V ydninde kovaryant tirev
Lp : Weingarten donustum,

ki : i yinci Asli egrilikler,

Ip - Birinci temel form,

Il : Ikinci temel form,

K : Gauss egrilik fonksiyonu,

H : Ortalama egrilik fonksiyonu



¢ : Parametrik yuzey,

E; :i yinci Koordinat vektor alant,
Ylv : Y ninV ye kisitlanigi,

R: Riemann tensor,

g : Riemann metrik,
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1. GIRIS

Geometrinin esas gerceklerini ve metodlarini yeni biragrd icinde ilkdefa or-
ganize edenOklid olup, o calismalarini ELEMENTLER adli kitabindaptamstir.
Bu eser MO. 300 yilinda yazilmis daha sonra bu geoméklid geometri olarak

adlandiriimistir[9].

Ancak yiizeyler ve daha genel olan manifoldlar s6z konudugundaOklid an-
laminda bildigimiz kavramlarin yetersiz kaldigi gtirii Ozellikle Oklid uzayinin kati
hareketleri ile izometriler ayni olmakla birlikte bu, yéder s6z konusu oldugunda
her zaman dogru degildirOrnegin 2t genisligindeki diizlem seridinin silindir sekline
donustirilmesiyle s6z konusu olan bir izometrididid anlamindaki uzaklik korunma-
masina ragmen, dizlemsel uzaklik ile silindir Uzerkidezaklik aynidir. Stz konusu
olan bu donusim icix ekseni Uzerindeki 2 uzunluklu dogru parcasi silindir tzerinde
2rtuzunluklu birim cembere donuisur. Bu dogru parcasuzunlugu ile gorinti egrisinin
uzunlugu(silindir Uzerindeki uzaklik) ayni olur. Hakitbu dogru parcasinin u¢ noktasi

icin Oklid anlaminda uzakhigin korunmadig aciktir.

Boylece I1zometrilerin kinematik acidan oldugu kadar diferemsiygeometri
acisindan da ®nemli oldugu ortaya cikaDzellikle yiizeylerin geometrik tzellikleri
izometrilerle iliskilendirilip ele alinmasi diferensgygeometride sik¢a rastlanan bir du-
rumdur. Yapilan bu calismada bunun onemini ortaya kdstadir. Bu calismada once

R™1 deki kati hareketler ele alinmis ve bir

kat hareketi\p1 bir ortogonal dontisumu v, de bir dteleme olmak Uzerg = P01
olacak sekilde iki bilesen cinsinden yazilabilece@iagdanmistir. Daha sonra kongriient

yuzeyler ele alinmis vB*! de bir

S—y(§ =S



olacak sekildeks ve Skongriient yuizeylerin ikinci temel formlar arasinda

1 = 1y pyody

bagintisinin oldugu gorilmustir. Benzer sekiflee S kongruient yiizeylerin sekil op-

eratorleri arasinda

Lyp) (d(V)) = du(Lp(V))

bagintisinin oldugu gosterilerek bu sayede, egnlarzunlugu, Gauss donusumleri,
kiiresel gosterge, geodezikler, normal egrilikler, &ave ortalama egrilikleri, odak nok-

tasi, hacim ve minimal yiizey olma 6zelliklerinin koruaugosterilmistir.

Ayrica izometriler ile kovaryant turevler arasindaksKiler verilerek yiizeylerin
sekil operatorleri ve onlarin cebirsel degismezleesandaki iliskiler verilmistir. Bun-

lara ilaveten lokal izometriler tanimlanmis ve degigikekler sunulmustur.

SyuzeyininVS, tanjant uzayi tzerinde bir i¢ carpim verilmesi durumai&hin
hacmi, S deki geodeziklerS de egriler boyunca paralel vektor alanlari S&in Gauss
egriligi hesaplanabilir.vS, tanjant uzay! Uzerind®! den gelen birbirinden farkli ic
carpimlar verildiginde intrinsic hesaplamalar yinedegpyabilir. Fakat hesaplamalarin
sonuglari kullanilan i¢ carpimlara bagl olur. Bu ge& elde edilen geometri bilinen

geometriden oldukga farklidir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolumde ileride kullanilacak temel tanim ve teoremieiilecektir.

Tanim 2.0.1. S, R*1 de bir yiizey olsunSnin her birp noktasinda bir
Xp € R?,” tanjant vektoriin karsilik getirex fonksiyonunaS tizerinde bivektor alani
denir. Buna gore;

X:S— | JR X(p) =X, e RY™
pesS

dir.

Egervp € Sicin X(p) € S ise X vektor alaningS Gzerinde birtanjant vektor
alani denir. Burad&S,, p noktasindeS ye teget olan bitun tanjant vektorlerin uzayini
gostermektedir.

Benzer sekild&/p € Sigin X, Sylizeyine ortoganglX;, € Sé) ise X vektor alanina

Siizerinde bimormal vektor alani denir [1].

Tanim 2.0.2.U, R? uzayinin irtibath acik alt kimesi v : U — R2 diferensiyellenebilir
ve reguler bir donustm olsunp : U — ¢(U) donusumir bir homeomorfizm isé(U)

kiimesineR® uzayinda birbasit yiizeydenir.

S, R® uzayinin bir alt kiimesi olsur$ nin herbirp noktasi igin,
ped(U) ve dp(U)CS

olacak bicimde bip (U ) basit yiizeyi bulunabiliyorsgkiimesineR® de bir yiizeydenir.
$(U), Sylizeyi icinde bir basit yiizey is# ! : ¢(U) — U donusiminé yiizeyi iginde
bir koordinat sistemi denir [2].

Tanim 2.0.3. R" de (n— 1) boyutlu bir ylizey diyeR" de bos olmayan bif kiimesine

denir, oyleki buS kiimesi
S={xeUCR"f:U—=Rf(x)=c, U aglkaltkiime

Vp € Sigin Of|p # 0 bigciminde tanimhdirR? de bir 1-yiizeye duzlemsel egri deni”

de bir(n—1) ylizey,n > 3 olmasi halinde daha ¢okiperylizeyolarak adlandirilir [3].



Ornek 2.0.1.
n
S= {Xx= (X1,X2,...,%) € R"| Zam =b}
i=

kiimesi(n— 1) boyutlu bir yuizeydir.

f: " —-R

n
x —f(x)= Z\aixi = ayX1 + ... +anXn
i=
Vp e Sicin Of|p = (ag,ag,...,an)|p # 0 oldugundan b yiizeyine hiperdiizlem denir
[3].
Ornek 2.0.2. R" de
n
S ={(x1,....%n) € R Zixiz =1}
i=

hiperkuresi(n— 1) boyutlu bir yuzeydir. Yani

f: " -R

X —fX)=x4+..+x2=1
D”p = (2X1,2X27~~-;2Xn> :2(X17X27---,Xn) %O

o haldedf|, # 0 dir [3].

Tanim 2.0.4. R",n boyutlu dklid uzayinda birS hiperytizeyi izerinde diferensiyel-
lenebilir, bir birim normal vektor alanin&iizerinde birydnlendirme denir.

R" deki her bir irtibathS hiperylizeyi icin tam iki farkli ydonlendirme vardir. Bun
lardan biriN; digeri de —N; e karsilik gelir. Uzerinde bir yénlendirme secilmis olan
hiperytizeyeyonlendirilmis hipery tizeydenir.

R de Mdbius seridi gibi bazi hiper yiizeyler icin bir ydnlendirme tespit etkn
mimkiin degildir. Zira bu serit iizerindeki kapali bijreboyunca 180 lik dosnmeden
sonraN; in —N; e donistugu gorulury ¢ R2 bir acik alt ciimle olmak Uizere, Mobius
seridini

f:U—R

(X1, %2,X3) — f(X1,%2,X3) =C, f(p) #0, Vpe S



biciminde diferensiyellenebilir birf fonksiyonu ile ifade etmek mumkin degildir.
Dolayisiyla Mobius seridi bu cins yluzey tanimina gom@nigndirilebilir 2— yuzey

degildir. Mobius seridi yonledirilemeyen bir2ylzeydir [3].

Tanim 2.0.5. S R"! de bir n— yiizey olsun. S nin diferensiyellenebilir birim normal

vektor alaniN olsun.

n: S -9 cr!

p —n(p)=N(p) = (p,N(p)) = =} a(p)

dontistimil|Np|| = 1 oldugundarS yi R™! deki S" birim kuresine resmeder. Boyle

tanimlanmis olan diferensiyellenebifjrdontisiminé& nin Gauss dnustimi denir [3].

Tanim 2.0.6. S,R"™1 de bir yiizey veS de parametrik bir egri da : | — Solsun. a nin
teget vektor alanT olmak tizere,egedT = 0 oluyorsan ya Siizerinde birgeodezik @ri

denir. Buradd, Siizerinde Riemann konneksiyon dur.

Geodeziklerin her noktadaki hiz vektorlerin uzunlukksabittir [3].

Tanim 2.0.7. a : | — R parametrik egrisi boyunca bir vektor alad,olmak izere,
egervity,to € 1 icin X(t1) = X(t2) ise X vektor alanina oklid anlaminda paraleldir denir.
O haldeX vektor alani iginX = ‘é—i( = 0 iseX vektor alaninan egrisi boyuncaOklid
anlaminda paraleldir denir.

R de birn— yiizeySve Siizerinde parametrik bir egei : | — Solsun.a egrisi
boyuncaSye teget olan biX diferensiyellenebilir vektor alani igi)’( = 0 ise buX vektor
alaninalLevi-civita anlaminda paraleldir denir. Egerr boyuncaX bir sabit vektor alani
ise,Sden bakildigina gores vektor alania boyunca paraleldir.

X(t), X(t) nin Sty Uzerindeki ortogonal izdusumu olmak tUzeree | icin o

boyuncaSye teget bir vektor alani olaXi kovaryant tiirevi,

ile tanimlanir [3].



Tanim2.0.8.f:U c R - RV € RS ve p € U olmak iizeref ninV tanjant vektori

yonundeki kovaryant turevi,
Oy f = (foa)'(to)

ile ifade edilir. Buradax : | — U bir parametrik egri vé(tg) =V dir. Oy f in de@eria

nin seciminden bagimsizdir. Gergekten de

Ovf = (foa)(to)
= DOf(a(to)) - a(to)
= Uf(p)-V
dir.

Benzer sekild&®"! den— boyutlu Syiizeyi ve diferensiyellenebilir bif : S— R

fonksiyonu icinf in Sylizeyine tegeV tanjant vektorll yonundeki kovaryant turevi,
Oy f = (fOG)/(to)
olacak sekilde tanimlanir [1].

Tanim 2.0.9.a:1 — U c R™1ved(to) =V olmak tizereX diferensiyellenebilivektor

alanininVp tanjant vektor yonindeki kovaryant tirevi,
[y X = (Xoa)(to)
ile tanimlanir. Bu ifadeyi acarsak,

OvX = (a(to),(X100) (to),....., (Xn4100)'(to))

olur. BuradaX; ler X in bilesenleridir [1].
Tanim 2.0.10.S, R de birn— yiizey,p € SveV € Sy olmak lizere,

Lp: S — S
V —>Lp(V):—DvN



donusumisyuzeyinin p noktasindakiWeingarten donisimu(Sekil operator) olarak

adlandinlir [1].

Teorem 2.0.1.S, B! de N birim normal vekir alani tarafindan $nlendiriimis n-
boyutlu yuzey olsun. SV € S, vea(tp) =V olacak sekildeki bio : | — S djrisi igin,
d(to) -N(p) = Lp(V)-V

dir.
Ispat. a,Sde parametrik bir egri olsurvt € | icin,
a(t) € Sy = [N(a(t))]* dir. Diger bir ifadeylea boyuncad - (Noa) = O dir.
Dolayislyla;

0 = [ao(Noa)]'(to)
Gi(to) - (Noor) (to) + a(to) - (Noat) (to)
a(to)N(a(tg)) +V - OyN
= A(to)-N(p) =V -Lp(V)

olur. Boylece,

sonucuna ulasiriz [1]. O

Tanim 2.0.11.f :U ¢ R> — Rolmak iizere&C = f~(c) egrisiN = % ile yonlendirilmis

bir diizlem egrisi olsun.
Vp € C igcin L, Weingarten dontsumi bir boyutl@, uzayi Gzerinde bir lineer
dontsumduryp € Cve WV € Gy igin,
Lp: Cp —Cp
V. —Lp(V)=k(p)-V
seklinde tanimlanar(p) yeC nin p noktasindaki Jrili gi denir. EgeV tanjant vektori

p € C noktasinda sifirdan farkl ise,

Lp(V)-V =k(p)-|VII?



olur. BoyleceC nin p noktasindaki egriligi,
Lo(V)-V
<P ==
seklinde verilir.
Edera : 1 — C egrisiVt € | igin a(t) # 0 olacak sekilde herhangi bir parametrik egri ise
0 zaman,
d(to) -N(p) =Lp(V)-V esitliginden

Lp(a)-alt)  lto)-N@a()
@) =GO = emP

elde edilir.||a(t)|| = 1 olursa

olur [1].

Tanim 2.0.12.C egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin.a,b € | olmak tzere

egrinina(a) ve a(b) noktalar arasindakiay uzunlugu,

b
0(a) :/ I @)]dt el
a
ile tanimlanir [3].

Tanim 2.0.13.S R de birn— yiizey olsunV € S, ve ||V|| = 1 olmak {izere

sayisinaSyuzeyininp noktasinday yonundekinormal egrili gi denir [1].

Tanim 2.0.14.S R de yonlendirilmis bin— yiizey olsuna : 1 — S,
a(tg) = pve a(tp) =V olacak sekildeS de herhangi bir parametrik egri \&ylizeyinin
p noktasindaki Weingarten donusurpiolmak GzereSnin p noktasindakikinci temel

formu ;



olacak sekilde tanimlani©zel olarak|V || = 1 olursall o(V), Snin normal egriligine esit

olur. W € Sy igin Snin p noktasindaki birinci temel formu,
lp(V) =V -V = |V|?

olacak sekilde tanimlanir [1].
Bir Syuizeyinin parametrik denklengi = §(u,v) olmak Uzereu ve v ye bu ylizeyin
egrisel koordinatlari denir. Yuzey tGizerindeki herhiabig egrinin parametrik denklemi

u=u(t), v=v(t) olup, vektorel denklem
¢ =P (u(t),v(t))
dir. d§ = $,du+ $,dvolmak tizere yay uzunlugunun diferensiyeli ise,

||dq5||2 = ||¢u||2dU2+2$u'q3vdUdV+||q5v||2d\'2
= EdW+ 2Fdudv+ GdV

olur. Bu birinci temel form dur. Yiizey tizerindeki normal vektor alani dar parame-

treleriyle degisir, Yani;

N = N(u,v)
dir. Burada;
dN = Nydu+ N,dv
olur.l, 11,11l temel formlar1 gostermek tizere,

T |
dN dp O
0 dN dé

matrisi yazilabilir. Burada birinci satirdaki her elemaankli kofaktoriine esitlenerek



sirasiyla ., Il. velll . temel formlari elde edilir.

dg 0 .
= | — d§2 = (§u- duy—+ By-dv)?
dN  d@
dN 0 . . B
0 d
dN d . . B
- = ?:szz(Nu-dquN\,-dv)z
0 dN
Boylece,
| = E-dP+2F- -dudv+G-dv?
Il = I-di?+2m-dudv+n-dv?
Il = e-dw+2f dudv+g-dv
olur. Burada;
E = ¢u'¢u 5 |:Nu'¢u:N‘¢uu
= ¢u-by , M=Ny-doy=N-byy
G = ¢v:-by , N=N-dw
dir [4].

Tanim 2.0.15.S R de birn— yiizey olsun.

Lo : Sy — S Weingarten donusumi icihp(Vi) = kVi (i < 1 < n) olacak sekildeki
Ki(p),ka(p),.....,kn(p) 0zdegerlerin&nin p noktasindakasli egrilikleri denir.

Asli egriliklere karsilik gelen ve karekteristik vektolarak adlandirilan vektorlerin be-

lirtigi dogrultulara daS nin p noktasindakasli gjrilik vekt orleri(asli dogrultu) denir

[1].

Tanim 2.0.16.S,R™?! de bir yiizey veS nin p noktasindaki Weingarten donusurny
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olmak tzere,
K: S cR=R
p — K(p)=detl,

seklinde tanimlanaK fonksiyonunaGauss @rilik fonksiyonu denir. K(p) degerine de
Snin, p noktasindak{Gauss @rili gi denir.
Ozel olarakn = 2 alinirsak (p) = ki(p) - k2(p) olur [1].

Tanim 2.0.17.S R de bir yiizey vep € Solmak lizere

H:ScR*1 R
H(p) =35 ki(p)

olacak sekilde tanimlanad fonksiyonunaortalama egrilik fonksiyonu denir. H(p)

degerine d&nin p noktasindakortalama egrili gi denir [1].

Tanim 2.0.18. Sylizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu siffH = 0) ise bu yuizeye mini-

mal ylizey denir [2].
Sonug 2.0.1.S,R® de minimal yiizey is&P € Sigin K(p) < 0 dir [2].

Ispat. SR® de minimal yuizey olsun. O haldé = 0 dir. H = 3(ky + k) oldugu goz
onine alinarak; + ko = 0 ve buradan d&; = —ko bulunur. K = k; .k, = —(k2)2 elde
edilir. K < 0 oldugu apaciktir [2]. O

Tanim 2.0.19.a : | — R diferensiyellenebilir parametrik bir egri olsutvt € | igin

a’(t) # 0 isea egrisineregller egri denir [5].

Tanim 2.0.20.¢ : U ¢ R" — R™ bir diferensiyellenebilir doniisiim olsun.
peU V =(p,v)vea(tp) =V olacak sekildel) da herhangi bir parametrik e@ri: | — U
olmak tizere,
do: R} — Rg‘(p)
V. —dd(V) = doa(to)
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olacak sekilde tanimt¢ dontusiimine nin Tlrev donusimu ( diferensiyeli) denir.dd

nin degeria egrisinin seciminden bagimsizdir. Buna gore,
do (V) = 600(to) = (9(p), DY, ..., DY)
olur [1].

Tanim 2.0.21.Bir ¢ : R" — R™ dontuisumi verilsinyp € R" icin d¢, tirev donusimi
birebir ised¢ , tirev donustimine regulerdir denir.

Tarev donusumler lineer donusumler olduguniesagidaki durumlar denktir.
1.d¢p donustimii birebir dir.
2.dp(Vp) =0iseVp=0dir.

3.6 nin p noktasindaki jakobien matrisinin rankdir [6].

Tanim 2.0.22.U C R" de irtibath acik bir alt kime olmak Uzere
¢ : U — R™K diferensiyellenebilir bir dontisiim olsum. doniisimii regiiler isg(U) ya

Rk da(k > 0) parametrik bir n— yiizeydenir [1].
Tanim 2.0.23.S, R de yonlendirilmis bir yiizey olsurSyiizeyi
Hy ={aeR" :(a-p)-N>0}
veya
Hy ={qeR":(q—p)-N<0}
yari dizlemlerinden sadece birinde kaliyoiSgiizeyine konveks ylizeydenir [1].

Tanim 2.0.24. R**1 de n— boyutlu S yiizeyi (izerindeki tanjant vektor alanlarin uzayi
X(S) olsun.VX,Y,Z € x(9) i¢in,

R(X,Y) 1 x(S) — Xx(S
R(X,Y)Z = OyOxZ — OxOyZ + Oix v Z

olark tanimlanarR(X,Y) donusumin®iemann &rilik tens or alani denir. Buradal, S

nin Riemann konneksiyonudur .
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g, Riemann metrigi olmak tzere
R(X,Y,ZW) =g(RX,Y)ZW) W eX(
esitligi vardir[7].

Tanim 2.0.25.Bir ¢ donusumi icin, teget vektor alapiolan bir parametrik egiit icin
d(t) = dd¢(t,1) oldugundard, ¢ boyunca bir teget vektdr alanidir. Bu teget vektor alan
su sekilde genellestirilebilirty ¢ R" bir acik ve¢ : U — R bir diferensiyellenebilir

dontisuim olsundg boyunca ki teget vektor alanlari;

El<p) = d¢p(p7 0,0...1, 70)

seklinde tanimlansin. Buradaki 1 vektor kisminyinci bileseni olupg; (1 <i <n) nin
bilesenlerinin ayni zamandanin p noktasindaki jakobien matrisininyinci situnundan

ibaret oldugu gorulur. Yani;

E() = (0(P), S (P) = (8(p). T2(p) .. 220 ()

olur. Buradad(p) = (¢1(p),...,Pnik(p)) ve p € U dir. Bu sekilde tanimlanak; (1 <

i < n) vektor alanlarip yuzeyi boyuncakoordinat vektor alanlari olarak adlandirilir

[1].

Tanim 2.0.26.¢ : U — R parametrik ylizeyin hacmi

E1
El(ul7 ,Un)
V(¢):/ det| | =/ get| du...du,
U U En(Ula ,Un)
En
N N(u].?' aUn)

seklinde tanimlanir.

N normal vektor alani hesaplanmadan yizeyin hacmi dgagteorem ile ifade
edilebilir [1].
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Teorem 2.0.2.¢ : U — R parametrik bir n- yiizey olsun. O halde,

Nl

V(§) = [ (det(Ei-Ey)
dir. Burada &, Ep, ...En, ¢ nin koordinat fonksiyonlaridir [1].

Tanim 2.0.27.¢ : U — R parametrikn— yiizey icin,

bs:U - R seR

ds(a) = PY(g.5) = ¢(q) + sN*(q)

parametrik ylizey ailesini tanimlayalim. Burasla: O icin ¢s = ¢ olacagi aciktirs=£ 0
oldugundarps yuizeyi bazi noktalarda reguler olmayabilir. Boyle redktrdad¢s(V) =0
olacak sekilde/ € Ry([[V]| = 1) dogrultusunun bulundugu baginoktalari vardir. Eger

a egrisi,a(tp) =V olacak sekildéJ) da parametrik bir egri ise,
ds00(to) = ddps(a(to)) =0
saglanir. Yani,
ds0a(t) = d(a(t)) +sN(a(t))

egrisit = t, da sifir hizina sahip olur.
Bunun geometrik anlami:¢(p) = ¢(a(tg)) noktasi civarindapoa da gecen normal
dogrular, f = ¢s(a(to)) = ds(p) odagina yonlenir. Boylé noktalarid yuzeyinin odak

noktalari olarak adlandirilir [1].
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3. KATI HAREKETLER ve KONGR UANSLAR

Bu bolumde kati hareket ve kongriient yiizey tanimlarilerek 6teleme, donme,
yansimalar ve bunlar arasindaki iliskiler verilmis@zellikle R™1 in bir kat hareketinin
bir ortogonal donuisiim ve bir 6telemenin bileskesirak elde edildigi goriimustur. Daha
sonra kongruent yuzeylerle ilgili teorem ve sonuclarileeek kongriient ylzeylerin ayni

geometriye sahip oldugu gosterilmistir.

3.1 Kati hareketler

Tanim 3.1.1.Vp,q € R icin,
l]J : Rn+l N Rn+l
[W(p) —w(a)|| = [[p—adll

olacak sekildeki bitp donusimin®™*1 de birkati hareket denir.

Boylece bir kati hareket uzakhgi koruyan bir dontinglur [1].
Ornek 3.1.1.ac R igin,
llJ : RI’H-l N RI’H—l
W(p) = p+a

olacak sekilde tanimlanap doniisimiR™? in bir kati hareketi olug vektorilyle belirli

olan birotelemeolarak adlandirilir [1].

Ornek 3.1.2. 6 € Ricin,

l]JR2—>R2

(X1,%2) — W(X1,X2) = (X1 €00 — X2SIiNO, X1 SiNB + X2 COO)

seklinde tanimlanan donustum bir kati hareket oluphbteket O merkezlb acili bir

donmeolarak adlandirilir (sekil 3.1) [1].
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¢ (0, 1) e(0, 1)

8 ¥ (1,0

®
(1, 0)

Sekil 31.1
Ornek 3.1.3. ac R™icin ||la]| = 1 veb € Rolmak iizere
l]J : Rthl N Rn+l
Y(p) =p+2(b—p-aja

olarak tanimlananp donisimii bir kati hareket olup] = {x € R™!:a.-x = b} n—

diizlemine gore yansimaolarak adlandirilir (sekil A.2) [1].

Sekil 31.2
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Ornek 3.1.4. Vv € R™1 igin ||p(v)|| = ||v|| olacak sekilde tanimlanaplineer donuisiimi

bir kati harekettir. Clinkip,q € R icin,

[W(p)—w(@)|| = [w(p—a)l
= |lp—q]

olur. Bu sekilde tanimlanai donusimun&™* in ortogonal doniisiimii denir.

R™1 in bir lineer donustimiiniin kati hareket olmasi icierek ve yeter sart bu

donisuimin ortogonal olmasidir.

R in iki kati hareketininy,oy; bilesimi bir kati harekettirOzellikle bir ortogo-

nal dontisuim ile bir 6telemenin bu siradaki bilesiraildr kati harekettir [1].

Teorem 3.1.1., R™1 in bir kati hareketi olsun.y = o0 olacak sekilde bir tekiy

ortogonal ddnigimil ve, dtelemesi vardir [1].

Ispat. a = W(0) olsun. Yo, a ile belli olan bir dteleme vap; = wglow olsun. Y in
ortogonal doniisim oldugunu gosterecegiz. Agikg(0) = 0 olacak sekildep, bir kati
harekettir.

vv € R icin g, ortogonal donisimi,

(W2 (W] = [[Ya(v) = w1(0)|| = [[v—0f| = [|v]|

esitligini sagladigindan normlari korur. Boylecadscap in lineer oldugunu gosterme-
miz gerekir. Bunun i¢in dnceyy in i¢ carpimlari korudugunu gosterecegiz.

vv,w € R*1icin,
Wi(v) - Pa(w) = %(||LU1(V)||2+HUJ1(W)H2—HllJl(V)—Llll(W)Hz)

1
SUVIP+ [l = flv—wi[?)

= V-W
olur. Sonug olarak lineerligi gdstermek icivgy, co € Rvevy, vo € R™1 olmak tizere

P1(C1v1+CaVv2) = C1Pp (V1) + CoWa(Vz)

17



esitligini veya buna denk olan

P1(Cav1 +Cavo) — C1P1(Ve) — CoP1(V2) =0

oldugunu gostermemiz gerekir.

Bunun iginyi (civy + Cova) — c1P1 (V1) — CoWa (Vo) vektorinirR™ in bazi bazlarinda her
vektore ortogonal oldugunu gostermek yeterlidir. Ef@, e, ..., e, 1}, R™1 in herhangi
bir ortonormal bazi ise o zamanp(e;), P(e2), ..., U(enr1)} de R™ 1 in bir ortonormal

bazi olur. Cunku i¢c carpimlari korur ve € {1,....n+ 1} icin,

[Wa(cavi +Cav2) — calia (Vi) — CoWa(V2)] - Ya(e)
= (C1v1+Cav2) - @ —C1(V1- &) —C2(V2-&) =0
olacagindanps lineerdir [1].

Simdi dey; ve P nin tekligini gosterelim. Farzedelim kj, 6telemesi vej); or-
togonal dontistimii olmak Uizete= Y0y olsun. Gostermeliyiz ki, = Y, ve Y1 = Py
dir. Kabul edelim kiy0y; = P20y olsun. O haldep; = Y, o0y olur.

Y1 ve Y, lineer dontstmlerdir. Bu donusumler orijini kasithe resmeder. Bu da
(W, *ou) (0) = 0 oldugunu gosterir. Fakat, oy, dtelemedir. Dolayisiyla
W, tog, = | olmalidir. Bdylecaf, = W, bulunur.
W0y = Yoy esitligindeny0y; = Yoo olur. Heriki tarafiy, ! ile isleme tabii tu-
tarsaky; =  olur [6]. O
Sonug 3.1.14 : R — R™1 pir kati hareket olsun. O halde asagidaki dzelliklgjiaait.
1. Y diferensiyellenebilir dir.
2. P : R - R grtendir.

3. dy(V) - dp(W) =V -W,W,W e R} vepe R [1]

Ispat. 1. Lineer donusumler ve dtelemeler diferensiyelleligdit. Dolayisiyla kati

hareketler de diferensiyellenebilirdir.

2. R in ortogonal donusumleri ve dtelemeler drtendirl@osiyla kati hareketler

de ortendir.
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3. Y kati hareketip, dtelemesi vap; ortogonal donustumu ile verilsinp, ve Yy
bilesenleri tek oldugundan
V(p,v) € Ryt vevp e R™igin

olur. Gercekten d&(0) = (p, V) olacak sekilde kéi(t) = p+tv egrisini gdz dnune alahm.
Bu durumda asagidaki esitlige sahip oluruz.
: d
ap(p) =yoa(0) = (W(p), low(p+))
d
— (WP lovaowa(p+ )
d
= (W) Flotwa(p) +1unv) +2)
= (W(p),Y1(v))
dir. DolayisiylaV = (p,v) veW = (p,w) € Ri icin,
dy(V)-dpW) = (W(p),w1(V))- (W(P),Pr(w))
= (V) - W(w)
= V-W

= V-W

bulunur [1]. O
3.2 Kongruent Yuzeyler

Tanim 3.2.1.Sve S, R"1 de iki ylizey olmak izere,

S-S =S

olacak sekilde bitp kati hareketi vars&™* dekiSve Syiizeylerinekongriient yiizeyler
denir [1].
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Boyle bir kati hareketinirdy diferensiyeli,vVp € Sigin Snin p noktasindakis, tanjant

uzayini,Snin ép(p) tanjant uzayi Uizerine donusturidkp i¢c carpimlari korudugundan,

dy(N(p)) = FN(W(p))

olur. BuradaN ve N sirasiylaSve Sizerindeki yonlendirmelerdii/p € Sicin Syiizeyi

tizerindeN yonledirmesi,

dw(N(p)) = +N(W(p))
veya
dyoN = Noy
olacak sekilde daima secilebilir [1].

Ornek 3.2.1. R de ayni yaricapli iki kiire denktir.
S(p),SH(q) C R® olmak lizere

Y:Tgp: R—R
pP—T(p)=a
otelemesi ile
WS (p) = F(a)
olur [3].

Teorem 3.2.1.S veS , R de kongtient iki yuizey olsun. Ayrica
llJ : RI’H—l _ RI’H—l
WS =5

olacak sekilde bir kati hareket olsun. Farzedelim ki S§vel.|JoN — Noy olacak sekilde
yonlendirilmis olsun. O zamaw,W € S,, p € Sigin

L dy(V) - dp(W) =V -W
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2. S nin p noktasindaki plikinci temel formu veS niny(p) noktasindakil w(p)

ikinci temel formu arasinda,

p= IlqJ yody
bagintisi vardir [1].

Ispat. 1. Sonug 3.1.1 den aciktir.

2. Y1 donusumi, Teorem 3.1.1 deki gibinin ortogonal bileseni olsun.
peSV e Sved(tg) =V olacak sekildex : | — Segrisi verilsin.
dy(V) = Yoa(to) oldugundars nin y(p) noktasinday(V) Uzerindel:w(p) Weingarten

donusumunin degeri;

Cyep (dB(V)) = —Ogyw)N

W(p), (W10No) (o)) (3.1.1) den
—(W(p),W1((Noa)'(tg))) (Wwiin lineerliginden
= —dy(p, (Noa)'(to)) (3.1.1) den

(BvN)

= dy(Lp(V))

olur. Buradalp, Snin p noktasindaki Weingarten donusumudur. Boylece,

Ty (dW(V)) = Ly (dw(V))-dp(v)
= dy(Lp(V))-du(Vv)
= Lp(V)-V
= 1p(V)

olur [1]. O
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Sonug 3.2.1.y : S— Sdodniistmiy nin ortogonal kismip; ve Noy = doN olacak

sekilde bir kati hareket isBve Syuizeyleri ayni geometriye sahip olur. Bu durumda;
1. o : 1 — Snin uzunluguoa : | — Snin uzunlugu ile aynidir.

2. N ve N sirasiylaS ve S yiizeylerinin Gauss donustimleri olmak tizere, bunlar
arasindaNoy = y10N bagintisi vardirOzellikle S nin kilresel gostergess nin kiiresel

gostergesini; altindaki goruntusudr.

3. a: 1 — Segrisinin bir geodezik olmasi icin gerek ve yeter gaotx ninSiizerinde

bir geodezik olmasidir.

4. a : | — Segrisi boyunca biX vektor alaninin paralel olmasi icin gerek yeter sart

dyoX in Yoa boyunca paralel olmasidir.

5. Snin p noktasindakL , Weingarten donustumi i®nin w(p) noktasmdak[q,(p)

Weingarten donusimi arasinda

Ly(p)0dWp = dpoly

bagintisi vardir.

6. Sve Snin siraslylk ve k normal egrilikleri arasinda
k = kody
bagintisi vardirOzellikle Snin p noktasindaki asli egrilikleri il&nin W(p) noktasindaki

asli egrilikleri aynidir.

7. Snin p noktasindaki veS nin W(p) noktasindaki Gauss ve ortalama edgrilikleri

aynidir.

8. Sylizeyininp € Snoktasinda konveks olmasi icin gerek ve yeter Sgtizeyinin

Y(p) noktasinda konveks olmasidir.
9. Snin odak noktasinip altindaki goriintiisiS nin odak noktasina esittir.
10. Sylizeyinin hacmiSyiizeyinin hacmine esittir.
11.Syuizeyinin minimal yuizey olmasi icin gerek ve yeter sartin minimal yiizey

olmasidir.
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ispat. 1. £(yoar) = J; [[woal| = J; |dyoer| = J; l&]| = ¢(a)

2. Noo = dyoN esitliginden gorilir.

3. (4) den gorulur. Cunkiar egrisinin bir geodezik olmasi igin gerek ve yeter gart
nin paralel olmasidir.

4. N(g(a(t))) = d(N(a(t))) nin bir katinindyoX(t) = dy(X(t)) olmasi igin
gerek ve yeter sa¥ (t) nin N(a(t)) nin bir kati olmasidir.

5. Teorem 3.2.1 in ispatindan gorilmektedir.

6. K(dW(V)) = [Ty (d(V)) = l1x(V) = K(V) oldugundark ve k asli egrilikleri
aynidir. CunkilL, ve Ep = qupoLpoqug1 sekil peratorleri ayni 6zdegerlere sahiptir.

7. (6) dan goruldr.

8.

(W) —w(p)-NWwp) = (Wa(a)—wa(p))-Wi(N(p))
= (q—p)-N(p)

esitliginden gorulr.
9.
1 1

W(p+ (w)N(p)) = PP+ (ki(

10. Snin herhangi bi lokal parametrizasyonu icipod de Snin bir lokal

parametrizasyonudur. Boylece,

de(EY-E!*) = detdy(EP)- (dy(ED)))
= de(E’-E})

olur. Hacim integrantlari esit oldugund&ve Syiizeylerinin hacimleri esittir.

11. (7) den gorulur [1]. O
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Teorem 3.2.2.R™1 in irtibatl ve yonlendirilmis iki yizeyi S véS olsun. Asgidaki (1)
ve (2) sartlari sajlayacak sekilde bigy: S— S diferensiyellenebilir @niigimil varsa bu

iki yzey kongiient ti. YWW,W € S, p € S igin,
L dy\Vv) - -dygW) =V -W

2. S ninveS nin sirasiyla p ve)(p) noktasindaki I} ve I w(p) Ikinci temel formlari

arasindavp € S icin,

p= IlqJ yody
bagintisi vardir. Gergekte, R*1 de bir kati hareketin S ye kisitlanisidir [1].

Ispat. po € Solsun.R™1 in bir ( kati hareketi]) = Y0y, olacak sekilde tanimlayalim.
Buraday;, R*! in asagidak{a) ve (b) dzelliklerini saglayan ve birtek sekilde belli olan

ortogonal donustumdr.

(@) Wi(N(po)) = N(W(po))

(b) Wve R icin v.N(po) olacak sekildé po, W1(V)) = dyi(po, V)
dir.  Ayrica @2, R™?! in @1(po) noktasiniP(pg) noktasina doniistirecek sekildeki
dtelemesidiryp € Sicin ¢ = |5 alarak((p~toy)(p) = p oldujunu gostereceyiz.
¢ = P—toy olsun. Bu durumdg donusimuSyi S= T ) Uzerine donusturar. Ayrica,
W,W e Sy, pe SveW € Sy icin

(i) do(V)-do(W)=V-W
(i) Ilp_ll¢ )odd

(i) ®(po) = Po

(iv) do(V) =

ozellikleri saglanir. (i) ve (ii) denSnin Ly ve S nin E¢(p) Weingarten donusumleri

arasindar/p € Sigin

L (p)Odd) = d¢oLp
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oldugu sonucuna varilir. Gergekten W € S; igin

Lo(p) (dd(V)) - dd(W) = %('Tqa(p)(dd)(V +W)) — gy (dd(V)) — ) (dD(W)))

_ %<up(v+vv)_||p<V)—llp<W>>

= Lp(V)-W=do(Lp(V)) - dd(W)

olur. Cunkivp € Sigin d¢, Sy yi Sy(p) ye donusturtr. Dolayisiyldd, S, nin ortonormal

bazlar|n|§¢(p) nin ortonormal bazlarina donusturecegindgrden dolayivV € S, icin

Lo(p) (A9 (V)) = do(Lp(V))
olur.
Gosterecegiz ki eger : | — Sparametrik egrisi bitg € | igin
d(a(to)) = a(to) isedd(a(tp)) 0zdeslik dontisimuddr.
Bu durumdavt € | igin ¢(a(t)) = a(t) dolayisiyla dp(a(t)) de ozdeslik
donusumuddr.
vt e | igin {Xi(t),...,Xns1} kimesi S nin bir ortonormal bazi olacak sekilde

X1,...,Xn, 0 egrisi boyunca diferensiyellenebilir paralel vektéarar olsun.

Su(tp) IN bir ortonormaky, ..., Xn bazlarr yardimiylax egrisi boyunca bir tek sekilde

belirlenenX; paralel vektor alanlariX;(tg) = x; olacak sekilde secilerek elde edilebilir.

vt € 1 igin doa boyuncaY;(t) = dd(X;(t)) olacak sekilde vektor alanlari olsun. Bu
durumdavt € | icin {Y1(t),...Yn(t)} baZ|S_¢oa(t) nin bir ortonormal bazidir. Boylece
ddq (to) 0zdeslik dontistimu oldugundati,icin Y;(tp) = X;(tp) olur. Ayrica;

n n

doa = ;((4300() Yi)Yi= ;(dfl)(d) -do(X))Yi

= _Zl(d -Xi)Yi

Xi: | — RveY; : | — Rvektorleri sirasiyl&; ve Y; nin vektor kisimlari olmak tizere, eger

elde edilir.

Y; = X; oldugunu gosterebilirsek
n n du

000) = 3 (@ X% = 5 (@ X)X = G
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esitligini elde ederiz. Boylecgoa ve a bir sabit ile farkederler.

(doa)(tg) = a(tp) oldugundarvt € 1 icin (¢poa)(t) = a(t) sonucuna varilir. Ayricgi igin

olur. Dolayisiylavt € | icin dd(a(t)) 0zdeslik dontisimi olur. Buda istenendir.
BoyleceVi € {1,...n} icin X =Y; oldugunu gosterecegiz. Bunun icitt, icin RQE%

ve Rggo}(t) uzaylarinin sirasiyl@Xxq(t),...Xn4+1(t) } ve {Y1(t),...Yn41(t) } ortonormal ba-
zlari olmak GizereX, 1 =Noa veY,, 1 = N_o¢00( alalim. Bu durumda,

. ntl o onil

Xi= Z aijX; ve Yj= Z bij Y

=1 =1

olur. Buradajgjj = X - Xj vebjj = Y -Yj fonksiyonlaril Gzerinde reel degerli fonksiy-

onlardir.Vi, j i¢in aj = bjj oldugunu gosterecegiz.

d ) )
0= (Xi- X)) =Xi- X +Xi-X; = aj +aj
oldugundaraj; = —ajj olur. Benzer sekild®ji = —bjj olur. i < j i¢in a; = bj; oldugunu

gostermek yeterlidir.
Yi =déoX;,ie€ {1,...n} vektor aIanIar§deki¢oa egrisi boyunca paraleldir. Bu gercek,

(i) den veX paralel vektor alani i¢irX(t) = 0 olmasinin bir sonucudur. Bu gercekler

altindaX; nin Sye normal oldugu gibY; deS_ye normaldir. Boylece X i, j < nicin
olur. Ayricai < nigin

bi,n+1 = Y.i Yy = Yi : |\_IO¢OG =-Y;- |\_|O¢OG

= Yi-L(¢oa) = Y;-L(dp(a)) = dd(X;)-do(L(a))
= Xi-L(&) = —X;-Noa = X;j-Noa = X - Xni1 = @i ns1
olur. BuradalL(a), a egrisi boyunca(L(a(t))) = Loy (a(t)) ile tanimlanan vektor

alanidir.L(¢oa) de benzer sekilde tanimlanmistir. Boylece i< j < n+1iginaj = by;

sonucuna ulasinz. Dolayisiy, j icin ajj = bjj olur.
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Vi e {1,...,n+1}icin X; =Y; oldugunu gostererek ispat tamamlanabilir.

Cij =Yi-Xj: | — Rolmak GzereY; = Z?I%Cijxl' icin (cij (to)) matrisi birimdir. Ayrica,

dg; B dy v dX;
a - o T g
n+1 n+1
= (> aM)-Xi+Y- () awXd)
=1 K1
n+1
= > (&Ckj +ajkCik)
K=1

olur.
1, i=jise
Gij (to) = o
0, i#] ise

baslangic¢ degerli.Imertebeden adi diferensiyel denklemler

1 i=jise
cij(t) = S
0, i#] ise
fonksiyonlari ile saglanir. Cunké; +aji = 0 dir. Boylece adi diferensiyel denklemin
¢ozuimunun tekliginden dolayt € | igin (c;j(t)) birim matristir. Bir bagka ifadeylet < |
veie {1,....,n+1} icin Y(t) = Xi(t) olur. Son olarakv/p € Si¢in ¢(p) = p oldugunu

gostermeliyiz.

U={peS:¢(p) ve dp(p) = dzdeslik

olsun.q, Snin bir lokal parametrizazyonu olmak tizerp € U, @(V) formundaki bir acik
kiime tarafindan kapsanacagintlakiimesiSde bir aciktir. Burad®, R" de bir agik yu-
vardir. p, (V) deki bir parametrik egri ilep(V) nin herhangi bir noktasini birlestirebilir.
Boyleceg(V) C U teskil edilebilir. Diger taraftarp ve d¢ fonksiyonlari surekli olduk-
larindanU nunSdekiS—U timleyeniSde bir acik kimedir. Bu is8irtibath oldugundan
sadecdJ nun veyaS—U nun bos kiime olmasi ile mimkundur. Eger [a,b] — S
a(a) € U vea(b) € S—U olacak sekilde surekli bir donusum ise, bu durunodé)
neU ya nedeS—U ya ait olur. Buraddp, {t € [a,b] : a(t) € U} kiimesinin en kigiik

27



ust siniridir. pp € S oldugundanS— U bos kiime olmak zorunda, boylete= S olur.

OzellikledeVp € Sicin ¢(p) = p olur [1].
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4.1ZOMETR ILER

Bu bolumde intrinsic geometrik ozellikler; izometrzametrik yuzeyler, global
izometri ve lokal izometri kavramlari verilmistir. Bip dontisimu izometri ise birinci
temel formlari korudugu, tersine bip diffeomofizmi birinci temel formlari koruyorsa
Y nin bir izometri oldugu gorultr. Ayrica cesitli lokazometri ornekleri verilmistir.
Daha sonra Riemann metrik ve poincare metrigi verilerekrairiklerle ilgili teorem

ve sonuglar ifade edilmistir.
4.1 Izometriler ve Lokal izometriler

Uzay araclarinin icadindan once yeryuziinde yapilgiinilerden yerytizi olculeri
konusunda kesin bir sonuca varmak zordu. Bir egrinin zapasmametresine gore turevini
alarak bu egrinin uzunlugunu ve c¢izilme hizini oldela. Boyle odlciimlerden turetilmis
olan geometriyentrinsic geometri denir.

Bir S ylzeyinde egriler boyunca uzakligi hesaplayabilmgk ibttiyac duya-
bilecegimiz esas unsur tanjant vektorlerin i¢c cargimiGercekten d@ € Solmak Uzere
herS, tanjant uzayi tizerinde i¢ carpimin verilmesiyle bugyizizerindeki parametrik bir

a: 1 — Segrisininé(a) uzunlugu,

b
fo) = [ fac)t
= [ a)ta

formulu ile hesaplanabilir. Tersiredeki keyfi diferensiyellenebilir egrilerin uzunlugunu
hesaplayabilirsels, deki vektorlerin normlarini da hesaplayabiliriz. Gedgn dea :
[a,b] — Segrisinina dant ye kadar olan yayin uzunlugu(t) vecx(t) =V olacak sekildeki
V € § vektori igin,

VI = )] = (50
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olur. Normlar yardimiyla buttin i¢ carpimlari;
1
V-W= (v +WIZ = [V = [w]?)

formuli ile hesaplayabiliriz. Boylec& tizerindeki bira egrisinin uzunluk olctleri
yardimiyla tiretilen intrinsic geometignin her bir noktasindaki tanjant uzayi tizerindeki

ic carpim bilgisinden elde edilen geometridir [1].
Tanim 4.1.1. ¢ : S— SdiffeomorfizmivVp € Sve W,W e S icin,
dy(V)-dpW) =V -W

esitligini saghyorsap donusiimine bizometri denir.
Diger bir ifadeyle;dy dontisimi tanjant vektorlerin i¢c carpimini koruyay diffeomor-

fizmi bir izometridir [5].
Ayricay bir izometri oldugundaiV € S, igin,
V) =V-V = dp(V) - dyp(V)
= lyp (dyp(V))

esitlikleri saglandigindan birinci temel formlar konur.

Tersine binp diffeomorfizmi birinci temel formlari koruyorsa, yaiVv € S, igin

Ip(V) = ly(p) (dWp(V))
esitligi saglaniyorsa bu durumda,;
2(V-W) = Ip(V+W)—Ip(V)—1p(W)

= ly(p) (dWp(V +W)) —ly(p) (dWp(V)) — ly(p) (AWp(W))
= 2(dyp(V) - dyp(W))

olacagindamp nin bir izometri olacagi sonucuna varilr [5].

Tanim 4.1.2. Egery : S— S doniisimil bir izometri is& ve S ylizeylerineizometrik

tirler denir [3].
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Ornek 4.1.1. Bir kagit parcasini degisik sekillere donustikén onu yirtmamaya,
yapistirmamaya dikkat edersek elde edilebilen her birk@mumun digerlerine izometrik

oldugunu soyleyebiliriz (sekil 4.1) [3].

[T [7 & 6

Sekil 41.1
Tanim 4.1.3. R™1 de iki yuizeySve Solsun. Eger bir
Y:S— S

donusumu icirdy i¢c carpimlart koruyor is@) ye lokal izometri denir.

Bu tanima gore her bir izometri ayni zamanda 1 : 1 ve Ortean ddir lokal

izometridir.

Y bir lokal izometri ised nin, benzer dusuincelerle bir reguler dontusim gldu
aciktir. O halde/p € Sicin p nin Sde yatan bitJ komsulugu mevcut olup bu komsuluk
 tarafindanS daki Y(p) nin bir V komsuluguna diffeomorfik olarak resmedilir. De-
mek oluyor ki : S— S lokal izometrisiniR™?! de bash basina birer yiizey olarak
alabilecegimizU ve V yuzeyleri arasindaki bir izometri olarak dusunelmlir Yani
Y|y : U — V bir izometridir [3].

EgerVp € Sicin g : S— Sdonisumil bir lokal izometri ve diffeomorfizm ise o
zamany global bir izometridir [5].

S yiizeyinin herp noktasindaS yiizeyi icine bir lokal izometri varsa o halde ve S

yuzeylerindokal izometriktirler denir [3].

Bir @ : S— Sizometrisi tanjant vektorlerin i¢ carpimlarini koruglindan dolayi bu

ylizeyin butiin intrinsic geometrisini de koru@rnegin;a : [a,b] — Segrisi parametrik
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bir egri ise o zamanS tizerinde bulunampoa egrisi ile ayni uzunluga sahip olur. Bu

durumda,
b .
twoa) = [ (wooo)(t) ot
b
— [ lag@)at

b .
AL
t(a0)

olur. Aslinda intrinsic geometri; yluzey geometrisiniromzetriler tarafindan korunan

parcasi olarak dusunulebilir [1].

Teorem 4.1.1.R® de S véS iki yizey vap : S— S bir diferensiyellenebilir dntisim ve
b:UCR—-Sved=yop:UcCR—S

birer harita olsun.

W lokal izometridires E = E, F =F ve G= G dir [3].

Ispat. = ( lokal izometri olsun. O zaman

¢_u = dllJ((I)u), 6v = dll—’((pv)

yazilabilir. Buna gorely i¢ carpimi koruyacagindan.

E_ = dw<¢u)dtp(¢u) :¢u‘¢u: E
Fo= dw(du)-db(dy) =u-dv=F
6 = dllJ(tbv) de(q)v) = ¢v : ¢v =G

olur.

< ¢ : U — Sdonusumui iginp € S noktasinin dahil oldugu komsulok = ¢(U)
olsun.vXp,Yp € Sy icin Sy uzayid, ve ¢y nin gerdigi uzay oldugundan

Xp = apu+ady, a,a2€R

Yp = bl¢U+b2¢V7 b17b2€R
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yazilabilir. ¢ nin lokal izometri oldugunu gostermek igin;
E=E,F=FveG=Gisedy(Xp) dW(Yp) = Xp-Yp

oldugunu gostermemiz gerekir.

dp(Xp) -dp(Yp) = d(azdu+azdy) - d(brpu+ b2dy)
= (aaby+axdy)- (b1, +b2dy) (dy lineer oldugundan
= aybiE + (aybp +arhy )F + aph,G

olur. E=E, F =F veG = G oldugundan

= aibiE + (aibz +apbs)F + axh,G
= aibiy- du+ (arbz +azb1)dy - dy + azbody - oy
— Xp .Yp

olur. Bu day nin i¢ carpimlari korumasi dolayisi ile lokal izometrintdsi demektir
[3]. O

Ornek 4.1.2.S: R de duizlem vés=C = {(x,y,2) € R3|x2+y? = r2, z=t} silindir olmak

uzere
P:RR—=C
donisimini ele alalini? de
bR R
(Uv) = o(uv) = (uv)
dontisumune goreé, = (1,0), ¢y = (0,1) oldugundan

E = (I)u-(l)u:(l,O)-(l,O):
= ¢u‘¢v: (170)‘<071)
G = ¢v‘¢v: (O, 1) ’ (O7 1)

1
0
1
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olur.
C={(xYy,2) e R +y*=r2z=t}
silindirin parametrik denklemt = rcosb, y=rsinb vez=t keyfi € Rolmak tzere
o:(61)eR-R
(0,t) — ¢(6,t) = (rcosh,rsing,t)
dir. ¢ = Y dusiincesiyle

P:R2—=C

u_ _.u
(uv) — P(u,v)= (r cosF,rsmF,v)

dy(ds) = W= (—sin",cos ,0)
dg(dy) = Wy =(0.0.1)

olacagindan
E — de(q)u)-qu(qau):sin2$+cosz$:1
F o= d(¢u)-dy(¢y) =0
G = dy(dy)-dy(d,) =1

olur. OhaldeE=E=1,F=F=0veG=G=1 oldugundany bir lokal izometridir
[3].
Ornek 4.1.3.
S={X(u,v)|X:R> - R%}
X(u,v) = (ucosv,usinv,V)
helisoid (merdiven) ylzeyi ile
S={Y(u,V)|Y: R —R%}

Y (u,v) = (argshu v/ 1+ u?cosy, v/ 1+ u?sinv)
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katenoid ylizeyi icin

PY:S— S
X(u,v) = P(X(u,v)) =Y(uv)
olarak tanimlanay dontisimi bir lokal izometridir.
Gergekten deS yuzeyi icin X, = (cosy,sinv,0) ve X, = (—usinv,ucosv,1)
oldugundan
E = Xu-Xy=1
= Xy X% =0

G - XV'XV::L

olur. Syiizeyi icin

1 1 1
Y, = (———,u(u’+1)"Zcosv,u(u’+ 1)~ Zsinv
Y, = (0,—v1+u2sinv,\/1+ u2cosv)
oldugundan
— 1 u? u?
E = Y- Y= cogv sifv=1
v 1-|-u2+1-|—u2 +1+u2
F - Yu‘YV:O
G = Y-Yy=1+12

dir. O haldeE = E,F = F,G = G oldugundany bir lokal izometridir [8].

Ornek 4.1.4. y : Rk — Rk pir kati hareket vé& de R da bir ylizey olsun. O zaman

W|s, Sylzeyininy(S) uzerine bir izometrisi dir [1].
Ornek 4.1.5.

g: R2 - R3
W(0,u) = (cosh, sinb, u)
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olsun. Y donistimii duzlemiR® de x2 + x5 = 1 silindirine donustirur (sekil 4.2). W
doniistmii bir lokal izometridir. Cuinkap doniisimiy (8, u) € R? igin R(ze.u) uzayinin

{(8,u,1,0),(0,u,0,1)} ortonormal bazini, gorintl uzayinin
{E1(6,u),E2(0,u)} = {($(6,u), —sinB,cosH,0), (¢(6,u),0,0,1)}
ortonormal bazina donusturur. Dolayisigigi g ) i¢ carpimi korury dénusumuntn,
U={06,u) eR: —t<B8<T}

acik kiimesine kisitlanisiyR? dekiU seridinden, bir dogrusu c¢ikariimus silindir iizerine

Y|y izometrisi elde edilir [1].

¥

i
% : T
|

Sekil 41.2
Ornek 4.1.6. a> b > 0 olmak Uizere ,
$(9,0) = ((a+ bcosp) cosh, (a+ bcosyp) sinb, bsing)
ile verilen
(0§+58)2 ~a) x5 =17

tor ylizeyini gbz onuine alalm. Bu sekilde veril@rmonistm bir lokal izometri degildir.

Gergekten de

1d9(,8,0,1)[ = [[(¢(@,8),—(a+bcosp)sinb, (a+bcosp) cosb,0)||

= a-+bcosp
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olur. ¥(¢,8) € R?igin ||(¢,8,0,1)|| = 1 oldugundan
|dé(,6,0,1)[| # [|(¢,8,0,1)|
olup ortonormal bazi ortonormal baza donusturmentktBiger taraftan,
(@, 0) = (cosp, sing, cosh, sind)
ile verilen

X4+xs = 1

XB+x5 = 1

tor ylzeyini goz onune alalim. Bu sekilde verilgndonisumi bir lokal izometridir.
Gergekten d&/(@ 0) € R? igin,

dw((ﬂeal,O) = (qJ(@,e),_Sin(RCOS(PaO,O)
dy(e,6,0,1) = (Y(e,0),0,0,—sinB,cosH)

vektorleri bir ortonormal baz olusturug donisiminin,
U={(g,0) cR: —TI< @< T, —TI< 0 < T}

acik kiimesine kisitlanisiy deU karesinderR* de iki cemberi ¢ikariimis tor izerine

bir Y|y izometrisi elde edilir [1].

Ornek 4.1.7. Syuizeyi R% — {(0,0)} delinmis diizlemi olsunS yiizeyidexs > 0 olmak

UzereR® de
X +33-x5=0
denklemi ile verilen koni olsuny donusumd,

L|JZS—>§

r

Y(rcosh, rsind) = (2

r. V3
cosZB,ésmze,?r)
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seklinde tanimlansin. Burada> 0 olmak Uzere(r, @), R> — {(0,0)} Uzerinde kutupsal

koordinatlardir. Bu durumdd donuisumi lokal izometridir. Eger,
U={(r8)eR:r>0}
olarak verilirse 0 zaman

¢(r,0) = (rcosh,rsind)
r r . .. v3
¢(r,0) = (ECOSZB,éstG,?r)
ile tanimlananp : U — Sve § : U — Sdonusumleri birer parametrik-2ytizeydir. Bu-
radad = Yoo dir (sekil 41.3). ¢ boyuncaE; ve § boyuncaE; koordinat vektor alanlari

asagidaki denklemlerle verilir.

Er8) = (8(8).32(1.8)) = (6(1,0).cos.sing)

(r8) = (8(1.8),35(1.8)) = (8(r.0). ~rsint.rcosd)
0 = (309, 2:0)) = (3(1.0). JcosB. Fsin. %)
E(18) = (3(.8).35(18)) = (B(r.0) - rsin.reos3,0)

Ayricai € {1,2} olmak Uzerevp € U igin,

dy(Ei(p)) = Ei(p)

olur. Cunkd,

dy(Ei(p)) = dy(dd(e)) =d(pod)(e)
= df(e) =Ei(p)

dir. Buradae; = (p,1,0) & = (p,0,1) dir.

~

dy(Ei(p)) - dw(Ej(p)) = Ei(p) - Ej(p)
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(i=]j=1)ise
= 0, (i,j)=(1,2)veydi,j)=(21)ise
(i=]=2)ise

olup baz vektorlerin i¢ carpimlarinin korundugu gl Dolayisiyla tanjant vektorlerin

ic carpimida korunur [1].

et 4

Sekil 41.3

Ornek 4.1.5, izometrilerin bukillmeler olarak adlandmozel bir sinifina ornektir.

Kabaca bir dogrusu ¢ikariimis silindir,
{(x1,%0,%3) € R®: =TT < Xy < T, X3 = O}

ile verilen seridinden uzatma, yirtilma ve yapistirmanaksizin silindir sekline

bukulmesiyle elde edilmistir.
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Bu ornekte yuzey uzerindeki egriler boyunca uzunlultarunur. Diger bir degisle
bukulme ile biri digerinden elde edilebilen iki ylizesometriktir.
RK da birSyiizeyinin,R™K da birSyiizeyinden bilkiilme ile elde edilmesiicin asagidaki

3 sartl saglayacak sekilde bir,
P: [a,b] x S— Rk

diferensiyellenebilir dontusimin olmasiyla mumikiir.
(i) vt € [a,b] igin
Wi S— R™ i (p) = y(t, p)

olacak sekilde tanimlanan dontisim bir izometridir.

(ii) Vp € Sicin Ya(p) = p
(iii ) Yp, SdenSiizerine bir izometridir.

Ornek 4.1.6 de oldugu giit* uzayinda 2 cemberi cikarilmis-2or veOrnek 4.1.7
de iseR® uzayinda bir dogrusu cikariimis koni, 2- diizlemin @édacinin bukilmesiyle
elde edilir [1].

Ornek 4.1.7n— boyutlu S ve Syiizeyleri iciny : S— S doniistimuniin bir lokal
izometri oldugunu kontrol etmek icin faydali bir tekniktp € Sicin ¢ : U — Sdonusumi
Snin p noktasindaki bir acik kiimesinin lokal bir parametrizasy olsun. Egeg bir lokal
parametrizasyon ise o zamBnveE; sirasiylap ve § boyunca
Ei -E; = E - Ej olacak sekilde koordinat vektor alanlar olur. Ayri§é)) C S olacak
sekilded = pod parametrik birn— yiizey olur. Tersine, Egerp € Sicin p € ¢(U)
olacak sekildeb : U — Sdonusumi varsa o zamgnbir lokal izometridir.

Syiizeyinin intrinsic geometrisinin bir pargasi olan gezirik 6zellikleri izometriler
altinda invaryanttir.  Egrilerin uzunlugunun izometrikvaryant oldugu gorulebilir.
Parametrik bira egrisinin geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart migrisabit hiza
sahip ve integral uzunlugu sabit u¢ nokta varyasyonégagiirea da sabit olmasi ile

mumkundur. Boylece geodezikler izometrik invartandiir.
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Hacim de izometrik invaryanttir. Cink parametrik §iytizeyinin,

V(9) = [ deti-E))?

hacim integrali sadece koordinat vektor alanlarinindgoemina baglidir. Diger taraftan
kilresel goriintu, asli egrilikler, ortalama egrjlilodak noktasi veR™! de minimal
yiizey olma ozellikleri izometrik invaryantlar degitdiOrnek 4.1.5 de oldugu gibi boyle

ozelliklerin hicbiri izometri altinda korunmazlar.

Yukaridaki disiincenin tersinB™! de n— yiizeyin asli egrilikleri izometriler
altinda invaryant olmamalarina ragmen cift boyutluéiccarpimi izometriler altinda in-
varyanttir.n = 2 icin kesfedilen bu duruma "theorema egregium” denir.

Bir egri boyunca paralel vektor alani olma 6zelligi kaur. Bu gercekler kovaryant

trevlerin intrinsic olmasinin bir sonucudur [1].

Kovaryant tireviR™ dakin- boyutlu ylizeylere genisletelinR** dan— boyutlu
bir S yuzeyi ve parametrik bio : | — S egrisi boyuncaS yilizeyine tegeX diferen-
siyel vektor alani verilsin.a boyuncaX in kovaryant turevi;vt € | icin §) tanjant
uzayi iizerindé& (t) nin a egrisi boyunca ortogonal izdiisiimilyle elde edil@igizeyine
tegetX’ vektor alanidir. Boylec&'(t), X(t) nin yiizey lizerindeki tegetsel bilesenidir.
peSVeSveSc Rk olmak tizeren— boyutluSyiizeyi tizerinde diferensiyellenebilir
bir tanjant vektor alanX olsun.X in V yoniuindekiDy X kovaryant tirevi[Jy X in tegetsel
bilesenidir. YanDy X, Oy X in ¢ yuzeyining(p) noktasindaki tanjat uzayi tzerine ortog-
onal iz dusuminden ibarettir. Boylece kovaryanetiioperatorleri asagidaki gibi birbiri

ile iligkili olurlar.

X, Rk dakin— boyutluSyiizeyi iizerinde diferensiyellenebilir tanjant vekédan
ve a da S de parametrik bir egri olsun. Ya, ¢ : U — Rk parametrikn— yiizeyi
boyunca diferensiyellenebilir tanjant vektor alaniovdaU da parametrik bir egri olsun.

Bu durumdavt € | igin

olur [1].
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EgerX, R™K daki n— boyutlu Syiizeyi izerinde diferensiyellenebilir vektor alani

ved : U — Sparametrik bim— yiizey ise o zamawV € R*1 ve p e U icin,

aip X = (X0a)' (1)
olur.

Rk daki n— boyutlu S yuizeyi iizerinde iki diferensiyellenebiliX ve Y tanjat
vektor alanlar verilsin.p € S olmak tzereS yuzeyi UzerindeY nin X yonundeki ko-

varyant tirevi,
(DxY)(p) = Dx(p)Y

olacak sekilde tanimlanddyY tanjant vektor alanidir. Benzer sekilde bir
¢ : U — R parametrikn— yiizeyi boyunca diferensiyellenebilir iki tanjant vektdani

X veY olsun.p € U i¢in ¢ boyuncaDxY kovaryant turevi;

(DxY)(P) = Dap-1(p)(x(p))Y

olacak sekilde tanimlanan tanjant vektor alanidir. Kgaat tirev asagidaki 6zelliklere

sahiptir.
(i) DxsvZ = DxY+DyZ
(i) DixY = fDxY
(i) DY = DxY+DxZ
(iv) Dx(fY) = (Oxf)Y+ fDxY

(v) Ox(Y-Z) = (Dx)-Z+Y-(Dx2Z)
BuradaX,Y ve Z, Siizerinde (vey# boyunca) tanjant vektor alanlari Wede S izerinde

(veya¢ boyunca) diferensiyellenebilir fonksiyondur [1].

Teorem 4.1.2.¢ : U — Rk donuisimii parametrik bir n- ylizey ve
Ei,i € {1,...n} ded boyunca koordinat veéit alanlari olsun. Bu durumda,

peUveijke{l .. n}icin

(4.1.1)

1 <agik L 99 _ 9 )

(DEi Ei) ‘Ex = > 6Xj ax X

dir. Burada gj : U — R fonksiyonu, g = E; - Ej ile tanimlanir [1].
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Ispat. OnceVi, j icin Dg Ej = Dg,Ei oldugunu ifade edelim. Gercekt&ip € U icin,

Ej(p) = <¢(p>,g—2(p))

ve
0%
CeENP) = (60529
dir. Ikinci mertebeden kismi tiirevlerin simetrik olusunddflg Ej)(p) = (OgE)(p)
esitligine sahip oluruz. ¢(p) noktasindaki tanjant uzayi Uzerine ortogonal izdUgim
alindigindaDg,Ej = DeEi elde edilir. Bu simetriyi kullanaralgx nin kismi turevleri

hesaplanabilir.

a N
% = DUg(Ei-Eq) = (Dg;Ei) - Ex+ Ei - (Dg;Ey)
j
a .
% = Ug(Ej-Ex) = (DgEj) - Ex+E;j- (DgEx)
|
a .
aixt = (DgEi)-Ej+Ei- (DgEj) = (DgEq) - Ej +Ei - (Dg;Eq)
Boylece,
0dik , Ok  0Gij
0X; "‘axi 0X (Dg;Ei) - Bx+ (Dg Ej) - Ex
= 2(DgE;j)-Ex
olur [1]. -

Sonug 4.1.1.Kovaryant turev intrinsic dir.

Ispat. Bu sonucug : U — R parametrikn— yiizeyi boyunca ispatlamak yeterlidip.
boyunca diferensiyellenebilir bX vektor alani verilsinX vektor alan nin Ej koordinat

vektor alanlarinin bir lineer terkibi olarak ifade edétil. Yani;

n
X:i;fiEi
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yazilabilir. Buradd € {1,...,n}i¢in fi : U — Rdir. Boylecep € U,V € Ry igin,

DvX = Dy <_ifiEi>
~ 3 (VORGP + H(PIDVE)

— i_i ((DV f)Ei(p) + fi(p Z ViDg,(p) )

dir. BuradaV = (p,vs,...,Vy) dir. Bu son ifadedeki terimlerin tamanp boyuncaki in-
trinsic geometri bilgisinden hesaplanabilir. Yz{Dﬁi E; ,Teorem 4.1.2 daki formulden
hesaplanmis olafi(Dg, p Ei) - Ex(p)} nin i¢ carpimlari kimesinden belirlenebilir. Bun-

dan dolayDy X intrinsic dir [1]. O

Sonug 4.1.2.Paralel Vektor alanlari intrinsic dir.

Ispat. Sonug 4.1.1 den gorulebilir. Cunk¥,in a boyunca paralel olmasi i¢in gerek ve

yeter sarX’ = 0 olmasidir [1]. O

Teorem 4.1.3.R""1 de n— boyutlu ynlendiriimis S yizeyinin Gauss kroneckegei i

n— cift ise intrinsic dir

Ispat. Toremin ispatinip : U — S parametrikn— yiizeyi icin yapmak yeterlidir. ¢
boyunca diferensiyellenebilir bir Z tanjant vektor alamip boyuncaE; koordinat vektor

alanlari icin
0°Z
0X;0X;

(e 2)(P) = (#(9)
dir. Boylecevi, j icin,

(p)) — (Oe, Ce2)(P)

OO, Z— Ug,0gZ=0

olur. Teoremi tegetsel bilesenin sifir olmasi gerge@n yola cikarak esitligin sol

tarafinin tegetsel bilesenini hesaplayalim.
DEiDEjZ = DEi(DEjZ-i-((DEjZ)-N)N)
= DgDg,Z+ ((0g2) -N)Og N+ (N nin bir kati)
= DgDg,Z—(Z-UgN)OgN+ (N nin bir kati)
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oldugundan dolayiyp € U icin
(OgUg 2)(p) = (DgDgZ)(p)
— (Lp(Ej(p)) - Z(P))Lp(Ei(P)) + (N(p) nin bir kat)

i, j indislerinin yerlerini degistirip ¢cikartmak surete/lve tegetsel bilesenin sifir olmasi

gerceginden hareketle
(DgDe;Z—-DgDeZ)(p) = (Lp(Ej(p))-Z(p))Lp(Ei(P))
— (Lp(Ei(p)) - Z(P))Lp(Ej(P))
esitligi elde edilir.
Vi, j icin esitligin sol tarafi intrinsic oldugu icin sa@afi da intrinsic dir. Lp nin li-

neerliginden dolayp € Svex,y,ze€ Syigin

R(%,¥,2) = [Lp(Y) - ZLp(X) = [Lp(X) - ZLp(Y)

seklinde tanimliR(x,y,z) € S, vektorii de intrinsic dir. Burad®&(x,y,z) vektoru S nin

Riemann tensorudir Ve Snin intrinsic geometrisine aittir.

Edern= 2 ve{e;, e} dep € Solmak lizereS, nin bir ortonormal bazi ise, 0 zaman

Snin p noktasindakK (p) Gauss egriligi,

K(p) =detly = [Lp(e1)-&]llp(€2)- €]
— [Lp(e2) -e1][Lp(er) - €]
= R(ep,e1,e1) &

seklinde olup intrinsicdir.

Egern > 2 fakatn ¢ift ve {ey, ...en} de S, nin bir ortonormal bazi ise, o zaman
K(p) = detlp = detLp(&)) - &]
determinantinin2 minorlerinin cinsinden acilimi

K(p) = ((-1)2/2"1) 3 £(0)&(1)[R(Eo(1), Eo(2)»€on)) - €o2)] -

.. [R(€g(n-1), €g(n), &r(N—1)) - €(n)]
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seklindedir. Burada topland,1,...n} in butiino ve T perutsyonlari Uzerindendie(o), 0

permutasyonun isaretini belirtir. Dolayisiyigift iken K intrinsic dir [1]. 0J
4.2 Riemann Metrikler

n boyutlu S ylizeyinin intrinsic geometrik 6zellikleri sade&ye teget vektorlerin
ic carpimlarina veS deki parametrik egriler boyunca ye teget vektor alanlarinin ic
carpimlari olarak elde edilmis fonksiyonlarin tureube baglidir. Diger bir degisle,
p € Solmak UzerevS, tanjant uzayi tzerinde i¢ ¢carpim verildigin8enin intrinsic ge-
ometrisi,Snin R deki yerine bagli olmaksizin calisilabilirS, Uizerinde bir i¢ carpim
verilmesi durumund& deki egrilerin uzunluklariS nin hacmi,S de geodeziklerS de
egriler boyunca paralel vektor alanlari 8ain Gauss egriligirf ¢ift olmasi durumunda)
Snin R*1 de nasil egrildigine bakiimaksizin hesaplanabilir. 1AGA, VS, tanjant uzay!
uzerindeR™! den gelen birbirinden farkli i¢c carpimlar verildigindetrinsic hesapla-
malar yinede yapilabilir. Fakat hesaplamalarin sonuglaltanilan i¢ carpimlara bagl
olur. Buldugumuz bu geometri genelikle bilinen geomedricbldukca farkl olacaktir.
Boyle i¢ carpimlardan elde edilmis olan bu geometiRieamann geometridenir. S,
uzerinde kendisinden geometri tiretilen butin igpganlarin kolleksiyonu bilRiemann

metrik olarak adlandirilir [1].

Tanim 4.2.1. Bir Syuzeyi Uzerindeki bir Riemann metril§, deki vektorlerin herbir

{V,W} ciftine g(V,W) reel sayisini karsilik getiren bir fonksiyondur. Bu foiyks
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W, W, X € Sy, p€ Sve € Rigin asagidaki sartlari saglar.

(i) alv,w) = gW\V)

(i) gV+W,X) = g(V,X)+g(W,X)
gVvV,W+X) = gV,W)+g(V,X)

(i) g(AV,W) = Ag(V,W)
a(V,AW) = Ag(V,W)

(iv) g(V.V) > 0,
a\V,Vv) = 0&V=0

Snin birU acik alt kiimesi Uzerinde taniml diferensiyellenettdnjant vektor alanlarinin
V{X,Y} ciftiicin,

olacak sekilde tanimlanan
g(X,Y):U =R

fonksiyonu diferensiyellenebilirdir.

(i) — (iv) dzellikleri i¢ carpimin bilinen dzellikleridir. Ashda verileng fonksiyonu
VS, uzayi Uzerinde/ -W = g(V,W) olacak sekilde bir i¢c carpim olarak tanimlanabilir.
g nin diferensiyellenebilir 0zelligi,(S,g) nin geometrisini arastirmayi ve diferensiyel

hesaplamalari yapabilmeyi garantiler [1].

Ornek 4.2.1. S, R™* dan boyutlu bir yiizey olsunp € SveV,W € S, icin g(V,W) =
VW ile tanimlanmig(V,W), R?ﬁk da vektorlerin alisiimis i¢c carpimi olsun. O halgle
metrigi, SUzerinde bir Riemann metriktir. Bu sekilde tanimlangraetrigineStizerinde

alisiimis metrik denir [1].

Ornek 4.2.2. Bir Y : S'— {q} — R" donusimi R deki q kutup noktasi gikariimis
S" birim kiiresindenR" ¢ R ekvatoral hiperdiizlemi tizerine stereografik izdiigiim

gostersinS'— {q} Uzerinde tanimli bir Riemann metrik,

g(V,W) = dy(V) - dg(W) (V\We s, peS'—{a})
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ile tanimlanir. Burada sag taraftaki i¢ garplﬁgj(p) de alisiimis i¢c carpim dir. Boylece
S'— {q} uzerindekig metrigi R" deki alisilmis metrik cinsindety izometrisi yardimiyla
belirlenir. Y dontsumi bir izometri olup ve ylizeyin butin insia 6zellikleri koruy-
acagindan asagidaki sonuclara variriz.

(i)  (S"—{q},g) nin geodezikleri,R" nin geodeziklerining = ¢~ izometrisi
altindaki goruntuleri olur (sekil 2.1). Dolayisiyla S'— {q}, g) deki maksimal geodezik-

lerin ailesi, S" nin Uizerindekiq noktasindan geceq noktasi cikarilmis ¢cemberlerin

NS

Sekil 42.1

ailesinden ibarettir.

(i) Kure uzerindeki limpo(t) = q olacak sekildeki her parametrik
a: (a,b) — S'—{q} egrisinin uzunlugu sonsuz olur. Cunku bdyle becin ¢(Yoa) =
olur.

(i) ncift olmak Uzere(S'— {q},g) nin K Gauss egriligi vzdes bir sekilde sifir
olur [1].

Ornek 4.2.3. Bir ¢ : R" — " doniisimiiS birim kiresinin kuzey kutbuy dan ekva-
toral hiperdiizlemine stereografik izdusumununitetselirtsin. R" Gizerindekig Riemann
metrigi,

g(V,\W) =do(V)-dp(W)  (V,\WEeRppeR

ile tanimlansin. Burada sag taraftaki i¢ gar@ap) C R$(+p1) de alisiimis i¢ carpimdir.
Boyleced donusumi(R", g) dan alisiimis metrikiS' — {q} ya bir izometridir.

¢ nin bir izometri oldugu gerceginden harekefieve (ii ) sonuglarina variriz.
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(i) (R",g) nin geodezikleriS" nin geodeziklerininy = ¢! izometrisi altindaki
gorintuleri olur (sekil £.2). Orijinden yayilan maksimal geodeziklBf de dogrular
olur [1].

Sekil 42.2

Boyle geodeziklerin herbig metrine bagl(2m) sonlu uzunluga sahip olur. Uygun
bir sekilde parametrize edilmis boyle geodeziklerintdie 21t periyodu ile periyodik
olurlar (sekil 42.3) [1].

Sekil 42.3

(i) ncift olmasi halindgR", g) nin K Gauss egriligi sabit olup 1 e esittir [1].
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En ilging Riemann metrikler alisiimis metrikler icihz konusu olan izometrilerle
ilgili degildir. Bunlarin en dnemlilerinden biri olaR? de birim disk Uzerindeki hiper-
bolik metrigi dusunelim. Bu metrilR" Uzerinde Stereografik metrikler tarafindan ileri

surtlmastur.

R* der > 0 olmak iizeren boyutlux3 +x3 +...x2, ; = r? birim kiiresiS olsun.
S birim kiiresiyleR" de bir Riemann metrigi tanimlamak icin Stereografik igidtin ile
birlikte n boyutlu S kiiresi Uizerinde alisiimis metrik kullanilabilir. Buetmik icin bir

esas formil turetilebilirp € R" icin Sde kuzey kutbwg = (0, ....0,r) ve (p,0) boyunca

a(t) = (tp, (1—t)r) dogrusudur. Bu dogrila(t)||? = r? yanit = (upﬁ;irz) oldugu zaman

Syi keser. Bundan dolayX, 1 = 0 hiperdizlemi Uzerine Stereografik izdusumun tersi

olan
b:RP—S

dontsumi
ile verilmistir. V = (p,v) € RS ve p € R" icin

) = (B(p), Flob(p+1v) 4.22)

- (Wf@m(m,<||p||2+r2>v—2<p-v>p,2r<p-v>>
olur. Bundan dolayV,W € R} iin
db(V) - ddW) = — 2 v.w (4.2.3)

2
(1+ (1552
olur. Boylece ekvatoral hiperdiizleminde Stereografdigiim yolu ile yaricapg olanS

kuresi tizerinde alisiimis metrikten elde edilmRistizerindeg Riemann metrigi,

4
o 2V-W (V,WeRj,peR" (4.2.4)

9V\W) = ——m—
1+(=))
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ile verilir. Burada esitligin sag taraﬁz?, Uzerinde alisiimis i¢ carpimdin = 2 oldugu
zaman yukaridaki esitlik

g(V,W) = Wv W (V,WeRS peR) (4.2.5)

olur. BuradeK = 3%, (R?,g) nin Gauss egriligidir. Cuinkik, Snin Gauss egriligi ve bir
izometridir [1].
Yukaridaki tartismadaR? Uizerinde birg Riemann metrigi sabit Gauss egriligi>

0 olmak uizere (4.2.5) den elde edilebilir.

Eger (4.2.5) d& = 0 alinirsa 0 zamaR? {izerinde alisilmis metrigin bir sabit kati

elde edilir.

Eger (4.2.5) d&K < 0 olacak sekilde bir sabit alinirsa, o zam@?,g) nin sabit
K < 0 Gauss egriligine sahip oldugu bulunabilir. (4.2.5)l& R? Uzerinde olmayan
fakat sadecd (X1, %) € R?: X2 + x5 < ‘—h} diski Uizerinde bir Riemann metrigi tanimlar

ve bu gercektende beklenen bir durumdur [1].

Teorem 4.2.1.K negatif bir reel sayi olsun.

1

AyricaU= {(x1,X2) € R? 1 X2+ x5 < K

} olmakuzere g, Ulizerinde

4
g(V,W) = va (V.WeRE, peU)

olacak sekilde tanimli Riemann méirolsun. Burada esit§jin s&j tarafindaki i¢ carpim
R% de alisiimis i¢ carpimdir. Bu durumd®, g), K < 0 sabit bir Gauss @rili gine sahip
olur [1].

Ispat. WV,W € R§, p€ U icin g(V,W) = (VW

olacak sekilde,

h:U—-R

h(p) = 3(1+K]lp|?)

tanimlanmis olsun. Teorem 4.1.2 nin intrinsic formiihekullanarakh fonksiyonu ve

onun turevleri cinsinderfU,g) nin Gauss egriligi icin bir formul tiretecegizU nun

51



0zdeslik donusumip € U icin U nun koordinat vektor alanlaf;(p) = (p,1,0) ve
E>(p) = (p,0,1) olacak sekildé&J nun bir global parametrizasyonudgmin gjj :U — R
metrik katsayilari,

g = 9(Ey,E1) = h—lz, 012 =9(E1,E2) =0

1
g1 = O(E2,E1)=0, go2=09(ExEx)==5

h2
ile verilir. Boylece Teorem 4.1.2 den
o((De,Er) Ex) = —h—lsf—xhl 9((DElE1)’E2):h_13§—>Z
9((Dg,E2),E1) = —h—lsg—)z 9((DElE2)’E2):_h_13§—>2
d((Dg,E1),E1) = —h_le,:_)z’ g((DEZEl)’EZ):_h_li”g—Q
9((Dg,E2),E1) = %g—)z, @J((DEzEz),Ez)=—h—13§—;2

bulunur. {Ej,Ez}, 9(g12 = 9(E1,E2) = 0) metrigine gore ortogonal oldugundah

Uzerindeki herbiX vektor alani

f= (L)gX.E) ve B=(--)g(X.En)
O11 022

olmak Uizere

X = f1E1 + f2E2

ile ifade edilebilir.Ozellikle,

1 oh 10h
Dg,E1 = —=—Ej+-—E
B=1 haxl 1+haX2 2
10h 1 oh
DE1E2 - DEZEl:_Ha—XZEl_I'_]a—XlEZ
10h 10h
Dg,Er = Ha_mEl_Ha_mEz

olur. Teorem 4.1.2 de turetilmis Gauss egriligi icirtrinsic formuline goréU,g) nin
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Gauss egriliginin
E> E; E1 E>
g(R( E ) E ) E ) E
[E2| " [[Eall " [[Ea]| " [E2|

1
- = 12N = 112 g R E27E17E1 7E2
(EmER YR »E)
= )9(DE,Dg, E1 — Dg, Dg, B, E2)
011022
1 10h 10h
- Dg,(—=~—E1+ - ~—E
(911922)9( E,( hox =t hav 2)
1 oh 1 oh
- DEl(—Ha_XzEl—Ha—XlEZ)’EZ)
9°h  9%h oh oh
— h(Z— + 2y (== 2 YTTN2
(axf + ax§> ((ax1> +(ax2> )

seklinde oldugu gorulir.
Sonug olarak(xg, %) = %(1+ K(x2+x3)) oldugu icin(U, g) nin Gauss egriligi kesinlikle

K oldugu gorular [1]. O

K = —1iken Teorem 4.2.1,
4 -W
(1-1plI?)?
olacak sekilde tanimlR? de x§+x§ < 1 birim diski Uzerinde sabit Gauss egriligil

gV,W) =

olan birg Riemann metrigi tanimlar. Bu metriiperbolik metrik olarak adlandirilir.
EgQer kompleks degiskenli fonksiyon teorisindeki kaatari kullanmak zorunlu degilse
bu metrigi kullanmak goriis sahibi olmak icin anlamfidBurada st yari diizlemde ilgili
metrigi kullanacagiz.
p=(xy) € Riginy>0veV,W € RS olmak lizere

V-W

V2
olarak tanimlansin. Burada sag taraftaki i¢ garﬂ%ﬁjzerinde alisiimis ic carpimdir. Su

g(V,W) =

haldeg metrigiU = {(x,y) € R?:y > 0} Uist yari diizlemi (izerinde bir Riemann metrikir.
Bu metrigeU Uzerindepoincare metrigi denir. BuradgU, g) nin Gauss egriligi sabit ve

—1 dir. Bu nedenldn(x1,x2) = X alinirsaV,W < R% ve p € U olmak tizere

1
h(p)?

gV, W) = ( V-W
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esitligine sahip oluruz. Dolayisiyla Teorem 4.2.1 nwais gibi Gauss egriligi
2 2 2 2
(3 ) (2 ()
axl aXZ 0X1 0X2
olarak bulunur [1].

Asagidakiy : U — U donustmlerinin herbiri poincare metrigiile birl&dt) st yari

diuizleminden kendi Uzerine bir izometridir.

(i) W(x,y) = (X+A,y), AKkeyfibirreel sayidir.

(i) W(x,y) = (AXAy), Akeyfibir pozitif reel sayidir.
(i) wxy) = (=x )

(iv) Wixy) = ( )

(X2+y2> (¢ +y?)
Gercekten d&,W € R% ve p € U olmak Uzerd(i) veyay(iii ) deki gibi tanimlanmig igin
_dy(v) - dyW)
) 5
y
V-W
V2
= g(V,w)

g(dy(V),dp(W

esitligine sahip oluruz(ii ) deki gibi tanimlanmigy dontisimu igin,

dg(V) - dp(W)
(Ay)?

AV - AW

N2

VW

7

= g(V,w)

gdy(V),dp(W)) =

esitligi bir izometri icin gecerlidir.
Ei(xy) = (X,Y,1,0) ve Ex(x,y) = (X,y,0,1) olmak uzere(iv) deki gibi tanimlanmig

donusumu igin,

2 2 )
WEY) = WOV o127 1422
—2xy X2 —y?

dUJ(Ez(X,Y)) = (UJ(X, )7 )

(X2 4y2)2" (X2 +y?)?
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esitligine sahip oluruz. Boylece,

1 y » 1
ey ey Ty
= 9(EXxY)E(xY)

g(dY(Ei(x,y)),d(Ei(x,y)))

ifadesi elde ediliri = 1 veyai = 2 i¢in

g(dw(El(Xv y>)7qu(E2(X7y)>) =0= g(El(X,Y), EZ(X7 y))

olur. Boylecedy donusumu baz vektorlerin i¢ carpimini korur. Dakayla bir izometri-
den beklenildigi gibi butiin vektor ciftlerinin de garpimini korur [1].

(i) ve (ii) donustimlerinin izometriler oldugu gerceginin lsionucu; S' in ge-
ometrisi ,S" in her noktasindg = (0,0, 1) kuzey kutbundan godrindugu gibidid nun
poincare metrigine gore geometrisi her noktasi(@d) noktasinda gorundugu gibidir.
Bu durumU nun herhangi bip noktast icinpool)1 izometrisinin varolmasindan dolayidir.
Buradayy, (i) tipinde bir izometri,y, de (ii) tipinde bir izometridir. o0y izometrisi

(0,1) noktasinip Uizerine gonderir (sekil.2.4).

AXE

(©, 1)&-—»%/(9,1)

Sekil 42.4

OzellikleU nun butiin noktalarl) nunx; eksenine ayni uzaklkta kalir. Bu sasirtici
olay, bdyle uzakliklarin sonsuz oldugumetriginin geometrik gercegindendi@rnegin,

egera(t) = (0,1—t) ile tanimlanmigx : [0,1) — U egrisinin poincare metrigi ile iligkili
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uzunlugunu hesaplarsak,

ta= [ el = [ (ga),am)ia

esitligine sahip oluruz.

Yukaridaki(i)-(iv) donusumleri poincare metrigiyle iliskil da tanimli geodezik-

lerin ayni zamanda izometriler oldugunu belirtir [1].

Teorem 4.2.2.U, R2 de bir acik kime olmakizere U da bir Riemann metrik g ye U —
U donusimi (U, g) nin bir izometrisi olsun. VarsayallmKinin F ={peU : Y(p) = p}
sabit nokta kmesi bglantili bir dizlem @risi olsun. O zaman F nind@untisi (U, Q)

nin bir geodezyidir [1].

Ispat. o :1 — F, F nin birim hizli (g(&,&) = 1) bir global parametrizasyonu olsun.

nin bir geodezik oldugunu gostereceqgiz.

Vvt € 1 igin a nin tg komsulugundaki bazi agik araliklarda geodezik oldugu
gostermek yeterlidir. Bunun icity € I, V = a(tg) ve V ilk hizli (U,g) nin maksimal
geodezigioy olsun.vt € | igint —tg, oy nin bolgesinde olacak sekildgt) = ay (t —to)
oldugunu gosterecegiz.

Onceay nin gorintusunirF nin alt kiimesi oldugunu not edelim. Cunkiibir
izometri oldugu icingoay, V ilk hizli bir geodeziktir. Boylecapoay ve ay ayni ilk
hizli geodeziklerdir. Geodeziklerin tekliliginden dglapoay = ay olur. Bdyleceay nin

goruntusitF nin alt kiimesi olur.

a(tg) = ay(0) ile F de birim hizh egriler olacak sekilda ve ay, F Uzerinde
ayni birim tanjant vektor alaninin integral egrileridintegral egrilerin tekliliginderto
komsulugundaki{t € | : t —to € ay} araligindavt i¢in a(t) = ay(t —tp) olur. Bu da
gosterir ki bu araliktax nin kisitlanisi bir geodeziktir. Keyfp € | icin a bir geodeziktir
[1]. O

Sonug 4.2.1.Poincare metrigi ile iliskillU Gist yari diizlem Gizerindeki geodezikler,
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(i) dikey cizgiler,
(i) Merkezix; ekseni Uzerinde bulunan yari cemberler (sekdl%)

olarak parametrize edilir.

TN

Y
~ (Y]

Sekil 42.5

ispat. 4.2.2 Teoremini(xg,x2) = (—X1,X2) izometrisine uygulayaraky > 0 olmak

Uzere,x; = 0 dogrusu uygun bir sekilde parametrize edilmis olarakdgziktir. Ben-

X X;
©@rd) D)
X2 + x5 = 1 yari gcemberi uygun bir sekilde parametrize edilmigakabir geodeziktir.

zer sekildeg(xq,x2) = ( ) izometrisinden gorulur kik; > 0 olmak Uzere
CunkuU da her dikey dogrup(xi,X2) = (X1 + A, X2) izometrisi altindaxz > 0 olmak
Uzerex; = 0 dogrusunun goruntusudir. Bunu takipleda her dikey dogru bir geodezik-
tir. Benzer bir sekilde orijin merkezl) daki her yari cembex, > 0 ve A > 0 olmak
Uzere(xg, x2) = (AXg,AX2) izometrisi altlndaﬁ +x§ = 1 yari cemberinin goruntusudur.
Boylece yari cemberler geodeziklerdir. Sonucta markeekseni Uizerinde bulundh da
her yari cembem(xy,X2) = (X1 + A, X2) izometrisi altinda orijin merkezl) daki bir yari
cemberin goruntusuddr.

Poincare metrigi ile iliskililU da her geodezik bu aileye ait olmali. Cunldinun
verilen herhangp noktasinda gecevi yoniinde tanjant vektort icin bu ailede bir geodezik

vardir [1].
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