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Burgers denkleminin gczin'd, gerselde, Hopf-Cole dontsimi yardira
ile elde edilehilmektedit. Bu durisiim yardimayla, non-lineer Burgers
denkiemi, linecr 1si1 denlleminc :ridirgenmekte ve analitik olarni
GozlGlehilmekitedir  Bu yaklagim altind~ gelistirilen cesitli teknikler
le, ¥arkls model problemi:r v- farkli sinar gartlari igin gok sayida
coztumler literatiirde yer almait*ad.v. fakat bu tekniklerin cogunda,
simxr ve DbAaglangig¢ dederieri kullanwmi, bu yaklagimlarin hemen
hepsinin azami bir simar icinde kaldigini gdstermektedir. Bu sinirlama
belki, Hopf-Cole déniisiiminden sonra indirgenmis denkleme Direkt
Varyasyonel yontemlerin yaklagimi kullanilarak gidérilebilir.

Bu valigmada, hu agidan yaklasilarak, non-lineer Burgers difuzyon
denklemine Direkt varyasyonel y@ntem uvygulanmig, bir ardisik
yaklagtirma yontemi gelistirilmis ve limit durumu igin ¢8zdm, gok basit
kapal:r bir fonksiyon halinde, gok farkli sinir ve baglangig sartlarina

uygulanabilece: gzkilde verilaigtir.



ABSTRACT

Analytical solutions to Boigers equation are often Aavrilable
through use of the Hopf-Cale tyansforme~:ion. The cransformaiicn +5 the
linear heat-conduction equation of course rencers the non-linear
Burgers equation analytically sclvaizle and a nreat variaty of
solutiors have been developed fuilowing this techaiques. However, the
boundary and initial conditions must be similarly transformed inta the
transfermed space and this is where the limitations of the tecnnigue
expose themselves. This limitation may be overcomed by the application
of direct variational methods to this kind of problems after Hopr-Cole
transformation. This thesis, in this senge,generates An approximate
solution to Burgers non-linear diffusion equation and A very simple

limiting solution is given.
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Giris

Burgers donklemi, uirdapli aliamlara kendi ismindeki modeli verme-
sinden ve vizkositeii sivilarda sgok dalgalara ile 11gili olugturulan
yaktiagtirma (asroximate} teorisinden dolayi Aaragtirmacilar Aarasinda
oldutzea ilgi cekmig bir denklemdir..

farihse! clarak, . Burgers denklemine v bir parametre

ve U=U(x,t) verilen bi#lgece olmak iizere

a3l al .2 24
FI UE% T “ax? (1)

seklinde ilk defa Bataman'1n[5] makaslesinde rastlanmistir. Bateman'in
(1) denkleminin iki temel c¢dzuminl verdigi makalesinde, aAyrics
lizerinde calisilmasinin ilging olabilecedini belirttigi bu denklemin
bu denklemin, bugiin, yukarda belirtilen teorilere ek olarak birbirin-
den ¢ok farkli alanlarda; sAyilar tecrisi, gaz dinamigi, 1si transferi
elastisiti vs. c¢egitli uygulamalarina da sikga raslanmaktadir. Bu
vonide dikkate éllnlrsa Bateman'in ¢ yillarda verdidi meeajin rm2 kadar
yerinde cldufu daha iyi anlagailabilir. Fakat,1939-65 arasinda Burgers'
(71, (8. (51, hols s 2], [isls (1), (19, yazdsga makalolerde,
girdapli akimlarin cok cgesitli yonleri incelendiginden ve bu konuda
bir teori olugturulmasindaki katkisindan dol%yl (1) denklemi o
tarihlerden sonra Burgers denklemi olarzk anilmaya baglamistar.

Yine bu denklemin en Znemli Gzelliiklerinden birisi, conrvelsiyon
va diffuzyon arvasipdalki gzkismeyi en iyi temsil eden matematil formlu
olmasidir. Dolayisiyla, ogirdapli akamlarin yaninda, disturtion
prablemlerinde ve :yrioa cistortionlar tarafindan olugtirulan dafilma
tabakalarinin bozunmasinda ds gokga kullanilan bir denklemdir. Fakat

denklemin en c¢arpxecir yant Ulx,t) (1) denkleminin goziimi olmal izere

U= - (2v/g)(aesfax)

~~
(R~
~—



dontgimi ile 8 (x,t) lineer diffusyon denklemi!-

20/at = v(a20/5%2) (3)
nin covmdnt verebilmesidir. Bu da denklemin ne kadar esnek bir YAp Ty
sahip  oldudunun  diger bir kamiti;ma olugturdugu agiktir. Burqgers
denklemi ile ilgili olarak verilen (2) doniigtmi ilk olarak Lagerstrom
Cole vz Trillingbé] in teknik raporlarirda oriimis, dahs sorra b
cAalisma 3cle[ﬂﬂ farafindan makale olsrak yayinlanmistir. vine Ayna
yillarda (2} dénlgumii, badimsiz olarak Hopf{Zﬂ tarafindan da verilmis,
Aayrica denklemin tam ve agik ¢Gzimide bu makalede yer Aalmistar. Bu
donliglimler Burgers[iS] in benzerlik donisimleri; U = t_l’zs(z),
z:(avt)"1/2 altinda yaptidi gozimlerde de gdrilmektedir. Bunun yaninda
Burgers denkleminin benzerlik doniisimi altindaki yapisi, 5(z), ayrica
bir Riccati denklemidir.(Bakiniz, Rcdin[}d). Diger yandan bu doniisimin
daha genel hidrodinamik uygulamalari Ames[l], Chuhs] ve Shvets ve
Meleshkotﬁﬂ tarafindan incelenmigtir. Bunun yaninda bazi kisitlamalar
altinda Burgers denkleminin acustik analogu Mendousse[28] tarafindan
aragtirilmsg, Su ve Gar&nerk@}; Lighthillp7]; Soluyan ve ihokhlow|[33
ve Hayeslzj bu cdenklemin gegitli yonlerini degigik kisitlamalar
altinda incelemiglerdir. Daha bagka, denklemin sonlu-amplitili
transveors  hidromagnetik calgalarla olan  badaintss: Galdberg[gl]
tarafindan aragtarviimag, - izatropiﬁ katilard=ki elastik dalgalarla
ilgili yapis1i Pospelov[3]] tarafindan ortaya gikarilmistir. Burgers
danklzminin sayilar teorisi ile ilgisi van doer Pol %3] 1n incelemeleri
ile ortaya konmugtur. 1970 ‘lzre kadas Burgers denklemi ile ilgili
literatir ve yakimgik otuzbes farkla gﬁzﬂmﬂ'igeren tablolari tenten ve
Flatzman['5] in  yaptiklari kapsamli galigmalarind-n ve verdiizler:
referansiardan kolayca gdrilebilir.

Corialcigd gibi 70 1i yillara kadar bu dnemli denklemin yainiz



X3

analitik yonleri ve cegitli disiplinler ile olan kisitli ¢ézimlerine
yer verilmistir. D=sha sonraki yiilarda, teknolojinin gelisiminede
paralel olarak hizli wve biyik hafisali bilgisayarlarin gelismesi
tzerine bu denklem iizerindeki galigmalar Lir nebze yon dedigtirmis,
cesitli sayasal yintemler altindaki gozlmleri arastairilir olmustur.
Oncller arasinda Varogis ve Finﬁbg] Burge=s denkleminin uzay-zaman
dedisimini ssonlu-elemaniaria s=ilama.a ¢alaging ve agirlikla kalanlar
formiilasyonu(weighted residual formulation) ile birlestirerek Burgers
denkleminin  hiperbolik karakteristiklerini incelemiglerdir. Bu
yontemle Burgers denkleminin viskesite katsayisinin gok kiiciikten
biylide dedisim gbstermesi durumunda sayisal ¢ozimlerinin yeterlj
oldugunu ifade etmisler ve bu iddialarim cesitli drneklerle
aciklamislardar.

Yine, Coldwell, Wanless ve Cookhﬁ] ayni denklemi piecewize
polinom yaklagtsrmasi ile sonlu-elemanlar kullanarak cdzime kavugtur-
muglar, cgozimlerinin v nin kiclk degerleri igin yetersiz oldugunu
ifade etmiglerdir. Daha sonra, Burgers denkleminin standart sonlu-
farklar kullanilarak, ma2thod of lines yontemi ile adi diferensiyel
denklemlere indirgenip, dinamik sistemler teorisi AagisindAan incelemesi
yapalmigtir.(Bakiniz,Aref ve Daripal4]). Ayrica Ames ve Nucci[ 7]
akigkan denklemlerinin  analizini _grup. metocy  yaklasima  ile
incelediklerinde, bu ydntemle Burgers denklemini de incelemigierdir.

Scunders, Coldwell ve Warless ) 3/] "complamantary variationsl"
prensibe dayanan varyasyonel-ardigsik yaklasimi, non-lineer kismi
diferensiyei denkliem.erir ¢Ozlurlerine uyyulamislar, bu arada Burgers
denkleminin "steady-state" hale indirgeoimis yasisini bu yaklasimla
¢cGzmisler, cozimlerinin hesaplama 8lgileri iginde yeterl: oldujunu

verdikleri Grneklerle gdstermiglerdir.
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Sonolarak, Ali, Gardner ve Gardner[B] Burgers denklemini Galerkin
yaklagimi =altinda sconlu-elemanlarla cozmisgler, [3@ dekinder farka
interpolesyon fcrnksiyonlary kulianzrak cegitli sayisal cgozimler elde
etmiglerdir.

Bri §913§mﬁaa, gurgers deaklemi :cin bir yari-analitik cOzim
yontemi verilmig, denllemde Hopf-Cole JonUgiimi  uygulandiktan sonra
direkt varyasyonel ydntem (Ritz yé.temi) kullanzrak kapali bir c¢ozim
formUli elde edilmistir. Daha sonra. Lialusan kapali ¢GzUm fermiilinin
nimerik davranisini inceleiek amaciyla; viskesitenin ve badimsiz
dejigkenlerin gesitli dederleri icin wgrafikler Gizilmis ve gozimin

cesitli degerlerine karsi gelen niimerik yorumlar verilmistir.



I. BOLUM
I.1. TEMEL TANIM YE TEOREMLER

Bu balimde, varyasyonel yaklasimlezrin yapia taslari olan
fonksiyonel ve operaior kavramlarina kissca d¢zdinilecek ve bunlarla
11gili teoremlerden bahsedilecektir. Ayrica varyasyonel yaklasimlar
igin bir uzay (HA uzayl) olugturuizeak, bu wzayda bir fonksiyonelin
minumumundan stzadilzcektir.

1.1.1 Tamam: Herhsngi iki Ml ve M2 ciumlesi vavilsin. Her U® Ml
elemaninAa bir VENZ elemanini kargilik getiren; V = AU geklinde tanimli
A kuralina Ml den M2 ye bir operator denir.ﬁ}}

1.1.2 Tanim: Eder bir A operatdriinin DA tanim ciimlesi lineer ve eder
DA dan keyfi Ul,U

say1lari icgin

2""’Un elemanlar: ve keyfi ApsfgseesA reel

A(31U1+22U2+...+anun) z alAU1+ﬂzAU2+...+ﬁnAUn
esitligi saglaniyorsa A ya lineerdir denir.[33
I.1.3. Tanim: P, Q metrigi ile bir metrik uzay olsun. Bu uzayi tekrar
kendi igine diniigtiren bir A operatiri; eder ner x,yeP gifti icin, O
0< @ <1 olacak sekilde, Q(Ax,Ay) < &Q(x,y) egitsizligini gergeklerse A
ya bir blzilme denir.Bﬂ

9imdi nimerik ydntemlsrle coic yakin iligkisi olan bir teorzm
ifadesi verelim: '
I1.1.1 Teorem: (Banach S#bit Nokta Teoremi) A, tam meteik uzay P de bir
blizGime operatdrl olsur. Bu: durumda, x=ix denklemi Hu uzayda bir ve
yalnzz bir tek c¢#zine sshibtir. Yani, tsm olarak bir U e vardirki
U=zAU saglanir ve bu elemarn UHEP el:=manlarinin bir dizisirin limiti
olarak elde edilebilir. Yari, U=lim Y ve burada bn+i:AUn [ G5 = Iy P

n-yw

dir. (U,eP elemani keyfi olarak segi]ebilir).§3]

1



1.1.4 Tanim: FEger her Une DA elemanlar dizisi igin 1lim AUH:AUD

bagintisi sagl-ruy~srsa A opceratdriine UUEDA noktasinda sﬁrélaidir denir

1.1.5 Tanam: Eger her UEDA igin ||aUl|gk}|u]] saglanacak sekilde bir

K20 sayisi buloak mimkin ise A operatdrine D'4 da sinirlidair denir.[33
Bu gekildeki K sayilaranmin en kiicifline A operatdriniin normu

diyecediiz. igikar ularak j:aui[‘{i'[.‘s.|||iu|| dar.

I.1.6 Taram: Eder her U.V GDA efeman gifti igin (AU,V)=(U,AV) &zelligi

saflaniyorsa A ya DA da simetriktar deni?.é}]

1.1.7 Tamam: Eder bir A operatori simetrik ve her U EDA igin (AU,U)30

ve (AU,U)=0 => U=0 badintilarini saglarsa A ya D, da pozitiftir

A
denir. Ayrica efer her U eD, igin (,-‘.U,U)}C2||U| |2 olacak gekilde C>0
sabiti mevcutsa bu takdirde A ya pozitif t%nlmll denir.[}j

I.1.8 Tanmim: Efer bir F operatérii tanim bolgesi DF. yi reel veya
komplex sayilar igine donUstiirirse bu operatére sirasiyla reel veya
komﬁlex fenksiyonel denir.

Bir fonksiyonel operatérlerin &zel bir durumu oldufundan,
dolayisiyle,operatérler igin verilen yukardaki tim ivadeler fonksiyo-
neiler iginde gegerlidir.

Ayrica fonksiyoneller igin cok onemli bir tebremin ifadesini de

verelim:
I1.1.2 TYeorem: (Riesz Tecremi} Bir H Hilbert uzayinda her sinirla
lineer F forksiyoneli FU=(u.V) sgeklinde ifads edilebilir. Ustelik,
[{Vil=liF|| dir.[33 Burada V, H ran, F fonksiyoneli ile tek olarak
tamamlanmis elamanadar.

Bu teorem ile her ! e B igin gegerli olacak sekilde bfr Ve i
elemaninin varlii garanti edilnis olur. Bununla birlikte bir F
fonksiyoneli veriiuifi zaman geneide bu elemani bulmak kolay cdegildir.

Simdi

AU = (1.1.1)



formundaki denkiemler g@zdniine alinsin. Burada A belirli bir operatér
(gogunlukla diferensiyel operatér), f belirli bir Hilbert uzayinin
elemani ve U da arsnan gozimdir.

du tip deniklemlierle iic¢ili olarak su tecrcmi versbiliriz:
I.1.3 Teorem: Eder 2, DA da bir pozitif cper-tér ise o zaman (1.1.1)
denklemi H Hilbecri uzayind~ en gok “ir U eD. ndrimine sahibtir.
ispat: Upe D, ve U,eD, ki gBzifn als:.. Bu tabdirde AU =F ve AU,=f
denklemleri saglanir. Iki denklem taraf :zm:afa gikaralir ve A nin
lineerligi de g&zdninde bulundurulursa

AU, - AUy = A(U,-U) = 0

olur. Bu denklemi (UZ—Ul) €DA elemani ile sagdan zkalar carpilirsa

(AMU,L)),U0,-U)) = ©

ve A min pozitifliginden dolay: U,-U, = 0 bulunur. Buradan da UZ:U

271 I3

cldugu agiktir.
Asrfidaki teorem bu ¢aligmanin  temel taslarindan  olmasi
bakimindan cok 3Jnemlidir:
I.1.4 Teorem: (Bir Quadratik Fonksiyonelir Minumumu Uzerine Teorem) A,
DA da bir pozitif operatdr, f eH ve (1.1.1) denklemi UDEDA olmak Uzere
bir UD gozimiine sahib olsun. Diger bir dedisle H da
AU = F U, SDA (1.1.2)

gegerli olsun. .Bu takdirde

e

FU = (AU,U) - Z{f,0) (1.1.3)

quadratix fonksiyoneti DA da Uo elamara i¢in minimal dederini alar.

Yani her U EDA igin 'r"U}FUU Gir. FU:FUO durumu sadece LI:UD icin

dogrudur. Tersinz olarak, (1.1.3) fonksiyoneli biitin U EDA elemanlara

arasinda minimal dederini Uc eleman1 icin kabul «tsin. 0 zaman UD
(1.1.1) denkleminin H da c¢ozimidir. Yani (i.1.2) gegerlidir. [33]

Ispat: 11k olarak agiktairki- bitin U e D, igin FU funksiyoneli



tanimladar.
(=>) (1.1.2) denklemi H da U:UD igin safjlansain, yani f:AUO olsun.
(1.1.3) de f nin bu dederi yerire vaz:lirsa, U EDg icin
FU = (AU,U) - Z(AUG,U)
2ide edilir. Buradan kolayca nériiliirkis:

Fu

I

(AU,U) - ZfAUU,U) = (AU,U) - (AUD,U} - (U,AUO)

It

(AU,U) —(,-\UH,LE)_ ;_'._.U__UU)

- (Al ~(AU,U )={AU =(r8 )
(AU, U) =(a,0) = (AU, 0 )+{at U )-008 )

(A(UhUO),U—UD)—{AUO,UO)
dir. (Burada, bir yandan ig¢ c¢arpimin simetrikligi (AUD,U):(U,AUD) ve
diger yandan A operatérinin simetrikligi (U,AUO)z(AU,UU) kullanildi).
Netice olarak, eger AUO:f saglanirsa, o zaman

FU = (A(U—UD),U-UD) - (AUD,UC) (1.1.4)
dir. Bu egitlikte (AUD,UD) terimi U dan bagamsizdir ve dedigmez,
dolayisiyla sabittir. Kabiilden dolay: A cperatOru pezitif oldugundan
(1.1.4) Un sag tarafindaki ilk terimi her U eD, igin (A(U—UD),U—UD);D
dir, ancak ve ancak U-U =0 ise (A(U—UG),U*UG):D dir. (1.1.4) den
gorilicki FUFU_ dir, ancak v= ancak u=u_ “se FU:FUG-dlr. sonug olarak

egder AUO:f denklemi saglanirsa, o zaman FU fonksiyoneli D, da kesin

A
olarak U:UD elemani igin minimal de@erini alir.
{{=) FU fonksiyoneli D, da U eleman1i igin minimal deferini ksbul

etsin. Sunun anlami, eger keyfi bDir Ve DA elemanyl /e keyii bir t reel
sayis1l segilirse
U AD FU_ (1.1,5)
olur. Tekrar A nin ve ig garpim:n simetrikligi kullsnalarak
t - r 1 JLI‘:: - t \,‘;
F(dD+tV) (A(bo+tV),Lo+ ) Z(f,UQ+
:(AUU+tAV,Ua+t\)— ch,uo}- 21 (F,V;
2
:(AUU,UU)+L(AV,UE)+t(AUD,V)+t (AV{V)

»2t(f,v)_2(f,uo)



e

=(AU, U 3+2E (AU V)2 AV, V) -2 (F, V)-2(F, U, )
elde edilir. UD EDA ve f eH ¢abit elewanlar olduklarindan, bu esitlik-
ten agaiktarki sabit bir V EDA igin ?(UD+tV) fonksiyoneli t degiskenli
bir guad:zatik f{oiksiyoneldir. (1.1.%) den bu fonksiyonel t=0 da bir
laokal mirumuma schibtirki bu t=0 da barinci tirevin sifira egit

clduguny siyier:

%tr(uo+tbti =U
- t=a

veva
Z(AUG,V} - 2(f,V) =9
yani
(AUO—f,V) =0

dir. V EDA eleman1 sabit rakat keyfi segilmistir. Boylece
AU -f =0
0

elde edilir. Yani UO, AUD:f denkleminin ¢@zimidir. Bu ispati tamamlar.

Bu tecremin Gnemi, gercekte, Ad=f denkleminin g¢&ziimi problemini,
lineer D& ciimlesind2 (1.1.3) fonksiyonelini minimize eden bir UGE D%
elemanini bulma preblemine doniigtirmesidir. Ilerki b@limlerde bu UO
elemanini bulmrk igin bazi ytntemlercen bahsedecegiz.

I.2. HA UZAYI

Bir H Hilbert uzayinda, yodun bir DA cuimlesi ve bu ciimle {izerinde
positif tanimla, DA Jdan H igine bir A operatorii verilsin. Bu durumda A

simetriktir ve Zyle bir C>0 sabiti vardirki her U EDA igin

(AU 3 c2ijugl? (1.2.1)

saglanir. Simdi, DA lzerinde agagidaki gibi bir ic garpam tanimlayalim

(u,\r)A = (4U,V) ¥V eD, (1:2.2)
Bu ig¢ garpam yardimiyla:
|Iu||A = V(U,U)A (1.2.3)

DA(U,V) - ||U~V}!A (1.2.4)



norm ve metrik bagintilara kolayca tanimlanabilir. Sonug olarak
(1.2.4) metrigi ile DA lineer ciimlesi bir metrik uzav olusturur. Bu
metrik vzay (1.Z.Z2) iy garpimz ile bir pre-Hilbert uzayidir. Bu uzaya
SA i.le gosterelim. (1.7.2), (1.2.3) ve (1.2.1) den

v e
[uij = ¢ liull, (1.2.5)

oldudu agakiar. delece-DA daki elemanlarin bir { Un} dizisi icir

"

i{@ [|uq-u0|[A 0

veya

1l
o

lim ||Um_Un|IA

n e
Mae

ise bu takdirde

I
o

1im |[Un—U0|] =
Mn s+ec

veya

n
o

lim [IUm~Un][
n-+<
M+

dir.

Yani SA da bir dizi Uo elemanina yakinsarsa H da da ayni elemana
yalkinsar veya SA da bir dizi esas dizi ise, bu H da da esas dizidir.
Genelde SH uzayinin tam olmasi gerekmez. Ama, tam ise bir Hilkert
uzayidir ve amaglarimiz igin uygundur. Bununla birlikte SA tam dedilse
H uzayinin elemanlari arasindan secilebilen ve ideai elemanlar denilen
elemanlarin eklenmesi ile SA nin tamlanmisi denilen bir tam uzay elde
edilebiii:.[}j Iste bu dzayaiﬂieuiayl diyecegiz. Bdylece daha Bnre DA
lzerinde canimlanmig ig garpim  bu uzaya agagideid givi.

genigletilebilir: Her Uo’vo aHA elaman ¢ifti icin
(UD’VO)A = lim (Un,vn)A ‘1.2.6)

mre
ve buradan norm vz metrik bagintilari da sirasiyla

Huil, = Ve, (1.2.7)
o (U,V) = 1[uvv[[A (1.2.8)

geklinde tamimlanir. Yine bu bajintilarda DA dzerinde tanimlanan norm



ve metrik ifadelerinin genisletilmisi olur.

0 halde H_uzay1 igin su tanimi verebiliriz:
1.2.1  Tanim: DA lineer cumlesinin elemanlary ile olugturulmug
pre-Hilbert uzavina, (1.2.6) ig cArpimr ve {1.2.8) wetrigi ile HA
uzayi derir.

1.7.1 Teoren: Hji uzayl (1.2.8) metrigi ile iswdir. Dolragiyla pir

dilbert uzayidir ve D, lineer cumlesi bu uzAyca yoqundur.[zj

A

ispat: &) VYodunluk: U, HA nin keyfi bir elemani oisun. Gosterniek

zorundayizki her €>0 igin bir VE DA bulmak mimkindir oyleki

p (U,V) = ]]u-v|1A L€

dir. S. da (boylece H, da) bu U elemanina tek olarak kargilik gelen

A

esas dizilerin belirli bir sinifi vardir. Bunlarin birisi {Un} ile

A

gésterilsin. >0 verilmis olsun. Bu takdirde, {Un}'HA da bir esas dizi
sldufundan bir n, sAayisi mevcuttur oyleki her bir m,n>nD gayr gifti
igin

Hu -u Il e (1.:2.9)
gegerlidur. n>nCI olmak {izere gbzonine alinan cizider segilmig sabit
bir eleman.Un olsun. SA da U ya karsilik gelen dizilerden birisi de
{Um} oldugundan { Um—Un} (sabit n igin) SA da U-Un elemaninA karglllk

gelen dizilerden biridir. HA daki ig¢ carpaima kullanarak

[[U—UnllA = lim llum-unliA
nre+=

bulunabilir. Fakat ndn_, m>n = say2 cifti igin (1.2.9) gegerli
oldujundan bu limit e dan biiyik olamaz. Yari
[ Ju-U
'IU LnIIA‘SE
duz. Bu H, dn DA ninyzgunlugunu ispatlar.
b) Tamiik: iVn} HA da keyfi bir esas dizi olsun. Gostermek

zorundayiziki by dizi HA da bir limite sahibtir.

DA HA da yeGun cldudundan, bu uzayda, { Vn} nin her bir elemanina



D% daki baza z elemanlari ile yaklagmak mimkindir. Uzel olarak, DA
I, I

daki elemanlar:n btir { z, } dizisini bulmak mimkiindir oyleki her
A=l Zyewe ¢ ICIN

; 1 .
Ilin“vr[li e (1.2.30)

gergeklenir. Buradan goriilirki H, da sadece {Vn} degdil {z”} de bir

A
e2sas dizielir, Cercekten;

!lzm"ZnI[Azl](Zm_vm)+(vnrzn)+(vm_vn)][A
$|!zm_vml[A+l|zn—VnE|A+|1vm_vn[|A

darp. {Vn} nin esas dizi oldufu ve (1.2.10) badintisi da gbzdniinde

bulundurulursa {zn }esas dizi dir. {zn }H, da esas ve bdylecede S, da

A fal

esas dizi oldugundan bu diziye belirli bir z eleman: karsilik gelir.

Buradan da H, da lim z =z veya lim [|zn—2||A:D dir. Bdylece

N se N s«
Hz=v I, € Hzz L, + iz -V L
yazilabilir. Netice olarak

iijL|!ZhVﬂ|IA =0

0lddu agiktir. Bu cda teoremin ispatini tamamlar.

I.3.H, UZAYINDA F FONKSIYONELININ VARLIEI. GENELLESTIRILMIS CUZUMLER

FU = (AU,U) - 2(f,U) UeD, (1.3.1)

feriksiyonels gozonune ﬂllnsin. A operatdrinin, DA linerr clniesi
dzerinde poritif tanimli olmasi kablli altainda, gOsterildiki, eger
Au=f denklemi hLair UOE DA cizumine sahibse F Yonksiyoneli bi:ilin U r‘-DA
elemanlari arasindan bu UD elemani igin minimAal dederini alir. Axsine
olarak, edjer F, JA da bir U0 eleman1 icin minimal d=gerini Aalirsa o
zaman bu elsman AU=T denklewinin g¢@zimiidir. Bununla birlikte bdyle bir .

U0 elemaninin varl:Ji1 onceden garanti edilmemigken teoremde ya verilen

denklemin Uoc D% go.cUntinin varligi veya F fonksiyonelini minimize eden



(V]

U0 EDA nin varligi kabGl edilir.

A operatidrld pozitif tanimly verildigi zaman DA nin tamlnnmigy
ulan HA uzayins clusturmak mimkiindiG. Bu uzayin ig garpama ise DA dali
(U’V)A = (AU,V). 4.V € DA’ i¢ garpiminin genigletilmisi idi. Bu
takdirde (1.3.1) fonissiyenels

Fu = (U,0), - 2(f,V) (1.3.2)
seklinde yazil.bilir, éﬁylece F fonksiyoneii HA uzayina Su bagant:yla
genigletilmis oclur. Bu fonksiyonel HA da minimal dederini, f € H
elemani ile tek olarak belirtilen UGE HA elemany icin kabUl eder.

$imdi bu iddiayi kanitlayalim:

(f,U) fonksiyoneli lineerdir ve ayni zamanda her sabit f €H igin
H da simirlidair, yani |(F,u)| & fIf}]]|u]| dar. (F.U) fonksiyoneli H,
da da lineer ve sinirlidir, dolayisiyla her f eH ve U € HA icin
[(f,0) ]« (lfC)]|f[||IU||A olur. Hy bir Hilbert uzayi, f, H, da sinirli

oldgundan Riesz tecremi de g@zéniinde bulundurularak, f eH elemani ile

tek olarak belirtilen bir Uos H elemani vardir @yleki bitidn UE“A igin
(U:),U)‘_l = (f,U) (1.3.3)
saglanir. Eder (1.3.3), (1.3.2) de (f,U) yerine yazilirsa;
FU :(U;U)A- 2(U_,0)
:(U’U)A_ Z(Un’”)A +(Uu’Uo) "(UD’UQ)A
:(ULUQ’U_UU)A ‘(UO’UO)A
=l u-u 113 - [1u 113 (1.3.4)

elde edilir. IEU"A H, da norm oldugundan ya |IU~UD[|A:0 div, eder
U=t  ise, veya IIU—U0||A>9 dir,eder UAU_ is=.

0 halde agiktirki F fonksiyoneli HA da minumum dedirini (1.3.3)
bagintisa i:e tek olarak tanimlanan UD:U eleman1 igin almaktadir.

Boylece agagidaki teoremi ifade edebiliriz:
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1.3.1 Tecrem: A, H Hilbert uzayinda yogun bir DA lineer cimlesinde
pozitif tanimli bir operatdr ve HA jse onceki bdlimde tanimlanan uzay
olsun. Bu takdirde HA da (1.3.2) ile verilen F fonksivoneli, (1.3.3)
il tek olavak belirtilmig bir s eleman: igin minimal degerini Alir.
i.3.1 ‘Tanam. HA da (1.3.2) fonksiyonelini minimize eden UO elemanina
AU=F denileninin genellegiirilmig 0z0md denir.b}]

{UD,L‘}A = {f;}) ye !fUlls(lKC)‘lUllA bagintalariadan her U &R,
igin

Ll = 1w ¢ ot <« L gl

dir. Gzel olarak U=U igcin

o 112 = ), < HE T,

0

ve buradan

11, < HEL (1.3.5)

esitsizligi elde edilir. Bu verilen bir AU=F denkleminin
genellegtirilmig UD chziimiiniin, denklemin sag tarafindaki f fonksiyonu-
na siirekli hagimly oldugunu ifade eder. Ustelik, eder Uo Ve Vo
sirasiyla AU=f ve AY=g denklemlerinin genellestirilmig ¢ozimlers
iseler, yani (U_,U) =(f,U) ve (v_,U) =(g,1) (¥ U EHA igin) bagintalara
saflanlyoTrsA O ZAMAD zO:VD—UD olmak Uzere zoﬁAz:g-f denkleminin genel-

lestirilinis ghzimidir. Boylece (1.3.5} ¢ benzer

o

pajintisa yazilabilir. Bu bLajinti, vaklasim yontemleri ile coziwe
giderken hata tahmininde gegerli olacaktir. Asikar olarak, AU=f
dgenikleninin UD genellestirilmis ¢Bzimid ve onun AUn:fn denklemini.
saglayan n-inci yaklagim: igir %lun—UDl§$|}fn—f||!C dir. -Bdylece,eder
C sabiti bpiliniyorsa, bu baZintz yardimiyiAa Un yaklagik g¢BzUmUndn

hatasi tahmin edilebilir.
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Yukarda da goriildigi gibi AU=f denkleminin genellestirilmis UD
cozimii (1.3.3) badintisiyla tek olarak tamimlanmigtir. Bununia beraber
pratik agidan bu baginti kendi kendine ¢OzimG olugturan bir vyol
vermez. Daha ilark: bdlimlerde © ionksliyonelinin minimizasyonuna
dayanarak ¢dzim veren etkili vontemler lanitilecaktar.

NGmerik yéntemi-tin goZunda oldugu fibi varyasyonel yontemler de,
HA uzayincs, istenan UD cczimane  yakinsayan belli  bir Un dizisl

olusturmay1l igerir, ki bunun icin

lim |1un-uol|A =0 (2:3.7)

NS«
saglanacaktir.

tinceden de bahsedilditii gibi F fonksiyoneli (1.3.3) ile tek

olarak belirtilen UG eleman: igin minimal dederini alir. (1.3.4) den

goriilirki bu mininal cager -|[U ||} sayisama esittir. Yani ,
min FU = -[[uolli
UsH |

dir. O halde su tanimi vermeye hakkimiz vardir:

1.3.2 Tanim: Eder H, da bir {Un} dizisi

: 7 ;
lim FU_ = o T _ - (1.3.8)

Nie

esitligini safliyorsa bu diziye F fonksiyoneli igin bir minimizasyon
dizisi denir. |

1.3.2 Teorem: Eger {Un} bir minimizasyon dizisi ise o zaman (1.3.7)
saglanir. Tersire (1.3.7) saglarirea o zaman { Un} bir minimizasyon
dizisidir.

Ispat: (==>) Eger { U 1} bir Qinimi{asyon Jdizisi ise (1.3.8) vardir ve

n

(1.3.4) den

- = ‘i 2
iim Hun_bnl‘A

- - = 2
e R L

n

A 2
= lim 7U_+ E]UD||A

n+::



127

< 2 (2
- o112+ Hu l1? =0
Lulurur.

{:==} F3er (1.3.7) gecerli ise o zaman yine (1.3.4) den

- : 2 112 0112
lim FU_ =lim ;[un-UGH_Jl - |‘UDIEA :-||J0|5A

n *+< B

elde edilir. Biylece ispat tamamlanmis clur.

Sonug olaraik, eger bir { Un} dizisinin minimizasyon diz:si oldulu
giisterilsrse, bu dizi ftl da AU=f denileminin Uo gozimiine yakinsar.
T.4, NON-HTHMESEN SINIR SARTLARI DURUMU

Juraya kadar incelenen teoride, A operatirinin tanim bolgesinin
lineer bir ciimle oldudu kabl edilmigstir. Ayni zamanda,- verilen
problemin g¢ozUminin yaklagiminin bu lineer cumledeki veya en Azindan
HA daki elemanlarin, doyayisiyla yine bir lineer cimledeki elemanlarin
lineer kombinasyonu oldufu kabUl edilir. Orne@in; Poisson denklemi
igin Dirichlet problemi durumundu, yani

-AU = f G de (1.4.1)
Uu=2=0 T da (1.4.2)

probleminde lineer D, ciimlesi olarak (1.4.2) vi saglayan ve G=G+T da

A
birinci ve ikinci kasmi tiirevleri ile siirekli fonksiyonlarin ciimlesi
segilebilir. Ancak, DA daki fonksiyonlar gibi ayni diizgiinlik sartini
saglayan fakat T da U=2 deferini alan fonksiyonlari eleman kabll eden
M cilimiesi lineer degildir. Cunkii U ve V, M c¢eki iki fonksiynn ise bu
tnidirde 1 da U+Y=4 olur. Boylece U+V elemsnr T da U+V=Z sgariam
gerceklemez, dolayisiyla M ye ait degildir.

Benzer olarak, DA daki fonksiyonlar gibi ayni dizginlik gsriani
saflayan ve T da ZzaUfav=-U sinir sartini gerczkleven fonksiyenlarin
ciimiesicdz lineerdir.{(burada 3,/dv normale gbre tlirevdir.) Yine ayni

fonksiyanlaran 3U/3v  =-(U-3) simir sartini saglayan climlesi ise
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lineer degildir.

Uvqulamada bu ve buna benzer non-hom@cen sinir gartli problemlere
rﬁslanﬂbilj;. Bu tip problemlerin gozimleri ise gogunlukla bir disnlgim
yardimiylia, problesi homeges sinir sartlaz duruma J8riigstlrmekle miimkiin
clabiliir. Bir drnek vermel gerekirse;

-8y = f G oo (1.4.3)

U =g T d= (1.4.4)
problemi gozonine alinsin ve G=G+F da siirexii ve (3.4.3)-(1.4.4) 0
erdlayan bir W fonksiyonunun bulunabildidi ksabiil edilsin. Eger bu
problemin U=W+Z formunda bir ¢dzimi aranirsa, Z fonksiyonu icin

-AZ = f+ M G de (1.4.5)

Z=0 T da (1.4.6)
problemi elde edilir. f+ W =h denirse problem

4Z = h G de

Z =1 r da
seklinde hémogen sinir g:artia probleme donlgmis olur.

Genelde, bu gekilde dinlsgimi saglayacak bir W fonksiyonu bulmak
kolay defildir. Bununla birlikte, bilimsel veya tekniksel alanlarda
ortaya cikan birgok problemlerds bu sorﬁnun cozumi hispeten kolaydir
ve cgogunlukla W fonksiyonu dog@rudan ve:ilir. Ornek Olﬂfﬂk; G(0<x<a,
0<y<b) dikdortgeni ﬁzerindé Laplace denklemi icin Diriéhlet problemini
gdzénine alalim. Tlzerinde sinir gartlari; 9<x<a, y=C igin g=5in(nx/a)
ve T' nin geri kalan krsminda g=9 geklinde verilwmis olsun. Bu durumda,
agikar olarak W yi; W = (1-y/b)Sin(mx/a) olarak segmek uygundur. Cinki
bu, yukarda verilei: sanir gactlarini saflar ve problemi

-2Z = - £ (1-y/b)Sin(ax/a) 5 de
Z:0 . da
gseklinde homogen sinir sartli probleme ddnistiiriir. Bu takdirde orijinal

problemin ¢ozimii U= h‘+2c| olacaktar



I1.BOLOM
VARYASYCHWEL YONTEALER

Varyasyonel yodniorTar diferensiyel denklenlerin c¢ozimlerinde
genig bir uyguiama alan: Sulmugtur.{bakimiz, Hlavacek&}],fzj; Burrows
Ve Ferksbﬁ] ,h?]; Souriders,Coldwell ve Wanlesskﬁ]; Ali,Gardner ve
Garcdner|37]) Zurada varyasyonel yontemlerden bazilara taratalecak,
diferensiyel denklemlecin cﬂ:ﬂmﬂne-nasll uygulanabildikleri tiakkaindn
oenig bilgiler vevilecektir.

17.1.0RTONORMAL SERI YONTEMI

Bir H Hilbert uzayi ve bir pozitif tanmamli A operatori gozinine

alinsin. HA ayrilabilir ve bu uzayda DA -lineer cilmlesinin

elemanlarindan olusturulmusg

Elsﬁz!'--'!gng--- (2.1.1)
cistemi bir ortcnormal baz olsun. Bu bazin elemanlari igin
D k#£i
(Ei’ﬂk)A - il k=i

yazi1labilir. Bu takdirde. AU = f denkleminin Uu coziUmu

b T e . ;i
UD - Pglﬂk Bk (2.1.2)

seklinde bir fourier serisi ile arana bilir. Burada
Ay, = (Uo’mk)ﬁ ' feml i Zaeve (2.1.3)

dir. Her U eH, igin (U&,U)A = (7,U) bagintisindan her ﬂp (k=1 ;2,0 o)
icin

a, = (U8 ), = (F,0,) (2.3.4)
elde edilir. (2.2.2) scrisininn katsayilari, boylece, Qk baz
fonksiyonlar: ve verilen denklemin saG tarafindaki f fonksiyonunun ig

carpim1 olarak gok basit bir yolla verilir. Bunu, agadidaki teoremle

ozetlemek mumkindir:
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I7.1.1 Teorem: Ayrilabilir bir H Hilbert uzayinda yotun bir D% lineer

ctmleci Uzerinde, pozitif tanimli bir operatdr A ve feH olsun. Ayrica

ai:G*"" HA vzayinda bir ortonormal baz oisun. Bu takdivrde AU=F
genklenzin gepellestivilmis LlD gziimG
Uy = > Al
k=1 =

s»risi iie verilir: Burada a :(f,ﬂp) dii.

Iz
<

Sorty; 9larak verilen problemi (2.1.2) serisi ile <4fivmek cok

kelaydir. Busun igin (2.1.4) den a_ katsasilsrini hesaplamale yeterli

4

olacaktir. Bununla beraber, genelde HA da  bir ortonormal bazain
olusturulmasi kolay dedildir. Bazende bir baz bulunsa da - onun
ortogonalizasyonu ve neticede ortonormalizasyonu =~ asir: - derccede
zahmetli bir islemdir. Bu da nimerik Aagidan pratik dedildir. Bu
nedenle bazin ortonormalizasyenunu gerektirmeyen bagia ydntemlerde
celigtirilmigtir.
11.2.RITZ YONTEMI
A, Aayrilabilir bir H Hilbert uzayina yofun bir DA lineer climlesi

Uzerinde pozitif tanimli bir operator ve f eH olsun. HA da

B1:8,5--- _ C2:2:)
bazi gbzonine alinsin. Onceki b&limde oldudu gibi bu bazin ortagonal
01&251 gerelmez. Bu nedenle buybntem teknik uygulanaiards cok sik
ki:ilmnmilar. Birinci bilimde dediniidigi agili AJ=f dEHPlEMLHiﬁ
genellestiriimis UD cozimi HA (et}

FU = (U’U}A - 2(f,U) (2.2.2)

ionkziyorz2liri minimize eder. Yani

il = min FU 12.2.3)
UEHA
diy. Pozitif bis n tamsayis: segilerek I.lD elemanainin
= ¥ %R Y
Un ‘ akmk . (2.2.4

k=1
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seklinde bir yaklagimi aransin. Burada EP’ (2.2.1) bazainin elemanlari

ve A heniiz bilinmeyrn reel sabitlerdir. Ju sabitler
."F_I = .: bi’gi' (2'2'5)
l.,::l el

olitin yaklacrmiar arsailadaki

e

= mini (22673

clma  keguluccsn laneml.oar. Buiads b lar kerfi reel sayilardir.

k

BGylece = vetsrirce bUvek sovilirze (Z.2.6) dan  katsay:lar:z

belirlenmis (2.2.4) yakla@lml,“k da wyeis: U obzimine oldukga yakan

olacagdil distinilmektedir.

(2.2.4) deki A katsayilarinin tanimlanmasi cldukga kolay bir

ke
iglemdir. Bu gergek Ritz yodnteminin wuyguianabilirligi acisindan

onemlidir.(2.2.5), (2.2.2) fo.ksiyonelinde U yerine yazilirsa;

FVn = ‘blﬂl+"'+bn]n’blml+"'+bnﬁn)Ar2(f’blg1+'"+bnﬂn)

. , _
(Elsﬁlebl+(ﬁl,E2)Ablb2+.-.+(Bl,ﬁn)Aulbn
Z
.1.{ F
+(05,8;),boby+8) 8, by +.e o+ (8,,8) o
- 3 . £ : 2
+kﬂn‘ﬁl;Abn31+.En,ﬂz)Abn32+ ..+(En,ﬁn)Aﬁn

~2(F,ﬂ1)3b1—2(F,Gz)Ab2—...—Z(f,ﬁn)Abn (2.2.7)

elde edilir. Ig gar;imin simetri 6zelligi qozoniine alinirsAa bu sistem

= (d. ,F Z-'T I LI Y 3. yosb
PV, = (008 ) 020y, 0,0 by b +2(8 R ) b

L

P r . .
+(Gz=ﬂz)tb.}_+2(b2,ﬁ;’)r\bz tJ,-I'- - .+2([J2’Q§n)_-\_b2h".

A i i 2.._ f ¢ I 1 9
+...+(Ln,L)ADn Z\f,dl;ul ...—Z(f,ﬁn)bn (z.2.8)

sekline indiryenir. EJT’ﬁp)a ig garpini, wverilen bezain elemanlarivia

tanimlanmig - sadit sryalsrdir. Seauc olssak, (2.2.2) deki U verine

(2.2.5) yaklagimi ionursa, bj,...b1 dedigke~lerine gdre quadratik Dir
L]

F Tonksiyoneli elde ecilmig clur. Bu fensivonelin (2],...,Hn)
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noktalarinda minumum kabiil etmesi igin

2 Fv i
abl n'bl;a:,...,b =A

™=
hu|
S
A
|

= (F,E])

=
=2
]
!

= (f,Bz)

--------------------------------------------------

(ﬁl’mn)Aal + (ﬂz,ﬁn)Aﬂ2+ S o (ﬁn,ﬁn)Aan (f,Bn) (2.2.30)

denklemleri saglanmalidar.

(2.2.10) sistemi, aranan n tane a -»A_ sabitleri igin .n tane.

[EEE

denklem sistemidir. Kabiilden dolayi, 0n,...0r lineer badimsaizdar,
1 n

dolayisiyla (2.2.10) sisteminin determinanta sifirdan farkladar.

Boylece bu sistem tek olaral ¢ziilebilir.

0zel durumda, eder (2.2.1) bazi H, da ortonormal secgilirse

A
(2.2.10) sistemi
Rl = (F’Bl)
= (F.0 4
A = (F,Ln_ £2.2.11)

(2.2.12)

-
118

formunda bir yakiagim verir. (Burada Gk,ortonﬁrmal bazin elenanl=uradir)

Bu geryek Ritz diziei denilen., (2.2.4) bafintisi ile taramli ve
katseyilary {2.2.1G) ijle beiirlenen iﬁj.yaklaglmlar dizisinin HA da
Al=f  denkleminin UU genellegtirilmis ¢dzimine yakinsadigini ispat

etmekte kullanilab:lir:
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HA da Hl,...,ﬁn bazindan ortonormalizasyon islemi ile

El,ﬂz,.. (2.2.1%)

brzi <lde edildigi kab:il euilsin. iNetice itibariyle (2.2.13) bazinin
g )

2lemanlara . .0 Dazrn:n zlemanlsrinin bir lineer kombinssyonudur.
1° b

g
Yzn3.
B, =d, 8
f, = d 0 +dy8,
mﬂ = dn Gl+dn232+'”+dnnﬂn
veya
B, = 9117
En = délgl+"'+dénﬂn (2.2.148)

yAazilabilir. Burada dkk ve d.kk lar sifirdan farklidirlar. (2.2.2)
forksiyonelinde (2.2.5) serisi U yerine yaziiir ve (2.2.6) uygulanirsa
katsmyilaray (2.2.10) ile belirlenen Un yaklagimlar = dizisi elde

edildifi gibi benze: olarak, {2.2.13) ortonormal bazinin

% o= ¥ B;ép , (2.2.15)
n k:l(\

lineer kombinasyoru yine U yerine (2.2.2) de yerine konursa
er = min (2.2.16)

nergeklesecek getilue Litin (2.2.15) lineer kombinasyonlar cimles?

tzerindan

z = 2 af {2.2-17)
r k™ k
®=1
yaklagimi igin
cl: (f',ﬁj‘: ] 02: {l:)mz),-'-, ur"l: {f,.ﬂn) ) z (2'2-1E)

katsayilar: elde ediiir. gununla birlikie kolayca gosterilebilirki

e B -2 (2.2.19)

n
u T
T, kk n

1N ~3

- Hﬁ =
n Kk
1 w=1

I/
A



[
\C

dir. Gercekten; ﬂl,...,ﬁn elemanlarinin biitiin lineer kombinasycnlara,

vani bp keyfi reel sabitler olmak izere (2.2.5) formunun bitin

elemznlarx bir lineer cimle olustururlar. Bu ciimle M ile gosterslsin.
Haibuii, (2.2.13) bitzzoin elemanlarinin clusturulmasinda

govilurki ayni lineer odmle Gz,...,ﬂnslemanlarlnln lineer komb:inas-

1?
yory ile mevdana getirilmistir. Neticede, (2.2.6) dan dolayi proble:.
bu .M cUmlesi Uzerinde F nin einumum kabiil ettigi Un elemaniny bulns
procblemine dénlsmigtir. Bilincigi gibi bu problem bir tek gozime
sahibtir. Cinkd (2.2.4) deke A sabitleri (2.2.10) dan tek olarak
tammlanabilir. Ayni sey (2.2.13) bazina gore diglniliirse, yine
problem (2.2.36) ﬂaﬁ M Gzerinde F yi minimize eden zn-elemanlnL bulma
problemidir. Bu da bir telk ¢Gzime sahib cldufundan zn#Un olmasi miimkiin

degildir. Sonug olarak (2.2.19) saglanir. Bununla beraber (2.2.17)

dizisi @nceden bilinen(II.1.1 teorem den)

U = e
9 k=1

serisinin kasmi toplamlar dizisidir. Bylece (2.2.4) dizisi (2.2.10)

kﬁk

ile belirlenen katsayilariyle HA da Uo A yakinsar.

Uzet olarak su teorem verilebilir:
1I1.2.1 Teorem: A, ayrilabilir bir H Hilbert uzayinda yoGun bir DA
linzer viimlesi tzeri-de Pozitif taramii operatsr ve 7 €H olsun. Ayricn
Hl,ﬁz,... HA da bir baz olsun. Bu takdir-e (2.2.10) sisteminden tek
olarak belirlenen Al3Ags-+=,A_ saDitleri ile {un} dizisi H, da Au=f
deniklzominin UD ¢ozimiine yrlkansar.

36ylece Ritz yontemi Ortonormal Seri yontemi :le Aaynl soruce
gottrir. Trkat veriien bazin orronormalizasyonu gibi ci¢ bir igi
ortadan kaldarir. Bunun’ = biriikze Ri""’an sabitlerinin n-lineer
sistemini olusturmayi ve gcozmeyi gerektirir. Sistemin ¢Oziimi bilinen

nimerik ydntemlerle cok basittiy.
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Yulkardaki teoriden ve onun ifadesi olan 11.2.1 teoremden SU sonug
gikarailapilir:
Sonuc: n artarken Ritz dizisinin Wn clemanlari UD tC7 mdne gok ivi bir
yaklasam olustururlar. Vani ndm igin

|[un-n0|!A.; [;Um-UD|IA (2.2:20)

dir. Gergekten, UU: b aPE“ nlduguou bilivoenz. .yrics €2.2.19) dan

_ £=1 _
U= p ® 8=z idi. (burada o = (F,8,) cir.) Boylnce
k=1
U = T @ -
Uo u = 1 e Ek (2.2.21)
k=n+1

elde edilir. El,ﬁz,.... H, da ortonormol baz oldugundan

- {0 izk
(B;.8.0,= 171 i

~d—y

dir. Bu takdirde, (2.2.21) den

2

2 w©
100,115 = %

=n+1

elde edilir. Sonug olarak, n artarken |IU0_Un!IA normu Azalar veya en
azindan artmaz. Ustelik, n yi artirmakla, sadece, orijinal olarak
clugturuimus (2.2.10) sistemi genigletilmig olur. Ysni sistemin sag ve
-sol tarafina yénj_ ig¢ garpamlar, dolayisiyla sisfemin matrisine ek
sutun ve z satir eklenmis olur. Bununla birlikte &nceden hesaplanan ic
garpimlar dedismez kolir. Ayni gey tersi icind- defdrudur. Yani daha
adsuk dereceden yaklasimnlsr bizim igin yeterli clursa sistemden bir
kisam ig cgarpamlara dﬁgﬂrebilirizi Bu Ritz yoniczawinin nimerik acidan
oriemli bir cdzeiligidir.
11.3.GALERKIN YANTEMI

Ayrilabilir bir H Hilbert uziryl ve H da ycf:a bir M ciimlesi
gozénine alinsin. Eder bir U eH jcin

(U,V) = 0 ¥ veyM {P:3:1)

saglaniyorsa o zaman U=0 dar.



21

Simdi

B0, .. (2.3.2)
H d= b2z olsun. Bu takdirde eger ¥ k=1,2,... igin fU,ﬂc):U ise H Aa
U=0 dir. kisaca V k=1,2,... igin

(U,ﬁk} =0 ==> U=0 (2.5.3)
dxz. Kabilden dolayr (2.3.2) baz olduvjundan n kayt . pozit it bir tam
sRY1 J2 Ay keyfi reel sayllaf olmal Uzere

4 b S

;ilﬂkﬁk (2.3.4)

geklindeki bitin elemanlarin N ciimlesi H da yoGundur. V' k igin
(U,Ek):ﬂ oldugundan N nin herbir (2.3.4) elemani igin (U, kglmkmk>:0
sAaglanir. Simdi,

AU =f (2.3.5)
H da bir denklem olsun. Egsr bir UD € DA bulunabilirse oyleki VY

k=1,2,... icin

(Au, -f, 7)) =0 (2.3.6)
ise o zaman (2.3.3) e goire H da AU -f = 0 dir. Bdylece bu U D, ele-
many H da (2.3.5) denkleminin c¢ézimii olur. Bu Galerkin vonteminin
temel fikrini olusturur.

(2.3.2) bir baz olsun ve (2.3.5) denkleminin

n
Uu = = HPQ

(2.3.7}
LA

Iz
<

rormunda bir yalklagik cdziimi aransin. Burad= n keyfi fakat sabit
poziiif tamecayl ve A, lar -henﬁz bilinmeyar saiitlerdir. Gaierk:in
yénteminde b. sabitler

(A -F, B,) =0 | (2.5.8)
gartindan tanimlanir. Bu n tane bilinmeyen Ayr eesft sabitleri ‘zin n
tane derklem ifade =der. A operatérinin lineerliginden dolaya (2.3.8)

k=1l,2,...5n igin (alAHl+a2AE2+...+anAﬁn—f,Ek):D seklinde veya daha agik
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(Aﬂl,ﬁl)ﬂl+(Aﬁ2,ﬂl)az+.--+(Aﬁn,ﬂl)an :(f,ﬁl)

f ( a T [ 2 :{}r

\AEJ,QZ)al+\Aﬂ2,G2).2+ +(Aﬂn,ﬁ2)ﬂn ( ,ﬂz)

( a.={ i D) LIS L {(2.3.¢
geklinde ifade edilebilir. Eger .. operatdri pozitif ise (dolayisivla
simetriktir) bu takdirde (2.3.9) siziemini, Ritz yontemindeki (2.2.10)

sistemine Gzdes olarak;

(Gl=ﬁ1)Aﬁl+(ml’E2)Aa2+'"+(ﬁl’ﬂn)AHn = (F,El}

(ﬂ} ,ﬂz)Aﬂl+(ﬁ2,ﬂ2)Ar—|2+. : .+(ﬁz,ﬁn)Aan = ('f,ﬁz)

---------------------------------------------

(ﬁl’ﬂn)kﬂ1+(g2’mn)A 2+---+(Un,ﬁn)Aan = (F,Hn) (2.3.10)

formunda yazmak miimkiindiir. Boylece Ritz d:zisinin yakinsakligini ifade
eden I1I.2.1 teorem Galerkin dizisinin yakinsaklidi iginde gecgerli
olur. Sonug olarak agafidaki teoremi verebiliriz:
I1.3.1 fteorem: A, ayrilabilir oir H Hilbert uzayinda yogun bir lineer
DA cimlesinde pozitif tsnimii operatdr ve f €H olsun. mlEDA’mZEDA""’
elemanlzvz HA da bir baz olustursun. Bu takdirce [2.3.9) sistemi ile
tek olarak tanimlanmis Ry:--.,a sabitleri ile (2.3.7) Galerkin dizisi
AU=f denkleminin U_ géziiniine yakinsar. |

GorGldiugi gibi pozitif +tamimli operatér durumunda Galerkin
yontemi Ritz yontemi ile karsilagtirmada yeni hicbir sey getirinez. Her
iki  yontemde lineer de.kiemlerin Ozdes sistemierine vs yaklasik
¢Ozimlerin &Szdss dizilerine gitdslr. Bununla birlikte Galerkin
yonteminin uygulama imkani Ritz yonteminden daha genistir.Galerkin
yontemi A operatéri iizecine dnceden higbir izsitlamna villklewez. Boylece
gox genel operatdrler durumunda da uygular=abiliz. Aacalc bu durumda
(2.3.9) sisteminin C0zUliebilirli€i ve Galerkin diziszinin yakinsakliga

zorluklaray ortaya cgikmaktadir. Her ne kadac pezitif  tanamia
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operatorler durumunda Galerkin ve Ritz ydntemleri Ayni1 sonucr gitirse
lerde,ytntemlerin fikir olarak tamamen farkla: olduklar: agiktar.

I1.4.5N XUCUK KARFLER: YONTFMI

A, Ayr:labilir bir H Hiloert uzayinda yodun lineer bir D, wlmliesin
- A
de pozit:f tanamla bir operatcr ve f 4% olsun.
4‘1'._: = f- ‘_2.!I.]:'

deaiklemi gozéniine alinsin. f eD, olmak lizere (k=1,2,...)

I~

Zvde2)

Aﬂl,AEZ,-..
H da bir baz olsun. Netice olarai, verilen her feH ya ve her t>0 »

karsilik bir pozitif m tamsayisi ve Cyse-=sCy sabitleri bulmak miimikiin

dir oyleki

mn "
2 e A8, -Fl] < (2.4.3)
k=1
veya A nin lineerlidinden
m
[[ Ale 8 )-f[] <t . (2.4.4)
k=1
dir. En kiiglk kareler ydntemide AU=f denkleminin
n -
= 4.
Un akﬂk (2:445)
k=1
seklinde bir yaklagik g¢@zimiini arar. Burada A sabitleri
2 .
||AUn-fH = min (2.4.6)
gartindan tanimlarmagtir. Daba detayli olarak;
n
i - T = 1 r e 8
\n k=lokuk (2.3.7)
seklinde elemanlarin n-sovutlu uzayinda. [|AVn—fI|2 ifadesi (2.4.5)
elemani igin minimal olacaktir. Bu nedenle (2.4.7), |]AVn—;[|2 de

yerine xonursa ¢ zaman bu ifade bp degigkenlerine gbre quasratik

fonksiysnder.  (2.4.6) sgartimin  saglanmasa igin - de Apseeesa

ncktalazarda

35;|IAVn-fII =0, s |AVn—f|| =0

3
'!'5'5"
n
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denklemlerinin saglanmasi gerekir. Ritz ydntemi durumuna benzer bir

yolla agadidaki sistem elde edilir:
(AR, .AB Ya. + (A LA e ; A ={f,Ad, ]
_ALl_A.} ﬂl+\Afl, ﬁz)ﬁz+ +(A91,4ﬂn)dn CF_AJi)

(AP 4D )8+ (A, A0, a4 (A, AT DA =(F,A0)

{Aﬁl,Aﬁn)nl+(Aﬁ2,Aﬁn)az+...+(Aﬁn,Aﬂn)an :ff,ﬁnj (2.4.8)
Bu zistem tek olarak gbzilebilir. Cunki Aﬁk lar H da bir bzzdir.
Dolayis:yla katsayilar determinanta sifirdan farkladar.
Gosterilebilirki  (2.4.6) sgarta ile katsayilara tanimianmisg
(2.4.5) yalklasimlar dizisi HA da AU=f denkleminin UD cozUmine yakinsar
Biylece V €>0 a karsilik pozitif bir m tamsayisi bulmak mimkindir
dyleki n>m igin [|Un~U0||< € dir. 0 halde €>0 segilsin. A operatérii
DA da pozitif tanimli oldufundan bir C>0 sabiti vardar oyleki V U QHA
icin
Hull, > cllu]] (2.4.9)
saglanir. Ayrica AU=f denkleminin UD ¢oziminin her Un £ DA vaklagimi
icin
HHu,=u 11, € 2 11au -f] | (2.4.10)
oldudu gosterilmigti. B@iylece eder n yeterince biiylk segilirse ]|AUn—F||
ifadesinin keyfi kigik yapilabildigini gdstermek yeterlidir.
LE B (2.4.11)

secilsin. E1 ¢ ye karsilik bir m>0 sayisi ve ¢ sahitleri

107

bulmak mimkir.ur dyleki (2.4.4) saglanir.

m .
Up= T b 39, lineer kombinasyonunda b katsayilara !|AU -f||“: ain
moy_y k™l : k m

veya
L ; 2 .
iz A(hkﬁk)—fll = min (2.4.12)

|

viacak gekilde belirlenmis olsun. Gozonine alinan mevcut m tane

€ys----C ~sabitleri igin (2.4.4) saglandigindan, belirlenen b, sabit
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leri icin
w " <
llkilA(bkﬂk)—f[l <t (2.4.13)

dir. Bununla birlikte,edier n>m ve eder (2.4.5) dizizinir a  sabitieri

“

‘2.4.6) sart. saiin=cak gekilde belirlenmigse bu takdirde

I z A{ﬂkﬂk)—fll <t (2.4.14)
c=] N

de saglanac. Gevcekten, alzbl,...amzbm,ﬂm+l:0,...,an:G igin (2.4.14)
ile (2.4.13) =3itsizlikleri aynadar. Ustelik Ay sabitleri (2.4.6)
saglanacak sekilde tanimlanmigsa o zaman (2.4.14) deki norm sadece
azalabilir. Bdylece eger (2.4.5) dizisi (2.4.6) dan belirleren a,

sabitleri ile tanamlanmissa, bu takdirde ¥ €>0 a kargilik bir m

sayis1 mevcuttur 6yleki V ndm igin

|lAu -f]] <z =Ce (2.5.15)
dir. (2.4.10) den llun-u0||< e elde edilir. Ayrica (2.4.15) den H da

lim AUnzf clduguda gorulir.
n+c:

Netice clarak agadidaki teoremi ifade edebiliriz:
11.4.1 Teorem: A, ayrilabilir bir H Hilbert uzayinda yogun lineer bir

Dl ciimlesinde pozitif tanimli operatdér ve f e H olsun. (2.4.2) dizisi

de H da bir baz olsun. Bu takdirde (2.4.5) ile verilen ve (2.4.6) dan

tek olarak belirlenen A, katsayilari ile Un dizisi AU=f denkleminin U':J

cdzimiinre yakinsar.

(2.2.1) baz: s=gilerek alugturuimug Ritz dizisi {V_} clsun Agikar
ularak, Vn sdiziside (2.4.5) formundaki elemanlarin bir dizisidir.
Fakat, en kiiciik kareler ile elde edilmig {Un} dizisine tezat, katsayi-

iar buraca FVnrmin sarty ile tanmimlanmiztir. Bdylz=ce ciraki olarak

112

gorilirki ¥ igin FV FU o dir  veya Fu=tfu-u |1 ,-115, den
!lvn“UDIEAélign-UniiA dir . Buradan aciktirki bazin ayni secimi sltinda

Ritz dizisi HA da AU=f denkleminin UD gcozimine en kigik kareler ile

olugturulmus fUn} dizisinden daha iyi bir yaklasimdir.



11.5.STEEPEST DESCENT YONTEMI

A bir H Hilbert wu:zayanda pozitif tanamli bir operator, f eH, ve
Uo AU=T denkieminin ¢dzuml olswn. Cneeder bilindigi gibi bu UD elemana
FU = (AU,U) -2(7,Y) (2,5.1)

fonitsivonelini minimize =der.

wl

“zepest Descent «vdnteml aszeiidalki yeometrik digilince izerine
kuruimustur:

F fonksiyoneli her U e H oigin belirli bir deger alair. Geometrik
olarak bu fonksiyonel H uzayi (izerinde en kiglik koordinata Uo kabil
eden bir yiizey olarak dusiinilebiiir. BSylece bir baslancig noktasindan
baglayarak, bu minimal koordinata mimkin oldugunca c¢abuk -yaklasmak
arzu edilir.

Belli bir U, € H elemani segilsin. Eger AU.=f ise o zaman problem

1 1
cozulmigtir. Eger AUI:f ise Ul eleman: aranan c¢dzim icin birinci
yaklagim olarak alinabilir. H da oyle bir Vl elemani bulunsunki bunun
igin
LI = [y -f]] (2.5.2
ve
%E FQUp+EY ) [ = max ' (2543}

olsun. Bu takdirde;

. - Ry Y Sre
F(uthvl)_(A(ul.tvl),Ul+tv 2(r,uthvi)

1I
. \ . 2, .. "
= (AU U7 3428 (AU, V)7 (AV LV, 5-2(F,0,)
—Zt\f,Vl)
2
=FU,+28 (AU} =F, V. 2487 (AV,, V) {2.5.4)
ve
EL—F(U Y At /
ot i+t l):Z;JJlnF,\1)+2t(AVl,Vl) (2.5.5)

dir. t=0 ig¢in _

d 1
gt PV [ o = 2(A6,-F, V) (2.5.6)
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=~

elde edilir. (2.5.2) ve (2.5.3) den
Vl = AUl—f (2.5.7)
dir. Ayni zamanda {2.5.4) ve (2.5.5) den V. in bu secimiyle © fonksivo-

neli minimal degrini

G AD OIS
(av,, ;) (av,.vy

igin U:Ul+t\r'l dofrusu boyunca alar. {ozlUmibn ikinci yaki=sima olarak

s s
t_tl_ (2.5.8)

)

= {2.5.9)
Uz = Ul+tV1 N . 9/
zlemAani Alinabilir. Eger AUZ:F ise ayni gekilde devam edilerel
2 N 3
Vz = AUZ f (2.5.10)
ve
= 5
U3 = U2+t2V2 (2.5.11)
elemanlari olugturulabilir. Boylece Ul,Uz,... elemanlarinain dizisi

elde edilir. Simdi, m ve M ¥ Ue H igin ml!ullzg(rxu,u)@l]|u| |2 olacak
sekilde pozitif sabitler olsun. Bu takdirde {Ug- dizisi H da verilen
denklemin U_ ¢Bziimine yakinsar ve i[!Jn+l-U0|§‘x{Z||Ul—Uo|EA((M—m,’M-a-m))n
hata tahmini gegerlidir.(bakiniz,Miklin|29)

Steepest descent y@ntemi pozitif tanimli ve sainarl: operatér
durumunda uygulanabilme imkanina sahibtir. Bu ySntemin tercih edildigi

denklemlere tipik bir @rnek integral denklemleridir.



I111.801UM

Bu Ebidliimde zaman iceren denklemlerin g¢Gzumlerinde varyasyonel
voniemlercden Ritz yonteminin nzsil uygulandiga anlatalacak ve ydntenmin

yAakinsak:13dr Uzerinde durutacakiir.
111.1.PARABOLIK DENKLEMLERIN COZUMUNDE RITZ YONTEMI

Cnesii bdliumde dedinildigi gibi Ritz yontemi bnaz segimi Uzerinc
bir kisitlama getirmemesi & oivsturulan dizinin cOzume yakinsalkiiga
agisindan uygulam~larda tercih ediien bir ydntemdir. (Reiktors [37 )

G, EN de sinirly bir bélge olsun. Bir 0<t¢T zaman -ﬂrﬂllél

secilsin ve Q=Gx(C,T) ile gdsterilsin. Q da

dURL + AU = f (3:1.1)
denlemi

U(x,0) = Uu(x) (3.1.2)
baglangig ve ) :

U =0 - (3.1.3)

N
g 2l
A= E G_ [Rij(x) 'a_"_ ]
i,j=1 "i J

dir. Ayrica

3V aU
x_g;:dx (3.1.4)
i

N
((v,0)) = r 3 Ay
ri,j=1 M

ny

olSun-[D,f] aralifar h=7/p wzunlugunda p alt araliklarina bslinsiin ve
agagidaki fonksiyoneller tanaimlansin:
Glu = ((u,u);+h“*(u,u)h2(r,u}-2h'1(uo,u)
6,U = ((U,4))+h™ LU, u3-2¢F )-zh~ L, ,u
2 - iy + sUU =200, = 'l: )
G U = ((U,u))n T, uy-2¢r,0)-2n" L (3.1.5)
p- = \Uy H 3 : p—l’U} ) :
Ifade edilen kabiiller altinda, segilen V baz uzayinda GJU

fonksiyonelini minimize eden tam olarak bir Ulc V fonksiyonu meveuttur.

INONG e
Genel Kiiiipbaaesn]



Bu fonksiyon her v €V icin

((v,0))sh T(v,0) = (v,f)+h‘1(v,u0) (3.1.6)

integral G-odegligini saglar. Bylsce bu fonksiyun i3 de

AU + hﬂl(U—UD) = f
U==0

—
[
L
~J
~

probleminin ¢bzUmldir. Benzer olarak V de G, U fanisiyonelini mirimize

£

~den tam vlarak bir U2E V mevcuttur ve bu fonksiyon [ ce

AU + hql(U—Ul) = f
18

U =0 (3. .8)

probleminin ¢@zUmGdir. Bu yolla devam ederek GpU fonksiyonelini

minimize eden IJpE V fonksiyonu elde edilirki bu

luw ) =

AU + R 1 :
P (3.1.9)

U =0
probleminin ¢BzUmidir. Bdylece, t=o,t=zh,...,t=T icin (3.1.1)-(3.1.3)
probleminin yaklasik guzimleri olan Ua(x),ul(x),...,up(x)
fonksiyonlara gGzdniine alinsin. G de tanimlanan bu Tonksiyonlar
yardzmiyla Q:EK[D,T] de asagidakl formille verilen U!{x,t} fonksiyonu-

ra olusturulsun:
_ -1
Ul(x’t)'uj(X)+(t_tj)h [Uj+l(x)_uj(X)] (3.1.10)

+or
(tyeect,, ),

roktalaridir. BSylece har sabit x,€ G igin (3.1.10) [0,7] araligind= ¢

burada tj:jh (j=1.2,...,p-1) [0,7] azalig:nin b#1inmis

deGig~eninin hir siirekli ve lineer fonksiyonudur. ﬁ:tj igin bu fenk -

siyon Y noktasinca Uj(x) fonksiyonu ile gzkisar.

Us Lt u6)

\

R o
= LY
‘_{t',_'- 7 -

i
17
{/’ i,




[G,T] aralig:r orijinal p alt araliklarina degilde, sirasiyla,

h?:h,/?_, hAj:h,*"i:, Sveray hr:h,./anl uzur:luklarinda 2p,4p, ... ,Zn-lp alt ara-

Iaklarana [:G6l)Unsin. Bu ciuruua-‘i:J,Lil(:f,*_) fonksiyonurur olusturuilmasina

benzer, =Asafidaki esgitlikle U,( ,L‘],Uz)(x,t),...:Unk:c,t},... fonksi-

=

yonlari olugturulabilir:

Ir,.

un(x,tzzui“)T(t-s: it ;r*( e d Ml (3.1.11)

( (n)

—jhn(j:D,i,...,Zn *2-1) dir. Somug olarak bu

M<tst(“)) burada t
Un(x.t) fcnk31y0nlar1n1n herbirinin grafidi geXilde goGsterilen formda

olacaktir. Dogal olarak, (n)] zaman araliklaririn uvzunluklari n

R
J
artarken azalir. Bu alt araliklarin herbirinde Uh(x,t) fonksiyonu t

cefiigkenine gore

(n) () -1
[Uj+l(x)—Jj () Jh (3.1.12)
ifadesiyle tanimlanan t:tgn) igin sag tarafli, t:tgiz icin sol tarafla

(n)

tireve sahibtir. Yani t:tj noxtalarinin herbirinde t ye gdre tilrev
genelde farklidir. Sezgisel ciarak bu sigramanin her tztj i;in n—>c
iken azalacadini beklemek miimkinddr . Bdylere Un(x,cj dizisinin U(x,t)
limit fonksiyonu Q da 3U/3t tirevine sahipolacaktir ve Q da

AU + 3Ufot = ' (3.1.13) -
denklemini sadlayreaktir. Ayrarca, !n'x t? fonksiyonlatanmin olustu-
sulmasindan gdrilirki U(x,t) funksiyonu baglangig +& =anir gartiatin:
da saglayacaktir. Sonug olarak L(x,t) aranan c¢3ziim olacaktic.

(3.1.1C) fonksiyonunu olustuean Uj(x) funkksiyonlarinan  elde
edilmesi Ritz yontemi kislianilarak yapilir. 2a fonsiycnlar, V uzayin
ga (3.1. 5)f0nkq1yoneller1n1 minimize ederler. 3dylere

vi(x), v, (%), .. (3.1.14)-

V uzayinda baz olsunlar. Bu bazin ilk r tanesi

vl(x),vz(x),...,vr(x) ) (3.1.15)



\oxl
[

se¢ilmis clsun. Ayrica

(Cov.U))) = (Lv,0)) +n Lv,u) (3.3.,78)

ile ebsterilsin. (3.1.%) fonksiyonellierinden ilki olan Gl i minimize

eden
Ufl(x) = Cgi)vl(x)+...:ii§’vr(w) (3, 1..L7)
fonksiyanumnun c%i),.n., ii) ‘wtsayalara icin Ritz denklem sistemi
(g vy el T Gy v ) e v v ONEE D= vy e vy u)
R AP AT (TR I SO (T NI D DL M O S P (AT
(v v NS v NSk (v v TR, P+h ™ v _,u)
1@ 13 2°? Tt r’'r ir - r? ‘T o’
(r) (r) (3.1.18)

olacaktir. Buradan c elde edilerek (3.1.17) de yerine

11 2

yazilir ve btiylece Url(x) elde edilmig olur.

Url(x) fonksiyenunun G2 fonksiyonelinde Ul(x) fonksiyonu ile

yerdegistirmesirden Eé fonksiyoneli olugurki bunu minimize eden Urz(x)
fonksiyon:s Ur.(x) giti benzer yolla bulunabilir. Bdylece devam
edilerek, U_.(x), G

ce Uz(x) yerine yazilip G, fonksiyon=li ve bunu

r2 3 3
minimize eden drB(x) elde edilir. oonug olarak, Gp foriksiyonelini:
minimize eden Urj(x) (j=1,...,p) fonksiyonunun cgiz.;. ( )Lﬂtsayllarl

igin Ritz sistemi;

(C0v;,v 06853000 v T vy v e vy e (U )
(A D LT AR DD L S (AR DD AP O CARTINRY
1’ giNgl LIC gre R WVgaN e S HIC 1 =W P28 Wt g
gt et e
17 jr a2 e IARRARERRS TAs RN S 'Y j-1
{3:3419)
olacaktair. Burade U__ = U_ dav.
4 'ij D

Ul(x,t) foinksivonuna benz=r nlarai Ug?;,t) Tonksiyonunuda

( . | -1 .
ulfi,t)_urj(x)+(t-tj)h [urj+1~urj ] (%:1.50)
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jle tanimlansin. Burada, sadece, (3.1.10) daki Uj(g) fonksiyonlari ile

Ritz ydnteminden elde edilen Urj(x} fonksiyonlari verdegistirmigtir.

(r

)
G halde U_ (x,%) fonksiyonlari da U _(x,t) ye benzer olarak;

KoYy o o kB e 5 pe JARYss Sedn) Ay
gy OG- (,<)+(-.—t] L O

ke i o

(3.1.21)

badintisi ile tanimianabilir.

)

11i.3.1 Teorem: Uizyx,t), Rit. yontem llie elde edilen fonksiyonlar ve
U(x,t) de verilen baglangig-sinmir «Jcger probleminin genel ¢ozimi
olsun. Bu takdirde

1im Uér)(x,t) = Ulx,t)

Ny =

Y

dir.(bakiniz, Rektors[32])




I11.2.YONTEMIN YAKINSAKLIGI

Daha oncek’i bolUmlerce de detGinildigi gibij;

AL + AU = f (3.2.1)
U(x,0) = un(x) (3.2.72%
u{,t) = 8 (3.2.3}

problemirin gdzimit ile, sesilen baz uzayinda

GT(Z):A(z,2)+h_1(2,1)—2(2,f)“Zhrl(Z,ZD)

Gz(z):A(L,z)+h"J(:,z)~2(z,f)~2h_l(z,21)

Gr(z)=A(z,z)+h'1(z,z)-2(z,f)-2h“1((z,zr )

-1

fonksiyonellerinin minumumunu bulma problemi esdeerdir. Burada r
[G,T] zaman araliginan bdlinmis alt aral:klarinin sayisi ve ZysZpsnns
z_ 4 fonksiyaenlara . da sirasiyla Gl(z),Gz(z},...,Gr(z)
fonksiyonellerini minimize eden elemanlardir. Bu elem=anlara, (3.1.10)
tipinde bir fonksiyonun karsililc geldidi aglktlr.{zo(x):UD(x) olmak
gsartiyla) Bu fonksiven

Ur(x:t) (3.2.8)
ile gosterilsin. Minimizasyon fonksiyonlari ZysesesZy nin Ritz yontemi
ile elde edildigi kabil edilsin. Bu takdirde V baz'gzaylndan secilmis

ﬂl(x),ﬁz(x},...,ﬂj(x) baz fonksiyonlari igin

ok
Z.Sk =% Hlf

Kk 5

ile gésterilsin.(burada k :indisi GP fonksiyoneline karsilac gelir)

ﬁj(r; (3.2.5)

: si - - 5 1 .
RBuradsn 1 szcilerek, 21 ; L.(z) fonksiycnelinde z yerine yazilar

f=s

ve ai (j=1,...,81) katsayilari G](zfl) in minumum olmAa gartindan

belirlenebiiir. Bu, lineer cohirsel denklemlerin bir sisteminin
ctlziml problemidirki bu da tek elaraik ¢fziilebilir. Boylece, sl _in-
. R | L sl ; s
segilmesi ile zy teic olarak tanmimlanmig olur. z 7, 82\2) de Z) yerine
1

yazilarak olusturulan yeni foniksiyenel _Eé(z) ile gosterilsin ve s2



secgilsin. Bu kez E;(z) de z yerine ;Fz yazilip Eé(z) nin minumum olmn
gartincan a? (j=1,2,...,52) katsayalar: belirlenebilir. Buradsn da 222
. y

tel elavak tanimlanlanmis olur. Bu sekilde devaw ed;lirelk
S .
1325 3eee;Z (3.2.6)

ionksiverlar: tek olarak belirlenir. Burars yontaomis su ilcing yapina

s2ilirimekte yarar vardar:

; katsayailarzrin

belirlenmesi ile mimkindir. Bu bizi lineer cebirsel denklen

{3.2.6) fonksiyonlarinin taniminamasa A

sistemlerinin ¢Gzimine gdtlirir. Ayrica Gk(z) fonksiyenellerinin Gp(z)
ye dinigumunde A(z,z), h_l(z,z) terimleri defismez kalir. Dolayisiyla

eder s =S, segilirse, biitlin sistemlerin scl taraflari Aynidir.

1=52:. P —
Bu durumda niimerik iskmler cok basittir.

9imdi, (3.2.6) fonksiyonlar:i belirlenmis olsun. Bu takdirde
zl(x),...,zk(x) fonksiyonlarina (3.2.4) soaklinde bir fonksiyon
kargilik geldidi gibi (3.2.6) fonksiyonlarina da (3.1.21) tipinde bir

foricsiyon kargilik gelir. Bu fonksiyon

sl,sz,...,srur(x,t) {(Z.2.7)

ile gosterilsin. Eder r ve Syse-esS, yeterince bilyik secilirse

Sl,--.,Sl‘ ' !
| [U(x,t)- Uf\n,t},!inQ}

“ormunun keyfi olarai kiiglik yapilabildigini gésternei gerekir.

e>0 vevilmis clsun. Ayrica dj:0p,... Ile {0,T]- aralit.nzr,
h12h2"" uzurludunda bSlunmis alt araliklarissn dizisi gosterilsin.
171.%.1 teoreme gére %/2 verildifinde, bir A, bulask siimkindlr E;l;Hw
ﬁ3ﬂE ciduganda

. *(3.2.8)
]

saglanir. Boyle bir n belirtilmis ve kisaca h:hn » r=T/h denirsei

1|U(X!t) = Un(x’t)i[Lz(ﬂ)
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+ - - | & / S el
UG, £) Uatll gy ¢ 2 (3.2.9)

(>.2.8) e esdederdir. (%.2.6) ve (3.2.7) fonksivonlari snceki o6limds

Aanintrian testle olugturulmus olsun. Bu duruad- gosterilmelidixki:

Sl,..;,sr -
U (x,t) - ur(x,t)IILz(Q) <¥2  (3.2.10)

ciacak geikilde sl,...,sr sayilariran secimi  mimkinGir. Bonyn igin

S Sl 0miny ST . ———
Hr(x,u}, ? ? Ur(x,t) fonksiyonlarinin yAapisids ofiziaiinde

bulundurularak, her k=1,2,...,r igin
sk ) € 1oy
I[zk(x) ~ 2y (X)IIL2@2)< J2VT (3.2.11)

oldudunu gostermek yeterlidir.
i
sl yeterince biyik ryleki Lz(ﬁ) da zl(x) ve zj‘(x) arasindaki
* _——
fark &, den kiigik olsun. Eger zz(x) ve zz(x) sirss1yla Gz(z) ve 82(2)

fonksiyonellerinin minimizasyon elemanlari iseler bu takdirde

||z;(x) - z,(x)|| <2, (3.2.12)

L, (@)
yazil+bilir. Benzer olarak s2, LZ(Q) da yeterinee buyiik oyleks: zz(x}

den kiicitk olacak sekilde secilirse

ile zzz(x) arasindaki fark 8,

QZAaman

][z*(x) -z, ()] <§,+ 8,
3 3 L,(a) -

yaz1labilir.Burada zz(x) ve z;(x) sirasiyla 53{2} ve G.(z) fonksiyo-
nelierinin minimizasyon elemanlaridir. Pu yolla devar edilerek

21,...,sr secilirse her k=1,2,....r igin
* sk
= ( < £ el2eNT
NEMCORE ‘X)IEL?(Q; efanvl

©lde edilir. Coylece Gzetlenecek olursa; n serverince bliylk ve 5, (2]
forksiyorellerinin minimizasyonunda (3,2.5) serisinin valer:rce puyiik
sAayida terimi alinirsa, o zaman problemin analitik cozimi ile Ritz
ey e coox BlgeedBE : - ;
yoriceminden elde edilmis Ur(x,t) fonksiyonu arasindaki fari

keyfi kigiik yapilabilir.



IV. BOLUM

Bu bolimde Burgers denlemi ile linear diffuzyon denlemi arasinda
Hopf-Cole dBniglimi wvasitasiyla bir 1lighi kusulacaktir. Daha sonra
diffuzvon denleminin c¢ézlmine Ritz yontera uygulsnacak ve aynz

donisgtmle Burgers deni:lemirin gdziimine ulasilaceictar.
IV.J1.BURGERS DENKLEMI YE BOFr :COLE IR HRTRV T

v l! = U + W (4.1.
vax Lt de _ (4.1.1)

non-lineer Burgers denitlemi ile

UQXX = Qt (4.1.2)

lineer diffuzyon denklemi arasinda

U(x,t) = -2 va,/Q (4.1.3)

Hopf-Cole doniigiimi vasitasiyla bir ilgi kurulabilir.( Millerﬁ@],

ColeEﬂU,HoprEj) Asafidaki teorém bize bunu saglayacaktar:

IV.1.1 Teorem: Q{x,t); 74.1.2) denkleminin herhangi bir c¢dzimi olsun.
Bu takdirde (4.1.3) Burgers denleminin c¢ézUmidir.

Ispat:
dix,t) = f (x,t) - (4.1.4)

olsun. Bu (4.1.1) de yerine yazilirsa;

= = f
vFXXX FX'L f}(';'_): (4-1:-5)

olur. Bu denklem x = glire integre edilirze

wf =F, 2 (f"() (4.1.6)

XX t
elde edilir. f(x,t) = F[Q(x,t)] seciisin. Surada Qlx,t), (4.1.2) yi
saglayan bir for:eiyondur. Bu takdis de;

ek} 2 = ] -'|\_ - . Y _l 1 AT 2
vF (Q)Qx i v F (q-ﬂxx =F (U)Ct + 2 [F (L}'J‘(]

dir. Q(x,t), (4.1.2) nin gézumii oldugundan

2y F7(Q) = [F(@)]?



kalir. P(Q)=F'(q) degigimi yapilarak integral alinirsa

df = -2 uu“ldu

ve buradan

flx,t) = FiQ) = -2 v InQ +Cy

bulunur. (4.1.4) den dolayi

Ulx,t) = -z v[]nﬁ+u]J_ = -2%0 /G

A
elde edilirki bu teoremin ispaitini tamamlame olur.
Simdi, (£.1.3) bagintisinda x= ¢ degigk=n dedisimi Yapr:ir ve (

dan x e kadar integral alinirsa:
o )

- X %
TUGE,t)d = =2 vInd(z,t) |7 =-2 v[lna(x,t)-lnaco,t)]
s

-2 v1n[Q(x,t)/q(0,t)]
bulunur. Buradan da
-1 X
Qlx,t) = q(o,t) exp {-(2v) éU(C,t}dE } (6.1.7)

elde edilebilir. Eger Ulx,t) igin baslangi¢ degari U(x,D):UD(x) segi-

lir ve CO:G(D,U) denirse, bu takdirda

X

Q(x,0) = C_ exp {~(2v)7} Id () 4¢3 (4.1.8)
o o 0

olur.Bdylece G(x,t) icin baglangac dedieri bir CD sAabiti garpimi ile
tanimlanmis olur. Ancak (4.1.3) ¢3nUsimiinden dolay: Cn A verilecek
degerin {4.1.1) denkleminin §GzUml Uzerinde etkisj nlmavacaktir.

IV.4.2? Teorem: Burgers denkleminin (4.1.3) ile verii=n g¢ozimi ‘el dir.
Ispat: Burgers cenkleminin U(sx,t) Gozimi; (4.1.2) denicleming earlayan
ve (4.1.7) ile veriien bir Q(x,t) fonksiyonu tanimlar. Simdi, (a1 1)
in iki farkli cézimi cldudu xabil ecilsin. Yan: U(»,:) ve V(x,t) iki
¢Sziim olsun. Bu takdirde, bagziangig s=rtandan dolayy 1H(x,0)=v(x,0)
olmak zorundadir. G(x,t) nin bagianglg degeri (4.:.8} ile bir C,

sabitine bagli olarak tanimlanmista. Q(x,0) sadece U{x,0)=V(x,0) a



bagli oldugundsn @Q(x,0) her iki durumda da Aayni dir. Aymi sekilde,
sinir dederleri icin de bu iki curum 0zc:g oldudurdar (4.1.2)
denkleminin Q{x,t) c¢8zimi her i%i .duruemda da ayrid:ir. Holbuki L(x,t)
ve V(x,t), (4.1.3) den he&%plandx@;ndan U(x,t)=V(x,t) nlur.

Boylece, (4.1.1) denklemi vyerine (4.1.2) denklemi ¢bziilerek
(4.1.3) donistmi ile {£.1.1) :n ¢hzinl ele- edllepiiir. Dogalolarak
(4.1.1) igin verilen baglangig ve s.rir gar:larida (4.1.27 wasitasiyla
(4.1.2) denkleminin baglangig ve sinir gar:larina déntgtiizllmelidir.

Bu g¢alagmada,

W= U+ U (0<xg3, OKECT)
u(o,t) = vQ1,t) = o
U{x,0) = Sin(Tx) (£.1.9)

baglangig-sinir dager problemi, (4.1.3} dénistmi vasitasiyla

Q.(0,t) = Q (1,t) = 0
Q(x,0) = exp {-(2mv )_lfl~Ccs(Tm)]} (4.3-310)

baglangig-sinir deder problemi olaral gozbnine alinmis ve bu problem

¢GzUlmig, daha sonra (4.1.3) ile (4.1.9) un ¢ozimi elde edilmistir.



IV.Z.RITZ YONTEMININ INDIRGENMIS DENKLEME UYGULANMASI

(4.1.10) probiemi igin baz fonksiyonlari, sinir sartlarina da

uygun olarak;

VJ(x):CosGig];vz(x}:Cos(ZIx),...,"r(x):ﬁos(tﬁx) (4.2.1)

seklinde segilebilir. h=T/p ve p, [0,T] zaman aral+ganin bdin-ds alt
araliklari olsun. Avraca, bas.angic srria icin

Q(x,0) = exp { -(2 nv)_l[litusﬂtx)}}: 1-Zwv) ({1-Cisd@x) )
geklinde ilk iki terimi almak yeterli olacaktir. Boylece (>.1.5) fonk-
siyonellerinden ilkini minimize eden

Url(x) = cllvl(x) R & Clrvr(x) (£.2.2)

fonksiycnunun €1y --- »€p, katsayilari igin (3.1.18) sistemi olustu-
rulabilsin. Cos(mx) ve Sin(nix) fonksiyonlarin:in ortogonallifi de goz

gniinds bulundurulursa

_1 1
(((vi,vk)))= vr378ing{ixa)e k NSin(ksT ddx+h 1ICDS(j£x)C05(kEx)dx
a [e]
wi%?)/2 + 1/2h i=k  ise
R
8] irk ise:

olacadi agiktir. sistemin ikinci tarafinda ice sadece
=, _
(Vlﬂo)z J‘l[l—(Z Iv) (l—Cosux)]CDsI[x dx
o

1 1
= fCosix dx — (1,/Znv) f(Cosix - Coszﬁx) dx
o] 2
l J"‘qﬁ Y

o0lacaktair. ginkil, ciger bitin tferiml-r: f=0 ve ortogornliikten dolaya,
sifar daf. sonug clarak Rit: sictems:

2

27 onZin™1y

Ye = 1/4hTv

11

ve buradan da
V51, 2
ey = (6hIVI/127 3 (on +h™*)]

olacaktir. Bu (4.2.2Z) de yerine yazilrrsas



1= LAshn vif+h ™27 Cosx (4.2.4)
elde adilebilir. Bu fonksiyon (3.1.5) in GZ Tonkeiyonelinde yeving
yaziiir. boOyiece 62 y1 winimize eden

Urz(x) = CZlvi{x) T C2rvr(x) {4.7.5)
Torksivonunin Czl":"CZr kaismyilara igin Ritz sisteminin sol tarafy

yire (4.2.3) sekiinde oldudu gSriliir. Sag tarafta ise,baziarin
urtecgonslliginden dolayl nrcace
<f 0

(“1’Ur1 (éhﬂl)_126ﬂ12+h_l) IEDS%IX dx
E o

—
i

(8h 1y 12vn Zen~

terimi bulunacaktir. Dolayasayla,

2_1(\:!: 2+h“1 = {8h \,n) *L(vn +h 1) = i

Je Zl
buradan dn

C,oy = (Shzun)_l&(unz+h_l)‘2
Z1
elde edilebilir. (4.2.5) de yerine yazilarsa

2 _l)_z

; _1
Urz(x) = (thvﬁ) 4 T+h CosT x (4.2.6)

elde edilir. Genellestirilecek olursa;

Urj(x) = (2 129 nZen ™y cosnx (j=1,25...,p) (4£.2.7)

elde edilelilir. Btylece Ritz, yéntemiyle (3.1.5) fonksiycnellerini
minimize aden Urj(x) fankziyonlar: elde edilmis olur.

gimdi bu fonksiyoriar lineer diffuzyon denklemirin birinni adiwm
¢ozamlerini elde etuwek igin (3.1.21) de n=1 igin yerine ya=ilarak

R, {x.t) dizisi olugturulsun: (tj<t<t 41 (i=0,1,...,p) igin

Gy(s,t) = Urifx} + (-t ) (x)-U_.(x)] (4.2.8)
dir-

Simdi,
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Jj=0 igin
= -
.!'\- !\ -— 1-...
A0t =0 6o+ ho(t LU, G Uro(x)]

=1—C21h9_l(1—tosnx) o ! _
thiv (1%v /2 +1/7%6)

] (1-Cosmx )1
v i

-1 4

Zv -1
2l

1%y h 'L_)_'_'—"_'_"_(_tLt;-," Crsll ¥

2ol e l)

{1-(t- £ ) fhjs -

-l igin
<] o
8, Got) = U0 + (t-t))h {Urz(XJ—Url(X)]

(IL‘\J htl) -1 v(t tl) CoET
Z (v h+l)

J=2 ig¢in
0,0x,8) = U_,(x) + (-t Ih T [U_s(x)-U_,(x)]

_ {n?vy h+1) —I‘zv(t t ) CoaE

ZH\J(‘I Y h+l)

bagantilara elde edilsin. Bdyle devam edilerek J=p-1 icin

2 _1# _¥
Ql(x,t) = (v h+l) 14 ”p—l)
21w ( m2vh+1)P

Coslix

socnucunAa vAarilir.

Boylece, (4.1.10) problemi igin birinci adim ¢oziimii

2B [1-Ct-t ) /h]+ O DU VEEE I s i(.2.5)

Q (%, t)_
2mv { T?vh+l )‘J+l

2lde edilinis olur. Benzer sekilde ikinci adam odzimi

_ . 1)
G, 06 E)= 2“‘ 2 Ll1-(t-t )fh]i“Il diiol Db “(tzt i’BCosix  (4.2.10)
= My T2vn, )

Buradd - _
B = (12vh+l) —va(t—to) (4.2.11)

dir. Uglincli adim c¢ozimi ise

It v 2 o %
05 (x, )= £ 2 - 1[1 (t-t )/h]3 “4he1)- “§t3tj= B2CosTx
ZH“(ﬂzvh+l)J+

dir.



(burada B (4.2.11) ile tanamlidar.)

Mihayet n inci adim gozimU icin CRelidyon eyiind Ny SRR 2y vyl

2mv-1
ZH At

(vi’h+1)-vD?(£-£ . ) n-1
f+n o B

Dn(x,t): (i-(?~fo)fh)n+ CosTix

ZOT (VE a1

s

(burada B yine (4.2.11) ile tanaimlidir)
bafantisini yazmak wiimkindr.
Bdylece (4.1.10) sroblemi icinm bir ¢bzim dizi<i clde edilmis olur.
Buradan (4.1.3) dbnUsiini ile tersine ddnersek, (%#.1.9) probleminin
U(x,t) ¢dzimi icin (j=0,1,...,p,1 ve n=1,2,... oimak lizere)

C +ABn_1Cosnx

Un(x,t) = 20V

yaklagimlar dizisini elde ederiz. Burada B (4.2.11) ile ve

h
1

[(unzh+1)-un2(t-tj)],r (2mv(vn? h+1)3+”]

(w!
!

= (20v -1)(2m9)7F (1-(t-t )/h)"

gtsterilmigtir.

Sonug olarak (&4.1.1) Burgers denkiemi igin (4.2.12) ile verilen
bir yaklagik cozim elde edilmigtir, Bu c¢dzimin nimerik olarak
davranigini incelemek igin O<x&1l , OKECT ¢bzim bblgesi, gegitli
uvzunluklarda kafzslere bolinmiis ve nolkta gdziinleri elde edilmigtir.

Sonuglar grafikley halinde verilmigtir.



SONUG

Bu galismads, non-lineer Burgers dunklemi igin bir yari-analitik
_gﬁzﬂm yantemi verilmistiz Cozdmler viskozit=, x ve t nin dedisik
dederleri igin elde edilmis ve grafikleri gizilwagt:r.

Vontem; Hopf-Cole dontsimi wvas:tasiyla indircenmis denklene
direkt wvaryasyonel yﬁntcml&:déﬁ Liriukﬁ ki'llan.lmasy ile kapala bir

¢ £
cozum formilinin elde edilmesi -Uzeriné kurelmesiur. DehAa sonra,
bulunan kapali ¢oziim formU;ﬂnUn nimer.k davranigini zcelemek amAaciyla
coziim bﬁlgesiilkafeslere bolinerek nokta gdzimler. elde edilmig ve
bunlara kﬂT%l-gElEﬁ grafikler ¢izilmigtir.

Nimerik cgOzimler igin Ritz yontemi, baz segimi lizerinde her hangi
bir kisitlama getirmemesi, dolayisiyla defisik baslangig ve sinar
sartlarinida kapsamasi ve soniu ortogonal yapasindan dolAayi hata
terimi vermemesi acisindan tercih edilmistir.

Sayisal deferler igin (4.1.9) da dolayisiyla (4£.1.10) da verilen
problem test problemi olarak alinmis, cesitli sabit viskozite, zaman
ve uzay defiskenlerinin farkli degerler: icin sonuglar elde edilmistir

Curum incelemesine gecersek:

v =1 ve %, 6t lerin c¢esitli deGerleri igin grafikler
olugturulmustur. Buna gre ilk olarak =1 ve &x=0.C2, &¢%=0.1 icin elde
edilen grafik Sekil-l de verilmjgtir;

Gortlebilecedi gibi gok kaba ¢&x ve ¢t adimlari igin bile elde
edilen graiigin, Varogiu ve FJ'.H:‘;[}9]l urr elde ettigi sonuglarla
(bakiniz,Sekil 2 [39]: biiylk uyum iginde oidugu gortlmektedir.
Delayisiyla, dsha ratine §x ve &t kullanilrasy duromenda cozimin

verilen referansla rnok daha wyumlu 2zlacsgar agakiir. Bunun igin,
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Sekil 5

icinde olduklari sezinlenebilir. Buradan gikarilisbilecek matematiksel
sonug, kabaca, yoOntemin cgesgitli -6x ve &t dedigimleri icin nimerik
kararl: ocldududur.

Problemin asil amaci, cesitli viskozite (veya Reynold) dederleri
igin g¢Ozimlerin incelenmesi cldugund=n, gesitli viskozite ccierleri
icin sAayisAl dederlerde elde edilmistir.

Bunun igin, viskozite degeri v =0.9 alinarak ¢&x ve 8§t degerleri
sirasiyla §x=0.02, ¢6t=0.02; & x=0.02, 6t=0.01; &x=0.01, 6&t=0.02,
5§ x=0.01, $t=0.01 degerleri icin $ekil 6, Sekil 7, SGekil 8, Jekil 9
daki sonuclar verilmigtir.

Sonuglarin v=1 degerine gole vakera olmwsi gerektif: knlayca
tahmin edilebileceginden ¢ozim delisen viskozite dederleri icinde
nimerik kararli oldufu sonucuna variiabilir.

Gozlemleri kuvvetlendirmek igin ayni § x v 6t deferleri alinavak

v=0.8, C.7, 0.6 degerleri iginde grafikler sirasiyla verilmistir:
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Viskoziterin yeterli kiiciilmesi durumlarinda ¢ozdm profilinin, x=1

g yaklngmalara
0.8, n.7, U.s6
ilik defm

24, 25)
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keskin piklerle olacagd: beklenmesinde;. dalayi, v =0.9,

cortnmgyen bu defisimlerin, bu sayisal deg¢=1lar altinda

v=0.5 t= ag1ga ciktada gozlenmektedir. (bakiniz,Sok 1 22y 23,
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Bu Aagamada piklerin gok erken olustuklara dilsiintilebilir. Hatta » =0.4
viskozite dederlerine bakilarak (bakipiz,S=kil 26 ,27 .28, 79)
yontemin vetersizlifi hakkinda Snyargiya da varmale sisiiin olabileceds
adgtnilebilirc.  Bunun en ©nemli nedeninin de, denklemin agordigi
va? Ufax® teriminin, dénklemin_@ﬁmﬁ Uzerindcki etlkdsin n azalmisindan
dolayr cidufu agikiar. Cinki .ﬂiq goklkﬁgﬁk d=gerieri icin d:zaklenin
hiperbolik ©zellik g@stermesi beklentiierimiz arasindadir. Her o=
kadar sayisal defierler alinmamigsada, degisimin bu dofrultuds olcuguru
destekleyen atagtirmalar vardir.(bakiniz, [39])

Fakat, bu teorik saptama da g@zoniine alinmasina ragmen, dikkat
edilirse, bizim yaklagimimizda grafiklerle verilen c¢dzimlerin hemen
hepsinin elde edilen genel ¢bzim serisinin ilk adimi kullanilarak elde
edildigi gorilecektir. VYukardaki disiincelerin yersiz oldugunu
gostermek igin, v =0.4 alinarak ikinci ve Uglnecl adim cdzimleri
yapilmig ve grafikleri (Sekil 30, 31) verilmigtir. Gériilepilecedi gibi
ilk adim igin v=0.4 de bozulma gdsteren gozimler ayni viskozite degeri
igin ikinci ve Uglncl adim g¢izimlerinde deha iyi sonuglar vermeltedir.

Bu da elde ettifimiz ardigik yaklagtirma c¢oziminiin adim sayisa
arttaraldikga gergek c¢dzime yakinsamasinin olaca@inin godzlemsel bir
ifadesicdir. Bu goriglmizd kuvvetlendirmek igin v=0.3 alandidinda iki
.inci adim igin bozulma gbsteren c¢ozim, Uelincd sdam alinuigsnda
bozulmanin kaiktifan: gostermektedir. (bakinmiz,Seiil 37z. 33)

Yine v =0.2 alindifinda Ugingl adim igin de bLozulma gisteren
gozumiin daha fazla adimlar aAlinmasi durumunda bozulmayi kaldiracagin:
dilgtnmek dogru clacaktar. (bakimiz, Sekil 34) FElimizazki bilgisayarin
wAapssitesinin sinirli olmasi dolayisiyla daha kﬁéﬂk ve gok ~dimiar
igin elde edilebilecek c@zimlerin sayisal degerleri elde edilememigtir

Fakat, teorik olarak onceki bdliimlerde belirtildigi gibi n-->@ a



gittiginde gozimin tam analitik ¢ozlim olmasi beklentimizdir.

Ciris pragrafinda dedinildigi gibi ¢cozimde sonlu-ordogonal bir
seri kullanildigindan analitik olarak hata terimleri gelmeyecektir.

Ancalr hata biygisayar hesaplamaiara sirasinda gelebilen yuvarlems
ve kesme hatalaridirki bunlacinda ¢dzim Uzerinde etkjlerinin sir:riz
clacagy ag.kiar.

Ssnu¢ olaraz, Burgers deﬁk]gminiﬁ ~GGziminde, kiicik ilk - aman
. adimlarinda bile osilasyun yapmadan ¢ozime yakinsayan, atkili,
uygulanabilirlik ag:sindan kolay ve basit bir yontem verilmis oldugu
dislincesindeyiz.

Bu ¢alismada, probleme uygun, Cosinis 1i terimler baz alinarak
¢Gzidm yapilmasina ragmen, kolayeca gorilebilecedi gibi denklemin
baslangic ve sinir sartlarinin dedismesi halinde bunlara uygun baz
secilerek ¢&zimin dsha karmagik problemlere de, &rnedin yine bir non-
lineer Korteweg-de Vries denklemine ve diger Navier-Stokes

denklemlerine uygilanabilecedi aciktar.

- m—
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