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Doktora tezi olarak hazırlanan bu çalışma altı bölümden meydana gelmekte-

dir.

Birinci bölüm, genel bir literatür özetinin ve doktara tezinin içeriği ile ilgili

bilgilerin yer verildiği giriş kısmıdır.

İkinci bölüm, doktara tezi boyunca kullanılan bazı temel kavramları kapsa-

maktadır.

Diğer bölümler, tezin orijinal kısmını oluşturmaktadır.

Üçünçü bölüm, altın manifoldlar üzerinde paralellik, half paralellik, anti half

paralellik, integrallenebilirlik ve geodeziklik kavramları ile ilgili bir araştırmayı

içermektedir. Bu kavramlar, herhangi bir lineer konneksiyona ve buna bağlı olarak

tanımlanan Schouten ve Vrănceanu konneksiyonlarına göre irdelendi.

Dördüncü bölümde, yerel çarpım manifoldları üzerinde bir altın yapının inşa-

sına yer verildi. Buna bağlı olarak, bir yerel çarpım altın Riemann manifold ve

bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifold kavramları tanıtıldı. Yerel çarpım

altın Riemann manifoldların yerel ayrıştırılabilirliği ele alındı. Bir yerel ayrıştırı-

labilir altın Riemann manifoldunun bileşenlerinin birer Einstein manifold (ya da

i



birer sabit eğrilikli manifold) olma durumu incelendi. Bunun yanısıra, herhangi iki

Riemann manifoldunun Riemann çarpım manifoldu üzerinde bir altın Riemann

yapı tanımlandı ve bu Riemann çarpım manifoldunun bir yerel ayrıştırılabilir altın

Riemann manifold olduğu gösterildi.

Beşinci bölüm, bir altın Riemann manifoldunun altmanifoldlarının geometrisi

ile ilgilidir ve bu çalışmanın geniş bir kısmını oluşturmaktadır. Bir altın Riemann

manifoldunun herhangi bir izometrik immersed altmanifoldunun tanjant ve nor-

mal demetleri üzerinde ambient manifoldun altın yapısının tanımladığı kanonik

yapıların bazı özellikleri verildi. Bir altın Riemann manifoldunun izometrik im-

mersed non-invaryant, invaryant ve anti-invaryat altmanifoldları üzerlerinde ta-

nımlı indirgenmiş yapılar yardımıyla incelendi. Herhangi bir izometrik immersed

non-invaryant altmanifoldun total geodezik (ya da minimal) olma koşulları belir-

lendi. Bunun yanısıra, izometrik immersed non-invaryant altmanifold üzerindeki

indirgenmiş yapının tanjant vektör alanlarının lineer bağımlı olduğu durumlarda

bazı önemli sonuçlar bulundu. Bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldu-

nun herhangi bir izometrik immersed invaryant altmanifoldunun bir yerel ayrıştı-

rılabilir altın Riemann manifold olduğu gösterildi. İzometrik immersed altmani-

foldların invaryantlığına denk ifadeler bulunmaya çalışıldı. İzometrik immersed in-

varyant altmanifoldların total geodezikliği üzerinde duruldu. İzometrik immersed

invaryant altmanifoldlar ile ilgili bazı ilginç sonuçlara ulaşıldı. İzometrik immersed

anti-invaryant altmanifoldların bazı özellikleri elde edildi ve hangi koşullar altında

total geodezik olduğu ele alındı. Bazı varsayımlar altında, herhangi bir izometrik

immersed anti-invaryant altmanifoldun normal demeti için bir yerel ortonormal

çatı kuruldu. Bununla birlikte, izometrik immersed anti-invaryant altmanifoldun

tanjant demetinin bir yerel ortonormal çatısına göre belirlenen normal vektör

alanlarına karşılık gelen ikinci temel tensörlerin sıfır olduğu gösterildi. Ayrıca, bir

altın Riemann manifoldunun semi-invaryant altmanifoldlarının geometrik özellik-

leri incelendi ve bazı örnekler verildi. Herhangi bir semi-invaryant altmanifoldun

karakterizasyonları, kanonik yapılarının paralelliği, tanımındaki distribüsyonla-

rın integrallenebilirliği ve paralelliği, total geodezik, mixed total geodezik ve total

umbilik gibi bazı sınıflandırılmaları ve de Rham kohomoloji grupları ile ilgili geniş

bir araştırma yapıldı.
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Altıncı bölüm, diferansiyellenebilir manifoldlar üzerinde bir f (3,−2,−1)-yapı

veya bir para f (3, 2, 1)-yapı olarak adlandırdığımız yeni bir yapıya ayrılmıştır.

Para f (3, 2, 1)-yapılar ve altın yapılar arasındaki ilişkiyi gösteren bazı örnekler

elde edildi. Bir altın Riemann manifoldunun herhangi bir izometrik immersed

altmanifoldu üzerindeki indirgenmiş yapının bir para f (3, 2, 1)-yapı olma koşul-

ları ele alındı. Bir altın Riemann manifoldunun semi-invaryant altmanifoldlarının

tanjant ve normal demetleri üzerinde para f (3, 2, 1)-yapıların varlığı araştırıldı.

Herhangi bir para f (3, 2, 1)-yapının kısmi integrallenebilirlik ve integrallenebilir-

lik kavramları tanımlandı. Para f (3, 2, 1)-yapıların ve doğal olarak tanımladığı

distribüsyonların temel özellikleri ve integrallenebilirliği incelendi.

ANAHTAR KELİMELER: altın yapı, altın Riemann yapı, altın manifold,

altın Riemann manifold, yerel çarpım mani-

fold, yerel çarpım altın Riemann manifold, ye-

rel ayrıştırılabilir altın Riemann manifold, Sc-

houten konneksiyon, Vrănceanu konneksiyon,

non-invaryant altmanifold, invaryant altmani-

fold, anti-invaryant altmanifold, semi-invaryant

altmanifold, extrinsic küre, de Rham kohomo-

loji grubu, para f(3,2,1)-yapı.
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This study prepared as a philosophy doctoral thesis consists of six sections.

The first section is the part of of the introduction which is divided into a

summary of general literature and the information related to the contents of the

philosophy doctoral thesis.

The second section includes some basic concepts which will be used throughout

the philosophy doctoral thesis.

The other sections form the original part of the philosophy doctoral thesis.

The third section consists of an investigation related to the concepts of pa-

rallelism, half parallelism, anti-half-parallelism, integrability and geodesicity on

golden manifolds. These concepts with respect to an arbitrary fixed linear con-

nection and Schouten and Vrănceanu connections, defined by it, are scrutinized.

The fourth section is devoted to the construction of a golden structure on

locally product manifolds. Accordingly, the concepts of a locally product golden

Riemannian manifold and a locally decomposable golden Riemannian manifold
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are introduced. The decomposability of locally product golden Riemannian mani-

folds is addressed. The condition for each of the components of a locally decom-

posable golden Riemannian manifold to be an Einstein manifold (or a constant

curvature manifold) is examined. Besides, a golden Riemannian structure on the

Riemannian product of two Riemannian manifolds is defined and it is shown that

the Riemannian product manifold is a locally decomposable golden Riemannian

manifold.

The fifth chapter deals with the geometry of the submanifolds of a golden

Riemannian manifold and constitutes a large part of this study. Some proper-

ties of the canonical structures on the tangent and normal bundles of any iso-

metrically immersed submanifold of a golden Riemannian manifold, induced by

the golden structure of the ambient manifold, are given. Isometrically immersed

non-invariant, invariant and anti-invariant submanifolds of a golden Riemannian

manifold with the help of induced structures on them, by the golden structure

of the ambient manifold, are investigated. The conditions for any isometrically

immersed non-invariant submanifold to be totally geodesic (or minimal) are deter-

mined. In addition, some important results are found in cases where the tangent

vector fields of the induced structure on the isometrically immersed non-invariant

submanifold are linearly dependent. It is shown that any isometrically immersed

invariant submanifold of a locally decomposable golden Riemannian manifold is a

locally decomposable golden Riemannian manifold. It is tried to find the equiva-

lent expressions to the invariance of isometrically immersed submanifolds. Totally

geodesicity of isometrically immersed invariant submanifolds is dwelt on. Some

interesting results regarding isometrically immersed invariant submanifolds are

reached. Some properties of isometrically immersed anti-invariant submanifolds

are obtained and the conditions under which for them to be totally geodesic are

discussed. Under some assumptions, a local orthonormal frame is established for

the normal bundle of any isometrically immersed anti-invariant submanifold. Be-

sides, it is shown that the second fundamental tensors corresponding to normal

vector fields determined by a local orthonormal frame of the tangent bundle of

the isometrically immersed anti-invariant submanifold are zero. Furthermore, the

geometric properties of semi-invariant submanifolds of a golden Riemannian ma-
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nifold are examined and some examples are given on them. A wide investigation

is made for any semi-invariant submanifold on characterizations, parallelism of

canonical structures on its tangent and normal bundles, integrability and pa-

rallelism of the distributions which are defined on it, some classifications such

as totally geodesic, mixed totally geodesic and totally umbilical and de Rham

cohomology groups.

The sixth section is separated into a new structure called an f (3,−2,−1)-

structure or a para f (3, 2, 1)-structure on differentiable manifolds. Some examples

that show the relationship between para f (3, 2, 1)-structures and golden structu-

res are obtained. The conditions for the induced structure on any isometrically

immersed submanifold of a golden Riemannian manifold to be a para f (3, 2, 1)-

structure are addressed. The existence of para f (3, 2, 1)-structures on the tangent

and normal bundles of semi-invariant submanifolds of a golden Riemannian ma-

nifold is researched. The notions of partially integrability and integrability of any

para f (3, 2, 1)-structure are described. Fundamental properties and integrability

of para f (3, 2, 1)-structures and their distributions, which are naturally defined,

are investigated.

KEYWORDS: golden structure, golden Riemannian structure, golden mani-

fold, golden Riemannian manifold, locally product manifold,

locally product golden Riemannian manifold, locally decom-

posable golden Riemannian manifold, Schouten connection,

Vrănceanu connection, non-invariant submanifold, invariant

submanifold, anti-invariant submanifold, semi-invariant sub-

manifold, extrinsic sphere, de Rham cohomology group, para

f(3,2,1)-structure.
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1. GİRİŞ

Manifold teorisi, modern diferansiyel geometrinin önemli araştırma alanların-

dan birisidir. Manifoldlar, doğa ve mühendislik bilimlerinin bazı alanlarında bir-

çok problemi çözmek için bir araç olarak kullanılmaktadır. Ayrıca, bu alanların

gelişmesine katkı sağlaması ve doğa ve mühendislik bilimlerinde yeni uygulama

alanları bulması nedeniyle popüler bir konu haline gelmiştir.

Bir [AB] doğru parçasını, bu doğru üzerinde bulunan bir C noktası ile |AC|
|CB| =

|AB|
|AC| oranında bölme probleminin çözümünün sonucu olarak altın oran kavramı

ortaya çıkmıştır. x = |AC|
|CB| alınırsa, bu problem x2 = x + 1 cebirsel denkleminin

çözümüne indirgenir [1]. Bu denklemin pozitif kökü altın oran değeridir ve yakla-

şık olarak M.Ö. 450 yılları civarında yaşayan Yunan heykeltraşcı ve matematikçi

Phidias’ın adındaki ilk Yunan harfi ϕ ile gösterilir. Yani, ϕ = 1+
√
5

2
= 1, 618 . . .

olur [2].

”Altın Sayı”, ”Altın Bölüm”, ”Altın Orantı” veya ”Altın Ortalama” olarak da

bilinen Altın Oran, antik ve modern geometriye büyük hayranlığın bir sembolü

olduğu için antik çağdan beri geometri, mimarlık, müzik, sanat ve felsefe gibi

birçok alanda önemli bir yer işgal etmektedir. Yaklaşık olarak M.Ö. 2560 yılında

yapılan Giza Piramidi, altın oranın kullanıldığı ilk örneklerden birisidir [3]. Ayrıca,

altın oran birçok ünlü matematikçinin ilgisini ve dikkatini çekmiştir. Örneğin,
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Fra Luca Pacioli (1445− 1517), 1509 yılında Venice’de yayınladığı De Divina

Proportione adlı üç ciltlik kitabının ilk cildini altın oranın özelliklerinin ayrıntılı

bir özetine ayırmıştır [4]. Johannes Kepler (1571− 1630), altın oranı ”geometrinin

iki büyük hazinesinden biri” olarak tarif etmiştir [1].

Son yıllarda altın oran, modern fizik araştırmalarında karşımıza çıkmaktadır

[5, 6, 7, 8, 9] ve nükleer fizikte oldukça önemli bir yere sahiptir [10]. Altın oran ile

Newton fiziğinden göreceli mekaniğine geçiş arasında yakın bir bağlantı olduğu

ortaya koyuldu ve özel görelilik teorisinde, altın dikdörtgen, zaman aralıklarının

genişlemesini ve uzunlukların Lorentz küçülmesini elde etmek için kullanılmış-

tır [11]. Aynı zamanda, altın oran, Kantor uzay-zamanında, konformal alan te-

orisinde, 4-manifoldların topolojisinde, matematiksel olasılık teorisinde, Kantor

fraktal teorisinde ve El Naschie’in alan teorisinde ilginç ve önemli sonuçlar üret-

mektedir [12, 13, 14]. Dolayısıyla, bu çalışmalar altın oran kavramını bir manifold

üzerinde incelemek için yeni bir yapı tanımlamanın fikrini ortaya koymuştur.

K. Yano [15] tarafından bir f -yapı kavramı bir m-boyutlu M diferansiyelle-

nebilir manifoldu üzerinde sabit r ranklı ve f 3 + f = 0 denklemini sağlayan bir

endomorfizm olarak tanımlandı. Eğer m = r ise f -yapı M manifoldu üzerinde bir

hemen hemen kompleks yapı tanımlar [16]. S. I. Goldberg ve K. Yano [17], bu

kavramı genişleterek bir manifold üzerinde bir polinom yapısı kavramını tanım-

ladı. n-yinci dereceden bir polinom yapı, C∞ sınıfından bir M diferansiyellenebilir
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manifoldu üzerinde

Q (x) = xn + anx
n−1 + · · ·+ a2x+ a1I = 0

cebirsel denklemini sağlayan (1, 1) tipinde bir C∞-tensör alanıdır. Burada I, öz-

deşlik tensör alanıdır ve x = f için her p ∈ M noktasında fn−1 (p), fn−2 (p),

. . ., f (p), I (p) tensörleri lineer bağımsızdır. Q (x) monik polinomu ise bir yapı

polinomu olarak adlandırılır. Örneğin, Q1 (x) = x2 + I ve Q2 (x) = x2 − I yapı

polinomları, sırasıyla, bir hemen hemen kompleks yapısı ve bir hemen hemen

çarpım yapısı tanımlar. Bir başka deyişle, bir hemen hemen kompleks yapı ve

bir hemen hemen çarpım yapı birer polinom yapıdır. Daha sonra A. Bucki [18]

tarafından aslında bu polinom yapısının özel bir durumu olan bir para f -yapı kav-

ramını m-boyutlu bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde sabit r ranklı ve

f 3 − f = 0 denklemini sağlayan bir endomorfizm olarak tanımlandı. Eğer m = r

ise para f -yapı M manifoldu üzerinde bir hemen hemen çarpım yapısı tanımlar

[18]. Günümüzde, üzerinde bir f -yapı veya bir para f -yapı tanımlı manifoldlar

ve altmanifoldları bir çok matematikçi tarafından çalışılmaktadır. Sonuç olarak,

yapı polinomları, C∞ sınıfından diferansiyellenebilir reel manifoldlar üzerinde yeni

geometrik yapılar üretmek için kullanışlı bir araçtır.

C. H. Hreţcanu [19], altın oranın manifoldlar üzerinde bir büyüsü, büyük bir

etkisi ve bir gizemi olabileceği, fizikte ve matematikte yeni uygulama alanları

bulabileceği ve önemli sonuçlarının elde edilebileceği inancıyla yapı polinomunu
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kullanarak bir diferansiyelenebilir manifold üzerinde yeni bir yapı inşa etmeyi

düşündü. Bu nedenle, Q (x) = x2 − x − I yapı polinomu ile C∞ sınıfından bir

diferansiyellenebilir reel manifold üzerinde bir polinom yapısı olarak bir altın yapı

kavramı tanımladı. Yani, bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir altın

yapı, Φ2 = Φ+ I denklemini sağlayan (1, 1) tipinde bir Φ tensör alanıdır [19, 20].

Ayrıca, (M,Φ) ikilisi ise bir altın manifold olarak adlandırılır. Benzer düşünceyle,

sırasıyla, Q (x) = x2 − x+ 1
4
I ve Q (x) = x2 − x+ 3

2
I yapı polinomları yardımıyla

tanjant altın yapı ve kompleks altın yapı kavramları tanımlandı. Kompleks altın

yapının yapı polinomunun bir kökü yeni bir kavram olan kompleks altın oran

olarak adlandırıldı [20].

Bir (M,Φ) altın manifoldun tanjant demetini distribüsyonların direkt toplamı

olarak yazma ve bu distribüsyonlara karşılık gelen projeksiyon operatörler ile

manifoldu inceleme fikri daha basit ve kolay bir yöntemdir. O zaman

Dp = {X ∈ TpM : ΦX = ϕX}

ve

D⊥
p = {X ∈ TpM : ΦX = (1− ϕ)X}

diyelim. Bu durumda D =
∪
p∈M

Dp ve D⊥ =
∪
p∈M

D⊥
p iki doğal distribüsyon tanım-

lar. D ve D⊥ distribüsyonları TM tanjant demetinin altdemetleridir. TM tanjant

demetinin D ve D⊥ distribüsyonları üzerine projeksiyon operatörlerini, sırasıyla,
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r ve s ile gösterelim. Bu durumda

r =
1√
5
(ϕI − Φ)

ve

s =
1√
5
((ϕ− 1) I + Φ)

ile verilir. Burada ϕ ve 1 − ϕ değerleri, x2 − x − 1 = 0 cebirsel denkleminin

kökleridir [20].

M. Crâşmăreanu ve C. H. Hreţcanu [20], bir hemen hemen çarpım yapı ile bir

altın yapı arasında doğal bir ilişkinin varlığını gösterdi. Bu iki yapı arasında ilişki

aşağıdaki gibidir [20]:

(a) Bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir P hemen hemen çarpım

yapısı,

Φ1 =
I +

√
5P

2
ve Φ2 =

I −
√
5P

2

eşitlikleri ile M manifoldu üzerinde iki tane altın yapı tanımlar.

(b) Bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir Φ altın yapısı,

P1 =
1√
5
(2Φ− I) ve P2 = − 1√

5
(2Φ− I)

eşitlikleri ile M manifoldu üzerinde iki tane hemen hemen çarpım yapısı

tanımlar.
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M. Crâşmăreanu ve C. H. Hreţcanu [20] tarafından yapılan ve altın manifold-

ların geometrisi ile ilgili yapılan temel çalışma olma özelliğini taşıyan makalede

bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir Φ altın yapısının geometrisi

bu yapıya karşılık gelen hemen hemen çarpım yapısı kullanılarak incelendi. Bu

çalışmada Φ altın yapısının integrallenebilir olması için bir gerek ve yeter koşulun

bu yapıya karşılık gelen hemen hemen çarpım yapısının integrallenebilir olması

bulundu. (M,Φ) altın manifoldunun tanjant demetinin ayrışımındaki D ve D⊥

distribüsyonlarının her birinin integrallenebilir olması için birer gerek ve yeter

koşul verildi. (M,Φ) altın manifoldu üzerinde bir ∇ lineer konneksiyona bağlı

olarak Schouten konneksiyonu ve Vrănceanu konneksiyonu tanımlandı. Φ altın

yapısının, D ve D⊥ distribüsyonlarının Schouten ve Vrănceanu konneksiyonla-

rına göre paralel olduğu ispatlandı. Φ altın yapısının ve bu yapıya karşılık gelen

hemen hemen çarpım yapısının ∇ lineer konneksiyona göre paralelliğinin birbirine

denk olduğu kanıtlandı. Φ altın yapısına göre paralel lineer konneksiyonların bir

genel formu belirlendi. Bir lif demeti üzerinde Φ altın yapısının bir konneksiyonu

temsil etmesi için bir gerek ve yeter koşul verildi. Ayrıca, lif demeti üzerinde Φ

altın yapısının integrallenebilir olması için bazı gerek ve yeter koşullar bulundu.

Herhangi bir diferansiyellenebilir manifold üzerinde bir non-lineer konneksiyon ile

bir altın yapının nasıl tanımlanabileceği gösterildi.

Bir (M,Φ) altın manifoldu bir Riemann metriği ile donatılarak altın Riemann
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yapı ve altın Riemann manifold kavramları tanıtıldı [20, 21, 22]. Açık bir ifadeyle,

herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu üzerinde bir altın Riemann yapı, her

X,Y ∈ Γ (TM) için

g (ΦX,Y ) = g (X,ΦY )

eşitliğini sağlayan bir (g,Φ) ikilisidir. Burada Φ bir altın yapıdır. Bu durumda g

Riemann metriğine Φ-uyumlu denir. (M, g,Φ) üçlüsü ise bir altın Riemann ma-

nifold olarak adlandırılır [21]. Daha sonra, C. H. Hreţcanu ve M. C. Crâşmăreanu

tarafından bir Riemann manifoldu üzerinde altın yapıların özellikleri Riemann

manifoldları üzerinde inşa edilen geometrik yapıların birkaç sonucuna dayandırı-

larak incelendi [17, 23, 24, 25, 26, 27].

Herhangi birm-boyutlu
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun n-boyutlu her-

hangi bir izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codimM = m − n olsun.

M manifoldu üzerinde indirgenmiş yapı, (1, 1) tipinde bir Φ tensör alanı, g in-

dirgenmiş Riemann metriği, ξα tanjant vektör alanları, uα diferansiyel 1-formları

ve r × r tipinde reel değerli fonksiyonların bir (aαβ)r×r matrisi ile belirlidir ve

(
Φ, g, uα, εξα, (aαβ)r×r

)
beşlisi ile gösterilir. Burada, tüm geometrik nesneler M

altmanifoldu üzerindedir. Ayrıca, TM⊥ normal demetinin bir yerel ortonormal

çatısı {N1, N2, . . . , Nr} ise her X ∈ Γ (TM) için M ambient manifoldu üzerinde

Φ (i∗X) ve Φ (Nα) vektör alanlarının M altmanifoldunda tanjant ve normal bile-

şenleri, sırasıyla,
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Φ (i∗X) = i∗ (Φ (X)) +
r∑

α=1

uα (X)Nα

ve

Φ (Nα) = εi∗ (ξα) +
r∑

β=1

aαβ (X)Nβ, ε = ±1

şeklindedir. Burada i∗ ile i :M −→M immersiyonunun türev dönüşümü gösteril-

mektedir. M ve M manifoldlarının Levi-Civita konneksiyonları, sırasıyla, ∇ ve ∇

iseM ambient manifoldundaM altmanifoldunun Gauss ve Weingarten formülleri,

sırasıyla, her X,Y ∈ Γ(TM) için

∇i∗Xi∗Y = i∗∇XY +
r∑

α=1

hα (X,Y )Nα (1.0.1)

ve

∇i∗XNα = −i∗AαX +
r∑

β=1

lαβ (X)Nβ (1.0.2)

ile verilir. Burada hα, 1 ≤ α ≤ r, Nα normal vektör alanlarına karşılık gelen

ikinci temel tensörleri; Aα, Nα normal vektör alanı boyunca şekil operatörünü;

lαβ, 1 ≤ α, β ≤ r, M altmanifoldu üzerinde ∇⊥ normal konneksiyonuna göre

1-formları göstermektedir [21].

Altın Riemann manifoldların altmanifoldlarının geometrisi ile ilgili ilk çalış-

malar altmanifoldlar üzerinde tanımlı indirgenmiş yapılar kullanılarak C. H. Hre-

ţcanu ve M. Crâşmăreanu tarafından yapıldı [21, 22]. Özellikle, bu çalışmalarda
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bir altın Riemann manifoldun invaryant altmanifoldları incelendi ve önemli so-

nuçlar elde edildi. Bir altın Riemann manifoldunun altmanifoldları üzerinde in-

dirgenmiş yapıların temel özellikleri belirlendi [21]. Öklidyen manifold üzerinde

bir Altın yapı örneği verildi ve Öklidyen uzayda iki kürenin bir çarpımı üzerinde

bir indirgenmiş yapı inşa edildi. Bu indirgenmiş yapının küre çarpımı üzerinde bir

altın yapı olduğu gösterildi [22]. Bir altın Riemann manifoldunun bir altmanifoldu

üzerinde indirgenmiş yapının izi hesaplandı [22]. İndirgenmiş yapılar yardımıyla

altmanifoldların invaryant olması için bir karakterizasyon verildi [21]. Bir yerel

ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu üzerinde ta-

nımlı
(
Φ, g, uα, εξα, (aαβ)r×r

)
indirgenmiş yapısının Nijenhuis tensörü hesaplandı

ve buna bağlı olarak indirgenmiş yapının integrallenebilirlik koşulu araştırıldı. Ni-

jenhuis tensörünün sıfır olması için bir gerek ve yeter koşulun her α ∈ {1, . . . , r}

için Aα şekil operatörlerin indirgenmiş yapıya göre değişimli yani, ΦAα = AαΦ

olduğu bulundu. Bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun herhangi

bir invaryant altmanifoldu üzerindeki indirgenmiş yapının Nijenhuis tensörünün

sıfır olduğu bulundu ve buna bağlı olarak integrallenebilir olduğu gösterildi [21].

Altın oranın manifoldlar üzerinde etkisini inceleme fikri büyük ilgi görmekte-

dir ve son zamanlarda altın manifoldlar ve altmanifoldlarının geometrisi bir çok

matematikçi tarafından çalışılmaktadır.

Doktora tezi olarak hazırlanan bu çalışma altı bölümden oluşmaktadır.
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Birinci bölüm, genel bir literatür bilgisinin ve doktara tezinin içeriği ile ilgili

bilgilerin yer verildiği giriş bölümüdür.

İkinci bölümde, doktara tezi boyunca kullanılan bazı temel kavramlardan bah-

seldilmiştir.

Diğer bölümler, tezin orijinal kısmını oluşturmaktadır.

Üçünçü bölüm altın manifoldlar üzerinde paralellik, half paralellik, anti half

paralellik, integrallenebilirlik ve geodeziklik kavramları ile ilgilidir ve beş alt bö-

lümden oluşmaktadır. Bu kavramlar, herhangi bir ∇ lineer konneksiyonuna ve

buna bağlı olarak tanımlanan Schouten ve Vrănceanu konneksiyonlarına göre

[25, 28] numaralı yayınlarda kullanılan yöntem ve teknik yardımıyla incelendi.

Birinci ve ikinci alt bölümde, sırasıyla, altın yapılar ve altın Riemann manifold-

lar hakkında bazı temel bilgiler hatırlatıldı. Üçüncü alt bölümde, herhangi bir

manifold üzerinde bir altın yapının doğal olarak tanımladığı iki distribüsyonun

paralelliği, ∇ lineer konneksiyonunun Levi-Civita olduğu ya da olmadığı durum-

lara göre ele alındı ve distribüsyonların her ikisinin paralelliğine denk ifadeler elde

edildi. Herhangi bir altın yapıya göre paralel lineer konneksiyonların formları be-

lirlendi. Herhangi bir altın yapının doğal olarak tanımladığı iki distribüsyonun

her birinin Schouten konneksiyonuna (ya da Vrănceanu konneksiyonuna) göre

half paralel olması için ayrı ayrı birer gerek ve yeter koşul bulundu. Ayrıca, her

iki distribüsyonun hem Schouten konneksiyonuna hem de Vrănceanu konneksiyo-
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nuna göre daima anti half paralel olduğu gösterildi. Dördüncü alt bölümde, bir

altın yapının ve ilgili iki distribüsyonunun integrallenebilirliği üzerinde duruldu.

Vrănceanu konneksiyonunun simetrik olması için bir koşul verildi. Schouten ve

Vrănceanu konneksiyonlardan herhangi biri simetrik olduğunda altın yapının in-

tegrallenebilir olduğu kanıtlandı. ∇ lineer konneksiyonu hem Schouten konneksi-

yonu hem de Vrănceanu konneksiyonu ile karşılaştırılarak Levi-Civita konneksiyon

olduğu durumda her iki distribüsyonun integrallenebilirliği ve maksimal integral

manifoldlarının total geodezikliği ile ilgili sonuçlar elde edildi. Son alt bölümde

ise herhangi bir altın manifold üzerinde bir eğrinin Schouten konneksiyonuna (ya

da Vrănceanu konneksiyonuna) göre bir geodezik olması için bir gerek ve yeter

koşul bulundu.

Dördüncü bölümde, yerel çarpım manifoldlarının bazı temel özellikleri hak-

kında kısa bir hatırlatma yapıldı. [16, 29] numaralı yayınlardan yola çıkılarak

yerel çarpım manifoldları üzerinde bir altın yapı inşa edildi. Buna dayanarak, bir

yerel çarpım altın Riemann manifold ve bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann

manifold kavramları tanımlandı. Herhangi bir yerel çarpım altın Riemann mani-

foldunun bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifold olması için iki gerek ve

yeter koşul verildi. Bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun bileşen-

lerinin birer Einstein manifold olması için ambient manifoldun Ricci tensörüne

bağlı olarak bir karakterizasyon elde edildi. Bununla birlikte, bir yerel ayrıştı-
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rılabilir altın Riemann manifoldunun bileşenlerinin birer sabit eğrilikli manifold

olması ifadesine denk olarak ambient manifoldun eğrilik tensörünün hangi formda

olduğu belirlendi. Ayrıca, herhangi iki Riemann manifoldunun Riemann çarpım

manifoldu üzerinde bir altın Riemann yapı tanımlandı ve bu Riemann çarpım

manifoldunun bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifold olduğu ispatlandı.

Beşinci bölüm, bir altın Riemann manifoldun altmanifoldlarının geometrisine

ayrılmıştır ve beş alt bölümden meydana gelmektedir. Bu alt bölümler, sırasıyla,

izometrik immersed altmanifoldlar, indirgenmiş yapılar ve non-invaryant altmani-

foldlar, invaryant altmanifoldlar, anti-invaryant altmanifoldlar ve semi-invaryant

altmanifoldlar başlıkları altında [26, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41]

numaralı yayınlar ışığında incelendi. Birinci alt bölümde, bir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir izometrik immersed altmanifoldunun tanjant ve normal

demetlerdeki ayrışımındaki endomorfizmler ve 1-formlar için geçerli bazı özellikler

verildi. İkinci alt bölümde, herhangi bir izometrik immersed altmanifold üzerin-

deki indirgenmiş yapı ile ilgili [21, 22] numaralı yayınlarda elde edilen özelliklerden

bahsedildi. Bir altın Riemann manifoldunun izometrik immersed non-invaryant,

invaryant ve anti-invaryat altmanifoldları üzerlerinde tanımlı indirgenmiş yapılar

kullanılarak ele alındı. İndirgenmiş yapının matris elemanının izi ile ilgili sonuç-

lar bulundu. İzometrik immersed non-invaryant altmanifoldların total geodezik

(ya da minimal) olma koşulları irdelendi. Buna bağlı olarak, bazı koşullar ve-
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rildi ve önemli sonuçlar elde edildi. Ayrıca, herhangi bir izometrik immersed non-

invaryant altmanifold üzerindeki indirgenmiş yapının tanjant vektör alanlarının

lineer bağımlı olduğu durumlarda bazı önemli sonuçlara ulaşıldı. Üçüncü alt bö-

lümde, bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun izometrik immersed

invaryant altmanifoldlarının birer yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifold ol-

duğu kanıtlandı. Herhangi bir izometrik immersed altmanifoldun invaryant olması

için bir gerek ve yeter koşul verildi. İzometrik immersed invaryant altmanifoldların

total geodezik olması için bazı koşullar belirlendi. İzometrik immersed invaryant

altmanifoldlar ile ilgili bazı sonuçlar elde edildi. Dördüncü alt bölümde izomet-

rik immersed anti-invaryant altmanifoldların bazı özellikleri ortaya koyuldu. Her-

hangi bir izometrik immersed altmanifoldun anti-invaryant olması için iki koşul

bulundu. Bunun yanısıra, bu koşullar altında, izometrik immersed anti-invaryant

altmanifoldun total geodezik olduğu sonucuna ulaşıldı. Herhangi bir izometrik im-

mersed anti-invaryant altmanifoldun total geodezik olması için bir koşul bulundu.

Bazı koşullar altında, herhangi bir izometrik immersed anti-invaryant altmani-

foldun normal demeti için özel bir yerel ortonormal çatı oluşturuldu. Bununla

birlikte, izometrik immersed anti-invaryant altmanifoldun tanjant demetinin her-

hangi bir yerel ortonormal çatısının seçimine göre belirlenen bazı normal vektör

alanlarının varlığı gösterildi ve bu normal vektör alanlarına karşılık gelen ikinci

temel tensörlerin sıfır olduğu kanıtlandı. Beşinci alt bölüm, bir altın Riemann
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manifoldunun semi-invaryant altmanifoldları ile ilgili detaylı bir araştırmanın ya-

pıldığı kısımdır. Altın Riemann manifoldlarda bir semi-invaryant altmanifold kav-

ramından bahsedildi ve örnekler verildi. Bir altın Riemann manifoldunun her-

hangi bir altmanifoldunun semi-invaryant olması için hem tanjant demette hem

de normal demette birer karakterizasyon verildi. Semi-invaryant altmanifoldların

tanjant ve normal demetlerdeki tanımındaki distribüsyonların karakterizasyon-

ları ile bazı gerçekler ortaya konuldu. Semi-invaryant altmanifoldların tanjant

ve normal demetlerdeki karakterizasyonunda kullanılan endomorfizmlerin ve 1-

formların paralelliğine denk ifadeler bulundu ve buna bağlı olarak bazı sonuçlar

elde edildi. Semi-invaryant altmanifoldların tanımını karakterize eden distribüs-

yonların integrallenebilirliği ve paralelliği incelendi ve bu kavramlar ile ilgili gerek

ve yeter koşullar verildi. Semi-invaryant altmanifoldların mixed total geodezik ol-

ması için bazı denk ifadeler ve bazı koşullar verildi. Mixed total geodezik semi-

invaryant altmanifoldlar için bazı sonuçlar bulundu. Total umbilik semi-invaryant

altmanifoldlar için temel bir sınıflandırma yapıldı ve buna ilişkin olarak bir so-

nuç bulundu. Herhangi bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldun tanjant

demetinde doğal olarak tanımlı endomorfizmin kovaryant türevinin sıfır olduğu

ispatlandı. Herhangi bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldun bir total ge-

odezik altmanifold (ya da bir extrinsic küre) olması için bir koşul belirlendi. Po-

zitif veya negatif eğrilikli yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldların proper
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total umbilik semi-invaryant altmanifoldlarının olmadığı kanıtlandı ve buna bağlı

olarak proper total geodezik altmanifoldlarının da yokluğunun sonucu elde edildi.

Semi-invaryant altmanifoldların tanımında kullanılan distribüsyonlar yardımıyla

de Rham kohomoloji grupları incelendi. Bazı koşullar altında, herhangi bir semi-

invaryant altmanifoldun bir de Rham kohomoloji grubu tanımladığı gösterildi.

Bununla birlikte, bu kohomoloji grubu yardımıyla semi-invaryant altmanifoldlar

ile ilgili bazı önemli sonuçlara ulaşıldı.

Altıncı bölümde, diferansiyellenebilir manifoldlar üzerinde bir f (3,−2,−1)-

yapı veya bir para f (3, 2, 1)-yapı olarak adlandırdığımız yeni bir yapı tanım-

landı. Para f (3, 2, 1)-yapıların altın yapılar ile ilişkisini gösteren örnekler verildi.

Bir altın Riemann manifoldunun herhangi bir izometrik immersed altmanifoldu

üzerindeki indirgenmiş yapının bir para f (3, 2, 1)-yapı olması için iki koşul elde

edildi. Bir altın Riemann manifoldunun herhangi bir semi-invaryant altmanifol-

dunun, sırasıyla, tanjant ve normal demetleri üzerinde ambient manifoldun al-

tın yapısının ve tersinin tanımladığı endomorfizmlerin birer para f (3, 2, 1)-yapı

olduğu gösterildi. Para f (3, 2, 1)-yapıların bazı temel özellikleri ortaya koyuldu.

Para f (3, 2, 1)-yapıların doğal olarak tanımladığı distribüsyonların formları belir-

lendi ve integrallenebilirliği ile ilgili gerek ve yeter koşullar verildi. Para f (3, 2, 1)-

yapıların kısmi integrallenebilirlik ve integrallenebilirlik tanımları yapıldı. Ayrıca,

para f (3, 2, 1)-yapıların kısmi integrallenebilirliğine ve integrallenebilirliğine denk
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bazı ifadeler bulundu.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölüm, diğer bölümlerin daha iyi anlaşılmasını sağlamak için tensör cebiri;

dış cebir; topolojik kavramlar; diffeomorfizm kavramı; diferansiyellenebilir mani-

foldlar; C∞ (M,R) halkası; tanjant vektörler, tanjant uzaylar ve tanjant demetler;

kotanjant vektörler, kotanjant uzaylar ve kotanjant demetler; kovaryant, kontra-

varyant ve mixed tensör alanları ve demetleri; manifoldlar üzerinde diferansiyel-

lenebilir dönüşümler; lineer konneksiyonlar; Nijenhuis tensörü; manifoldlarda dış

cebir ve kohomoloji; Riemann manifoldlar; Riemann manifoldların altmanifold-

ları ve manifoldlar üzerinde distribüsyonlar konu başlıkları altında bazı bilgilerin

verildiği temel kavramlara ayrılmıştır.

2.1 Tensör Cebiri

Tanım 2.1.1. R cismi üzerinde sonlu boyutlu bir vektör uzayı V olsun. O zaman

her u, v ∈ V ve α, β ∈ R için

f (αu+ βv) = α1f (u1, v) + α2f (u2, v)

koşulunu sağlayan bir f : V −→ R dönüşümüne V vektör uzayı üzerinde lineer

fonksiyonel veya lineer form denir [42, 43].

R cismi üzerinde sonlu boyutlu bir V vektör uzayı üzerinde tanımlı tüm lineer

fonksiyonellerin kümesi V ∗ ile gösterilir.
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Teorem 2.1.1. R cismi üzerinde sonlu boyutlu bir V vektör uzayı üzerinde ta-

nımlı tüm lineer fonksiyonellerin V ∗ kümesi

(f + g) (v) = f (v) + g (v)

ve

(λf) (v) = λf (v) , λ ∈ R

kuralları ile tanımlı f + g ve λf işlemleri ile n-boyutlu bir vektör uzayıdır ve V

vektör uzayının dual uzayı veya kotanjant uzayı olarak adlandırılır [42].

Tanım 2.1.2. R cismi üzerinde sonlu boyutlu bir V vektör uzayının dual uzayı

V ∗ olsun. V ∗ dual uzayının her bir elemanına bir kovektör veya bir dual vektör

denir [43, 44].

Tanım 2.1.3. R cismi üzerinde herhangi iki vektör uzayı U ve V olsun. O zaman

her u, u1, u2 ∈ U , v, v1, v2 ∈ V ve α1, α2 ∈ R için

(a) f (α1u1 + α2u2, v) = α1f (u1, v) + α2f (u2, v),

(b) f (u, α1v1 + α2v2) = α1f (u, v1) + α2f (u, v2)

koşullarını sağlayan bir f : U × V −→ R fonksiyonuna bilineer dönüşüm denir

[43].

Tanım 2.1.4. R cismi üzerinde sonlu boyutlu r-tane vektör uzayı V1, V2, . . . , Vr

olsun. O zaman her α, β ∈ R ve i = 1, . . . , n için

f
(
v1, . . . , αvi + βv

′

i, . . . , vr

)
= αf (v1, . . . , vi, . . . , vr) + βf

(
v1, . . . , v

′

i, . . . , vr

)
koşulunu sağlayan bir f : V1 × · · · × Vr −→ R fonksiyonuna r-lineer dönüşüm

denir [42].

R cismi üzerinde sonlu boyutlu r-tane vektör uzayı üzerinde tanımlı tüm r-

lineer dönüşümlerin kümesi V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

r ile gösterilir.
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Teorem 2.1.2. R cismi üzerinde sonlu boyutlu r-tane vektör uzayı üzerinde tüm

r-lineer dönüşümlerin V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

r kümesi

(f + g) (v1, . . . , vr) = f (v1, . . . , vr) + g (v1, . . . , vr)

ve

(λf) (v1, . . . , vr) = λf (v1, . . . , vr) , λ ∈ R

kuralları ile tanımlı f + g ve λf işlemleri ile
r∏

i=1

dimVi-boyutlu bir vektör uzayıdır

ve V ∗
1 , . . . , V

∗
n dual uzaylarının tensör çarpımı olarak adlandırılır [42].

Tanım 2.1.5. R cismi üzerinde sonlu boyutlu bir vektör uzayı V olsun. Bir

f : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
r-tane

−→ R

r-lineer dönüşümüne kovaryant r-tensör denir [45].

R cismi üzerinde sonlu boyutlu bir V vektör uzayı üzerinde tüm kovaryant

r-tensörlerin kümesi T r (V ;R) veya T r (V ) ile gösterilir. O zaman

T 1 (V ) = V ∗ ve T 0 (V ) = R

olduğu görülür [46].

Teorem 2.1.3. R cismi üzerinde n-boyutlu bir V vektör uzayı üzerinde tüm ko-

varyant r-tensörlerin T r (V ) kümesi

(f + g) (v1, . . . , vr) = f (v1, . . . , vr) + g (v1, . . . , vr)

ve

(λf) (v1, . . . , vr) = λf (v1, . . . , vr) , λ ∈ R

kuralları ile tanımlı f + g ve λf işlemleri ile nr-boyutlu bir vektör uzayıdır [46].
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Tanım 2.1.6. R cismi üzerinde sonlu boyutlu bir vektör uzayı V olsun. V vektör

uzayının dual uzayını V ∗ ile gösterelim. Bir

f : V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
s-tane

−→ R

s-lineer dönüşümüne kontravaryant s-tensör denir [45].

R cismi üzerinde sonlu boyutlu bir V vektör uzayı üzerinde tüm kontravaryant

s-tensörlerin kümesi Ts (V ;R) veya Ts (V ) ile gösterilir. O halde

T1 (V ) = V ve T0 (V ) = R

olduğu açıktır [47].

Teorem 2.1.4. R cismi üzerinde bir n-boyutlu V vektör uzayı üzerinde tüm kont-

ravaryant s-tensörlerin Ts (V ) kümesi

(f + g) (v1, . . . , vs) = f (v1, . . . , vs) + g (v1, . . . , vs)

ve

(λf) (v1, . . . , vs) = λf (v1, . . . , vs) , λ ∈ R

kuralları ile tanımlı f + g ve λf işlemleri ile ns-boyutlu bir vektör uzayıdır [48].

Tanım 2.1.7. R cismi üzerinde sonlu boyutlu bir vektör uzayı V olsun. V vektör

uzayının dual uzayını V ∗ ile gösterelim. Bir

f : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
r-tane

× V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
s-tane

−→ R

(r + s)-lineer dönüşümüne (r, s) tipinde tensör veya
(
r

s

)
tipinde tensör veya r-

kovaryant, s-kontravaryant tensör denir. Burada r tamsayısı f tensörününün ko-

varyant derecesi, s tamsayısı ise f tensörününün kontravaryant derecesi olarak

adlandırılır [42, 45].
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R cismi üzerinde sonlu boyutlu bir V vektör uzayı üzerinde (r, s) tipindeki

tüm tensörlerin kümesi T r
s (V ;R) veya T r

s (V ) ile gösterilir. Bu durumda

T r
0 (V ) = T r (V ) , T 1

0 (V ) = V ∗, T 0
s (V ) = Ts (V ) , T 0

1 (V ) = V ve T 0
0 (V ) = R

olur [47].

Teorem 2.1.5. R cismi üzerinde n-boyutlu bir V vektör uzayı üzerinde (r, s)

tipinde tensörlerin T r
s (V ) kümesi

(f + g) (v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vr+s) = f (v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vr+s)

+ g (v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vr+s)

ve

(λf) (v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vr+s) = λf (v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vr+s) , λ ∈ R

kuralları ile tanımlı f +g ve λf işlemleri ile nr+s-boyutlu bir vektör uzayıdır [49].

2.2 Dış Cebir

Tanım 2.2.1. R cismi üzerinde bir n-boyutlu V vektör uzayı üzerinde herhangi

bir kovaryant r-tensör φ olsun. Eğer her 1 ≤ i < j ≤ r için

φ (v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vr) = φ (v1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vr)

ise φ kovaryant r-tensörüne simetrik denir [49].

Teorem 2.2.1. R cismi üzerinde bir n-boyutlu V vektör uzayı üzerinde herhangi

bir φ kovaryant r-tensörünün simetrik olması için bir gerek ve yeter koşul her

v1, . . . , vr ∈ V ve σ permütasyonu için

φ
(
vσ(1), . . . , vσ(r)

)
= φ (v1, . . . , vr)

eşitliğinin sağlanmasıdır [48].
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R cismi üzerinde sonlu boyutlu bir V vektör uzayı üzerinde simetrik kovaryant

r-tensörlerin kümesi
∑r (V ) ile gösterilir.

Teorem 2.2.2. R cismi üzerinde bir n-boyutlu V vektör uzayı üzerinde simetrik

kovaryant r-tensörlerin
∑r (V ) kümesi T r (V ) kovaryant r-tensörlerin uzayının(

n+ r − 1

r

)
-boyutlu bir altuzayıdır [50].

Tanım 2.2.2. R cismi üzerinde bir n-boyutlu V vektör uzayı üzerinde herhangi

bir kovaryant r-tensör φ olsun. Her v1, . . . , vr ∈ V ve σ permütasyonu için

(Sφ) (v1, . . . , vr) =
1

r!

∑
σ

φ
(
vσ(1), . . . , vσ(r)

)
kuralı ile tanımlı bir S : T r (V ) −→ T r (V ) dönüşümüne simetrik operatör denir

[44, 49].

Tanım 2.2.3. R cismi üzerinde bir n-boyutlu V vektör uzayı üzerinde herhangi

bir kovaryant r-tensör φ olsun. Eğer her 1 ≤ i < j ≤ r için

φ (v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vr) = −φ (v1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vr)

ise φ kovaryant r-tensörüne anti-simetrik denir [49].

Teorem 2.2.3. R cismi üzerinde bir n-boyutlu V vektör uzayı üzerinde herhangi

bir φ kovaryant r-tensörünün anti-simetrik olması için bir gerek ve yeter koşul

her v1, . . . , vr ∈ V ve σ permütasyonu için

φ
(
vσ(1), . . . , vσ(r)

)
= sgnσφ (v1, . . . , vr)

eşitliğinin sağlanmasıdır [48].

R cismi üzerinde sonlu boyutlu bir V vektör uzayı üzerinde anti-simetrik ko-

varyant r-tensörlerin kümesi Λr (V ) ile gösterilir.
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Teorem 2.2.4. R cismi üzerinde n-boyutlu bir V vektör uzayı üzerinde anti-

simetrik kovaryant r-tensörlerin Λr (V ) kümesi T r (V ) kovaryant r-tensörlerin

uzayının
(
n

r

)
-boyutlu bir altuzayıdır [50].

Tanım 2.2.4. R cismi üzerinde bir n-boyutlu V vektör uzayı üzerinde herhangi

bir kovaryant r-tensör φ olsun. Her v1, . . . , vr ∈ V ve σ permütasyonu için

(Aφ) (v1, . . . , vr) =
1

r!

∑
σ

sgnσφ
(
vσ(1), . . . , vσ(r)

)
kuralı ile tanımlı bir A : T r (V ) −→ T r (V ) dönüşümüne anti-simetrik operatör

denir [44, 49].

Önerme 2.2.1. S ve A, sırasıyla, simetrik ve anti-simetrik operatörler olsun.

Bu durumda aşağıdaki ifadeler sağlanır [44]:

(a) S2 = S ve A2 = A eşitlikleri sağlanır. Yani, S ve A projeksiyon operatör-

lerdir,

(b) S (T r (V )) =
∑r (V ) ve A (T r (V )) = Λr (V ) eşitlikleri geçerlidir,

(c) Bir φ kovaryant r-tensörünün simetrik olması için bir gerek ve yeter koşul

S (φ) = φ olmasıdır,

(d) Bir φ kovaryant r-tensörünün anti-simetrik olması için bir gerek ve yeter

koşul A (φ) = φ olmasıdır.

Tanım 2.2.5. φ ∈ Λr (V ) ve ψ ∈ Λs (V ) olsun. Her (v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vr+s) ∈

T r (V )× T s (V ) için

φ⊗ ψ (v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vr+s) = φ (v1, . . . , vr)ψ (vr+1, . . . , vr+s)

kuralı ile tanımlı φ ⊗ ψ çarpımına φ ve ψ tensörlerinin tensör çarpımı denir.

Ayrıca, φ⊗ ψ tensör çarpımı kovaryant (r + s)-tensördür [49].
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Tanım 2.2.6. φ ∈ T r (V ) ve ψ ∈ T s (V ) olsun. φΛψ = (r+s)!
r!s!

A (φ⊗ ψ) kuralı

ile tanımlı Λ : Λr (V ) × Λs (V ) −→ Λr+s (V ) dönüşümüne φ ile ψ anti-simetrik

tensörlerin dış çarpımı veya wedge çarpımı denir [49].

Lemma 2.2.1. φ ∈ Λr (V ), ψ ∈ Λs (V ) ve θ ∈ Λt (V ) olsun. Bu durumda aşağı-

daki ifadeler geçerlidir [44, 49]:

(a) φΛψ = AφΛψ = φΛAψ eşitliği sağlanır,

(b) Λ dış çarpımı bilineerdir,

(c) φΛψ = (−1)rs ψΛφ eşitliği vardır. Bir başka deyişle, Λ dış çarpımı anti-

komutatiftir,

(d) (φΛψ) Λθ = (r+s+t)!
r!s!t!

A (φ⊗ ψ ⊗ θ) eşitliği geçerlidir,

(e) (φΛψ) Λθ = φΛ (ψΛθ) eşitliği sağlanır. Yani, Λ dış çarpımının birleşme

özelliği vardır.

R cismi üzerinde sonlu boyutlu bir V vektör uzayı üzerinde her r ≥ 0 için

Λr (V ) anti-simetrik kovaryant r-tensör uzayların direkt toplamı Λ (V ) ile göste-

rilir. Bu durumda Λ (V ) =
n⊕

r=0

Λr (V ) olur.

Teorem 2.2.5. R cismi üzerinde sonlu boyutlu bir V vektör uzayı üzerinde her

r > 0 için Λr (V ) anti-simetrik kovaryant r-tensör uzaylarının Λ (V ) direkt top-

lamı

φ+ ψ =
n∑

r=0

φr +
n∑

r=0

ψr =
n∑

r=0

(φr + ψr)

ve

λφ =

(
λ

n∑
r=0

φr

)
=

n∑
r=0

λφr, λ ∈ R
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kuralları ile tanımlı φ+ψ ve λφ işlemleri ile 2n-boyutlu bir vektör uzayıdır. Ayrıca,

Λ (V ) vektör uzayı

φΛψ =

(
n∑

r=0

φr

)
Λ

(
n∑

r=0

ψr

)
=

n∑
i=0

n∑
j=0

φiψj, i+ j ≤ n

kuralı ile tanımlı φΛψ dış çarpımı ile R cismi üzerinde bir asosyatif cebirdir. Bu

cebire V vektör uzayının dış cebiri veya Grassman cebiri denir [48, 49].

Teorem 2.2.6. R cismi üzerinde sonlu boyutlu bir V vektör uzayı olsun. Her

ω1, . . . , ωr ∈ Λ1 (V ) ve X1, . . . , Xr ∈ V için

(
ω1Λω2Λ · · ·Λωr

)
(X1, X2, . . . , Xr) = det

[
ωi (Xj)

]
, 1 ≤ i, j ≤ r (2.2.1)

veya

(
ω1Λω2Λ · · ·Λωr

)
(X1, X2, . . . , Xr) = det


ω1 (X1) ω1 (X2) · · · ω1 (Xr)

ω2 (X1) ω2 (X2) · · · ω2 (Xr)
...

... . . . ...
ωk (X1) ωk (X2) · · · ωk (Xr)


eşitliği sağlanır [48].

Teorem 2.2.7. R cismi üzerinde sonlu boyutlu bir V vektör uzayı olsun. Her

ω1, . . . , ωr ∈ Λ1 (V ) için

ω1Λω2Λ · · ·Λωr =
∑
σ

(sgnσ)ωσ(1) ⊗ ωσ(2) ⊗ · · · ⊗ ωσ(r)

eşitliği geçerlidir [48].

2.3 Topolojik Kavramlar

Tanım 2.3.1. X boştan farklı bir küme olsun. X kümesinin altkümelerinin bir

ailesini τ ile gösterelim. Eğer

(a) ∅, X ∈ τ ,
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(b) Her i ∈ I için Ai ∈ τ ise
∪
i∈I

Ai ∈ τ ,

(c) i, j ∈ I için Ai, Aj ∈ τ ise Ai ∩ Aj ∈ τ

aksiyomları sağlanıyorsa τ ailesine X kümesi üzerinde bir topoloji denir. (X, τ)

ikilisi ise bir topolojik uzay olarak adlandırılır [51].

Tanım 2.3.2. Herhangi bir (X, τ) topolojik uzayında τ ailesinin her bir elema-

nına bir açık küme denir [52].

Tanım 2.3.3. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. X kümesinin her bir elemanına

(X, τ) topolojik uzayının bir noktası denir [51].

Tanım 2.3.4. (X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊆ X olsun. Eğer X − A ∈ τ ise A

kümesine τ topolojisine göre bir kapalı küme denir [53].

Tanım 2.3.5. (X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊆ X olsun. A kümesini kapsayan en

küçük kapalı kümeye A kümesinin kapanışı denir ve A ile gösterilir. Bu durumda

A kümesini kapsayan bütün kapalı kümelerin ailesi κA ise A kümesinin kapanışı

A =
∩

K∈κA

K

ile verilir [52].

Tanım 2.3.6. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. Bir x ∈ X noktasını içeren her

A ⊆ X açık altkümesine x noktasının bir açık komşuluğu denir [53].

Tanım 2.3.7. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. Bir x ∈ X noktasının bir açık

komşuluğunu kapsayan her A ⊆ X altkümesine x noktasının komşuluğu denir

[53].

Tanım 2.3.8. (X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊆ X olsun. A ⊆ U ⊆ B olacak

şekilde bir U açık kümesi varsa B kümesine A kümesinin bir komşuluğu denir

[53].
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Tanım 2.3.9. (X, τ) bir topolojik uzay ve β ⊆ τ olsun. Eğer τ topolojisinin her

elemanı β altailesinin elemanlarının herhangi bir birleşimi olarak yazılabiliyorsa

β altailesine τ topolojisinin bir bazı denir [51].

Tanım 2.3.10. X boştan farklı bir küme olsun. Her x, y, z ∈ X için

(a) x ̸= y ise d (x, y) > 0,

(b) d (x, y) = d (y, x),

(c) d (x, y) ≤ d (x, z) + d (z, y),

(d) d (x, y) = 0 ancak ve ancak x = y

koşullarını sağlayan bir d : X × X −→ R fonksiyonuna X kümesi üzerinde bir

metrik denir. (X, d) ikilisi ise bir metrik uzay olarak adlandırılır [53].

Tanım 2.3.11. n-boyutlu Rn reel vektör uzayı üzerinde her x = (x1, . . . , xn),

y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn için

d (x, y) =

√√√√( n∑
i=1

(xi − yi)
2

)

kuralı ile tanımlı d : Rn × Rn −→ R fonksiyonuna Pisagor metriği veya Öklid

metriği denir. (Rn, d) ikilisi ise n-boyutlu Öklid uzay olarak adlandırılır ve En ile

gösterilir [48].

Tanım 2.3.12. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. X kümesinin altkümelerinin bir

ailesini A = {Ai : i ∈ I} ile gösterelim. Eğer bir A ⊆ X kümesi için A ⊆
∪
i∈I

Ai

ise A ailesine A kümesinin bir örtüsü denir [52].

Tanım 2.3.13. Herhangi bir (X, τ) topolojik uzayında A ⊆ X kümesinin bir

örtüsü A = {Ai : i ∈ I} olsun. Eğer I indis kümesi sonlu ise A örtüsüne A kü-

mesinin bir sonlu örtüsü denir [51].
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Tanım 2.3.14. Herhangi bir (X, τ) topolojik uzayında A ⊆ X kümesinin bir

örtüsü A = {Ai : i ∈ I} olsun. Eğer I indis kümesi sayılabilir ise A örtüsüne A

kümesinin bir sayılabilir örtüsü denir [51].

Tanım 2.3.15. Herhangi bir (X, τ) topolojik uzayında A ⊆ X kümesinin bir

örtüsü A = {Ai : i ∈ I} olsun. Eğer J ⊆ I ve {Aj : j ∈ J} ⊆ A altailesi A

kümesi için bir örtü ise {Aj : j ∈ J} ailesine A örtüsünün bir altörtüsü denir

[53].

Tanım 2.3.16. Herhangi bir (X, τ) topolojik uzayında A ⊆ X kümesinin bir

örtüsü A = {Ai : i ∈ I} olsun. Eğer her i ∈ I için Ai altkümeleri açık ise A

örtüsüne A kümesinin bir açık örtüsü denir [52].

Tanım 2.3.17. Herhangi bir (X, τ) topolojik uzayında A ⊆ X kümesinin bir

örtüsü A = {Ai : i ∈ I} olsun. Eğer her i ∈ I için Ai altkümeleri kapalı ise A

örtüsüne A kümesinin bir kapalı örtüsü denir [51].

Tanım 2.3.18. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. Eğer bir A ⊆ X kümesinin her

açık örtüsünün sonlu bir altörtüsü var ise A kümesine bir kompakt küme denir

[52].

Tanım 2.3.19. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. Eğer X kümesinin her açık örtü-

sünün sonlu bir altörtüsü var ise (X, τ) topolojik uzayına bir kompakt uzay denir

[53].

Tanım 2.3.20. (X, τ) bir topolojik uzay ve A,B ⊆ X olsun. Eğer A ∩B = ∅ ve

A ∩B = ∅ ise A ve B kümelerine bağlantısız küme denir [51].

Tanım 2.3.21. (X, τ) bir topolojik uzay ve A,B ⊆ X olsun. Eğer A ∩ B ̸= ∅

veya A ∩B ̸= ∅ ise A ve B kümelerine bağlantılı küme denir [51].

Tanım 2.3.22. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. Eğer X boştan farklı bağlantısız

iki kümenin birleşimi ise (X, τ) topolojik uzayına bir bağlantısız uzay denir. Yani,
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A ̸= ∅, B ̸= ∅, A ∩ B = ∅ ve X = A ∪ B olacak şekilde A,B ∈ τ mevcut ise

(X, τ) topolojik uzayı bir bağlantısız uzay olarak adlandırılır [51].

Tanım 2.3.23. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. Eğer X bağlantılı iki kümenin

birleşimi değilse (X, τ) topolojik uzayına bir bağlantısız uzay denir [51]. Bir başka

deyişle, (X, τ) topolojik uzayı bağlantılı değil ise bir bağlantısız uzay olarak adlan-

dırılır [52].

Tanım 2.3.24. X ve Y herhangi iki topolojik uzay ve f : X −→ Y bir fonksiyon

olsun. Eğer her V ⊂ Y açık kümesinin ters görüntüsü f−1 (V ) ⊂ X bir açık küme

ise f fonksiyonuna sürekli denir [54].

Tanım 2.3.25. X ve Y herhangi iki topolojik uzay ve f : X −→ Y birebir ve

örten bir fonksiyon olsun. Eğer f ve f−1 sürekli ise f fonksiyonuna bir home-

omorfizm denir [54].

Tanım 2.3.26. X ve Y herhangi iki topolojik uzay ve f : X −→ Y bir ho-

meomorfizm olsun. Bu durumda X ve Y topolojik uzaylarına homeomorfik veya

topololojik denk denir ve X ≈ Y ile gösterilir [54].

2.4 Diffeomorfizm Kavramı

Tanım 2.4.1. f : Rn −→ R bir fonksiyon olsun. Eğer f fonksiyonunun k-yıncı

mertebeden bütün kısmi türevleri mevcut ve sürekli ise f fonksiyonuna Ck sını-

fından diferansiyellenebilir veya Ck-diferansiyellenebilir denir [54].

Tanım 2.4.2. U ⊂ Rn bir açık küme ve f : U −→ R bir fonksiyon olsun. Eğer

f fonksiyonunun k-yıncı mertebeden bütün kısmi türevleri mevcut ve sürekli ise

f fonksiyonuna Ck sınıfından diferansiyellenebilir veya Ck-diferansiyellenebilir

denir [43].
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Tanım 2.4.3. U ⊂ Rn bir açık küme ve f : U −→ R sürekli bir fonksiyon olsun.

Bu durumda f fonksiyonuna C0 sınıfından diferansiyellenebilir veya C0-diferan-

siyellenebilir denir [43].

Tanım 2.4.4. U ⊂ Rn bir açık küme ve f : U −→ Rm bir fonksiyon olsun. Eğer

her i = 1, . . . ,m için f i = πi ◦ f ile verilen koordinat fonksiyonları Ck-diferan-

siyellenebilir ise f : U −→ Rm fonksiyonuna Ck-diferansiyellenebilir fonksiyon

denir. Burada πi : Rm −→ R fonksiyonu πi (x1, . . . , xi, . . . , xm) = xi ile tanımlı

projeksiyondur [49, 54].

Tanım 2.4.5. U ⊂ Rn, V ⊂ Rm birer açık küme ve f : U −→ V bir fonksiyon

olsun. Eğer her x ∈ U için

f (x) =
(
f 1 (x) , . . . , fm (x)

)
ile verilen f i, i = 1, . . . ,m koordinat fonksiyonları Ck-diferansiyellenebilir ise

f : U −→ V fonksiyonuna Ck-diferansiyellenebilir denir [43].

Tanım 2.4.6. U, V ⊂ Rn herhangi iki açık küme ve f : U −→ V bir home-

omorfizm olsun. Eğer f ve f−1 diferansiyellenebilir ise f homeomorfizmine bir

diffeomorfizm denir [54].

2.5 Diferansiyellenebilir Manifoldlar

Tanım 2.5.1. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. Eğer herhangi iki farklı p, q ∈ X

için p ∈ U , q ∈ V ve U ∩ V = ∅ olacak biçimde U ve V açık kümeleri mevcut ise

(X, τ) topolojik uzayına bir Hausdorff uzay denir [46].

Tanım 2.5.2. M bir topolojik uzay olsun. Eğer

(a) M bir Hausdorff uzaydır,

(b) M topolojik uzayının topolojisi için sayılabilir bir baz mevcuttur,

30



(c) M topolojik uzayının her noktasının n-boyutlu En Öklid uzayının bir açık

kümesine homeomorfik bir komşuluğu vardır

koşulları sağlanıyorsa M topolojik uzayına bir topolojik n-manifold veya n-boyutlu

topolojik manifold denir [46].

Tanım 2.5.3. M bir n-boyutlu topolojik manifold olsun. Eğer U ⊆ M ve φ (U) ⊆

Rn açık kümeleri için φ : U −→ φ (U) dönüşümü bir homeomorfizm ise (U,φ)

ikilisine M topolojik manifoldu üzerinde bir harita denir [46].

Tanım 2.5.4. Herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu üzerinde bir harita

(U,φ) olsun. U açık kümesine bir koordinat komşuluğu veya bir koordinat bölgesi

denir [46].

Tanım 2.5.5. Herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu üzerinde bir harita

(U,φ) olsun. φ homeomorfizmine bir yerel koordinat dönüşümü veya bir koordinat

sistemi denir [46].

Tanım 2.5.6. Herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu üzerinde bir harita

(U,φ) olsun. Eğer p ∈ U için φ (p) = 0 ise (U,φ) haritası p-merkezli olarak

adlandırılır [46].

Tanım 2.5.7. Herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu üzerinde bir harita

(U,φ) olsun. φ yerel koordinat dönüşümünün her p ∈ U için

φ (p) = (x1 (p) , . . . , xn (p))

kuralı ile tanımlı (x1, . . . , xn) bileşen fonksiyonlarına U koordinat bölgesinde yerel

koordinatlar denir [46]. Ayrıca, i ∈ {1, . . . n} ise xi : U −→ R yerel koordinatı

(U,φ) haritası için i-yinci koordinat fonksiyonu olarak adlandırılır ve

xi = riφ

ile verilir. Burada ri : Rn −→ R bir projeksiyondur [55].
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Tanım 2.5.8. Herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu üzerinde Rn-değerli

haritaların bir kolleksiyonu A = {(Uα, φα)}α∈A olsun. Eğer M =
∪
α∈A

Uα ise A =

{(Uα, φα)}α∈A kolleksiyonuna bir atlas denir [55].

Tanım 2.5.9. Herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu üzerinde Rn-değerli

bir atlas A = {(Uα, φα)}α∈A olsun. Her α, β ∈ A için φβ◦φα−1 : φα (Uα ∩ Uβ) −→

φβ (Uα ∩ Uβ) homeomorfizmlerine geçiş fonksiyonları veya koordinat dönüşümleri

denir [55].

Tanım 2.5.10. Herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu üzerinde Rn-değerli

bir atlas A = {(Uα, φα)}α∈A olsun. Eğer

(a) Her α, β ∈ A için φα (Uα ∩ Uβ) formundaki kümeler Rn Öklid uzayında

açıktır,

(b) Uα∩Uβ ̸= ∅ olduğunda φβ◦φα−1 : φα (Uα ∩ Uβ) −→ φβ (Uα ∩ Uβ) fonksiyonu

bir Ck-diffeomorfizmdir

koşulları sağlanıyorsa A = {(Uα, φα)}α∈A atlasına Ck sınıfından Rn-değerli bir

atlas veya Rn-değerli bir Ck-atlas denir [55].

Tanım 2.5.11. A1 ve A2 herhangi iki Rn-değerli Ck-atlas olsun. Eğer A1 ∪ A2

birleşimi bir Ck-atlas ise A1 ve A2 atlasları denk olarak adlandırılır [55].

Tanım 2.5.12. Herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu üzerinde Ck sını-

fından Rn-değerli bir A atlası daha büyük herhangi bir atlasta kapsanmıyorsa bu

durumda A atlasına bir Ck-maksimal atlas denir [55].

Tanım 2.5.13. Herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu üzerinde Rn-değerli

Ck-atlasların bir denklik sınıfına bir Ck-diferansiyellenebilir yapı denir. Başka

bir deyişle, herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu üzerinde herhangi bir

Rn-değerli Ck-maksimal atlas bir Ck-diferansiyellenebilir yapı olarak adlandırılır

[55].
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Tanım 2.5.14. Herhangi bir M topolojik manifold üzerinde bir Ck-diferansi-

yellenebilir yapı A olsun. Bu durumda (M,A) ikilisine bir Ck-diferansiyellene-

bilir manifold denir. Eğer k = ∞ ise (M,A) ikilisi bir C∞-diferansiyellenebilir

manifold veya bir diferansiyellenebilir manifold olarak adlandırılır [55].

Tanım 2.5.15. M herhangi bir n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olsun.

M manifoldunu örten sonlu sayıda koordinat komşulukları varsa M manifolduna

kompakt denir [56].

Tanım 2.5.16. Bir M manifoldunun herhangi iki noktası p ve q olsun. Eğer

α (a) = p ve α (b) = q olacak şekilde p ve q noktalarını birleştiren M manifoldu

üzerinde bir α : [a, b] −→ M sürekli eğrisi varsa M manifolduna bağlantılı denir

[46, 55].

Tanım 2.5.17. n-boyutlu Rn Öklid uzayının Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn ≥ 0}

altuzayına n-boyutlu kapalı Hn üst yarı uzay denir [46].

Tanım 2.5.18. n-boyutlu kapalı Hn üst yarı uzayının {(x1, . . . , xn) ∈ Hn : xn = 0}

altuzayına n-boyutlu kapalı Hn üst yarı uzayının kenarı denir ve ∂Hn ile gösterilir

[46].

Tanım 2.5.19. M bir topolojik uzayı olsun. Eğer

(a) M bir Hausdorff uzaydır,

(b) M topolojik uzayının topolojisi için sayılabilir bir baz mevcuttur,

(c) M topolojik uzayının her noktasının n-boyutlu Hn üst yarı uzayının bir açık

kümesine homeomorfik bir komşuluğu vardır

koşulları sağlanıyorsa M topolojik uzayına bir kenarlı topolojik n-manifold veya

bir n-boyutlu kenarlı topolojik manifold denir [46].
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Tanım 2.5.20. Herhangi bir kenarlı n-boyutlu M topolojik manifoldu üzerinde

Hn-değerli bir atlas A = {(Uα, φα)}α∈A olsun. Bazı φα homeomorfizmleri altında

φα (p) ∈ ∂Hn olacak şekildeki M manifoldunun bir p noktasına M manifoldunun

bir kenar noktası denir [55].

Tanım 2.5.21. Herhangi bir kenarlı n-boyutlu M topolojik manifoldunun bütün

kenar noktalarının kümesine M manifoldunun kenarı denir ve ∂M gösterilir [55].

Tanım 2.5.22. M herhangi bir n-boyutlu kenarlı topolojik manifold olsun. Eğer

∂M = ∅ ise M manifolduna kenarsız denir [55].

2.6 C∞ (M,R) Halkası

Tanım 2.6.1. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold ve f : M −→ R bir

fonksiyon olsun. Eğer

f ◦ φ−1
i : φi (U) −→ R

bir Ck-diferansiyellenebilir fonksiyon olacak şekilde M manifoldunun herhangi

bir p ∈ M noktasını içeren bir (φi, U) haritası varsa f fonksiyonuna p ∈ M

noktasında Ck sınıfından diferansiyellenebilir veya Ck-diferansiyellenebilir denir

[43].

Tanım 2.6.2. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold ve f : M −→ R bir

fonksiyon olsun. Eğer f fonksiyonu M manifoldunun her noktasında Ck-diferan-

siyellenebilir ise bu burumda f fonksiyonuna Ck sınıfından diferansiyellenebilir

veya Ck-diferansiyellenebilir denir [43].

Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde tanımlı reel değerli

tüm C∞-diferansiyellenebilir fonksiyonların kümesi C∞ (M,R) ile gösterilir.
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Teorem 2.6.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde tanımlı

reel değerli tüm C∞-diferansiyellenebilir fonksiyonların C∞ (M,R) kümesi

(f + g) (x) = f (x) + g (x) , (λf) (x) = λf (x) , λ ∈ R ve (fg) (x) = f (x) g (x)

kuralları ile tanımlı f + g, cf ve fg işlemleri ile bir halka yapısına sahiptir [47].

2.7 Tanjant Vektörler, Tanjant Uzaylar ve Tanjant Demet-

ler

Tanım 2.7.1. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Bir p ∈ M

noktasını düşünelim. Eğer f, g ∈ C∞ (M,R) için

Xp (fg) = Xp (f) g + fXp (g)

koşulunu sağlayan bir Xp : C∞ (M,R) −→ R lineer dönüşümüne M manifoldu-

nun p noktasındaki tanjant vektörü denir [55].

Bir M manifoldunun herhangi bir p ∈ M noktasındaki tanjant vektörlerinin

kümesi TpM ile gösterilir.

Teorem 2.7.1. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldunun bir

p ∈M noktasındaki TpM tanjant vektörlerinin kümesi her f ∈ C∞ (M,R) için

(Xp + Yp) (f) = Xp (f) + Yp (f)

ve

(λXp) (f) = λXp (f) , λ ∈ R

kuralları ile tanımlı Xp + Yp ve λXp işlemleri ile bir vektör uzayıdır ve M mani-

foldunun p ∈M noktasındaki tanjant uzayı olarak adlandırılır [43].
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Teorem 2.7.2. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldunun bir

p ∈ M noktasındaki TpM tanjant uzayı n-boyutludur. Eğer p ∈ M noktasını

içeren herhangi bir harita (Ui, (x
i)) ise(

∂

∂x1

∣∣∣∣
p

,
∂

∂x2

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
p

)
koordinat vektörleri TpM tanjant uzayı için bazdır [43, 54, 55, 57].

Tanım 2.7.2. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Her p ∈ M

için X (p) = Xp ∈ TpM kuralı ile tanımlı bir diferansiyellebilir X : M −→∪
p∈M

TpM dönüşümüne M manifoldu üzerinde bir vektör alanı denir. Bir başka

deyişle, bir M diferansiyellenebilir manifoldunun her p ∈ M noktasına bir Xp

tanjant vektörü karşılak getiren bir X diferansiyellenebilir dönüşümü vektör alanı

olarak adlandırılır [43, 44].

Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir vektör

alanı X olsun. Eğer X vektör alanının
{

∂
∂xh

}
doğal çatısına göre yerel bileşenleri

Xh ise bu durumda bir f ∈ C∞ (M,R) fonksiyonunun X vektör alanı yönünde

türevi Xf =
n∑

h=1

Xh ∂f
∂xh ile verilir [38]. Ayrıca, her f ∈ C∞ (M,R) için (Xf) (p) =

Xpf kuralı ile tanımlı Xf :M −→ R fonksiyonu diferansiyellenebilirdir [44].

Bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde tüm vektör alanlarının kümesi

χ (M) veya Γ (TM) ile gösterilir.

Teorem 2.7.3. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde vektör

alanlarının Γ (TM) kümesi her p ∈M için

(X + Y )p = Xp + Yp

ve

(fX)p = f (p)Xp
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kuralları ile tanımlı X + Y ve fX işlemleri ile C∞ (M,R) halkası üzerinde bir

modül yapısına sahiptir [50].

Tanım 2.7.3. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun tüm noktala-

rındaki tanjant uzaylarının ayrık birleşimine M manifoldunun tanjant demeti

denir ve TM ile gösterilir. Bu durumda TM =
∪
p∈M

TpM olur [46].

2.8 Kotanjant Vektörler, Kotanjant Uzaylar ve Kotanjant

Demetler

Tanım 2.8.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun bir p ∈ M

noktasındaki TpM tanjant uzayının dual uzayına kotanjant uzay denir ve T ∗
pM

ile gösterilir [54].

Tanım 2.8.2. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun bir p ∈ M

noktasındaki T ∗
pM kotanjant uzayının her bir elemanına p ∈ M noktasında bir

tanjant kovektör veya bir kovektör denir [46].

Tanım 2.8.3. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun tüm noktala-

rındaki kotanjant uzaylarının ayrık birleşimine M manifoldunun kotanjant demeti

denir ve T ∗M ile gösterilir. Bu durumda T ∗M =
∪
p∈M

T ∗
pM olur [46].

Tanım 2.8.4. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Her p ∈ M

için X (p) = Xp kuralı ile tanımlı diferansiyellebilir bir X : M −→
∪
p∈M

T ∗
pM

dönüşümüne bir kovektör vektör alanı veya bir 1-form denir. Bir başka deyişle,

bir M diferansiyellenebilir manifoldunun her p ∈ M noktasına bir Xp kovektör

karşılık getiren bir X diferansiyellenebilir dönüşümü bir kovektör vektör alanı

veya bir 1-form olarak adlandırılır [54].
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2.9 Kovaryant, Kontravaryant, Mixed Tensör Alanları ve

Demetleri

Tanım 2.9.1. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Her p ∈ M

için f (p) = fp ∈ T r (TpM) kuralı ile tanımlı bir f :M −→
∪
p∈M

T r (TpM) diferan-

siyellenebilir dönüşümüne bir r-kovaryant tensör alanı denir. Bir başka deyişle,

bir M diferansiyellenebilir manifoldunun her p ∈ M noktasına fp ile gösteri-

len bir r-kovaryant tensörü karşılık getiren bir f diferansiyellenebilir dönüşümü

r-kovaryant tensör alanı olarak adlandırılır [49].

Tanım 2.9.2. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun tüm nokta-

larındaki r-kovaryant tensör uzaylarının ayrık birleşimine M manifoldunun r-

kovaryant tensör demeti denir ve T rM ile gösterilir. Bu durumda T rM =∪
p∈M

T r (TpM) olur [46].

Tanım 2.9.3. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Her p ∈ M

için f (p) = fp ∈ Ts (TpM) kuralı ile tanımlı bir f : M −→
∪
p∈M

Ts (TpM) di-

feransiyellenebilir dönüşümüne bir s-kontravaryant tensör alanı denir. Yani, bir

M diferansiyellenebilir manifoldunun her p ∈ M noktasına fp ile gösterilen bir

s-kontravaryant tensörü karşılık getiren bir f diferansiyellenebilir dönüşümü s-

kontravaryant tensör alanı olarak adlandırılır [46].

Tanım 2.9.4. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun tüm noktala-

rındaki s-kontravaryant tensör uzaylarının ayrık birleşimine M manifoldunun s-

kontravaryant tensör demeti denir ve TsM ile gösterilir. Bu durumda TsM =∪
p∈M

Ts (TpM) olur [46].

Tanım 2.9.5. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Her p ∈ M

için f (p) = fp ∈ T r
s (TpM) kuralı ile tanımlı bir f :M −→

∪
p∈M

T r
s (TpM) diferan-

siyellenebilir dönüşümüne bir (r, s) tipinde tensör alanı denir. Bir başka deyişle,
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bir M diferansiyellenebilir manifoldunun her p ∈ M noktasına fp ile gösterilen

(r, s) tipinde bir tensör karşılık getiren bir f diferansiyellenebilir dönüşümü (r, s)

tipinde tensör alanı olarak adlandırılır [43].

Tanım 2.9.6. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun tüm noktala-

rındaki (r, s) tipinde tensör uzaylarının ayrık birleşimine M manifoldunun (r, s)-

mixed tensör demeti denir ve T r
sM ile gösterilir. Bu durumda T r

sM =∪
p∈M

T r
s (TpM) olur [46].

2.10 Manifoldlar Üzerinde Diferansiyellenebilir Dönüşüm-

ler

Tanım 2.10.1. M ve N herhangi iki diferansiyellenebilir manifold ve f :M −→

N bir dönüşüm olsun. f (U) ⊂ V koşulunu sağlayan M ve N manifoldlarının,

sırasıyla, her (U,φ) ve (V, ψ) haritası için

ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ (U) −→ ψ (V )

dönüşümü diferansiyellenebilir ise f :M −→ N dönüşümüne diferansiyellenebilir

veya C∞-diferansiyellenebilir denir [16].

Tanım 2.10.2. M ve N herhangi iki diferansiyellenebilir manifold ve f :M −→

N bir diferansiyellenebilir dönüşüm olsun. Eğer f−1 ters fonksiyonu mevcut ve

diferansiyellenebilir ise bu durumda f : M −→ N dönüşümüne diffeomorfizm

denir. Bu durumda M ve N manifoldları diffeomorfik manifoldlar olarak adlan-

dırılır [54].

Tanım 2.10.3. M ve N herhangi iki diferansiyellenebilir manifold ve F :M −→

N bir diferansiyellenebilir dönüşüm olsun. M manifoldunda seçilen bir α eğrisine

α (t0) = p noktasında teğet olacak şekildeki her Xp ∈ TpM tanjant vektörü için

F (p) = F (α (t0)) noktasında F (α (t0)) eğrisine teğet F∗ (Xp) tanjant vektörünü
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karşılık getiren bir F∗ : TpM −→ TF (p)N dönüşümüne F dönüşümünün p nok-

tasındaki diferansiyel dönüşümü, türev dönüşümü veya tanjant dönüşümü denir.

F∗ türev dönüşümü dF ile de gösterilir. Gerektiği zaman herhangi bir p ∈ M

noktasındaki F∗ türev dönüşümü belirtmek için (F∗)p veya (dF )p yazılır [16, 50].

Tanım 2.10.4. M ve N herhangi iki diferansiyellenebilir manifold ve F :M −→

N bir diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. M manifoldunun bir p ∈ M nokta-

sında TpM tanjant uzayının F∗ türev dönüşümü altında F∗ (TpM) görüntüsünün

boyutuna p ∈ M noktasında F : M −→ N dönüşümünün rankı denir. Eğer

p ∈ M noktasında F : M −→ N dönüşümünün rankı m = dimM ise bu du-

rumda (F∗)p türev dönüşümü birebirdir ve dimM ≤ dimN olur. Eğer p ∈ M

noktasında F : M −→ N dönüşümünün rankı n = dimN ise bu durumda (F∗)p

türev dönüşümü örtendir ve dimM ≥ dimN olur [16].

Tanım 2.10.5. M ve N herhangi iki diferansiyellenebilir manifold ve F :M −→

N bir diferansiyellenebilir dönüşüm olsun. Eğer her p ∈ M için (F∗)p türev dö-

nüşümü birebir ise F dönüşümüne bir immersiyon denir [16].

Tanım 2.10.6. M ve N herhangi iki diferansiyellenebilir manifold ve F :M −→

N bir immersiyon olsun. Eğer F immersiyonu birebir ise bir imbedding olarak

adlandırılır [16].

Tanım 2.10.7. M ve N herhangi iki diferansiyellenebilir manifold ve F :M −→

N bir diferansiyellenebilir dönüşüm olsun. Bir p ∈M noktasında her ω ∈ T ∗
F (p)N

için

(F ∗ω) (Xp) = ωF∗ (Xp) , Xp ∈ TpM

kuralı ile tanımlı F ∗ : T ∗
F (p)N −→ T ∗

pM dönüşüme pull-back dönüşümü denir [44].
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2.11 Lineer Konneksiyonlar

Tanım 2.11.1. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Her X,Y ∈

Γ (TM) ve f ∈ C∞ (M,R) için

[X,Y ] (f) = X (Y (f))− Y (X (f))

kuralı ile tanımlı bir [, ] : Γ (TM)× Γ (TM) −→ Γ (TM) dönüşümüne Lie braket

operatörü denir [58].

Teorem 2.11.1. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. [, ] : Γ (TM)×

Γ (TM) −→ Γ (TM) Lie braket operatörü için

(a) R-bilineerdir,

(b) Anti-simetriktir,

(c) Her X,Y, Z ∈ Γ (TM) için [[X,Y ] , Z]+[[Y, Z] , X]+[[Z,X] , Y ] = 0 eşitliği

vardır,

(d) Her f ∈ C∞ (M,R) ve X,Y ∈ Γ (TM) için [fX, gY ] = fg [X,Y ]+f (Xg)Y−

g (Y f)X eşitliği sağlanır

özellikleri geçerlidir [50].

Tanım 2.11.2. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Her f ∈

C∞ (M,R) ve X,Y, Z ∈ Γ (TM) için

(a) ∇fXY = f∇XY ,

(b) ∇X (Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(c) ∇X+YZ = ∇XZ +∇YZ,

(d) ∇XfY = X (f)Y + f∇XY
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koşullarını sağlayan ∇(X,Y ) = ∇XY kuralı ile tanımlı bir ∇ : Γ (TM)×Γ (TM)

−→ Γ (TM) dönüşümüne M manifoldu üzerinde bir lineer konneksiyon denir.

∇X operatörü ise X vektör alanına göre kovaryant türev olarak adlandırılr [44].

Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir vektör alanı X

olsun. Bir f ∈ C∞ (M,R) fonksiyonunun X ∈ Γ (TM) vektör alanına göre ko-

varyant türevi ∇Xf = X (f) ile tanımlanır. Bu nedenle, herhangi bir (0, s) ya da

(1, s) tipinde S tensör alanının X ∈ Γ (TM) vektör alanına göre kovaryant türevi

her Xi ∈ Γ (TM), i = 1, , . . . , s için

(∇XS) (X1, . . . , Xs) = ∇XS (X1, . . . , Xs)−
s∑

1=1

{S (X1, . . . ,∇XXi, . . . , Xs)}

ile tanımlanır [38].

Tanım 2.11.3. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde (0, s) ya

da (1, s) tipinde bir tensör alanı S olsun. Eğer her X ∈ Γ (TM) için

∇XS = 0

ise S tensör alanına ∇ lineer konneksiyonuna göre paralel denir [38].

Tanım 2.11.4. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir lineer

konneksiyon ∇ olsun. Her X,Y ∈ Γ (TM) için

τ (∇) (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

kuralı ile tanımlı (1, 2) tipindeki bir τ (∇) tensör alanına ∇ lineer konneksiyonu-

nun torsiyon tensörü denir [38].

Tanım 2.11.5. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir ∇

lineer konneksiyonunun torsiyon tensörü τ (∇) olsun. Eğer τ (∇) = 0 ise ∇ lineer

konneksiyonuna simetrik veya torsiyonsuz denir [44].
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Tanım 2.11.6. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir lineer

konneksiyon ∇ olsun. Her X,Y, Z ∈ Γ (TM) için

R (X,Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

kuralı ile tanımlı (1, 3) tipindeki bir R tensör alanına ∇ lineer konneksiyonunun

eğrilik tensörü denir [38].

Tanım 2.11.7. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir ∇

lineer konneksiyonunun eğrilik tensörü R olsun. Eğer R = 0 ise ∇ lineer konnek-

siyonuna flat veya düzlemsel denir [44].

2.12 Nijenhuis Tensörü

Tanım 2.12.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde (1, 1)

tipinde bir tensör alanı φ olsun. Eğer her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nφ (X,Y ) = φ2 [X,Y ] + [φX,φY ]− φ [φX, Y ]− φ [X,φY ]

kuralı ile tanımlı (1, 2) tipindeki bir Nφ : Γ (TM) × Γ (TM) −→ Γ (TM) tensör

alanına φ tensör alanının Nijenhuis tensörü veya torsiyon tensörü denir [58].

Önerme 2.12.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi iki (1, 1) tipinde φ1 ve φ2 tensör alanları için

[φ1, φ2]FN (X,Y ) = [φ1X,φ2Y ]− [φ1Y, φ2X]− φ2 [φ1X,Y ] + φ2 [φ1Y,X]

− φ1 [φ2X,Y ] + φ1 [φ2Y,X] + φ2φ1 [X,Y ] + φ1φ2 [X,Y ]

eşitliği sağlanır. Burada [., .]FN , vektör-değerli formların Frölicher-Nijenhuis bra-

ketidir. Buna bağlı olarak, M manifoldu üzerinde bir (1, 1) tipinde φ tensör ala-

nının Nijenhuis tensörü

Nφ =
1

2
[φ, φ]FN (2.12.1)
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ile verilir. Üstelik,

[I, φ]FN = 0 (2.12.2)

ve

Nφ1+φ2 = Nφ1 +Nφ2 + [φ1, φ2]FN (2.12.3)

eşitlikleri geçerlidir. Burada I, M manifoldu üzerinde (1, 1) tipinde birim tensör

alanıdır [59].

2.13 Manifoldlarda Dış Cebir ve Kohomoloji

Tanım 2.13.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir anti-

simetrik r-kovaryant tensör alanına bir diferansiyel r-form veya bir r dereceli dış

diferansiyel form veya bir r-form denir [49].

Tanım 2.13.2. Bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldunun her nokta-

sında sıfırdan farklı bir diferansiyellenebilir n-form mevcut ise M manifolduna

yönlendirilebilir denir [43, 49].

Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde tüm r-formların kü-

mesi Λr (M) ile gösterilir.

Teorem 2.13.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde tüm

diferansiyel r-formların Λr (M) kümesi M manifoldunun r-kovaryant T rM tensör

demetinin bir altuzayıdır [49].

Teorem 2.13.2. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde tüm dış

diferansiyel formların R-vektör uzayını ΛM ile gösterelim. O zaman φ ∈ Λr (M)

ve ψ ∈ Λs (M) için herhangi bir p ∈ M noktasında (φΛψ)p = φpΛψp kuralı ile

tanımlı φΛψ = (−1)rs ψΛφ özelliğini sağlayan bir φΛψ asosyatif çarpımla ΛM

vektör uzayı R cismi üzerinde bir cebirdir [49].
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Teorem 2.13.3. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Her ω, ω1,

ω2 ∈ Λ (M) için

(a) d (ω1 + ω2) = dω1 + dω2, d (λω) = λd (ω),

(b) Eğer ω1 bir r-form ise d (ω1Λω2) = dω1Λω2+(−1)r ω1Λdω2 eşitliği sağlanır,

(c) d2ω = 0,

(d) Eğer f ∈ Λ0 (M) = C∞ (M,R) ise o zaman df , f fonksiyonunun diferansi-

yelidir

koşullarını sağlayan her r ≥ 0 için bir tek d : Λr (M) −→ Λr+1 (M) dönüşümü

vardır. Bu d dönüşümüne dış türev denir [43, 49].

Önerme 2.13.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir ω

diferansiyel r-formun dış türevi her X0, X1, . . . , Xr ∈ Γ (TM) için

dω (X0, X1, . . . , Xr) =
1

r + 1

{
r∑

i=0

(−1)iXi

(
ω
(
X0, X1, . . . , X̂i, . . . Xr

))}

+
1

r + 1

{ ∑
0≤i<j≤r

(−1)i+j ω
(
[Xi, Xj] , X0, X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xr

)}

ile verilir. Burada ̂ , sembolü bulunduğu terimin çıkarıldığını ifade etmektedir

[58].

Tanım 2.13.3. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üze-

rinde bir ω diferansiyel r-formu için dω = 0 ise ω formuna kapalı denir [43].

Tanım 2.13.4. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üze-

rinde bir ω diferansiyel r-formu için ω = dθ olacak şekilde bir θ ∈ Λr−1 (M)

mevcut ise ω formuna tam denir [43]

Önerme 2.13.2. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üze-

rinde tüm kapalı r-formların kümesini Zr (M) ile gösterelim. Bu durumda Zr (M),

d : Λr (M) −→ Λr+1 (M) dış türevinin çekirdeğidir [55].
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Teorem 2.13.4. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üze-

rinde tüm kapalı r-formların Zr (M) kümesi r-formlarının Λr (M) vektör uzayının

bir altuzayıdır [43].

Önerme 2.13.3. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üze-

rinde tüm tam r-formların kümesini Br (M) ile gösterelim. Bu durumda Br (M),

d : Λr−1 (M) −→ Λr (M) dış türevinin görüntüsüdür [55].

Teorem 2.13.5. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üze-

rinde tüm tam r-formların Br (M) kümesi r-formların Λr (M) vektör uzayının

bir altuzayıdır [43].

Tanım 2.13.5. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Hr
dR (M) =

Zr(M)
Br(M)

ile tanımlı bölüm uzayına M manifoldunun r-yinci de Rham kohomoloji

grubu denir. Yani, M manifoldunun r-yinci de Rham kohomoloji grubu

Hr
dR (M) =

ker (d : Λr (M) −→ Λr+1 (M))

Im (d : Λr−1 (M) −→ Λr (M))

ile verilir [43, 46, 54, 55].

Tanım 2.13.6. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir ω

diferansiyel kapalı r-formunun Hr
dR (M) de Rham kohomoloji grubunda denklik

sınıfına ω diferansiyel r-formunun kohomoloji sınıfı denir ve [ω] ile gösterilir

[46]. O zaman Hr
dR (M) de Rham kohomoloji grubu, tüm kohomoloji sınıflarının

kümesidir [54].

Tanım 2.13.7. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun r-yinci de

Rham kohomoloji grubunun boyutuna r-yinci Betti sayısı denir ve br (M) ile gös-

terilir. Yani, M manifoldunun r-yinci Betti sayısı br (M) = dimHr
dR (M) ile

verilir [43, 54].
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2.14 Riemann Manifoldları

Tanım 2.14.1. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Simetrik ve

pozitif tanımlı (0, 2) tipinde bir g : Γ (TM) × Γ (TM) −→ C∞(M,R) tensör

alanına bir Riemann metriği veya bir metrik tensör denir. Bu durumda (M, g)

ikilisi ise Riemann manifoldu olarak adlandırılır [38].

Bir Riemann metriği M manifoldunun her bir p noktasındaki TpM tanjant

uzayları üzerinde bir iç çarpım tanımlar [16]. O zaman bir diferansiyellenebilir

manifold üzerinde Riemann metriğinin tanımlı olması bir vektör alanının uzunlu-

ğunu ve herhangi iki vektör alanı arasındaki açıyı tanımlamamıza olanak sağlar

[44].

(M, g) bir Riemann manifold olsun. M manifoldunun herhangi bir p noktasını

düşünelim. p noktasındaki bir Xp ∈ TpM tanjant vektörünün uzunluğu veya

normu

∥Xp∥ =
√
g(Xp, Xp)

ile tanımlanır. Buna bağlı olarak, p noktasındaki sıfırdan farklı herhangi iki

Xp, Yp ∈ TpM tanjant vektörleri arasındaki θ açısı

θ = arccos

(
g(Xp, Yp)

∥Xp∥ ∥Yp∥

)

ile tanımlanır. Burada θ açısı, [0, π] kapalı aralığında değer alır [44].

Tanım 2.14.2. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Bir p ∈ M

noktasındaki sıfırdan farklı herhangi iki Xp, Yp ∈ TpM tanjant vektörleri için eğer

g(Xp, Xp) = 0 ise Xp ve Yp ortogonal tanjant vektörleri olarak adlandırılır [45].
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Tanım 2.14.3. Herhangi iki (M, g) ve
(
M, g

)
Riemann manifoldları arasında

bir diffeomorfizm φ olsun. Eğer φ∗g = g ise φ diffeomorfizmine bir izometri

denir. Bu durumda (M, g) ve
(
M, g

)
ise izometrik Riemann manifoldları olarak

adlandırılır [45].

Tanım 2.14.4. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu üzerinde bir lineer kon-

neksiyon ∇ olsun. Eğer g Riemann metriği paralel, diğer bir deyişle, her X,Y, Z ∈

Γ (TM) için

Xg (Y, Z) = g (∇XY, Z) + g (Y,∇XZ)

ise ∇ lineer konneksiyonuna bir Riemann konneksiyon veya bir metrik konneksi-

yon denir [38].

Teorem 2.14.1. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu üzerinde bir tek torsi-

yonsuz ∇ Riemann konneksiyonu vardır [38].

Teorem 2.14.1’de belirtilen ∇ Riemann konneksiyonu Levi-Civita konneksiyon

olarak adlandırılır ve Koszul formulü adı verilen her X,Y, Z ∈ Γ (TM) için

2g (∇XY, Z) = Xg (Y, Z) + Y g (Z,X)− Zg (X,Y ) (2.14.1)

+ g (Z, [X,Y ]) + g (Y, [Z,X])− g (X, [Y, Z])

eşitliği ile verilir [38].

Tanım 2.14.5. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldunun eğrilik tensör R ol-

sun. Her X,Y, Z,W ∈ Γ (TM) için

K (X,Y, Z,W ) = g (R (X,Y )Z,W )

kuralı ile tanımlı (0, 4) tipindeki bir K tensör alanına (M, g) Riemann manifol-

dunun Riemann-Christoffel eğrilik tensörü denir [44].
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Teorem 2.14.2. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldunun Riemann-Christoffel

eğrilik tensörü K olsun. Bu durumda her X,Y, Z,W ∈ Γ (TM) için

(a) K (X,Y, Z,W ) = −K (Y,X,Z,W ),

(b) K (X,Y, Z,W ) +K (Y, Z,X,W ) +K (Z,X, Y,W ) = 0,

(c) K (X,Y, Z,W ) = −K (X,Y,W,Z),

(d) K (X,Y, Z,W ) = K (Z,W,X, Y )

eşitlikleri sağlanır [43].

Tanım 2.14.6. Herhangi bir n-boyutlu (M, g) Riemann manifoldunun eğrilik ten-

sörü R ve yerel ortonormal vektör alanlarının bir çatısı {E1, . . . , En} olsun. Her

X,Y ∈ Γ (TM) için

S (X,Y ) =
n∑

i=1

g (R (Ei, X)Y,Ei)

kuralı ile tanımlı (0, 2) tipindeki bir S tensör alanına (M, g) Riemann manifol-

dunun Ricci tensörü denir [38].

Tanım 2.14.7. Herhangi bir n-boyutlu (M, g) Riemann manifoldunun Ricci ten-

sörü S olsun. Her X,Y ∈ Γ (TM) için

g (QX, Y ) = S (X,Y )

ile tanımlı (1, 1) tipindeki bir Q tensör alanına (M, g) Riemann manifoldunun

Ricci operatörü denir [16].

Tanım 2.14.8. Herhangi bir n-boyutlu (M, g) Riemann manifoldunun Ricci ten-

sörü S ve yerel ortonormal vektör alanlarının bir çatısı {E1, . . . , En} olsun. O

zaman

ρ =
n∑

i=1

S (Ei, Ei)

ile tanımlı bir ρ global skaler alanına (M, g) Riemann manifoldunun skaler eğriliği

denir [38].
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Tanım 2.14.9. Herhangi bir n-boyutlu (M, g) Riemann manifoldunun bir p nok-

tasındaki TpM tanjant uzayının 2-boyutlu bir Π altuzayına (M, g) Riemann ma-

nifoldunun tanjant düzlemi denir [57].

Tanım 2.14.10. Herhangi bir n-boyutlu (M, g) Riemann manifoldunun eğrilik

tensörü R ve bir p noktasındaki tanjant düzlemi Π olsun. Eğer Π = Span {Xp, Yp}

ise

KM (Π) = KM (Xp ∧ Yp) =
g (R (Xp, Yp)Yp, Xp)

g (Xp, Xp) g (Yp, Yp)− g (Xp, Yp)
2

ile tanımlı KM (Π) veya KM (Xp ∧ Yp) reel sayısına Π tanjant düzleminin kesit

eğriliği denir [55].

Herhangi bir n-boyutlu (M, g) Riemann manifoldunun bir p noktasındaki Π

tanjant düzleminin KM (Π) kesit eğriliği Π tanjant düzleminin baz seçiminden

bağımsızdır [43].

Tanım 2.14.11. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldunun her bir p ∈ M

noktasındaki tüm Π tanjant düzlemleri için KM (Π) kesit eğriliği sabit ise M

manifolduna bir sabit eğrilikli uzay veya bir uzay form denir [16].

Teorem 2.14.3. Herhangi bir sabit k eğrilikli (M, g) Riemann manifoldunun

eğrilik tensör alanı her X,Y, Z ∈ Γ (TM) için

R (X,Y )Z = k [g (Y, Z)X − g (X,Z)Y ]

formundadır [16].

Tanım 2.14.12. Herhangi bir sabit eğrilikli (M, g) Riemann manifoldunun kesit

eğriliği negatif ise (M, g) Riemann manifolduna bir hiperbolik uzay form denir

[16].

Tanım 2.14.13. Herhangi bir sabit eğrilikli (M, g) Riemann manifoldunun kesit

eğriliği sıfır ise (M, g) Riemann manifolduna bir flat uzay form denir [16].
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Tanım 2.14.14. Herhangi bir sabit eğrilikli (M, g) Riemann manifoldunun kesit

eğriliği pozitif ise (M, g) Riemann manifolduna bir eliptik uzay form denir [16].

Tanım 2.14.15. Herhangi bir n-boyutlu (M, g) Riemann manifoldunun Ricci

tensörü S olsun. Bir p ∈M noktasındaki sıfırdan farklı Xp tanjant vektörü için

k (Xp) =
S (Xp, Xp)

g (Xp, Xp)

ile tanımlı k (Xp) reel sayısına (M, g) Riemann manifoldunun Xp tanjant vektö-

rüne göre Ricci eğriliği denir. Eğer k (Xp) Ricci eğriliği Xp tanjant vektörünün

p ∈M noktasının seçiminden bağımsız ise o zaman Ricci tensörü

S = kg

ile verilir. Burada her Xp ∈ TpM için k = k (Xp) eşitliği geçerlidir [38].

Tanım 2.14.16. Herhangi bir n-boyutlu (M, g) Riemann manifoldunun Ricci

tensörü S olsun. Eğer

S = kg

olacak şekilde bir k sabiti var ise (M, g) Riemann manifolduna bir Einstein uzay

veya bir Einstein manifold denir [16, 38].

Tanım 2.14.17. (M, g) ve (N, h) herhangi iki Riemann manifold ve F :M −→

N bir dönüşüm olsun. Eğer M Riemann manifoldunun bir p noktasında her

Xp, Yp ∈ TpM için g (Xp, Yp) = h (F∗Xp, F∗Yp) ise F : M −→ N dönüşümüne

p ∈M noktasında izometrik denir [60].

Tanım 2.14.18. (M, g) herhangi bir Riemann manifold, N herhangi bir manifold

ve ι : N −→ M bir immersiyon olsun. Eğer N manifoldu h = ι∗g indirgenmiş

Riemann metriği ile verilirse o zaman ι immersiyonuna bir izometrik immersiyon

denir [45].
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Tanım 2.14.19. (M, g) herhangi bir Riemann manifold, N herhangi bir manifold

ve ι : N −→ M bir imbedding olsun. Eğer N manifoldu h = ι∗g indirgenmiş

Riemann metriği ile verilirse o zaman ι imbeddingine bir izometrik imbedding

denir [45].

Tanım 2.14.20. (M, g) herhangi bir n-boyutlu yönlendirilebilir Riemann mani-

fold olsun. Eğer bir p ∈ M noktasının U koordinat bölgesinde yerel koordinatları

x1, . . . , xn ise σ =
√

det gijdx
1Λ · · ·Λdxn ile tanımlı diferansiyel n-formuna M

Riemann manifoldunun hacim formu denir [54].

Tanım 2.14.21. Herhangi bir n-boyutlu (M, g) yönlendirilebilir Riemann mani-

foldu üzerinde bir diferansiyel r-formu ω olsun. Her (n− r)-form µ için

ωΛµ = g (⋆ω, µ)σ

eşitliği sağlayan ⋆ω diferansiyel (n− r)-formuna ω formunun Hodge duali denir.

Burada σ, M Riemann manifoldunun hacim formunu göstermektedir [54].

Tanım 2.14.22. Herhangi bir n-boyutlu (M, g) yönlendirilebilir Riemann mani-

foldu üzerinde her ω diferansiyel r-formu için

δω = (−1)nr+n+1 ⋆ d ⋆ ω (2.14.2)

kuralı ile tanımlı δ : Λr (M) −→ Λr−1 (M) dönüşümüne ko-diferansiyel operatör

denir [47, 54].

Tanım 2.14.23. Herhangi bir n-boyutlu yönlendirilebilir (M, g) Riemann mani-

foldu üzerinde bir ω diferansiyel r-formu için δω = 0 ise ω formuna ko-kapalıdır

denir [54].

Tanım 2.14.24. Herhangi bir n-boyutlu yönlendirilebilir (M, g) Riemann mani-

foldu üzerinde her ω diferansiyel r-formu için ∆ω = (dδ + δd)ω = dδω + δdω

kuralı ile tanımlı ∆ : Λr (M) −→ Λr (M) dönüşümüne Laplace–de Rham operatör

denir [54].
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Tanım 2.14.25. Herhangi bir n-boyutlu yönlendirilebilir (M, g) Riemann mani-

foldu üzerinde bir ω diferansiyel r-formu için ∆ω = 0 ise ω formuna harmonik

denir [54].

Önerme 2.14.1. Herhangi bir kompakt, yönlendirilebilir ve kenarsız (M, g) Ri-

emann manifoldu üzerinde bir ω diferansiyel r-formunun harmonik olması için

bir gerek ve yeter koşul d = 0 ve δ = 0 olmasıdır [47].

Teorem 2.14.4. (Hodge Teoremi) Herhangi bir kompakt, yönlendirilebilir ve ke-

narsız (M, g) Riemann manifoldu üzerinde her kapalı r-form bir tek harmonik

kohomoloji sınıf temsilcisine sahiptir. Başka bir deyişle, de Rham kohomolojisi

Hr
dR (M) ile M manifoldu üzerinde harmonik r-formların uzayı Yr (M) izomor-

fiktir [54].

Teorem 2.14.5. (Poincaré Duality Teoremi) (M, g) herhangi bir n-boyutlu kom-

pakt, bağlantılı, yönlendirilebilir ve kenarsız Riemann manifold olsun. Bu du-

rumda her r ≤ n için

Hn−r
dR (M) ∼= Hr

dR (M)∗

olur. Özellikle, bn−k = bk ise izomorfiklik doğal olarak vardır [54].

2.15 Riemann Manifoldların Altmanifoldları

Tanım 2.15.1. M ve M herhangi iki diferansiyellenebilir manifold olsun. Eğer

F : M −→ M dönüşümü bir immersiyon ise M manifolduna M manifoldunun

bir immersed altmanifoldu denir [16, 56].

Tanım 2.15.2. M ve M herhangi iki diferansiyellenebilir manifold olsun. Eğer

F :M −→M dönüşümü bir imbedding ise M manifolduna veya F (M) görüntü-

süne M manifoldunun bir imbedding altmanifoldu denir [16, 56].
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Bir M manifoldunun herhangi bir altmanifoldu M ise bu durumda M altma-

nifoldu ya bir immersed altmanifolddur ya da bir imbedded altmanifolddur [16].

M manifolduna ise ambient manifold denir [45].

Tanım 2.15.3. Bir M manifoldunun herhangi bir altmanifoldu M olsun. M alt-

manifoldu üzerinde bir X ∈ Γ (TM) vektör alanını düşünelim. Eğer M ambient

manifoldu üzerinde tanımlı bir X vektör alanının M altmanifolduna kısıtlanması

X, başka bir deyişle X|M = X ise X vektör alanına X vektör alanının bir geniş-

lemesi denir [56].

Tanım 2.15.4. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M ve ι : M −→ M bir immersiyon olsun. Eğer ι immersiyonu birebir ise M

altmanifolduna M Riemann manifoldunun Riemann altmanifoldu denir [45].

Tanım 2.15.5. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu M

olsun. Bu durumda her X,Y ∈ Γ (TM) için

g (X,Y ) = g (X,Y )

ile tanımlı g Riemann metriğine M altmanifoldu üzerinde bir indirgenmiş metrik

denir. Ayrıca, M altmanifoldu g Riemann metriği ile bir Riemann manifolddur

[56].

Tanım 2.15.6. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu M

olsun. Bir p ∈ M noktasında M ambient manifoldu üzerinde Vp tanjant vektö-

rünü düşünelim. Eğer p ∈ M noktasında her Xp ∈ TpM tanjant vektörü için

g (Xp, Vp) = 0 ise Vp tanjant vektörüne M altmanifoldunun M ambient manifol-

dunda bir normal vektörü denir [16].

Tanım 2.15.7. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. M altmanifoldunun M ambient manifoldunda bir birim normal vektör

alanına M altmanifoldu üzerinde bir normal kesit denir [16].
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Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu M olsun. M

altmanifoldunun M ambient manifoldunda tüm normal vektörlerinin vektör de-

meti TM⊥ ile gösterilir. Bu durumda M ambient manifoldunun tanjant demeti

M altmanifoldunun TM tanjant demeti ile TM⊥ normal demetinin direkt topla-

mıdır. Yani, M ambient manifoldunun TM tanjant demeti TM = TM ⊕ TM⊥

ayrışımına sahiptir [16].

Teorem 2.15.1. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir M altmanifoldu

üzerinde tanımlı X ve Y vektör alanlarının genişlemeleri, sırasıyla, X ve Y olsun.

Bu durumda
[
X, Y

]∣∣
M

ve ∇XY
∣∣
M

vektör alanları X ve Y vektör alanlarının M

ambient manifolduna genişlemelerinden bağımsızdır. Buna ek olarak,
[
X, Y

]∣∣
M

=

[X,Y ] ve ∇XY
∣∣
M

= ∇XY eşitlikleri geçerlidir. Burada ∇, M ambient manifoldu

üzerindeki Levi-Civita konneksiyonu göstermektedir [16].

Tanım 2.15.8. Bir
(
M, g

)
Riemann M manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. Her X,Y ∈ Γ (TM) için

h (X,Y ) =
(
∇XY

)⊥
kuralı ile tanımlı h : Γ (TM) × Γ (TM) −→ Γ

(
TM⊥) dönüşümüne M altmani-

foldunun ikinci temel formu denir [45].

Lemma 2.15.1. Bir
(
M, g

)
Riemann M manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. M altmanifoldunun ikinci temel formu h için

(a) M altmanifold üzerinde tanımlı vektör alanlarının M ambient manifolduna

genişlemelerinden bağımsızdır,

(b) C∞ (M,R)-bilineerdir,

(c) Simetriktir
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özellikleri geçerlidir [45].

Lemma 2.15.2. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. Her X,Y ∈ Γ (TM) için

∇ (X,Y ) = ∇XY =
(
∇XY

)⊤
kuralı ile tanımlı ∇ : Γ (TM) × Γ (TM) −→ Γ (TM) dönüşümü M altmanifoldu

üzerinde simetrik ve torsiyonsuz bir lineer konneksiyondur. Yani, ∇ bir Levi-

Civita konneksiyondur ve indirgenmiş konneksiyon olarak adlandırılır [45].

Teorem 2.15.2. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. Bu durumda M ambient manifolduna genişlemesi mevcut her X,Y ∈

Γ (TM) vektör alanları için M altmanifoldu boyunca

∇XY = ∇XY + h (X,Y )

eşitliği geçerlidir. Bu eşitliğe Gauss formülü denir [45].

Tanım 2.15.9. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu M

olsun. Her X ∈ Γ (TM) ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için

A (V,X) = AVX = −
(
∇XV

)⊤
kuralı ile tanımlı A : Γ (TM) × Γ

(
TM⊥) −→ Γ (TM) dönüşümüne M altmani-

foldunun şekil operatörü, Weingarten temel tensörü veya Weingarten dönüşümü

denir. AV : Γ (TM) −→ Γ (TM) dönüşümü ise V normal vektör alanına göre

M altmanifoldunun şekil operatörü, Weingarten temel tensörü veya Weingarten

dönüşümü olarak adlandırılır [38, 55].

Önerme 2.15.1. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. M altmanifoldunun A şekil operatörü C∞ (M,R)-bilineerdir [56].
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Önerme 2.15.2. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. M altmanifoldunun A şekil operatörü self adjointtir. Yani, her X,Y ∈

Γ (TM) ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için

g (AVX,Y ) = g (AV Y,X) (2.15.1)

eşitliğini sağlar [56].

Önerme 2.15.3. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. M altmanifoldunun ikinci temel formu h ile şekil operatörü A arasında

her X,Y ∈ Γ (TM) ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için

g (h (X,Y ) , V ) = g (AVX,Y ) (2.15.2)

şeklinde bir bağıntı vardır [56].

Önerme 2.15.4. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. Her X ∈ Γ (TM) ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için

∇⊥ (X,V ) = ∇⊥
XV =

(
∇XV

)⊥
kuralı ile tanımlı ∇⊥ : Γ (TM)× Γ

(
TM⊥) −→ Γ

(
TM⊥) dönüşümü M altmani-

foldunun TM⊥ normal demeti üzerinde indirgenmiş metriğe göre TM⊥ normal

demetinde bir metrik konneksiyondur ve normal konneksiyon olarak adlandırılır

[16, 56].

Teorem 2.15.3. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. Bu durumda M ambient manifolduna genişlemesi mevcut her X ∈

Γ (TM) ve V ∈ Γ
(
TM⊥) vektör alanları için M altmanifoldu boyunca

∇XV = −AVX +∇⊥
XV

eşitliği geçerlidir. Bu eşitliğe Weingarten formülü denir [45].
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Tanım 2.15.10. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. M altmanifoldu üzerinde bir V ∈ Γ
(
TM⊥) normal vektör alanını dü-

şünelim. Eğer her X ∈ Γ (TM) için ∇⊥
XV = 0 ise V normal vektör alanı TM⊥

normal vektör demetinde paralel olarak adlandırılır. Burada ∇⊥, M altmanifoldu

üzerindeki normal konneksiyonu göstermektedir [16].

Tanım 2.15.11. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. Eğer M altmanifoldunun ikinci temel formu h veya şekil operatörü A

sıfır vektör alanına eşit ise M total geodezik bir altmanifold olarak adlandırılır

[38].

Tanım 2.15.12. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. Eğer bir V normal kesiti ve bir α ∈ C∞ (M,R) için AV = αI ise

M altmanifolduna V normal kesitine göre bir total umbilik altmanifold denir. V

normal kesiti ise M altmanifoldu üzerinde bir umbilik kesit olarak adlandırılır

[38].

Tanım 2.15.13. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. Eğer M altmanifoldu her normal kesite göre total umbilik ise M bir

total umbilik altmanifold olarak adlandırılır [38].

Tanım 2.15.14. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun n-boyutlu herhangi bir M

altmanifoldunun ikinci temel formu h ve bir p ∈ M noktasında TpM tanjant

uzayının bir ortonormal bazı {E1, . . . , En}p olsun. O zaman

Tr (h) =
n∑

i=1

h (Ei, Ei)p

ile tanımlı Tr (h) normal vektör alanına h ikinci temel formunun izi denir. h

ikinci temel formunun Tr (h) izi p ∈ M noktasında TpM tanjant uzayının baz

seçiminden bağımsızdır [38].
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Tanım 2.15.15. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun n-boyutlu herhangi bir M

altmanifoldunun h ikinci temel formu Tr (h) olsun. O zaman

H =
1

n
Tr (h)

ile tanımlı H normal vektör alanına M altmanifoldunun ortalama eğrilik vektörü

denir [38].

Tanım 2.15.16. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun n-boyutlu herhangi bir M

altmanifoldunun ortalama eğrilik vektörü H olsun. Eğer H = 0 ise M altmani-

folduna bir minimal altmanifold denir [38].

Önerme 2.15.5. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun n-boyutlu herhangi bir M

altmanifoldunun ikinci temel formu h ve ortalama eğrilik vektörü H olsun. O

zaman M altmanifoldunun bir total umbilik altmanifold olması için bir gerek ve

yeter koşul her X,Y ∈ Γ (TM) için

h (X,Y ) = g (X,Y )H (2.15.3)

veya denk olarak her X,Y ∈ Γ (TM) ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için

AVX = g (H, V )X (2.15.4)

eşitliğinin sağlanmasıdır [38].

Teorem 2.15.4. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu M

olsun. M ve M manifoldlarının eğrilik tensör alanlarını, sırasıyla, R ve R ile gös-

terelim. Bu durumda M ambient manifolduna genişlemesi mevcut her X,Y, Z,W ∈

Γ (TM) vektör alanları için M altmanifoldu boyunca

g
(
R (X,Y )Z,W

)
= g (R (X,Y )Z,W )−g (h (X,W ), h (Y,Z))+g (h (Y,W ), h (X,Z))

eşitliği geçerlidir. Bu eşitliğe Gauss denklemi denir [16, 38, 56].
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Tanım 2.15.17. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. Her X,Y, Z ∈ Γ (TM) için

(
∇h
)
(X,Y,Z)=

(
∇Xh

)
(Y,Z)=∇⊥

X (h (Y,Z))−h (∇XY,Z)−h (Y,∇XZ) (2.15.5)

kuralı ile tanımlı ∇h : Γ (TM) × Γ (TM) −→ Γ
(
TM⊥) dönüşümüne h ikinci

temel formunun kovaryant türevi denir. ∇Xh operatörü ise X vektör alanına göre

h ikinci temel formunun kovaryant türevi olarak adlandırılır [38].

Tanım 2.15.18. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. Eğer her X için ∇Xh = 0 ise h ikinci temel formu paralel olarak

adladırılır [16].

Teorem 2.15.5. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu M

olsun. M ve M manifoldlarının eğrilik tensör alanlarını, sırasıyla, R ve R ile gös-

terelim. Bu durumda M ambient manifolduna genişlemesi mevcut her X,Y, Z ∈

Γ (TM) vektör alanları için M altmanifoldu boyunca

(
R (X,Y )Z

)⊥
=
(
∇Xh

)
(Y, Z)−

(
∇Y h

)
(X,Z)

eşitliği geçerlidir. Bu eşitliğe Codazzi denklemi denir. Eğer M altmanifoldu total

umbilik ise bu durumda Codazzi denklemi her V ∈ Γ
(
TM⊥) için

g
(
R (X,Y )Z, V

)
= g (Y, Z) g

(
∇⊥

XH, V
)
− g (X,Z) g

(
∇⊥

YH, V
)

(2.15.6)

ile verilir [16, 38, 56].

Teorem 2.15.6. Bir
(
M, g

)
Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. M ve M manifoldlarının eğrilik tensör alanlarını, sırasıyla, R ve R ile

gösterelim. Bu durumda M ambient manifolduna genişlemesi mevcut her X,Y ∈

Γ (TM) ve U, V ∈ Γ
(
TM⊥) vektör alanları için M altmanifoldu boyunca

g
(
R (X,Y )V, U

)
= g

(
R⊥ (X,Y )V, U

)
+ g ([AU , AV ]X,Y )

eşitliği geçerlidir. Bu eşitliğe Ricci denklemi denir [16, 38, 56].
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2.16 Manifoldlar Üzerinde Distribüsyonlar

Tanım 2.16.1. Herhangi bir diferansiyellenebilir manifold M olsun. Her bir p ∈

M noktasına TpM tanjant uzayının r-boyutlu Dp altuzayını karşılık getiren D

dönüşümüne bir r-boyutlu tanjant distribüsyon veya bir r-boyutlu distribüsyon

veya bir r-düzlem alan denir [38, 46].

X ∈ Γ (TM) olsun. Eğer her p ∈ M için Xp ∈ Dp ise X vektör alanı D

distribüsyonuna aittir ve X ∈ Γ (D) ile gösterilir [38].

Tanım 2.16.2. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir r-

boyutlu distribüsyon D olsun. Her p ∈ M noktasının bir komşuluğunda r-tane

diferansiyellenebilir X1, . . . , Xr ∈ Γ (D) lineer bağımsız vektör alanları mevcut

ise D distribüsyonuna diferansiyellenebilir denir [38].

Bundan sonra aksi belirtilmedikçe, tüm distribüsyonların C∞ sınıfından dife-

ransiyellenebilir olduğunu varsayalım.

Tanım 2.16.3. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir dist-

ribüsyon D olsun. Eğer her X,Y ∈ Γ (D) için [X,Y ] ∈ Γ (D) ise D distribüsyo-

nuna involutif denir [38].

Tanım 2.16.4. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun bir altmani-

foldu M olsun. M ambient manifoldu üzerinde bir D distribüsyonunu düşünelim.

Eğer her p ∈ M için Dp = F∗ (TpM) ise M altmanifolduna D distribüsyonunun

bir integral manifoldu denir. Burada F :M −→M bir imbeddingtir [16, 38].

Tanım 2.16.5. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun bir altmani-

foldu M olsun. M ambient manifoldu üzerinde bir D distribüsyonunu düşünelim.

Eğer D distribüsyonunun M altmanifoldunu içeren başka bir integral manifoldu
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yoksa M altmanifolduna D distribüsyonunun bir maksimal integral manifoldu de-

nir [38].

Tanım 2.16.6. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun bir altmani-

foldu M olsun. M ambient manifoldu üzerinde bir D distribüsyonunu düşünelim.

Eğer her bir p ∈ M noktasını içeren D distribüsyonunun bir integral manifoldu

varsa D distribüsyonuna integrallenebilir denir [38].

Teorem 2.16.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir

distribüsyon D olsun. Eğer D distribüsyonunu involutif ise integrallenebilirdir.

Ayrıca, her bir p ∈M noktasından geçen bir tek M maksimal integral manifoldu

vardır ve p ∈M noktasını içeren diğer integral manifoldlar M maksimal integral

manifoldunun bir açık altmanifoldudur. Bu teoreme Frobenius Teoremi denir [38].

Tanım 2.16.7. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir lineer

konneksiyon ∇ ve bir distribüsyon D olsun. Eğer her X ∈ Γ (TM) ve Y ∈ Γ (D)

ise ∇XY ∈ Γ (D) ise D distribüsyonuna ∇ lineer konneksiyonuna göre paralel

denir [38].

Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde iki tamamlayıcı dist-

ribüsyon D ve D
′
olsun. Bu durumda TM tanjant demeti TM = D⊕D′ ayrışımı

ile verilir [38].

Teorem 2.16.2. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde iki ta-

mamlayıcı distribüsyon D ve D′ olsun. TM tanjant demetinin D ve D′ distribüs-

yonlarına projeksiyon operatörlerini, sırasıyla, r ve s ile gösterelim. Bu durumda

D ve D
′ distribüsyonlarına göre paralel ∇ lineer konneksiyonlar her X,Y ∈

Γ (TM) için

∇XY = r∇′

XrY + s∇′

XsY + rQ (X, rY ) + sQ (X, sY )
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ile verilir. Burada ∇′ ve Q, sırasıyla, M manifoldu üzerinde herhangi bir lineer

konneksiyon ve (1, 2) tipinde bir tensör alanıdır [38].

Teorem 2.16.3. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu üzerinde iki tamamla-

yıcı ve ortogonal distribüsyon D ve D⊥ olsun. (M, g) Riemann manifoldu üzerin-

deki Levi-Civita konneksiyonu ∇ ile gösterelim. D ve D⊥ distribüsyonlarının ∇

Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel olması için bir gerek ve yeter koşul D ve

D⊥ distribüsyonlarının integrallenebilir ve maksimal integral manifoldlarının M

ambient manifoldunda total geodezik olmasıdır [38].

Teorem 2.16.4. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu üzerinde iki tamam-

layıcı ve ortogonal distribüsyon D ve D⊥ olsun. (M, g) Riemann manifoldu üze-

rindeki Levi-Civita konneksiyonu ∇ ile gösterelim. D distribüsyonunun ∇ Levi-

Civita konneksiyonuna göre paralel olması için bir gerek ve yeter koşul D⊥ dist-

ribüsyonunun ∇ Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel olmasıdır [38].
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3. ALTIN MANİFOLDLAR

Bu bölüm beş alt bölümden oluşmaktadır ve altın manifoldlar üzerinde pa-

ralellik, half paralellik, anti half paralellik, integrallenebilirlik ve geodeziklik kav-

ramlarına yer verilmiştir. Bu kavramlar araştırılırken herhangi bir lineer konnek-

siyon ve buna bağlı olarak tanımlanan Schouten ve Vrănceanu konneksiyonları

kullanılmıştır. Birinci ve ikinci alt bölümlerde, sırasıyla, altın yapılar ve altın Ri-

emann manifoldlar ile ilgili bazı temel bilgilerden bahsedildi. Üçünçü alt bölümde,

herhangi bir manifold üzerinde bir altın yapının doğal olarak tanımladığı iki dist-

ribüsyonun paralelliği herhangi bir lineer konneksiyonunun Levi-Civita olduğu ya

da olmadığı durumlara göre incelendi ve distribüsyonların her ikisinin paralelliği

için gerek ve yeter koşullar verildi. Herhangi bir altın yapıya göre paralel lineer

konneksiyonlar için genel bir form saptandı. Herhangi bir altın yapının doğal iki

distribüsyonunun her birinin Schouten konneksiyonuna (ya da Vrănceanu konnek-

siyonuna) göre half paralel olması için ayrı ayrı birer karakterizasyon elde edildi.

Bunun yanısıra, her iki distribüsyonun hem Schouten konneksiyonuna hem de Vr-

ănceanu konneksiyonuna göre daima anti half paralel olduğu kanıtlandı. Dördüncü

alt bölümde, herhangi bir altın yapının ve ilgili iki distribüsyonunun integralle-

nebilirliği araştırıldı. Vrănceanu konneksiyonunun simetrik olması için bir koşul

belirlendi. Schouten ve Vrănceanu konneksiyonlarından herhangi biri simetrik ise
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altın yapının integrallenebilir olduğu gösterildi. Ayrıca, her iki distribüsyonun in-

tegrallenebilirliği ve maksimal integral manifoldlarının total geodezikliği ile ilgili

sonuçlar ortaya konuldu. Beşinci alt bölümde ise herhangi bir altın manifold üze-

rinde bir eğrinin Schouten konneksiyonuna (ya da Vrănceanu konneksiyonuna)

göre bir geodezik olmasına denk bir ifade bulundu.

3.1 Altın Yapılar

Tanım 3.1.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu üzerinde (1, 1)

tipinde bir tensör alanı F olsun. Eğer her p ∈M noktasında F n−1 (p), F n−2 (p),

. . ., F (p), I (p) tensörleri lineer bağımsız olacak şekilde F tensör alanı

Q (x) = xn + anx
n−1 + · · ·+ a2x+ a1I = 0

cebirsel denklemini sağlıyorsa F tensör alanına bir polinom yapı denir. Q (x)

monik polinomu ise bir yapı polinomu olarak adlandırılır. Burada I, M manifoldu

üzerindeki (1, 1) tipinde özdeşlik tensör alanı göstermektedir [17].

Tanım 3.1.2. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu üzerinde (1, 1)

tipinde bir tensör alanı P olsun. Eğer P tensör alanı

P 2 = I

denklemini sağlıyorsa P tensör alanına M manifoldu üzerinde bir hemen hemen

çarpım yapı denir [61]. Başka bir deyişle, herhangi bir M diferansiyellenebilir reel

manifoldu üzerinde bir P hemen hemen çarpım yapısı, yapı polinomu Q (x) =

x2 − I ile verilen 2. dereceden bir polinom yapıdır [17].

Tanım 3.1.3. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu üzerinde (1, 1)

tipinde bir tensör alanı Φ olsun. Eğer Φ tensör alanı

Φ2 = Φ+ I (3.1.1)
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denklemini sağlıyorsa Φ tensör alanına M manifoldu üzerinde bir altın yapı denir.

Başka bir deyişle, herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu üzerinde bir

Φ altın yapısı, yapı polinomu Q (x) = x2−x−I ile verilen 2. dereceden bir polinom

yapıdır [20].

Önerme 3.1.1. (Fn) Fibonacci dizisi olsun. Herhangi bir M diferansiyellenebilir

reel manifoldu üzerinde bir Φ altın yapının kuvveti her n ∈ Z+ için

Φn = FnΦ + Fn−1I

şeklindedir [20].

Önerme 3.1.2. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu üzerinde bir

altın yapı Φ olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler geçerlidir [20]:

(a) Φ altın yapısının öz değerleri altın oran ϕ ve 1− ϕ reel sayılarıdır,

(b) Φ altın yapısı M manifoldunun her bir noktasındaki tanjant uzaylar üze-

rinde bir izomorfizmdir,

(c) Φ altın yapısının tersi vardır. Eğer tersi Φ−1 ise Φ−1 = Φ− I ile verilir ve

(Φ−1)
2
= −Φ−1 + I eşitliğini sağlar.

Önerme 3.1.3. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu üzerinde bir

altın yapı Φ olsun. Bu durumda Φ altın yapısının tersi bir altın yapı değildir [20].

Önerme 3.1.4. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu üzerinde bir

altın yapı Φ olsun. Bu durumda Ψ = I −Φ ile tanımlı (1, 1) tipinde tensör alanı

bir altın yapıdır [20].

Teorem 3.1.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu üzerinde bir

P hemen hemen çarpım yapısı

Φ1 =
I +

√
5P

2
, Φ2 =

I −
√
5P

2
(3.1.2)
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şeklinde iki tane Φ1 ve Φ2 altın yapılarını tanımlar. Tersine, M manifoldu üze-

rinde bir Φ altın yapısı

P1 =
1√
5
(2Φ− I) , P2 = − 1√

5
(2Φ− I) (3.1.3)

şeklinde iki tane P1 ve P2 hemen hemen çarpım yapılarını tanımlar [20].

Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu üzerinde bir altın yapı Φ

olsun. M manifoldunun tanjant demeti üzerinde r ve s dönüşümlerini, sırasıyla,

r =
1√
5
((ϕ− 1) I + Φ) (3.1.4)

ve

s =
1√
5
(ϕI − Φ) (3.1.5)

ile tanımlayalım. Burada ϕ ve 1−ϕ değerleri, x2−x−1 = 0 cebirsel denkleminin

kökleridir. Bu durumda

r + s = I, r2 = r, s2 = s, rs = 0, sr = 0 (3.1.6)

eşitlikleri geçerlidir. Yani, r ve s dönüşümleri TM tanjant demetini iki tamamla-

yıcı kısma ayıran projeksiyon operatörlerdir. Böylece, r ve s projeksiyon operatör-

leri iki tane tamamlayıcı distribüsyon tanımlar. r ve s projeksiyon operatörlerine

karşılık gelen distribüsyonlar, sırasıyla, R ve S olsun. O halde, R ve S distribüs-

yonları, sırasıyla,

R =
∪
p∈M

Rp, Rp = {Xp ∈ TpM : ΦXp = ϕXp} (3.1.7)
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ve

S =
∪
p∈M

Sp, Sp = {Xp ∈ TpM : ΦXp = (1− ϕ)Xp} (3.1.8)

ile verilir. Yani, TM tanjant demeti TM = R⊕ S ayrışımına sahiptir. Ayrıca, Φ

altın yapısı

Φ = ϕr + (1− ϕ) s (3.1.9)

formunda yazılabilir. Buradan ise

Φr = rΦ = ϕr =
ϕ√
5
Φ +

1√
5
I (3.1.10)

ve

Φs = sΦ = (1− ϕ) s = −(1− ϕ)√
5

Φ− 1√
5
I (3.1.11)

eşitliklerinin sağlandığı görülür [20].

Tersine, M manifoldu üzerinde iki tamamlayıcı R ve S distribüsyonları var

olsun. R ve S distribüsyonlarına karşılık gelen projeksiyon operatörleri, sırasıyla,

r ve s ile gösterelim. Bu durumda M manifoldu üzerinde

Φ = ϕr + (1− ϕ) s

ile tanımlı (1, 1) tipinde Φ tensör alanının bir altın yapı olduğu açıktır.

Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu üzerinde bir lineer kon-

neksiyon ∇ olsun.
Sc

∇ ve
V

∇ dönüşümleri, sırasıyla, her X,Y ∈ Γ (TM) için

Sc

∇XY = r (∇XrY ) + s (∇XsY ) (3.1.12)
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ve

V

∇XY = r (∇rXrY ) + s (∇sXsY ) + r [sX, rY ] + s [rX, sY ] (3.1.13)

kuralları ile tanımlayalım.
Sc

∇ ve
V

∇ dönüşümlerini, sırasıyla, Schouten konneksiyon

ve Vrănceanu konneksiyon olarak adlandırılır [62, 63]. Ayrıca, Schouten ve Vrăn-

ceanu konneksiyonlarının birer lineer konneksiyon olduğu kolayca gösterilebilir.

3.2 Altın Riemann Manifoldlar

Tanım 3.2.1. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu üzerinde bir altın yapı Φ

olsun. Eğer her X,Y ∈ Γ (TM) için

g (ΦX,Y ) = g (X,ΦY ) (3.2.1)

eşitliği sağlanıyorsa g Riemann metriğine Φ-uyumlu denir [21].

Tanım 3.2.2. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu üzerinde bir altın yapı Φ

olsun. Eğer g Riemann metriği Φ-uyumlu ise (g,Φ) ikilisine M manifoldu üze-

rinde bir altın Riemann yapı, (M, g,Φ) üçlüsüne ise bir altın Riemann manifold

denir [21].

Önerme 3.2.1. Herhangi bir (M, g,Φ) altın Riemann manifoldunda aşağıdaki

ifadeler sağlanır [20]:

(a) Her X,Y ∈ Γ(TM) için

{
g (rX, Y ) = g (X, rY )

g (sX, Y ) = g (X, sY )
, yani, r ve s projeksiyon

operatörleri g-simetriktir,

(b) Her X,Y ∈ Γ(TM) için g (rX, sY ) = 0, bir başka deyişle, R ve S distri-

büsyonları g-ortogonaldir.

Bir Φ altın yapısının kovaryant türevi her X,Y ∈ Γ (TM) için

(∇XΦ)Y = ∇XΦY − Φ∇XY (3.2.2)
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ile tanımlanır. Eğer

∇Φ = 0

ise Φ altın yapısı ∇ lineer konneksiyonuna göre paraleldir.

Tanım 3.2.3. Herhangi bir (M, g,Φ) altın Riemann manifoldu üzerinde bir lineer

konneksiyon ∇ olsun. Eğer Φ altın yapısı ∇ lineer konneksiyonuna göre paralel

ise M bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifold olarak adlandırılır [20].

3.3 Paralellik, Half Paralellik ve Anti Half Paralellik Kav-

ramları

[28] numaralı yayında Lagrangian F (a1, a2, . . . , an)-yapı manifoldunda tanımlı

distribüsyonlar için half paralellik ve anti half paralellik kavramları verildi. Şimdi,

bir (M,Φ) altın manifoldunun R ve S distribüsyonlarına benzer tanımları uygu-

layalım.

Her X,Y ∈ Γ (TM) için

(∆Φ) (X,Y ) = Φ∇XY − Φ∇YX −∇ΦXY +∇YΦX (3.3.1)

diyelim. O zaman aşağıdaki tanımları yapabiliriz.

Tanım 3.3.1. (M,Φ) herhangi bir altın manifold olsun. TM = R ⊕ S olacak

şekilde R ve S distribüsyonlarının mevcut olduğunu varsayalım. Eğer her X ∈

Γ (TM) ve Y ∈ Γ (R) için (∆Φ) (X,Y ) ∈ Γ (R) ise R distribüsyonuna ∇ lineer

konneksiyonuna göre half paralel denir.

Tanım 3.3.2. (M,Φ) herhangi bir altın manifold olsun. TM = R ⊕ S olacak

şekilde R ve S distribüsyonlarının mevcut olduğunu varsayalım. Eğer her X ∈
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Γ (TM) ve Y ∈ Γ (R) için (∆Φ) (X,Y ) ∈ Γ (S) ise S distribüsyonuna ∇ lineer

konneksiyonuna göre anti half paralel denir.

Aynı şekilde, S distribüsyonu için half paralellik ve anti half paralellik tanım-

lanabilir.

Önerme 3.3.1. (M,Φ) herhangi bir altın manifold olsun. Bu durumda aşağıdaki

ifadeler birbirine denktir:

(a) R ve S distribüsyonlarının her ikisi ∇ lineer konneksiyonuna göre parallel-

dir,

(b) Φ altın yapısı ∇ lineer konneksiyonuna göre paraleldir,

(c) r ve s projeksiyon operatörlerinin her ikisi ∇ lineer konneksiyonuna göre

paraleldir.

İspat. r + s = I gerçeği kullanılırsa, her X,Y ∈ Γ (TM) için

(∇XΦ)Y = ∇XΦY − Φ∇XY

= ∇XΦrY +∇XΦsY − Φ∇XrY − Φ∇XsY

olur. R ve S distribüsyonlarının her ikisinin de ∇ lineer konneksiyonuna göre

paralel olduğunu varsayalım. Bu durumda ∇ bir lineer konneksiyon olduğu için

(3.1.9) eşitliğinden açık bir şekilde ∇Φ = 0 olduğu görülür. Bu ise (a)⇒(b) öner-

mesinin doğru olduğunu gösterir. ∇I = 0 olduğu dikkate alınırsa, (3.1.4) ve (3.1.5)

eşitliklerinden

∇r = −∇s = 1√
5
∇Φ

olduğu anlaşılır. Eğer Φ altın yapısı ∇ lineer konneksiyonuna göre paralel ise

∇r = ∇s = 0
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elde edilir. Yani, (b)⇒(c) önermesi geçerlidir. Eğer r ve s projeksiyon operatörleri

∇ lineer konneksiyonuna göre paralel ise bu durumda her X,Y ∈ Γ (TM) için

∇XrY = r∇XY ∈ Γ (R) (3.3.2)

ve

∇XsY = s∇XY ∈ Γ (S) (3.3.3)

ifadeleri sağlanır. Yani, (3.3.2) ve (3.3.3) ifadeleri, sırasıyla, R ve S distribüsyon-

larının ∇ lineer konneksiyonuna göre paralel olduğunu belirtir. Böylece, (c)⇒(a)

önermesinin sağlandığı gösterilir. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.

Önerme 3.3.2. Herhangi bir (M, g,Φ) altın Riemann manifoldu üzerindeki Levi-

Civita konneksiyon ∇ olsun. O zaman aşağıdaki ifadeler birbirine denktir:

(a) R distribüsyonu ∇ Levi-Civita konneksiyonuna göre paraleldir,

(b) S distribüsyonu ∇ Levi-Civita konneksiyonuna göre paraleldir.

İspat. ∇g = 0 olması nedeniyle her X,Y, Z ∈ Γ (TM) için

g (∇XrY, sZ) = −g (rY,∇XsZ) (3.3.4)

elde edilir. Bu ise (a) ile (b) ifadelerinin denk olduğunu gösterir.

Teorem 3.3.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu üzerinde bir

altın yapı Φ olsun. Bu durumda ∇Φ = 0 olacak şekildeki ∇ lineer konneksiyonları

her X,Y ∈ Γ(TM) için

∇XY = Φ∇′

XΦY −∇′

XΦY + ΦQ (X,ΦY )−Q (X,ΦY )

veya

∇XY = r∇′

XrY + s∇′

XsY + rQ (X, rY ) + sQ (X, sY )

ile verilir. Burada ∇′ ve Q, sırasıyla, M manifoldu üzerinde bir lineer konneksiyon

ve (1, 2) tipinde bir tensör alanıdır.
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İspat. M manifoldu üzerinde bir ∇′
: Γ(TM)×Γ(TM) −→ Γ(TM) dönüşümünü

her X,Y ∈ Γ(TM) için

∇′
(X,Y ) = ∇′

XY = ∇XY −Q (X,Y ) (3.3.5)

kuralı ile tanımlayalım. Bu durumda ∇ dönüşümü her X,Y ∈ Γ(TM) ve f ∈

C∞ (M,R) için

∇′

X+YZ = ∇X+YZ −Q (X + Y, Z)

= ∇XZ +∇YZ −Q (X,Z)−Q (Y, Z)

= ∇XZ −Q (X,Z) +∇YZ −Q (Y, Z)

= ∇′

XZ +∇′

YZ,

∇′

X (Y + Z) = ∇X (Y + Z)−Q (X,Y + Z)

= ∇XY +∇XZ −Q (X,Y )−Q (X,Z)

= ∇XY −Q (X,Y ) +∇XZ −Q (X,Z)

= ∇′

XY +∇′

XZ,

∇′

fXY = ∇fXY −Q (fX, Y )

= f∇XY − fQ (X,Y )

= f∇′

XY

ve

∇′

XfY = ∇XfY −Q (X, fY )

= X (f)Y + f∇XY − fQ (X,Y )

= X (f)Y + f (∇XY −Q (X,Y ))

= X (f)Y + f∇′

XY
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koşullarını sağlar. O zaman ∇ bir lineer konneksiyondur. Eğer Φ altın yapısı

paralel ise her X,Y ∈ Γ(TM) için

(∇XΦ)Y = ∇XΦY − Φ∇XY = 0

veya

∇XΦY = Φ∇XY (3.3.6)

eşitliği geçerlidir. O halde (3.3.6) eşitliğine Φ altın yapısının tersi Φ−1 = Φ − I

uygulanırsa,

∇XY = Φ−1∇XΦY

= (Φ− I)∇XΦY

= Φ∇XΦY −∇XΦY

olur. Böylece, (3.3.5) eşitliği yardımıyla

∇XY = Φ∇XΦY −∇XΦY

= Φ
(
∇′

XΦY +Q (X,ΦY )
)
−
(
∇′

XΦY +Q (X,ΦY )
)

= Φ∇′

XΦY + ΦQ (X,ΦY )−∇′

XΦY −Q (X,ΦY )

= Φ∇′

XΦY −∇′

XΦY + ΦQ (X,ΦY )−Q (X,ΦY )

elde edilir. Şimdi, Φ altın yapısına göre paralel ∇ lineer konneksiyonların hangi

formda olduğunu r ve s projeksiyon operatörleri cinsinden ifade edelim. Φ altın

yapısının paralel olduğunu varsayalım. Bu durumda Önerme 3.3.1’den R ve S

distribüsyonları ∇ lineer konneksiyonuna göre paraleldir. Bu yüzden, her X,Y ∈

Γ(TM) için

∇XrY ∈ Γ (R) veya s∇XrY = 0 (3.3.7)

ve

∇XsY ∈ Γ (S) veya r∇XsY = 0 (3.3.8)
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olur. (3.3.7) ve (3.3.8) ifadelerinin her ikisi de her X,Y ∈ Γ(TM) için

r∇XsY + s∇XrY = 0

eşitliği ile verilebilir. Buradan ise r+s = I olduğu dikkate alınırsa, (3.3.5) eşitliği

yardımıyla her X,Y ∈ Γ(TM) için

0 = r∇XsY + s∇XrY

= r
(
∇′

XsY +Q (X, sY )
)
+ s

(
∇′

XrY +Q (X, rY )
)

= r
(
∇′

XY −∇′

XrY +Q (X,Y )−Q (X, rY )
)

+ s
(
∇′

XY −∇′

XsY +Q (X,Y )−Q (X, sY )
)

= r
(
∇′

XY +Q (X,Y )−∇′

XrY −Q (X, rY )
)

+ s
(
∇′

XY +Q (X,Y )−∇′

XsY −Q (X, sY )
)

= r
(
∇XY −∇′

XrY −Q (X, rY )
)
+ s

(
∇XY −∇′

XsY −Q (X, sY )
)

= r∇XY − r∇′

XrY − rQ (X, rY ) + s∇XY − s∇′

XsY − sQ (X, sY )

= r∇XY + s∇XY − r∇′

XrY − s∇′

XsY − rQ (X, rY )− sQ (X, sY )

= ∇XY − r∇′

XrY − s∇′

XsY − rQ (X, rY )− sQ (X, sY )

elde edilir. Bu ise her X,Y ∈ Γ(TM) için

∇XY = r∇′

XrY + s∇′

XsY + rQ (X, rY ) + sQ (X, sY )

olduğunu ifade eder. Dolayısıyla, ispat tamamlanış olur.

Önerme 3.3.3. (M,Φ) herhangi bir altın manifold olsun. Bu durumda aşağıdaki

ifadeler geçerlidir [20]:

(a) R ve S distribüsyonları Schouten ve Vrănceanu konneksiyonlarına göre pa-

raleldir,

(b) r ve s projeksiyon operatörleri Schouten ve Vrănceanu konneksiyonlarına

göre paraleldir,
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(c) Φ altın yapısı Schouten ve Vrănceanu konneksiyonlarına göre paraleldir.

İspat. Y ∈ Γ (R) olsun. Bu durumda sY = 0 ve rY = Y olur. (3.1.12) ve (3.1.13)

eşitliklerinden, sırasıyla, her X ∈ Γ (TM) için

Sc

∇XY = r (∇XrY ) + s (∇XsY ) = s (∇XsY ) ∈ Γ (R) (3.3.9)

ve

V

∇XY = r (∇rXrY ) + s (∇sXsY ) + r [sX, rY ] + s [rX, sY ] (3.3.10)

= r (∇rXrY ) + r [sX, rY ] ∈ Γ (R)

elde edilir. Böylece, (3.3.9) ve (3.3.10) eşitlikleri R distribüsyonunun Schouten ve

Vrănceanu konneksiyonlarına göre paralel olduğunu ifade eder. Benzer şekilde S

distribüsyonunun Schouten ve Vrănceanu konneksiyonlarına göre paralel olduğu

gösterilebilir. Böylece, (a) ifadesi ispatlanmış olur. (3.1.12) ve (3.1.13) eşitlikleri

dikkate alınırsa, Schouten ve Vrănceanu konneksiyonların kovaryant türevlerinin,

sırasıyla, her X,Y ∈ Γ (TM) için(
Sc

∇Xr

)
Y =

Sc

∇XrY − r

(
Sc

∇XY

)
(3.3.11)

= r
(
∇Xr

2Y
)
− r2 (∇XrY )

= r (∇XrY )− r (∇XrY )

= 0

ve (
V

∇Xr

)
Y =

V

∇XrY − r

(
V

∇XY

)
(3.3.12)

= r
(
∇rXr

2Y
)
+ r

[
sX, r2Y

]
− r2 (∇rXrY )− r2 [sX, rY ]

= r (∇rXrY ) + r [sX, rY ]− r (∇rXrY )− r [sX, rY ]

= 0
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olduğu bulunur. Yani, (3.3.11) ve (3.3.12) eşitlikleri r projeksiyon operatörünün

Schouten ve Vrănceanu konneksiyonlarına göre paralel olduğunu belirtir. Ben-

zer şekilde s projeksiyon operatörünün Schouten ve Vrănceanu konneksiyonlarına

göre paralel olduğunu gösterilebilir. O halde (b) ifadesinin geçerli olduğu elde

edilir. (b) ifadesi yardımıyla (3.1.9) eşitliğinden Φ altın yapısının Schouten ve Vr-

ănceanu konneksiyonlarına göre paralel olduğu açıktır. Bu ise (c) ifadesinin doğru

olduğunu gösterir. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.

Teorem 3.3.2. (M,Φ) herhangi bir altın manifold olsun. Bu durumda aşağıdaki

ifadeler birbirine denktir:

(a) R ve S distribüsyonlarının her ikisi ∇ lineer konneksiyonuna göre paraleldir,

(b)
Sc

∇ Schouten konneksiyonu ile ∇ lineer konneksiyonu birbirine eşittir.

İspat. R ve S distribüsyonlarının ∇ lineer konneksiyonuna göre paralel ise direkt

bir hesaplama ile her X,Y ∈ Γ (TM) için

Sc

∇XY = r (∇XrY ) + s (∇XsY )

= ∇XrY +∇XsY

= ∇XY

olduğu bulunur. Bu ise (a)⇒(b) önermesinin doğru olduğunu gösterir. Şimdi,
Sc

∇ = ∇ olduğunu varsayalım. Schouten konneksiyonunun (3.1.12) eşitliğinde ve-

rilen ifadesi yardımıyla her X,Y ∈ Γ (TM) için

∇XrY =
Sc

∇XrY = r
(
∇Xr

2Y
)
+ s (∇XsrY ) = r∇XrY ∈ Γ (R) (3.3.13)

ve

∇XsY =
Sc

∇XsY = r (∇XrsY ) + s
(
∇Xs

2Y
)
= s (∇XsY ) ∈ Γ (S) (3.3.14)

elde edilir. Yani, (3.3.13) ve (3.3.14) ifadelerinden, sırasıyla, R ve S distribüsyon-

larının ∇ lineer konneksiyonuna göre paralel olduğunu anlaşılır. O halde (b)⇒(a)

önermesi geçerlidir. Dolayısıyla, ispat gösterilmiş olur.
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Sonuç 3.3.1. (M,Φ) herhangi bir altın manifold olsun. Bu durumda aşağıdaki

ifadeler birbirine denktir:

(a) R ve S distribüsyonlarının her ikisi ∇ lineer konneksiyonuna göre paraleldir,

(b) Φ altın yapısı ∇ lineer konneksiyonuna göre paraleldir,

(c) r ve s projeksiyon operatörlerinin her ikisi ∇ lineer konneksiyonuna göre

paraleldir,

(d)
Sc

∇ Schouten konneksiyonu ile ∇ lineer konneksiyonu birbirine eşittir.

İspat. Önerme 3.3.1 ve Teorem 3.3.2 birleştirilirse, ispat elde edilir.

Teorem 3.3.3. Herhangi bir (M, g,Φ) altın Riemann manifoldu üzerindeki Levi-

Civita konneksiyon ∇ olsun.
Sc

∇ Schouten konneksiyonunun ∇ Levi-Civita kon-

neksiyonuna eşit olması için bir gerek ve yeter koşul R ve S distribüsyonlarından

herhangi birisinin ∇ Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel olmasıdır.

İspat. Önerme 3.3.2, Teorem 3.3.2’ye uygulanırsa, ispat gösterilmiş olur.

Teorem 3.3.4. (M,Φ) herhangi bir altın manifold olsun. Bu durumda aşağıdaki

ifadeler sağlanır:

(a)
V

∇ Vrănceanu konneksiyonu ∇ lineer konneksiyonuna eşit ise o zaman R ve

S distribüsyonlarının her ikisi de ∇ lineer konneksiyonuna göre paraleldir,

(b) ∇ lineer konneksiyonunun simetrik olduğunu varsayalım. Eğer R ve S dist-

ribüsyonları ∇ lineer konneksiyonuna göre paralel ise o zaman
V

∇ Vrănceanu

konneksiyonu ile ∇ lineer konneksiyonu birbirine eşittir.

İspat.
V

∇ Vrănceanu konneksiyonu ile ∇ lineer konneksiyonu birbirine eşit oldu-

ğunu varsayalım. Vrănceanu konneksiyonunun (3.1.13) eşitliğinde verilen ifadesi

kullanılırsa, her X,Y ∈ Γ (TM) için

∇XrY =
V

∇XrY = r (∇rXrY ) + r [sX, rY ] ∈ Γ (R) (3.3.15)
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ve

∇XsY =
V

∇XsY = s (∇sXsY ) + s [rX, sY ] ∈ Γ (S) (3.3.16)

olduğu görülür. O zaman (3.3.15) ve (3.3.16) ifadeleri, sırasıyla, R ve S distri-

büsyonlarının ∇ lineer konneksiyonuna göre paralel olduğunu belirtir. Yani, (a)

ifadesi gösterilmiş olur. Eğer ∇ lineer konneksiyonu simetrik ise Vrănceanu kon-

neksiyonunun (3.1.13) eşitliğinde verilen ifadesi her X,Y ∈ Γ (TM) için

V

∇XY = r (∇rXrY ) + s (∇sXsY ) + r [sX, rY ] + s [rX, sY ] (3.3.17)

= r (∇rXrY ) + s (∇sXsY ) + r (∇sXrY )

− r (∇rY sX) + s (∇rXsY )− s (∇sY rX)

= r (∇rX+sXrY ) + s (∇rX+sXsY )− r (∇rY sX)− s (∇sY rX)

= r (∇XrY ) + s (∇XsY )− r (∇rY sX)− s (∇sY rX)

halini alır. Ayrıca, eğer R ve S distribüsyonları ∇ lineer konneksiyonuna göre

paralel ise bu durumda (3.3.17) eşitliği yardımıyla

V

∇XY = r (∇XrY ) + s (∇XsY )− r (∇rY sX)− s (∇sY rX)

= ∇XrY +∇XsY

= ∇XY

elde edilir. Bu ise (b) ifadesinin ispatıdır. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.

Teorem 3.3.5. Herhangi bir (M, g,Φ) altın Riemann manifoldu üzerindeki Levi-

Civita konneksiyon ∇ olsun.
V

∇ Vrănceanu konneksiyonunun ∇ Levi-Civita kon-

neksiyonuna eşit olması için bir gerek ve yeter koşul R ve S distribüsyonlarından

herhangi birisinin ∇ Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel olmasıdır.

İspat. Önerme 3.3.2 ve Teorem 3.3.4’ten ispat açıktır.

Sonuç 3.3.2. Herhangi bir (M, g,Φ) altın Riemann manifoldu üzerindeki Levi-

Civita konneksiyon ∇ olsun. O zaman aşağıdaki ifadeler birbirine denktir:
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(a) R ve S distribüsyonlarından herhangi birisi ∇ Levi-Civita konneksiyonuna

göre paraleldir,

(b) Hem
Sc

∇ Schouten konneksiyonu hem de
V

∇ Vrănceanu konneksiyonu ∇ Levi-

Civita konneksiyonuna eşittir.

İspat. Teorem 3.3.3 ve Teorem 3.3.5 yardımıyla ispat kolayca görülebilir.

Teorem 3.3.6. (M,Φ) herhangi bir altın manifold olsun. R distribüsyonunun
Sc

∇

Schouten konneksiyonuna göre half paralel olması için bir gerek ve yeter koşul her

X ∈ Γ (R) ve Y ∈ Γ (TM) için

∇XsY ∈ Γ (R) (3.3.18)

ifadesinin geçerli olmasıdır.

İspat. (3.3.1) eşitliği dikkate alınırsa, her X ∈ Γ (R) ve Y ∈ Γ (TM) için

s

(
Sc

∆Φ

)
(X,Y ) = sΦ

Sc

∇XY − sΦ
Sc

∇YX − s
Sc

∇ΦXY + s
Sc

∇YΦX (3.3.19)

olur. (3.1.7) ve (3.1.11) ifadeleri (3.3.19) eşitliğine uygulanırsa,

s

(
Sc

∆Φ

)
(X,Y ) = sΦ

Sc

∇XY − sΦ
Sc

∇YX − s
Sc

∇ΦXY + s
Sc

∇YΦX (3.3.20)

= (1− ϕ) s
Sc

∇XY − (1− ϕ) s
Sc

∇YX − ϕs
Sc

∇XY + ϕs
Sc

∇YX

= (1− 2ϕ) s

(
Sc

∇XY −
Sc

∇YX

)
= −

√
5s (∇XsY )

elde edilir. Bu ise R distribüsyonunun
Sc

∇ Schouten konneksiyonuna göre half pa-

ralel olma koşulunun her X ∈ Γ (R) ve Y ∈ Γ (TM) için

∇XsY ∈ Γ (R)

ifadesine denk olduğunu ifade eder.
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Teorem 3.3.7. (M,Φ) herhangi bir altın manifold olsun. S distribüsyonunun
Sc

∇

Schouten konneksiyonuna göre half paralel olması için bir gerek ve yeter koşul her

X ∈ Γ (S) ve Y ∈ Γ (TM) için

∇XrY ∈ Γ (S) (3.3.21)

ifadesinin sağlanmasıdır.

İspat. İspat, Teorem 3.3.6’nınkine benzer şekilde gösterilebilir.

Teorem 3.3.8. (M,Φ) herhangi bir altın manifold olsun. R distribüsyonunun
V

∇

Vrănceanu konneksiyonuna göre half paralel olması için bir gerek ve yeter koşul

her X ∈ Γ (R) ve Y ∈ Γ (TM) için

[X, sY ] ∈ Γ (R) (3.3.22)

ifadesinin geçerli olmasıdır.

İspat. (3.3.1) eşitliği dikkate alınırsa, her X ∈ Γ (R) ve Y ∈ Γ (TM) için

s

(
V

∆Φ

)
(X,Y ) = sΦ

V

∇XY − sΦ
V

∇YX − s
V

∇ΦXY + s
V

∇YΦX (3.3.23)

olur. Burada (3.1.7) ve (3.1.11) ifadeleri kullanılırsa,

s

(
V

∆Φ

)
(X,Y ) = sΦ

V

∇XY − sΦ
V

∇YX − s
V

∇ΦXY + s
V

∇YΦX (3.3.24)

= (1− ϕ) s
V

∇XY − (1− ϕ) s
V

∇YX − ϕs
V

∇XY + ϕs
V

∇YX

= (1− 2ϕ) s

(
V

∇XY −
V

∇YX

)
= −

√
5s [X, sY ]

elde edilir. Böylece, (3.3.24) eşitliğinden R distribüsyonunun
V

∇ Vrănceanu kon-

neksiyonuna göre half paralel olması için bir gerek ve yeter koşul her X ∈ Γ (R)

ve Y ∈ Γ (TM) için

[X, sY ] ∈ Γ (R)

ifadesinin sağlanmasıdır.
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Teorem 3.3.9. (M,Φ) herhangi bir altın manifold olsun. S distribüsyonunun
V

∇

Vrănceanu konneksiyonuna göre half paralel olması için bir gerek ve yeter koşul

her X ∈ Γ (S) ve Y ∈ Γ (TM) için

[X, rY ] ∈ Γ (S) (3.3.25)

ifadesinin sağlanmasıdır.

İspat. İspat, Teorem 3.3.8’inkine benzerdir.

Önerme 3.3.4. Herhangi bir (M,Φ) altın manifoldu üzerinde bir lineer konnek-

siyon ∇ olsun. R ve S distribüsyonları ∇ lineer konneksiyonuna göre anti half

paraleldir.

İspat. (3.3.1) eşitliğinden her X ∈ Γ (R) ve Y ∈ Γ (TM)

r (∆Φ) (X,Y ) = rΦ∇XY − rΦ∇YX − r∇ΦXY + r∇YΦX (3.3.26)

olur. ∇ bir lineer konneksiyon olduğu için

r (∆Φ) (X,Y ) = ϕr∇XY − ϕr∇YX − r∇ϕXY + r∇Y ϕX (3.3.27)

= ϕr∇XY − ϕr∇YX − ϕr∇XY + ϕr∇YX

= 0

elde edilir. O halde (3.3.27) eşitliği R distribüsyonunun ∇ lineer konneksiyonuna

göre half paralel olduğunu belirtir. Benzer şekilde, S distribüsyonunun ∇ lineer

konneksiyonuna göre half paralel olduğunu gösterebilir. Dolayısıyla, ispat tamam-

lanmış olur.

∇ herhangi bir lineer konneksiyon olduğu için Önerme 3.3.4, R ve S dist-

ribüsyonlarının Schouten ve Vrănceanu konneksiyonlarına göre anti half paralel

olduğunu ifade eder.
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3.4 İntegrallenebilirlik Kavramı

Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu üzerinde bir Φ altın yapısı-

nın Nijenhuis tensörünü NΦ ile gösterelim. Bilindiği gibi, Φ altın yapısı Φ2 = Φ+I

denklemini sağlayan (1, 1) tipinde bir tensör alanıdır. O zaman Φ altın yapısının

Nijenhuis tensörü her X,Y ∈ Γ (TM) için

NΦ (X,Y ) = [ΦX,ΦY ]− Φ [ΦX,Y ]− Φ [X,ΦY ] + Φ [X,Y ] + [X,Y ]

ile verilir. Ayrıca, NΦ Nijenhuis tensörünün

NλΦ = λ2NΦ (3.4.1)

ve

NΦ+I = NΦ2 = NΦ = NΦ−1 (3.4.2)

temel özelliklere sahip olduğu basit bir hesaplama ile gösterilebilir. Burada λ bir

reel sabittir.

Önerme 3.4.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu üzerinde bir

Φ altın yapının Nijenhuis tensörü NΦ olsun. Bu durumda her X,Y ∈ Γ(TM)

için

NΦ (ΦX,Y ) = NΦ (X,ΦY )

eşitliği sağlanır. Bir diğer deyişle, Φ altın yapısı NΦ-simetriktir. Buna ek olarak,

her X,Y ∈ Γ(TM) için {
s [rX, rY ] = 1

5
sNΦ (rX, rY )

r [sX, sY ] = 1
5
rNΦ (sX, sY )

eşitlikleri geçerlidir [20].
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Önerme 3.4.2. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu üzerinde bir

altın yapı Φ olsun. Eğer Φ altın yapısı integrallenebilir ise R ve S distribüsyonları

integrallenebilirdir [20].

Önerme 3.4.3. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu üzerindeki Levi-Civita

konneksiyon ∇ olsun. Bu durumda Φ altın yapısının NΦ Nijenhuis tensörü her

X,Y ∈ Γ(TM) için

NΦ (X,Y ) = (∇ΦXΦ)Y − (∇ΦYΦ)X − Φ (∇XΦ)Y + Φ(∇YΦ)X

ile verilir [20].

Önerme 3.4.4. (M, g,Φ) herhangi bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann mani-

fold olsun. Bu durumda Φ altın yapısı integrallenebilirdir [20].

Lemma 3.4.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu üzerinde bir

altın yapı Φ olsun. Her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nr (X,Y ) = Ns (X,Y ) , (3.4.3)

Nr (X,Y ) = −1

2
[r, s]FN (X,Y ) , (3.4.4)

Nr (X,Y ) =
1

5
NΦ (X,Y ) , (3.4.5)

Nr (X,Y ) = s [rX, rY ] + r [sX, sY ] (3.4.6)

ifadeleri sağlanır.

İspat. Öncelikle (2.12.1) eşitliğinden r ve s projeksiyon operatörlerinin Nijenhuis

tensörlerinin, sırasıyla,

Nr =
1

2
[r, r]FN

ve

Ns =
1

2
[s, s]FN
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ile verildiğini hatırlayalım. r + s = I olduğu dikkate alınırsa, Frölicher-Nijenhuis

braketinin bilineer olması nedeniyle

Nr =
1

2
[r, r]FN

=
1

2
[I − s, I − s]FN

=
1

2
[I − s, I]FN − 1

2
[I − s, s]FN

=
1

2
[I, I]FN − 1

2
[s, I]FN − 1

2
[I, s]FN +

1

2
[s, s]FN

elde edilir. Buradan ise (2.12.2) eşitliğinden Nr =
1
2
[s, s]FN olur. Böylece, (3.4.3)

eşitliğinin geçerli olduğunu gösterilir. r + s = I ve Frölicher-Nijenhuis braketinin

bilineer olduğu dikkate alınırsa, (2.12.2) eşitliğinden

1

2
[r, s]FN =

1

2
[r, I − r]FN (3.4.7)

=
1

2
[r, I]FN − 1

2
[r, r]FN

= −1

2
[r, r]FN

= −Nr

elde edilir. Bu ise (3.4.3) eşitliğini doğrular. Φ altın yapısının r ve s projeksiyon

operatörlerine bağlı olarak Φ = ϕr + (1− ϕ) s formunda olduğunu hatırlayalım.

O zaman (2.12.3) eşitliği yardımıyla Φ altın yapısının Nijenhuis tensörü

NΦ = Nϕr +N(1−ϕ)s + [ϕr, (1− ϕ) s]FN

ile verilir. Basit bir hesaplama ile (3.4.1) ve (3.4.7) eşitliklerinden

NΦ = ϕ2Nr + (1− ϕ)2Ns + ϕ (1− ϕ) [r, s]FN

= ϕ2Nr + (1− ϕ)2Nr − 2ϕ (1− ϕ)Nr

= 5Nr

elde edilir. Böylece, (3.4.5) eşitliği gösterilmiş olur. Bilindiği gibi, r projeksiyon

operatörün Nijenhuis tensörü aynı zamanda her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nr (X,Y ) = [rX, rY ]− r [rX, Y ]− r [X, rY ] + r [X,Y ] (3.4.8)
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ile verilir. r + s = I olması nedeniyle (3.4.8) eşitliği

Nr (X,Y ) = [rX, rY ] + r2 [X,Y ]− r [rX, Y ]− r [X, rY ] (3.4.9)

= (r + s) [rX, rY ] + r [X,Y ]

− r [(I − s)X,Y ]− r [X, rY ]

= r [rX, rY ] + s [rX, rY ] + r [X,Y ]

− r [X,Y ] + r [sX, Y ]− r [X, rY ]

= r [rX, rY ] + s [rX, rY ] + r [sX, Y ]− r [X, rY ]

halini alır. (3.4.9) ifadesinde tekrar r + s = I eşitliği kullanılırsa,

Nr (X,Y ) = r [rX, rY ] + s [rX, rY ] + r [sX, Y ]− r [X, rY ]

= r [rX, rY ] + s [rX, rY ]

+ r [sX, (r + s)Y ]− r [(r + s)X, rY ]

= r [rX, rY ] + s [rX, rY ] + r [sX, rY ] + r [sX, sY ]

− r [rX, rY ]− r [sX, rY ]

= s [rX, rY ] + r [sX, sY ]

elde edilir. Yani, (3.4.6) eşitliği bulunur. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.

Lemma 3.4.1, Φ altın yapısı ile R ve S distribüsyonlarının integrallenebilirliği

arasında yakın bir ilişki kurmamızı sağlar. Bu nedenle, aşağıdaki teorem geçerlidir.

Teorem 3.4.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu üzerinde bir

Φ altın yapısının integrallenebilir olması için bir gerek ve yeter koşul R ve S

distribüsyonlarının integrallenebilir olmasıdır.

İspat. (3.4.5) ve (3.4.6) eşitliklerinden her X,Y ∈ Γ (TM) için

1

5
NΦ (X,Y ) = s [rX, rY ] + r [sX, sY ] (3.4.10)
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olur. İyi bilindiği gibi, R ve S distribüsyonlarının integrallenebilir olması için

birer gerek ve yeter koşul, sırasıyla, her X,Y ∈ Γ (TM) için s [rX, rY ] = 0 ve

r [sX, sY ] = 0 eşitliklerinin sağlanmasıdır. Ayrıca, NΦ = 0 ise Φ altın yapısının

integrallenebilir olduğunu hatırlayalım. Böylece, (3.4.10) eşitliğinin bir sonucu

olarak ispat açıktır.

M. C. Crâşmăreanu ve C. E. Hreţcanu, Teorem 3.4.1’in gerekliliğini bir önerme

olarak ispatlamışlardı [20]. Biz buna ek olarak, R ve S distribüsyonlarının her ikisi

de integrallenebilirse, Φ altın yapısının integrallenebilir olduğunu gösterdik.

Şimdi, Lemma 3.4.1 yardımıyla Φ altın yapısının integrallenebilirliği ile ilgili

başka bir teorem verelim.

Teorem 3.4.2. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu üzerinde bir

Φ altın yapısının integrallenebilir olması için bir gerek ve yeter koşul R ve S dist-

ribüsyonlarına karşılık gelen projeksiyon operatörlerin Frölicher-Nijenhuis braket

çarpımının sıfır olmasıdır.

İspat. (3.4.4) ve (3.4.5) eşitlikleri birleştirilirse istenen ispat elde edilir.

Önerme 3.4.5. Herhangi bir (M,Φ) altın manifoldu üzerinde bir lineer konneksi-

yon ∇ olsun. ∇ lineer konneksiyonu simetrik ve Φ altın yapısının integrallenebilir

ise o zaman
V

∇ Vrănceanu konneksiyonu simetriktir.

İspat.
V

∇ Vrănceanu konneksiyonunun torsiyon tensörünü τ
(

V

∇
)

ile gösterelim.

O zaman τ
(

V

∇
)

torsiyon tensörü her X,Y ∈ Γ (TM) için

τ

(
V

∇
)
(X,Y ) = r (∇rXrY ) + s (∇sXsY ) + r [sX, rY ] (3.4.11)

+ s [rX, sY ]− r (∇rY rX)− s (∇sY sX)

− r [sY, rX]− s [rY, sX]− [X,Y ]
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ile verilir. r projeksiyon operatörü (3.4.11) eşitliğinin sol tarafına uygulanırsa,

rτ

(
V

∇
)
(X,Y ) = r2 (∇rXrY ) + rs (∇sXsY ) + r2 [sX, rY ] (3.4.12)

+ rs [rX, sY ]− r2 (∇rY rX)− rs (∇sY sX)

− r2 [sY, rX]− rs [rY, sX]− r [X,Y ]

= r (∇rXrY ) + r [sX, rY ]− r (∇rY rX)

− r [sY, rX]− r [X,Y ]

= r (∇rXrY −∇rY rX) + r [sX, rY ]

− r [sY, rX]− r [X,Y ]

elde edilir. ∇ lineer konneksiyonu simetrik olması nedeniyle (3.4.12) eşitliği

rτ

(
V

∇
)
(X,Y ) = r (∇rXrY −∇rY rX) + r [sX, rY ]− r [sY, rX]− r [X,Y ]

= r [rX, rY ] + r [sX, rY ]− r [sY, rX]− r [X,Y ]

halini alır. [., .] Lie braketinin bilineer ve anti-komütatif olma özellikleri dikkate

alınırsa, (3.1.6) ifadesindeki bağıntılardan

rτ

(
V

∇
)
(X,Y ) = r [rX, rY ] + r [sX, rY ]− r [sY, rX]− r [X,Y ] (3.4.13)

= r [rX + sX, rY ]− r [sY, rX]− r [X,Y ]

= r [X, rY ]− r [sY, rX]− r [X,Y ]

= r [X, rY − Y ]− r [sY, rX]

= −r [X, sY ]− r [sY, rX] = r [sY,X]− r [sY, rX]

= r [sY,X − rX]

= r [sY, sX]

olduğu görülür. Benzer şekilde,

sτ

(
V

∇
)
(X,Y ) = s [rY, rX] (3.4.14)
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olduğu bulunabilir. Φ altın yapısının integrallenebilir olduğu dikkate alınırsa,

Teorem 3.4.1 sayesinde R ve S distribüsyonları integrallenebilirdir. Yani, her

X,Y ∈ Γ (TM) için

r [sY, sX] = s [rY, rX] = 0

eşitlikleri sağlanır. O zaman (3.4.13) ve (3.4.14) eşitliklerinden

rτ

(
V

∇
)
(X,Y ) = sτ

(
V

∇
)
(X,Y ) = 0 (3.4.15)

elde edilir. Böylece,

τ

(
V

∇
)
(X,Y ) = rτ

(
V

∇
)
(X,Y ) + sτ

(
V

∇
)
(X,Y ) = 0

olur. Bu ise
V

∇ Vrănceanu konneksiyonunun simetrik olduğunu belirtir.

Teorem 3.4.3. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu üzerinde bir

altın yapı Φ olsun. Schouten ve Vrănceanu konneksiyonlarından herhangi biri

simetrik ise o zaman Φ altın yapısı integrallenebilirdir.

İspat. Schouten konneksiyonu simetrik ise o zaman her X,Y ∈ Γ (TM) için

Sc

∇XY −
Sc

∇YX = [X,Y ] (3.4.16)

olur. (3.4.16) eşitliğinde X ve Y vektör alanları yerine, sırasıyla, rX ve rY yazı-

lırsa,

s [rX, rY ] = s
Sc

∇rXrY − s
Sc

∇rY rX.

elde edilir. R distribüsyonunun Schouten konneksiyonuna göre paralel olduğu dik-

kate alınırsa, Önerme 3.3.3’ün (a) ifadesinden

s [rX, rY ] = 0 (3.4.17)

olduğu bulunur. Benzer şekilde, her X,Y ∈ Γ (TM) için

r [sX, sY ] = 0 (3.4.18)
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olduğu gösterilebilir. O zaman (3.4.17) ve (3.4.18) eşitlikleri R ve S distribüsyon-

larının integrallenebilir olduğu gösterir. Böylece, Teorem 3.4.1’den Φ altın yapısı

integrallenebilirdir. Benzer bir düşünce ile Vrănceanu konneksiyonu simetrik ise

Φ altın yapısının integrallenebilir olduğu kolayca gösterilebilir. Dolayısıyla, ispat

tamamlanmış olur.

Teorem 3.4.4. Herhangi bir (M, g,Φ) altın Riemann manifoldu üzerindeki Levi-

Civita konneksiyon ∇ olsun.
Sc

∇ Schouten konneksiyonunun ∇ Levi-Civita kon-

neksiyonuna eşit olması için bir gerek ve yeter koşul R ve S distribüsyonlarının

integrallenebilir ve bu distribüsyonların maksimal integral manifoldlarının M ma-

nifoldunda total geodezik olmasıdır.

İspat.
Sc

∇ Schouten konneksiyonu ile ∇ Levi-Civita konneksiyonunun birbirine

eşit olduğunu varsayalım. ∇ Levi-Civita konneksiyonu simetrik olması nedeniyle,

Önerme 3.3.3’ün (a) ifadesinden her X,Y ∈ Γ (TM) için

[rX, rY ] = ∇rXrY −∇rY rX =
Sc

∇rXrY −
Sc

∇rY rX ∈ Γ (R) (3.4.19)

ve

[sX, sY ] = ∇sXsY −∇sY sX =
Sc

∇sXsY −
Sc

∇sY sX ∈ Γ (S) (3.4.20)

elde edilir. O zaman (3.4.19) ve (3.4.20) ifadelerinden, sırasıyla, R ve S distribüs-

yonlarının integrallenebilir olduğunu anlaşılır. MR, R distribüsyonunun bir mak-

simal integral manifoldu olsun. R distribüsyonunun
Sc

∇ Schouten konneksiyonuna

göre daima paralel olduğu dikkate alınırsa, MR maksimal integral manifoldunun

tanımından her X,Y ∈ Γ
(
MR

)
için

Sc

∇XY ∈ Γ
(
MR

)
(3.4.21)

elde edillir. Diğer taraftan, Gauss formülünden her X,Y ∈ Γ
(
MR

)
için

Sc

∇XY = ∇XY = ∇R
XY + hR (X,Y ) (3.4.22)
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olur. Burada ∇R, MR maksimal integral manifoldu üzerindeki Levi-Civita kon-

neksiyonu; hR, MR maksimal integral manifoldunun M manifoldundaki ikinci

temel formu göstermektedir ve her X,Y ∈ Γ
(
MR

)
için hR (X,Y ) ∈ Γ (S) ifadesi

geçerlidir. O zaman (3.4.21) ve (3.4.22) ifadeleri birleştirilirse,

hR = 0

elde edilir. Bu ise MR maksimal integral manifoldunun M manifoldunda total

geodezik olduğunu ifade eder. Benzer şekilde, S distribüsyonunun herhangi bir

maksimal integral manifoldunun M manifoldunda total geodezik olduğu gösteri-

lebilir. Tersine, R ve S distribüsyonlarının integrallenebilir ve bu distribüsyonla-

rın maksimal integral manifoldlarının M manifoldunda total geodezik olduğunu

varsayalım. Gauss formülü sayesinde her X,Y ∈ Γ (TM) için

∇rXrY ∈ Γ (R) (3.4.23)

ve

∇sXsY ∈ Γ (S) (3.4.24)

elde edilir. g Riemann metriğinin ∇ Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel ol-

ması nedeniyle (3.4.23) ve (3.4.24) ifadelerinden, sırasıyla, her X,Y, Z ∈ Γ (TM)

için

g (∇XrY, sZ) = g (∇sXrY, sZ) = −g (rY,∇sXsZ) = 0 (3.4.25)

ve

g (∇XsY, rZ) = g (∇rXsY, rZ) = −g (sY,∇rXrZ) = 0 (3.4.26)

olduğu anlaşılır. O zaman (3.4.25) ve (3.4.26) eşitlikleri, sırasıyla, R ve S dist-

ribüsyonlarının ∇ Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel olduğunu ifade eder.

Böylece, Teorem 3.3.2’den,
Sc

∇ = ∇

elde edilir. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.
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Teorem 3.4.5. Herhangi bir (M, g,Φ) altın Riemann manifoldu üzerindeki Levi-

Civita konneksiyon ∇ olsun.
V

∇ Vrănceanu konneksiyonu ile ∇ Levi-Civita kon-

neksiyonunun birbirine eşit olması için bir gerek ve yeter koşul R ve S distribüs-

yonlarının integrallenebilir ve bu distribüsyonların maksimal integral manifoldla-

rının M manifoldunda total geodezik olmasıdır.

İspat. İspat, Teorem 3.4.4’ünkine benzer bir şekilde yapılabilir.

Sonuç 3.4.1. Herhangi bir (M, g,Φ) altın Riemann manifoldu üzerindeki Levi-

Civita konneksiyon ∇ olsun. O zaman aşağıdaki ifadeler birbirine denktir:

(a) R ve S distribüsyonlarının her ikisi integrallenebilir ve bu distribüsyonların

maksimal integral manifoldları M manifoldunda total geodeziktir,

(b) Hem
Sc

∇ Schouten konneksiyonu hem de
V

∇ Vrănceanu konneksiyonu ∇ Levi-

Civita konneksiyonu ile çakışıktır.

İspat. Teorem 3.4.4 ve Teorem 3.4.5 birlikte düşünüldüğünde ispat açıktır.

3.5 Geodezikler

Bir (M,Φ) altın manifoldunda herhangi bir α eğrisinin tanjant vektör alanını

T ile gösterelim.

Teorem 3.5.1. Bir (M,Φ) altın manifoldunda herhangi bir α eğrisinin
Sc

∇ Scho-

uten konneksiyonuna göre bir geodezik olması için bir gerek ve yeter koşul

∇T rT ∈ Γ (S) ve ∇T sT ∈ Γ (R) (3.5.1)

ifadelerinin sağlanmasıdır.

İspat. (3.1.12) eşitliğinde verilen Schouten konneksiyonunun tanımı kullanılırsa,

Sc

∇TT = r (∇T rT ) + s (∇T sT ) (3.5.2)
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olur. Eğer α eğrisi
Sc

∇ Schouten konneksiyonuna göre bir geodezik ise

r (∇T rT ) + s (∇T sT ) = 0 (3.5.3)

elde edilir. Bu ise

∇T rT ∈ Γ (S) ve ∇T sT ∈ Γ (R)

ifadelerinin geçerli olduğunu gösterir. Tersine, (3.5.1) ifadesindeki bağıntılar ge-

çerli ise
Sc

∇TT = 0 (3.5.4)

olduğu açıktır. Yani, α eğrisi
Sc

∇ Schouten konneksiyonuna göre bir geodeziktir.

Teorem 3.5.2. Bir (M,Φ) altın manifoldunda herhangi bir α eğrisinin
V

∇ Vrăn-

ceanu konneksiyonuna göre bir geodezik olması için bir gerek ve yeter koşul

∇rT rT + [sT, rT ] ∈ Γ (S) ve ∇sT sT + [rT, sT ] ∈ Γ (R) (3.5.5)

ifadelerinin geçerli olmasıdır.

İspat. Vrănceanu konneksiyonunun (3.1.13) eşitliğinde verilen ifadesinden dolayı

V

∇TT = r (∇rT rT ) + s (∇sT sT ) + r [sT, rT ] + s [rT, sT ] (3.5.6)

olur. Eğer (3.5.5) ifadesindeki bağıntılar sağlanırsa o zaman açık bir şekilde

V

∇TT = 0 (3.5.7)

olduğu görülür. Yani, α eğrisi
V

∇ Vrănceanu konneksiyonuna göre bir geodezik-

tir. Şimdi, α eğrisinin
V

∇ Vrănceanu konneksiyonuna göre bir geodezik olduğunu

varsayalım. O halde (3.5.6) eşitliği

∇rT rT + [sT, rT ] ∈ Γ (S) ve ∇sT sT + [rT, sT ] ∈ Γ (R) (3.5.8)

ifadelerinin geçerli olduğunu belirtir. Dolayısıyla, ispat gösterilmiş olur.
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4. ÇARPIM MANİFOLDLARI ÜZERİNDE

ALTIN YAPILAR

Bu bölüm üç alt bölümden meydana gelmektedir. Birinci alt bölüm, konunun

bütünlüğünün sağlanması amacıyla yerel çarpım manifoldları hakkında [16, 29]

numaralı yayınlarda verilen bazı temel bilgilerden bahsedildi. İkinci alt bölümde,

yerel çarpım manifoldları üzerinde bir altın yapının nasıl inşa edileceği gösterildi.

Üçüncü alt bölümde ise bir yerel çarpım altın Riemann manifold ve bir yerel

ayrıştırılabilir altın Riemann manifold kavramları tanımlandı. Herhangi bir yerel

çarpım altın Riemann manifoldunun bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifold olmasına denk koşullar araştırıldı. Bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann

manifoldunun bileşenlerinin her ikisinin de birer Einstein manifold (ya da birer

sabit eğrilikli manifold) olması için bir gerek ve yeter koşul elde edilmeye çalışıldı.

Buna ek olarak, herhangi iki Riemann manifoldunun Riemann çarpım manifoldu

üzerinde bir altın Riemann yapı tanımlandı ve buna bağlı olarak, bu Riemann

çarpım manifoldunun bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifold olduğu ka-

nıtlandı.
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4.1 Yerel Çarpım Manifoldlar

Bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldunun herhangi bir koordinat

komşuluğu sistemi
(
ξh
)

olsun. Eğer
(
ξh

′)
, M manifoldunun başka bir koordinat

komşuluğu sistemi ve bu iki koordinat komşuluğunun herhangi bir arakesitinde

ξa
′

= ξa
′

(ξa) , ξx
′

= ξx
′

(ξx) (4.1.1)

koordinat dönüşümlerinin Jacobien determinantı

∣∣∣∂aξa′ ∣∣∣ ̸= 0,
∣∣∣∂xξx′ ∣∣∣ ̸= 0

ise
(
ξh
)

koordinat komşuluğu sistemine M manifoldunun bir ayrık koordinat

sistemi denir. Burada a, b, c, . . . ve x, y, z, . . . indisleri, sırasıyla, 1, 2, 3, . . . , p ve

p+ 1, p+ 2, p+ 3, . . . , p+ q = n sırasında tekrar etmektedir [16, 29].

Eğer M manifoldunun bir ayrık koordinat sistemi var ise M manifoldu üze-

rinde bir yerel çarpım yapısı vardır ve bu durumda M manifolduna bir yerel

çarpım manifoldu denir [16, 29].

Tanım 4.1.1. Bir M yerel çarpım manifoldunda bir T h
i tensörü (ya da bir Tji

tensörü) T h
i =

(
T a
b 0

0 T x
y

)
formunda (ya da Tji =

(
Tcb 0

0 Tzy

)
formunda)

bileşenlere sahip ise pür tensör olarak adlandırılır [29].

Tanım 4.1.2. Bir M yerel çarpım manifoldunda bir T h
i tensörü (ya da bir Tji

tensörü) T h
i =

(
0 T a

y

T x
b 0

)
formunda (ya da Tji =

(
0 Tzb

Tcy 0

)
formunda)

bileşenlere sahip ise hibrit tensör olarak adlandırılır [29].
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ξx = sabit ve ξa = sabit koordinatları ile tanımlı altuzayların sistemlerini,

sırasıyla, Mp ve Mq ile gösterelim. Bu durumda Mp ve Mq birer manifolddur.

Bunun yanısıra, M manifoldu Mp ve Mq manifoldlarının bir yerel çarpımıdır [16,

29].

Γh
ji (ξ), M yerel çarpım manifoldu üzerinde bir lineer konneksiyon olsun. Bu

durumda (4.1.1) ifadesindeki koordinatların uygun bir dönüşümü altında, Γh
ji (ξ)

lineer konneksiyonu

Γh
′

j′ i′
=
∂ξh

′

∂ξh

{
∂ξj

∂ξj
′
∂ξi

∂ξi
′ Γ

h
ji −

∂2ξh

∂ξj
′
∂ξi

′

}

dönüşüm kuralına sahiptir. Γh
ji lineer konneksiyonunun tüm bileşenleri

Γa
cy, Γ

a
zb, Γ

a
zy, Γ

x
cb, Γ

x
zy, Γ

x
cy

şeklindedir [16, 29].

Herhangi bir vh = (va, vx) kontravaryant vektörün kovaryant diferansiyeli

δva = dva + Γa
cbdξ

cvb + Γa
cydξ

cvy + Γa
zbdξ

zvb + Γa
zydξ

zvy, (4.1.2)

δvx = dvx + Γx
cbdξ

cvb + Γx
cydξ

cvy + Γx
zbdξ

zvb + Γx
zydξ

zvy (4.1.3)

eşitlikleri ile verilir [29].

Önerme 4.1.1. Mp manifolduna teget herhangi bir kontravaryant vektörün Mp

boyunca paralel yer değiştirmesinin yine Mp manifolduna teğet olması için bir

gerek ve yeter koşul

Γx
cb = 0 (4.1.4)

olmasıdır [16, 29].
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Eğer (4.1.4) eşitliği sağlanıyorsa bu durumda Mp manifoldu M yerel çarpım

manifoldunda total geodeziktir [16, 29].

Önerme 4.1.2. Mp manifolduna teget herhangi bir kontravaryant vektörün Mq

boyunca paralel yer değiştirmesinin yine Mp manifolduna teğet olması için bir

gerek ve yeter koşul

Γx
zb = 0 (4.1.5)

eşitliğinin sağlanmasıdır [16, 29].

Önerme 4.1.3. Mp manifolduna teget herhangi bir kontravaryant vektörün her-

hangi bir yönde paralel yer değiştirmesinin yine Mp manifolduna teget olması için

bir gerek ve yeter koşul

Γx
cb = 0 ve Γx

zb = 0 (4.1.6)

eşitliklerinin geçerli olmasıdır [16, 29].

Eğer (4.1.6) ifadesindeki eşitlikler sağlanıyorsa bu durumda Mp manifoldu M

yerel çarpım manifoldunda paraleldir [16, 29].

Önerme 4.1.4. Mq manifolduna teğet herhangi bir kontravaryant vektörün Mq

boyunca paralel yer değiştirmesinin yine Mq manifolduna teğet olması için bir

gerek ve yeter koşul

Γa
zy = 0 (4.1.7)

olmasıdır [16, 29].

Eğer (4.1.7) eşitliği sağlanıyorsa bu durumda Mq manifoldu M yerel çarpım

manifoldunda total geodeziktir [16, 29].

Önerme 4.1.5. Mq manifolduna teğet herhangi bir kontravaryant vektörün Mp

boyunca paralel yer değiştirmesinin yine Mq manifolduna teğet olması için bir
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gerek ve yeter koşul

Γa
cy = 0 (4.1.8)

olmasıdır [16, 29].

Önerme 4.1.6. Mq manifolduna teğet herhangi bir kontravaryant vektörün her-

hangi bir yönde paralel yer değiştirmesinin yine Mq manifolduna teğet olması için

bir gerek ve yeter koşul

Γa
zy = 0 ve Γa

cy = 0 (4.1.9)

eşitliklerin sağlanmasıdır [16, 29].

Eğer (4.1.9) ifadesindeki eşitlikler sağlanıyorsa bu durumda Mq manifoldu M

yerel çarpım manifoldunda paraleldir [16, 29].

4.2 Yerel Çarpım Manifoldları Üzerinde Altın Yapıların İn-

şası

x2 − x− 1 = 0 cebirsel denkleminin köklerini ϕ ve 1− ϕ ile gösterelim. Bir M

yerel çarpım manifoldunda herhangi bir vh = (va, vx) kontravaryant vektörünü

başka bir (ϕva, (1− ϕ) vx) kontravaryant vektörüne karşılık getirelim. Bu işlem

bir vh −→ Φh
i v

i lineer dönüşümü ile ifade edilebilir. Burada Φh
i ,

Φh
i =

(
ϕδab 0
0 (1− ϕ) δxy

)
(4.2.1)

ile verilen n×n tipinde bir matristir. O zaman bir ayrık koordinat sisteminde Φh
i

matrisi bir mixed tensördür. Bunun yanısıra, herhangi bir vh = (va, vx) kontra-

varyant vektörü için
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Φi
jΦ

h
i v

h =

(
ϕδbc 0
0 (1− ϕ) δyz

)(
ϕδab 0
0 (1− ϕ) δxy

)(
va

vx

)
=

(
ϕ2δbcδ

a
b v

b 0

0 (1− ϕ)2 δyzδ
x
yv

y

)
=

(
ϕ2δac v

c 0

0 (1− ϕ)2 δxz v
z

)
=

(
(ϕ+ 1) δac v

c 0
0 (2− ϕ) δxz v

z

)
=

(
ϕδac v

c 0
0 (1− ϕ) δxz v

z

)
+

(
δac v

c 0
0 δxz v

z

)
=

(
ϕδac 0
0 (1− ϕ) δxz

)(
va

vx

)
+

(
δac 0
0 δxz

)(
va

vx

)
= Φh

j v
h + Ihj v

h

=
(
Φh

j + Ihj
)
vh

olur. Yani, Φh
i tensörü Φi

jΦ
h
i = Φh

j + Ihj denklemini sağlar. Burada Ihj , I birim

tensörünün bileşenleridir ve

Ihj = δhj =

(
δab 0
0 δxy

)

şeklindedir.

Şimdi, bir
(
ξh
)

ayrık koordinat sisteminde

rhi =

(
δab 0
0 0

)
ve shi =

(
0 0
0 δxy

)

diyelim. O zaman rhi ve shi , sırasıyla, herhangi bir vh = (va, vx) kontravaryant

vektörünü

rhi
(
vh
)
= rhi v

i = (va, 0)
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ve

shi
(
vh
)
= shi v

i = (0, vx)

kontravaryant vektörlerine dönüştüren operatörlerlerdir. Ayrıca, rhi ve shi opera-

törleri

rijr
h
i = rhj , r

i
js

h
i = 0, sijr

h
i = 0, sijs

h
i = shj

ve

Ihi = rhi + shi (4.2.2)

bağıntılarını sağlar. Yani, rhi ve shi projeksiyon operatörlerdir. Üstelik, Φh
i tensörü

Φh
i =

(
ϕδab 0
0 (1− ϕ) δxy

)
(4.2.3)

= ϕ

(
δab 0
0 0

)
+ (1− ϕ)

(
0 0
0 δxy

)
= ϕrhi + (1− ϕ) shi

formunda yazılabilir. Böylece, (4.2.2) ve (4.2.3) eşitlikleri dikkate alınırsa, rhi ve

shi projeksiyon operatörleri, sırasıyla,

rhi =
1√
5

(
ϕIhi − Φh

i

)
ve

shi =
1√
5

(
(ϕ− 1) Ihi + Φh

i

)
şeklinde ifade edilir.
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4.3 Yerel Çarpım Altın Riemann Manifoldlar ve Yerel ay-

rıştırılabilir Altın Riemann Manifoldlar

Tanım 4.3.1. Herhangi bir n-boyutlu M yerel çarpım manifoldunda bir

ds2 = gji (ξ) dξ
jdξi

Riemann metriği

Φt
jΦ

s
igts = Φt

jgti + gji (4.3.1)

eşitliğini sağlıyorsa M manifolduna bir yerel çarpım altın Riemann manifoldu

denir.

M bir yerel çarpım altın Riemann manifoldu olsun. Bu durumda (4.3.1) eşit-

liğinden gji tensörü

gji =

(
gcb 0
0 gzy

)
(4.3.2)

şeklinde bileşenlere sahiptir. Bu ise gji tensörünün pür olduğunu ifade eder. Bu

yüzden, ds2 Riemann metriği

ds2 = gcb (ξ) dξ
cdξb + gzy (ξ) dξ

zdξy

şeklinde ifade edilebilir. Yani, Mq ve Mq manifoldları ortogonaldir. Aynı zamanda,

gih tensörünün de pür olduğu kolayca görülür. Φji = Φt
jgti diyelim. O zaman

Φji = Φij

olur. Ayrıca, Φji tensörü

Φji =

(
ϕgcb 0
0 (1− ϕ) gzy

)
(4.3.3)
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matris formuna sahiptir. Bu ise Φji tensörünün pür olduğunu gösterir. Şimdi,

rji = rtjgti ve sji = stjgti diyelim. Bu durumda

rji =

(
gcb 0
0 0

)
, sji =

(
0 0
0 gzy

)

olur. Buradan ise

Φji =

(
ϕgcb 0
0 (1− ϕ) gzy

)
=

(
ϕgcb 0
0 0

)
+

(
0 0
0 (1− ϕ) gzy

)
= ϕ

(
gcb 0
0 0

)
+ (1− ϕ)

(
0 0
0 gzy

)
= ϕrji + (1− ϕ) sji

elde edilir.

Tanım 4.3.2. Bir n-boyutlu M yerel çarpım altın Riemann manifoldunda

ds2 = gcb (ξ) dξ
cdξb + gzy (ξ) dξ

zdξy

ile verilen bir Riemann metriği

ds2 = gcb (ξ
a) dξcdξb + gzy (ξ

x) dξzdξy (4.3.4)

formuna sahip ise o zaman M yerel çarpım altın Riemann manifolduna bir yerel

ayrıştırılabilir Riemann manifold denir.

Aslında, (4.3.4) eşitliği gcb (ξ) fonksiyonlarının sadece ξa koordinatlarına bağlı,

gcy = 0 ve gzy (ξ) fonksiyonlarının sadece ξx koordinatlarına bağlı olduğuna denk-

tir.

102



Teorem 4.3.1. Herhangi bir M yerel altın Riemann manifoldunun bir yerel ay-

rıştırılabilir altın Riemann manifold olması için bir gerek ve yeter koşul

Γx
cb = 0, Γx

zb = 0, Γa
zy = 0, Γa

cy = 0

eşitliklerinin sağlanmasıdır.

İspat. M yerel çarpım altın Riemann manifoldu üzerinde g Riemann metriği

g = ds2 = gcb (ξ) dξ
cdξb + gzy (ε) dξ

zdξy

ile verilir. Eğer M bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifold ise o zaman g

Riemann metriği

g = ds2 = gcb (ξ
a) dξcdξb + gzy (ξ

x) dξzdξy

formuna sahiptir. Yani, gcb (ξ) fonksiyonları sadece ξa koordinatlarına bağlı, gcy =

0 ve gzy (ξ) fonksiyonları sadece ξx koordinatlarına bağlı olur. Buradan ise

Γh
ji =

1

2
ghr {∂jgir + ∂igjr − ∂rgji}

olduğu dikkate alınırsa,

Γx
cb =

1

2
gxr {∂cgbr + ∂bgcr − ∂rgcb} = 0,

Γx
zb =

1

2
gxr {∂zgbr + ∂bgzr − ∂rgzb} = 0,

Γa
zy =

1

2
gar {∂zgyr + ∂ygzr − ∂rgzy} = 0

ve

Γa
cy =

1

2
gar {∂cgyr + ∂ygcr − ∂rgcy} = 0

elde edilir.

Tersine, Γx
cb = 0, Γx

zb = 0, Γa
zy = 0 ve Γa

cy = 0 ise o zaman gcb (ξ) fonksi-

yonlarının sadece ξa koordinatlarına bağlı, gcy = 0 ve gzy (ξ) fonksiyonlarının ξx

koordinatlarına bağlı olduğu görülür. Bu ise M manifoldunun bir yerel ayrıştırı-

labilir altın Riemann manifold olması demektir. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış

olur.
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Bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunda Γa
cb ve Γx

zy haricindeki

Christoffel sembolleri sıfırdır. Ayrıca, Γa
cb Christoffel sembolleri sadece ξa koordi-

natlarına bağlı fonksiyonlardır, Γx
zy Christoffel sembolleri ise sadece ξx koordinat-

larına bağlı fonksiyonlardır.

Teorem 4.3.2. Herhangi bir Mp×Mq yerel çarpım altın Riemann manifoldunun

bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifold olması için bir gerek ve yeter

koşul Mp ve Mq bileşenlerinin Mp×Mq yerel çarpım altın Riemann manifoldunda

paralel olmasıdır.

İspat. Önerme 4.1.1, Önerme 4.1.3, Önerme 4.1.4, Önerme 4.1.6 ve Teorem 4.3.1

göz önünde bulundurulursa, ispat açık bir şekilde görülür.

Teorem 4.3.3. Herhangi bir yerel çarpım altın Riemann manifoldun bir yerel

ayrıştırılabilir Riemann manifold olması için bir gerek ve yeter koşul

∇jΦ
h
i = 0

olmasıdır.

İspat. Φh
i tensörünün kovaryant türevi

∇jΦ
h
i = ∂Φh

i + Γh
jkΦ

k
i − Γk

jiΦ
h
k

ile verilir. O zaman Φh
i tensörünün (4.2.1) eşitliğinde verilen formu kullanılırsa,

bu durumda

∇jΦ
a
b = ∂Φa

b + Γa
jkΦ

k
b − Γk

jbΦ
a
k

= ϕ∂Iab + Γa
jkΦ

k
b − Γk

jbΦ
a
k

= 0,
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∇jΦ
a
y = ∂Φa

y + Γa
jkΦ

k
y − Γk

jyΦ
a
k (4.3.5)

= (1− ϕ) Γa
jy − ϕΓa

jy

= (1− 2ϕ) Γa
jy

= −
√
5Γa

jy,

∇jΦ
x
y = ∂Φx

y + Γx
jkΦ

k
y − Γk

jyΦ
x
k

= (1− ϕ) ∂Ixy + Γx
jkΦ

k
y − Γk

jyΦ
x
k

= 0

ve

∇jΦ
x
b = ∂Φx

b + Γx
jkΦ

k
b − Γk

jbΦ
x
k (4.3.6)

= ϕΓx
jb − (1− ϕ) Γx

jb

= (2ϕ− 1) Γx
jb =

√
5Γx

jb

elde edilir. Eğer M bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifold ise Teorem

4.3.1 yardımıyla

Γx
cb = 0,Γx

zb = 0,Γa
zy = 0,Γa

cy = 0

eşitlikleri geçerlidir. Buradan ise

∇jΦ
a
b = 0, ∇jΦ

a
y = 0, ∇jΦ

x
y = 0, ∇jΦ

x
b = 0 (4.3.7)

olur. Bu yüzden, (4.3.7) ifadesindeki eşitlikler

∇jΦ
h
i = 0

olduğunu gösterir.

Tersine, ∇jΦ
h
i = 0 olduğunu varsayalım. Bu durumda

∇jΦ
a
b = 0, ∇jΦ

a
y = 0, ∇jΦ

x
y = 0, ∇jΦ

x
b = 0
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olur. O zaman (4.3.5) ve (4.3.6) eşitliklerden sırasayla

Γa
jy = 0 (4.3.8)

ve

Γx
jb = 0 (4.3.9)

olduğu görülür. (4.3.8) ve (4.3.9) eşitlikleri ise

Γa
zy = 0,Γa

cy = 0,Γx
cb = 0,Γx

zb = 0

olduğunu ifade eder. Böylece, Teorem 4.3.1’den M bir yerel ayrıştırılabilir altın

Riemann manifolddur.

Teorem 4.3.4. p, q > 2 olduğunu varsayalım. Herhangi bir Mp ×Mq yerel ay-

rıştırılabilir altın Riemann manifoldunda Mp ve Mq bileşenlerinin her ikisinin de

Einstein manifold olması için bir gerek yeter koşul Mp ×Mq manifoldunun Ricci

tensörünün

Rji = agji + bΦji

formunda olmasıdır. Burada a ve b sabitlerdir.

İspat. Mp ve Mq bileşenlerinin birer Einstein manifold olduğunu varsayalım. O

zaman

Rcb = λgcb (4.3.10)

ve

Rzy = µgzy (4.3.11)

olacak şekilde λ ve µ sabitleri vardır. Burada Rcb ve Rzy, sırasıyla, Mp ve Mq

Einstein manifoldlarının Ricci tensörleridir. Bu durumda (4.3.2), (4.3.3), (4.3.10)

ve (4.3.11) eşitlikleri yardımıyla Mp ×Mq yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun Rji Ricci tensörü

Rji =
(ϕ− 1)λ+ ϕµ

2
√
5

gji +

(
λ− µ√

5

)
Φji (4.3.12)
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şeklinde ifade edilebilir. Burada ϕ ve 1 − ϕ değerleri, x2 − x − 1 = 0 cebirsel

denkleminin kökleridir. Böylece,

a =
(ϕ− 1)λ+ ϕµ

2
√
5

ve

b =

(
λ− µ√

5

)
alınırsa, (4.3.12) eşitliği

Rji = agji + bΦji

halini alır.

Tersine, Mp ×Mq yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun Ricci ten-

sörünün

Rji = agji + bΦji

formunda olduğunu varsayalım. O zaman

Rcb = (a+ ϕb) gcb (4.3.13)

ve

Rzy = (a+ (1− ϕ) b) gzy (4.3.14)

olur. Böylece, (4.3.13) ve (4.3.14) eşitlikleri, sırasıyla, Mr ve Ms bileşenlerinin

birer Einstein manifold olduğunu gösterir. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 4.3.1. p, q > 2 olduğunu varsayalım. Herhangi bir Mp ×Mq yerel ayrış-

tırılabilir altın Riemann manifoldunda Mp ve Mq bileşenleri Einstein manifold

olsun. Bu durumda Mp ×Mq yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

Ricci tensörü

Rji =
(ϕ− 1)λ+ ϕµ

2
√
5

gji +

(
λ− µ√

5

)
Φji

ile verilir. Burada λ ve µ, sırasıyla, Mp ve Mq Einstein manifoldlarının kesit

eğrilikleridir.
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İspat. Mp ve Mq bileşenlerinin her ikisi de Einstein manifold olduğu için Mp×Mq

yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun Ricci tensörü

Rji = agji + bΦji

olacak şekilde a ve b sabitleri vardır. O halde (4.3.2) ve (4.3.3) eşitliklerinden,

Rcb = (a+ ϕb) gcb (4.3.15)

ve

Rzy = (a+ (1− ϕ) b) gzy (4.3.16)

olduğu açıktır. Diğer taraftan, Mp ve Mq bileşenlerinin Einstein manifold olduğu

dikkate alınırsa,

Rcb = λgcb (4.3.17)

ve

Rzy = µgzy (4.3.18)

eşitlikleri geçerlidir. Böylece, (4.3.15), (4.3.16), (4.3.17) ve (4.3.18) eşitlikleri bir-

likte düşünülürse,

a+ ϕb = λ

a+ (1− ϕ) b = µ

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem isteminin çözümü

a =
(ϕ− 1)λ+ ϕµ

2
√
5

ve

b =

(
λ− µ√

5

)
olur. Buradan ise Mp×Mq yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun Ricci

tensörünün

Rji =
(ϕ− 1)λ+ ϕµ

2
√
5

gji +

(
λ− µ√

5

)
Φji

formunda olduğu elde edilir.
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Teorem 4.3.5. p, q > 2 olduğunu varsayalım. Herhangi bir Mp ×Mq yerel ay-

rıştırılabilir altın Riemann manifoldunda Mp ve Mq bileşenlerinin her ikisinin

de sabit kesit eğrilikli manifold olması için bir gerek yeter koşul Mp ×Mq yerel

ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun eğrilik tensörünün

Rkjih = λ [(gkhgji − gjhgki) + (ΦkhΦji − ΦjhΦki)]

+ µ [(Φkhgji − Φjhgki) + (gkhΦji − gjhΦki)]

formunda olmasıdır. Burada λ ve µ sabitlerdir.

İspat. Mp ve Mq bileşenleri birer sabit kesit eğrilikli manifold olsun. Bu durumda

Rdcba ve Rzyxw eğrilik tensörleri

Rdcba = cp (gdagcb − gcagdb) (4.3.19)

ve

Rzyxw = cq (gzwgyx − gywgzx) (4.3.20)

eşitliklerini sağlar. Burada cp ve cq, sırasıyla, Mp ve Mq sabit kesit eğrilikli mani-

foldların kesit eğrilikleridir. (4.3.19) ve (4.3.20) eşitliklerinin her ikisinin birlikte

Rkjih =

(
−(1− ϕ) cp − ϕcq

2
√
5

)
[(gkhgji − gjhgki) + (ΦkhΦji − ΦjhΦki)]

+

(
−(1− ϕ) cp + ϕcq

4

)
[(Φkhgji − Φjhgki) + (gkhΦji − gjhΦki)]

şeklindeki bir ifadeyi sağladığı kolayca gösterilebilir. Böylece,

λ = −(1− ϕ) cp − ϕcq

2
√
5

ve

µ = −(1− ϕ) cp + ϕcq
4

olarak alınırsa,

Rkjih = λ [(gkhgji − gjhgki) + (ΦkhΦji − ΦjhΦki)]

+ µ [(Φkhgji − Φjhgki) + (gkhΦji − gjhΦki)]
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olduğu elde edilir.

Tersine, Mp × Mq yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun eğrilik

tensörünün

Rkjih = λ [(gkhgji − gjhgki) + (ΦkhΦji − ΦjhΦki)]

+ µ [(Φkhgji − Φjhgki) + (gkhΦji − gjhΦki)]

olacak şekilde λ ve µ sabitlerinin var olduğunu kabul edelim. Bu durumda (4.3.2)

ve (4.3.3) eşitlikleri kullanılırsa,

Rdcba = λ [(gdagcb − gcagdb) + (ΦdaΦcb − ΦcaΦdb)] (4.3.21)

+ µ [(Φdagcb − Φcagdb) + (gdaΦcb − gcaΦdb)]

= λ [(gdagcb − gcagdb) + (ϕgdaϕgcb − ϕgcaϕgdb)]

+ µ [(ϕgdagcb − ϕgcagdb) + (gdaϕgcb − gcaϕgdb)]

= λ
[
(gdagcb − gcagdb) +

(
ϕ2gdagcb − ϕ2gcagdb

)]
+ µ [(ϕgdagcb − ϕgcagdb) + (ϕgdagcb − ϕgcagdb)]

= λ
[
(gdagcb − gcagdb) + ϕ2 (gdagcb − gcagdb)

]
+ µ [ϕ (gdagcb − gcagdb) + ϕ (gdagcb − gcagdb)]

= (ϕ+ 2)λ [(gdagcb − gcagdb)] + 2ϕµ [(gdagcb − ϕgcagdb)]

= [(ϕ+ 2)λ+ 2ϕµ] (gdagcb − gcagdb)

ve

Rzyxw = λ [(gzwgyx − gywgzx) + (ΦzwΦyx − ΦywΦzx)] (4.3.22)

+ µ [(Φzwgyx − Φywgzx) + (gzwΦyx − gywΦzx)]

= λ [(gzwgyx − gywgzx) + ((1− ϕ) gzw (1− ϕ) gyx − (1− ϕ) gyw (1− ϕ) gzx)]

+ µ [((1− ϕ) gzwgyx − (1− ϕ) gywgzx) + (gzw (1− ϕ) gyx − gyw (1− ϕ) gzx)]

= λ
[
(gzwgyx − gywgzx) +

(
(1− ϕ)2 gzwgyx − (1− ϕ)2 gywgzx

)]
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+ µ [((1− ϕ) gzwgyx − (1− ϕ) gywgzx) + ((1− ϕ) gzwgyx − (1− ϕ) gywgzx)]

= λ
[
(gzwgyx − gywgzx) + (1− ϕ)2 (gzwgyx − gywgzx)

]
+ µ [(1− ϕ) (gzwgyx − gywgzx) + (1− ϕ) (gzwgyx − gywgzx)]

= (3− ϕ)λ [(gzwgyx − gywgzx)] + 2 (1− ϕ)µ [(gzwgyx − gywgzx)]

= [(3− ϕ)λ+ 2 (1− ϕ)µ] (gzwgyx − gywgzx)

olur. Böylece, (4.3.21) ve (4.3.22) eşitlikleri, sırasıyla, Mr ve Ms bileşenlerinin

birer sabit kesit eğrilikli manifold olduğunu ifade eder. Dolayısıyla, ispat tamam-

lanmış olur.

Sonuç 4.3.2. p, q > 2 olduğunu varsayalım. Herhangi bir Mp ×Mq yerel ayrış-

tırılabilir altın Riemann manifoldunda Mp ve Mq bileşenleri sabit kesit eğrilikli

manifoldlar olsun. Bu durumda Mp×Mq yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun eğrilik tensörü

Rkjih =

(
−(1− ϕ) cp − ϕcq

2
√
5

)
[(gkhgji − gjhgki) + (ΦkhΦji − ΦjhΦki)]

+

(
−(1− ϕ) cp + ϕcq

4

)
[(Φkhgji − Φjhgki) + (gkhΦji − gjhΦki)]

ile verilir. Burada cp ve cq, sırasıyla, Mp ve Mq sabit kesit eğrilikli manifoldların

kesit eğrilikleridir.

İspat. Mp veMq bileşenlerinin her ikisi de sabit kesit eğrilikli olduğu içinMp×Mq

yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun eğrilik tensörü

Rkjih = λ [(gkhgji − gjhgki) + (ΦkhΦji − ΦjhΦki)]

+ µ [(Φkhgji − Φjhgki) + (gkhΦji − gjhΦki)]

formunda olacak şekilde λ ve µ sabitleri mevcuttur. O zaman (4.3.2) ve (4.3.3)

eşitlikleri yardımıyla
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Rdcba = λ [(gdagcb − gcagdb) + (ΦdaΦcb − ΦcaΦdb)] (4.3.23)

+ µ [(Φdagcb − Φcagdb) + (gdaΦcb − gcaΦdb)]

= λ [(gdagcb − gcagdb) + (ϕgdaϕgcb − ϕgcaϕgdb)]

+ µ [(ϕgdagcb − ϕgcagdb) + (gdaϕgcb − gcaϕgdb)]

= λ
[
(gdagcb − gcagdb) +

(
ϕ2gdagcb − ϕ2gcagdb

)]
+ µ [(ϕgdagcb − ϕgcagdb) + (ϕgdagcb − ϕgcagdb)]

= λ
[
(gdagcb − gcagdb) + ϕ2 (gdagcb − gcagdb)

]
+ µ [ϕ (gdagcb − gcagdb) + ϕ (gdagcb − gcagdb)]

= (ϕ+ 2)λ [(gdagcb − gcagdb)] + 2ϕµ [(gdagcb − ϕgcagdb)]

= [(ϕ+ 2)λ+ 2ϕµ] (gdagcb − gcagdb)

ve

Rzyxw = λ [(gzwgyx − gywgzx) + (ΦzwΦyx − ΦywΦzx)] (4.3.24)

+ µ [(Φzwgyx − Φywgzx) + (gzwΦyx − gywΦzx)]

= λ [(gzwgyx − gywgzx) + ((1− ϕ) gzw (1− ϕ) gyx − (1− ϕ) gyw (1− ϕ) gzx)]

+ µ [((1− ϕ) gzwgyx − (1− ϕ) gywgzx) + (gzw (1− ϕ) gyx − gyw (1− ϕ) gzx)]

= λ
[
(gzwgyx − gywgzx) +

(
(1− ϕ)2 gzwgyx − (1− ϕ)2 gywgzx

)]
+ µ [((1− ϕ) gzwgyx − (1− ϕ) gywgzx) + ((1− ϕ) gzwgyx − (1− ϕ) gywgzx)]

= λ
[
(gzwgyx − gywgzx) + (1− ϕ)2 (gzwgyx − gywgzx)

]
+ µ [(1− ϕ) (gzwgyx − gywgzx) + (1− ϕ) (gzwgyx − gywgzx)]

= (3− ϕ)λ [(gzwgyx − gywgzx)] + 2 (1− ϕ)µ [(gzwgyx − gywgzx)]

= [(3− ϕ)λ+ 2 (1− ϕ)µ] (gzwgyx − gywgzx)

elde edilir. Diğer taraftan, Mp ve Mq bileşenleri sabit kesit eğrilikli manifoldlar
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olduğu için

Rdcba = cp (gdagcb − gcagdb) (4.3.25)

ve

Rzyxw = cq (gzwgyx − gywgzx) (4.3.26)

eşitlikleri sağlanır. Böylece, (4.3.23), (4.3.24), (4.3.25) ve (4.3.26) eşitlikleri bir-

likte düşünüldüğünde,

(ϕ+ 2)λ+ 2ϕµ = cp

(3− ϕ)λ+ 2 (1− ϕ)µ = cq

lineer denklem sistemi elde edilir. Basit bir hesaplama ile, bu lineer sisteminin

çözümü

λ = −(1− ϕ) cp − ϕcq

2
√
5

ve

µ = −(1− ϕ) cp + ϕcq
4

olur. Dolayısıyla,Mp×Mq yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun eğrilik

tensörü

Rkjih =

(
−(1− ϕ) cp − ϕcq

2
√
5

)
[(gkhgji − gjhgki) + (ΦkhΦji − ΦjhΦki)]

+

(
−(1− ϕ) cp + ϕcq

4

)
[(Φkhgji − Φjhgki) + (gkhΦji − gjhΦki)]

olarak hesaplanır.

Şimdi, herhangi iki Riemann manifoldunun Riemann çarpım manifoldu üze-

rinde bir altın Riemann yapı tanımlayalım.

Herhangi iki
(
M1, g1

)
ve
(
M2, g2

)
Riemann manifoldunun M1×M2 Riemann

çarpım manifoldunu düşünelim. T
(
M1 ×M2

)
tanjant demetinin, sırasıyla, TM1
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ve TM2 tanjant demetleri üzerine projeksiyon operatörlerini r ve s ile gösterelim.

O zaman

r + s = I, r2 = r, s2 = s, r s = s r = 0 (4.3.27)

eşitlikleri sağlanır. O halde M1 ×M2 Riemann çarpım manifoldunun g Riemann

metriği her X,Y ∈ Γ
(
T
(
M1 ×M2

))
için

g (X,Y ) = g1 (rX, rY ) + g2 (sX, sY )

ile verilir. Buna ek olarak, g Riemann metriğininin tanımı dikkate alınırsa, (2.14.1)

eşitliği ile verilen Koszul formülünden M1 ve M2 Riemann manifoldlarının M1 ×

M2 Riemann çarpım manifoldunda total geodezik olduğu görülür. Şimdi,M1×M2

Riemann çarpım manifoldu üzerinde

Φ = ϕr + (1− ϕ) s (4.3.28)

eşitliği ile verilen bir (1, 1) tipinde tensör alanı tanımlayalım. Burada ϕ ve 1− ϕ

değerleri, x2 − x− 1 = 0 cebirsel denkleminin kökleridir. Bu durumda

Φ r = ϕr = rΦ

ve

Φ s = (1− ϕ) s = sΦ

eşitliklerinin geçerli olduğu açıktır. Ayrıca, r ve s projeksiyon operatörleri, sıra-

sıyla,

r =
1√
5

(
(ϕ− 1) I + Φ

)
(4.3.29)
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ve

s =
1√
5

(
ϕI − Φ

)
(4.3.30)

ile verilir. Böylece,

Φ
2
= ϕrΦ + (1− ϕ) sΦ

= ϕ2r2 + (1− ϕ)2 s2

= ϕr + r + (1− ϕ) s+ s

= ϕr + (1− ϕ) s+ r + s

= ϕr + (1− ϕ) s+ I

= Φ+ I

elde edilir. Yani, Φ bir altın yapıdır. Buna ek olarak, herX,Y ∈ Γ
(
T
(
M1 ×M2

))
için

g
(
ΦX,Y

)
= g1

(
rΦX, rY

)
+ g2

(
sΦX, sY

)
= g1

(
Φ rX, rY

)
+ g2

(
Φ sX, sY

)
= g1

(
rX,Φ rY

)
+ g2

(
sX,Φ sY

)
= g1

(
rX, rΦY

)
+ g2

(
sX, sΦY

)
= g

(
X,ΦY

)
eşitliği sağlanır. O zaman

(
g,Φ

)
bir altın Riemann yapıdır. Dolayısıyla,

(
M1 ×M2, g,Φ

)
bir Riemann çarpım altın Riemann manifold olur.
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Teorem 4.3.6. Herhangi bir
(
M1 ×M2, g,Φ

)
Riemann çarpım altın Riemann

manifoldu bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifolddur.

İspat. M1 × M2 Riemann çarpım altın Riemann manifoldu üzerindeki Levi-

Civita konneksiyonu ∇ ile gösterelim. Her X,Y ∈ Γ
(
T
(
M1 ×M2

))
için

∇Y rX = ∇ (rY+sY ) rX = ∇rY rX +∇sY rX (4.3.31)

ve

∇YX = ∇ (rY+sY ) (rX + sX) (4.3.32)

= ∇rY (rX + sX) +∇sY (rX + sX)

= ∇rY rX +∇rY sX +∇sY rX +∇sY sX

olur. Diğer taraftan, g Riemann metriğinin paralel ve M2 Riemann manifoldunun

M1 × M2 Riemann çarpım altın Riemann manifoldunda total geodezik olması

nedeniyle her Z ∈ Γ
(
T
(
M1 ×M2

))
için

g
(
∇sY rX, sZ

)
= ∇sY g (rX, sZ)− g

(
rX,∇sY sZ

)
= 0− g

(
rX,∇sY sZ

)
= 0

elde edilir. Bu ise

∇sY rX ∈ Γ
(
TM1

)
olduğunu ifade eder. Yani,

r∇sY rX = ∇sY rX

ve

s∇sY rX = 0

olur. Benzer şekilde,

r∇rY sX = 0
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ve

s∇rY sX = ∇rY sX

olduğu gösterilebilir. Bu yüzden, (4.3.32) eşitliği yardımıyla

r∇YX = r∇(rY+sY ) (rX + sX) (4.3.33)

= r
(
∇rY rX +∇rY sX +∇sY rX +∇sY sX

)
= r∇rY rX + r∇rY sX + r∇sY rX + r∇sY sX

= ∇rY rX + 0 +∇sY rX + 0

= ∇rY rX +∇sY rX

olduğu bulunur. Böylece, (4.3.31) ve (4.3.33) eşitlikleri kullanılırsa,

(
∇Y r

)
X = ∇Y rX − r∇YX

= ∇rY rX +∇sY rX −∇rY rX −∇sY rX

= 0

elde edilir. Benzer şekilde, (
∇Y s

)
X = 0

olduğu gösterilebilir. O halde, (4.3.28) eşitliğinden, her X,Y ∈ Γ
(
T
(
M1 ×M2

))
için

(
∇XΦ

)
Y =

(
∇Xϕr +∇X (1− ϕ) s

)
Y

=
(
ϕ∇Xr + (1− ϕ)∇Xs

)
Y

= ϕ
(
∇Xr

)
Y + (1− ϕ)

(
∇Xs

)
Y

= 0

olur. Yani, Φ altın yapısı ∇ Levi-Civita konneksiyonuna göre paraleldir. Dolayı-

sıyla,
(
M1 ×M2, g,Φ

)
Riemann çarpım altın Riemann manifoldu bir yerel ayrış-

tırılabilir altın Riemann manifolddur.
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5. ALTIN MANİFOLDLARIN

ALTMANİFOLDLARI

Altın Riemann manifoldların altmanifoldlarının incelendiği bu bölüm beş alt

bölümden oluşmaktadır. Birinci alt bölümde, bir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir izometrik immersed altmanifoldunun tanjant ve normal demetleri

üzerinde ambient manifoldun altın yapısının tanımladığı kanonik yapıların bazı

özellikleri ortaya koyuldu. İkinci alt bölümde, bir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir izometrik immersed altmanifoldu üzerindeki indirgenmiş yapı hak-

kında bazı hatırlatmalar yapıldı. İndirgenmiş yapının matris elemanının izi ile

ilgili sonuçlar elde edildi. Bir altın Riemann manifoldunun izometrik immersed

non-invaryant, invaryant ve anti-invaryat altmanifoldları üzerlerinde tanımlı in-

dirgenmiş yapılar yardımıyla irdelendi. İzometrik immersed non-invaryant alt-

manifoldların total geodezik (ya da minimal) olma koşulları araştırıldı ve bazı

önemli sonuçlar elde edildi. Bir izometrik immersed non-invaryant altmanifold

üzerindeki indirgenmiş yapıda, tanjant vektör alanlarının lineer bağımlı olduğu

durumda belirli sayıda normal vektör alanlarına karşılık gelen ikinci temel ten-

sörlerin sıfır olması için iki koşul bulundu. Burada ikinci temel tensörlerin sa-

yısı, indirgenmiş yapıdaki tanjant vektör alanlarının rankı kadardır. Ayrıca, bu

ikinci temel tensörlerin her biri için bir sonuç verildi. Üçüncü alt bölümde, bir
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yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun herhangi bir izometrik immer-

sed invaryant altmanifoldunun bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifold

olduğu ispatlandı. Herhangi bir izometrik immersed altmanifoldun invaryantlığı

için bir karakterizasyon bulundu. Herhangi bir izometrik immersed invaryant alt-

manifoldun total geodezik olması için bazı koşullar belirlendi. Ayrıca, izometrik

immersed invaryant altmanifoldlar için bazı önemli sonuçlara ulaşıldı. Dördüncü

alt bölümde, izometrik immersed anti-invaryant altmanifoldların bazı özellikleri

elde edildi. Herhangi bir izometrik immersed altmanifoldun anti-invaryant olması

için iki koşul belirlendi. Ayrıca, bu varsayımlar altında, izometrik immersed anti-

invaryant altmanifoldun total geodezik olduğu görüldü. Herhangi bir izometrik

immersed anti-invaryant altmanifoldun total geodezik olması için bir koşul verildi.

Bazı şartlar altında, herhangi bir izometrik immersed anti-invaryant altmanifol-

dun normal demeti için özel bir yerel ortonormal çatı bulundu. Bunun yanısıra,

izometrik immersed anti-invaryant altmanifoldun tanjant demetinin herhangi bir

yerel ortonormal çatısının seçimine göre belirlenen normal vektör alanlarına kar-

şılık gelen ikinci temel tensörlerin sıfır olduğu ispatlandı. Beşinçi alt bölümde,

altın Riemann manifoldların semi-invaryant altmanifoldlarının geometrik özellik-

leri araştırıldı ve bazı örnekler verildi. Herhangi bir altmanifoldun semi-invaryant

olması için iki tane karakterizasyon verildi. Semi-invaryant altmanifoldların dist-

ribüsyonlarının karakterizasyonu ile ilgili ifadeler elde edildi. Semi-invaryant alt-
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manifoldların tanjant ve normal demetleri üzerinde tanımlı kanonik yapılarının

paralelliği araştırıldı, bazı denk ifadeler ve sonuçlar bulundu. Semi-invaryant alt-

manifoldların tanımındaki distribüsyonların integrallenebilirliği ve paralelliği ça-

lışıldı, bazı gerek ve yeter koşullar ve sonuçlar elde edildi. Semi-invaryant altma-

nifoldların total geodezik, mixed total geodezik ve total umbilik gibi bazı sınıflan-

dırılmalarının yapılması için bazı koşullar ve karakterizasyonlar verildi. Ayrıca,

hangi koşullar altında semi-invaryant altmanifoldların bir de Rham kohomoloji

grubu tanımladığı gösterildi. Bu kohomoloji grubu yardımıyla semi-invaryant alt-

manifoldlar incelendi ve önemli sonuçlara ulaşıldı.

5.1 İzometrik İmmersed Altmanifoldlar

Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir izometrik immersed

altmanifoldu M olsun. Herhangi bir p ∈ M noktasında M altmanifoldunun tan-

jant uzayını ve normal uzayını, sırasıyla, TpM ve TpM⊥ ile gösterelim. Bu du-

rumda M ambient manifoldunun TM tanjant demetinin

TM = TM ⊕ TM⊥

şeklinde ayrışımı vardır. i : M −→ M immersiyonunun türev dönüşümü i∗ ise

o zaman M altmanifoldu üzerinde indirgenmiş g Riemann metriği her X,Y ∈

Γ(TM) için

g (X,Y ) = g (i∗X, i∗Y ) (5.1.1)
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ile verilir [21, 22].

Kolaylık açışından aksi belirtilmedikçe, her X ∈ Γ(TM) için i∗X ile X vektör

alanlarını özdeş olarak kabul edelim ve M ambient manifoldu üzerindeki Riemann

metriği ile M altmanifoldu üzerindeki indirgenmiş metriği aynı g sembolü ile

gösterelim.

M altmanifoldu üzerinde T , N , t ve n dönüşümlerini, sırasıyla, her X ∈

Γ (TM) ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için

TX =
(
ΦX

)⊤ , (5.1.2)

NX =
(
ΦX

)⊥ , (5.1.3)

tV =
(
ΦV
)⊤ (5.1.4)

ve

nV =
(
ΦV
)⊥ (5.1.5)

ile tanımlayalım. O halde T : Γ (TM) −→ Γ (TM) ve n : Γ
(
TM⊥) −→ Γ

(
TM⊥)

dönüşümlerinin birer endomorfizm,N : Γ (TM) −→ Γ
(
TM⊥) ve t : Γ

(
TM⊥) −→

Γ (TM) dönüşümlerinin ise birer demet değerli 1-form olduğu açıktır. Bu nedenle,

herhangi bir X ∈ Γ (TM) tanjant vektör alanı için ΦX vektör alanı

ΦX = TX +NX (5.1.6)

olacak şekilde tanjant ve normal bileşenlerine ayrılabilir. Benzer şekilde, herhangi
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bir normal vektör alanı V ∈ Γ
(
TM⊥) için ΦV vektör alanı

ΦV = tV + nV (5.1.7)

formunda yazılabilir.

Önerme 5.1.1. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir altma-

nifoldu M olsun. O zaman T : Γ (TM) −→ Γ (TM) endomorfizmi g-simetriktir

[64].

Önerme 5.1.2. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir altmani-

foldu M olsun. O zaman n : Γ
(
TM⊥) −→ Γ

(
TM⊥) endomorfizmi g-simetriktir

[64].

Lemma 5.1.1. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir altma-

nifoldu M olsun. Bu durumda

T + I = T 2 + tN , (5.1.8)

N = NT + nN , (5.1.9)

t = Tt+ tn (5.1.10)

ve

n+ I = n2 +Nt (5.1.11)

eşitlikleri sağlanır.

İspat. (5.1.6) ve (5.1.7) eşitlikleri yardımıyla herhangi bir X ∈ Γ (TM) tanjant

vektör alanı için

Φ
2
X = Φ

(
ΦX

)
= Φ(TX +NX) = ΦTX + ΦNX

= T (TX) +NTX + tNX + nNX

= T 2X +NTX + tNX + nNX

= T 2X + tNX +NTX + nNX
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ve (
Φ + I

)
X = ΦX +X = TX +NX +X

elde edilir. Diğer taraftan, Φ2
= Φ+ I olduğu dikkate alınırsa,

T 2X + tNX +NTX + nNX = TX +NX +X

olduğu görülür. Buradan ise tanjant ve normal bileşenler eşitlenirse, sırasıyla,

TX +X = T 2X + tNX veya T + I = T 2 + tN

ve

NX = NTX + nNX veya N = NT + nN

elde edilir. Bu ise (5.1.8) ve (5.1.9) eşitliklerinin sağlandığını gösterir. Benzer şe-

kilde, (5.1.6) ve (5.1.7) eşitlikleri kullanılarak herhangi bir V ∈ Γ
(
TM⊥) normal

vektör alanı için

Φ
2
V = Φ

(
ΦV
)

= Φ(tV + nV ) = ΦtV + ΦnV

= TtV +NtV + tnV + n (nV )

= TtV +NtV + tnV + n2V

= TtV + tnV +NtV + n2V

ve (
Φ + I

)
V = ΦV + V = tV + nV + V

elde edilir. Diğer taraftan, Φ2
= Φ+ I olduğu dikkate alınırsa,

TtV + tnV +NtV + n2V = tV + nV + V

olduğu görülür. Buradan ise tanjant ve normal bileşenler eşitlenirse, sırasıyla,

tV = TtV + tnV veya t = Tt+ tn
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ve

nV + V = NtV + n2V veya n+ I = Nt+ n2

elde edilir. Bu ise (5.1.10) ve (5.1.11) eşitliklerinin sağlandığını gösterir. Dolayı-

sıyla, ispat tamamlanmış olur.

T , N , t ve n dönüşümlerinin kovaryant türevleri, sırasıyla, her X,Y ∈ Γ (TM)

ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için

(
∇XT

)
Y = ∇XTY − T∇XY , (5.1.12)

(
∇XN

)
Y = ∇⊥

XNY −N∇XY , (5.1.13)

(
∇Xt

)
V = ∇XtV − t∇⊥

XV (5.1.14)

ve

(
∇Xn

)
V = ∇⊥

XnV − n∇⊥
XV (5.1.15)

ile tanımlanır. Burada ∇⊥, M altmanifoldu üzerindeki normal konneksiyondur.

Önerme 5.1.3. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda T : TM −→ TM endomorfiz-

minin ve N : TM −→ TM⊥ normal demet değerli 1-formunun kovaryant türevi,

sırasıyla, her X,Y ∈ Γ (TM) için

(
∇XT

)
Y = ANYX + th (X,Y ) (5.1.16)

ve (
∇XN

)
Y = nh (X,Y )− h (X,TY ) (5.1.17)

ile verilir [64].
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Önerme 5.1.4. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda her X,Y ∈ Γ (TM) için

T [X,Y ] = ∇XTY −∇Y TX + ANXY − ANYX (5.1.18)

ve

N [X,Y ] = h (X,TY )− h (TX, Y ) +∇⊥
YNX −∇⊥

XNY (5.1.19)

eşitlikleri sağlanır [64].

Önerme 5.1.5. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda t : TM⊥ −→ TM tanjant demet

değerli 1-formunun ve n : TM⊥ −→ TM⊥ endomorfizminin kovaryant türevi,

sırasıyla, her X ∈ Γ (TM) ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için

(
∇Xt

)
V = AnVX − TAVX (5.1.20)

ve (
∇Xn

)
V = −h (X, tV )−NAVX (5.1.21)

ile verilir [64].

5.2 İndirgenmiş Yapılar ve Non-İnvaryant Altmanifoldlar

Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir n-boyutlu

izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codimM olsun.

TM⊥ normal demetinin bir {N1, N2, . . . , Nr} yerel ortonormal çatısını düşü-

nelim. Her X ∈ Γ(TM) için M ambient manifoldu üzerinde Φ (i∗X) ve Φ (Nα)

vektör alanları, sırasıyla,

Φ (i∗X) = i∗ (Φ (X)) +
r∑

α=1

uα (X)Nα (5.2.1)
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ve

Φ (Nα) = εi∗ (ξα) +
r∑

β=1

aαβNβ, ε = ±1 (5.2.2)

şeklinde M altmanifoldunda tanjant ve normal bileşenlerine ayrılabilir. Burada

Φ, M manifoldu üzerinde (1, 1) tipinde bir tensör alanı; ξα, M altmanifoldu üze-

rinde tanjant vektör alanları; uα, M altmanifoldu üzerinde 1-formlar ve (aαβ)r×r,

M altmanifoldu üzerinde r × r tipinde reel değerli fonksiyonların bir matrisidir.

Böylece, M altmanifoldu üzerinde bir
(
Φ, g, uα, εξα, (aαβ)r×r

)
indirgenmiş yapısı

elde edilir [21, 22].

M ve M manifoldlarının Levi-Civita konneksiyonlarını, sırasıyla, ∇ ve ∇ ile

gösterelim. M ambient manifoldunda M altmanifoldunun Gauss ve Weingarten

formülleri, sırasıyla, her X,Y ∈ Γ(TM) için

∇i∗Xi∗Y = i∗∇XY +
r∑

α=1

hα (X,Y )Nα (5.2.3)

ve

∇i∗XNα = −i∗AαX +
r∑

β=1

lαβ (X)Nβ (5.2.4)

ile verilir. Burada hα, 1 ≤ α ≤ r, Nα normal vektör alanlarına karşılık gelen

ikinci temel tensörleri; Aα, Nα normal vektör alanı boyunca şekil operatörünü;

lαβ, 1 ≤ α, β ≤ r, M altmanifoldu üzerinde ∇⊥ normal konneksiyonuna göre

1-formları göstermektedir. Dolayısıyla, her X,Y ∈ Γ(TM) ve 1 ≤ α, β ≤ r için

hα (X,Y ) = hα (Y,X) , (5.2.5)
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hα (X,Y ) = g (AαX,Y ) , (5.2.6)

∇⊥
i∗XNα =

r∑
β=1

lαβ (X)Nβ (5.2.7)

ve

lαβ = −lβα (5.2.8)

eşitlikleri sağlanır [21].

Teorem 5.2.1. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi

bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codimM olsun. Bu

durumda M altmanifoldu üzerinde
(
Φ, g, uα, εξα, (aαβ)r×r

)
indirgenmiş yapısı her

X,Y ∈ Γ(TM) için

Φ2 (X) = Φ (X) +X − ε
r∑

α=1

uα (X) ξα, (5.2.9)

uα (Φ (X)) = (1− aαα)uα (X) , (5.2.10)

aαβ = aβα, (5.2.11)

uβ (ξα) = ε

(
δαβ + aαβ −

r∑
γ=1

aαγaβγ

)
, (5.2.12)

Φ (ξα) = ξα −
r∑

β=1

aαβξβ, (5.2.13)

uα (X) = εg (X, ξα) , (5.2.14)

g (Φ (X) , Y ) = g (X,Φ (Y )) (5.2.15)

ve

g (Φ (X) ,Φ (Y )) = g (Φ (X) , Y ) + g (X,Y )−
r∑

α=1

uα (X)uα (Y ) (5.2.16)

eşitliklerini sağlar [21, 22].
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TM⊥ normal demetinin herhangi iki yerel ortonormal çatısı {N1, N2, . . . , Nr}

ve {N ′
1, N

′
2, . . . , N

′
r} olsun. O zaman her α ∈ {1, . . . , r} için N ′

α normal vektör

alanlarının {N1, N2, . . . , Nr} yerel ortonormal çatısında ayrışımı

N ′
α =

r∑
γ=1

kγαNγ (5.2.17)

ile verilir. Burada kγα, r × r tipinde bir ortogonal matristir.

u′α =
r∑

γ=1

kγαuγ, (5.2.18)

ξ′α =
r∑

γ=1

kγαξγ (5.2.19)

ve

a′αβ =
r∑

γ=1

kγαaγδk
δ
β (5.2.20)

diyelim. Bu durumda (5.2.17) eşitliği kullanılırsa, (5.2.1) ve (5.2.2) ifadeleri, sı-

rasıyla,

Φ (i∗X) = i∗Φ (X) +
r∑

α=1

u′α (X)N ′
α (5.2.21)

ve

Φ (N ′
α) = εi∗ (ξ

′
α) +

r∑
β=1

a′αβN
′
β, ε = ±1 (5.2.22)

formlarını halir. Ayrıca, (5.2.19) eşitliğinden ξ1, . . . , ξr tanjant vektör alanları li-

neer bağımlı (ya da lineer bağımsız) ise aynı zamanda ξ′1, . . . , ξ
′
r tanjant vektör

alanları da lineer bağımlıdır (ya da lineer bağımsızdır). Bunun yanısıra, aαβ matris

bileşeni α ve β indislerine göre simetrik olduğu için aαβ matris bileşeni uygun bir
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dönüşüm altında a′αβ = λαδαβ formuna indirgenebilir. Burada her α ∈ {1, . . . , r}

için λα, (aαβ)r×r matrisinin öz değerleridir [21, 30].

Önerme 5.2.1. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi

bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codimM olsun. Eğer

ξ1, ξ2, . . . , ξr tanjant vektör alanları lineer bağımsız ise bu durumda u1, u2, . . . , ur

diferansiyel 1-formları da lineer bağımsızdır [21].

Teorem 5.2.2. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. Bu durumda
(
Φ, g, uα, εξα, (aαβ)r×r

)
indirgenmiş yapısı her X,Y ∈

Γ(TM) için

(∇XΦ)Y = ε
r∑

α=1

hα (X,Y ) ξα +
r∑

α=1

uα (Y )AαX, (5.2.23)

(∇Xuα)Y = −hα (X,ΦY ) +
r∑

β=1

uβ (Y ) lαβ (X) +
r∑

β=1

hβ (X,Y ) aβα, (5.2.24)

∇Xξα = −εΦ (AαX) + ε
r∑

β=1

aαβAβX +
r∑

β=1

lαβ (X) ξβ (5.2.25)

ve

X (aαβ) = −εhβ (X, ξα)− εhα (X, ξβ)−
r∑

γ=1

aαγlγβ (X)−
r∑

γ=1

aβγlγα (X) (5.2.26)

eşitliklerini sağlar [21].

Teorem 5.2.3. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. Eğer M altmanifoldu üzerinde her α ∈ {1, . . . , r} için ξα tan-

jant vektör alanları lineer bağımsız ve ∇Φ = 0 ise o zaman M bir total geodezik

altmanifolddur.
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İspat. Hipotezden Φ indirgenmiş yapısının kovaryant türevi sıfır olduğundan

(5.2.23) eşitliğinden her X,Y ∈ Γ(TM) için

0 = ε
r∑

α=1

hα (X,Y ) ξα +
r∑

α=1

uα (Y )AαX (5.2.27)

olur. (5.2.27) eşitliğinde, (2.15.2) ve (5.2.5) eşitlikleri kullanılırsa, her Z ∈ Γ(TM)

için
r∑

α=1

uα (Y )hα (X,Z) = −
r∑

α=1

uα (Z)hα (X,Y ) (5.2.28)

olduğu kolayca görülür. O halde (5.2.5) ve (5.2.28) eşitlikleri yardımıyla

r∑
α=1

uα (Y )hα (X,Z) =
r∑

α=1

uα (Y )hα (Z,X) = −
r∑

α=1

uα (X)hα (Z, Y )

= −
r∑

α=1

uα (X)hα (Y, Z) =
r∑

α=1

uα (Z)hα (X,Y )

= −
r∑

α=1

uα (Y )hα (X,Z)

elde edilir. Buradan ise 2
r∑

α=1

uα (Y )hα (X,Z) = 0 yani,
r∑

α=1

uα (Y )hα (X,Z) = 0

olduğu bulunur. Ayrıca, her α ∈ {1, . . . , r} için ξα tanjant vektör alanları lineer

bağımsız olduğundan u1, u2, . . . , ur diferansiyel 1-formları da lineer bağımsızdır. O

zaman her α ∈ {1, . . . , r} için hα (X,Z) = 0 olmak zorundadır. Aynı zamanda, her

X,Z ∈ Γ(TM) için h (X,Z) =
r∑

α=1

hα (X,Z)Nα olduğunu hatırlayalım. Böylece,

M altmanifoldunun total geodezik olduğu elde edilir.

Önerme 5.2.2. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi

bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codimM olsun. Eğer

her α ∈ {1, . . . , r} için ξα tanjant vektör alanları lineer bağımsız ise Φ indirgenmiş

yapısının izi

tr(Φ) =

 r − tr (aαβ) +
n∑

A=r+1

λA, r < n, λA ∈ {ϕ; 1− ϕ}

r − tr (aαβ) , r = n

(5.2.29)

şeklindedir [22].
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Lemma 5.2.1. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi

bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codimM olsun. Eğer

her α ∈ {1, . . . , r} için ξα tanjant vektör alanları lineer bağımsız ve ∇Φ = 0 ise

o zaman tr (aαβ) sabittir.

İspat. Herhangi bir p ∈M noktasında TpM tanjant uzayının bir ortonormal bazı

{e1, . . . , en} olsun. Bu durumda M bir Riemann manifold olması nedeniyle, her

X ∈ Γ(TM) için p ∈M noktasında ∇XEi = 0 olacak şekilde TM tanjant demeti-

nin bir {E1, . . . , En} yerel ortonormal çatısı mevcuttur. Burada Ei, p ∈M nokta-

sında ei tanjant vektörlerine karşılık gelen vektör alanlarını göstermektedir. Diğer

taraftan, p ∈M noktasında Φ indirgenmiş yapısının izi tr (Φ) =
n∑

i=1

g (Φei, ei) ile

verilir. O zaman ∇ bir metrik konneksiyon olduğundan her X ∈ Γ(TM) için

∇Xtr (Φ) = ∇X

n∑
i=1

g (Φei, ei)

= ∇X

{
n∑

i=1

g (ΦEi, Ei)

}
p

=

{
n∑

i=1

∇Xg (ΦEi, Ei)

}
p

=

{
n∑

i=1

g (∇XΦEi, Ei)

}
p

+

{
n∑

i=1

g (ΦEi,∇XEi)

}
p

=

{
n∑

i=1

g (∇XΦEi, Ei)

}
p

−

{
n∑

i=1

g (Φ∇XEi, Ei)

}
p

+

{
n∑

i=1

g (Φ∇XEi, Ei)

}
p

+

{
n∑

i=1

g (ΦEi,∇XEi)

}
p

=

{
n∑

i=1

g (∇XΦEi − Φ∇XEi, Ei)

}
p

+

{
n∑

i=1

g (∇XEi,ΦEi)

}
+

{
n∑

i=1

g (∇XEi,ΦEi)

}
p

=

{
n∑

i=1

g ((∇XΦ)Ei, Ei)

}
p

+ 2

{
n∑

i=1

g (∇XEi,ΦEi)

}
p
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elde edilir. Buradan ise Ei vektör alanlarının p ∈M noktasında ∇ metrik konnek-

siyonuna göre kovaryant türevi sabit ve hipotezden Φ indirgenmiş yapısının kovar-

yant türevi sıfır olduğundan ∇Xtr (Φ) = 0 olduğu bulunur. Bu ise tr (Φ) = sabit

olması demektir. Dolayısıyla, (5.2.29) eşitliğinden tr (aαβ) = sabit olduğu görü-

lür.

Lemma 5.2.2. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. Eğer her α ∈ {1, . . . , r} için ξα tanjant vektör alanları lineer

bağımsız ve tr (Φ) = sabit olsun. Bu durumda her X ∈ Γ(TM) için

r∑
α=1

hα (X, ξα) = 0 (5.2.30)

ve
r∑

α=1

Aαξα = 0 (5.2.31)

eşitlikleri geçerlidir.

İspat. (5.2.26) eşitliğinde α = β alınırsa, her X ∈ Γ(TM) için

0 = εhα (X, ξα) + εhα (X, ξα) +∇Xaαα (X) (5.2.32)

+
r∑

γ=1

aαγlγα (X) +
r∑

γ=1

aαγlγα (X)

= 2εhα (X, ξα) +∇Xaαα (X) + 2
r∑

γ=1

aαγlγα (X)

olur. O halde (5.2.32) eşitliğinde α indisi üzerinden toplam alınırsa,

2ε
r∑

α=1

hα (X, ξα) +∇X

r∑
α=1

aαα (X) + 2
r∑

α=1

r∑
γ=1

aαγlγα (X) = 0 (5.2.33)

elde edilir. Buradan ise aαγ = aγα ve lαγ = −lγα olduğu dikkate alınırsa, (5.2.33)

eşitliği

2ε
r∑

α=1

hα (X, ξα) +∇X

r∑
α=1

aαα (X) = 0 (5.2.34)
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halini alır. Hipotezden tr(Φ) sabit olması nedeniyle (5.2.29) eşitliğinden tr (aαβ) =
r∑

α=1

aαα sabit olur. Bu nedenle, (5.2.34) eşitliği

2ε
r∑

α=1

hα (X, ξα) = 0

formuna indirgenir. Bu ise
r∑

α=1

hα (X, ξα) = 0

olduğunu belirtir. Diğer taraftan, (2.15.2) eşitliği

0 =
r∑

α=1

hα (X, ξα) =
r∑

α=1

g (AαX, ξα)

olduğunu gösterir. Böylece, şekil operatörünün self-adjoint özelliği kullanılırsa,

0 =
r∑

α=1

g (AαX, ξα) =
r∑

α=1

g (Aαξα, X) = g

(
r∑

α=1

Aαξα, X

)

elde edilir. Buradan ise g Riemann metriği non-dejenere olduğundan
r∑

α=1

Aαξα = 0

olduğu bulunur. Dolayısıyla, ispat gösterilmiş olur.

Teorem 5.2.4. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. Eğer her α ∈ {1, . . . , r} için ξα tanjant vektör alanları lineer

bağımsız, tr (Φ) = sabit ve M total umbilik ise M total geodeziktir.

İspat. M total umbilik altmanifold olması nedeniyle her α ∈ {1, . . . , r} için

hα (X,Y ) = σαg (X,Y ) (5.2.35)

olacak şekilde σα sabitleri vardır. Diğer taraftan, Lemma 5.2.2’nin koşullarının

sağlandığı dikkate alınırsa, (5.2.30) eşitliğinin geçerli olduğu görülür. O halde

(5.2.30) ve (5.2.35) eşitlikleri yardımıyla her X ∈ Γ(TM) için

0 =
r∑

α=1

hα (X, ξα) =
r∑

α=1

σαg (X, ξα) = g

(
X,

r∑
α=1

σαξα

)
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elde edilir. Buradan ise g Riemann metriği non-dejenere olduğu için

r∑
α=1

σαξα = 0 (5.2.36)

olur. Böylece, her α ∈ {1, . . . , r} için ξα tanjant vektör alanlarının lineer bağımsız

olması nedeniyle (5.2.36) eşitliği her α ∈ {1, . . . , r} için σα = 0 olduğunu ifade

eder. Dolayısıyla, (5.2.35) eşitliğinden her α ∈ {1, . . . , r} için hα (X,Y ) = 0

olduğu görülür. Yani, M bir total geodezik altmanifolddur.

Teorem 5.2.5. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. Eğer her α ∈ {1, . . . , r} için ξα tanjant vektör alanları lineer

bağımsız, tr (Φ) = sabit ve
n∑

i=1

(∇eiΦ) ei = 0 ise M bir minimal altmanifolddur.

Burada {e1, . . . , en}, herhangi bir p ∈ M noktasında TpM tanjant uzayının bir

ortonormal bazıdır.

İspat. (5.2.23) eşitliğinde her i ∈ {1, . . . , n} için p ∈M noktasında Xp = Yp = ei

alınırsa,

(∇eiΦ) ei = ε
r∑

α=1

hα (ei, ei) ξα +
r∑

α=1

uα (ei)Aαei

olur. Buradan ise i indisi üzerinden toplam alınırsa,
n∑

i=1

uα (ei) ei = εξα eşitliğin-

den

0 =
n∑

i=1

(∇eiΦ) ei (5.2.37)

= ε

n∑
i=1

r∑
α=1

hα (ei, ei) ξα +
n∑

i=1

r∑
α=1

uα (ei)Aαei

= ε

r∑
α=1

n∑
i=1

hα (ei, ei) ξα +
r∑

α=1

Aα

n∑
i=1

uα (ei) ei

= ε

r∑
α=1

n∑
i=1

hα (ei, ei) ξα + ε

r∑
α=1

Aαξα

= ε

r∑
α=1

(
n∑

i=1

hα (ei, ei) ξα + Aαξα

)
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olduğu bulunur. Diğer taraftan, Lemma 5.2.2’nin koşulları sağlandığı için (5.2.31)

eşitliği geçerlidir. Böylece, (5.2.31) ve (5.2.37) eşitliklerinden

r∑
α=1

(
n∑

i=1

hα (ei, ei)

)
ξα = 0

elde edilir. Bu ise ξα tanjant vektör alanlarının lineer bağımsız olmasından dolayı

her α ∈ {1, . . . , r} için
n∑

i=1

hα (ei, ei) = 0 olduğunu gösterir. O halde M altma-

nifoldunun ortalama eğrilik vektör alanının tanımı dikkate alınırsa, H = 0 olur.

Yani, M bir minimal altmanifolddur.

Önerme 5.2.3. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. Eğer her α, β ∈ {1, . . . , r} için aαβ = λaδαβ, λa ∈ (1− ϕ, ϕ) ise

bu durumda aşağıdaki ifadeler geçerlidir:

(a) Her α ∈ {1, . . . , r} için ξα tanjant vektör alanları lineer bağımsızdır,

(b) Her α ∈ {1, . . . , r} için ξα tanjant vektör alanları Φ indirgenmiş yapısının

(1− λa) öz değerlerine karşılık gelen öz vektörleridir.

İspat. Her α, β ∈ {1, . . . , r} için aαβ = λaδαβ, λa ∈ (1− ϕ, ϕ) olsun. O zaman

(5.2.12) eşitliğinden

uβ (ξα) = ε

(
δαβ + aαβ −

r∑
γ=1

aαγaγβ

)

= ε

(
δαβ + λaδαβ −

r∑
γ=1

λaδαγλβδγβ

)

= ε

(
δαβ + λaδαβ − λaλβ

r∑
γ=1

δαγδγβ

)

= ε (δαβ + λaδαβ − λaλβδαβ)

= εδαβ (1 + λa − λaλβ)
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elde edilir. Diğer taraftan, (5.2.14) eşitliğinden g (ξα, ξβ) = εuβ (ξα) olur. Dolayı-

sıyla,

g (ξα, ξβ) = ε2δαβ (1 + λa − λaλβ) = δαβ (1 + λa − λaλβ) (5.2.38)

olduğu bulunur. Aynı zamanda, λa, λβ ∈ (1− ϕ, ϕ) olduğu için

1 + λa − λaλβ > 0 (5.2.39)

olduğu açıktır. Böylece, (5.2.38) ve (5.2.39) eşitlikleri dikkate alınırsa, ξα tanjant

vektör alanlarının lineer bağımsız olduğu görülür. Ayrıca, (5.2.13) eşitliğinden

Φ (ξα) = ξα −
r∑

β=1

aαβξβ = ξα −
r∑

β=1

δαβλaξβ = ξα − λaξa = (1− λa) ξα

olur. Bu ise her α ∈ {1, . . . , r} için ξα tanjant vektör alanlarının Φ indirgen-

miş yapısının 1 − λa öz değerlerine karşılık gelen öz vektörler olduğunu gösterir.

Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.

Önerme 5.2.3 dikkate alınırsa, Teorem 5.2.3, Teorem 5.2.4 ve Teorem 5.2.5,

sırasıyla, aşağıdaki sonuçların sağlandığını gösterir.

Sonuç 5.2.1. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. Eğer her α, β ∈ {1, . . . , r} için aαβ = λaδαβ, λa ∈ (1− ϕ, ϕ) ve

∇Φ = 0 ise M total geodezik altmanifolddur.

Sonuç 5.2.2. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. Eğer her α, β ∈ {1, . . . , r} için aαβ = λaδαβ, λa ∈ (1− ϕ, ϕ),

tr (Φ) = sabit ve M total umbilik ise M total geodeziktir.

Sonuç 5.2.3. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
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codimM olsun. Eğer her α, β ∈ {1, . . . , r} için aαβ = λaδαβ, λa ∈ (1− ϕ, ϕ) ve

tr (Φ) = sabit ve
n∑

i=1

(∇eiΦ) ei = 0 ise M bir minimal altmanifolddur. Burada

{e1, . . . , en}, herhangi bir p ∈M noktasında TpM tanjant uzayının bir ortonormal

bazıdır.

Önerme 5.2.4. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. Eğer her α, β ∈ {1, . . . , r} için ααβ = δαβ ise bu durumda aşağı-

daki ifadeler geçerlidir:

(a) Her α ∈ {1, . . . , r} için ξα tanjant vektör alanları lineer bağımsızdır,

(b) tr (Φ) sabittir.

İspat. Her α, β ∈ {1, . . . , r} için aαβ = δαβ olsun. O zaman (5.2.12) eşitliği

yardımıyla

uβ (ξα) = ε

(
δαβ + δαβ −

r∑
γ=1

δαγδβγ

)
= ε (δαβ + δαβ − δαβ) = εδαβ

elde edilir. Diğer taraftan, (5.2.14) eşitliğinden

g (ξα, ξβ) = εuβ (ξα)

olur. Böylece,

g (ξα, ξβ) = ε2δαβ = δαβ

olduğu bulunur. Bu ise her α ∈ {1, . . . , r} için ξα tanjant vektör alanlarının lineer

bağımsız olması demektir. Ayrıca, tr (aαβ) = tr (δαβ) = r olduğu dikkate alınırsa,

(5.2.29) eşitliğinden tr (Φ) = sabit olduğu görülür.

Önerme 5.2.5. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir:
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(a) Her α, β ∈ {1, . . . , r} için aαβ = δαβ eşitliği geçerlidir,

(b) Her α ∈ {1, . . . , r} için Φ
−1

(Nα) ∈ Γ (TM) ifadesi sağlanır.

İspat. Her α, β ∈ {1, . . . , r} için aαβ = δαβ olsun. O zaman (5.2.2) eşitliğinden

Φ
−1

(Nα) =
(
Φ− I

)
(Nα) = εi∗ (ξα) +

r∑
β=1

aαβNβ −Na

= εi∗ (ξα) +
r∑

β=1

aαβNβ −
r∑

β=1

δαβNβ

= εi∗ (ξα) +
r∑

β=1

δαβNβ −
r∑

β=1

δαβNβ

= εi∗ (ξα)

olduğu bulunur. Buradan ise her α ∈ {1, . . . , r} için Φ
−1

(Nα) ∈ Γ (TM) olduğunu

görülür.

Tersine, her α ∈ {1, . . . , r} için Φ
−1

(Nα) ∈ Γ (TM) olsun. Bu durumda (5.2.2)

eşitliği yardımıyla

0 =
r∑

β=1

aαβNβ −Nα

=
r∑

β=1

aαβNβ −
r∑

β=1

δαβNβ

=
r∑

β=1

(aαβ − δαβ)Nβ

elde edilir. Buradan ise {N1, N2, . . . , Nr} kümesi TM⊥ normal demetinin bir ye-

rel ortonormal çatısı olduğundan aαβ = δαβ olduğu görülür. Dolayısıyla, ispat

tamamlanmış olur.

Önerme 5.2.4 ve Önerme 5.2.5 yardımıyla Teorem 5.2.3, Teorem 5.2.4 ve Te-

orem 5.2.5’ten, sırasıyla, aşağıdaki sonuçlar elde edilir.

Sonuç 5.2.4. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
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codimM olsun. Eğer her α ∈ {1, . . . , r} için Φ
−1

(Nα) ∈ Γ (TM) ve ∇Φ = 0 ise

M bir total geodezik altmanifolddur.

Sonuç 5.2.5. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. Eğer her α ∈ {1, . . . , r} için Φ
−1

(Nα) ∈ Γ (TM) ve M total

umbilik ise M bir total geodezik altmanifolddur.

Sonuç 5.2.6. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. Eğer her α ∈ {1, . . . , r} için Φ
−1

(Nα) ∈ Γ (TM) ve
n∑

i=1

(∇eiΦ) ei =

0 ise M bir minimal altmanifolddur. Burada {e1, . . . , en}, herhangi bir p ∈ M

noktasında TpM tanjant uzayının bir ortonormal bazıdır.

Şimdi, ξ1, ξ2, . . . , ξr tanjant vektör alanlarının lineer bağımlı olduğu durumları

inceleyelim. (5.2.12) eşitliği dikkate alınırsa,

u′β (ξ
′
α) = εδαβ (1 + λα − λαλβ) (5.2.40)

olduğu görülür. O zaman α = β için

u′α (ξ
′
α) = εδαα

(
1 + λα − λ2α

)
= ε

(
1 + λα − λ2α

)
(5.2.41)

ve α ̸= β için

u′β (ξ
′
α) = 0

elde edilir. Bunun yanısıra, (5.2.13) eşitliği ξ′α tanjant vektör alanları açışından

düşünüldüğünde

Φ (ξ′α) = ξ′α −
r∑

β=1

a′αβξ
′
β = ξ′α −

r∑
β=1

λaδαβξ
′
β = ξ′α − λaξ

′
α = (1− λa) ξ

′
α (5.2.42)
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olduğu bulunur. Bu ise her α ∈ {1, . . . , r} için ξ′α tanjant vektör alanlarının Φ

indirgenmiş yapısının (1− λa) öz değerlerine karşılık gelen öz vektörler olması

demektir.

λ2h = λh + 1 olacak şekilde bir h ∈ {1, . . . , r} için (5.2.41) eşitliğinden

g (ξ′h, ξ
′
h) = εu′h (ξ

′
h) = ε2

(
1 + λh − λ2h

)
= 0

olur. Böylece, g Riemann metriğinin non-dejenere olduğu dikkate alınırsa, ξ′h = 0

olduğu sonucuna ulaşılır. Buradan ise (5.2.22) eşitliğinden

Φ (N ′
h) = εi∗ (ξ

′
h) +

r∑
β=1

a′hβN
′
β = 0 +

r∑
β=1

λhδhβN
′
β = λhN

′
h

elde edilir. Yani, N ′
h normal vektör alanı Φ altın yapısının λh öz değerine karşılık

gelen bir öz vektörüdür. Eğer k = 1, 2, . . . , s ≤ r için λ2k ̸= λk +1 ise bu durumda

(5.2.40) eşitliğinden ξ′1, . . . , ξ
′
s tanjant vektör alanlarının lineer bağımsız olduğu

kolayca görülür. Dolayısıyla, (5.2.21) ve (5.2.22) ifadeleri, sırasıyla,

Φ (i∗X) = i∗ (Φ (X)) +
s∑

k=1

u′k (X)N ′
k, s ≤ min (r, n) (5.2.43)

ve

Φ (N ′
k) = εi∗ (ξ

′
k) + λkN

′
k, k = 1, 2, . . . , s, s < r, s ≤ n (5.2.44)

Φ (N ′
l ) = λlN

′
l , l = s+ 1, . . . , r

şeklinde yazılabilir. Burada (aαβ) matrisinin öz değerleri, λ2k ̸= λk + 1, k =

1, 2, . . . , s ve λ2l = λl + 1, l = s + 1, . . . , r şeklindedir. Özellikle, s = r ise bu
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durumda (5.2.44) ifadesi

Φ (N ′
α) = εi∗ (ξ

′
α) + λαN

′
α, λ2α ̸= λα + 1, α = 1, 2, . . . , r (5.2.45)

ile verilir.

Lemma 5.2.3. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. ξ1, ξ2, . . . , ξr tanjant vektör alanlarının lineer bağımsız olması

için bir gerek ve yeter koşul M altmanifoldunun normal vektör alanlarının Φ

altın yapısının bir öz vektörü olmamasıdır.

İspat. N , M manifoldunun bir birim normal vektör alanı ve aynı zamanda Φ

altın yapısının bir öz değeri olsun. Φ altın yapısının öz değerleri λ2 = λ + 1

cebirsel denklemini sağlayan ϕ ve 1−ϕ sayılarıdır. N ′
r = N diyelim. TM⊥ normal

demetinin bir {N1, N2, . . . , Nr} yerel ortonormal çatısı uygun bir dönüşüm altında

başka bir {N ′
1, N

′
2, . . . , N

′
r} yerel ortonormal çatısına dönüşüyorsa (5.2.45) eşitliği

yardımıyla

Φ (N) = εi∗ (ξ
′
r) + λN

elde edilir. Diğer taraftan, N birim normal vektör alanı Φ altın yapısının bir öz

vektörü olduğu için Φ (N) = λN olur. Böylece, ξ′r = 0 olduğu bulunur. Dolayı-

sıyla, ξ′1, . . . , ξ′r tanjant vektör alanları lineer bağımlı olur.

Tersine, ξ1, ξ2, . . . , ξr tanjant vektör alanları lineer bağımlı olsun. O zaman

TM⊥ normal demetinin {N1, N2, . . . , Nr} yerel ortonormal çatısının uygun bir

dönüşümü ile bir ξ′r tanjant vektör alanının sıfır olduğu elde edilir. (5.2.45) eşit-

liğinden ξ′r tanjant vektör alanına karşılık gelen N ′
r normal vektör alanı için

Φ (N ′
r) = λN ′

r olur. Yani, N ′
r normal vektör alanı Φ altın yapısının bir öz vektörü

olur. Dolayısıyla, olmayana ergi yöntemiyle ispat tamamlanmış olur.
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Lemma 5.2.3, sırasıyla, Teorem 5.2.3, Teorem 5.2.4 ve Teorem 5.2.5’e uygula-

nırsa, aşağıdaki teoremler elde edilir.

Teorem 5.2.6. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M olsun.

Eğer M altmanifoldunun normal vektör alanları Φ altın yapısının bir öz vektörü

değil ve ∇Φ = 0 ise o zaman M total geodeziktir.

Teorem 5.2.7. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M olsun.

Eğer M altmanifoldunun normal vektör alanları Φ altın yapısının bir öz vektörü

değil, tr (Φ) = sabit ve M total umbilik ise o zaman M total geodeziktir.

Teorem 5.2.8. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M olsun.

Eğer M altmanifoldunun normal vektör alanları Φ altın yapısının bir öz vektörü

değil, tr (Φ) = sabit ve
n∑

i=1

(∇eiΦ) ei = 0 ise o zaman M bir minimal altmanifold-

dur. Burada {e1, . . . , en}, herhangi bir p ∈ M noktasında TpM tanjant uzayının

bir ortonormal bazıdır.

Lemma 5.2.4. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi

bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codimM olsun. s ≤

min (r − 1, n) için λ2k ̸= λk + 1, k = 1, 2, . . . , s ve λ2A = λA + 1, A = s+ 1, . . . , n

olduğunu varsayalım. Eğer α, β = 1, 2, . . . , r için aαβ = λaδαβ ise M altmanifoldu

üzerindeki Φ indirgenmiş yapısının izi

tr(Φ) = s−
s∑

k=1

λk +
n∑

A=s+1

λA, λA ∈ {ϕ; 1− ϕ} (5.2.46)

ile verilir.

İspat. U ve L matrislerini, sırasıyla,

U =
(
ξ′1ξ

′
2 . . . ξ

′
sη

′

s+1 . . . η
′

n

)
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ve

L =

(
(1− λk) δkl 0

0 λAδAB

)
ile tanımlayalım. Bu durumda (5.2.42) eşitliğinden

(Φ)U = UL

olur. Böylece, det
(
U
)
̸= 0 olduğu için (Φ) = ULU

−1 elde edilir. Buradan ise

tr (Φ) = tr
(
ULU

−1
)
= tr (L) = s−

s∑
k=1

λk +
n∑

A=s+1

λA

olduğu görülür.

Teorem 5.2.9. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. s ≤ min (r − 1, n) için λ2k ̸= λk+1, k = 1, 2, . . . , s ve λ2l = λl+1,

l = s+ 1, . . . , r olduğunu varsayalım. Eğer α, β = 1, 2, . . . , r için aαβ = λaδαβ ve

∇Φ = 0 ise o zaman k = 1, 2, . . . , s için hk (X,Y ) = 0 olur.

İspat. Hipotezden Φ indirgenmiş yapısının kovaryant türevi sıfır olduğu için

(5.2.23) eşitliğinden her X,Y ∈ Γ(TM) için

0 = ε
s∑

k=1

hk (X,Y ) ξ
′

k +
s∑

k=1

u
′

k (Y )AkX (5.2.47)

olur. (5.2.47) ifadesinde (2.15.2) ve (5.2.5) eşitlikleri kullanılırsa, her Z ∈ Γ(TM)

için
s∑

k=1

u
′

k (Y )hk (X,Z) = −
s∑

k=1

u
′

k (Z)hk (X,Y ) (5.2.48)

olduğu kolayca görülür. Bu nedenle, (5.2.5) ve (5.2.48) eşitlikleri yardımıyla

s∑
k=1

u
′

k (Y )hk (X,Z) =
s∑

k=1

u
′

k (Y )hk (Z,X) = −
s∑

k=1

u
′

k (X)hk (Z, Y )

= −
s∑

k=1

u
′

k (X)hk (Y, Z) =
s∑

k=1

u
′

k (Z)hk (X,Y )

= −
s∑

k=1

u
′

k (Y )hk (X,Z)
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elde edilir. Bu ise
s∑

k=1

u
′

k (Y )hk (X,Z) = 0

olduğu gösterir. Diğer taraftan, k = 1, . . . , s için ξ′

k tanjant vektör alanları lineer

bağımsız olması nedeniyle u′
1, u

′
2, . . . , u

′

k diferansiyel 1-formları da lineer bağım-

sızdır. O zaman k = 1, . . . , s için hk (X,Z) = 0 olmak zorundadır.

Lemma 5.2.5. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. s ≤ min (r − 1, n) için λ2k ̸= λk+1, k = 1, 2, . . . , s ve λ2l = λl+1,

l = s+ 1, . . . , r olduğunu varsayalım. Eğer α, β = 1, 2, . . . , r için aαβ = λaδαβ ve

tr (Φ) = sabit ise o zaman her X ∈ Γ(TM) için
s∑

k=1

hk

(
X, ξ

′

k

)
= 0 (5.2.49)

ve
s∑

k=1

Akξ
′

k = 0 (5.2.50)

eşitlikleri sağlanır.

İspat. (5.2.26) eşitliğinde α = β alınırsa, her X ∈ Γ(TM) için

0 = εhk

(
X, ξ

′

k

)
+ εhk

(
X, ξ

′

k

)
+∇Xλa (5.2.51)

+
r∑

γ=1

aαγlγα (X) +
r∑

γ=1

aαγlγα (X)

= 2εhk

(
X, ξ

′

k

)
+∇Xλa + 2

r∑
γ=1

aαγlγα (X)

olur. O zaman (5.2.51) eşitliğinde α indisi üzerinden toplam alınırsa,

2ε
s∑

k=1

hk

(
X, ξ

′

k

)
+∇X

r∑
α=1

λa + 2
r∑

α=1

r∑
γ=1

aαγlγα (X) = 0 (5.2.52)

elde edilir. Buradan ise aαγ = aγα ve lαγ = −lγα olduğu dikkate alınırsa, (5.2.52)

eşitliği

2ε
s∑

k=1

hk

(
X, ξ

′

k

)
+∇X

r∑
α=1

λa = 0 (5.2.53)
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şeklinde ifade edilir. Hipotezten tr(Φ) sabit olduğu için (5.2.46) eşitliğinden
r∑

α=1

λa

sabit olur. Böylece, (5.2.53) eşitliği

2ε
s∑

k=1

hk

(
X, ξ

′

k

)
= 0

halini alır. Bu ise
s∑

k=1

hk

(
X, ξ

′

k

)
= 0

olduğunu gösterir. Diğer taraftan, (2.15.2) eşitliğinden dolayı

0 =
s∑

k=1

hk

(
X, ξ

′

k

)
=

s∑
k=1

g
(
AkX, ξ

′

k

)
olur. Böylece, şekil operatörünün self-adjoint özelliği kullanılırsa,

0 =
s∑

k=1

g
(
AkX, ξ

′

k

)
=

s∑
k=1

g
(
Akξ

′

k, X
)
= g

(
s∑

k=1

Akξ
′

k, X

)

elde edilir. Bu ise g Riemann metriğinin non-dejenere olması nedeniyle
s∑

k=1

Akξ
′

k =

0 olduğunu ifade eder.

Teorem 5.2.10. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. s ≤ min (r − 1, n) için λ2k ̸= λk+1, k = 1, 2, . . . , s ve λ2l = λl+1,

l = s + 1, . . . , r olduğunu varsayalım. Eğer α, β = 1, 2, . . . , r için aαβ = λaδαβ,

tr (Φ) = sabit ve M total umbilik ise bu durumda k = 1, 2, . . . , s için hk (X,Y ) =

0 olur.

İspat. M total umbilik altmanifold olduğundan k = 1, . . . , s için

hk = σkg (5.2.54)

olacak şekilde σk sabitleri vardır. Diğer taraftan, Lemma 5.2.5’in koşulları sağ-

landığı için (5.2.49) eşitliği geçerlidir. O halde (5.2.49) ve (5.2.54) eşitlikleri bir-

leştirilirse,

0 =
s∑

k=1

hk

(
X, ξ

′

k

)
=

s∑
k=1

σkg
(
X, ξ

′

k

)
= g

(
X,

s∑
k=1

σkξ
′

k

)
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elde edilir. Buradan ise g Riemann metriği non-dejenere olduğu için
s∑

k=1

σkξ
′

k = 0

olur. Ayrıca, k = 1, . . . , s için ξ′

k tanjant vektör alanlarının lineer bağımsız olması

nedeniyle σk = 0 olduğu elde edilir. Dolayısıyla, (5.2.54) eşitliğinden k = 1, . . . , s

için hk (X,Y ) = 0 olduğu görülür.

Teorem 5.2.11. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. s ≤ min (r − 1, n) için λ2k ̸= λk + 1, k = 1, 2, . . . , s ve λ2l =

λl + 1, l = s + 1, . . . , r olduğunu varsayalım. Eğer her α, β ∈ {1, . . . , r} için

aαβ = λaδαβ, tr (Φ) = sabit ve
n∑

i=1

(∇eiΦ) ei = 0 ise o zaman her k ∈ {1, . . . , s}

için
n∑

i=1

hk (ei, ei) = 0 eşitliği geçerlidir. Burada {e1, . . . , en}, herhangi bir p ∈M

noktasında TpM tanjant uzayının bir ortonormal bazıdır.

İspat. (5.2.23) eşitliğinde her i ∈ {1, . . . , n} için p ∈M noktasında Xp = Yp = ei

alınırsa,

(∇eiΦ) ei = ε
s∑

k=1

hk (ei, ei) ξ
′

k +
s∑

k=1

u
′

k (ei)Akei

olur. Buradan ise i indisi üzerinden toplam alınırsa,
n∑

i=1

u
′

k (ei) ei = εξ
′

k eşitliği

yardımıyla

0 =
n∑

i=1

(∇eiΦ) ei (5.2.55)

= ε

n∑
i=1

s∑
k=1

hk (ei, ei) ξ
′

k +
n∑

i=1

s∑
k=1

u
′

k (ei)Akei

= ε
s∑

k=1

n∑
i=1

hk (ei, ei) ξ
′

k +
s∑

k=1

Ak

n∑
i=1

u
′

k (ei) ei

= ε
s∑

k=1

n∑
i=1

hk (ei, ei) ξ
′

k + ε

s∑
k=1

Akξ
′

k

= ε

s∑
k=1

(
n∑

i=1

hk (ei, ei) ξ
′

k + Akξ
′

k

)
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olduğu bulunur. Diğer taraftan, hipotezde Lemma 5.2.5’in koşulları geçerli olduğu

için (5.2.50) eşitliği sağlanır. Böylece, (5.2.50) ve (5.2.55) eşitliklerinden

s∑
k=1

(
n∑

i=1

hk (ei, ei)

)
ξ
′

k = 0

olduğu görülür. Buradan ise ξ′

k tanjant vektör alanlarının lineer bağımsız olması

sebebiyle her k ∈ {1, . . . , s} için

n∑
i=1

hk (ei, ei) = 0

elde edilir.

5.3 İnvaryant Altmanifoldlar

Tanım 5.3.1. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir altmani-

foldu M olsun. Eğer her p ∈ M için Φ (TpM) ⊆ TpM ise M altmanifolduna M

ambient manifoldunun bir invaryant altmanifoldu denir [21].

Örnek 5.3.1. 4-boyutlu R4 (ya da R2 × R2) Öklid uzayının bir yerel koordinat

sistemi (x1, x2, y1, y2) olsun. R4 (ya da R2 × R2) üzerinde Φ dönüşümünü

Φ

(
∂

∂xi

)
= ϕ

∂

∂yi
, i = 1, 2

Φ

(
∂

∂yi

)
= ϕ

∂

∂xi
, i = 1, 2

ile tanımlayalım. Burada ϕ, altın oranı göstermektedir. Bu durumda Φ bir altın

yapıdır. R4 (ya da R2 × R2) Öklid uzayında

M = {(x1, x2, y1, y2) : y2 = x1 − x2 + y1}

ile verilen bir 3-boyutlu M altmanifoldunu düşünelim. O zaman TM tanjant de-

metinin çatısının vektör alanları

E1 =
∂

∂x1
+

∂

∂y2
,
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E2 =
∂

∂x2
− ∂

∂y2
,

ve

E3 =
∂

∂y1
+

∂

∂y2

olarak alınabilir. Ayrıca, TM⊥ normal demeti

N1 = − ∂

∂x1
+

∂

∂x2
− ∂

∂y1
+

∂

∂y2

normal vektör alanı tarafından üretilir. Diğer taraftan,

Φ (E1) = Φ

(
∂

∂x1
+

∂

∂y2

)
= ϕ

∂

∂x2
+ ϕ

∂

∂y1

= ϕE2 + ϕE3 ∈ Span {E2, E3} ⊂ Γ (TM) ,

Φ (E2) = Φ

(
∂

∂x2
− ∂

∂y2

)
= −ϕ ∂

∂x2
+ ϕ

∂

∂y2

= −ϕE2 ∈ Span {E2} ⊂ Γ (TM) ,

ve

Φ (E3) = Φ

(
∂

∂y1
+

∂

∂y2

)
= ϕ

∂

∂x1
+ ϕ

∂

∂x2

= ϕE1 + ϕE2 ∈ Span {E1, E2} ⊂ Γ (TM)

ifadeleri sağlanır. Böylece, Φ (TM) = TM olduğu görülür. Dolayısıyla, M bir

invaryant altmanifolddur.

Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir izometrik immersed

invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda Φ (TpM) ⊆ TpM ve Φ
(
TpM

⊥) ⊆
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TpM
⊥ olur. O zaman her α = 1, . . . , r için ξα = 0 ve uα = 0 olduğu elde edilir.

Böylece, (5.2.1) ve (5.2.2) ifadeleri, sırasıyla,

Φ (i∗X) = i∗ (Φ (X)) (5.3.1)

ve

Φ (Nα) =
r∑

β=1

aαβNβ, ε = ±1 (5.3.2)

şeklinde yazılabilir.

Teorem 5.3.1. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi

bir n-boyutlu izometrik immersed invaryant altmanifoldu M ve r = codimM

olsun. Bu durumda M altmanifoldu üzerinde
(
Φ, g, uα = 0, εξα = 0, (aαβ)r×r

)
in-

dirgenmiş yapısının bileşenleri her X,Y ∈ Γ(TM) için

Φ2 (X) = Φ (X) +X, (5.3.3)

aαβ = aβα, (5.3.4)
r∑

γ=1

aαγaβγ = δαβ + aαβ, (5.3.5)

g (Φ (X) , Y ) = g (X,Φ (Y )) (5.3.6)

ve

g (Φ (X) ,Φ (Y )) = g (Φ (X) , Y ) + g (X,Y ) (5.3.7)

eşitliklerini sağlar [21, 22].

Teorem 5.3.2. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi

bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codimM olsun. Bu

durumda M altmanifoldunun invaryant olması için bir gerek ve yeter koşul M

altmanifoldu üzerinde tanımlı (Φ, g) indirgenmiş yapısının bir altın Riemann yapı

olmasıdır [21, 22].
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Teorem 5.3.3. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed invaryant altmanifoldu M

ve r = codimM olsun. Bu durumda her X,Y ∈ Γ(TM) için

(∇XΦ)Y = 0, (5.3.8)

hα (X,ΦY ) =
r∑

β=1

hβ (X,Y ) aβα, (5.3.9)

Φ (AαX) =
r∑

β=1

aαβAβX (5.3.10)

ve

X (aαβ) =
r∑

γ=1

lαγ (X) aγβ +
r∑

γ=1

lβγ (X) aαγ (5.3.11)

eşitlikleri geçerlidir [21].

Teorem 5.3.4. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed invaryant altmanifoldu M

olsun. Bu durumda M altmanifoldu bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann mani-

folddur.

İspat. Teorem 5.3.2 ve (5.3.8) eşitliği göz önünde bulundurulursa, ispat açıktır.

Teorem 5.3.5. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi

bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M olsun. M altmanifoldunun in-

varyant olması için bir gerek ve yeter koşul TM⊥ normal demetinin Φ altın ya-

pısının öz vektörlerini içeren bir yerel ortonormal çatısının mevcut olmasıdır.

İspat. Eğer M altmanifoldu invaryant ise bu durumda α = 1, 2, . . . , r için ξ′α

tanjant vektör alanları sıfır vektör alanlarıdır. Böylece, (5.3.2) eşitliği dikkate

alınırsa,

Φ (N ′
α) = λαN

′
α
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elde edilir. Burada α = 1, 2, . . . , r için λa, (aαβ) matrisinin öz değerleridir. Bu ise

α = 1, 2, . . . , r için N ′
α normal vektör alanlarının Φ altın yapısının öz vektörleri

olduğunu gösterir.

Tersine, α = 1, 2, . . . , r için Φ (N ′
α) = λαN

′
α olsun. O zaman (5.3.2) eşitliğinden

α = 1, 2, . . . , r için ξ′α = 0 olduğu elde edilir. Bu ise M altmanifoldunun invaryant

olması demektir. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.

Teorem 5.3.6. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codimM olsun. Eğer

her X ∈ Γ (TM) ve α = 1, 2, . . . , r için

Φi∗X = ϕi∗X (5.3.12)

ve

ΦNα = (1− ϕ)Nα (5.3.13)

eşitlikleri sağlanırsa M bir total geodezik invaryant altmanifolddur.

İspat. (5.2.1) ve (5.2.2) ifadelerinde, sırasıyla, (5.3.12) ve (5.3.13) eşitlikleri kul-

lanılırsa,

Φ = ϕI (5.3.14)

ve

aαβ = (1− ϕ) δαβ (5.3.15)

olduğu görülür. Diğer taraftan, (5.3.12) ve (5.3.13) eşitliklerinden M altmanifol-

dunun invaryant olduğu açıktır. Böylece, (5.3.14) ve (5.3.15) eşitlikleri yardımıyla

(5.3.10) ifadesinden her X ∈ Γ (TM) için

0 = Φ (AαX)−
r∑

β=1

aαβAβX = ϕAαX −
r∑

β=1

δαβ (1− ϕ)AβX

= ϕAαX − (1− ϕ)AαX = (2ϕ− 1)AαX

=
√
5AαX
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elde edilir. Buradan ise α = 1, 2, . . . , r için AαX = 0 olduğu görülür. Dolayısıyla,

M bir total geodezik invaryant altmanifolddur.

Teorem 5.3.7. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codimM olsun. Eğer

her X ∈ Γ (TM) ve α = 1, 2, . . . , r için

Φi∗X = (1− ϕ) i∗X (5.3.16)

ve

ΦNα = ϕNα (5.3.17)

eşitlikleri sağlanırsa M bir total geodezik invaryant altmanifolddur.

İspat. (5.2.1) ve (5.2.2) ifadelerinde, sırasıyla, (5.3.16) ve (5.3.17) eşitlikleri kul-

lanılırsa,

Φ = (1− ϕ) I (5.3.18)

ve

aαβ = ϕδαβ (5.3.19)

elde edilir. Diğer taraftan, (5.3.16) ve (5.3.17) eşitliklerinden M altmanifoldu-

nun invaryant olduğu açıktır. Böylece, (5.3.18) ve (5.3.19) eşitlikleri kullanılırsa,

(5.3.10) ifadesinden her X ∈ Γ (TM) için

0 = Φ (AαX)−
r∑

β=1

aαβAβX = (1− ϕ)AαX −
r∑

β=1

ϕδαβAβX

= (1− ϕ)AαX − ϕAαX = (1− 2ϕ)AαX

= −
√
5AαX

olduğu bulunur. Bu ise α = 1, 2, . . . , r için AαX = 0 olduğunu ifade eder. O halde

M bir total geodezik invaryant altmanifolddur.
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Teorem 5.3.8. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codimM olsun. Eğer

her X ∈ Γ (TM) için

Φi∗X = ϕi∗X, (5.3.20)

ΦNθ = (1− ϕ)Nθ, θ = 1, . . . , t (5.3.21)

ve

ΦNµ = ϕNµ, µ = t+ 1, . . . , r (5.3.22)

eşitlikleri sağlanırsa θ = 1, . . . , t < r için hθ (X,Y ) = 0 olur.

İspat. (5.3.20), (5.3.21) ve (5.3.22) eşitlikleri dikkate alınırsa, (5.2.1) ve (5.2.2)

ifadelerinden

Φ = ϕI, (5.3.23)

aθϑ = (1− ϕ) δθϑ, θ, ϑ = 1, . . . , t (5.3.24)

ve

aµν = ϕδµν , µ, ν = t+ 1, . . . , r (5.3.25)

olduğu anlaşılır. Diğer taraftan, (5.3.20), (5.3.21) ve (5.3.22) eşitlikleri M alt-

manifoldunun invaryant olduğunu belirtir. Böylece, (5.3.23), (5.3.24) ve (5.3.25)

eşitlikleri kullanılırsa, (5.3.10) ifadesinden

0 =
t∑

ϑ=1

δθϑΦAϑX +
r∑

ν=t+1

δµνΦAνX −
t∑

ϑ=1

aθϑAϑX −
r∑

ν=t+1

aµνAνX

=
t∑

ϑ=1

δθϑϕAϑX +
r∑

ν=t+1

δµνϕAνX −
t∑

ϑ=1

(1− ϕ) δθϑAϑX −
r∑

ν=t+1

ϕδµνAνX

= ϕ

t∑
ϑ=1

δθϑAϑX + ϕ
r∑

ν=t+1

δµνAνX − (1− ϕ)
t∑

ϑ=1

δθϑAϑX − ϕ
r∑

ν=t+1

δµνAνX

= ϕ
t∑

ϑ=1

δθϑAϑX − (1− ϕ)
t∑

ϑ=1

δθϑAϑX

= (2ϕ− 1)
t∑

ϑ=1

δθϑAϑX = (2ϕ− 1)AθX

=
√
5AθX
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elde edilir. Buradan ise θ = 1, . . . , t < r için AθX = 0 olduğu görülür. Dolayısıyla,

(2.15.2) eşitliğinden θ = 1, . . . , t < r için

hθ (X,Y ) = 0

olur.

Teorem 5.3.9. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codimM olsun. Eğer

her X ∈ Γ (TM) için

Φi∗X = (1− ϕ) i∗X, (5.3.26)

ΦNθ = ϕNθ, θ = 1, . . . , t (5.3.27)

ve

ΦNµ = (1− ϕ)Nµ, µ = t+ 1, . . . , r (5.3.28)

eşitlikleri sağlanırsa θ = 1, . . . , t < r için hθ (X,Y ) = 0 olur.

İspat. (5.3.26), (5.3.27) ve (5.3.28) eşitlikleri yardımıyla (5.2.1) ve (5.2.2) ifade-

lerinden

Φ = (1− ϕ) I, (5.3.29)

aθϑ = ϕδθϑ, θ, ϑ = 1, . . . , t (5.3.30)

ve

aµν = (1− ϕ) δµν , µ, ν = t+ 1, . . . , r (5.3.31)

olduğu bulunur. Diğer taraftan, (5.3.26), (5.3.27) ve (5.3.28) eşitliklerinden açıkça

görüldüğü gibi, M bir invaryant altmanifolddur. O halde (5.3.29), (5.3.30) ve

(5.3.31) eşitlikleri kullanılırsa, (5.3.10) ifadesinden

0 =
t∑

ϑ=1

δθϑΦAϑX +
r∑

ν=t+1

δµνΦAνX

−
t∑

ϑ=1

aθϑAϑX −
r∑

ν=t+1

aµνAνX
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=
t∑

ϑ=1

δθϑ (1− ϕ)AϑX +
r∑

ν=t+1

δµν (1− ϕ)AνX

−
t∑

ϑ=1

ϕδθϑAϑX −
r∑

ν=t+1

(1− ϕ) δµνAνX

= (1− ϕ)
t∑

ϑ=1

δθϑAϑX + (1− ϕ)
r∑

ν=t+1

δµνAνX

− ϕ
t∑

ϑ=1

δθϑAϑX − (1− ϕ)
r∑

ν=t+1

δµνAνX

= (1− ϕ)
t∑

ϑ=1

δθϑAϑX − ϕ

t∑
ϑ=1

δθϑAϑX

= (1− 2ϕ)
t∑

ϑ=1

δθϑAϑX = − (2ϕ− 1)AθX

= −
√
5AθX

elde edilir. Buradan ise AθX = 0 olduğu görülür. Böylece, (2.15.2) eşitliğinden

θ = 1, . . . , t < r için

hθ (X,Y ) = 0

olur.

Teorem 5.3.10. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed invaryant total umbilik alt-

manifoldu M olsun. Eğer

{tr(Φ)}2 ̸= n {n+ tr(Φ)}

veya denk olarak

{tr(Φ)}2 ̸= λ2n2

ise o zaman M total geodeziktir. Burada λ, x2 − x − 1 = 0 cebirsel denkleminin

bir köküdür.

İspat. M total umbilik olduğundan α = 1, . . . , r için hα = σαg olacak şekilde σα
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sabitleri vardır. Bu durumda (5.3.9) eşitliği her X,Y ∈ Γ (TM) için

σαg (X,ΦY ) =
r∑

β=1

aβασβg (X,Y ) (5.3.32)

ile ifade edilir. Özel olarak, (5.3.32) eşitliğinde herhangi bir p ∈ M noktasında

Xp = Yp = ei alınırsa,

σαg (ei,Φei) =
r∑

β=1

aβασβg (ei, ei) = g (ei, ei)
r∑

β=1

aβασβ (5.3.33)

elde edilir. O halde (5.3.33) eşitliğinde i indisi üzerinden toplam alınırsa,

n∑
i=1

σαg (ei,Φei) = σα

n∑
i=1

g (ei,Φei) =
n∑

i=1

g (ei, ei)
r∑

β=1

aβασβ = n
r∑

β=1

aβασβ

olduğu bulunur. Bu ise

tr(Φ)σα = n
r∑

β=1

aβασβ (5.3.34)

olduğunu gösterir. Öyleyse, (5.3.34) eşitliği önce aβα bileşeni ile çarpılır ve daha

sonra α indisi üzerinden toplam alınırsa,

tr(Φ)
r∑

α=1

aβασα = n
r∑

α=1

r∑
γ=1

aβαaαγσγ = n
r∑

γ=1

r∑
α=1

aβαaαγσγ (5.3.35)

olur. O zaman (5.3.5) ifadesi dikkate alınırsa, (5.3.35) eşitliği

tr(Φ)
r∑

α=1

aβασα = n
r∑

γ=1

(δβγ + aβγ)σγ

= n

r∑
γ=1

δβγσγ + n

r∑
γ=1

aβγσγ

= nσβ + n

r∑
γ=1

aβγσγ

ile verilir. Buradan ise

σβ =
1

n
(tr(Φ)− n)

r∑
α=1

aβασα (5.3.36)

olduğu görülür. Böylece, (5.3.36) eşitliği (5.3.34) ifadesinde yerine yazılırsa,

(
tr(Φ) (tr(Φ)− n)− n2

) r∑
β=1

aαβσβ = 0 (5.3.37)
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elde edilir. Diğer taraftan, hipotezden tr(Φ) ̸= λn olduğu için

{tr(Φ)}2 ̸= n {n+ tr(Φ)}

ifadesinin sağlandığı kolaylıkla görülür. O halde (5.3.37) eşitliğinden

r∑
β=1

aαβσβ = 0

olduğu anlaşılır. Bu nedenle, (5.3.36) eşitliği β = 1, . . . , r için

σβ = 0

olduğunu belirtir. Dolayısıyla, total umbilik altmanifold tanımından M bir total

geodezik altmanifolddur.

Teorem 5.3.11. Bir
(
M1 ×M2, g,Φ

)
Riemann çarpım altın Riemann manifol-

dunun herhangi bir invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda M =M1×M2

bir yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifold olacak şekilde M1 ve M2 ambient

manifoldlarının, sırasıyla, M altmanifoldunda M1 ve M2 total geodezik altmani-

foldları vardır.

İspat. Her p ∈M için

T 1
p = {Xp ∈ TpM : ΦXp = ϕXp} (5.3.38)

ve

T 2
p = {Xp ∈ TpM : ΦXp = (1− ϕ)Xp} (5.3.39)

diyelim. Burada Φ, M invaryant altmanifoldu üzerindeki altın yapıyı göstermek-

tedir. O zaman (5.3.38) ve (5.3.39) eşitlikleri ile verilen altuzaylar M altmani-

foldunda, sırasıyla, T 1 ve T 2 distribüsyonlarını tanımlar. Y ∈ Γ (T 1) olsun. Bu

durumda M invaryant altmanifoldu için ∇Φ = 0 olduğu dikkate alınırsa, her
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X ∈ Γ (TM) için

Φ∇XY = ∇XΦY

= ∇XϕY

= ϕ∇XY

olur. Buradan ise (5.3.38) eşitliği yardımıyla

∇XY ∈ Γ
(
T 1
)

(5.3.40)

elde edilir. Bu ise T 1 distribüsyonunun ∇ Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel

olduğunu ifade eder. Benzer şekilde, T 2 distribüsyonunun ∇ Levi-Civita konnek-

siyonuna göre paralel olduğunu belirten her X ∈ Γ (TM) ve Y ∈ Γ (T 2) için

∇XY ∈ Γ
(
T 2
)

(5.3.41)

ifadesinin sağlandığı gösterilebilir. O zaman (5.3.40) ve (5.3.41) ifadelerinden, sı-

rasıyla, T 1 ve T 2 distribüsyonlarının integral manifoldlarının M altmanifoldunda

total geodezik olduğu anlaşılır. T 1 ve T 2 distribüsyonlarının integral manifold-

larına, sırasıyla, M1 ve M2 diyelim. Şimdi, M1 ve M2 integral manifoldlarının,

sırasıyla, M1 ve M2 manifoldlarının altmanifoldları olduğunu gösterelim. Eğer

X ∈ Γ (T 1) ise o zaman (4.3.29) ve (4.3.30) eşitliklerinden

rX =
1√
5

(
(ϕ− 1) I + Φ

)
X =

1√
5

(
(ϕ− 1)X + ΦX

)
=

1√
5
((ϕ− 1)X + ΦX) =

1√
5
((ϕ− 1)X + ϕX)

=
1√
5
(2ϕ− 1)X =

1√
5

√
5X

= X
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ve

sX =
1√
5

(
ϕI − Φ

)
X =

1√
5

(
ϕX − ΦX

)
=

1√
5
(ϕX − ΦX) =

1√
5
(ϕX − ϕX)

= 0

olur. Bu ise X ∈ Γ
(
TM1

)
olduğunu belirtir. Benzer şekilde X ∈ Γ (T 2) ise

X ∈ Γ
(
TM2

)
olduğu gösterilebilir. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.

5.4 Anti-İnvaryant Altmanifoldlar

Tanım 5.4.1. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir altmani-

foldu M olsun. Eğer her p ∈M için Φ (TpM) ⊆ TpM
⊥ ise M altmanifolduna M

ambient manifoldunun bir anti-invaryant altmanifoldu denir [21].

Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir izometrik immersed

anti-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda Φ (TpM) ⊆ TpM
⊥ olur. Bu

ise Φ = 0 olduğunu gösterir. Dolayısıyla, (5.2.1) ifadesi her X ∈ Γ (TM) için

Φ (i∗X) =
r∑

α=1

uα (X)Nα (5.4.1)

şeklinde yazılabilir.

Teorem 5.4.1. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi

bir n-boyutlu izometrik immersed anti-invaryant altmanifoldu M ve r = codimM

olsun. Bu durumda M altmanifoldu üzerinde
(
Φ = 0, g, uα, εξα, (aαβ)r×r

)
indir-

genmiş yapısının bileşenleri her X,Y ∈ Γ(TM) için

X = ε
r∑

α=1

uα (X) ξα veya I = ε
r∑

α=1

uα ⊗ ξα, (5.4.2)
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(1− aαα)uα (X) = 0, (5.4.3)
r∑

β=1

(δαβ − aαβ) ξβ = 0 (5.4.4)

ve

g (X,Y ) =
r∑

α=1

uα (X)uα (Y ) (5.4.5)

eşitliklerini sağlar.

İspat. M bir izometrik immersed anti-invaryant altmanifold olduğu için Φ = 0

olur. O zaman (5.2.9), (5.2.10), (5.2.13) ve (5.2.16) eşitliklerinden, sırasıyla, her

X,Y ∈ Γ(TM) için

X = ε

r∑
α=1

uα (X) ξα veya I = ε

r∑
α=1

uα ⊗ ξα,

(1− aαα)uα (X) = 0,
r∑

β=1

(δαβ − aαβ) ξβ = 0

ve

g (X,Y ) =
r∑

α=1

uα (X)uα (Y )

elde edilir.

Teorem 5.4.2. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi

bir n-boyutlu izometrik immersed anti-invaryant altmanifoldu M ve r = codimM

olsun. Bu durumda her X,Y ∈ Γ(TM) için

ε
r∑

α=1

hα (X,Y ) ξα +
r∑

α=1

uα (Y )AαX = 0, (5.4.6)

(∇Xuα)Y =
r∑

β=1

uβ (Y ) lαβ (X) +
r∑

β=1

hβ (X,Y ) aβα (5.4.7)

ve

∇Xξα = ε

r∑
β=1

aαβAβX +
r∑

β=1

lαβ (X) ξβ (5.4.8)

eşitlikleri sağlanır.
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İspat. M altmanifoldu anti-invaryant olduğu için açıkça görüldüğü gibi Φ = 0

olur. O halde (5.2.23), (5.2.24) ve (5.2.25) eşitliklerinden, sırasıyla,

ε

r∑
α=1

hα (X,Y ) ξα +
r∑

α=1

uα (Y )AαX = 0,

(∇Xuα)Y =
r∑

β=1

uβ (Y ) lαβ (X) +
r∑

β=1

hβ (X,Y ) aβα

ve

∇Xξα = ε

r∑
β=1

aαβAβX +
r∑

β=1

lαβ (X) ξβ

olduğu bulunur.

Teorem 5.4.3. Bir 2n-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. Eğer her α, β ∈ {1, . . . , r} için aαβ = δαβ ise o zaman M bir

total geodezik anti-invaryant altmanifolddur.

İspat. Öncelikle, dimM = 2n ve dimM = n olduğu için r = n olur. Şimdi, her

α, β ∈ {1, . . . , r} için aαβ = δαβ olduğunu varsayalım. U = (ξ1ξ2 . . . ξn) diyelim.

Bu durumda U bir n× n tipinde matristir. (5.2.13) eşitliği yardımıyla (Φ)U = 0

olduğu görülür. Diğer taraftan, her α ∈ {1, . . . , r} için ξα tanjant vektör alanları

lineer bağımsız olduğundan U matrisinin tersi vardır. Böylece, Φ = 0 olduğu

bulunur. Buradan ise (5.2.1) eşitliğinden her X ∈ Γ (TM) için

Φ (i∗X) =
r∑

α=1

uα (X)Nα ∈ Γ (TM)⊥

elde edilir. Bu ise M altmanifoldunun anti-invaryant olduğunu ifade eder. Buna

ek olarak, Sonuç 5.2.4’ün ifadesindeki koşullar açık bir şekilde sağlandığı için M

total geodeziktir. Dolayısıyla, M hem total geodezik hem de anti-invaryant bir

altmanifolddur.

Sonuç 5.4.1. Bir 2n-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
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codimM olsun. Eğer her α ∈ {1, . . . , r} için Φ
−1

(Nα) ∈ Γ (TM) ise o zaman M

bir total geodezik anti-invaryant altmanifolddur.

İspat. Önerme 5.2.5 ve Teorem 5.4.3 birlikte düşünülürse, istenen ispat bulunur.

U = (ξ1ξ2 · · · ξr) diyelim. α = 1, . . . , r için uα (X) = 0 eşitliğinin sıfırdan farklı

çözümünün olmaması için bir gerek ve yeter koşul U = (ξ1ξ2 · · · ξr) matrisinin

rankının n olmasıdır. Bu durumda r ≥ n olur.

Teorem 5.4.4. Bir 2n-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed anti-invaryant altmani-

foldu M olsun. Bu durumda M total geodezik bir altmanifolddur.

İspat. M bir izometrik immersed anti-invaryant altmanifold olduğu için Φ = 0

olur. Bu durumda doğal olarak ∇Φ = 0 eşitliği sağlanır. r = n = dimM ol-

duğu için ξα tanjant vektör alanları lineer bağımsızdır. Ayrıca, (5.4.4) eşitliğinden

aαβ = δαβ elde edilir. Bir başka deyişle, (aαβ) = I olur. Böylece, Teorem 5.2.3’ün

koşulları sağlanır. O halde M bir total geodezik altmanifolddur.

Teorem 5.4.5. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed anti-invaryant altmani-

foldu M ve r = codimM olsun. Eğer r > n ise bu durumda

Ni = Φi∗Ei, i = 1, . . . , n

ve

Φ (Nh) = λhNh, h = n+ 1, . . . , r

olacak şekilde TM⊥ normal demetinin bir {N1, N2, . . . , Nr} yerel ortonormal ça-

tısı vardır. Burada {E1, E2, . . . , En}, TM tanjant demetinin bir yerel ortonormal

çatısıdır.
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İspat. Eğer r > n = dimM ise bu durumda α = 1, . . . , r için ξα tanjant vektör

alanları lineer bağımlıdır. O zaman (5.4.4) eşitliği ξ′α, α = 1, . . . , r tanjant vektör

alanları açışından düşünüldüğünde

0 =
r∑

β=1

(δαβ − aαβ) ξ
′
β =

r∑
β=1

(δαβ − λaδαβ) ξ
′
β =

r∑
β=1

(1− λa) δαβξ
′
β = (1− λa) ξ

′
α

olduğu bulunur. Burada λa, (aαβ) matrisinin öz değerleridir. Dolayısıyla, i =

1, . . . , n ve h = n + 1, . . . , r için ξ′i tanjant vektör alanlarının lineer bağımsız,

ξ′h = 0, λi = 1 ve λ2h = λh + 1 olduğunu varsayabiliriz. Bu durumda (5.2.12)

eşitliği dikkate alınırsa,

u′j (ξ
′
i) = εδij, i, j = 1, . . . , n

elde edilir. Bu yüzden, i = 1, . . . , n için ξ′i birim tanjant vektör alanlarıdır ve

ikişer ikişer ortogonaldir. Dolayısıyla, i = 1, . . . , n için ξ′i tanjant vektör alanları

TM tanjant demetinin bir yerel ortonormal çatısını oluşturur. i, j = 1, . . . , n için

N⋆
i = Φi∗ξ

′
i ve N⋆

j = Φi∗ξ
′
j diyelim. O zaman M altmanifoldunun anti-invaryant

olduğu dikkate alınırsa,

g
(
N⋆

i , N
⋆
j

)
= g

(
Φi∗ξ

′
i,Φi∗ξ

′
j

)
= g

(
Φi∗ξ

′
i, i∗ξ

′
j

)
+ g

(
i∗ξ

′
i, i∗ξ

′
j

)
= g

(
i∗ξ

′
i, i∗ξ

′
j

)
= δij

elde edilir. Dolayısıyla, i = 1, . . . , n için N ′
i normal vektör alanları N ′

i = Φi∗Ei

olacak şekilde seçilebilir. Aynı zamanda, (5.2.22) eşitliğinden h = n+1, . . . , r için

Φ (N ′
h) = εi∗ (ξ

′
h) +

r∑
k=n+1

λhδhkN
′
k = λhN

′
h

olur. Bu ise h = n + 1, . . . , r için N ′
h normal vektör alanlarının Φ altın yapısının

λh öz değerlerine karşılık gelen öz vektörler olduğunu gösterir. O halde ispat

tamamlanmış olur.
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Teorem 5.4.6. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed anti-invaryant altmani-

foldu M ve r = codimM olsun. Eğer r > n ise bu durumda i = 1, . . . , n için

hi = 0 olacak şekilde TM⊥ normal demetinin Ni, i = 1, . . . , n birim ve ikişer

ikişer ortogonal normal vektör alanları vardır.

İspat. M altmanifoldunun anti-invaryant olması nedeniyle (5.4.6) eşitliğinden

her X,Y ∈ Γ(TM) için

0 = ε
n∑

i=1

hi (X,Y ) ξ
′

i +
n∑

i=1

u
′

i (Y )AiX (5.4.9)

olur. (5.4.9) ifadesinde (2.15.2) ve (5.2.5) eşitlikleri kullanılırsa, her Z ∈ Γ(TM)

için
n∑

i=1

u
′

i (Y )hi (X,Z) = −
n∑

i=1

u
′

i (Z)hi (X,Y ) (5.4.10)

olduğu kolayca görülür. Böylece, (5.2.5) ve (5.4.10) eşitlikleri yardımıyla

n∑
i=1

u
′

i (Y )hi (X,Z) =
n∑

i=1

u
′

i (Y )hi (Z,X) = −
n∑

i=1

u
′

i (X)hi (Z, Y )

= −
n∑

i=1

u
′

i (X)hi (Y, Z) =
n∑

i=1

u
′

i (Z)hi (X,Y )

= −
n∑

i=1

u
′

i (Y )hi (X,Z)

elde edilir. Buradan ise 2
n∑

i=1

u
′
i (Y )hi (X,Z) = 0 olduğu bulunur. Bu ise

n∑
i=1

u
′

i (Y )hi (X,Z) = 0 (5.4.11)

olduğunu gösterir. Diğer taraftan, eğer {E1, E2, . . . , En}, TM tanjant demetinin

bir ortonormal çatısı ise Teorem 5.4.5 sayesinde N1, N2, . . . , Nn normal vektör

alanları i = 1, . . . , n için Ni = Φi∗Ei şeklinde seçilebilir. Bu nedenle, (5.4.1)

eşitliğinden
n∑

j=1

δijNj = Ni = Φ(i∗Ei) =
n∑

j=1

u
′

j (Ei)Nj
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elde edilir. Bu ise δij = u
′
j (Ei) olması demektir. Böylece, (5.4.11) eşitliğinde

Y = Ej alınırsa, i = 1, . . . , n için

hi (X,Z) = 0

olduğu bulunur. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.

5.5 Semi-İnvaryant Altmanifoldlar

5.5.1 Semi-İnvaryant Altmanifoldların Karakterizasyonları

Tanım 5.5.1. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir altmani-

foldu M olsun. Eğer her p ∈M için

Φ (Dp) = Dp (5.5.1)

ve

Φ
(
D⊥

p

)
⊆ TpM

⊥ (5.5.2)

koşullarını sağlayan TpM = Dp ⊕ D⊥
p olacak şekilde D ve D⊥ distribüsyonları

mevcut ise M altmanifolduna
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun bir semi-

invaryant altmanifoldu denir. Burada D ve D⊥, sırasıyla, invaryant distribüsyon

ve anti-invaryant distribüsyon olarak adlandırılır [65].

Şimdi, bazı semi-invaryant altmanifold örnekleri verelim.

Örnek 5.5.1. 4-boyutlu R4 (ya da R2 × R2) Öklid uzayının bir yerel koordinat

sistemi (x1, x2, y1, y2) olsun. R4 (ya da R2 × R2) üzerinde Φ dönüşümünü

Φ

(
∂

∂xi

)
= λ

∂

∂yi
, i = 1, 2

Φ

(
∂

∂yi

)
= λ

∂

∂xi
, i = 1, 2
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kuralı ile tanımlayalım. Burada λ, x2 = x + 1 cebirsel denkleminin bir köküdür.

Bu durumda Φ dönüşümü bir altın yapıdır. R4 (ya da R2 × R2) Öklid uzayında

M = {(x1, x2, 0, x2) : x1, x2 ∈ R}

ile verilen 2-boyutlu bir M altmanifoldunu düşünelim. O zaman TM tanjant de-

metinin bir çatısı {
E1 =

∂

∂x1
, E2 =

∂

∂x2
+

∂

∂y2

}
olarak bulunur. Ayrıca, {

N1 =
∂

∂y1
, N2 =

∂

∂x2
− ∂

∂y2

}
kümesinin TM⊥ normal demetinin bir çatısı olduğu kolayca gösterilebilir. Şimdi,

D = Span {E2} ve D⊥ = Span {E1} diyelim. Bu durumda açık bir şekilde TM

tanjant demeti

TM = D ⊕D⊥

ayrışımına sahiptir. Diğer taraftan,

Φ (E1) = Φ

(
∂

∂x1

)
= λ

∂

∂y1
∈ Span {N1} ⊂ Γ

(
TM⊥)

ve

Φ (E2) = Φ

(
∂

∂x2
+

∂

∂y2

)
= λ

∂

∂x2
+ λ

∂

∂y2
= λ

(
∂

∂x2
+

∂

∂y2

)
∈ Span {E2} ⊂ Γ (TM)

ifadeleri geçerlidir. Buradan ise D ve D⊥ distribüsyonlarının, sırasıyla, invaryant

ve anti-invaryant olduğu görülür. Dolayısıyla, M bir semi-invaryant altmanifold-

dur. Ayrıca, D = Span {E2} ve D⊥ = Span {E1} distribüsyonları integrallenebi-

lirdir.
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Örnek 5.5.2. 4-boyutlu R4 (ya da R2 × R2) Öklid uzayının bir yerel koordinat

sistemi (x1, x2, y1, y2) olsun. R4 üzerinde

Φ

(
∂

∂xi

)
= ϕ

∂

∂yi
, i = 1, 2

Φ

(
∂

∂yi

)
= ϕ

∂

∂xi
, i = 1, 2

ile verilen Φ dönüşümünü ele alalım. Burada ϕ değeri, altın orandır. Bu durumda

Φ bir altın yapıdır. R4 (ya da R2 ×R2) Öklid uzayında 2-boyutlu bir M altmani-

foldunu

M = {(x1, x2, x1, 0) : x1, x2 ∈ R}

ile tanımlayalım. O zaman TM tanjant demetinin bir çatısı{
E1 =

∂

∂x1
+

∂

∂y1
, E2 =

∂

∂x2

}
ile verilir. Ayrıca, TM⊥ normal demetinin

N1 =
∂

∂y2

ve

N2 =
∂

∂x1
− ∂

∂y1

vektör alanları tarafından üretildiği kolayca gösterilebilir. Bir başka deyişle,

TM⊥ = Span

{
N1 =

∂

∂y2
, N2 =

∂

∂x1
− ∂

∂y1

}
olur. D = Span {E1} ve D⊥ = Span {E2} olarak alınırsa, TM = D ⊕D⊥ olur.

Diğer taraftan,

Φ (E1) = Φ

(
∂

∂x1
+

∂

∂y1

)
= ϕ

∂

∂x1
+ ϕ

∂

∂y1

= ϕ

(
∂

∂x1
+

∂

∂y1

)
∈ Span {E1} ⊂ Γ (TM)

ve

Φ (E2) = Φ

(
∂

∂x2

)
= ϕ

∂

∂y2
∈ Span {N1} ⊂ Γ

(
TM⊥)
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ifadeleri sağlanır. Böylece, D ve D⊥, sırasıyla, invaryant ve anti-invaryant dist-

ribüsyonlardır. Dolayısıyla, M bir semi-invaryant altmanifolddur. Ayrıca, D =

Span {E1} ve D⊥ = Span {E2} distribüsyonları integrallenebilirdir.

Örnek 5.5.3. 4-boyutlu R4 (ya da R2 × R2) Öklid uzayının bir yerel koordinat

sistemi (x1, x2, y1, y2) olsun. R4 (ya da R2 × R2) üzerinde Φ dönüşümünü

Φ

(
∂

∂xi

)
= (1− ϕ)

∂

∂xi
, i = 1, 2

Φ

(
∂

∂yi

)
= ϕ

∂

∂yi
, i = 1, 2

kuralı ile tanımlayalım. Bu durumda Φ bir altın yapıdır. Burada ϕ ve 1 − ϕ de-

ğerleri, x2 = x + 1 cebirsel denkleminin kökleridir. R4 (ya da R2 × R2) Öklid

uzayında

M =
{
(ϕt cosu, ϕt sinu, t cos v, t sin v) : t > 0, u, v ∈

(
0,
π

2

)}
ile verilen 3-boyutlu bir M altmanifoldunu ele alalım. O zaman TM tanjant de-

metinin çatısının vektör alanları

E1 = ϕ cosu
∂

∂x1
+ ϕ sinu

∂

∂x2
+ cos v

∂

∂y1
+ sin v

∂

∂y2
,

E2 = −ϕt sinu ∂

∂x1
+ ϕt cosu

∂

∂x2
,

ve

E3 = −t sin v ∂

∂y1
+ t cos v

∂

∂y2

olarak seçilebilir. Ayrıca,

N1 = cos u
∂

∂x1
+ sinu

∂

∂x2
− ϕ cos v

∂

∂y1
− ϕ sin v

∂

∂y2

M altmanifoldu üzerinde bir normal vektör alanıdır. D ve D⊥ distribüsyonları

D = Span {E2, E3} ve D⊥ = Span {E1} olacak şekilde seçilirse, bu durumda

TM tanjant demeti

TM = D ⊕D⊥
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ile ifade edilir. Diğer taraftan,

Φ (E1) = Φ

(
ϕ cosu

∂

∂x1
+ ϕ sinu

∂

∂x2
+ cos v

∂

∂y1
+ sin v

∂

∂y2

)
= − cosu

∂

∂x1
− sinu

∂

∂x2
+ ϕ cos v

∂

∂y1
+ ϕ sin v

∂

∂y2

= −N1 ∈ Span {N1} ⊂ Γ
(
TM⊥) ,

Φ (E2) = Φ

(
−ϕt sinu ∂

∂x1
+ ϕt cosu

∂

∂x2

)
= t sinu

∂

∂x1
− t cosu

∂

∂x2
= −1

ϕ
E2 ∈ Span {E2} ⊂ Γ (TM)

ve

Φ (E3) = Φ

(
t sin v

∂

∂y1
+ t cos v

∂

∂y2

)
= −t sin v ∂

∂y1
+ t cos v

∂

∂y2
= E3 ∈ Span {E3} ⊂ Γ (TM)

ifadeleri geçerlidir. Böylece, D distribüsyonu invaryant, D⊥ distribüsyonu ise

anti-invaryant olur. Dolayısıyla, M bir semi-invaryant altmanifolddur.

Örnek 5.5.4. 4-boyutlu R4 (ya da R2 × R2) Öklid uzayının bir yerel koordinat

sistemi (x1, x2, y1, y2) olsun. R4 (ya da R2 × R2) üzerinde Φ dönüşümünü

Φ

(
∂

∂xi

)
= ϕ

∂

∂xi
, i = 1, 2

Φ

(
∂

∂yi

)
= (1− ϕ)

∂

∂yi
, i = 1, 2

kuralı ile verelim. Bu durumda Φ bir altın yapıdır. Burada ϕ ve 1 − ϕ değerleri,

x2 = x + 1 cebirsel denkleminin kökleridir. R4 (ya da R2 × R2) Öklid uzayında

2-boyutlu bir M altmanifoldunu

M =
{
(u, v, ϕ cos v, ϕ sin v) : u, v ∈

(
0,
π

2

)}
ile tanımlayalım. O zaman{

E1 =
∂

∂x1
, E2 =

∂

∂x2
− ϕ sin v

∂

∂y1
+ ϕ cos v

∂

∂y2

}
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kümesi TM tanjant demeti için bir çatı olarak seçilebilir. Ayrıca, N1 = ϕ ∂
∂x2

+

sin v ∂
∂y1

−cos v ∂
∂y2

ve N2 = − cos v ∂
∂y1

+sin v ∂
∂y2

ise M altmanifoldu üzerinde nor-

mal vektör alanlarıdır ve TM⊥ normal demetini üretir. D ve D⊥ distribüsyonları

D = Span {E1} ve D⊥ = Span {E2} olacak şekilde seçilirse, TM = D⊕D⊥ olur.

Diğer taraftan,

Φ (E1) = Φ

(
∂

∂x1

)
= ϕE1 ∈ Span {E1} ⊂ Γ (TM)

ve

Φ (E2) = Φ

(
∂

∂x2
− ϕ sin v

∂

∂y1
+ ϕ cos v

∂

∂y2

)
= ϕ

∂

∂x2
+ sin v

∂

∂y1
− cos v

∂

∂y2

= N1 ⊂ Γ
(
TM⊥)

olur. Bu nedenle, D distribüsyonunun invaryant, D⊥ distribüsyonunun ise anti-

invaryant olduğu elde edilir. Dolayısıyla, M bir semi-invaryant altmanifolddur.

Örnek 5.5.5. 5-boyutlu R2 × R3 (ya da R5) Öklid uzayının bir yerel koordinat

sistemi (x1, x2, y1, y2, y3) olsun. R2 × R3 (ya da R5) üzerinde Φ dönüşümünü

Φ

(
∂

∂xi

)
= ϕ

∂

∂xi
, i = 1, 2

Φ

(
∂

∂yi

)
= (1− ϕ)

∂

∂yi
, i = 1, 2, 3

kuralı ile tanımlayalım. Bu durumda Φ bir altın yapıdır. R2×R3 (ya da R5) Öklid

uzayında

M =
{
(x1, x2, y1, y2, y3) ∈ R2 × R3 : ϕx1 + y2 = 0, ϕx2 + y1 = 0

}
ile verilen 3-boyutlu bir M altmanifoldunu düşünelim. O zaman

{E1 = (1, 0, 0,−ϕ, 0) , E2 = (0, 1,−ϕ, 0, 0) , E3 = (0, 0, 0, 0, 1)}

kümesi TM tanjant demeti için çatıdır. Ayrıca,

{N1 = (ϕ, 0, 0, 1, 0) , N2 = (0, ϕ, 1, 0, 0)}
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kümesi TM⊥ normal demetinin bir çatısı olur. Şimdi, D = Span {E3} ve D⊥ =

Span {E1, E2} diyelim. Bu durumda TM tanjant demeti

TM = D ⊕D⊥

direkt toplamı ile ifade edilir. Diğer taraftan,

Φ (E1) =Φ (1, 0, 0,−ϕ, 0)=(ϕ, 0, 0,− (1− ϕ)ϕ, 0)=(ϕ, 0, 0, 1, 0)=N1⊂Γ
(
TM⊥) ,

Φ (E2) =Φ (0, 1,−ϕ, 0, 0)=(0, ϕ,− (1− ϕ)ϕ, 0, 0)=(0, ϕ, 1, 0, 0)=N2⊂Γ
(
TM⊥)

ve

Φ (E3) = Φ (0, 0, 0, 0, 1) = (0, 0, 0, 0, 1− ϕ)

= (1− ϕ) (0, 0, 0, 0, 1) ∈ Span {E3} ⊂ Γ (TM)

ifadeleri geçerlidir. Böylece, D distribüsyonu invaryant, D⊥ distribüsyonu ise

anti-invaryant olur. Dolayısıyla, M bir semi-invaryant altmanifolddur.

Önerme 5.5.1. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir semi-

invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

TD⊥ = {0} , (5.5.3)

ND⊥ = ΦD⊥, (5.5.4)

ND = {0} (5.5.5)

ve

TD = D (5.5.6)

ifadeleri geçerlidir.

İspat. D⊥ distribüsyonu Φ-anti-invaryant olduğu için Φ
(
D⊥) ⊆ TM⊥ olur. Bu-

radan ise (5.1.6) ayrışımı yardımıyla (5.5.3) eşitliğinin sağlandığı açıkça görülür.

Bununla birlikte, (5.5.3) ifadesi (5.5.4) eşitliğinin geçerli olduğunu belirtir. D dist-

ribüsyonu Φ-invaryant olduğundan Φ (D) = D ⊆ TM olur. Bu yüzden, (5.1.6)
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ayrışımı kullanılırsa, (5.5.5) eşitliği elde edilir. T endomorfizminin g-simetrik ol-

duğu dikkate alınırsa, (5.1.6) ayrışımından her X ∈ Γ (D) ve Y ∈ Γ
(
D⊥) için

g (TX, Y ) = g (X,TY ) = g
(
X,ΦY

)
olduğu bulunur. Böylece, D⊥ distribüsyonunun Φ-anti-invaryant olması nedeniyle

g (TX, Y ) = 0

olur. Bu ise TD ⊥ D⊥ olduğu ifade eder. Aynı zamanda, TD ⊆ TM olduğu için

T (D) ⊆ D (5.5.7)

ifadesine ulaşılır. Diğer taraftan, (5.1.8) eşitliğinden her X ∈ Γ (D) vektör alanı

X = T 2X − TX + tNX

formunda verilebilir. Buradan ise (5.5.5) ve (5.5.7) ifadeleri kullanılırsa,

D ⊆ T (D) (5.5.8)

olduğu görülür. O halde (5.5.7) ve (5.5.8) ifadelerinden (5.5.6) eşitliği elde edilir.

Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.

Teorem 5.5.1. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir altmani-

foldu M olsun. Bu durumda M altmanifoldunun M altın Riemann manifoldunun

bir semi-invaryant altmanifoldu olması için bir gerek ve yeter koşul NT = 0

olmasıdır.

İspat. M bir semi-invaryant altmanifold olsun. Bu durumda her p ∈ M için

Φ (Dp) = Dp ve Φ
(
D⊥

p

)
⊆ TpM koşullarını sağlayan TpM = Dp ⊕ D⊥

p olacak

şekilde D ve D⊥ distribüsyonları vardır. D ve D⊥ distribüsyonlarına karşılık gelen

projeksiyon operatörleri, sırasıyla, r ve s ile gösterelim. O zaman

r + s = I, r2 = r, s2 = s ve rs = sr = 0
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bağıntıları sağlanır. O halde herhangi bir X ∈ Γ (TM) tanjant vektör alanı X =

rX + sX şeklinde ifade edilebilir. Bu yüzden, (5.1.6), (5.5.3) ve (5.5.5) eşitlikleri

dikkate alınırsa, ΦX vektör alanı

ΦX = Φ(rX + sX) = ΦrX + ΦsX

= TrX +NrX + TsX +NsX

= TrX + 0 + 0 +NsX

= TrX +NsX

ile verilebilir. Aynı zamanda, ΦX vektör alanının (5.1.6) eşitliğinde verilen ayrı-

şımı kullanırsa,

TX +NX = TrX +NsX

olur. Buradan ise tanjant ve normal bileşenler eşitlenirse, sırasıyla,

TX = TrX ve NX = NsX

olduğu bulunur. Böylece, (5.1.9) ve (5.5.5) eşitlikleri yardımıyla

NT = NTr = Nr − nNr = 0− 0 = 0

elde edilir.

Tersine, NT = 0 olduğunu varsayalım. Bu durumda (5.1.8) eşitliğinin her iki

tarafına sağdan T endomorfizmi uygulanırsa,

T 3 = T 2 + T (5.5.9)

elde edilir. Şimdi,

r = T 2 − T (5.5.10)

ve

s = −T 2 + T + I (5.5.11)

diyelim. O zaman (5.5.9) eşitliği kullanılırsa,

r + s = T 2 − T − T 2 + T + I = I,
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r2 =
(
T 2 − T

)2
=
(
T 2 − T

) (
T 2 − T

)
=
(
T 2 − T

)
T 2 −

(
T 2 − T

)
T = T 4 − T 3 − T 3 + T 2

= T 4 − 2T 3 + T 2 = T 3T − 2T 3 + T 2

=
(
T 2 + T

)
T − 2

(
T 2 + T

)
+ T 2 = T 3 + T 2 − 2T 2 − 2T + T 2

= T 2 + T − 2T = T 2 − T

= r,

s2 =
(
−T 2 + T + I

)2
=
(
−T 2 + T + I

) (
−T 2 + T + I

)
=
(
−T 2 + T + I

) (
−T 2

)
+
(
−T 2 + T + I

)
T +

(
−T 2 + T + I

)
I

= T 4 − T 3 − T 2 − T 3 + T 2 + T − T 2 + T + I = T 3T − 2T 3 + 2T − T 2 + I

=
(
T 2 + T

)
T − 2

(
T 2 + T

)
+ 2T − T 2 + I

= T 3 + T 2 − 2T 2 − 2T + 2T − T 2 + I

= T 2 + T − 2T 2 + I = −T 2 + T + I

= s,

rs =
(
T 2 − T

) (
−T 2 + T + I

)
= T 2

(
−T 2 + T + I

)
− T

(
−T 2 + T + I

)
= −T 4 + T 3 + T 2 + T 3 − T 2 − T = −T 3T + 2T 3 − T

= −
(
T 2 + T

)
T + 2T 3 − T = −T 3 − T 2 + 2T 3 − T

= T 3 − T 2 − T = T 2 + T − T 2 − T

= 0

ve

sr =
(
−T 2 + T + I

) (
T 2 − T

)
=
(
−T 2 + T + I

)
T 2 −

(
−T 2 + T + I

)
T

= −T 4 + T 3 + T 2 − T 3 − T 2 − T = −T 3T − T = −
(
T 2 + T

)
T − T

= −T 3 − T 2 − T = T 2 + T − T 2 − T

= 0
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bağıntıları elde edilir. Yani, r ve s tümleyen projeksiyon operatörlerdir. Bu ne-

denle, r ve s projeksiyon operatörleri, sırasıyla, D ve D⊥ tamamlayıcı distribüs-

yonlarını tanımlar. Diğer taraftan, NT = 0 varsayımı altında, (5.5.9), (5.5.10) ve

(5.5.11) eşitlikleri yardımıyla

Tr = T
(
T 2 − T

)
= T 3 − T 2 = T 2 + T − T 2 = T , (5.5.12)

Ts = T
(
−T 2 + T + I

)
= −T 3 + T 2 + T = −T 2 − T + T 2 + T = 0, (5.5.13)

sTr = sT =
(
−T 2 + T + I

)
T = −T 3+T 2+T = −T 2−T +T 2+T = 0 (5.5.14)

ve

Nr = N
(
T 2 − T

)
= NT 2 −NT = (NT )T −NT = 0− 0 = 0 (5.5.15)

bağıntıları elde edilir. Böylece, (5.5.12), (5.5.13), (5.5.14) ve (5.5.15) bağıntıları

D distibüsyonunun invaryant, D⊥ distibüsyonunun ise anti-invaryant olduğunu

gösterir. Dolayısıyla, M bir semi-invaryant altmanifolddur.

Önerme 5.5.2. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir semi-

invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

KerN = Ker
(
T 2 − T − I

)
= KertN (5.5.16)

ve

KerT = Ker
(
T 2 − T

)
= Ker (tN − I) (5.5.17)

eşitlikleri sağlanır.

İspat. X ∈ Γ (KerN) olsun. Bu durumda NX = 0 olur. Buradan ise (5.1.8)

eşitliği yardımıyla (T 2 − T − I)X = 0 elde edilir. Bu ise

X ∈ Γ
(
Ker

(
T 2 − T − I

))
olduğunu gösterir. Tersine, X ∈ Ker (T 2 − T − I) olsun. Bu durumda (5.1.8)

eşitliğinden tNX = 0 olur. Böylece, g Riemann metriğinin Φ-uyumlu olduğu
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kullanılırsa, (5.1.7) ayrışımından

∥NX∥2 = g (NX,NX) = g
(
ΦX,NX

)
= g

(
X,ΦNX

)
= g (X, tNX) = 0

elde edilir. Buradan ise g Riemann metriği pozitif tanımlı olduğu için NX = 0

olur. Bu ise

X ∈ Γ (KerN)

olduğunu ifade eder. Dolayısıyla, KerN = Ker (T 2 − T − I) eşitliğine ulaşılır.

Buna ek olarak, (5.1.8) eşitliğinden

KerN = Ker
(
T 2 − T − I

)
= Ker (tN)

olduğu bulunur. Yani, (5.5.16) eşitliği elde edilir. X ∈ Γ (KerT ) olsun. O zaman

TX = 0 olur. Buradan ise açık bir şekilde X ∈ Γ (Ker (T 2 − T )) olduğu görü-

lür. Tersine, X ∈ Γ (Ker (T 2 − T )) olsun. Bu nedenle, T 2X = TX olur. Aynı

zamanda, (5.1.8) eşitliğinden tNX = X olduğu görülür. Böylece, T endomorfiz-

minin g-simetrik ve g Riemann metriğinin Φ-uyumlu olduğu dikkate alınırsa,

∥TX∥2 = g (TX, TX) = g
(
T 2X,X

)
= g (TX, tNX) = g

(
TX,ΦNX

)
= g

(
ΦTX,NX

)
= g (NTX,NX)

elde edilir. Diğer taraftan, M bir semi-invaryant altmanifold olması nedeniyle

Teorem 5.5.1’den NT = 0 eşitliği sağlanır. Böylece, TX = 0 olur. Bu ise X ∈

Γ (KerT ) olduğunu gösterir. O halde KerT = Ker (T 2 − T ) eşitliğine ulaşılır.

Üstelik, (5.1.8) eşitliğinden

KerT = Ker
(
T 2 − T

)
= Ker (tN − I)

olduğu görülür. Diğer bir deyişle, (5.5.17) eşitliği bulunur. Dolayısıyla, ispat ta-

mamlanmış olur.
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Önerme 5.5.3. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir semi-

invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

D = KerN = Ker
(
T 2 − T − I

)
= Ker (tN) (5.5.18)

ve

D⊥ = KerT = Ker
(
T 2 − T

)
= Ker (tN − I) (5.5.19)

eşitlikleri sağlanır.

İspat. D ve D⊥ distribüsyonlarına karşılık gelen projeksiyon operatörleri, sıra-

sıyla, r ve s ile gösterelim. X ∈ Γ (KerN) olsun. Bu durumda NX = 0 olur.

Bu nedenle, (5.1.6) ayrışımı ΦX = TX halini alır. Buradan ise (5.5.3) ve (5.5.6)

eşitlikleri dikkate alınırsa,

ΦX = TX = TrX + TsX = TrX ∈ Γ (D) (5.5.20)

olduğu görülür. O zaman (5.5.20) ifadesindenX ∈ Γ (D) olduğu anlaşılır. Böylece,

KerN ⊆ D olur. Tersine, X ∈ Γ (D) olsun. Bu durumda (5.5.5) eşitliğinden

X ∈ Γ (KerN) olduğu bulunur. O halde D ⊆ KerN olur. Dolayısıyla, D =

KerN elde edilir. Ayrıca, Önerme 5.5.2 yardımıyla (5.5.18) eşitliğinine ulaşılır.

X ∈ Γ (KerT ) olsun. Bu durumda TX = 0 olur. Bu yüzden, (5.1.6) ayrışımı

ΦX = NX ile verilir. Buradan ise (5.5.4) ve (5.5.5) eşitliklerinden

ΦX = NX = NrX +NsX = NsX ∈ ND
⊥
= ΦD

⊥
(5.5.21)

olduğu görülür. Böylece, (5.5.21) ifadesi X ∈ Γ
(
D

⊥
)

olduğunu belirtir. Tersine,

X ∈ Γ
(
D

⊥
)

olsun. O zaman (5.5.3) eşitliği X ∈ Γ (KerT ) olduğunu gösterir.

Böylece, D⊥ = KerT olduğu bulunur. Üstelik, Önerme 5.5.2 dikkate alınırsa,

(5.5.19) eşitliğinin sağlandığı açıktır. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.
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Şimdi, bir altın Riemann manifoldunun herhangi bir semi-invaryant altmani-

foldunun normal demette nasıl karakterize edilebileceğini gösterelim ve bu karak-

terizasyon ile ilgili bazı gerçekleri verelim.

Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir semi-invaryant alt-

manifoldu M olsun. Eğer

D⊥ = ΦD⊥ ⊆ TM⊥

ise o zaman D⊥ bir altdemettir. D⊥ altdemetinin TM⊥ normal demetteki orto-

gonal tümleyenini D ile gösterelim. Bu yüzden, TM⊥ normal demeti

TM⊥ = D⊕D⊥

ayrışımına sahiptir.
(
M, g,Φ

)
ambient manifoldu üzerinde (1, 1) tipinde bir Ψ

tensör alanını

Ψ = I − Φ

ile tanımlayalım. Bu durumda Ψ bir altın yapıdır. Ayrıca, g Riemann metriği

Ψ-uyumludur. Herhangi bir tanjant vektör alanı X ∈ Γ (TM) için ΨX vektör

alanı

ΨX = (I − T )X −NX (5.5.22)

olacak şekilde tanjant ve normal bileşenlerine ayrılabilir. Benzer şekilde, herhangi

bir normal vektör alanı V ∈ Γ
(
TM⊥) için ΨV vektör alanı

ΨV = −tV + (I − n)V (5.5.23)
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formunda yazılabilir.

Önerme 5.5.4. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir semi-

invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler geçerlidir:

(a) D bir Ψ-invaryant distribüsyondur,

(b) D⊥ bir Ψ-anti-invaryant distribüsyondur.

İspat. X ∈ Γ (D) olsun. Öncelikle ΨX ∈ Γ
(
TM⊥) olduğunu gösterelim. g Ri-

emann metriğinin Ψ-uyumlu olduğu dikkate alınırsa, (5.5.22) ayrışımı yardımıyla

her Y ∈ Γ (TM) için

g
(
ΨX,Y

)
= g

(
X,ΨY

)
= g (X, (I − T )Y −NY )

= g (X, (I − T )Y )− g (X,NY )

= −g (X,NY )

= −g (X,NrY +NsY )

= −g (X,NrY )− g (X,NsY )

elde edilir. Burada r ve s, sırasıyla, D ve D⊥ distribüsyonlarına karşılık gelen

projeksiyon operatörlerdir. O halde (5.5.4) ve (5.5.5) eşitlikleri dikkate alınırsa,

g
(
ΨX,Y

)
= 0 olduğu bulunur. Bu ise her X ∈ Γ (D) için

ΨX ∈ Γ
(
TM⊥) (5.5.24)

olması demektir. Şimdi, D distribüsyonunun invaryant olduğunu gösterelim. g

Riemann metriğinin Ψ-uyumlu olması nedeniyle her Z ∈ Γ
(
D⊥) için

g
(
ΨX,Z

)
= g

(
X,ΨZ

)
olur. Diğer taraftan, Z ∈ Γ

(
D⊥) olduğu için Z = ΦW olacak şekilde bir W ∈

Γ
(
D⊥) vektör alanı mevcuttur. Bu nedenle,

g
(
ΨX,Z

)
= g

(
X,ΨΦW

)
= −g (X,W ) = 0
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elde edilir. Buradan ise her X ∈ Γ (D) için ΨX ∈ Γ (D) olduğu görülür. O halde,

D bir invaryant distribüsyondur. Yani, (a) ifadesi geçerlidir. X ∈ Γ
(
D⊥) olsun.

Bu durumda X = ΦY olacak şekilde bir Y ∈ Γ
(
D⊥) vektör alanı vardır. Bu

yüzden, Φ altın yapısının tanımından

ΨX = ΨΦY = −Y ∈ Γ
(
D⊥) ⊆ Γ (TM)

olduğu görülür. O zaman D⊥ bir anti-invaryant distribüsyondur. Diğer bir deyişle,

(b) ifadesi elde edilir. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.

Önerme 5.5.5. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir semi-

invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

tD = {0} , (5.5.25)

(I − n)D⊥ = {0} , (5.5.26)

nD =(I − n)D = D veya ΦD = D (5.5.27)

ve

tD⊥ = D⊥ veya ΨD⊥ = tD⊥ = D⊥ (5.5.28)

eşitlikleri sağlanır.

İspat. D distribüsyonu Ψ-invaryant olduğu için ΨD ⊆ TM⊥ olur. Buradan ise

(5.5.23) ayrışımı kullanılırsa, (5.5.25) eşitliği bulunur. D⊥ distribüsyonunun Ψ-

anti-invaryant olması nedeniyle ΨD⊥ ⊆ TM olur. Bu nedenle, (5.5.23) ayrışımı

yardımıyla (5.5.26) eşitliğinin geçerli olduğu açıktır. g Riemann metriğinin Ψ-

uyumlu olduğu dikkate alınırsa, (5.5.23) ayrışımından her U ∈ Γ (D) ve V ∈

Γ
(
D⊥) için

−g (nU, V ) = g ((I − n)U, V ) = g
(
ΨU, V

)
= g

(
U,ΨV

)
elde edilir. O zaman D⊥ distribüsyonu Ψ-anti-invaryant olduğu için g (nU, V ) = 0

olur. Bu ise nD ⊥ D⊥ olduğunu belirtir. Ayrıca, nD ⊆ TM⊥ olması nedeniyle

nD ⊆ D (5.5.29)
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olduğu anlaşılır. Diğer taraftan, (5.1.11) eşitliğinden her U ∈ Γ (D) vektör alanı

U = n2U − nU +NtU

ile ifade edilebilir. Buradan ise (5.5.25) ve (5.5.29) ifadeleri kullanılırsa,

D ⊆ nD (5.5.30)

olduğu görülür. O halde (5.5.29) ve (5.5.30) ifadelerinden nD = D eşitliği bulu-

nur. Benzer şekilde, (I − n)D = D olduğu kolayca gösterilebilir. Böylece, (5.5.27)

eşitliği elde edilir. (5.5.26) ifadesi dikkate alınırsa, (5.5.23) ayrışımı yardımıyla

ΨD⊥ = tD⊥ olduğu görülür. Bununla birlikte, D⊥ = ΦD⊥ olması nedeniyle

ΨD⊥ = D⊥ olur. O zaman (5.5.28) eşitliğine ulaşılır. Dolayısıyla, ispat tamam-

lanmış olur.

Teorem 5.5.2. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir altmani-

foldu M olsun. Bu durumda M altmanifoldunun bir semi-invaryant altmanifold

olması için bir gerek ve yeter koşul TM⊥ normal demetinin TM⊥ = D ⊕ D⊥

olacak şekilde bir ayrışımının olmasıdır. Burada her p ∈M için D⊥
p maksimal Ψ-

anti-invaryant altuzay, Dp ise TpM⊥ normal uzayında D⊥
p altuzayının ortogonal

tümleyenidir.

İspat. M bir semi-invaryant altmanifold olsun. Bu durumda TM tanjant uzayı-

nın TM = D⊕D⊥ olacak şekilde bir ayrışımı vardır. Burada D ve D⊥, sırasıyla,

invaryant ve anti-invaryant distribüsyonlardır. D⊥ = ΦD⊥ ⊆ TM⊥ diyelim. O

zaman Önerme 5.5.4’ten D ve D⊥, sırasıyla, TM⊥ normal demetinin birer Ψ-

invaryant ve Ψ-anti-invaryant distribüsyonlarıdır.

Tersine, TM⊥ = D⊕D⊥ olacak şekilde her p ∈M için TpM⊥ normal uzayının

Ψ-maksimal anti-invaryant altuzayı D⊥
p ve D⊥

p altuzayının ortogonal tümleyeni

Dp altuzayı mevcut olsun. D⊥ = ΨD⊥ diyelim. D⊥ altdemetininin ortogonal

tümleyenini D ile gösterelim. X ∈ Γ
(
D⊥) olsun. Bu durumda X = ΨY olacak
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şekilde bir Y ∈ Γ
(
D⊥) vektör alanı vardır. Bu yüzden,

ΦX = ΦΨY = −Y ∈ Γ
(
D⊥) ⊆ Γ

(
TM⊥)

olur. O zaman D⊥, TM tanjant demetinin bir anti-invaryant distribüsyonudur.

X ∈ Γ (D) olsun. g Riemann metriğinin Φ-uyumlu olduğu dikkate alınırsa, (5.1.7)

ayrışımı yardımıyla her Y ∈ Γ
(
TM⊥) için

g
(
ΦX,Y

)
= g

(
X,ΦY

)
= g (X, tY + nY )

= g (X, tY )

= g (X, trY + tsY )

= g (X, trY ) + g (X, tsY )

elde edilir. Burada r ve s, sırasıyla, D ve D⊥ distribüsyonlarına karşılık gelen pro-

jeksiyon operatörlerdir. Böylece, (5.5.25) ve (5.5.28) eşitliklerinden g
(
ΦX,Y

)
= 0

olduğu görülür. Buradan ise her X ∈ Γ (D) için

ΦX ∈ Γ (TM) (5.5.31)

olduğu anlaşılır. Diğer taraftan, D⊥ distribüsyonunun anti-invaryant olduğu dik-

kate alınırsa, her Z ∈ Γ
(
D⊥) için

g
(
ΦX,Z

)
= g

(
X,ΦZ

)
= 0

olur. Bu ise ΦX ∈ Γ (D) olduğunu ifade eder. Böylece, D altdemeti TM tan-

jant demetinin bir invaryant distribüsyonudur. Dolayısıyla, M bir semi-invaryant

altmanifolddur.

Teorem 5.5.3. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir altmani-

foldu M olsun. Bu durumda M altmanifoldunun M altın Riemann manifoldunun

bir semi-invaryant altmanifold olması için bir gerek ve yeter koşul t (I − n) = 0

olmasıdır.
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İspat. M bir semi-invaryant altmanifold olsun. Bu durumda Teorem 5.5.2’den

her p ∈ M için Ψ(Dp) = Dp ve Ψ
(
D⊥

p

)
⊆ TpM koşullarını sağlayan TpM

⊥ =

Dp ⊕D⊥
p olacak şekilde D invaryant ve D⊥ anti-invaryat distribüsyonları vardır.

D ve D⊥ distribüsyonlarına karşılık gelen projeksiyon operatörleri, sırasıyla, r ve

s ile gösterelim. O zaman

r+ s = I, r2 = r, s2 = s ve rs = sr = 0

bağıntıları sağlanır. O halde herhangi bir V ∈ Γ
(
TM⊥) normal vektör alanı

V = rV + sV şeklinde ifade edilebilir. Bu yüzden, (5.5.23), (5.5.25) ve (5.5.26)

eşitlikleri dikkate alınırsa, ΨV vektör alanı

ΨV = Ψ(rV + sV )

= −trV + (I − n) rV − tsV + (I − n) sV

= (I − n) rV − tsV

ile ifade edilebilir. Aynı zamanda, ΨV vektör alanının (5.5.23) eşitliğinde verilen

ayrışımı kullanırsa,

−tV + (I − n)V = −tsV + (I − n) rV

olur. Buradan ise tanjant ve normal bileşenler eşitlenirse, sırasıyla,

tV = tsV ve (I − n)V = (I − n) rV

olduğu bulunur. Böylece, (5.1.10) ve (5.5.25) eşitlikleri yardımıyla

t (I − n) = t (I − n) r = Ttr = 0

elde edilir.

Tersine, t (I − n) = 0 olduğunu kabul edelim. Bu durumda (5.1.11) eşitliğinin

her iki tarafına I − n endomorfizmi uygulanırsa,

n3 = 2n2 − I (5.5.32)
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olur. Şimdi,

r = n2 − n (5.5.33)

ve

s = −n2 + n+ I (5.5.34)

diyelim. O zaman (5.5.32) eşitliği yardımıyla

r+ s = n2 − n− n2 + n+ I = I,

r2 =
(
n2 − n

)2
=
(
n2 − n

) (
n2 − n

)
=
(
n2 − n

)
n2 −

(
n2 − n

)
= n4 − n3 − n3 + n2

= n4 − 2n3 + n2 = n3n− 2n3 + n2

=
(
2n2 − I

)
n− 2n3 + n2 = 2n3 − n− 2n3 + n2

= −n+ n2 = n2 − n

= r,

s2 =
(
−n2 + n+ I

)2
=
(
−n2 + n+ I

) (
−n2 + n+ I

)
= −

(
−n2 + n+ I

)
n2 +

(
−n2 + n+ I

)
n− n2 + n+ I

= n4 − n3 − n2 − n3 + n2 + n− n2 + n+ I

= n3n− 2n3 − n2 + 2n+ I =
(
2n2 − I

)
n− 2n3 − n2 + 2n+ I

= 2n3 − n− 2n3 − n2 + 2n+ I = −n2 + n+ I

= s,

rs =
(
n2 − n

) (
−n2 + n+ I

)
= n2

(
−n2 + n+ I

)
− n

(
−n2 + n+ I

)
= −n4 + n3 + n2 + n3 − n2 − n = −n3n+ 2n3 − n

= −
(
2n2 − I

)
n+ 2n3 − n = −2n3 + n+ 2n3 − n

= 0,
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ve

sr =
(
−n2 + n+ I

) (
n2 − n

)
= −n2

(
n2 − n

)
+ n

(
n2 − n

)
+
(
n2 − n

)
= −n4 + n3 + n3 − n2 + n2 − n = −n3n+ 2n3 − n

= −
(
2n2 − I

)
n+ 2n3 − n = −2n3 + n+ 2n3 − n

= 0

bağıntıları elde edilir. Yani, r ve s tümleyen projeksiyon operatörlerdir. Bu yüz-

den, r ve s projeksiyon operatörleri, sırasıyla, D ve D⊥ tamamlayıcı distribüsyon-

ları tanımlar. Diğer taraftan, t (I − n) = 0 varsayımı altında, (5.5.32), (5.5.33) ve

(5.5.34) eşitlikleri kullanılırsa,

(I − n) r = (I − n)
(
n2 − n

)
(5.5.35)

=
(
n2 − n

)
− n

(
n2 − n

)
= n2 − n− n3 + n2

= −n3 + 2n2 − n = −2n2 + I + 2n2 − I

= I − n,

(I − n) s=(I − n)
(
−n2 + n+ I

)
(5.5.36)

=
(
−n2 + n+ I

)
− n

(
−n2 + n+ I

)
= −n2 + n+ I + n3 − n2 − n

= −2n2 + I + n3 = −2n2 + I + 2n2 − I

= 0,

s (I − n) r = s (I − n) =
(
−n2 + n+ I

)
(I − n) (5.5.37)

= −n2 (I − n) + n (I − n) + (I − n)

= −n2 + n3 + n− n2 + I − n

= −2n2 + I + n3 = −2n2 + I + 2n2 − I

= 0
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ve

tr = t
(
n2 − n

)
= t (n− I)n = 0 (5.5.38)

bağıntıları elde edilir. Böylece, (5.5.35), (5.5.36), (5.5.37) ve (5.5.38) bağıntıları

D distibüsyonunun invaryant, D⊥ distibüsyonunun ise anti-invaryant olduğunu

gösterir. Dolayısıyla, M bir semi-invaryant altmanifolddur.

Önerme 5.5.6. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir semi-

invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

Kert = Ker
(
n2 − n− I

)
= Ker (Nt) (5.5.39)

ve

Ker (I − n) = Ker
(
n− n2

)
= Ker (Nt− I) (5.5.40)

eşitlikleri sağlanır.

İspat. X ∈ Γ (Kert) olsun. Bu durumda tX = 0 olur. Buradan ise (5.1.11) eşit-

liği kullanılırsa, (n2 − n− I)X = 0 elde edilir. Bu ise X ∈ Γ (Ker (n2 − n− I))

olduğunu belirtir. Tersine, X ∈ Γ (Ker (n2 − n− I)) olsun. O zaman (5.1.11)

eşitliğinden NtX = 0 olduğu görülür. Böylece, g Riemann metriğinin Φ-uyumlu

olduğu dikkate alınırsa, (5.1.6) ve (5.1.7) eşitliklerinde verilen ayrışımlar yardı-

mıyla

∥tX∥2 = g (tX, tX) = g
(
tX,ΦX

)
= g

(
ΦtX,X

)
= g (NtX,X)

= 0

elde edilir. Buradan ise g Riemann metriği pozitif tanımlı olduğu için tX = 0 olur.

Bu ise X ∈ Γ (Kert) olduğunu gösterir. Dolayısıyla, Kert = Ker (n2 − n− I)

eşitliğine ulaşılır. Buna ek olarak, (5.1.11) eşitliğinden

Kert = Ker
(
n2 − n− I

)
= Ker (Nt)
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olduğu görülür. Yani, (5.5.39) eşitliği elde edilir. X ∈ Γ (Ker (I − n)) olsun. Bu

durumda (I − n)X = 0 olur. Buradan ise X ∈ Γ (Ker (n− n2)) olduğu açıktır.

Tersine, X ∈ Γ (Ker (n− n2)) olsun. O zaman (5.1.11) eşitliğinden NtX = X

olur. Bu yüzden, n endomorfizmi g-simetrik ve g Riemann metriği Φ-uyumlu

olduğu için

∥(I − n)X∥2 = g ((I − n)X, (I − n)X)

= g ((I − n)X,X)− g ((I − n)X,nX)

= g ((I − n)X,X)− g (n (I − n)X,X)

= g ((I − n)X,X)− g
((
n− n2

)
X,X

)
= g ((I − n)X,X)

= g ((I − n)X,NtX)

= g
(
(I − n)X,ΦtX

)
= g

(
Φ (I − n)X, tX

)
= g (t (I − n)X, tX)

elde edilir. Diğer taraftan, M bir semi-invaryant altmanifold olması nedeniyle

Teorem 5.5.3’ten t (n− I) = 0 eşitliği geçerlidir. Böylece, (I − n)X = 0 olur. Bu

iseX ∈ Γ (Ker (I − n)) olduğunu ifade eder. O haldeKer (I − n) = Ker (n− n2)

olur. Ayrıca, (5.1.11) eşitliğinden

Ker (I − n) = Ker
(
n− n2

)
= Ker (Nt− I)

olduğu görülür. Diğer bir deyişle, (5.5.40) eşitliği bulunur. Dolayısıyla, ispat gös-

terilmiş olur.

Önerme 5.5.7. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir semi-

invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

D = Kert = Ker
(
n2 − n− I

)
= Ker (Nt) (5.5.41)
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ve

D⊥ = Ker (I − n) = Ker
(
n− n2

)
= Ker (Nt− I) (5.5.42)

eşitlikleri sağlanır.

İspat. (5.5.4) eşitliğinden D⊥ = ΦD⊥ = ND⊥ olması nedeniyle herhangi bir V ∈

Γ
(
D⊥) normal vektör alanı için V = ΦW olacak şekilde bir W ∈ Γ

(
D⊥) vektör

alanı vardır. Şimdi, U ∈ Γ (Kert) olsun. Bu durumda g Riemann metriğinin

Φ-uyumlu olduğu dikkate alınırsa, (5.5.23) ayrışımı yardımıyla

g (U, V ) = g
(
U,ΦW

)
= g

(
ΦU,W

)
= g (tU + nU,W )

= g (nU,W )

= 0

olduğu bulunur. Bu ise Kert ⊥ D⊥ olduğunu ifade eder. Aynı zamanda, Kert ⊆

TM⊥ olduğu dikkate alınırsa,

Kert ⊆ D (5.5.43)

olduğu görülür. Tersine, U ∈ Γ (D) olsun. O zaman (5.1.11) ve (5.5.25) eşitlikleri

kullanılırsa, (
n2 − n− I

)
U = −NtU = 0

elde edilir. Bu ise U ∈ Ker (n2 − n− I) olduğunu gösterir. Aynı zamanda, (5.5.39)

eşitliğinden Kert = Ker (n2 − n− I) olduğu için U ∈ Γ (Kert) olur. Bu nedenle,

D ⊆ Kert (5.5.44)

olduğu bulunur. Böylece, (5.5.43) ve (5.5.44) ifadeleri D = Kert olduğunu belirtir.

Ayrıca, Önerme 5.5.6 sayesinde (5.5.41) olduğu görülür. U ∈ Γ
(
D⊥) olsun. Bu

yüzden, (5.5.4) eşitliğinden D⊥ = ΦD⊥ = ND⊥ olması nedeniyle U = NV olacak
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şekilde bir V ∈ Γ
(
D⊥) vektör alanı mevcuttur. O zaman D⊥ = KerT olduğu

dikkate alınırsa, (5.1.9) eşitliğinden

(I − n)U = (I − n)NV = NTV = 0

elde edilir. Bu ise U ∈ Γ (Ker (I − n)) olduğunu ifade eder. O halde

D⊥ ⊆ Ker (I − n) (5.5.45)

olur. Tersine, U ∈ Γ (Ker (I − n)) olsun. Bu durumda (5.1.10) eşitliği kullanılırsa,

TtU = 0 olduğu bulunur. Bu ise

tU ∈ Γ
(
D⊥) (5.5.46)

olduğunu belirtir. Ayrıca, (5.1.11) eşitliği yardımıyla U = NtU olduğu görülür.

Buradan ise (5.5.46) ifadesinden U ∈ Γ
(
ND⊥) = Γ

(
D⊥) olur. Bu ise U ∈

Γ
(
D⊥) olduğunu gösterir. O zaman

Ker (I − n) ⊆ D⊥ (5.5.47)

olur. Böylece, (5.5.45) ve (5.5.47) ifadelerinden D⊥ = Ker (I − n) olduğu anla-

şılır. Bunun yanısıra, Önerme 5.5.6 dikkate alınırsa (5.5.42) eşitliği elde edilir.

Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.

5.5.2 D İnvaryant Distribüsyonunun İntegrallenebilirliği

Teorem 5.5.4. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. O zaman aşağıdaki ifadeler

birbirine denktir:

(a) D invaryant distribüsyonu integrallenebilirdir,

(b) h ikinci temel formu her X,Y ∈ Γ (D) için

h
(
X,ΦY

)
= h

(
ΦX,Y

)
(5.5.48)

eşitliğini sağlar,
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(c) Her X,Y ∈ Γ (D) ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için g

(
AVΦX,Y

)
= g

(
AVX,ΦY

)
eşitliği geçerlidir,

(d) Her X ∈ Γ (D) ve Z ∈ Γ
(
D⊥) için ΦAΦZX − AΦZΦX ∈ Γ

(
D⊥) ifadesi

doğrudur,

(e) h ikinci temel formu her X,Y ∈ Γ (D) ve Z ∈ Γ
(
D⊥) için

g
(
h
(
X,ΦY

)
,ΦZ

)
= g

(
h
(
ΦX,Y

)
,ΦZ

)
(5.5.49)

eşitliğini sağlar.

İspat. D invaryant distribüsyonu integrallenebilir olsun. Bu durumda herX,Y ∈

Γ (D) için [X,Y ] ∈ Γ (D) ifadesi geçerlidir. O zaman (5.5.5) eşitliğindenN [X,Y ] =

0 olur. Böylece, (5.1.6) ayrışımı dikkate alınırsa, (5.1.19) ve (5.5.5) eşitliklerinden

0 = N [X,Y ]

= h (X,TY )− h (TX, Y ) +∇⊥
YNX −∇⊥

XNY

= h (X,TY )− h (Y, TX)

= h
(
X,ΦY

)
− h

(
Y,ΦX

)
olduğu bulunur. Bu ise (a)⇒(b) önermesinin doğruluğunu gösterir. Her X,Y ∈

Γ (D) için h
(
X,ΦY

)
= h

(
ΦX,Y

)
olduğunu varsayalım. O zaman her V ∈

Γ
(
TM⊥) için

g
(
h
(
ΦX,Y

)
, V
)
= g

(
h
(
X,ΦY

)
, V
)

g
(
AVΦX,Y

)
= g

(
AVX,ΦY

)
olur. Buradan ise (2.15.2) eşitliği yardımıyla

g
(
AVΦX,Y

)
= g

(
AVX,ΦY

)
elde edilir. Bu nedenle, (b)⇒(c) ifadesi geçerli bir önermedir. Her X,Y ∈ Γ (D)

ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için g

(
AVΦX,Y

)
= g

(
AVX,ΦY

)
olsun. Her Z ∈ Γ

(
D⊥) için
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V = ΦZ diyelim. Bu durumda g Riemann metriğinin Φ-uyumlu olması nedeniyle

g
(
ΦAΦZX,Y

)
= g

(
AΦZX,ΦY

)
= g

(
AΦZΦX,Y

)
olur. Buradan ise ΦAΦZX − AΦZΦX ∈ Γ

(
D⊥) olduğu görülür. Yani, (c)⇒(d)

ifadesi elde edilir. Her X ∈ Γ (D) ve Z ∈ Γ
(
D⊥) için ΦAΦZX − AΦZΦX ∈

Γ
(
D⊥) olduğunu kabul edelim. O zaman g Riemann metriğinin Φ-uyumlu olduğu

kullanırsa, her Y ∈ Γ (D) için

0 = g
(
ΦAΦZX − AΦZΦX,Y

)
= g

(
ΦAΦZX,Y

)
− g

(
AΦZΦX,Y

)
= g

(
AΦZX,ΦY

)
− g

(
AΦZΦX,Y

)
= g

(
h
(
X,ΦY

)
,ΦZ

)
− g

(
h
(
ΦX,Y

)
,ΦZ

)
elde edilir. Bu ise g

(
h
(
X,ΦY

)
,ΦZ

)
= g

(
h
(
ΦX,Y

)
,ΦZ

)
olduğunu belirtir. Bir

başka deyişle, (d)⇒(e) ifadesi geçerlidir. Her X,Y ∈ Γ (D) ve Z ∈ Γ
(
D⊥) için

g
(
h
(
X,ΦY

)
,ΦZ

)
= g

(
h
(
ΦX,Y

)
,ΦZ

)
olsun. Bu durumda ∇ Levi-Civita kon-

neksiyonunun torsiyonsuz, g Riemann metriğinin Φ-uyumlu ve Φ altın yapısının

paralel olma özellikleri göz önünde bulundurulursa, Gauss formulü yardımıyla

g ([X,Y ] , Z) = g (∇XY −∇YX,Z)

= g
(
∇XY −∇YX,Z

)
= g

(
∇XY, Z

)
− g

(
∇YX,Z

)
= g

(
Φ∇XY,ΦZ

)
− g

(
Φ∇XY, Z

)
− g

(
Φ∇YX,ΦZ

)
+ g

(
Φ∇YX,Z

)
= g

(
∇XΦY,ΦZ

)
− g

(
∇XY,ΦZ

)
− g

(
∇YΦX,ΦZ

)
+ g

(
∇YX,ΦZ

)
= g

(
h
(
X,ΦY

)
,ΦZ

)
− g

(
h (X,Y ) ,ΦZ

)
− g

(
h
(
Y,ΦX

)
,ΦZ

)
+ g

(
h (Y,X) ,ΦZ

)
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= g
(
h
(
X,ΦY

)
,ΦZ

)
− g

(
h (X,Y ) ,ΦZ

)
− g

(
h
(
ΦX,Y

)
,ΦZ

)
+ g

(
h (X,Y ) ,ΦZ

)
= g

(
h
(
X,ΦY

)
,ΦZ

)
− g

(
h
(
ΦX,Y

)
,ΦZ

)
= g

(
h
(
X,ΦY

)
− h

(
ΦX,Y

)
,ΦZ

)
= 0

elde edilir. Bu ise her X,Y ∈ Γ (D) için [X,Y ] ∈ Γ (D) olduğunu ifade eder.

Yani, D invaryant distribüsyonu integrallenebilirdir. O halde (e)⇒(a) önermesi

bir totolojidir. Dolayısıyla, teoremin ispatı tamamlanmış olur.

Sonuç 5.5.1. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. D invaryant distribüsyonu

integrallenebilir ise bu durumda D invaryant distribüsyonunun herhangi bir mak-

simal integral manifoldu MD için aşağıdaki ifadeler geçerlidir:

(a) MD maksimal integral manifoldu M yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun bir invaryant altmanifoldudur,

(b) MD maksimal integral manifoldu üzerinde tanımlı ΦD indirgenmiş yapısı

bir altın yapıdır,

(c)
(
g,ΦD

)
bir altın Riemann yapıdır,

(d)
(
MD, g,ΦD

)
bir altın Riemann manifoldudur,

(e) MD maksimal integral manifoldu üzerinde tanımlı ΦD indirgenmiş yapısı

integrallenebilirdir.

İspat. [21] numaralı yayındaki temel sonuçlardan ispat açıktır.

Tanım 5.5.2. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir semi-

invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer her X,Y ∈ Γ (D) için h (X,Y ) = 0 ise M

bir D-geodezik semi-invaryant altmanifold olarak adlandırılir.
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Teorem 5.5.5. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir D-geodezik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda D

distribüsyonu integrallenebilirdir.

İspat. M semi-invaryant altmanifoldu D-geodezik ise bu durumda her X,Y ∈

Γ (D) için h (X,Y ) = 0 eşitliği geçerlidir. Böylece, (5.5.5) ve (5.5.6) ifadeleri

dikkate alınırsa, (5.1.19) eşitliği yardımıyla her X,Y ∈ Γ (D) için

N [X,Y ] = h (X,TY )− h (TX, Y ) +∇⊥
YNX −∇⊥

XNY = 0

elde edilir. Bu ise [X,Y ] ∈ Γ (KerN) = Γ (D) olduğunu gösterir. Bir başka

deyişle, D distribüsyonu integrallenebilirdir.

Teorem 5.5.6. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler

birbirine denktir:

(a) D invaryant distribüsyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral

manifoldu M altmanifoldunda total geodeziktir,

(b) h ikinci temel formu her X,Y ∈ Γ (D) ve Z ∈ Γ
(
D⊥) için g

(
h (X,Y ) ,ΦZ

)
=

0 eşitliğini sağlar.

İspat. M altmanifoldu üzerindeki indirgenmiş konneksiyonu ∇ ile gösterelim. D

invaryant distribüsyonunun integrallenebilir ve her bir maksimal integral mani-

foldunun M altmanifoldunda total geodezik olduğunu varsayalım. D invaryant

distribüsyonunun herhangi bir MD maksimal integral manifoldu üzerindeki Levi-

Civita konneksiyonu ∇′ olsun. Bu durumda MD maksimal integral manifoldunun

M altmanifoldundaki Gauss formulü her X,Y ∈ Γ (D) için

∇XY = ∇′

XY + h
′
(X,Y ) (5.5.50)
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ile verilir. Burada h′ , MD maksimal integral manifoldunun M altmanifoldundaki

ikinci temel formudur. Hipotezden MD maksimal integral manifoldunun total

geodezik olması nedeniyle (5.5.50) eşitliğinden her X,Y ∈ Γ (D) için

∇XY ∈ Γ (D) (5.5.51)

olduğu görülür. Ayrıca,D distribüsyonu invaryant olduğu için (5.5.51) ifadesinden

∇XΦY ∈ Γ (D) elde edilir. Böylece, g Riemann metriğinin Φ-uyumlu ve Φ altın

yapısının paralel olduğu göz önünde bulundurulursa, Gauss formulü yardımıyla

her Z ∈ Γ
(
D⊥) için

g
(
h (X,Y ) ,ΦZ

)
= g

(
∇XY,ΦZ

)
= g

(
Φ∇XY, Z

)
= g

(
∇XΦY, Z

)
= g

(
∇XΦY, Z

)
= 0

olduğu bulunur. Yani, (a)⇒(b) ifadesi elde edilir. Eğer her X,Y ∈ Γ (D) ve

Z ∈ Γ
(
D⊥) için g

(
h (X,Y ) ,ΦZ

)
= 0 ise D distribüsyonunun invaryant olduğu

dikkate alınırsa,

g
(
h
(
X,ΦY

)
,ΦZ

)
= g

(
h
(
ΦX,Y

)
,ΦZ

)
= 0

olduğu açıktır. Bu nedenle, (5.5.49) eşitliğinden doğal olarak D invaryant distri-

büsyonunun integrallenebilir olduğunu görülür. Ayrıca, Φ altın yapısının tanımı

ve ∇ Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel olduğu kullanılırsa, Gauss formu-

lünden her X,Y ∈ Γ (D) ve Z ∈ Γ
(
D⊥) için

g (∇XY, Z) = g
(
∇XY, Z

)
= g

(
Φ

−1∇XY,ΦZ
)

= g
(
Φ∇XY,ΦZ

)
− g

(
∇XY,ΦZ

)
= g

(
∇XΦY,ΦZ

)
− g

(
∇XY,ΦZ

)
= g

(
h
(
X,ΦY

)
,ΦZ

)
− g

(
h (X,Y ) ,ΦZ

)
= 0
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elde edilir. Bu ise her X,Y ∈ Γ (D) için ∇XY ∈ Γ (D) olduğunu ifade eder. Böy-

lece, (5.5.50) eşitliği yardımıyla h′
(X,Y ) = 0 olduğu görülür. Bir başka deyişle,

MD maksimal integral manifoldu M altmanifoldunda total geodeziktir. O zaman

(b)⇒(a) önermesi doğrudur. Dolayısıyla, ispat gösterilmiş olur.

Teorem 5.5.7. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler

birbirine denktir:

(a) D invaryant distribüsyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral

manifoldu M ambient manifoldunda total geodeziktir,

(b) M semi-invaryant altmanifoldu D-geodeziktir.

İspat. D invaryant distribüsyonu integrallenebilir ve her bir maksimal integral

manifoldu M altın Riemann manifoldunda total geodezik olsun. D invaryant dist-

ribüsyonunun herhangi bir maksimal integral manifoldunuMD ile gösterelim.MD

maksimal integral manifoldunun M ambient manifoldunda veM altmanifoldunda

Gauss formülleri, sırasıyla, her X,Y ∈ Γ (D) için

∇XY = ∇D
XY + hD (X,Y ) (5.5.52)

ve

∇XY = ∇′

XY + h
′
(X,Y ) (5.5.53)

ile verilir. Ayrıca, M altmanifoldun M ambient manifoldunda Gauss formulü

dikkate alınırsa,

hD (X,Y ) = h
′
(X,Y ) + h (X,Y ) (5.5.54)

olduğu görülür. O zaman MD maksimal integral manifoldunun M ambient mani-

foldunda total geodezik olması nedeniyle (5.5.52) eşitliği ile verilen Gauss formülü

kullanılırsa, her X,Y ∈ Γ (D) için

∇XY ∈ Γ (D)
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olduğu görülür. Buradan ise M altmanifoldunun M ambient manifoldundaki Ga-

uss formülü dikkate alınırsa, her X,Y ∈ Γ (D) için h (X,Y ) = 0 olur. Yani, M

altmanifoldu D-geodeziktir. O halde (a)⇒(b) ifadesi geçerlidir. Şimdi, M altma-

nifoldunun D-geodezik olduğunu varsayalım. Bir başka deyişle, her X,Y ∈ Γ (D)

için

h (X,Y ) = 0 (5.5.55)

olsun. Bu durumda doğal olarak, her X,Y ∈ Γ (D) ve Z ∈ Γ
(
D⊥) için

g
(
h (X,Y ) ,ΦZ

)
= 0

eşitliği sağlanır. Bu yüzden, Teorem 5.5.6 yardımıyla, D invaryant distribüsyonu

integrallenebilirdir ve her X,Y ∈ Γ (D) için

h
′
(X,Y ) = 0 (5.5.56)

olur. Böylece, (5.5.54), (5.5.55) ve (5.5.56) eşitlikleri birleştirilirse, her X,Y ∈

Γ (D) için

hD (X,Y ) = 0

elde edilir. Yani, MD maksimal integral manifoldu M ambient altmanifoldunda

total geodeziktir. O zaman (b)⇒(a) önermesi doğrudur. Dolayısıyla, ispat ta-

mamlanmış olur.

5.5.3 D⊥ Anti-İnvaryant Distribüsyonunun İntegrallenebi-

lirliği

Lemma 5.5.1. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda A şekil operatörü

her X,Y ∈ Γ
(
D⊥) için

AΦXY = −AΦYX (5.5.57)

eşitliğini sağlar.
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İspat. ∇Φ = 0 olduğu dikkate alınırsa, Gauss ve Weingarten formüllerinden her

X,Y ∈ Γ
(
D⊥) ve Z ∈ Γ (TM) için

0 = g
((
∇ZΦ

)
X,Y

)
= g

(
∇ZΦX − Φ∇ZX,Y

)
= g

(
−AΦXZ +∇⊥

ZΦX − Φ∇ZX − Φh (Z,X) , Y
)

= −g (AΦXZ, Y )− g
(
Φ∇ZX,Y

)
− g

(
Φh (Z,X) , Y

)
elde edilir. Buradan ise g Riemann metriğinin Φ-uyumlu ve D⊥ distribüsyonunun

anti-invaryant olduğu kullanılırsa,

0 = −g (AΦXZ, Y )− g
(
∇ZX,ΦY

)
− g

(
h (Z,X) ,ΦY

)
= −g (AΦXZ, Y )− g

(
h (Z,X) ,ΦY

)
= −g (AΦXZ, Y )− g (AΦYZ,X)

olduğu bulunur. Ayrıca, şekil operatörünün (2.15.1) eşitliği ile verilen self adjoint

olma özelliği yardımıyla

0 = −g (AΦXZ, Y )− g (AΦYZ,X)

= −g (AΦXY, Z)− g (AΦYX,Z)

= −g (AΦXY + AΦYX,Z)

olur. Bu ise g Riemann metriğinin non-dejenere olmasından dolayı

AΦXY = −AΦYX

olduğunu gösterir.

Teorem 5.5.8. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler

birbirine denktir:

(a) D⊥ anti-invaryant distribüsyonu integrallenebilirdir,
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(b) Her X,Y ∈ Γ
(
D⊥) için AΦXY = 0 eşitliği sağlanır,

(c) Her W ∈ Γ (TM) ve Y ∈ Γ
(
D⊥) için h (W,Y ) ∈ Γ (D) ifadesi sağlanır,

(d) Her X ∈ Γ
(
D⊥) ve Z ∈ Γ (D) için AΦXZ ∈ Γ (D) ifadesi geçerlidir.

İspat. (5.1.18) eşitliği her X,Y ∈ Γ
(
D⊥) için

T [X,Y ] = −AΦYX + AΦXY

formuna indirgenir. Bu nedenle, (5.5.57) eşitliğinden

T [X,Y ] = 2AΦXY (5.5.58)

elde edilir. Eğer D⊥ anti-invaryant distribüsyonu integrallenebilir ise bu durumda

her X,Y ∈ Γ
(
D⊥) için [X,Y ] ∈ Γ

(
D⊥) olur. Böylece, (5.5.3) ifadesi dikkate

alınırsa, (5.5.58) eşitliğinden AΦXY = 0 elde edilir. O zaman (a)⇒(b) önermesi

bir totolojidir. Şekil operatörünün self-adjoint olma özelliğinden her W ∈ Γ (TM)

ve X,Y ∈ Γ
(
D⊥) için

g
(
h (W,Y ) ,ΦX

)
= g (AΦXW,Y ) = g (AΦXY,W )

olur. Buradan ise AΦD⊥D⊥ = {0} varsayımı altında,

g
(
h (W,Y ) ,ΦZ

)
= 0

olduğu görülür. Bu ise h (W,Y ) ∈ Γ
(
TM⊥) olması nedeniyle h (W,Y ) ∈ Γ (D)

olduğunu gösterir. Yani, (b)⇒(c) ifadesi elde edilir. Eğer her W ∈ Γ (TM) ve

Y ∈ Γ
(
D⊥) için h (W,Y ) ∈ Γ (D) ise bu durumda her X ∈ Γ

(
D⊥) ve Z ∈ Γ (D)

için

g (AΦXZ, Y ) = g
(
h (Z, Y ) ,ΦX

)
= 0

olur. Bu ise AΦXZ ∈ Γ (TM) olduğu dikkate alınırsa, AΦXZ ∈ Γ (D) olduğunu

gösterir. Bu nedenle, (c)⇒(d) önermesi doğrudur. Şimdi, her X ∈ Γ
(
D⊥) ve
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Z ∈ Γ (D) için AΦXZ ∈ Γ (D) olduğunu varsayalım. O zaman (2.15.1) ve (5.5.58)

eşitlikleri yardımıyla her Y ∈ Γ
(
D⊥) için

0 = g (AΦXZ, Y ) = g (AΦXY, Z) =
1

2
g (T [X,Y ] , Z)

olduğu bulunur. Buradan ise T endomorfizminin g-simetrik olduğu kullanılırsa,

g ([X,Y ] , TZ) = 0

elde edilir. Böylece, (5.5.6) eşitliği dikkate alınırsa, [X,Y ] ∈ Γ
(
D⊥) olduğu görü-

lür. Bu ise D⊥ anti-invaryant distribüsyonunun integrallenebilir olması demektir.

Yani, (d)⇒(a) ifadesi geçerlidir. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 5.5.2. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer ΦD⊥ = TM⊥ ise bu du-

rumda D⊥ anti-invaryant distribüsyonunun integrallenebilir olması için bir gerek

ve yeter koşul M altmanifoldunun mixed total geodezik olmasıdır.

İspat. ΦD⊥ = TM⊥ olduğu dikkate alınırsa, Teorem 5.5.8’in (d) ifadesinin bir

uygulaması olarak ispat açıktır.

Teorem 5.5.9. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. D⊥ anti-invaryant distribüs-

yonu integrallenebilir ise bu durumda D⊥ anti-invaryant distribüsyonunun her bir

maksimal integral manifoldu M altmanifoldunda total geodeziktir.

İspat. D⊥ anti-invaryant distribüsyonu integrallenebilir ise bu durumda Teorem

5.5.8’in (b) ifadesinden herX,Y ∈ Γ
(
D⊥) için AΦYX = 0 eşitliği geçerlidir. Diğer

taraftan, D distribüsyonunun invaryant olması nedeniyle herhangi bir Z ∈ Γ (D)

vektör alanı için Z = ΦZ
′ olacak şekilde bir Z ′ ∈ Γ (D) vektör alanı mevcuttur.

Böylece, g Riemann metriğinin Φ-uyumlu ve Φ altın yapısının paralel olması
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dikkate alınırsa, Gauss ve Weingarten formüllerinden

g (∇XY, Z) = g
(
∇XY, Z

)
= g

(
∇XY,ΦZ

′
)

= g
(
Φ∇XY, Z

′
)

= g
(
∇XΦY, Z

′
)

= g
(
−AΦYX +∇⊥

XΦY, Z
′
)

= g
(
−AΦYX,Z

′
)

= 0

elde edilir. Buradan ise

∇XY ∈ Γ
(
D⊥) (5.5.59)

olduğu görülür. D⊥ anti-invaryant distribüsyonunun herhangi bir maksimal integ-

ral manifoldu MD⊥ olsun. MD⊥ maksimal integral manifoldu üzerindeki konnek-

siyonu ∇′′ ve MD⊥ maksimal integral manifoldunun M altmanifoldundaki ikinci

temel formunu h
′′ ile gösterelim. Bu durumda MD⊥ maksimal integral manifol-

dunun M altmanifoldundaki Gauss formulü her X,Y ∈ Γ
(
D⊥) için

∇XY = ∇′′

XY + h
′′
(X,Y ) (5.5.60)

ile verilir. Burada ∇, M altmanifoldu üzerindeki indirgenmiş konneksiyondur.

Böylece, (5.5.59) ifadesi yardımıyla (5.5.60) eşitliğinden h
′′
(X,Y ) = 0 olduğu

görülür. Yani, MD⊥ maksimal integral manifoldu M altmanifoldunda total ge-

odeziktir.

5.5.4 Mixed Total Geodezik Semi-İnvaryant Altmanifold-

lar

Teorem 5.5.10. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. O zaman aşağıdaki ifadeler
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birbirine denktir:

(a) M bir
(
D,D⊥)-mixed total geodezik semi-invaryant altmanifolddur,

(b) Her X ∈ Γ (D) ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için AVX ∈ Γ (D) ifadesi sağlanır,

(c) Her Z ∈ Γ
(
D⊥) ve V ∈ Γ

(
TM⊥) için AVZ ∈ Γ

(
D⊥) ifadesi geçerlidir.

İspat. M altmanifoldunun
(
D,D⊥)-mixed total geodezik olduğunu varsayalım.

O zaman (2.15.2) eşitliği kullanılırsa, her X ∈ Γ (D), Y ∈ Γ
(
D⊥) ve V ∈

Γ
(
TM⊥) için

g (AVX,Y ) = g (h (X,Y ) , V ) = 0

elde edilir. Buradan ise AVX ∈ Γ (D) olduğu görülür. Yani, (a)⇒(b) önermesi

doğrudur. Her X ∈ Γ (D) ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için AVX ∈ Γ (D) olsun. Bu yüzden,

şekil operatörünün (2.15.1) eşitliği ile verilen self-adjoint olma özelliği yardımıyla,

her X ∈ Γ (D), Z ∈ Γ
(
D⊥) ve V ∈ Γ

(
TM⊥) için

g (AVZ,X) = g (Z,AVX) = 0

olduğu bulunur. Bu iseAVZ ∈ Γ
(
D⊥) olduğunu gösterir. Böylece, (b)⇒(c) ifadesi

elde edilir. Her Z ∈ Γ
(
D⊥) ve V ∈ Γ

(
TM⊥) için AVZ ∈ Γ

(
D⊥) ifadesinin

geçerli olduğunu kabul edelim. Bu durumda (2.15.2) eşitliğinden her Y ∈ Γ (D)

için

0 = g (AVZ, Y ) = g (h (Z, Y ) , V )

olur. Buradan ise g Riemann metriğinin non-dejenere olması nedeniyle her Z ∈

Γ (D), Y ∈ Γ
(
D⊥) için h (Z, Y ) = 0 olduğu görülür. Yani, M altmanifoldu(

D,D⊥)-mixed total geodeziktir. O zaman (c)⇒(a) önermesi bir totolojidir. Do-

layısıyla, ispat tamamlanmış olur.

Teorem 5.5.11. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir
(
D,D⊥)-mixed total geodezik semi-invaryant altmanifoldu M olsun.
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Eğer D invaryant distribüsyonu integrallenebilir ise bu durumda her X ∈ Γ (D)

ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için

ΦAVX = AVΦX

eşitliği sağlanır.

İspat. D invaryant distribüsyonu integrallenebilir olsun. Bu durumda Teorem

5.5.4’ün (b) ifadesinden her X,Y ∈ Γ (D) için

h
(
X,ΦY

)
= h

(
ΦX,Y

)
eşitliği geçerlidir. Bu nedenle, (2.15.2) ve (3.2.1) eşitlikleri yardımıyla her X,Y ∈

Γ (D) ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için

g
(
ΦAVX,Y

)
= g

(
AVX,ΦY

)
= g

(
h
(
X,ΦY

)
, V
)

= g
(
h
(
ΦX,Y

)
, V
)

= g
(
AVΦX,Y

)
veya bir başka deyişle,

g
(
ΦAVX − AVΦX,Y

)
= 0 (5.5.61)

olur. Diğer taraftan, hipotezden M altmanifoldu
(
D,D⊥)-mixed total geodezik

olduğu için Teorem 5.5.10 yardımıyla AVX ∈ Γ (D) ifadesi sağlanır. Ayrıca, D

distribüsyonu invaryant olduğundan ΦAVX ∈ Γ (D) ve AVΦX ∈ Γ (D) ifadeleri

geçerlidir. O zaman

ΦAVX − AVΦX ∈ Γ (D)

olduğu görülür. Böylece, (5.5.61) eşitliğinde Y = ΦAVX − AVΦX ∈ Γ (D) alı-

nırsa, g Riemann metriği pozitif tanımlı olduğu için

ΦAVX = AVΦX

elde edilir.
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Teorem 5.5.12. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer her X ∈ Γ (D) ve V ∈

Γ
(
TM⊥) için

ΦAVX = AVΦX (5.5.62)

ise bu durumda M bir
(
D,D⊥)-mixed total geodezik semi-invaryant altmanifold-

dur.

İspat. D distribüsyonu invaryant olması nedeniyle her X ∈ Γ (D) için X =

ΦX
′olacak şekilde bir X ′ ∈ Γ (D) vektör alanı vardır. O zaman g Riemann met-

riğinin Φ-uyumlu olduğu dikkate alınırsa, (5.5.62) eşitliği ile verilen koşul yardı-

mıyla, her V ∈ Γ
(
TM⊥) ve Y ∈ Γ

(
D⊥) için

g (AVX,Y ) = g
(
AVΦX

′
, Y
)
= g

(
ΦAVX

′
, Y
)
= g

(
AVX

′
,ΦY

)
elde edilir. Bu ise D⊥ anti-invaryant distribüsyonunun tanımından g (AVX,Y ) =

0 olduğunu ifade eder. Böylece, AVX ∈ Γ (D) olur. Yani, Teorem 5.5.10’un (b)

ifadesi sağlanır. Bu nedenle, M semi-invaryant altmanifoldu
(
D,D⊥)-mixed total

geodeziktir.

Teorem 5.5.13. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir
(
D,D⊥)-mixed total geodezik semi-invaryant altmanifoldu M olsun.

Bu durumda her X ∈ Γ (D) ve V ∈ Γ (D) için aşağıdaki ifadeler geçerlidir:

(a) AΦVX = ΦAVX,

(b) n∇⊥
XV = ∇⊥

XnV ,

(c) ∇⊥
XV ∈ Γ (D),

(d) Φ∇⊥
XV = ∇⊥

XΦV .

İspat. Φ altın yapısının paralel olması nedeniyle (3.2.2) eşitliği ile verilen kovar-

yant türevinin tanımından her X ∈ Γ (D) ve V ∈ Γ (D) için

∇XΦV = Φ∇XV
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olur. Buradan ise Weingarten formülü kullanılırsa, (5.1.7) ve (5.5.25) eşitliklerin-

den her X ∈ Γ (D) ve V ∈ Γ (D) için

−AΦVX +∇⊥
XΦV = −ΦAVX + Φ∇⊥

XV (5.5.63)

−AΦVX +∇⊥
XtV +∇⊥

XnV = −ΦAVX + t∇⊥
XV + n∇⊥

XV

−AΦVX +∇⊥
XnV = −ΦAVX + t∇⊥

XV + n∇⊥
XV

elde edilir. Diğer taraftan, M bir
(
D,D⊥)-mixed total geodezik altmanifold ol-

ması nedeniyle Teorem 5.5.10’dan her X ∈ Γ (D) ve V ∈ Γ (D) için AVX ∈ Γ (D)

ifadesi sağlanır. Bu nedenle, D ve D distribüsyonlarının invaryant olduğu kulla-

nılırsa,

AΦVX ∈ Γ (D) (5.5.64)

ve

ΦAVX ∈ Γ (D) (5.5.65)

ifadeleri bulunur. Böylece, (5.5.25), (5.5.28), (5.5.64) ve (5.5.65) ifadeleri yardı-

mıyla, (5.5.63) eşitliğinde D, D⊥ distribüsyonlarının ve TM⊥ normal demetinin

bileşenleri özdeşleştirilirse, sırasıyla,

AΦVX = ΦAVX, (5.5.66)

t∇⊥
XV = 0 (5.5.67)

ve

n∇⊥
XV = ∇⊥

XnV (5.5.68)

elde edilir. Ayrıca, (5.5.67) eşitliği (5.5.41) ifadesinden

∇⊥
XV ∈ Γ (D)

olduğunu belirtir. Bu yüzden, (5.5.25) ifadesi dikkate alınırsa, (5.5.68) eşitliğinden

Φ∇⊥
XV = ∇⊥

XΦV

olduğu görülür. Dolayısıyla, ispat tamamlanır.
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5.5.5 T Endomorfizminin Paralelliği

Teorem 5.5.14. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir altmanifoldu M olsun. T endomorfizminin kovaryant türevinin sıfır

olması için bir gerek ve yeter koşul her X,Y ∈ Γ (TM) için

ANYX = 0

eşitliğinin sağlanmasıdır.

İspat. ∇T = 0 olsun. Bu durumda (5.1.16) eşitliğinden her X,Y ∈ Γ (TM) için

ANYX = −th (X,Y ) (5.5.69)

olur. Buradan ise şekil operatörünün self adjoint ve g Riemann metriğinin Φ-

uyumlu olduğu kullanılırsa, (5.1.6) ve (5.1.7) eşitlikleri ile verilen ayrışımlardan

her X,Y, Z ∈ Γ (TM) için

g (ANYX,Z) = g (ANYZ,X)

= −g (th (Z, Y ) , X)

= −g
(
Φh (Z, Y ) , X

)
= −g

(
h (Z, Y ) ,ΦX

)
= −g (h (Z, Y ) , NX)

= −g (ANXZ, Y )

= −g (ANXY, Z)

elde edilir. Bu ise g Riemann metriğinin non-dejenere olması nedeniyle

ANYX = −ANXY (5.5.70)

olduğunu belirtir. Diğer taraftan, h ikinci temel formu bir simetrik tensör alanı

olduğundan (5.5.69) eşitliğinden

ANYX = ANXY (5.5.71)
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olduğu bulunur. Böylece, (5.5.70) ve (5.5.71) eşitliklerinden ANXY = 0 olur.

Tersine, her X,Y ∈ Γ (TM) için ANXY = 0 olduğunu varsayalım. Bu du-

rumda (5.1.6) ve (5.1.7) ayrışımları yardımıyla (5.1.16) eşitliğinden her Z ∈

Γ (TM) için

g
((
∇XT

)
Y, Z

)
= g (ANYX + th (X,Y ) , Z)

= g (ANYX,Z) + g (th (X,Y ) , Z)

= g (ANYX,Z) + g
(
Φh (X,Y ) , Z

)
= g (ANYX,Z) + g

(
h (X,Y ) ,ΦZ

)
= g (ANYX,Z) + g (h (X,Y ) , NZ)

= g (ANYX,Z) + g (ANZX,Y )

= 0

elde edilir. Bu ise g Riemann metriği pozitif tanımlı olduğu için ∇T = 0 olduğunu

ifade eder.

Şimdi, semi-invaryant altmanifoldlar için ∇T = 0 durumunu araştıralım.

Teorem 5.5.15. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler

birbirine denktir:

(a) TM tanjant demetinin T endomorfizminin kovaryant türevi sıfırdır. Yani,

∇T = 0 eşitliği sağlanır,

(b) AΦD⊥D = {0},

(c) g
(
h (TM,D) ,ΦD⊥) = {0},

(d) D invaryant distribüsyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral
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manifoldu M altmanifoldunda total geodeziktir, D⊥ anti-invaryant distri-

büsyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral manifoldu M alt-

manifoldunda total geodeziktir,

(e) D invaryant distribüsyonu ∇ indirgenmiş konneksiyonuna göre paraleldir,

D⊥ anti-invaryant distribüsyonu ∇ indirgenmiş konneksiyonuna göre para-

leldir.

İspat. A şekil operatörünün self adjoint olduğu dikkate alınırsa, (2.15.2), (3.2.1)

ve (5.1.7) eşitliklerinden her U ∈ Γ (TM), X ∈ Γ (D) ve Z ∈ Γ
(
D⊥) için

g (AΦZX,U) = g (AΦZU,X) (5.5.72)

= g
(
h (U,X) ,ΦZ

)
= g

(
Φh (U,X) , Z

)
= g (th (U,X) , Z)

elde edilir. Eğer ∇T = 0 ise bu durumda (5.1.16) eşitliğinden her X,Y ∈ Γ (TM)

için

ANYX = −th (X,Y ) (5.5.73)

olur. Böylece, (5.5.18) eşitliğinden D = KerN olduğu dikkate alınırsa, (5.5.72)

ve (5.5.73) eşitlikleri yardımıyla

g (AΦZX,U) = g (th (U,X) , Z) = −g (ANXU,Z) = 0

olduğu görülür. Buradan ise g Riemann metriğinin non-dejenere olması nedeniyle

her X ∈ Γ (D) ve Z ∈ Γ
(
D⊥) için AΦZX = 0 olduğu bulunur. Bir başka deyişle,

(a)⇒(b) önermesi doğrudur. AΦD⊥D = {0} varsayımı altında, (2.15.2) eşitliği

yardımıyla g
(
h (TM,D) ,ΦD⊥) = {0} olduğu açıktır. Yani, (b)⇒(c) önermesi

elde edilir. g
(
h (TM,D) ,ΦD⊥) = {0} olduğunu kabul edelim. Bu durumda Te-

orem 5.5.6’dan D invaryant distribüsyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal
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integral manifoldu M altmanifoldunda total geodeziktir. Aynı zamanda, Teorem

5.5.8 ve Teorem 5.5.9 yardımıyla D⊥ anti-invaryant distribüsyonu integrallenebi-

lirdir ve her bir maksimal integral manifoldu M altmanifoldunda total geodezik-

tir. O halde (c)⇒(d) önermesi bir totolojidir. D invaryant ve D⊥ anti-invaryant

distribüsyonlarının integrallenebilir ve her bir maksimal integral manifoldunun M

altmanifoldunda total geodezik olduğunu varsayalım. Bu durumda Teorem 2.16.3

dikkate alınırsa, hem D invaryant distribüsyonu hem de D⊥ anti-invaryant dist-

ribüsyonu ∇ indirgenmiş konneksiyonuna göre paraleldir. Bu yüzden, (d)⇒(e)

önermesi doğrudur. Eğer D ve D⊥ distribüsyonları ∇ indirgenmiş konneksiyo-

nuna göre paralel ise o zaman her X ∈ Γ (D), Y ∈ Γ
(
D⊥) ve U ∈ Γ (TM)

için

∇UX ∈ Γ (D) (5.5.74)

ve

∇UY ∈ Γ
(
D⊥) (5.5.75)

ifadeleri geçerlidir. Diğer taraftan, ∇Φ = 0 olduğu dikkate alınırsa, Gauss formülü

yardımıyla (5.5.74) ifadesinden

∇UΦX = Φ∇UX

∇UΦX + h
(
U,ΦX

)
= Φ∇UX + Φh (U,X)

elde edilir. Buradan ise

∇UΦX = Φ∇UX (5.5.76)

ve

h
(
U,ΦX

)
= Φh (U,X)

olduğu görülür. D ve D⊥ distribüsyonlarına karşılık gelen projeksiyon operatör-

leri, sırasıyla, r ve s ile gösterelim. (5.5.74) ve (5.5.75) ifadeleri dikkate alınırsa,
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(5.5.3) ve (5.5.76) eşitlikleri yardımıyla

(
∇UT

)
W =

(
∇UT

)
rW +

(
∇UT

)
sW

= ∇UTrW − T∇UrW +∇UTsW − T∇UsW

= ∇UΦrW − Φ∇UrW + 0− 0

= 0

olduğu bulunur. Bu ise (e)⇒(a) önermesinin doğruluğunu gösterir. Dolayısıyla,

ispat tamamlanmış olur.

5.5.6 N Normal Demet Değerli 1-Formunun Paralelliği

Teorem 5.5.16. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda ∇N = 0 olması için bir gerek

ve yeter koşul her X ∈ Γ (TM) ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için

AnVX = TAVX

eşitliğinin sağlanmasıdır.

İspat. n ve T endomorfizmlerinin g-simetrik olduğu dikkate alınırsa, (2.15.2) ve

(5.1.17) eşitlikleri yardımıyla her X,Y ∈ Γ (TM) ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için

g (AnVX − TAVX,Y ) = g (AnVX,Y )− g (TAVX,Y )

= g (h (X,Y ) , nV )− g (AVX,TY )

= g (nh (X,Y ) , V )− g (h (X,TY ) , V )

= g (nh (X,Y )− h (X,TY ) , V )

= g
((
∇XN

)
Y, V

)
elde edilir. Bu ise g Riemann metriğinin non-dejenere olması nedeniyle ∇N = 0

olması için bir gerek ve yeter koşulun AnVX = TAVX olduğunu ifade eder.
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Teorem 5.5.17. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda ∇N = 0 olması için bir gerek

ve yeter koşul her X ∈ Γ (TM) ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için

AnVX = AV TX

eşitliğinin sağlanmasıdır.

İspat. (2.15.2) ve (5.1.17) eşitlikleri göz önünde bulundurulursa, h ikinci temel

formunun simetrik ve n endomorfizminin g-simetrik olduğu kullanılırsa, her Y ∈

Γ (TM) için

g (AnVX − AV TX, Y ) = g (AnVX,Y )− g (AV TX, Y )

= g (h (X,Y ) , nV )− g (h (TX, Y ) , V )

= g (nh (Y,X) , V )− g (h (Y, TX) , V )

= g
((
∇YN

)
X,V

)
olur. Buradan ise N normal demet değerli 1-formunun kovaryant türevinin sıfır

olmasının AnVX = AV TX eşitliğine denk olduğu görülür.

Sonuç 5.5.3. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir altmanifoldu M olsun. Eğer ∇N = 0 ise o zaman her X ∈ Γ (TM)

ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için

TAVX = AnVX = AV TX

eşitliği sağlanır.

İspat. Teorem 5.5.16 ve Teorem 5.5.17 birlikte düşünülürse, ispat kolayca görü-

lür.

Şimdi, semi-invaryant altmanifoldlar için ∇N = 0 durumunu araştıralım.
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Lemma 5.5.2. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer her X ∈ Γ (D) ve V ∈

Γ
(
TM⊥) için

TAVX = AV TX

eşitliği sağlanırsa bu durumda M bir
(
D,D⊥)-mixed total geodezik semi-invaryant

altmanifolddur.

İspat. Her X ∈ Γ (D) ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için

TAVX = AV TX

olsun. (5.5.18) ifadesinden D = KerN = Ker (T 2 − T − I) olduğu dikkate alı-

nırsa, semi-invaryant altmanifoldlar için bir karakterizasyon koşulu NT = 0 eşit-

liği yardımıyla her X ∈ Γ (D) için

NAVX = N
(
AV T

2X − AV TX
)

= NTAV TX −NTAVX

= 0

veya başka bir yöntemle her X ∈ Γ (D) için(
T 2 − T − I

)
AVX = T 2AVX − TAVX − AVX

= TAV TX − AV TX − AVX

= AV T
2X − AV TX − AVX

= AV

(
T 2X − TX −X

)
= 0

elde edilir. Buradan iseAVX ∈ Γ (D) olduğu görülür. Dolayısıyla, Teorem 5.5.10’dan

M bir
(
D,D⊥)-mixed total geodezik altmanifold olur.

Teorem 5.5.18. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer ∇N = 0 ise M bir(
D,D⊥)-mixed total geodezik altmanifolddur.
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İspat. (5.1.17) ifadesi dikkate alınırsa, her X,Y ∈ Γ (TM) için

(
∇XN

)
Y = nh (X,Y )− h (X,TY ) (5.5.77)

ve (
∇YN

)
X = nh (Y,X)− h (Y, TX) (5.5.78)

eşitlikleri geçerlidir. ∇N = 0 olsun. Bu durumda h ikinci temel formu simetrik

olduğu için (5.5.77) ve (5.5.78) eşitliklerinden

h (X,TY ) = h (Y, TX) (5.5.79)

elde edilir. O halde T endomorfizminin TM tanjant demeti üzerinde g-simetrik

olduğu kullanılırsa, (2.15.2) ve (5.5.79) eşitlikleri yardımıyla her X ∈ Γ (D),

Y ∈ Γ (TM) ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için

g (TAVX,Y ) = g (AVX,TY ) = g (h (X,TY ) , V )

= g (h (TX, Y ) , V ) = g (AV TX, Y )

olur. Bu ise g Riemann metriğinin non-dejenere olması nedeniyle

TAVX = AV TX

olduğu gösterir. Bu yüzden, Lemma 5.5.2’den M altmanifoldu
(
D,D⊥)-mixed

total geodeziktir.

Teorem 5.5.19. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer ∇N = 0 ise her X,Y ∈

Γ (D) için h (X,Y ) ∈ Γ (D) olur. Ayrıca, her X ∈ Γ (D) için ya h (X,X) = 0 ya

da h (X,X) normal vektör alanı n2 − n endomorfizminin 1 öz değerine karşılık

gelen bir öz vektörüdür.

İspat. Eğer ∇N = 0 ise o zaman (5.1.17) ifadesinden her X,Y ∈ Γ (TM) için

nh (X,Y ) = h (X,TY )
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eşitliği geçerlidir. Bu durumda (5.5.18) eşitliğindenD = KerN = Ker (T 2 − T − I)

olması nedeniyle her X,Y ∈ Γ (D) için

(
n2 − n− I

)
h (X,Y ) = n2h (X,Y )− nh (X,Y )− h (X,Y ) (5.5.80)

= h
(
X,T 2Y

)
− h (X,TY )− h (X,Y )

= h
(
X,T 2Y − TY − Y

)
= 0

elde edilir. Bu ise (5.5.41) eşitliğinden D = Ker (n2 − n− I) = Kert olduğu için

h (X,Y ) ∈ Γ (D) olduğu gösterir. Şimdi, her X ∈ Γ (D) için h (X,X) ̸= 0 olsun.

O halde (5.5.80) eşitliğinden h (X,X) vektör alanının, n2 − n endomorfizminin 1

öz değerine karşılık gelen bir öz vektör olduğu açıktır.

Lemma 5.5.3. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer ∇N = 0 ise bu durumda

aşağıdaki ifadeler sağlanır:

(a) AΦD⊥D = {0},

(b) ADD
⊥ = {0}.

İspat. ∇N = 0 ise bu durumda (5.1.17) ifadesinden her X,Y ∈ Γ (TM) için

nh (X,Y ) = h (X,TY )

eşitliği sağlanır. (5.5.18) eşitliğinden D = KerN = Ker (T 2 − T − I) olması

nedeniyle her Y ∈ Γ (D) için

h (X,Y ) = h (X,T (T − I)Y ) = nh (X, (T − I)Y )

= nh (X,TY )− nh (X,Y )

= nh (X,TY )− h (X,TY )

= (n− I)h (X,TY )
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olur. Bu ise (5.5.26) ve (5.5.27) eşitliklerinden her X ∈ Γ (TM) ve Y ∈ Γ (D) için

h (X,Y ) ∈ Γ (D) veya h (TM,D) ⊆ D (5.5.81)

olduğu gösterir. Böylece, (2.15.2) eşitliği dikkate alınırsa, (5.5.81) ifadesinden

g (AΦD⊥D,TM) = g
(
h (TM,D) ,ΦD⊥) = {0}

elde edilir. Bu ise (a) ifadesinin sağlandığını belirtir. (5.5.19) eşitliğinden D⊥ =

Ker (T 2 − T ) olduğu dikkate alınırsa, her Y ∈ Γ
(
D⊥) için

(
n2 − n

)
h (X,Y ) = n2h (X,Y )− nh (X,Y )

= h
(
X,T 2Y

)
− h (X,TY )

= h
(
X,T 2Y − TY

)
= h

(
X,
(
T 2 − T

)
Y
)

= 0

olur. Bu ise her X ∈ Γ (TM) ve Y ∈ Γ
(
D⊥) için

h (X,Y ) ∈ Ker
(
n2 − n

)
= D⊥ veya h

(
TM,D⊥) ⊆ D⊥ (5.5.82)

olduğunu gösterir. O zaman (2.15.2) eşitliği göz önünde bulundurulursa, (5.5.82)

ifadesi yardımıyla

g
(
ADD

⊥, TM
)
= g

(
h
(
TM,D⊥) ,D) = {0}

olduğu bulunur. Bir başka deyişle, (b) ifadesi elde edilir. Dolayısıyla, ispat ta-

mamlanmış olur.

Teorem 5.5.20. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer ∇N = 0 ise ∇T = 0

olur.

İspat. Eğer ∇N = 0 ise bu durumda Lemma 5.5.3’ün (a) ifadesi sağlanır. Bu ise,

Teorem 5.5.15’ten ∇T = 0 eşitliğine denktir. Böylece, istenen ispat elde edilir.
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Sonuç 5.5.4. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer ∇N = 0 ise bu durumda

aşağıdaki ifadeler geçerlidir:

(a) AΦD⊥D = {0},

(b) g
(
h (TM,D) ,ΦD⊥) = {0},

(c) D invaryant distribüsyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral

manifoldu M altmanifoldunda total geodeziktir, D⊥ anti-invaryant distri-

büsyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral manifoldu M alt-

manifoldunda total geodeziktir,

(d) D invaryant distribüsyonu ∇ indirgenmiş konneksiyonuna göre paraleldir,

D⊥ anti-invaryant distribüsyonu ∇ indirgenmiş konneksiyonuna göre para-

leldir.

Ayrıca, bu ifadeler birbirine denktir.

İspat. Teorem 5.5.15 ve Teorem 5.5.20 birleştirilirse, ispat elde edilir.

5.5.7 t Tanjant Demet Değerli 1-Formunun Paralelliği

Teorem 5.5.21. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir altmanifoldu M olsun. ∇t = 0 olması için bir gerek ve yeter koşul

∇N = 0 olmasıdır.

İspat. T ve n dönüşümlerinin g-simetrik olduğu kullanılırsa, (5.1.17) ve (5.1.20)

eşitliklerinden her X,Y ∈ Γ (TM) ve V ∈ Γ
(
TM⊥) için

g
((
∇Xt

)
V, Y

)
= g (AnVX − TAVX,Y )

= g (AnVX,Y )− g (TAVX,Y )

= g (h (X,Y ) , nV )− g (AVX,TY )
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= g (nh (X,Y ) , V )− g (h (X,TY ) , V )

= g (nh (X,Y )− h (X,TY ) , V )

= g
((
∇XN

)
Y, V

)
elde edilir. Bu ise g Riemann metriğinin non-dejenere olması nedeniyle, ∇t = 0

olması için bir gerek ve yeter koşulun ∇N = 0 olduğunu gösterir. Dolayısıyla,

ispat tamamlanmış olur.

Şimdi, semi-invaryant altmanifoldlar için ∇t = 0 durumunu araştıralım.

Teorem 5.5.22. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer ∇t = 0 ise her X,Y ∈

Γ (D) için h (X,Y ) ∈ Γ (D) olur. Ayrıca, her X ∈ Γ (D) için ya h (X,X) = 0 ya

da h (X,X) normal vektör alanı n2 − n endomorfizminin 1 öz değerine karşılık

gelen bir öz vektörüdür.

İspat. Teorem 5.5.19 ve Teorem 5.5.21 göz önünde bulundurulursa, ispat açıktır.

Teorem 5.5.23. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer ∇t = 0 ise bu durumda

aşağıdaki ifadeler sağlanır:

(a) M bir
(
D,D⊥)-mixed total geodezik altmanifolddur,

(b) ADD
⊥ = {0}.

İspat. Teorem 5.5.18, Lemma 5.5.3 ve Teorem 5.5.21 birlikte düşünülürse, ispat

kolayca görülür.

Teorem 5.5.24. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer ∇t = 0 ise bu durumda

aşağıdaki ifadeler geçerlidir:
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(a) ∇T = 0,

(b) AΦD⊥D = {0},

(c) g
(
h (TM,D) ,ΦD⊥) = {0},

(d) D invaryant distribüsyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral

manifoldu M altmanifoldunda total geodeziktir, D⊥ anti-invaryant distri-

büsyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral manifoldu M alt-

manifoldunda total geodeziktir,

(e) D invaryant distribüsyonu ∇ indirgenmiş konneksiyonuna göre paraleldir,

D⊥ anti-invaryant distribüsyonu ∇ indirgenmiş konneksiyonuna göre para-

leldir.

Ayrıca, bu ifadeler birbirine denktir.

İspat. Teorem 5.5.20, Sonuç 5.5.4 ve Teorem 5.5.21 birleştirilirse, istenen ispat

elde edilir.

5.5.8 Total Umbilik Semi-İnvaryant Altmanifoldlar

Önerme 5.5.8. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifold olsun.

Bu durumda her X,Y, Z,W ∈ Γ
(
TM

)
için

R (X,Y ) ΦZ = ΦR (X,Y )Z, (5.5.83)

R
(
ΦX,Y

)
Z = R

(
X,ΦY

)
Z, (5.5.84)

K
(
ΦX,Y, Z,W

)
= K

(
X,ΦY, Z,W

)
(5.5.85)

ve

K
(
X,Y,ΦZ,W

)
= K

(
X,Y, Z,ΦW

)
(5.5.86)

eşitlikleri sağlanır. Burada R ve K, sırasıyla, M manifoldunun eğrilik tensörünü

ve Riemann Christoffel eğrilik tensörünü göstermektedir.
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İspat. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifold ise bu durumda

Φ altın yapısı paralleldir. Bu yüzden, her X,Y, Z ∈ Γ
(
TM

)
için

R (X,Y ) ΦZ = ∇X∇YΦZ −∇Y∇XΦZ −∇[X,Y ]ΦZ

= ∇XΦ∇YZ −∇YΦ∇XZ − Φ∇[X,Y ]Z

= Φ∇X∇YZ − Φ∇Y∇XZ − Φ∇[X,Y ]Z

= Φ
(
∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

)
= ΦR (X,Y )Z

elde edilir. Yani, (5.5.83) eşitliği gösterilmiş olur. g Riemann metriğinin Φ-uyumlu

olduğu ve Riemann Christoffel eğrilik tensörünün bazı özellikleri dikkate alınırsa,

(5.5.83) eşitliği yardımıyla her X,Y, Z,W ∈ Γ
(
TM

)
için

K
(
ΦX,Y, Z,W

)
= K

(
Z,W,ΦX,Y

)
= g

(
R (Z,W ) ΦX,Y

)
= g

(
ΦR (Z,W )X,Y

)
= g

(
R (Z,W )X,ΦY

)
= K

(
Z,W,X,ΦY

)
= K

(
X,ΦY, Z,W

)
ve

K
(
X,Y,ΦZ,W

)
= g

(
R (X,Y ) ΦZ,W

)
= g

(
ΦR (X,Y )Z,W

)
= g

(
R (X,Y )Z,ΦW

)
= K

(
X,Y, Z,ΦW

)
bulunur. Böylece, (5.5.85) ve (5.5.86) eşitlikleri gösterilmiş olur. Ayrıca, Riemann

Christoffel eğrilik tensörünün tanımı göz önünde bulundurulursa, (5.5.85) eşitli-

ğinden (5.5.84) ifadesi elde edilir Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.
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Önerme 5.5.9. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda D

invaryant distribüsyonu daima integrallenebilirdir [66].

İspat. g Riemann metriğinin Φ-uyumlu olması göz önünde bulundurulursa, (2.15.4)

eşitliğinden her X,Y ∈ Γ (D) için

h
(
X,ΦY

)
= g

(
X,ΦY

)
H

= g
(
ΦX,Y

)
H

= h
(
ΦX,Y

)
elde edilir. Bu ise Teorem 5.5.4’ün (b) ifadesinden D invaryant distribüsyonunun

integrallenebilir olduğunu gösterir.

Önerme 5.5.10. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda D⊥

anti-invaryant distribüsyonu daima integrallenebilirdir [66].

İspat. (2.15.4) eşitliği kullanılırsa, her X ∈ Γ (D) ve Y, Z ∈ Γ
(
D⊥) için

g
(
h (X,Y ) ,ΦZ

)
= g (X,Y ) g

(
H,ΦZ

)
= 0 (5.5.87)

olduğu açıktır. Buradan ise (2.15.2) eşitliği kullanılırsa, her X ∈ Γ (D) ve Z ∈

Γ
(
D⊥) için AΦZX ∈ Γ (D) olur. Bu ise Teorem 5.5.8’in (d) ifadesi yardımıyla

D⊥ anti-invaryant distribüsyonunun integrallenebilir olduğunu belirtir.

Tanım 5.5.3. Bir M Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu total

umbilik ve normal konneksiyona göre paralel sıfırdan farklı ortalama eğrilik vektör

alanına sahipse bir extrinsic küre olarak adlandırılır [67].

Teorem 5.5.25. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

aşağıdaki durumlardan en az biri geçerlidir:
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(a) H = 0,

(b) H ⊥ Γ
(
ΦD⊥),

(c) dimD⊥ = 0.

İspat. M semi-invaryant altmanifoldu total umbilik olduğu içinD⊥ anti-invaryant

distribüsyonu daima integrallenebilirdir. O zaman Teorem 5.5.8’in (b) ifadesi dik-

kate alınırsa, her X,Y ∈ Γ
(
D⊥) için

g
(
H,ΦX

)
Y = AΦXY = 0 (5.5.88)

elde edilir. Böylece, (5.5.88) eşitliği

g
(
H,ΦX

)
= 0 (5.5.89)

olduğu ifade eder. Görüldüğü gibi (5.5.89) eşitliğinin H = 0 veya dimD⊥ = 0 ise

geçerli olduğu açıktır. Bu yüzden, H ̸= 0 ve dimD⊥ ̸= 0 ise

H ⊥ ΦX

ifadesi geçerlidir. Bir başka deyişle, H ⊥ Γ
(
ΦD⊥) olduğu bulunur. Dolayısıyla,

ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 5.5.5. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

aşağıdaki durumlardan en az biri geçerlidir:

(a) M total geodeziktir,

(b) H ∈ Γ (D),

(c) M invaryant altmanifolddur.

İspat. Teorem 5.5.25’in bir sonucu olarak ispat açıktır.

220



Teorem 5.5.26. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda T

endomorfizminin kovaryant türevi sıfırdır.

İspat. M altmanifoldunun total umbilik olduğu göz önünde bulundurulursa,

(2.15.3) ve (2.15.4) eşitlikleri yardımıyla Önerme 5.1.3’te verilen T endomorfiz-

minin kovaryant türevi her X,Y ∈ Γ (TM) için

(
∇XT

)
Y = ANYX + th (X,Y ) (5.5.90)

= g (H,NY )X + g (X,Y ) tH

halini alır. Eğer H = 0 veya dimD⊥ = 0 ise ispat açıktır. Şimdi, H ̸= 0 ve

dimD⊥ ̸= 0 olduğunu kabul edelim. D ve D⊥ distribüsyonlarına karşılık gelen

projeksiyon operatörleri, sırasıyla, r ve s ile gösterelim. Bu durumda (5.5.90)

eşitliği

(
∇XT

)
Y = g (H,NY )X + g (X,Y ) tH (5.5.91)

= g (H,NrY )X + g (H,NsY )X + g (X,Y ) tH

ile verilir. Diğer taraftan, Teorem 5.5.25’ten

H ∈ Γ (D)

ifadesi geçerlidir. Böylece, (5.5.4), (5.5.5) ve (5.5.41) ifadelerinden, sırasıyla, D⊥ =

ND⊥, ND = {0} ve D = ker t olduğu dikkate alınırsa, (5.5.91) eşitliğinden

∇T = 0 olduğu görülür. Dolayısıyla, ispat biter.

Sonuç 5.5.6. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

aşağıdaki ifadeler geçerlidir:

(a) AΦD⊥D = {0},
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(b) g
(
h (TM,D) ,ΦD⊥) = {0},

(c) D invaryant distribüsyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral

manifoldu M altmanifoldunda total geodeziktir, D⊥ anti-invaryant distri-

büsyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral manifoldu M alt-

manifoldunda total geodeziktir,

(d) D invaryant distribüsyonu ∇ indirgenmiş konneksiyonuna göre paraleldir,

D⊥ anti-invaryant distribüsyonu ∇ indirgenmiş konneksiyonuna göre para-

leldir.

Ayrıca, bu ifadeler birbirine denktir.

İspat. Teorem 5.5.15 ve Teorem 5.5.26 birleştirilirse, istenen ispat elde edilir.

Teorem 5.5.27. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer dimM =

dimM + dimD⊥ ise o zaman M total geodezik altmanifolddur.

İspat. Eğer dimD⊥ = 0 ise ispat açıktır. Şimdi, dimD⊥ ̸= 0 olduğunu varsaya-

lım. Teorem 5.5.25,

H ∈ Γ (D) (5.5.92)

olduğunu ifade eder. Diğer taraftan, hipotezden dimM = dimM+dimD⊥ olduğu

için

dimD⊥ = dimM − dimM (5.5.93)

= dimTM − dimTM

= dimTM⊥

olur. Bu ise Φ altın yapısının birebir olması nedeniyle

ΦD⊥ = TM⊥ (5.5.94)
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oldugunu gösterir. O halde D ⊆TM⊥ olduğu dikkate alınırsa, (5.5.94) eşitliğinden

D = {0} olmak zorundadır. Böylece, (5.5.92) ifadesindenH = 0 olduğu elde edilir.

Dolayısıyla, M bir total geodezik altmanifolddur.

Teorem 5.5.28. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer dimD ≥ 2

ise bu durumda M bir extrinsic küredir.

İspat. Hipotezden, dimD ≥ 2 olduğu için

g (X,Y ) = 0 (5.5.95)

olacak şekilde sıfırdan farklı X,Y ∈ Γ (D) vektör alanları mevcuttur. O zaman

(5.5.83) eşitliğinde Z = TY olarak alınırsa, X,Y ∈ Γ (D) vektör alanları için

R (X,Y ) ΦTY = ΦR (X,Y )TY

elde edilir. Buradan ise (5.1.6) ayrışımı dikkate alınırsa, semi-invaryant altmani-

foldlar için bir karakterizasyon koşulu olan NT = 0 eşitliği yardımıyla

R (X,Y )T 2Y = ΦR (X,Y )TY

olduğu görülür. Diğer taraftan, Teorem 5.5.26’dan ∇T = 0 olması nedeniyle her

X,Y, Z ∈ Γ (TM) için

R (X,Y )TZ = TR (X,Y )Z (5.5.96)

olduğu açıktır. Böylece, (5.5.5) ve (5.5.6) ifadeleri dikkate alınırsa, (5.1.8) eşitli-

ğinden her V ∈ Γ
(
TM⊥) için

0 =g
(
R (X,Y )T 2Y − ΦR (X,Y )TY, V

)
(5.5.97)

=g
(
R (X,Y )TY +R (X,Y )Y−R (X,Y ) tNY−ΦR (X,Y )TY, V

)
=g
(
TR (X,Y )Y +R (X,Y )Y−R (X,Y ) tNY−ΦTR (X,Y )Y, V

)
=g
(
R (X,Y )Y, V

)
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elde edilir. Bu nedenle, (2.15.6) ve (5.5.95) eşitlikleri yardımıyla her V ∈ Γ
(
TM⊥)

için (5.5.97) eşitliği

0 = g
(
R (X,Y )Y, V

)
= g (Y, Y ) g

(
∇⊥

XH, V
)
− g (X,Y ) g

(
∇⊥

XH, V
)

= g (Y, Y ) g
(
∇⊥

XH, V
)

halini alır. Buradan ise her X ∈ Γ (D) için ∇⊥
XH = 0 olduğu görülür. Benzer

şekilde, X ∈ Γ
(
D⊥) ise ∇⊥

XH = 0 olduğu kolayca gösterilebilir. Dolayısıyla, her

X ∈ Γ (TM) için ∇⊥
XH = 0 olur. Yani, M bir extrinsic küredir.

Teorem 5.5.29. Pozitif veya negatif eğrilikli bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir

altın Riemann manifoldunun proper total umbilik semi-invaryant altmanifoldları

yoktur.

İspat. Kabul edelim ki pozitif veya negatif eğrilikli bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştı-

rılabilir altın Riemann manifoldunun herhangi bir total umbilik semi-invaryant

altmanifoldu M olsun. Eğer H = 0 ise ispat açıktır. 0 ̸= H ∈ Γ (D) olduğunu

varsayalım. X ve V vektör alanlarını X ∈ Γ (D) ve V ∈ Γ
(
ΦD⊥) olacak şekilde

seçelim. Bu durumda

g (V,H) = 0 (5.5.98)

olur. O zaman (5.5.98) eşitliğinin ∇⊥ normal konneksiyona göre kovaryant türevi

alınırsa,

g
(
∇⊥

XV,H
)
= −g

(
V,∇⊥

XH
)

(5.5.99)

olduğu bulunur. Diğer taraftan, Φ altın yapısı paralel olduğu için Ψ = I − Φ

eşitliği ile endomorfizminin de ∇ Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel olduğu

açıktır. Bu nedenle, X ∈ Γ (D) ve V ∈ Γ
(
ΦD⊥) vektör alanları için

∇XΨV = Ψ∇XV
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eşitliği geçerlidir. Buradan ise M altmanifoldunun total umbilik olduğu dikkate

alınırsa, (2.15.3) ve (2.15.4) eşitlikleri yardımıyla

∇XΨV + h
(
X,ΨV

)
= −ΨAVX +Ψ∇⊥

XV

∇XΨV + g
(
X,ΨV

)
H = −g (V,H)ΨX +Ψ∇⊥

XV

∇XΨV = Ψ∇⊥
XV

elde edilir. Bu ise Teorem 5.5.26’dan

∇⊥
XV = −Φ∇XΨV = −N∇XΨV ∈ Γ

(
ND⊥) = Γ

(
ΦD⊥)

olduğu ifade eder. Böylece, (5.5.99) eşitliğinden

∇⊥
XH ∈ Γ (D) (5.5.100)

olur. Ayrıca, V ∈ Γ
(
ΦD⊥) olduğu için

V = ΦY (5.5.101)

olacak şekilde bir Y ∈ Γ
(
D⊥) vektör alanı vardır. Öte yandan, (5.5.86) eşitliğin-

den X ∈ Γ (D) ve Y ∈ Γ
(
D⊥) vektör alanları için

K (X,Y,X, Y ) = −K
(
X,Y,ΨX,ΦY

)
(5.5.102)

olduğu açıktır. O halde (5.5.102) eşitliği dikkate alınırsa, (2.15.6), (5.5.100) ve

(5.5.101) ifadeleri yardımıyla M ambient manifoldunun kesit eğriliği X ∈ Γ (D)

ve Y ∈ Γ
(
D⊥) vektör alanları için

K (X ∧ Y ) = K (X,Y,X, Y )

= −K
(
X,Y,ΨX,ΦY

)
= −g

(
Y,ΨX

)
g
(
∇⊥

XH,ΦY
)
+ g

(
X,ΨX

)
g
(
∇⊥

XH,ΦY
)

= 0

ile verilir. Bu ise kabulümüz ile çelişir. Dolayısıyla, pozitif veya negatif eğrilikli bir(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun herhangi bir proper

total umbilik semi-invaryant altmanifoldu yoktur.
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Sonuç 5.5.7. Pozitif veya negatif eğrilikli bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir al-

tın Riemann manifoldunun proper total geodezik semi-invaryant altmanifoldları

yoktur.

İspat. Herhangi bir total geodezik altmanifold aynı zamanda total umbilik ol-

duğu için Teorem 5.5.29 yardımıyla istenen ispat elde edilir.

5.5.9 Semi İnvaryant Altmanifoldların Kohomolojisi

Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir M semi-invaryant

altmanifoldu, sırasıyla, D ve D⊥ ile gösterilen invaryant ve anti-invaryant distri-

büsyonları ile belirlidir. dimD = p ve dimD⊥ = q diyelim. D invaryant ve D⊥

anti-invaryant distribüsyonlarının birer yerel ortonormal çatısı, sırasıyla,

BD = {E1, E2, . . . , Ep}

ve

BD⊥ = {Ep+1, Ep+2, . . . , Ep+q}

olsun. M semi-invaryant altmanifoldu üzerindeki Levi-Civita konneksiyonu ∇ ile

gösterelim.

Her X,Y ∈ Γ (TM) için ∇XY vektör alanının D invaryant ve D⊥ anti-

invaryant distribüsyonlarındaki bileşenlerini, sırasıyla, (∇XY )⊤ ve (∇XY )⊥ ile

ifade edelim. Her X,Y ∈ Γ (D) için

hD (X,Y ) = (∇XY )⊥
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diyelim. O zaman D invaryant distribüsyonunun ortalama eğrilik vektörü

HD =
1

p

p∑
i=1

hD (Ei, Ei) (5.5.103)

ile tanımlanır. Üstelik, HD ortalama eğrilik vektörü M altmanifoldu üzerinde

iyi tanımlıdır ve D⊥-değerli bir vektör alanıdır. Eğer HD = 0 ise D invaryant

distribüsyonu minimaldir. Şimdi, her X,Y ∈ Γ
(
D⊥) için

hD⊥ (X,Y ) = (∇XY )⊤

olsun. Bu durumda HD⊥ vektör alanı

HD⊥ =
1

q

q∑
i=1

hD⊥ (Ep+i, Ep+i) (5.5.104)

ile verilir. Ayrıca, HD⊥ ortalama eğrilik vektörü M altmanifoldu üzerinde iyi

tanımlıdır ve D-değerli bir vektör alanıdır. Eğer HD⊥ = 0 ise D⊥ anti-invaryant

distribüsyonu minimaldir.

Önerme 5.5.11. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer D⊥ anti-invaryant dist-

ribüsyonu integrallenebilir ise bu durumda D⊥ anti-invaryant distribüsyonunun

her bir maksimal integral manifoldu M altmanifoldunda minimaldır.

İspat. g Riemann metriğinin Φ-uyumlu ve Φ altın yapısının paralel olduğu dik-

kate alınırsa, Gauss formülü yardımıyla her X ∈ BD⊥ ve Y ∈ Γ (D) için

g
(
ΦY,∇XX

)
= g

(
ΦY,∇XX

)
(5.5.105)

= g
(
Y,Φ∇XX

)
= g

(
Y,∇XΦX

)
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elde edilir. Buradan ise Weingarten formülü kullanılırsa, (5.5.105) eşitliği her

X ∈ BD⊥ ve Y ∈ Γ (D) için

g
(
ΦY,∇XX

)
= g

(
Y,−AΦXX +∇⊥

XΦX
)

= −g (Y,AΦXX)

= −g
(
h (X,Y ) ,ΦX

)
ile verilir. O halde D⊥ anti-invaryant distribüsyonunun integrallenebilir olması

nedeniyle Teorem 5.5.8’in (d) ifadesinden her X ∈ BD⊥ ve Y ∈ Γ (D) için

g
(
ΦY,∇XX

)
= 0 (5.5.106)

olduğu görülür. Bu yüzden, D distribüsyonunun Φ-invaryant olduğu dikkate alı-

nırsa, (5.5.106) eşitliği her X ∈ BD⊥ için ∇XX ∈ Γ
(
D⊥) olduğunu ifade eder.

Böylece, (∇XX)⊤ = 0 olur. O zaman (5.5.104) eşitliğinden HD⊥ = 0 olduğu elde

edilir. Yani, D⊥ anti-invaryant distribüsyonu minimaldir. Ayrıca, hipotezden D⊥

anti-invaryant distribüsyonu integrallenebilir olduğu içinD⊥ anti-invaryant distri-

büsyonunun her bir maksimal integral manifoldu M altmanifoldunda minimaldir.

Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 5.5.8. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir mixed
(
D,D⊥)-geodezik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu

durumda D⊥ anti-invaryant distribüsyonu integrallenebilirdir ve D⊥ anti-invaryant

distribüsyonunun her bir maksimal integral manifoldu M altmanifoldunda mini-

maldır.

İspat. EğerM semi-invaryant altmanifoldu mixed
(
D,D⊥)-geodezik ise h

(
D,D⊥) =

{0} eşitliği sağlanır. Bu durumda

g
(
h
(
D,D⊥) ,ΦD⊥) = {0}

olduğu açıktır. Bu ise Teorem 5.5.8’in (d) ifadesine denktir. Bir başka deyişle,

D⊥ anti-invaryant distribüsyonu integrallenebilirdir. Böylece, Önerme 5.5.11 göz
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önünde bulundurulursa, D⊥ anti-invaryant distribüsyonunun her bir maksimal

integral manifoldunun M altmanifoldunda minimal olduğu elde edilir.

Önerme 5.5.12. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir D-geodezik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda D

invaryant distribüsyonu M altmanifoldunda minimaldır.

İspat. D invaryant distribüsyonunun tanımından ΦD = D olması nedeniyle her

X ∈ Γ (D) için X = ΦX
′ olacak şekilde bir X ′ ∈ Γ (D) vektör alanı mevcuttur.

O zaman Gauss formülü, Φ altın yapısının paralelliği ve g Riemann metriğinin

Φ-uyumluluğu kullanılırsa, her Y ∈ Γ
(
D⊥) için

g (Y,∇XX) = g
(
Y,∇XX

)
= g

(
Y,∇ΦX′ΦX

′
)

= g
(
Y,Φ∇ΦX′X

′
)

= g
(
ΦY,∇ΦX′X

′
)

elde edilir. Buradan ise D⊥ distribüsyonunun anti-invaryant olduğu dikkate alı-

nırsa, Gauss formülü yardımıyla her Y ∈ Γ
(
D⊥) için

g (Y,∇XX) = g
(
ΦY,∇ΦX′X

′
+ h

(
ΦX

′
, X

′
))

= g
(
ΦY, h

(
ΦX

′
, X

′
))

olur. Hipotezden M semi-invaryant altmanifoldu D-geodezik olması sebebiyle her

Y ∈ Γ
(
D⊥) için

g (Y,∇XX) = 0

olduğu bulunur. Bu ise her X ∈ Γ (D) için ∇XX ∈ Γ (D) olduğunu ifade eder.

Bu yüzden, (∇XX)⊥ = 0 olur. Böylece, (5.5.103) eşitliğinden HD = 0 olduğu

görülür. Başka bir deyişle, D invaryant distribüsyonu minimaldir.

229



Şimdi, M semi-invaryant altmanifoldu üzerinde ωp+1, ωp+2, . . . , ωp+q diferan-

siyel 1-formlarını her Z ∈ Γ (D) için

ωp+i (Z) = 0, ωp+i (Ep+j) = δij, 1 ≤ i, j ≤ q (5.5.107)

olacak şekilde tanımlayalım. O zaman

ω = ωp+1Λωp+2Λ · · ·Λωp+q (5.5.108)

dış çarpımı M semi-invaryant altmanifoldu üzerinde bir q-form tanımlar. Eğer

D⊥ anti-invaryant distribüsyonunun başka bir yerel ortonormal çatısı B
′

D⊥ =

{
E ′

p+1, E
′
p+2, . . . , E

′
p+q

}
ise o zaman (2.2.1) eşitliği dikkate alınırsa, (5.5.107) ifa-

desinde verilen 1-formların tanımından

ω (Ep+1, . . . , Ep+q) =
(
ωp+1Λ · · ·Λωp+q

)
(Ep+1, . . . , Ep+q) (5.5.109)

= det
[
ωp+i (Ep+j)

]
, 1 ≤ i, j ≤ q

= 1

= det
[
ωp+i

(
E ′

p+j

)]
, 1 ≤ i, j ≤ q

=
(
ωp+1Λ · · ·Λωp+q

) (
E ′

p+1, . . . , E
′
p+q

)
= ω

(
E ′

p+1, . . . , E
′
p+q

)
elde edilir. Bu ise ω formunun iyi tanımlı olması demektir. Ayrıca, (5.5.109) eşitli-

ğinde görüldüğü gibi ω (Ep+1, Ep+2, . . . , Ep+q) = 1 > 0 olduğu için Tanım 2.13.2,

aynı zamanda bir diferansiyellenebilir manifold olan D⊥ anti-invaryant distri-

büsyonunun BD⊥ sıralı yerel ortonormal çatısına göre yönlendirilebilir olduğunu
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gösterir. Bu yüzden, ω formu globaldir.

Önerme 5.5.13. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. D invaryant distribüsyonu

integrallenebilir ve D⊥ anti-invaryant distribüsyonu minimal ise

ω = ωp+1Λωp+2Λ · · ·Λωp+q

diferansiyel q-formu kapalıdır.

İspat. (5.5.108) eşitliğinden ω diferansiyel q-formunun dış türevi

dω =

p+q∑
i=p+1

(−1)i ωp+1Λ · · ·Λdωp+iΛ · · ·Λωp+q

ile verilir. Buradan ise (5.5.107) ifadesindeki ωp+1, ωp+2, . . . , ωp+q diferansiyel 1-

formların tanımından dω = 0 olması için bir gerek ve yeter koşulun her X,Y ∈

Γ (D) için

dω (X,Y,Ep+1, Ep+2, . . . , Ep+q−1) = 0 (5.5.110)

ve

dω (X,Ep+1, Ep+2, . . . , Ep+q) = 0 (5.5.111)

eşitliklerinin sağlanması olduğu görülür. A = dω (X,Ep+1, . . . , Ep+q) ve B =

dω (X,Y,Ep+1, . . . , Ep+q−1) diyelim. İlk olarak,A = 0 olduğunu gösterelim. (2.2.1)

eşitliği ve (5.5.107) ifadesindeki ωp+1, ωp+2, . . . , ωp+q diferansiyel 1-formların ta-

nımı birleştirilirse,

ω (Ep+1, Ep+2, . . . , Ep+q) = δij

ve

ω
(
X,Ep+1, . . . , Êp+i, . . . Ep+q

)
= 0

olur. Yani, ω (Ep+1, Ep+2, . . . , Ep+q) ve ω
(
X,Ep+1, . . . , Êp+i, . . . , Ep+q

)
eşitlikleri

sabittir. Bu yüzden,

Xω (Ep+1, Ep+2, . . . , Ep+q) = Ep+iω
(
X,Ep+1, . . . , Êp+i, . . . , Ep+q

)
= 0
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eşitliği geçerlidir. Benzer bir düşünceyle,

ω
(
[Ep+i, Ep+j] , X,Ep+1, . . . , Êp+i, . . . , Êp+j, . . . , Ep+q

)
= 0

olduğu gösterilebilir. O zaman basit bir hesaplama ile

A =
1

q + 1

{ ∑
1≤j≤q

(−1)j ω
(
[X,Ep+j] , Ep+1, . . . , Êp+j, . . . , Ep+q

)}
(5.5.112)

= − 1

q + 1

{ ∑
1≤j≤q

ωj ([X,Ep+j])

}

= − 1

q + 1

{ ∑
1≤j≤q

g ([X,Ep+j] , Ep+j)

}

elde edilir. Diğer taraftan, ∇ bir Levi-Civita konneksiyon olduğu için Leibniz

kuralından

0 = Xg (Ep+i, Ep+i)

= g
(
∇XEp+i, Ep+i

)
+ g

(
Ep+i,∇XEp+i

)
= 2g

(
∇XEp+i, Ep+i

)
olur. Bu ise

g
(
∇XEp+i, Ep+i

)
= 0 (5.5.113)

olduğunu ifade eder. Buradan ise ∇ Levi-Civita konneksiyonunun simetrikliği

ve Gauss formülü göz önünde bulundurulursa, (5.5.113) eşitliği yardımıyla her

X ∈ Γ (D) için

g ([X,Ep+j] , Ep+j) = g
(
∇XEp+j −∇Ep+j

X,Ep+j

)
= g

(
∇XEp+j, Ep+j

)
− g

(
∇Ep+j

X,Ep+j

)
= g (∇XEp+j, Ep+j)− g

(
∇Ep+j

X,Ep+j

)
= 0− g

(
∇Ep+j

X,Ep+j

)
= −g

(
∇Ep+j

X,Ep+j

)
= g

(
∇Ep+j

Ep+j, X
)

232



olduğu bulunur. Ayrıca, hipotezden D⊥ anti-invaryant distribüsyonu minimal ol-

duğu için

∇Ep+j
Ep+j ∈ Γ

(
D⊥) (5.5.114)

ifadesi geçerlidir. Bu nedenle, (5.5.114) eşitliğinden

g ([X,Ep+j] , Ep+j) = 0

olur. Dolayısıyla, (5.5.112) eşitliği yardımıyla

A = 0

olduğu görülür. Şimdi, B = 0 olduğunu gösterelim. (5.5.107) ifadesinden X,Y ∈

Γ (D) için ωp+i (X) = 0 ve ωp+i (Y ) = 0 olması nedeniyle

Xω (Y,Ep+1, Ep+2, . . . , Ep+q−1) = 0, (5.5.115)

Y ω (X,Ep+1, Ep+2, . . . , Ep+q−1) = 0, (5.5.116)

Ep+iω
(
X,Y,Ep+1, . . . , Êp+i, . . . , Ep+q−1

)
= 0 (5.5.117)

ve 1 ≤ i < j ≤ q − 1 için

ω
(
[Ep+i, Ep+j] , X, Y, Ep+1, . . . , Êp+i, . . . , Êp+j, . . . , Ep+q−1

)
= 0 (5.5.118)

olur. O halde her X,Y ∈ Γ (D) ve Ep+1, . . . , Ep+q−1 ∈ BD⊥ için B ifadesi

B =
1

q + 1
{Xω (Y,Ep+1, . . . , Ep+q−1)− Y ω (X,Ep+1, . . . , Ep+q−1)}

− 1

q + 1
{ω ([X,Y ] , Ep+1, . . . , Ep+q−1)}

+
1

q + 1

{
q∑

i=1

(−1)i Êp+i

(
ω
(
X,Y,Ep+1, . . . , Êp+i, . . . , Ep+q−1

))}

+
1

q + 1

{ ∑
1≤i<j≤q

(−1)i+j ω
(
[Ep+i, Ep+j] ,X,Y,Ep+1, . . . ,Êp+i, . . . ,Êp+j, . . . ,Ep+q−1

)}
halini alır. Buradan ise (5.5.115), (5.5.116), (5.5.117) ve (5.5.118) eşitlikleri yar-

dımıyla B ifadesi her X,Y ∈ Γ (D) ve Ep+1, . . . , Ep+q−1 ∈ BD⊥ için

B = − 1

q + 1
{ω ([X,Y ] , Ep+1, . . . , Ep+q−1)}
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ile verilir. Hipotezden D invaryant distribüsyonunun integrallenebilir olması ne-

deniyle her X,Y ∈ Γ (D) için [X,Y ] ∈ Γ (D) ifadesi sağlanır. Bu yüzden, her

i ∈ {1, 2, . . . , q} için

ωp+i ([X,Y ]) = 0 (5.5.119)

eşitliği sağlanır. Böylece, (5.5.119) eşitliğinden

B = 0

elde edilir. Dolayısıyla, (5.5.110) ve (5.5.111) eşitlikleri geçerlidir. O zaman dω = 0

olur. Bu ise ω diferansiyel q-formunun kapalı olduğunu ifade eder.

Benzer bir düşünceyle M semi-invaryant altmanifoldu üzerinde θ1, θ2, . . . , θp

diferansiyel 1-formlarını her Z ∈ Γ
(
D⊥) için

θi (Z) = 0, θi (Ej) = δij, 1 ≤ i, j ≤ p (5.5.120)

olacak biçimde tanımlayalım. O zaman

θ = θ1Λθ2Λ · · ·Λθp (5.5.121)

dış çarpımı M semi-invaryant altmanifoldu üzerinde bir p-form tanımlar. D invar-

yant distribüsyonunun başka bir yerel ortonormal çatısı B′
D =

{
E

′
1, E

′
2, . . . , E

′
p

}
olsun. Bu durumda (2.2.1) eşitliği ve (5.5.120) ifadesindeki 1-formların tanımı

kullanılırsa,

ω (E1, E2, . . . , Ep) =
(
θ1Λθ2Λ · · ·Λθp

)
(E1, E2, . . . , Ep) (5.5.122)

= det
[
θi (Ej)

]
, 1 ≤ i, j ≤ p

= 1
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= det
[
θi
(
E

′

j

)]
, 1 ≤ i, j ≤ p

=
(
θ1Λθ2Λ · · ·Λθp

) (
E

′

1, E
′

2, . . . , E
′

p

)
= ω

(
E

′

1, E
′

2, . . . , E
′

p

)
olur. Yani, θ formu iyi tanımlıdır. Ayrıca, Tanım 2.13.2 dikkate alınırsa, (5.5.122)

eşitliğinde görüldüğü gibi ω (E1, E2, . . . , Ep) = 1 > 0 olması nedeniyle D invar-

yant distribüsyonunun BD sıralı yerel ortonormal çatısına göre yönlendirilebilir

olduğu elde edilir. Bu ise θ formunun global olduğu belirtir.

Önerme 5.5.14. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. D invaryant distribüsyonu

minimal ve D⊥ anti-invaryant distribüsyonu integrallenebilir ise

θ = θ1Λθ2Λ · · ·Λθp

diferansiyel p-formu kapalıdır.

İspat. İspat Önerme 5.5.13’ünkine benzer bir şekilde yapılabilir.

BD ∪ BD⊥ kümesi M semi-invaryant altmanifoldu için bir yerel ortonormal

çatıdır. Ayrıca, θΛω dış çarpımı M altmanifoldu üzerinde bir n-formdur. Şimdi,

C = (θΛω) (E1, E2, . . . , Ep, Ep+1, . . . , Ep+q) diyelim. Böylece, (2.2.1) eşitliği göz

önünde bulundurulursa, (5.5.108) ve (5.5.121) ifadelerindeki formların tanımından

C = (θΛω) (E1, E2, . . . , Ep, Ep+1, . . . , Ep+q)

=
(
θ1Λθ2Λ · · ·ΛθpΛωp+1Λ · · ·Λωp+q

)
(E1, E2, . . . , Ep, Ep+1, . . . , Ep+q)

= det
[
ωi (Ej)

]
= 1 > 0, 1 ≤ i, j ≤ n
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elde edilir. Bu ise Tanım 2.13.2’den BD ∪ BD⊥ sıralı yerel ortonormal çatısına

göre M altmanifoldunun yönlendirilebilir olduğunu ifade eder.

Teorem 5.5.30. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir kompakt ve kenarsız semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer D

invaryant distribüsyonu integrallenebilir ve D⊥ anti-invaryant distribüsyonu mi-

nimal ise bu durumda M semi-invaryant altmanifoldu için bir

[ω] ∈ Hq
dR (M)

de Rham kohomoloji sınıfı tanımlıdır. Eğer buna ek olarak, D invaryant distri-

büsyonu minimal ve D⊥ anti-invaryant distribüsyonu integrallenebilir ise [ω] ∈

Hq
dR (M) de Rham kohomoloji sınıfı sıfırdan farklıdır.

İspat. D invaryant distribüsyonunun integrallenebilir ve D⊥ anti-invaryant dist-

ribüsyonunun minimal olduğunu varsayalım. Bu durumda Önerme 5.5.13’ten dω =

0 olur. Yani, ω formu kapalıdır. Bu ise ω formunun [ω] ∈ Hq
dR (M) ile gösterilen

bir de Rham kohomoloji sınıfı tanımladığını belirtir. Diğer taraftan, hiç bir ko-

şul olmaksızın ω ve θ formlarının tanımından θ = ⋆ω olduğu açıktır. Burada ⋆,

Hodge yıldız operatörünü göstermektedir. Böylece, eğer varsayımımıza ek olarak,

D invaryant distribüsyonu minimal ve D⊥ anti-invaryant distribüsyonu integralle-

nebilir ise o zaman Önerme 5.5.13 ve Önerme 5.5.14 yardımıyla, δ ko-diferansiyel

operatörünün (2.14.2) eşitliğinde verilen tanımından

δω = (−1)nk+n+1 ⋆ d ⋆ ω

= (−1)nk+n+1 ⋆ dθ

= 0

elde edilir. Bir başka deyişle, ω formu ko-kapalıdır. O halde ω formu hem ka-

palı hem de ko-kapalıdır. Bu ise M manifoldunun kompakt ve kenarsız olduğu
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göz önünde bulundurulursa, ω formunun harmonik olduğunu ifade eder. Aynı za-

manda, D⊥ ̸= 0 olması ω formunun sıfırdan farklı olduğunu garanti eder. Bu

nedenle, M altmanifoldunun yönlendirilebilir olduğu dikkate alınırsa, Hodge Te-

oreminden sıfırdan farklı ω diferansiyel q-formunun Hq
dR (M) de Rham kohomo-

lojisinde temsil ettiği [ω] kohomoloji sınıfının sıfırdan farklı olduğu görülür. Do-

layısıyla, ispat tamamlanmış olur.

Teorem 5.5.31. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir kompakt ve kenarsız semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer D

invaryant distribüsyonu ve D⊥ anti-invaryant distribüsyonu integrallenebilir ve

D invaryant distribüsyonu minimal ise

Hq
dR (M) ̸= 0

olur. Yani, de Rham kohomoloji sınıfı sıfırdan farklıdır.

İspat. Önerme 5.5.11 ve Teorem 5.5.30 birleştirilirse, ispat elde edilir.

Teorem 5.5.32. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir kompakt ve kenarsız D-geodezik semi-invaryant altmanifoldu M ol-

sun. Eğer D⊥ anti-invaryant distribüsyonu integrallenebilir ise Hq
dR (M) de Rham

kohomolojisinde [ω] sınıfı non-trivialdir.

İspat. M altmanifoduD-geodezik olduğu için Önerme 5.5.12,D invaryant distri-

büsyonunun minimal olduğunu belirtir. Buna ek olarak, Teorem 5.5.4’ün (b) ifade-

sinden doğal olarak D invaryant distribüsyonu integrallenebilirdir. Diğer taraftan,

hipotezden D⊥ anti-invaryant distribüsyonu integrallenebilir olduğu için Teorem

5.5.31’in tüm koşulları sağlanmış olur. Dolayısıyla, Hq
dR (M) de Rham kohomolo-

jisinde [ω] sınıfının trivial olmadığı elde edilir. Yani, [ω] sınıfı non-trivialdir.

Teorem 5.5.33. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir kompakt ve kenarsız total geodezik semi-invaryant altmanifoldu M
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olsun. Bu durumda M semi-invaryant altmanifoldu için q-yuncu Betti sayısı bq =

dimHq
dR (M) sıfırdan farklıdır.

İspat. M semi-invaryant altmanifoldu total geodezik ise aynı zamandaD-geodeziktir.

O zaman Önerme 5.5.12’den D invaryant distribüsyonu minimaldir. Ayrıca, M

altmanifoldunun total geodezik olması varsayımı altında, Teorem 5.5.4 ve Teorem

5.5.8 dikkate alınırsa, doğal olarak D invaryant ve D⊥ anti-invaryant distribüs-

yonlarının integrallenebilir olduğu görülür. Dolayısıyla, Teorem 5.5.31 yardımıyla

Hq
dR (M) ̸= 0 olur. Buradan ise bq = dimHq

dR (M) ̸= 0 olduğu elde edilir.

Teorem 5.5.34. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir kompakt, bağlantılı ve kenarsız semi-invaryant altmanifoldu M olsun.

Bu durumda

Hp
dR (M) ∼= Hq

dR (M)∗

olur. Özellikle, bp = bq ise izomorfiklik doğal olarak vardır.

İspat. M semi-invaryant altmanifoldunun yönlendirilebilir olduğu göz önünde

bulundurulursa, Poincaré Duality Teoreminin bir uygulaması olarak ispat açıktır.

Teorem 5.5.35. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir kompakt ve kenarsız semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer D

invaryant distribüsyonu minimal ve D⊥ anti-invaryant distribüsyonu integralle-

nebilir ise bu durumda M semi-invaryant altmanifoldu için bir [θ] ∈ Hp
dR (M)

de Rham kohomoloji sınıfı tanımlıdır. Eğer buna ek olarak, D invaryant distri-

büsyonu integrallenebilir ise [θ] ∈ Hp
dR (M) de Rham kohomoloji sınıfı sıfırdan

farklıdır.

İspat. İspat, Teorem 5.5.30’unkine benzer bir yöntem ile Önerme 5.5.13, Önerme

5.5.14 ve Hodge Teoremi yardımıyla yapılabilir.
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Teorem 5.5.36. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldu-

nun herhangi bir kompakt ve kenarsız D-geodezik semi-invaryant altmanifoldu M

olsun. Eğer D⊥ anti-invaryant distribüsyonu integrallenebilir ise

Hp
dR (M) ̸= 0

olur. Yani, de Rham kohomoloji sınıfı sıfırdan farklıdır.

İspat. M semi-invaryant altmanifolduD-geodezik olması nedeniyle Teorem 5.5.4’ten

doğal olarak D invaryant distribüsyonunun integrallenebilir olduğu görülür. Böy-

lece, Önerme 5.5.12 ve Teorem 5.5.36 birleştirilirse, ispat elde edilir.

Teorem 5.5.37. Bir
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann manifoldunun

herhangi bir kompakt ve kenarsız total geodezik semi-invaryant altmanifoldu M

olsun. Bu durumda M semi-invaryant altmanifoldu için p-yinci Betti sayısı bp =

dimHp
dR (M) sıfırdan farklıdır.

İspat. İspat, Teorem 5.5.33’ünkine benzer bir şekilde gösterilebilir.

239



6. PARA f (3, 2, 1)-YAPILAR

Bu bölümde, diferansiyellenebilir manifoldlar üzerinde bir para f (3, 2, 1)-yapı

kavramının tanımı yapıldı. Para f (3, 2, 1)-yapıların altın yapılar ile ilişkisini or-

taya koyan örnekler verildi. Bir altın Riemann manifoldunun herhangi bir izo-

metrik immersed altmanifoldu üzerindeki indirgenmiş yapının bir para f (3, 2, 1)-

yapı olması için iki koşul bulundu. Bir altın Riemann manifoldunun herhangi bir

semi-invaryant altmanifoldunun, sırasıyla, tanjant ve normal demetleri üzerinde

ambient manifoldun altın yapısının ve tersinin tanımladığı endomorfizmlerin birer

para f (3, 2, 1)-yapı olduğu kanıtlandı. Para f (3, 2, 1)-yapıların bazı temel özellik-

leri belirlendi. Para f (3, 2, 1)-yapıların doğal olarak tanımladığı distribüsyonların

hangi formlarda olduğu saptandı ve integrallenebilirliği için bazı karakterizasyon-

lar verildi. Para f (3, 2, 1)-yapıların kısmi integrallenebilirlik ve integrallenebilirlik

kavramları tanımlandı ve bu kavramlar için gerek ve yeter koşullar elde edildi.

Tanım 6.0.1. Bir m-boyutlu diferansiyellenebilir manifold M olsun. Eğer M

manifoldu üzerinde (1, 1) tipinde sıfırdan farklı bir f tensör alanı

f 3 − f 2 − f = 0 (6.0.1)

denklemini sağlıyorsa f tensör alanına bir f (3,−2,−1)-yapı veya bir para f (3, 2, 1)-

yapı denir. Ayrıca, (M, f) çifti ise bir f (3,−2,−1)-yapı manifold veya bir para

f (3, 2, 1)-yapı manifold olarak adlandırılır.

Önerme 6.0.1. Bir m-boyutlu diferansiyellenebilir M manifoldu üzerinde her-

hangi bir altın yapı Φ olsun. Bu durumda Φ altın yapısı bir para f (3, 2, 1)-yapıdır.
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İspat. (3.1.1) eşitliğinden Φ altın yapısının

Φ3 − Φ2 − Φ = 0

denklemini sağladığı açıktır. Yani, Φ altın yapısı bir para f (3, 2, 1)-yapıdır.

Örnek 6.0.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir φ dö-

nüşümünü

φ = λI, λ ∈ {ϕ, 1− ϕ}

kuralı ile tanımlayalım. Burada I, (1, 1) tipinde birim dönüşüm ve ϕ ve 1 − ϕ

değerleri x2 − x− 1 = 0 cebirsel denkleminin kökleridir. O zaman φ dönüşümü

φ3 − φ2 − φ = 0

denklemini sağlar. Yani, φ dönüşümü bir para f (3, 2, 1)-yapıdır.

Teorem 6.0.1. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. Eğer her α, β ∈ {1, . . . , r} için aαβ = δαβ ise Φ indirgenmiş

yapısı bir para f (3, 2, 1)-yapıdır.

İspat. (5.2.13) eşitliğinden her α ∈ {1, . . . , r} için

Φ (ξα) = ξα −
r∑

β=1

aαβξβ = ξα −
r∑

β=1

δαβξβ = ξα − ξa = 0

olur. Böylece, (5.2.9) eşitliğine Φ indirgenmiş yapısı sağdan uygulanırsa, her X ∈

Γ (TM) için

Φ3 (X) = Φ2 (X) + Φ (X)− ε
r∑

α=1

uα (X) Φ (ξα)

= Φ2 (X) + Φ (X)

elde edilir. Dolayısıyla, Φ indirgenmiş yapısı bir para f (3, 2, 1)-yapıdır. Şimdi,

ispatı başka bir yöntemle yapalım. (5.2.9) eşitliğinde X yerine ΦX alınırsa,

Φ3 (X) = Φ2 (X) + Φ (X)− ε
r∑

α=1

uα (ΦX) ξα
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olur. Buradan ise (5.2.10) eşitliği yardımıyla

Φ3 (X) = Φ2 (X) + Φ (X)− ε

r∑
α=1

(1− aaa)uα (X) ξα

= Φ2 (X) + Φ (X)− ε
r∑

α=1

(1− 1)uα (X) ξα

= Φ2 (X) + Φ (X)

elde edilir. Bu ise Φ indirgenmiş yapısının bir para f (3, 2, 1)-yapı olduğunu gös-

terir.

Sonuç 6.0.1. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codimM olsun. Eğer her α ∈ {1, . . . , r} için Φ
−1

(Nα) ∈ Γ (TM) ise Φ indirgen-

miş yapısı bir para f (3, 2, 1)-yapıdır.

İspat. Önerme 5.2.5 ve Teorem 6.0.1 birleştirilirse, istenen ispat elde edilir.

Önerme 6.0.2. Bir m-boyutlu
(
M, g,Φ

)
yerel ayrıştırılabilir altın Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu M izometrik immersed invaryant altmanifoldu

üzerinde indirgenmiş yapı
(
Φ, g, uα = 0, εξα = 0, (aαβ)r×r

)
olsun. Bu durumda Φ

indirgenmiş yapısı bir para f (3, 2, 1)-yapıdır.

İspat. Φ tensör alanı (5.3.3) eşitliğine uygulanırsa, Φ3 = Φ + I elde edilir. Bu

ise Φ indirgenmiş yapısının bir para f (3, 2, 1)-yapı olduğunu gösterir.

Önerme 6.0.3. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir semi-

invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda TM tanjant demetinin T endo-

morfizmi bir para f (3, 2, 1)-yapıdır.

İspat. M bir semi-invaryant altmanifold olduğu için Teorem 5.5.1’den NT =

0 olur. Bu durumda (5.1.8) eşitliğinin her iki tarafına sağdan T endomorfizmi

uygulanırsa,

T 3 − T 2 − T = 0
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elde edilir. Dolayısıyla, T endomorfizmi TM tanjant demeti üzerinde bir para

f (3, 2, 1)-yapıdır.

Önerme 6.0.4. Bir
(
M, g,Φ

)
altın Riemann manifoldunun herhangi bir semi-

invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda TM⊥ normal demetinin I − n

endomorfizmi bir para f (3, 2, 1)-yapıdır.

İspat. M bir semi-invaryant altmanifold oldugu için Teorem 5.5.3’ten t (n− I) =

0 olur. Bu durumda (5.1.11) eşitliğinin her iki tarafına I −n endomorfizmi uygu-

lanırsa,

n3 = 2n2 − I

olduğu görülür. Buradan ise

(I − n)3 = I − 3n+ 3n2 − n3

= I − 3n+ 3n2 − 2n2 + I

= I − 2n+ n2 + I − n

= (I − n)2 + (I − n)

elde edilir. Dolayısıyla, I − n endomorfizmi TM⊥ normal demetinde bir para

f (3, 2, 1)-yapıdır.

Bir f para f (3, 2, 1)-yapısının çekirdeği ve görüntüsü, sırasıyla,

ker f =
∪
p∈M

(ker f)p

ve

Im f =
∪
p∈M

(Im f)p

ile verilir. Burada

(ker f)p = {Xp ∈ TpM : fp (Xp) = 0}
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ve

(Im f)p = {Yp ∈ TpM : Y = fp (Xp) , Xp ∈ TpM} ,

sırasıyla, herhangi bir p ∈ M noktasındaki para f (3, 2, 1)-yapısının çekirdeği ve

görüntüsüdür.

Önerme 6.0.5. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. Eğer her p ∈ M için (Im f)p = {0} ise o

zaman f para f (3, 2, 1)-yapısı sıfırdır.

İspat. İspat açıktır.

Önerme 6.0.6. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. O zaman

ker f ∩ Im f = {0}

olur.

İspat. X ∈ Γ (ker f ∩ Im f) olsun. Bu durumda fX = 0 olur. Ayrıca, X = fY

olacak şekilde bir Y ∈ Γ (TM) vektör alanı vardır. Buradan ise

f 3 (Y ) = f 2 (Y ) = 0

olduğu görülür. Böylece, (6.0.1) denkleminden

X = f (Y ) = 0

elde edilir. Bu ise ker f ∩ Im f = {0} olduğunu gösterir.

Teorem 6.0.2. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. Eğer

(a) Her p ∈M için (ker f)p = {0},
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(b) rankf = m,

(c) f birebir

koşullarından herhangi biri sağlanıyor ise f bir altın yapıdır.

İspat. Eğer her p ∈ M için (ker f)p = {0} veya rankf = m ise f birebirdir. Bu

durumda f para f (3, 2, 1)-yapısının f−1 ters görüntüsü vardır. O zaman f−1 ters

görüntüsü (6.0.1) denklemine soldan uygulanırsa,

f 2 − f − I = 0

elde edilir. Yani, f bir altın yapıdır.

Örnek 6.0.2. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde herhangi

bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. Φ = f|Im f diyelim. Eğer X ∈ Γ (kerΦ) ise bu

durumda X ∈ Γ (ker f ∩ Im f) olur. Buradan ise Önerme 6.0.6 dikkate alınırsa,

X = 0 olduğu görülür. Böylece, Teorem 6.0.2’den Φ bir altın yapıdır.

Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde herhangi bir para

f (3, 2, 1)-yapı f olsun. M manifoldu üzerinde r ve s dönüşümlerini, sırasıyla,

r = f 2 − f (6.0.2)

ve

s = −f 2 + f + I (6.0.3)

kuralları ile tanımlayalım. Burada I, (1, 1) tipinde birim dönüşümü göstermekte-

dir.

Teorem 6.0.3. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. O zaman

r + s = I, (6.0.4)
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r2 = r, (6.0.5)

s2 = s (6.0.6)

ve

rs = sr = 0 (6.0.7)

bağıntıları geçerlidir. Yani, r ve s dönüşümleri projeksiyon operatörlerdir.

İspat. (6.0.1), (6.0.2) ve (6.0.3) eşitlikleri yardımıyla

r + s = f 2 − f − f 2 + f + I = I,

r2 =
(
f 2 − f

)2
=
(
f 2 − f

) (
f 2 − f

)
=
(
f 2 − f

)
f 2 −

(
f 2 − f

)
f = f 4 − f 3 − f 3 + f 2

= f 4 − 2f 3 + f 2 = f 3f − 2f 3 + f 2

=
(
f 2 + f

)
f − 2

(
f 2 + f

)
+ f 2 = f 3 + f 2 − 2f 2 − 2f + f 2

= f 2 + f − 2f

= f 2 − f

= r,

s2 =
(
−f 2 + f + I

)2
=
(
−f 2 + f + I

) (
−f 2 + f + I

)
=
(
−f 2 + f + I

) (
−f 2

)
+
(
−f 2 + f + I

)
f +

(
−f 2 + f + I

)
I

= f 4 − f 3 − f 2 − f 3 + f 2 + f − f 2 + f + I

= f 4 − 2f 3 − f 2 + 2f + I = f 3f − 2f 3 − f 2 + 2f + I

=
(
f 2 + f

)
f − 2

(
f 2 + f

)
+ 2f − f 2 + 2f + I

= f 3 + f 2 − 2f 2 − 2f + 2f − f 2 + 2f + I

= f 3 − 2f 2 + I = f 2 + f − 2f 2 + I

= −f 2 + f + I

= s,
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rs =
(
f 2 − f

) (
−f 2 + f + I

)
= f 2

(
−f 2 + f + I

)
− f

(
−f 2 + f + I

)
= −f 4 + f 3 + f 2 + f 3 − f 2 − f = −f 4 + 2f 3 − f

= −f 3f + 2f 3 − f = −
(
f 2 + f

)
f + 2f 3 − f

= −f 3 − f 2 + 2f 3 − f = f 3 − f 2 − f

= f 2 + f − f 2 − f

= 0

ve

sr =
(
−f 2 + f + I

) (
f 2 − f

)
=
(
−f 2 + f + I

)
f 2 −

(
−f 2 + f + I

)
f

= −f 4 + f 3 + f 2 + f 3 − f 2 − f = −f 4 + 2f 3 − f

= −f 3f + 2f 3 − f = −
(
f 2 + f

)
f + 2

(
f 2 + f

)
− f

= −f 3 − f 2 + 2f 2 + 2f − f = −f 3 + f 2 + f

= −f 2 − f + f 2 + f

= 0

elde edilir. Bu ise r ve s dönüşümlerinin projeksiyon operatörler olduğunu gösterir.

r ve s projeksiyon operatörlerine karşılık gelen distribüsyonları, sırasıyla, R

ve S ile gösterelim. O zaman TM tanjant demetinin

TM = R⊕ S

ayrışımı vardır.

Önerme 6.0.7. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. O zaman

ker f = ker
(
f 2 − f

)
(6.0.8)
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ve

Im f = ker
(
f 2 − f − I

)
(6.0.9)

ifadeleri geçerlidir.

İspat. X ∈ Γ (ker f) olsun. Bu durumda X ∈ Γ (ker (f 2 − f)) olduğu açıktır.

Tersine, X ∈ Γ (ker (f 2 − f)) olsun. Bu durumda

(
f 2 − f

)
X = 0 (6.0.10)

olur. O halde (6.0.10) eşitliğinin her iki tarafına f uygulanırsa, f 3X = f 2X olur.

Buradan ise (6.0.1) eşitliği yardımıyla

fX = f 3X − f 2X = 0

elde edilir. Bu ise X ∈ Γ (ker f) olduğunu ifade eder. Böylece, ker f = ker (f 2 − f)

olduğu görülür. Yani, (6.0.8) eşitliğinin geçerli olduğu gösterilmiş olur. X ∈

Γ (Im f) olsun. Bu durumda X = fY olacak şekilde bir Y ∈ Γ (TM) vektör

alanı vardır. Buradan ise (6.0.1) eşitliğinden

0 = fY −X

= f 3Y − f 2Y −X

= f 2X − fX −X

=
(
f 2 − f − I

)
X

elde edilir. Bu ise X ∈ Γ (ker (f 2 − f − I)) olduğunu gösterir. Tersine, X ∈

Γ (ker (f 2 − f − I)) olsun. Bu durumda

X = f 2X − fX = f (fX −X)

eşitliği geçerlidir. Bu iseX ∈ Γ (Im f) olması demektir. Böylece, Im f = ker (f 2 − f − I)

elde edilir. Yani, (6.0.9) eşitliği sağlanır. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.
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Önerme 6.0.8. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. O zaman

fr = rf = f , (6.0.11)

(
f 2 − f

)
r = r, (6.0.12)

sf = fs = 0, (6.0.13)

ve (
−f 2 + f + I

)
s = s (6.0.14)

bağıntıları geçerlidir.

İspat. (6.0.1), (6.0.2), (6.0.3), (6.0.5) ve (6.0.6) eşitlikleri kullanılırsa,

fr = f
(
f 2 − f

)
= f 3 − f 2 = f 2 + f − f 2 = f ,

rf =
(
f 2 − f

)
f = f 3 − f 2 = f 2 + f − f 2 = f ,(
f 2 − f

)
r = r2 = r,

fs = f
(
−f 2 + f + I

)
= −f 3 + f 2 + f = −f 2 − f + f 2 + f = 0,

sf =
(
−f 2 + f + I

)
f = −f 3 + f 2 + f = −f 2 − f + f 2 + f = 0,

ve (
−f 2 + f + I

)
s = s2 = s

elde edilir. Dolayısıyla, önerme ispatlanmış olur.

Önerme 6.0.9. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. O zaman

R = Im f = ker
(
f 2 − f − I

)
(6.0.15)

ve

S = ker f = ker
(
f 2 − f

)
(6.0.16)

ifadeleri geçerlidir.

249



İspat. X ∈ Γ (R) olsun. Bu durumda rX = X olur. (6.0.12) eşitliğinden

X = rX =
(
f 2 − f

)
rX =

(
f 2 − f

)
X = f (fX −X)

elde edilir. Bu ise X ∈ Γ (Im f) olduğunu gösterir. Tersine, X ∈ Γ (Im f) olsun. O

zaman X = fY olacak şekilde bir Y ∈ Γ (TM) vektör alanı vardır. Bu nedenle,

(6.0.13) eşitliği yardımıyla

sX = sfY = 0

olur. Bu ise X ∈ Γ (R) olduğunu ifade eder. Böylece, R = Im f olduğu gösterilmiş

olur. Ayrıca, (6.0.9) eşitliği dikkate alınırsa, R = Im f = ker (f 2 − f − I) elde

edilir. Yani, (6.0.15) eşitliğinin sağlandığı gösterilmiş olur. X ∈ Γ (S) olsun. O

zaman rX = 0 olur. (6.0.11) eşitliğinden

fX = frX = 0

olur. Bu ise X ∈ Γ (ker f) olduğunu belirtir. Tersine, X ∈ Γ (ker f) olsun. Bu

durumda fX = 0 olur. Buradan ise (6.0.11) ve (6.0.12) eşitlikleri yardımıyla

rX =
(
f 2 − f

)
rX = r

(
f 2 − f

)
X = 0

olur. Bu ise X ∈ Γ (S) olduğunu gösterir. Böylece, S = ker f olduğu elde edilir.

Bunun yanısıra, (6.0.8) eşitliğinden

S = ker f = ker
(
f 2 − f

)
olduğu görülür. Bu ise (6.0.16) eşitliğinin ispatıdır. Dolayısıyla, ispat tamamlan-

mış olur.

Önerme 6.0.10. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. O zaman aşağıdaki ifadeler geçerlidir:

(a) f para f (3, 2, 1)-yapısı R distribüsyonu üzerinde bir altın yapı gibi etki eder,
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(b) f para f (3, 2, 1)-yapısı S distribüsyonu üzerinde bir sıfır dönüşüm gibi etki

eder.

İspat. (6.0.12) ve (6.0.13) eşitlikleri, sırasıyla, (a) ve (b) ifadelerini ispatlar.

Bir f para f (3, 2, 1)-yapısının Nijenhuis tensörü her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nf (X,Y ) = [fX, fY ]− f [fX, Y ]− f [X, fY ] + f 2 [X,Y ] (6.0.17)

ile verilir. (6.0.12) ifadesi kullanılırsa, (6.0.17) eşitliği

Nf (X,Y ) = [fX, fY ]− f [fX, Y ]− f [X, fY ] + f [X,Y ] + r [X,Y ] (6.0.18)

halini alır.

Önerme 6.0.11. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. Bu durumda her X,Y ∈ Γ (TM) için

sNf (X,Y ) = sNf (rX, rY ) = s [fX, fY ] (6.0.19)

eşitliği sağlanır.

İspat. (6.0.7), (6.0.13) ve (6.0.18) eşitlikleri yardımıyla her X,Y ∈ Γ (TM) için

sNf (X,Y ) = s [fX, fY ]− sf [fX, Y ]− sf [X, fY ] (6.0.20)

+ sf [X,Y ] + sr [X,Y ]

= s [fX, fY ]

olur. Buradan ise X ve Y vektör alanları yerine, sırasıyla, rX ve rY yazılırsa,

(6.0.11) eşitliğinden

sNf (rX, rY ) = s [frX, frY ] (6.0.21)

= s [fX, fY ]
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olduğu görülür. Böylece, (6.0.20) ve (6.0.21) eşitlikleri birleştirilirse,

sNf (X,Y ) = sNf (rX, rY ) = s [fX, fY ]

elde edilir. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.

Teorem 6.0.4. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. Bu durumda R distribüsyonunun integral-

lenebilir olması için bir gerek ve yeter koşul her X,Y ∈ Γ (TM) için

sNf (rX, rY ) = 0

olmasıdır.

İspat. R distribüsyonu integrallenebilir olsun. Bu durumda her X,Y ∈ Γ (TM)

için

s [rX, rY ] = 0

eşitliği sağlanır. Buradan ise (6.0.11) eşitliği yardımıyla

0 = s [rX, rY ] = s [rfX, rfY ] = s [fX, fY ]

elde edilir. Böylece, (6.0.19) eşitliğinden

sNf (X,Y ) = sNf (rX, rY ) = 0

olur. Tersine,

sNf (X,Y ) = sNf (rX, rY ) = 0

olsun. Bu durumda (6.0.19) eşitliği kullanılırsa,

s [fX, fY ] = 0

olduğu görülür. Buradan ise X ve Y vektör alanları yerine, sırasıyla, (f − I)X

ve (f − I)Y yazılırsa, (6.0.11) ve (6.0.12) eşitliklerinden
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0 = s [fX, fY ] = s [frX, frY ]

= s [rfX, rfY ]

= s [rf (f − I)X, rf (f − I)Y ]

= s [rX, rY ]

elde edilir. Bu ise R distribüsyonunun integrallenebilir olduğu gösterir. Dolayı-

sıyla, ispat tamamlanmış olur.

Önerme 6.0.12. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. Bu durumda her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nf (sX, sY ) = rNf (sX, sY ) = f [sX, sY ] + r [sX, sY ] (6.0.22)

ve

(2I − f)Nf (sX, sY ) = r [sX, sY ] (6.0.23)

ifadeleri geçerlidir.

İspat. (6.0.5), (6.0.11), (6.0.13) ve (6.0.18) eşitliklerinden her X,Y ∈ Γ (TM)

için

Nf (sX, sY ) = [fsX, fsY ]− f [fsX, sY ]− f [sX, fsY ] (6.0.24)

+ f [sX, sY ] + r [sX, sY ]

= f [sX, sY ] + r [sX, sY ]

ve

rNf (sX, sY ) = r [fsX, fsY ]− rf [fsX, sY ]− rf [sX, fsY ] (6.0.25)

+ rf [sX, sY ] + r2 [sX, sY ]

= rf [sX, sY ] + r [sX, sY ]

= f [sX, sY ] + r [sX, sY ]
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elde edilir. Böylece, (6.0.24) ve (6.0.25) eşitliklerinden

Nf (sX, sY ) = rNf (sX, sY ) = f [sX, sY ] + r [sX, sY ]

olur. Buradan ise (6.0.11) ve (6.0.12) eşitlikleri dikkate alınırsa, kolayca

(2I − f)Nf (sX, sY ) = r [sX, sY ]

olduğu görülür. Dolayısıyla, ispat gösterilmiş olur.

Teorem 6.0.5. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. Bu durumda S distribüsyonunun integral-

lenebilir olması için bir gerek ve yeter koşul her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nf (sX, sY ) = 0 veya rNf (sX, sY ) = 0

olmasıdır.

İspat. S distribüsyonu integrallenebilir olsun. Bu durumda her X,Y ∈ Γ (TM)

için

r [sX, sY ] = 0

eşitliği geçerlidir. Buradan ise (6.0.11) ifadesi dikkate alınırsa, (6.0.22) eşitliğinden

Nf (sX, sY ) = rNf (sX, sY ) = f [sX, sY ] + r [sX, sY ]

= fr [sX, sY ] + r [sX, sY ]

= 0

elde edilir. Tersine, Nf (sX, sY ) = 0 veya rNf (sX, sY ) = 0 olduğunu varsayalım.

O zaman (6.0.23) eşitliği yardımıyla

r [sX, sY ] = (2I − f)Nf (sX, sY ) = 0

olur. Bu ise S distribüsyonunun integrallenebilir olması demektir. Dolayısıyla,

ispat tamamlanmış olur.
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Teorem 6.0.6. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. R ve S distribüsyonlarının her ikisinin

integrallenebilir olması için bir gerek ve yeter koşul f para f (3, 2, 1)-yapısının

Nijenhuis tensörünün her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nf (X,Y ) = rNf (rX, rY ) +Nf (rX, sY ) +Nf (sX, rY ) (6.0.26)

eşitliğini sağlamasıdır.

İspat. r + s = I olması nedeniyle f para f (3, 2, 1)-yapısının Nijenhuis tensörü

her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nf (X,Y ) = Nf (rX, rY ) +Nf (rX, sY ) +Nf (sX, rY ) +Nf (sX, sY ) (6.0.27)

= rNf (rX, rY ) + sNf (rX, rY ) +Nf (rX, sY )

+Nf (sX, rY ) +Nf (sX, sY )

formunda yazılabilir. R ve S distribüsyonları integrallenebilir olsun. Bu durumda

(6.0.27) eşitliğine Teorem 6.0.4 ve Teorem 6.0.5 uygulanırsa,

Nf (X,Y ) = rNf (rX, rY ) +Nf (rX, sY ) +Nf (sX, rY )

olur. Tersine, her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nf (X,Y ) = rNf (rX, rY ) +Nf (rX, sY ) +Nf (sX, rY )

ise benzer şekilde, Teorem 6.0.4 ve Teorem 6.0.5 yardımıyla (6.0.27) eşitliğinden

R ve S distribüsyonlarının integrallenebilir olduğu kolayca gösterilebilir.

R distribüsyonunun integrallenebilir olduğu varsayalım. R distribüsyonunun

herhangi bir integral manifoldu MR olsun. MR integral manifoldu üzerinde bir

fR operatörünü her XR ∈ Γ
(
TMR

)
için

fRXR = fXR
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kuralı ile tanımlayalım. O zaman fR, MR integral manifoldunun tanjant deme-

tinde bir invaryant operatör gibi etki eder. Ayrıca, fR operatörü MR integral

manifoldu üzerinde bir altın yapıdır. MR integral manifoldu üzerinde f para

f (3, 2, 1)-yapısından indirgenmiş fR altın yapısının Nijenhuis tensörünü NR ile

gösterelim. Bu durumda her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nf (rX, rY ) = NR (rX, rY ) (6.0.28)

olur.

Şimdi, bir f para f (3, 2, 1)-yapısının kısmi integrallenebilirliğini tanımlayalım.

Tanım 6.0.2. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde herhangi

bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. Eğer R distribüsyonu ve MR integral manifoldu

üzerinde f para f (3, 2, 1)-yapısından indirgenmiş f r altın yapısı integrallenebilir

ise o zaman f para f (3, 2, 1)-yapısına kısmi integrallenebilir denir.

Önerme 6.0.13. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. Bu durumda her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nf (rX, rY ) = 0

ve

Nf (fX, fY ) = 0

eşitlikleri birbirine denktir.

İspat. (6.0.11) ve (6.0.12) eşitliklerinden ispat açıktır.

Teorem 6.0.7. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. f para f (3, 2, 1)-yapısının kısmi integral-

lenebilir olması için bir gerek ve yeter koşul her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nf (rX, rY ) = 0 veya Nf (fX, fY ) = 0
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eşitliklerinden herhangi birinin sağlanmasıdır.

İspat. MR integral manifoldu üzerinde f para f (3, 2, 1)-yapısından indirgenmiş

fR altın yapısının integrallenebilir olması için bir gerek ve yeter koşul her X,Y ∈

Γ (TM) için

NR (rX, rY ) = 0

olmasıdır. Böylece, Teorem 6.0.4 ve Önerme 6.0.13 göz önünde bulundurulursa,

(6.0.28) eşitliğinden ispat yapılmış olur.

Önerme 6.0.14. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. S distribüsyonunun integrallenebilir ve f

para f (3, 2, 1)-yapısının kısmı integrallenebilir olması için bir gerek ve yeter koşul

f para f (3, 2, 1)-yapısının Nijenhuis tensörünün her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nf (X,Y ) = Nf (rX, sY ) +Nf (sX, rY )

eşitliğinin sağlamasıdır.

İspat. Teorem 6.0.5, Önerme 6.0.13 ve Teorem 6.0.7 birleştirilirse, istenen ispat

elde edilir.

Bir f para f (3, 2, 1)-yapısının herhangi bir Y ∈ Γ (TM) vektör alanına göre

Lie türevi her X ∈ Γ (TM) için

(LY f) (X) = f [X,Y ]− [fX, Y ] (6.0.29)

ile verilir.

Önerme 6.0.15. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. Bu durumda her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nf (rX, sY ) = f (LsY f) (rX) (6.0.30)
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ve

(f − I)Nf (rX, sY ) = r (LsY f) (rX) (6.0.31)

eşitlikleri geçerlidir.

İspat. (6.0.29) eşitliğinin her iki tarafına f para f (3, 2, 1)-yapısı uygulanırsa, her

X,Y ∈ Γ (TM) için

f (LsY f) (rX) = f 2 [rX, sY ]− f [fX, sY ] (6.0.32)

olur. Aynı zamanda, (6.0.17) ifadesinde X ve Y vektör alanları yerine, sırasıyla,

rX ve sY yazılılırsa, (6.0.11) ve (6.0.13) eşitlikleri yardımıyla her X,Y ∈ Γ (TM)

için

Nf (rX, sY ) = [frX, fsY ]− f [frX, sY ]− f [rX, fsY ] + f 2 [rX, sY ] (6.0.33)

= −f [fX, sY ] + f 2 [rX, sY ]

= f 2 [rX, sY ]− f [fX, sY ]

elde edilir. O zaman (6.0.32) ve (6.0.33) eşitliklerinden

Nf (rX, sY ) = f (LsY f) (rX) (6.0.34)

olduğu görülür. Böylece, (6.0.34) eşitliğinin her iki tarafına f − I dönüşümü uy-

gulanırsa, (6.0.11) ve (6.0.12) eşitliklerinden

(f − I)Nf (rX, sY ) = r (LsY f) (rX)

elde edilir. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.

R ve S distribüsyonlarının her ikisinin de integrallenebilir olduğunu varsaya-

lım. O zaman M manifoldunda aşağıdaki koşulları sağlayan bir {(U,φ) : (xi, yα)}

yerel koordinat sistemi vardır:
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(a) R distribüsyonunun integral manifoldları

y1 = sabit, . . . , ys = sabit

olacak şekilde s tane yerel koordinat ile temsil edilir,

(b) S distribüsyonunun integral manifoldları

x1 = sabit, . . . , xr = sabit

olacak şekilde r tane yerel koordinat ile temsil edilir.

Bu koordinat sistemine bir uyarlanmış koordinat sistemi denir.

Önerme 6.0.16. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. R ve S distribüsyonların her ikisinin de

integrallenebilir olduğunu varsayalım. Bir uyarlanmış koordinat sisteminde f para

f (3, 2, 1)-yapısının yerel bileşenlerinin R distribüsyonunun integral manifoldları

boyunca sabit olan koordinatlarından bağımsız olması için bir gerek ve yeter koşul

her Y ∈ Γ (TM) için

r (LsY f) r = 0 veya LsY f = 0

eşitliklerinden herhangi birinin sağlanmasıdır.

İspat. Bir uyarlanmış koordinat sisteminde,

∂

∂xi
∈ Γ (R) ve

∂

∂ya
∈ Γ (S)

olduğu için f para f (3, 2, 1)-yapısı

f =

(
f j
i 0

0 fa
b

)
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matris formuna sahiptir. Yani, f para f (3, 2, 1)-yapısı

f = f j
i

∂

∂xi
⊗ dxj + fa

b

∂

∂ya
⊗ dyb

ile verilir. Üstelik, r ve s projeksiyon operatörleri, sırasıyla,

r =

(
Ir 0

0 0

)
veya r =

∂

∂xi
⊗ dxi

ve

s =

(
0 0

0 Is

)
veya s =

∂

∂ya
⊗ dya

bileşenlerine sahiptir. O zaman f para f (3, 2, 1)-yapısının ∂
∂ya

vektör alanına göre

Lie türevi

L ∂
∂ya
f =

∂f j
i

∂yc
∂

∂xi
⊗ dxj +

fa
b

∂yc
∂

∂ya
⊗ dyb (6.0.35)

olarak hesaplanır. Bu yüzden,

r
(
L ∂

∂ya
f
)
r =

∂f j
i

∂yc
∂

∂xi
⊗ dxj (6.0.36)

olduğu görülür. Diğer taraftan, (6.0.11) ve (6.0.13) eşitlikleri dikkate alınırsa,

fa
b = 0 olur. Böylece, f para f (3, 2, 1)-yapısı

f =

(
f j
i 0

0 0

)
veya f = f j

i

∂

∂xi
⊗ dxj

halini alır. Üstelik, (6.0.35) eşitliği

L ∂
∂ya
f =

∂f j
i

∂yc
∂

∂xi
⊗ dxj = r

(
L ∂

∂ya
f
)
r (6.0.37)

ile ifade edilir. Böylece, r
(
L ∂

∂ya
f
)
r = 0 veya L ∂

∂ya
f = 0 ise ∂fj

i

∂yc
= 0 olduğunu

ifade eder. Bu ise f para f (3, 2, 1)-yapısının yerel bileşenlerinin R distribüsyo-

nunun integral manifoldları boyunca sabit olan koordinatlarından bağımsız oldu-

ğunu gösterir. Tersine, f para f (3, 2, 1)-yapısının bileşenleri bu koordinatlardan

bağımsız ise (6.0.37) eşitliğinden her Y ∈ Γ (TM) için

r (LsY f) r = LsY f = 0

olduğu açıktır. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.
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Önerme 6.0.17. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. R ve S distribüsyonların her ikisinin de

integrallenebilir olduğunu varsayalım. Bir uyarlanmış koordinat sisteminde f para

f (3, 2, 1)-yapısının yerel bileşenlerinin R distribüsyonunun integral manifoldları

boyunca sabit olan koordinatlarından bağımsız olması için bir gerek ve yeter koşul

her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nf (rX, sY ) = 0

eşitliğinin sağlanmasıdır.

İspat. (6.0.30) ve (6.0.31) eşitliklerinden her X,Y ∈ Γ (TM) için

r (LsY f) r = 0

ve

Nf (rX, sY ) = 0

ifadelerinin birbirine denk olduğu açıktır. Böylece, Önerme 6.0.16 yardımıyla ispat

gösterilmiş olur.

Önerme 6.0.18. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. R ve S distribüsyonların her ikisinin de

integrallenebilir olduğunu varsayalım. Bir uyarlanmış koordinat sisteminde f para

f (3, 2, 1)-yapısının yerel bileşenlerinin R distribüsyonunun integral manifoldları

boyunca sabit olan koordinatlarından bağımsız olması için bir gerek ve yeter koşul

her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nf (X,Y ) = rNf (rX, rY )

olmasıdır.

İspat. R ve S distribüsyonların her ikisinin de integrallenebilir olması nedeniyle

f para f (3, 2, 1)-yapısının Nijenhuis tensörü her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nf (X,Y ) = rNf (rX, rY ) +Nf (rX, sY ) +Nf (sX, rY )
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ile verilir. Diğer taraftan, f para f (3, 2, 1)-yapısının yerel bileşenlerinin R distri-

büsyonunun integral manifoldları boyunca sabit olan koordinatlarından bağımsız

olması nedeniyle Önerme 6.0.17 yardımıyla her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nf (rX, sY ) = 0 ve Nf (sX, rY ) = −Nf (rY, sX) = 0

olur. Böylece,

Nf (X,Y ) = rNf (rX, rY )

olduğu görülür. Tersine, her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nf (X,Y ) = rNf (rX, rY )

olsun. Bu durumda X ve Y vektör alanları yerine rX ve rY yazılırsa,

Nf (rX, sY ) = rNf

(
r2X, rsY

)
= 0

elde edilir. Bu ise Önerme 6.0.17’den f para f (3, 2, 1)-yapısının yerel bileşenleri-

nin R distribüsyonunun integral manifoldları boyunca sabit olan koordinatların-

dan bağımsız olması demektir. Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.

Tanım 6.0.3. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde herhangi

bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. Eğer

(a) f para f (3, 2, 1)-yapısı kısmi integrallenebilirdir,

(b) S distribüsyonu integrallenebilirdir,

(c) Bir uyarlanmış koordinat sisteminde f para f (3, 2, 1)-yapısının yerel bile-

şenleri R distribüsyonunun integral manifoldları boyunca sabit olan koordi-

natlarından bağımsızdır

koşulları sağlanıyorsa bu durumda f para f (3, 2, 1)-yapısına integrallenebilir de-

nir.
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Teorem 6.0.8. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. f para f (3, 2, 1)-yapısının integrallenebilir

olması için bir gerek ve yeter koşul her X,Y ∈ Γ (TM) için

Nf (X,Y ) = 0

olmasıdır.

İspat. Teorem 6.0.5, Teorem 6.0.7 ve Önerme 6.0.18 birleştirilirse, ispat göste-

rilmiş olur.

Teorem 6.0.9. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde her-

hangi bir para f (3, 2, 1)-yapı f olsun. f para f (3, 2, 1)-yapısının integrallenebilir

olması için bir gerek ve yeter koşul f para f (3, 2, 1)-yapısının

f =


ϕIp 0 0

0 (1− ϕ) Iq 0

0 0 0


şeklinde sabit bileşenlere sahip olduğu bir koordinat sisteminin mevcut olmasıdır.

Burada ϕ ve 1−ϕ değerleri, x2−x−1 = 0 cebirsel denkleminin kökleridir. Ayrıca,

Ip ve Iq, sırasıyla, p× p ve q × q tipinde birim matrislerdir.

İspat. Eğer f para f (3, 2, 1)-yapısı integrallenebilir ise bir uyarlanmış koordinat

sisteminde f para f (3, 2, 1)-yapısı

f =

(
fr 0

0 0

)
bileşenleri ile verilir. Burada fr, r × r tipinde bir matristir, r = p + q sayısı

ise f para f (3, 2, 1)-yapısının rankıdır. Ayrıca, f para f (3, 2, 1)-yapısının yerel

bileşenleri R distribüsyonunun integral manifoldları boyunca sabit olan koordi-

natlarından bağımsızdır. R distribüsyonunun herhangi bir MR integral manifoldu

üzerinde f para f (3, 2, 1)-yapısından indirgenmiş fR operatörüne karşılık gelen

fr matrisi bir altın yapı tanımladığı için uyarlanmış koordinat sisteminin

fr =

(
ϕIp 0

0 (1− ϕ) Iq

)
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olacak şekilde bir değişimini yapabiliriz. Böylece,

f =

(
fr 0

0 0

)
=


ϕIp 0 0

0 (1− ϕ) Iq 0

0 0 0


elde edilir. Tersine, f para f (3, 2, 1)-yapısının

f =


ϕIp 0 0

0 (1− ϕ) Iq 0

0 0 0


şeklinde sabit bileşenlere sahip olduğu bir koordinat sistemi mevcut olsun. (6.0.2)

ve (6.0.3) eşitliklerinden r ve s projeksiyon operatörlerinin, sırasıyla,

r = f 2 − f

=


ϕIp 0 0

0 (1− ϕ) Iq 0

0 0 0


2

−


ϕIp 0 0

0 (1− ϕ) Iq 0

0 0 0



=


Ip 0 0

0 Iq 0

0 0 0


=

(
Ir 0

0 0

)

ve

s = −f 2 + f + I

= −


ϕIp 0 0

0 (1− ϕ) Iq 0

0 0 0


2

+


ϕIp 0 0

0 (1− ϕ) Iq 0

0 0 0

+


Ip 0 0

0 Iq 0

0 0 In−p−q



=


0 0 0

0 0 0

0 0 In−p−q


=

(
0 0

0 Is

)
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şeklinde olduğu bulunur. Bu ise r ve s projeksiyon operatörlerine, sırasıyla, kar-

şılık gelen R ve S distribüsyonlarının integrallenebilir olduğu ifade eder. Diğer

taraftan, açıkça görüldüğü gibi f para f (3, 2, 1)-yapısının yerel bileşenleri R dist-

ribüsyonunun integral manifoldları boyunca sabit olan koordinatlarından bağım-

sızdır. Aynı zamanda, f para f (3, 2, 1)-yapısından indirgenmiş fR altın yapısına

karşılık gelen fr matrisi

fr =

(
ϕIp 0

0 (1− ϕ) Iq

)

şeklindedir. Yani, fR altın yapısı sabit katsayılı ∂
∂xi ⊗ dxj tensör çarpımlarının

bir lineer kombinasyonudur. O zaman NR
= 0 olduğu açıktır. Bu ise fR altın ya-

pısının integrallenebilir olması demektir. Bunun yanısıra, R distribüsyonu integ-

rallenebilir olduğu için f para f (3, 2, 1)-yapısı kısmi integrallenebilirdir. Böylece,

f (3, 2, 1)-yapısının integrallenebilir olması için gerekli tüm koşullar sağlanmıştır.

Dolayısıyla, ispat tamamlanmış olur.
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