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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum “Manifoldlar Uzerinde Altin Yapilar ve Alt-
manifoldlar1” baglikli bu ¢aligmanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diigsecek
bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigim1 ve yararlandigim biitiin kay-
naklarin, hem metin icinde hem de kaynakcada yontemine uygun bicimde goste-

rilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Mustafa GOK



OZET
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Doktora tezi olarak hazirlanan bu ¢aligma alt1 béliimden meydana gelmekte-
dir.

Birinci boltim, genel bir literatiir 6zetinin ve doktara tezinin icerigi ile ilgili
bilgilerin yer verildigi girig kismidir.

Ikinci boliim, doktara tezi boyunca kullanilan bazi temel kavramlar: kapsa-
maktadir.

Diger boliimler, tezin orijinal kismini olusturmaktadir.

Uciingii boliim, altin manifoldlar iizerinde paralellik, half paralellik, anti half
paralellik, integrallenebilirlik ve geodeziklik kavramlar ile ilgili bir aragtirmayi
icermektedir. Bu kavramlar, herhangi bir lineer konneksiyona ve buna bagli olarak
tanimlanan Schouten ve Vranceanu konneksiyonlarina gore irdelendi.

Dordiincii boliimde, yerel ¢arpim manifoldlar: {izerinde bir altin yapinin inga-
sina yer verildi. Buna baglh olarak, bir yerel ¢arpim altin Riemann manifold ve
bir yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifold kavramlar: tanitildi. Yerel carpim
altin Riemann manifoldlarin yerel ayrigtirilabilirligi ele alindi. Bir yerel ayrigtiri-

labilir altin Riemann manifoldunun bilegenlerinin birer Einstein manifold (ya da



birer sabit egrilikli manifold) olma durumu incelendi. Bunun yamsira, herhangi iki
Riemann manifoldunun Riemann ¢arpim manifoldu tizerinde bir altin Riemann
yap1 tanimlandi ve bu Riemann ¢arpim manifoldunun bir yerel ayrigtirilabilir altin
Riemann manifold oldugu gosterildi.

Besginci boliim, bir altin Riemann manifoldunun altmanifoldlarinin geometrisi
ile ilgilidir ve bu ¢aligmanin genig bir kismini olugturmaktadir. Bir altin Riemann
manifoldunun herhangi bir izometrik immersed altmanifoldunun tanjant ve nor-
mal demetleri izerinde ambient manifoldun altin yapisinin tanimladigi kanonik
yapilarin bazi ozellikleri verildi. Bir altin Riemann manifoldunun izometrik im-
mersed non-invaryant, invaryant ve anti-invaryat altmanifoldlar: iizerlerinde ta-
niml indirgenmis yapilar yardimiyla incelendi. Herhangi bir izometrik immersed
non-invaryant altmanifoldun total geodezik (ya da minimal) olma kogullar1 belir-
lendi. Bunun yanisira, izometrik immersed non-invaryant altmanifold iizerindeki
indirgenmis yapinin tanjant vektor alanlarimin lineer bagimlh oldugu durumlarda
bazi 6nemli sonuglar bulundu. Bir yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifoldu-
nun herhangi bir izometrik immersed invaryant altmanifoldunun bir yerel ayristi-
rilabilir altin Riemann manifold oldugu gosterildi. Izometrik immersed altmani-
foldlarmn invaryanthigina denk ifadeler bulunmaya calisildi. Izometrik immersed in-
varyant altmanifoldlarin total geodezikligi iizerinde duruldu. Izometrik immersed
invaryant altmanifoldlar ile ilgili baz1 ilging sonuclara ulagildi. Izometrik immersed
anti-invaryant altmanifoldlarin bazi 6zellikleri elde edildi ve hangi kogullar altinda
total geodezik oldugu ele alindi. Baz1 varsayimlar altinda, herhangi bir izometrik
immersed anti-invaryant altmanifoldun normal demeti i¢in bir yerel ortonormal
¢at1 kuruldu. Bununla birlikte, izometrik immersed anti-invaryant altmanifoldun
tanjant demetinin bir yerel ortonormal gatisina goére belirlenen normal vektor
alanlarina karsilik gelen ikinci temel tensorlerin sifir oldugu gosterildi. Ayrica, bir
altin Riemann manifoldunun semi-invaryant altmanifoldlarinin geometrik 6zellik-
leri incelendi ve bazi1 6rnekler verildi. Herhangi bir semi-invaryant altmanifoldun
karakterizasyonlari, kanonik yapilarinin paralelligi, tanimindaki distribiisyonla-
rin integrallenebilirligi ve paralelligi, total geodezik, mixed total geodezik ve total
umbilik gibi baz1 siniflandirilmalar: ve de Rham kohomoloji gruplar ile ilgili genig

bir aragtirma yapildi.
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Altinc1 boliim, diferansiyellenebilir manifoldlar iizerinde bir f (3, —2, —1)-yap1
veya bir para f(3,2,1)-yap1 olarak adlandirdigimiz yeni bir yapiya ayrilmigtir.
Para f (3,2, 1)-yapilar ve altin yapilar arasindaki iligkiyi gosteren baz1 6rnekler
elde edildi. Bir altin Riemann manifoldunun herhangi bir izometrik immersed
altmanifoldu tizerindeki indirgenmis yapinin bir para f (3,2, 1)-yap1 olma kogul-
lar1 ele alindi. Bir altin Riemann manifoldunun semi-invaryant altmanifoldlarinin
tanjant ve normal demetleri tizerinde para f (3,2, 1)-yapilarin varligr aragtirild.
Herhangi bir para f (3,2, 1)-yapimn kismi integrallenebilirlik ve integrallenebilir-
lik kavramlar: tanimlandi. Para f (3,2, 1)-yapilarin ve dogal olarak tanimladig

distribiisyonlarin temel 6zellikleri ve integrallenebilirligi incelendi.

ANAHTAR KELIMELER: altin yap1, altin Riemann yapi, altin manifold,
altin Riemann manifold, yerel ¢arpim mani-
fold, yerel carpim altin Riemann manifold, ye-
rel ayrigtirilabilir altin Riemann manifold, Sc-
houten konneksiyon, Vranceanu konneksiyon,
non-invaryant altmanifold, invaryant altmani-
fold, anti-invaryant altmanifold, semi-invaryant
altmanifold, extrinsic kiire, de Rham kohomo-

loji grubu, para {(3,2,1)-yapu.
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This study prepared as a philosophy doctoral thesis consists of six sections.

The first section is the part of of the introduction which is divided into a
summary of general literature and the information related to the contents of the
philosophy doctoral thesis.

The second section includes some basic concepts which will be used throughout
the philosophy doctoral thesis.

The other sections form the original part of the philosophy doctoral thesis.

The third section consists of an investigation related to the concepts of pa-
rallelism, half parallelism, anti-half-parallelism, integrability and geodesicity on
golden manifolds. These concepts with respect to an arbitrary fixed linear con-
nection and Schouten and Vranceanu connections, defined by it, are scrutinized.

The fourth section is devoted to the construction of a golden structure on
locally product manifolds. Accordingly, the concepts of a locally product golden

Riemannian manifold and a locally decomposable golden Riemannian manifold

v



are introduced. The decomposability of locally product golden Riemannian mani-
folds is addressed. The condition for each of the components of a locally decom-
posable golden Riemannian manifold to be an Einstein manifold (or a constant
curvature manifold) is examined. Besides, a golden Riemannian structure on the
Riemannian product of two Riemannian manifolds is defined and it is shown that
the Riemannian product manifold is a locally decomposable golden Riemannian
manifold.

The fifth chapter deals with the geometry of the submanifolds of a golden
Riemannian manifold and constitutes a large part of this study. Some proper-
ties of the canonical structures on the tangent and normal bundles of any iso-
metrically immersed submanifold of a golden Riemannian manifold, induced by
the golden structure of the ambient manifold, are given. Isometrically immersed
non-invariant, invariant and anti-invariant submanifolds of a golden Riemannian
manifold with the help of induced structures on them, by the golden structure
of the ambient manifold, are investigated. The conditions for any isometrically
immersed non-invariant submanifold to be totally geodesic (or minimal) are deter-
mined. In addition, some important results are found in cases where the tangent
vector fields of the induced structure on the isometrically immersed non-invariant
submanifold are linearly dependent. It is shown that any isometrically immersed
invariant submanifold of a locally decomposable golden Riemannian manifold is a
locally decomposable golden Riemannian manifold. It is tried to find the equiva-
lent expressions to the invariance of isometrically immersed submanifolds. Totally
geodesicity of isometrically immersed invariant submanifolds is dwelt on. Some
interesting results regarding isometrically immersed invariant submanifolds are
reached. Some properties of isometrically immersed anti-invariant submanifolds
are obtained and the conditions under which for them to be totally geodesic are
discussed. Under some assumptions, a local orthonormal frame is established for
the normal bundle of any isometrically immersed anti-invariant submanifold. Be-
sides, it is shown that the second fundamental tensors corresponding to normal
vector fields determined by a local orthonormal frame of the tangent bundle of
the isometrically immersed anti-invariant submanifold are zero. Furthermore, the

geometric properties of semi-invariant submanifolds of a golden Riemannian ma-



nifold are examined and some examples are given on them. A wide investigation
is made for any semi-invariant submanifold on characterizations, parallelism of
canonical structures on its tangent and normal bundles, integrability and pa-
rallelism of the distributions which are defined on it, some classifications such
as totally geodesic, mixed totally geodesic and totally umbilical and de Rham
cohomology groups.

The sixth section is separated into a new structure called an f(3,—2,—1)-
structure or a para f (3, 2, 1)-structure on differentiable manifolds. Some examples
that show the relationship between para f (3,2, 1)-structures and golden structu-
res are obtained. The conditions for the induced structure on any isometrically
immersed submanifold of a golden Riemannian manifold to be a para f (3,2, 1)-
structure are addressed. The existence of para f (3,2, 1)-structures on the tangent
and normal bundles of semi-invariant submanifolds of a golden Riemannian ma-
nifold is researched. The notions of partially integrability and integrability of any
para f (3,2, 1)-structure are described. Fundamental properties and integrability
of para f (3,2, 1)-structures and their distributions, which are naturally defined,

are investigated.

KEYWORDS: golden structure, golden Riemannian structure, golden mani-
fold, golden Riemannian manifold, locally product manifold,
locally product golden Riemannian manifold, locally decom-
posable golden Riemannian manifold, Schouten connection,
Vranceanu connection, non-invariant submanifold, invariant
submanifold, anti-invariant submanifold, semi-invariant sub-
manifold, extrinsic sphere, de Rham cohomology group, para

£(3,2,1)-structure.
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1. GIRIS

Manifold teorisi, modern diferansiyel geometrinin énemli aragtirma alanlarin-
dan birisidir. Manifoldlar, doga ve miihendislik bilimlerinin bazi alanlarinda bir-
¢ok problemi ¢ézmek i¢in bir arag olarak kullanilmaktadir. Ayrica, bu alanlarin
gelismesine katki saglamasi ve doga ve miihendislik bilimlerinde yeni uygulama

alanlar1 bulmasi nedeniyle popiiler bir konu haline gelmigtir.

|AC|

Bir [AB] dogru pargasini, bu dogru iizerinde bulunan bir C' noktasi ile cBl =

AB . .. o

ﬁ oraninda bolme probleminin ¢éziimiiniin sonucu olarak altin oran kavrami
AC . ..

ortaya cikmigtir. z = ﬁ alinirsa, bu problem 22 = o + 1 cebirsel denkleminin

¢Ozlimiine indirgenir [1]. Bu denklemin pozitif kokii altin oran degeridir ve yakla-
sik olarak M.O. 450 yillar civarinda yasayan Yunan heykeltrasc: ve matematikei
Phidias'in adindaki ilk Yunan harfi ¢ ile gosterilir. Yani, ¢ = %5 =1,618...
olur [2].

7 Altin Say1”, 7 Altin Boliim”, 7 Altin Orant1” veya ” Altin Ortalama” olarak da
bilinen Altin Oran, antik ve modern geometriye biiyiik hayranlhigin bir sembolii
oldugu i¢in antik cagdan beri geometri, mimarlik, miizik, sanat ve felsefe gibi
bircok alanda 6nemli bir yer isgal etmektedir. Yaklagik olarak M.O. 2560 yilinda
yapilan Giza Piramidi, altin oranin kullanildigy ilk 6rneklerden birisidir [3]. Ayrica,

altin oran bircok iinlii matematikcinin ilgisini ve dikkatini cekmistir. Ornegin,



Fra Luca Pacioli (1445 — 1517), 1509 yilinda Venice'de yaymladigi De Divina
Proportione adh {i¢ ciltlik kitabinin ilk cildini altin oranin 6zelliklerinin ayrintili
bir 6zetine ayirmigtir [4]. Johannes Kepler (1571 — 1630), altin oram ” geometrinin
iki biiytlik hazinesinden biri” olarak tarif etmigtir [1].

Son yillarda altin oran, modern fizik aragtirmalarinda kargimiza ¢ikmaktadir
[5, 6, 7, 8, 9] ve niikleer fizikte olduk¢a 6nemli bir yere sahiptir [10]. Altin oran ile
Newton fiziginden goreceli mekanigine gecis arasinda yakin bir baglant1 oldugu
ortaya koyuldu ve 6zel gorelilik teorisinde, altin dikdortgen, zaman araliklarinin
geniglemesini ve uzunluklarin Lorentz kii¢iilmesini elde etmek ic¢in kullanilmig-
tir [11]. Aym zamanda, altin oran, Kantor uzay-zamaninda, konformal alan te-
orisinde, 4-manifoldlarin topolojisinde, matematiksel olasilik teorisinde, Kantor
fraktal teorisinde ve El Naschie’in alan teorisinde ilging ve énemli sonuglar {iret-
mektedir [12, 13, 14]. Dolayisiyla, bu galigmalar altin oran kavramini bir manifold
tizerinde incelemek i¢in yeni bir yapi tanimlamanin fikrini ortaya koymugtur.

K. Yano [15] tarafindan bir f-yap1 kavrami bir m-boyutlu M diferansiyelle-
nebilir manifoldu iizerinde sabit 7 rankli ve f3 + f = 0 denklemini saglayan bir
endomorfizm olarak tanimlandi. Eger m = r ise f-yap1 M manifoldu iizerinde bir
hemen hemen kompleks yapir tamimlar [16]. S. I. Goldberg ve K. Yano [17], bu
kavrami genisgleterek bir manifold {izerinde bir polinom yapisi kavramini tanim-

lad1. n-yinci dereceden bir polinom yapi, C* sinifindan bir M diferansiyellenebilir



manifoldu tizerinde

Q)=2"4aa" '+ +ax+al=0

cebirsel denklemini saglayan (1,1) tipinde bir C*°-tensor alanidir. Burada I, 6z-
deslik tensor alamidir ve x = f i¢in her p € M noktasmda f"~! (p), f"2(p),
., [(p), I (p) tensorleri lineer bagimsizdir. @ (x) monik polinomu ise bir yap1
polinomu olarak adlandirilir. Ornegin, Q; (z) = 22 + I ve Q, () = x> — I yap1
polinomlari, sirasiyla, bir hemen hemen kompleks yapisi ve bir hemen hemen
carpim yapisi tamimlar. Bir bagka deyisle, bir hemen hemen kompleks yapi ve
bir hemen hemen ¢arpim yap: birer polinom yapidir. Daha sonra A. Bucki [18§]
tarafindan aslinda bu polinom yapisinin 6zel bir durumu olan bir para f-yap: kav-
ramini m-boyutlu bir M diferansiyellenebilir manifoldu izerinde sabit r rankl ve
f2 — f = 0 denklemini saglayan bir endomorfizm olarak tanimlandi. Eger m = r
ise para f-yapt M manifoldu iizerinde bir hemen hemen carpim yapisi tanimlar
[18]. Giintimiizde, iizerinde bir f-yapi veya bir para f-yapi tanmimli manifoldlar
ve altmanifoldlar: bir ¢cok matematik¢i tarafindan galigilmaktadir. Sonug olarak,
yap1 polinomlari, C* siifindan diferansiyellenebilir reel manifoldlar tizerinde yeni
geometrik yapilar iiretmek i¢in kullanigh bir aractir.
C. H. Hretcanu [19], altin oranin manifoldlar tizerinde bir biiyiisii, biiyiik bir
etkisi ve bir gizemi olabilecegi, fizikte ve matematikte yeni uygulama alanlari

bulabilecegi ve 6énemli sonuclarinin elde edilebilecegi inanciyla yapi polinomunu

3



kullanarak bir diferansiyelenebilir manifold iizerinde yeni bir yap: inga etmeyi
diigiindii. Bu nedenle, Q (z) = x? — x — I yap1 polinomu ile C* smifindan bir
diferansiyellenebilir reel manifold tizerinde bir polinom yapisi olarak bir altin yap1
kavrami tanimladi. Yani, bir M diferansiyellenebilir manifoldu {izerinde bir altin
yap1, ®* = @ + I denklemini saglayan (1, 1) tipinde bir ® tensor alamdir [19, 20].
Ayrica, (M, ®) ikilisi ise bir altin manifold olarak adlandirilir. Benzer diisiinceyle,
srastyla, Q (z) = 2? —z+ 11 ve Q (z) = 2% — 2 + 21 yap1 polinomlar yardimiyla
tanjant altin yap1 ve kompleks altin yapi kavramlar: tanimlandi. Kompleks altin
yapinin yapi polinomunun bir kokii yeni bir kavram olan kompleks altin oran
olarak adlandirildi [20].

Bir (M, ®) altin manifoldun tanjant demetini distribiisyonlarin direkt toplami
olarak yazma ve bu distriblisyonlara karsilik gelen projeksiyon operatorler ile

manifoldu inceleme fikri daha basit ve kolay bir yontemdir. O zaman
D,={XeT,M: X =¢X}

ve

Dy ={X eT,M:9X =(1-¢)X}

diyelim. Bu durumda D = U D, ve D+ = U D, iki dogal distribiisyon tanim-
peM pEM

lar. D ve D+ distribiisyonlar:1 TM tanjant demetinin altdemetleridir. 7'M tanjant

demetinin D ve D+ distribiisyonlar: iizerine projeksiyon operatorlerini, sirasiyla,



r ve s ile gosterelim. Bu durumda

r =

(¢ — @)

Sl

ve

s:ﬁ(@—l)ljt@)

ile verilir. Burada ¢ ve 1 — ¢ degerleri, 22 — 2 — 1 = 0 cebirsel denkleminin
kokleridir [20].

M. Cragmareanu ve C. H. Hretcanu [20], bir hemen hemen ¢arpim yapz ile bir
altin yap1 arasinda dogal bir iligkinin varligin1 gésterdi. Bu iki yapi arasinda iligki

agagidaki gibidir [20]:

(a) Bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde bir P hemen hemen ¢arpim

yapisi,

I++/5P I —+/5P
@1=Tv S il

GCI)QZ 5

esitlikleri ile M manifoldu tizerinde iki tane altin yapi tanmimlar.

(b) Bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde bir ® altin yapist,

1 1

egitlikleri ile M manifoldu tizerinde iki tane hemen hemen c¢arpim yapisi

tammlar.



M. Cragmareanu ve C. H. Hretcanu [20] tarafindan yapilan ve altin manifold-
larin geometrisi ile ilgili yapilan temel ¢aligma olma 6zelligini tagiyan makalede
bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde bir ® altin yapisinin geometrisi
bu yapiya kargilik gelen hemen hemen carpim yapisi kullanilarak incelendi. Bu
calismada @ altin yapisinin integrallenebilir olmasi i¢in bir gerek ve yeter kogulun
bu yapiya kargilik gelen hemen hemen carpim yapisinin integrallenebilir olmasi
bulundu. (M, ®) altin manifoldunun tanjant demetinin ayrigimindaki D ve D+
distribiisyonlarinin her birinin integrallenebilir olmas: igin birer gerek ve yeter
kogul verildi. (M, ®) altin manifoldu {izerinde bir V lineer konneksiyona bagh
olarak Schouten konneksiyonu ve Vranceanu konneksiyonu tanimlandi. ¢ altin
yapisinin, D ve D+ distribiisyonlarinin Schouten ve Vrianceanu konneksiyonla-
rina gore paralel oldugu ispatlandi. ® altin yapisinin ve bu yapiya karsilik gelen
hemen hemen ¢arpim yapisinin V lineer konneksiyona gore paralelliginin birbirine
denk oldugu kanitlandi. ¢ altin yapisina goére paralel lineer konneksiyonlarin bir
genel formu belirlendi. Bir lif demeti iizerinde ¢ altin yapisinin bir konneksiyonu
temsil etmesi i¢in bir gerek ve yeter kosul verildi. Ayrica, lif demeti iizerinde ®
altin yapisinin integrallenebilir olmas i¢in bazi gerek ve yeter kogullar bulundu.
Herhangi bir diferansiyellenebilir manifold iizerinde bir non-lineer konneksiyon ile
bir altin yapinin nasil tanimlanabilecegi gosterildi.

Bir (M, ®) altin manifoldu bir Riemann metrigi ile donatilarak altin Riemann



yap1 ve altin Riemann manifold kavramlar: tanitildi [20, 21, 22|. Agik bir ifadeyle,
herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu tizerinde bir altin Riemann yapi, her
X, Y €' (TM) igin

g(PX,)Y) =g(X,®Y)

esitligini saglayan bir (g, ®) ikilisidir. Burada ® bir altin yapidir. Bu durumda ¢
Riemann metrigine ®-uyumlu denir. (M, g, ®) {igliisii ise bir altin Riemann ma-
nifold olarak adlandirihir [21]|. Daha sonra, C. H. Hretcanu ve M. C. Cragmareanu
tarafindan bir Riemann manifoldu iizerinde altin yapilarin 6zellikleri Riemann
manifoldlar: {izerinde insa edilen geometrik yapilarin birka¢ sonucuna dayandiri-
larak incelendi [17, 23, 24, 25, 26, 27].

Herhangi bir m-boyutlu (M, g, 5) altin Riemann manifoldunun n-boyutlu her-
hangi bir izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codim M = m — n olsun.
M manifoldu tizerinde indirgenmis yapi, (1,1) tipinde bir ® tensor alani, g in-
dirgenmis Riemann metrigi, &, tanjant vektor alanlari, u, diferansiyel 1-formlar
ve 7 x r tipinde reel degerli fonksiyonlarin bir (aas),., matrisi ile belirlidir ve
(@, g, Ua, 0y (aaﬁ)rxr) beglisi ile gosterilir. Burada, tiim geometrik nesneler M
altmanifoldu {izerindedir. Ayrica, 7'M~ normal demetinin bir yerel ortonormal
catist {Ny, Ny, ..., N,} ise her X € T'(T'M) icin M ambient manifoldu iizerinde
® (i,X) ve ® (N,) vektor alanlarinin M altmanifoldunda tanjant ve normal bile-

senleri, sirasiyla,



© (1, X) = is (P (X)) + > ta (X) N,
D (Na) =¢ir (&) + Y _aas (X) Ng,e = £1
B=1

seklindedir. Burada 4, ile i : M — M immersiyonunun tiirev déniisiimii gosteril-
mektedir. M ve M manifoldlarinin Levi-Civita konneksiyonlari, sirasiyla, V ve V
ise M ambient manifoldunda M altmanifoldunun Gauss ve Weingarten formiilleri,

sirasiyla, her XY € I'(T'M) i¢in

VixiY =i, VxY + > he(X,Y)N, (1.0.1)
a=1
ve
VixNo = =i, AaX + ) lop (X) Np (1.0.2)
B=1

ile verilir. Burada h,, 1 < a < r, N, normal vektor alanlarina karsilik gelen
ikinci temel tensorleri; A,, N, normal vektor alani boyunca sekil operatorinii;
lag, 1 < «,8 < r, M altmanifoldu iizerinde V+ normal konneksiyonuna gére
1-formlar gostermektedir [21].

Altin Riemann manifoldlarin altmanifoldlarinin geometrisi ile ilgili ilk ¢alig-
malar altmanifoldlar {izerinde taniml indirgenmis yapilar kullanilarak C. H. Hre-

tcanu ve M. Cragmareanu tarafindan yapildi [21, 22]. Ozellikle, bu ¢aligmalarda



bir altin Riemann manifoldun invaryant altmanifoldlar: incelendi ve 6nemli so-
nuglar elde edildi. Bir altin Riemann manifoldunun altmanifoldlar: iizerinde in-
dirgenmis yapilarin temel 6zellikleri belirlendi [21]. Oklidyen manifold iizerinde
bir Altin yap: 6rnegi verildi ve Oklidyen uzayda iki kiirenin bir ¢arpimi iizerinde
bir indirgenmis yap1 inga edildi. Bu indirgenmis yapinin kiire ¢arpimi iizerinde bir
altin yap1 oldugu gosterildi [22]. Bir altin Riemann manifoldunun bir altmanifoldu
tizerinde indirgenmis yapimin izi hesapland: [22]. Indirgenmis yapilar yardimiyla
altmanifoldlarin invaryant olmasi i¢in bir karakterizasyon verildi [21]. Bir yerel
ayrigtirilabilir altin Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu iizerinde ta-
niml (CID, g, Ua, EEqs (aalg)rw) indirgenmis yapisinin Nijenhuis tensorii hesaplandi
ve buna bagl olarak indirgenmis yapinin integrallenebilirlik kogulu arastirildi. Ni-
jenhuis tensoriiniin sifir olmasi igin bir gerek ve yeter kogulun her o € {1,... 7}
icin A, sekil operatorlerin indirgenmis yapiya gore degisimli yani, ®A, = A, P
oldugu bulundu. Bir yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifoldunun herhangi
bir invaryant altmanifoldu tizerindeki indirgenmig yapinin Nijenhuis tensoriiniin
sifir oldugu bulundu ve buna bagl olarak integrallenebilir oldugu gosterildi [21].

Altin oranin manifoldlar tizerinde etkisini inceleme fikri biiytk ilgi gérmekte-
dir ve son zamanlarda altin manifoldlar ve altmanifoldlarinin geometrisi bir ¢ok
matematikci tarafindan ¢aligilmaktadir.

Doktora tezi olarak hazirlanan bu ¢aligma alti boéliimden olugmaktadir.



Birinci béliim, genel bir literatiir bilgisinin ve doktara tezinin icerigi ile ilgili
bilgilerin yer verildigi girig boliimtidiir.

Ikinci béliimde, doktara tezi boyunca kullanilan bazi temel kavramlardan bah-
seldilmigtir.

Diger boliimler, tezin orijinal kismini olusturmaktadir.

Uciingii boliim altin manifoldlar tizerinde paralellik, half paralellik, anti half
paralellik, integrallenebilirlik ve geodeziklik kavramlar ile ilgilidir ve beg alt bo-
liimden olugmaktadir. Bu kavramlar, herhangi bir V lineer konneksiyonuna ve
buna bagh olarak tanimlanan Schouten ve Vranceanu konneksiyonlarina gore
[25, 28] numarali yayinlarda kullamlan yontem ve teknik yardimiyla incelendi.
Birinci ve ikinci alt boliimde, sirasiyla, altin yapilar ve altin Riemann manifold-
lar hakkinda bazi temel bilgiler hatirlatildi. Uciincii alt béliimde, herhangi bir
manifold {izerinde bir altin yapimin dogal olarak tanimladig iki distribiisyonun
paralelligi, V lineer konneksiyonunun Levi-Civita oldugu ya da olmadigi durum-
lara gore ele alindi ve distribiisyonlarin her ikisinin paralelligine denk ifadeler elde
edildi. Herhangi bir altin yapiya gore paralel lineer konneksiyonlarin formlari be-
lirlendi. Herhangi bir altin yapinin dogal olarak tanimladigi iki distribiisyonun
her birinin Schouten konneksiyonuna (ya da Vranceanu konneksiyonuna) gore
half paralel olmasi i¢in ayr1 ayr1 birer gerek ve yeter kosul bulundu. Ayrica, her

iki distribiisyonun hem Schouten konneksiyonuna hem de Vranceanu konneksiyo-
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nuna gore daima anti half paralel oldugu gosterildi. Dordiincii alt boliimde, bir
altin yapiin ve ilgili iki distribiisyonunun integrallenebilirligi tizerinde duruldu.
Vranceanu konneksiyonunun simetrik olmasi i¢in bir kogul verildi. Schouten ve
Vranceanu konneksiyonlardan herhangi biri simetrik oldugunda altin yapinin in-
tegrallenebilir oldugu kanitlandi. V lineer konneksiyonu hem Schouten konneksi-
yonu hem de Vranceanu konneksiyonu ile karsgilagtirilarak Levi-Civita konneksiyon
oldugu durumda her iki distribiisyonun integrallenebilirligi ve maksimal integral
manifoldlarinin total geodezikligi ile ilgili sonuglar elde edildi. Son alt boliimde
ise herhangi bir altin manifold {izerinde bir egrinin Schouten konneksiyonuna (ya
da Vranceanu konneksiyonuna) gore bir geodezik olmasi i¢in bir gerek ve yeter
kosul bulundu.

Dordiincii béliimde, yerel carpim manifoldlarinin bazi temel 6zellikleri hak-
kinda kisa bir hatirlatma yapildi. [16, 29] numarali yaymlardan yola ¢ikilarak
yerel carpim manifoldlar: tizerinde bir altin yap1 inga edildi. Buna dayanarak, bir
yerel ¢arpim altin Riemann manifold ve bir yerel ayrigtirilabilir altin Riemann
manifold kavramlar: tanimlandi. Herhangi bir yerel ¢arpim altin Riemann mani-
foldunun bir yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifold olmas: i¢in iki gerek ve
yeter kogul verildi. Bir yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifoldunun bilegen-
lerinin birer Einstein manifold olmasi i¢in ambient manifoldun Ricci tensoriine

bagl olarak bir karakterizasyon elde edildi. Bununla birlikte, bir yerel ayrigti-
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rilabilir altin Riemann manifoldunun bilegenlerinin birer sabit egrilikli manifold
olmasi ifadesine denk olarak ambient manifoldun egrilik tensoriiniin hangi formda
oldugu belirlendi. Ayrica, herhangi iki Riemann manifoldunun Riemann ¢arpim
manifoldu iizerinde bir altin Riemann yapi tanimlandi ve bu Riemann c¢arpim
manifoldunun bir yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifold oldugu ispatlanda.

Besinci boliim, bir altin Riemann manifoldun altmanifoldlarinin geometrisine
ayrilmistir ve beg alt boliimden meydana gelmektedir. Bu alt béliimler, sirasiyla,
izometrik immersed altmanifoldlar, indirgenmis yapilar ve non-invaryant altmani-
foldlar, invaryant altmanifoldlar, anti-invaryant altmanifoldlar ve semi-invaryant
altmanifoldlar bagliklar: altinda |26, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41|
numarali yaylar igiginda incelendi. Birinci alt boliimde, bir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir izometrik immersed altmanifoldunun tanjant ve normal
demetlerdeki ayrigimindaki endomorfizmler ve 1-formlar i¢in gegerli baz 6zellikler
verildi. Ikinci alt boliimde, herhangi bir izometrik immersed altmanifold iizerin-
deki indirgenmis yap ile ilgili [21, 22| numaral yayinlarda elde edilen 6zelliklerden
bahsedildi. Bir altin Riemann manifoldunun izometrik immersed non-invaryant,
invaryant ve anti-invaryat altmanifoldlar: {izerlerinde tanimh indirgenmis yapilar
kullanilarak ele alindi. Indirgenmis yapimnin matris elemanimim izi ile ilgili sonuc-
lar bulundu. Izometrik immersed non-invaryant altmanifoldlarin total geodezik

(ya da minimal) olma kogullar1 irdelendi. Buna bagh olarak, bazi kogullar ve-
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rildi ve 6nemli sonuglar elde edildi. Ayrica, herhangi bir izometrik immersed non-
invaryant altmanifold {izerindeki indirgenmis yapinin tanjant vektor alanlarinin
lineer bagimli oldugu durumlarda baz énemli sonuclara ulagildi. Uciincii alt bo-
liimde, bir yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifoldunun izometrik immersed
invaryant altmanifoldlarinin birer yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifold ol-
dugu kanitlandi. Herhangi bir izometrik immersed altmanifoldun invaryant olmasi
icin bir gerek ve yeter kosul verildi. Izometrik immersed invaryant altmanifoldlarin
total geodezik olmasi icin bazi kosullar belirlendi. Izometrik immersed invaryant
altmanifoldlar ile ilgili baz1 sonuglar elde edildi. Dérdiincii alt béliimde izomet-
rik immersed anti-invaryant altmanifoldlarin bazi 6zellikleri ortaya koyuldu. Her-
hangi bir izometrik immersed altmanifoldun anti-invaryant olmasi icin iki kosul
bulundu. Bunun yanisira, bu kosullar altinda, izometrik immersed anti-invaryant
altmanifoldun total geodezik oldugu sonucuna ulagildi. Herhangi bir izometrik im-
mersed anti-invaryant altmanifoldun total geodezik olmasi i¢in bir kogul bulundu.
Bazi kogullar altinda, herhangi bir izometrik immersed anti-invaryant altmani-
foldun normal demeti i¢in 6zel bir yerel ortonormal c¢ati olusturuldu. Bununla
birlikte, izometrik immersed anti-invaryant altmanifoldun tanjant demetinin her-
hangi bir yerel ortonormal ¢atisinin se¢imine gore belirlenen bazi normal vektor
alanlarinin varlhigr gosterildi ve bu normal vektor alanlarina kargilik gelen ikinci

temel tensorlerin sifir oldugu kanitlandi. Beginci alt béliim, bir altin Riemann
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manifoldunun semi-invaryant altmanifoldlar: ile ilgili detayli bir aragtirmanin ya-
pildig1 kisimdir. Altin Riemann manifoldlarda bir semi-invaryant altmanifold kav-
ramindan bahsedildi ve 6rnekler verildi. Bir altin Riemann manifoldunun her-
hangi bir altmanifoldunun semi-invaryant olmasi i¢in hem tanjant demette hem
de normal demette birer karakterizasyon verildi. Semi-invaryant altmanifoldlarin
tanjant ve normal demetlerdeki tanimindaki distribiisyonlarin karakterizasyon-
lar1 ile baz1 gergekler ortaya konuldu. Semi-invaryant altmanifoldlarin tanjant
ve normal demetlerdeki karakterizasyonunda kullanilan endomorfizmlerin ve 1-
formlarin paralelligine denk ifadeler bulundu ve buna bagl olarak bazi sonuglar
elde edildi. Semi-invaryant altmanifoldlarin tanimini karakterize eden distribiis-
yonlarin integrallenebilirligi ve paralelligi incelendi ve bu kavramlar ile ilgili gerek
ve yeter kosullar verildi. Semi-invaryant altmanifoldlarin mixed total geodezik ol-
masi i¢in bazi denk ifadeler ve bazi kogullar verildi. Mixed total geodezik semi-
invaryant altmanifoldlar i¢in baz1 sonuglar bulundu. Total umbilik semi-invaryant
altmanifoldlar i¢in temel bir simflandirma yapildi ve buna iligskin olarak bir so-
nu¢ bulundu. Herhangi bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldun tanjant
demetinde dogal olarak tanimli endomorfizmin kovaryant tiirevinin sifir oldugu
ispatlandi. Herhangi bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldun bir total ge-
odezik altmanifold (ya da bir extrinsic kiire) olmasi i¢in bir kogul belirlendi. Po-

zitif veya negatif egrilikli yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifoldlarin proper
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total umbilik semi-invaryant altmanifoldlarinin olmadigi kanitlandi ve buna bagh
olarak proper total geodezik altmanifoldlarinin da yoklugunun sonucu elde edildi.
Semi-invaryant altmanifoldlarin taniminda kullanilan distribiisyonlar yardimiyla
de Rham kohomoloji gruplar: incelendi. Baz1 kogullar altinda, herhangi bir semi-
invaryant altmanifoldun bir de Rham kohomoloji grubu tanimladigi gosterildi.
Bununla birlikte, bu kohomoloji grubu yardimiyla semi-invaryant altmanifoldlar
ile ilgili baz1 6nemli sonuclara ulasildi.

Altincr boliimde, diferansiyellenebilir manifoldlar iizerinde bir f (3, —2, —1)-
yapl veya bir para f (3,2,1)-yap1 olarak adlandirdigimiz yeni bir yap1 tanim-
landi. Para f (3,2, 1)-yapilarin altin yapilar ile iligkisini gosteren érnekler verildi.
Bir altin Riemann manifoldunun herhangi bir izometrik immersed altmanifoldu
tizerindeki indirgenmis yapinin bir para f (3,2, 1)-yap1 olmasi igin iki kogul elde
edildi. Bir altin Riemann manifoldunun herhangi bir semi-invaryant altmanifol-
dunun, sirasiyla, tanjant ve normal demetleri {izerinde ambient manifoldun al-
tin yapisinin ve tersinin tamimladigi endomorfizmlerin birer para f (3,2, 1)-yap1
oldugu gosterildi. Para f (3,2, 1)-yapilarin baz temel ozellikleri ortaya koyuldu.
Para f (3,2, 1)-yapilarin dogal olarak tanimladig: distribiisyonlarin formlar belir-
lendi ve integrallenebilirligi ile ilgili gerek ve yeter kogullar verildi. Para f (3,2, 1)-
yapilarin kismi integrallenebilirlik ve integrallenebilirlik tanimlar: yapildi. Ayrica,

para f (3,2, 1)-yapilarin kismi integrallenebilirligine ve integrallenebilirligine denk
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baz1 ifadeler bulundu.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliim, diger boliimlerin daha iyi anlagilmasini saglamak igin tensor cebiri;
dis cebir; topolojik kavramlar; diffeomorfizm kavrami; diferansiyellenebilir mani-
foldlar; C*° (M, R) halkasi; tanjant vektorler, tanjant uzaylar ve tanjant demetler;
kotanjant vektorler, kotanjant uzaylar ve kotanjant demetler; kovaryant, kontra-
varyant ve mixed tensor alanlari1 ve demetleri; manifoldlar {izerinde diferansiyel-
lenebilir doniigiimler; lineer konneksiyonlar; Nijenhuis tensorii; manifoldlarda dis
cebir ve kohomoloji; Riemann manifoldlar; Riemann manifoldlarin altmanifold-
lar1 ve manifoldlar iizerinde distribiisyonlar konu bagliklar: altinda bazi bilgilerin

verildigi temel kavramlara ayrilmigtir.

2.1 Tensor Cebiri

Tanim 2.1.1. R cismi tizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayr V' olsun. O zaman

her u,v € V ve a, f € R igin

[ lau+ Bv) = ay f (u1,v) + as f (uz,v)

kosulunu saglayan bir f :'V — R dontstimiine V vektér uzayr tzerinde lineer

fonksiyonel veya lineer form denir [42, 43].

R cismi iizerinde sonlu boyutlu bir V' vektor uzayi tizerinde tanimli tiim lineer

fonksiyonellerin kiimesi V* ile gosterilir.
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Teorem 2.1.1. R cismi tzerinde sonlu boyutlu bir V' wvektor uzayr tizerinde ta-

mimly tim lineer fonksiyonellerin V* kiimesi

(f+9) () =f() +9(v)

(Af)(v) =Af(v), AeR

kurallar: ile tanamly f 4+ g ve Af islemleri ile n-boyutlu bir vektor uzayidir ve V

vektor uzayinin dual uzayr veya kotanjant uzayr olarak adlandvrilur [42].

Tanim 2.1.2. R cismi dizerinde sonlu boyutlu bir V' vektor uzayimin dual uzayr

V* olsun. V* dual uzayinin her bir elemanina bir kovektor veya bir dual vektor

denir [43, 44].

Tanim 2.1.3. R cismi tizerinde herhangi iki vektor uzay:, U ve V' olsun. O zaman

her u,uy,us € U, v,v1,v3 €V ve ay,as € R i¢in
(@) f(arur + agug,v) = o f (ur,v) + aaf (uz,v),
(b) [ (u, 101 + agva) = an f (u,v1) + aaf (u,v2)

kosullariny saglayan bir f : U x V. — R fonksiyonuna bilineer donisim denir
[43].

Tanim 2.1.4. R cismi dzerinde sonlu boyutlu r-tane vektér uzayr Vi, Vs, ..., V,

olsun. O zaman her a,f € R vet=1,...,n i¢in
f<v1,...,avi+ﬁv;,...,vr> =af (vi,...,v,...,0.) + Bf (vl,...,"a;,...,vr>
kosulunu saglayan bir f : Vi x -+ x V., — R fonksiyonuna r-lineer doniisim
denir [42].
R cismi tizerinde sonlu boyutlu r-tane vektor uzay: iizerinde tanimli tiim 7-

lineer doniistimlerin kiimesi Vi* ® - -- ® V,* ile gosterilir.
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Teorem 2.1.2. R cismi tizerinde sonlu boyutlu r-tane vektér uzayr tizerinde tim

r-lineer donisimlerin V' @ --- @ V.* kiimesi

(f+9)(v1,...,0.) = f(vg,...,0.) + g (v1,...,0)

ve
Af) (v1, ..o v) = Af (v1, .. ,0.), AER

kurallar ile tanamly f 4+ g ve Nf islemleri ile Hdim%—boyutlu bir vektor uzayidir
i=1

ve Vi*, ..., V¥ dual uzaylarimin tensor ¢arpvma olarak adlandurilur [42].

Tanim 2.1.5. R cismi tizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayr V- olsun. Bir

FiVx--xV—R
———

r-tane

r-lineer dontgimiine kovaryant r-tensor denir [45].

R cismi iizerinde sonlu boyutlu bir V' vektor uzay: iizerinde tiim kovaryant

r-tensorlerin kiimesi 77 (V;R) veya 77 (V) ile gosterilir. O zaman
T"(V)=V*ve T (V) =R

oldugu goriiliir [46].

Teorem 2.1.3. R cismi tizerinde n-boyutlu bir V vektor uzayr tizerinde tim ko-

varyant r-tensérlerin T (V') kimesi

(f+9) (v,...,v) = f(v,...,0) +g(ve,...,0,)

ve

(Af) (1, 00) = Af (vg,...,0), AER

kurallar ile tanwmly f 4+ g ve Af islemleri ile n"-boyutlu bir vektor uzayidur [46].
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Tanim 2.1.6. R cismi dizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayr V' olsun. V' vektor

uzayrman dual uzayine V* ile gosterelim. Bir

f:Vix-o.xV*—R
—————

s-tane

s-lineer doniisimine kontravaryant s-tensor denir [45].

R cismi tizerinde sonlu boyutlu bir V' vektor uzayi tizerinde tiim kontravaryant

s-tensorlerin kiimesi Ty (V;R) veya T, (V) ile gosterilir. O halde
T, (V) =V ve Ty (V) =R

oldugu agiktir [47].

Teorem 2.1.4. R cismi tzerinde bir n-boyutlu V' vektor uzay tizerinde tim kont-

ravaryant s-tensorlerin Ty (V') kimesi

(f+9)(v1,...,05) = f(v1,...,05) + g (v1,...,0s)

ve
(Af) (v1,. . 05) = Af (v1,...,05), AER

kurallar ile tanamly f 4+ g ve Af islemleri ile n®-boyutlu bir vektor uzayidir [48].

Tanim 2.1.7. R cismi tizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayr V' olsun. V' vektor

uzayrman dual uzayine V* ile gosterelim. Bir

,

(r + s)-lineer dontgimiine (r,s) tipinde tensor veya ( ) tipinde tensor veya r-
s

kovaryant, s-kontravaryant tensor denir. Burada r tamsayisy f tensorinidnin ko-

varyant derecesi, s tamsayist ise [ tensorininin kontravaryant derecesi olarak

adlandurilir [42, 45].
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R cismi tizerinde sonlu boyutlu bir V' vektor uzay: iizerinde (r,s) tipindeki

tiim tensorlerin kiimesi 77 (V;R) veya T7 (V) ile gosterilir. Bu durumda
LV)=T(V), Ty (V)=V"T) (V) =T.(V), T} (V) =V ve Tj (V) =R

olur [47].

Teorem 2.1.5. R cismi tzerinde n-boyutlu bir V vektor uzay: dzerinde (r,s)

tipinde tensorlerin T7 (V) kimesi

(f+9) (V1,0 Uty ey Upis) = [ (U1, 0o, Upy Uity e oy Upts)
+g(vl7"'7v7“7v7‘+17"'7UT+S)
ve
(Af) (V15 Uy Uiy ooy Upg) = A (U1, 0oy Uy Upigy o, Upas) , A ER

kurallary ile tanwmly f+ g ve \f iglemleri ile n™"*-boyutlu bir vektor uzayidur [49].

2.2 Dig Cebir

Tanim 2.2.1. R cismi tizerinde bir n-boyutlu V' vektor uzay iizerinde herhangi

bir kovaryant r-tensor ¢ olsun. Eger her 1 <11 < j <r i¢in
© (V1 ViV, 0) = (U1, Uy Uy, )
ise @ kovaryant r-tensorine simetrik denir [49].

Teorem 2.2.1. R cismi tizerinde bir n-boyutlu V' vektor uzain tizerinde herhangi
bir ¢ kovaryant r-tensorinin simetrik olmasy i¢in bir gerek ve yeter kosul her
v1,...,0. €V ve o permitasyonu i¢in

@ (Va(1y, -+ Vo(r) = 0 (U1, -, 0p)
esitliginin saglanmasidur [48].
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R cismi tlizerinde sonlu boyutlu bir V' vektor uzay1 tizerinde simetrik kovaryant
r-tensorlerin kiimesi > (V) ile gosterilir.

Teorem 2.2.2. R cismi tizerinde bir n-boyutlu V' vektor uzay izerinde simetrik

kovaryant r-tensérlerin Y. (V') kiimesi T" (V') kovaryant r-tensérlerin uzayinin

—1
(n T > -boyutlu bir altuzayidur [50].
-

Tanim 2.2.2. R cismi dizerinde bir n-boyutlu V' vektor uzayr tizerinde herhangi

bir kovaryant r-tensér ¢ olsun. Her vy,... v, € V ve o permiitasyonu i¢in

1
(Sp) (v1,...,vp) = HZ@ (%—(1), e 7Ucr(r))

kuraly ile tanamly bir S : T" (V) — T" (V') donisimine simetrik operatér denir

[44. 49].

Tanim 2.2.3. R cismu tzerinde bir n-boyutlu V' vektor uzay: tiizerinde herhang:

bir kovaryant r-tensor ¢ olsun. Eger her 1 <i < j <1 i¢in

© (V1,3 Viy e Vg, 0) = =@ (U1, U Uy, V)
ise @ kovaryant r-tensorine anti-simetrik denir [49].

Teorem 2.2.3. R cismi tizerinde bir n-boyutlu V' vektor uzay: tizerinde herhangi
bir ¢ kovaryant r-tensoriniin anti-simetrik olmasy i¢in bir gerek ve yeter kosul

her vy, ... v, € V ve o permiitasyonu i¢in

© (%—(1), o ,Ua(r)) = sgnop (vy,...,0,)

esitliginin saglanmasidir [48].

R cismi tlizerinde sonlu boyutlu bir V' vektor uzay: tlizerinde anti-simetrik ko-

varyant r-tensorlerin kiimesi A" (V) ile gosterilir.
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Teorem 2.2.4. R cismi tizerinde n-boyutlu bir V' wvektér uzayr tzerinde anti-
simetrik kovaryant r-tensorlerin A" (V') kiimesi T" (V') kovaryant r-tensérlerin

uzayimin (n) -boyutlu bir altuzayidur [50].
r

Tanim 2.2.4. R cismi dizerinde bir n-boyutlu V' vektor uzayr tizerinde herhangi

bir kovaryant r-tensor ¢ olsun. Her vy,... v, € V ve o permiitasyonu i¢in

1
(Ap) (v1, ..., v0) = 5259”090 (%(1), o 7U0'(r))

kuraly ile tanuml bir A : T" (V) — T (V') dondisimine anti-simetrik operator

denir [44, 49].

Onerme 2.2.1. S ve A, swraswla, simetrik ve anti-simetrik operatorler olsun.

Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir [44):

(a) §% =S8 ve A? = A egitlikleri saglamir. Yani, S ve A projeksiyon operator-

lerdar,
(b) S(T"(V))=>"(V) ve A(T™ (V) = A" (V) esitlikleri gegerlidir,

(c) Bir ¢ kovaryant r-tensorinin simetrik olmasi i¢in bir gerek ve yeter kosul

S (¢) = ¢ olmasidar,

(d) Bir ¢ kovaryant r-tensérinin anti-simetrik olmasu igin bir gerek ve yeter

kosul A (p) = ¢ olmasidar.

Tamm 2.2.5. o € A" (V) veyp € A* (V) olsun. Her (v1,...,0p,Vpi1y. .., Upss) €

T (V) x T (V) igin
CRY(V1y .y Upy U1y ooy Upgs) = @ (V15«0 o, U) U (Upi1y o ooy Upgs)

kuraly ile tamamly o ® ¥ carpimina @ ve ¥ tensorlerinin tensor carpime denir.

Ayrica, ¢ ® ¢ tensor ¢arpima kovaryant (r + s)-tensordir [49].
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Tamm 2.2.6. ¢ € T (V) ve v € T (V) olsun. oAp = “FL A (0 @ ) kural

rls

ile tanmomly A 2 A" (V) x A5 (V) — A" (V) dondgimine ¢ ile v anti-simetrik

tensorlerin dis ¢arpimi veya wedge ¢arpimy denir [49].

Lemma 2.2.1. p € A" (V), p € A* (V) ve 8 € A' (V) olsun. Bu durumda asagi-
daki ifadeler gegerlidir [44, 49]:

(a) oA = ApAp = pAAY esitligi saglanar,
(b) A diws carpima bilineerdir,

(c) Ay = (1) YAy esitligi vardir. Bir baska deyisle, A dis carpima anti-

komutatiftir,

(d) (pAp) A =0 A (o @ @ 6) esitligi gegerlidir,

rlsit!

(e) (pAY) A8 = A (YAO) esitligi saglanar. Yani, A dis ¢carpimanin birlesme

ozelligi vardar.

R cismi iizerinde sonlu boyutlu bir V' vektor uzay1 iizerinde her r > 0 i¢in

A" (V) anti-simetrik kovaryant r-tensor uzaylarin direkt toplami A (V') ile goste-
rilir. Bu durumda A (V) = @ A" (V) olur.
r=0

Teorem 2.2.5. R cismi tizerinde sonlu boyutlu bir V' vektor uzayr tizerinde her
r >0 i¢in A" (V) anti-simetrik kovaryant r-tensor uzaylariman A (V') direkt top-

lama

n

¢+¢=Z%+Z%=Z(%+%)
r=0 r=0

r=0
ve

Ap = <>\i%) :i)\gor, AeR
r=0

r=0
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kurallars ile tanamly o+1) ve Ap islemleri ile 2™ -boyutlu bir vektor uzayrdir. Ayrica,

A (V) vektor uzayn

phy = (Zsor)A(ZwT) = pity, i+ <n
r=0 r=0

i=0 j=0

3
3

kuraly ile tanimly oAy dis ¢arpima ile R cismi dizerinde bir asosyatif cebirdir. Bu

cebire V' vektor uzayinin dis cebiri veya Grassman cebiri denir [48, 49].

Teorem 2.2.6. R cismu tizerinde sonlu boyutlu bir V' wvektér uzayr olsun. Her

who e AV (V) ve Xy, ..., X, €V igin

(W'AW?A -+ Aw") (X1, Xo, ..., X,) =det [w' (X;)], 1 <i,j <7 (2.2.1)

veya
wh (X1) w!(Xp) wh (X,)

(APA A (X, X, ) = deg | &) ) )
wh (X1) W (X2) WP (X))

esitligi saglanir [48].

Teorem 2.2.7. R cismi tzerinde sonlu boyutlu bir V' vektér uzayr olsun. Her

wh oo wm e AY(V) dgin
WAWPA - AW = Z (sgno)w’V @ w'® @ ... ®@w'™
esitligi gecerlidir [48].

2.3 Topolojik Kavramlar

Tanim 2.3.1. X bostan farkly bir kiime olsun. X kiimesinin altkimelerinin bir

atlesini T ile gosterelim. Eger
(a) 0, X e,
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(b) Heri € I igin A; € T ise UAi €T,

iel

(c) i, €1 ig¢in Aj,A; €T ise AiNA; €T

aksiyomlary saglanwyorsa T ailesine X kiimesi tzerinde bir topoloji denir. (X, T)

ikilisi ise bir topolojik uzay olarak adlandurilur [51].

Tanim 2.3.2. Herhangi bir (X, 1) topolojik uzayinda T ailesinin her bir elema-

nina bir agik kime denir [52].

Tanim 2.3.3. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X kiimesinin her bir elemanina

(X, T) topolojik uzayinin bir noktas: denir [51].

Tanmim 2.3.4. (X, 1) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Ejger X — A € 7 ise A

kiimesine T topolojisine gore bir kapaly kiime denir [53].

Tanim 2.3.5. (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. A kiimesini kapsayan en
kiiciik kapal kiimeye A kiimesinin kapamse denir ve A ile géosterilir. Bu durumda

A kiimesini kapsayan bitin kapaly kiimelerin ailesi k4 ise A kiimesinin kapanis

ile verilir [52].

Tanim 2.3.6. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Bir x € X noktasini igeren her

A C X agik altkiimesine x noktasimn bir agik komsulugu denir [53].

Tanim 2.3.7. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Bir x € X noktasin bir agik

komsulugunu kapsayan her A C X altkimesine x noktasimin komsulugu denir
[53].

Tanim 2.3.8. (X, 7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. A C U C B olacak

sekilde bir U a¢ik kiimesi varsa B kiimesine A kiimesinin bir komsulugu denir
[53].
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Tanmim 2.3.9. (X, 7) bir topolojik uzay ve 5 C 7 olsun. Eger T topolojisinin her
elemam B altailesinin elemanlarimin herhangi bir birlesimi olarak yazilabiliyorsa

B altailesine T topolojisinin bir baz denir [51].

Tanim 2.3.10. X bostan farkly bir kiime olsun. Her x,y,z € X i¢cin

(a) x #y ised(z,y) >0,
(b) d(z,y) = d(y, ),
(¢) d(z,y) <d(z,2) +d(zy),

(d) d(z,y) =0 ancak ve ancak x =y

kosullariny saglayan bir d : X x X — R fonksiyonuna X kiimesi tizerinde bir

metrik denir. (X,d) ikilisi ise bir metrik uzay olarak adlandirilir [53].

Tanim 2.3.11. n-boyutlu R" reel vektor uzayr tzerinde her v = (z1,...,2,),

Y= (Y- Yn) ER" igin

d(z,y) = (Z (zi — yz)Q)

i=1

kuraly ile taniml d : R x R" — R fonksiyonuna Pisagor metrigi veya Oklid
metrigi denir. (R™, d) ikilisi ise n-boyutlu Oklid uzay olarak adlandirilir ve E™ ile

gosterilir [48].

Tanim 2.3.12. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. X kimesinin altkimelerinin bir

ailesini A = {A; i € I} ile gosterelim. Eger bir A C X kimesi i¢in A C UA"
i€l

ise A ailesine A kiimesinin bir ortisi denir [52].

Tanim 2.3.13. Herhangi bir (X, 1) topolojik uzayinda A C X kiimesinin bir

ortisi A = {A; : 1 € I} olsun. Eger I indis kiimesi sonlu ise A ortisine A ki-

mesinin bir sonlu ortisi denir [51].
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Tanim 2.3.14. Herhangi bir (X, 7) topolojik uzayinda A C X kimesinin bir
ortisti A = {A; 11 € I} olsun. Eger I indis kiimesi saylabilir ise A ortistine A

kiimesinin bir saylabilir ortist denir [51].

Tanmim 2.3.15. Herhangi bir (X, 1) topolojik uzayinda A C X kiimesinin bir
ortisic A = {A;:i €1} olsun. Eger J C I ve {A;:je€J} C A altailesi A
kiimesi igin bir orti ise {A; : j € J} ailesine A drtisinin bir altortisi denir

[53].

Tanim 2.3.16. Herhangi bir (X, 7) topolojik uzayinda A C X kimesinin bir
ortisic A = {A; 1 € I} olsun. Eger her i € I i¢in A; altkimeleri agik ise A

ortisine A kiimesinin bir agik ortist denir [52].

Tanim 2.3.17. Herhangi bir (X, 7) topolojik uzayinda A C X kimesinin bir
ortisic A = {A; :i € I} olsun. Eger her i € I i¢in A; altkiimeleri kapalr ise A

ortisine A kimesinin bir kapale ortisi denir [51].

Tanim 2.3.18. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Eger bir A C X kiimesinin her

agk ortistinidn sonlu bir altortisi var ise A kiimesine bir kompakt kiime denir
[52].

Tanim 2.3.19. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Eger X kiimesinin her agik orti-

stintin sonlu bir altértisi var ise (X, T) topolojik uzayina bir kompakt uzay denir
[55].
Tamim 2.3.20. (X, 7) bir topolojik uzay ve A, B C X olsun. Eger AN B = () ve

AN B =0 ise A ve B kiimelerine baglantisiz kiime denir [51].

Tanim 2.3.21. (X, 7) bir topolojik uzay ve A, B C X olsun. Ejer AN B # ()

veya AN B # () ise A ve B kiimelerine baglantih kiime denir [51].

Tanim 2.3.22. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Eger X bostan farkl baglantisiz

iki kiimenin birlesimi ise (X, ) topolojik uzayina bir baglantisiz uzay denir. Yani,
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A#0, B#0, AnNB =0 ve X = AU B olacak sekilde A, B € T mevcut ise

(X, 1) topolojik uzayr bir baglantisiz uzay olarak adlandvrilir [51].

Tanim 2.3.23. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger X baglantils iki kiimenin
birlesimi degilse (X, T) topolojik uzayina bir baglantisiz uzay denir [51]. Bir baska
deyisle, (X, 1) topolojik uzays baglantily degil ise bir baglantisiz uzay olarak adlan-
duriler [52].

Tanim 2.3.24. X ve Y herhangi iki topolojik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon
olsun. Eger her V.C'Y agik kiimesinin ters gorintisi f~ (V) C X bir agik kiime

ise f fonksiyonuna sirekli denir [5]).

Tanim 2.3.25. X ve Y herhangi iki topolojik uzay ve f : X — Y birebir ve

orten bir fonksiyon olsun. Egder f ve =1 siirekli ise f fonksiyonuna bir home-

omorfizm denir [54].

Tanim 2.3.26. X wve Y herhangi iki topolojik uzay ve f : X — Y bir ho-
meomorfizm olsun. Bu durumda X ve Y topolojik uzaylarina homeomorfik veya

topololojik denk denir ve X =Y ile gosterilir [54].

2.4 Diffeomorfizm Kavrami

Tanim 2.4.1. f : R® — R bir fonksiyon olsun. Ejer f fonksiyonunun k-yince
mertebeden biitiin kismi tirevleri mevcut ve siirekli ise f fonksiyonuna CF sina-

findan diferansiyellenebilir veya C*-diferansiyellenebilir denir [54].

Tanim 2.4.2. U C R” bir a¢ik kiime ve f : U — R bir fonksiyon olsun. Eger
f fonksiyonunun k-yinct mertebeden biitiin kismi tirevleri mevcut ve siirekli ise

f fonksiyonuna C* simfindan diferansiyellenebilir veya C*-diferansiyellenebilir

denir [43].
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Tanim 2.4.3. U C R"™ bir a¢ik kiime ve f : U — R strekli bir fonksiyon olsun.
Bu durumda f fonksiyonuna C° simifindan diferansiyellenebilir veya C°-diferan-

siyellenebilir denir [43].

Tanim 2.4.4. U C R" bir agik kiime ve f : U — R™ bir fonksiyon olsun. Eger
heri=1,....,m icin f' = © o f ile verilen koordinat fonksiyonlar. C*-diferan-

siyellenebilir ise f : U —s R™ fonksiyonuna C*-diferansiyellenebilir fonksiyon

denir. Burada 7 : R" — R fonksiyonu 7 (z%,... 2% ..., 2™) = 2 ile tamimh

projeksiyondur [49, 5.

Tanim 2.4.5. U C R", V. C R™ birer a¢ik kiime ve f : U — V' bir fonksiyon

olsun. Eger her x € U i¢in

ile verilen f*, i = 1,...,m koordinat fonksiyonlar, C*-diferansiyellenebilir ise

f: U —V fonksiyonuna C*-diferansiyellenebilir denir [43].

Tanim 2.4.6. U,V C R" herhangi iki a¢ik kiime ve f : U — V bir home-
omorfizm olsun. Eger f ve f=1 diferansiyellenebilir ise f homeomorfizmine bir

diffeomorfizm denir [54].

2.5 Diferansiyellenebilir Manifoldlar

Tanim 2.5.1. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger herhangi iki farkl p,q € X
icinp €U, g€V ve UNV =0 olacak bigimde U ve V acik kiimeleri mevcut ise

(X, 1) topolojik uzayina bir Hausdorff uzay denir [46].
Tanim 2.5.2. M bir topolojik uzay olsun. Eger
(a) M bir Hausdorff uzaydar,

(b) M topolojik uzayinin topolojisi icin sayilabilir bir baz mevcuttur,
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(c) M topolojik uzayinin her noktasinin n-boyutlu E™ Oklid wzayinan bir acik

kiimesine homeomorfik bir komsulugu vardwr

kosullar: saglaniyorsa M topolojik uzayina bir topolojik n-manifold veya n-boyutlu

topologik manifold denir [46].

Tanim 2.5.3. M bir n-boyutlu topolojik manifold olsun. Eger U C M ve ¢ (U) C
R™ agik kiimeleri i¢in ¢ : U — @ (U) déntisimi bir homeomorfizm ise (U, p)

ikilisine M topologik manifoldu tizerinde bir harita denir [46].

Tanim 2.5.4. Herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu tizerinde bir harita
(U, @) olsun. U agik kiimesine bir koordinat komsulugu veya bir koordinat bolgesi

denir [46].

Tanim 2.5.5. Herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu tizerinde bir harita
(U, @) olsun. ¢ homeomorfizmine bir yerel koordinat doniisimi veya bir koordinat

sistemsi denir [46].

Tanim 2.5.6. Herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu tizerinde bir harita
(U, ) olsun. Eger p € U i¢in ¢ (p) = 0 ise (U,p) haritase p-merkezli olarak
adlandwrilir [46].

Tanim 2.5.7. Herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu tizerinde bir harita

(U, @) olsun. ¢ yerel koordinat déniisiminiin her p € U igin

o) =(x1(p),...,zn(p))

kuraly ile tanymly (x4, . .., x,) bilesen fonksiyonlarina U koordinat bolgesinde yerel
koordinatlar denir [46]. Ayrica, i € {1,...n} ise z; : U — R yerel koordinat

(U, ) haritast i¢in i-yinci koordinat fonksiyonu olarak adlandirilir ve
Ti =Tip

ile verilir. Burada r; : R® — R bir projeksiyondur [55].
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Tanim 2.5.8. Herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu tizerinde R™-degerli
haritalarm bir kolleksiyonu A = {(Ua, Pa)}pea Olsun. Eger M = U U, ise A =

a€cA

{(Ua, a)}oen kolleksiyonuna bir atlas denir [55].

Tanim 2.5.9. Herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu tizerinde R™-degerl
bir atlas A = {(Ua, @a)}oea 0lsun. Her o, 8 € Aigin pgopa—1 : @q (Us NU) —
s (Us NUg) homeomorfizmlerine gegis fonksiyonlars veya koordinat déndisimleri

denir [55].

Tanim 2.5.10. Herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu tizerinde R™-degerli

bir atlas A = {(Ua, 0a)},ea 0lsun. Eger

(a) Her o, 3 € A i¢in oo (UyNUg) formundaki kiimeler R™ Oklid uzayimda

agiktor,

(b) UsNUs # 0 oldugunda @sopa-1 : po (Us NUz) — 05 (Uy NUg) fonksiyonu
bir C*-diffeomorfizmdir

kosullare saglanayorsa A = {(Ua, 0a)}aca otlasina C* simfindan R™-degerli bir

atlas veya R™-degerli bir C*-atlas denir [55].

Tanim 2.5.11. A, ve Ay herhangi iki R"-degerli C*-atlas olsun. Eger A; U A,

birlesimi bir C*-atlas ise Ay ve Ay atlaslary denk olarak adlandirilir [55].

Tanim 2.5.12. Herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu dizerinde C* sina-
findan R™-degerli bir A atlasy daha biyiik herhangi bir atlasta kapsanmayorsa bu

durumda A atlasina bir C*-maksimal atlas denir [55].

Tanim 2.5.13. Herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu tiizerinde R™-degerl:
C*-atlaslarn bir denklik simfina bir C*-diferansiyellenebilir yapr denir. Baska
bir deyisle, herhangi bir n-boyutlu M topolojik manifoldu tzerinde herhangi bir

R"-degerli C*-maksimal atlas bir C*-diferansiyellenebilir yapr olarak adlandirilar
[55].
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Tamim 2.5.14. Herhangi bir M topolojik manifold dizerinde bir C*-diferansi-
yellenebilir yapr A olsun. Bu durumda (M, A) ikilisine bir C*-diferansiyellene-
bilir manifold denir. Eger k = oo ise (M, A) ikilisi bir C*-diferansiyellenebilir

manifold veya bir diferansiyellenebilir manifold olarak adlandvrilur [55].

Tanim 2.5.15. M herhangt bir n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold olsun.
M manifoldunu orten sonlu saynda koordinat komsuluklar:, varsa M manifolduna

kompakt denir [56].

Tanim 2.5.16. Bir M manifoldunun herhangi iki noktas: p ve q olsun. Eger
a(a) = p ve a(b) = q olacak gekilde p ve q noktalarina birlestiren M manifoldu

uzerinde bir « : [a,b] — M siirekli egrisi varsa M manifolduna baglantily denir

/46, 55].

Tanim 2.5.17. n-boyutlu R* Oklid uzaymn H* = {(21,...,2,) € R" : 2, > 0}

altuzayina n-boyutlu kapals H" st yar, uzay denir [46].

Tanim 2.5.18. n-boyutlu kapals H™ st yars uzayinin {(z1, ..., z,) € H" : z,, = 0}

altuzayina n-boyutlu kapals H™ dist yart uzayinin kenary denir ve OH™ ile gosterilir

[46].

Tanim 2.5.19. M bir topolojik uzay: olsun. Eger

(a) M bir Hausdorff uzaydar,
(b) M topolojik uzayinin topolojisi i¢in sayilabilir bir baz mevcuttur,

(c) M topolojik uzayinan her noktasinin n-boyutlu H™ st yart uzayinan bir agik

kiimesine homeomorfik bir komsulugu vardwr

kosullar saglamiyorsa M topolojik uzayina bir kenarl topolojik n-manifold veya

bir n-boyutlu kenarl topolojik manifold denir []6].
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Tanim 2.5.20. Herhangi bir kenarly n-boyutlu M topolojik manifoldu tizerinde
H"-degerli bir atlas A = {(Ua, a)}aea Olsun. Baz @ homeomorfizmleri altinda
Yo (p) € OH™ olacak sekildeki M manifoldunun bir p noktasina M manifoldunun

bir kenar noktasy denir [55].

Tanim 2.5.21. Herhangi bir kenarl n-boyutlu M topolojik manifoldunun biitiin

kenar noktalarimin kimesine M manifoldunun kenary denir ve OM gdsterilir [55].

Tanim 2.5.22. M herhangi bir n-boyutlu kenarly topolojik manifold olsun. Eger

OM =0 ise M manifolduna kenarsiz denir [55].

2.6 C>*(M,R) Halkasi

Tanim 2.6.1. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold ve f : M — R bir
fonksiyon olsun. Eger

focpi_lzgoi(U)—>R

bir C*-diferansiyellenebilir fonksiyon olacak sekilde M manifoldunun herhangi
bir p € M noktasim iceren bir (p;,U) haritast varsa f fonksiyonuna p € M

noktasinda C* simfindan diferansiyellenebilir veya C*-diferansiyellenebilir denir

[43]-

Tanim 2.6.2. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold ve f: M — R bir
fonksiyon olsun. Ejer f fonksiyonu M manifoldunun her noktasinda C*-diferan-
siyellenebilir ise bu burumda f fonksiyonuna C* sumifindan diferansiyellenebilir
veya CF-diferansiyellenebilir denir [43].

Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde taniml reel degerli

tiim C'*°-diferansiyellenebilir fonksiyonlarm kiimesi C'* (M, R) ile gosterilir.
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Teorem 2.6.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde tanimb

reel degerli tiim C*-diferansiyellenebilir fonksiyonlarin C*° (M, R) kimesi

(f+9) () = f(@)+g(x), (A\f)(@)=Af(2), xeRve (fg)(x) = f(x)g(z)

kurallar ile tanvmle f + g, cf ve fg islemleri ile bir halka yapisina sahiptir [47].

2.7 Tanjant Vektorler, Tanjant Uzaylar ve Tanjant Demet-

ler

Tanim 2.7.1. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Bir p € M

noktasine distinelim. Eger f,g € C* (M,R) i¢in

Xp(fg) :Xp(f)g+pr(g)

kosulunu saglayan bir X, : C>° (M,R) — R lineer dénisimine M manifoldu-
nun p noktasindaki tanjant vektori denir [55].

Bir M manifoldunun herhangi bir p € M noktasindaki tanjant vektorlerinin
kiimesi 7, M ile gosterilir.

Teorem 2.7.1. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldunun bir

p € M noktasindaki T,M tanjant vektorlerinin kiimesi her f € C™ (M,R) i¢in

(Xp +Y5) () = X, (/) + ¥, (f)

ve

(AX,) () = AX, (). AR

kurallar: ile tanaml X, +Y, ve AX,, islemleri ile bir vektor uzaydir ve M mani-

foldunun p € M noktasindaki tanjant uzayr olarak adlandurilir [45].
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Teorem 2.7.2. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldunun bir

p € M noktasindaki T,M tanjant uzayr n-boyutludur. Eger p € M noktasin
iceren herhangi bir harita (U;, (x')) ise

(& )

koordinat vektorleri T,M tanjant uzays icin bazdur [43, 54, 55, 57].

0
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0
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Tanim 2.7.2. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Her p € M
icin X (p) = X, € T,M kural ile tanumly bir diferansiyellebilir X : M —

UTPM dontisimiine M manifoldu tzerinde bir vektor alany denir. Bir baska

peEM
deyisle, bir M diferansiyellenebilir manifoldunun her p € M noktasina bir X,

tanjant vektori karsilak getiren bir X diferansiyellenebilir dontistimi vektor alans

olarak adlandirilir [43, 44].

Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu iizerinde bir vektor
alan1 X olsun. Eger X vektor alaninin {%h} dogal catisina gore yerel bilegenleri
X" ise bu durumda bir f € C* (M, R) fonksiyonunun X vektdr alan1 yoniinde
tirevi X f = hznjl Xh(%; ile verilir [38]. Ayrica, her f € C* (M,R) i¢in (X f) (p) =
X, f kural: ile tanimh X f : M — R fonksiyonu diferansiyellenebilirdir [44].

Bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde tiim vektor alanlarinin kiimesi
X (M) veya I' (T M) ile gosterilir.

Teorem 2.7.3. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tzerinde vektor

alanlariman T (T M) kiimesi her p € M igin

ve



kurallary ile tanimlh X +Y wve fX islemleri ile C* (M,R) halkasi tizerinde bir

modil yapisina sahiptir [50].

Tanim 2.7.3. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun tim noktala-

rindaki tanjant uzaylarnin ayrik birlesimine M manifoldunun tanjant demeti

denir ve TM ile gosterilir. Bu durumda TM = U T,M olur [46].

peEM

2.8 Kotanjant Vektorler, Kotanjant Uzaylar ve Kotanjant

Demetler

Tanim 2.8.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun bir p € M
noktasindaki T, M tanjant uzayimin dual uzayina kotanjant uzay denir ve Ty M

ile gosterilir [54).

Tanim 2.8.2. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun bir p € M
noktasindaki T; M kotanjant uzaywmin her bir elemanmina p € M noktasinda bir

tanjant kovektor veya bir kovektor denir [46].

Tanim 2.8.3. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun tim noktala-
rindaki kotanjant uzaylarimin ayrik birlesimine M manifoldunun kotanjant demeti

denir ve T*M ile gosterilir. Bu durumda T*M = U TxM olur [46].
pEM

Tanim 2.8.4. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Her p € M
icin X (p) = X, kuraly ile tanaomly diferansiyellebilir bir X @ M — UT;M
dontisimaine bir kovektor vektor alany veya bir 1-form denir. Bir ba§k£€c]l\éyi§le,
bir M diferansiyellenebilir manifoldunun her p € M noktasina bir X, kovektor

karsilik getiren bir X diferansiyellenebilir dontisimi bir kovektor vektor alana

veya bir 1-form olarak adlandvrilur [54].
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2.9 Kovaryant, Kontravaryant, Mixed Tensor Alanlari ve

Demetleri

Tanim 2.9.1. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Her p € M
icin f (p) = f, € T" (T, M) kuraly ile tanamly bir f : M — U T (T,M) diferan-
siyellenebilir dontisimine bir r-kovaryant tensor alani deﬁz’iy Bir baska deyisle,
bir M diferansiyellenebilir manifoldunun her p € M noktasina f, ile gosteri-

len bir r-kovaryant tensori karsilik getiren bir f diferansiyellenebilir doniisimai

r-kovaryant tensor alant olarak adlandvrilr [49)].

Tanim 2.9.2. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun tim nokta-
larindaki r-kovaryant tensor uzaylarmin ayrik birlesimine M manifoldunun r-

kovaryant tensor demeti denir ve T"M ile gdsterilir. Bu durumdae TT"M =

77 (1,M) olur [46].

peEM

Tanim 2.9.3. M herhang: bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Her p € M
icin f(p) = f, € Ts (T,M) kuraly ile tanuml bir f : M — UTS (T,M) di-
feransiyellenebilir dontisimine bir s-kontravaryant tensor alampfl]gmr. Yani, bir
M diferansiyellenebilir manifoldunun her p € M noktasina f, ile gdsterilen bir

s-kontravaryant tensori karsilik getiren bir f diferansiyellenebilir donisimi s-

kontravaryant tensér alana olarak adlandvrilur [46].

Tanim 2.9.4. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun tim noktala-
rindaki s-kontravaryant tensor uzaylarimn ayrik birlesimine M manifoldunun s-

kontravaryant tensor demeti denir ve T,M ile gésterilir. Bu durumda T,M =

U Ts (T,M) olur [46].

peEM

Tanim 2.9.5. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Her p € M

icin f (p) = f, € T7 (T, M) kuraly ile tanaml bir f - M — U T (T,M) diferan-
peEM
siyellenebilir dontsimine bir (r,s) tipinde tensor alani denir. Bir baska deyisle,
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bir M diferansiyellenebilir manifoldunun her p € M noktasina f, ile gosterilen
(r,s) tipinde bir tensor karsiik getiren bir f diferansiyellenebilir donisimi (r, s)

tipinde tensor alany olarak adlandvrilir [43].

Tanim 2.9.6. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun tim noktala-
rindaki (r, s) tipinde tensor uzaylariman ayrik birlesimine M manifoldunun (r, s)-

mized tensor demeti denir ve TiM ile gosterilir. Bu durumda T:M =

U 77 (7,0) olur [46].

peEM

2.10 Manifoldlar Uzerinde Diferansiyellenebilir Déniisiim-

ler

Tanim 2.10.1. M ve N herhangi iki diferansiyellenebilir manifold ve f : M —
N bir donigim olsun. f(U) C V kosulunu saglayan M ve N manifoldlarinin,

siraswyla, her (U, p) ve (V, 1) haritasi igin

Vo foyp™tip(U)— (V)

dontisimai diferansiyellenebilir ise f : M — N déndsimine diferansiyellenebilir

veya C™-diferansiyellenebilir denir [16].

Tanim 2.10.2. M ve N herhangi iki diferansiyellenebilir manifold ve f : M —
N bir diferansiyellenebilir doniisiim olsun. Eger f=1 ters fonksiyonu mevcut ve
diferansiyellenebilir ise bu durumda f : M — N dondisimiine diffeomorfizm
denir. Bu durumda M ve N manifoldlar: diffeomorfik manifoldlar olarak adlan-

dvrilur [54)].

Tanim 2.10.3. M ve N herhangi iki diferansiyellenebilir manifold ve F' : M —
N bir diferansiyellenebilir dontsim olsun. M manifoldunda segilen bir o egrisine
a(to) = p noktasinda teget olacak sekildeki her X, € T,M tanjant vektdri igin

F(p) = F (a(ty)) noktasinda F (« (to)) egrisine teget Fy (X,) tanjant vektorini
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karsibk getiren bir Fy : TyM — Tp@,) N donisimine I dondigimiinin p nok-
tasindaki diferansiyel doniisimai, tirev doniisimi veya tanjant donisimi denir.
F, tirev dontisumi dF' ile de gosterilir. Gerektigi zaman herhangi bir p € M

noktasindaki F. tirev dondigimi belirtmek icin (F\), veya (dF), yazbr [16, 50].

Tanim 2.10.4. M ve N herhangi iki diferansiyellenebilir manifold ve F : M —
N bir diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. M manifoldunun bir p € M nokta-
sinda T,M tanjant uzaywmn F, tirev donisimi altinda F, (T,M) gérintisinin
boyutuna p € M noktasinda F' : M — N donisiminin ranke denir. Eger
p € M noktasinda F : M — N donisuminin ranks m = dim M ise bu du-
rumda (F*)p tirev dontstimi birebirdir ve dim M < dim N olur. Eger p € M
noktasinda F : M — N dontstimiinin ranki n = dim N ise bu durumda (F.)

p

tirev dondisimi ortendir ve dim M > dim N olur [16].

Tanim 2.10.5. M ve N herhangi iki diferansiyellenebilir manifold ve F' : M —
N bir diferansiyellenebilir donisim olsun. Eger her p € M ig¢in (F*)p tirev do-

nistimi birebir ise F' dondistimine bir immersiyon denir [16].

Tanim 2.10.6. M ve N herhangi iki diferansiyellenebilir manifold ve F' - M —

N bir immersiyon olsun. Eger F' immersiyonu birebir ise bir imbedding olarak

adlandwrilir [16].

Tanim 2.10.7. M ve N herhangi iki diferansiyellenebilir manifold ve F' : M —
N bir diferansiyellenebilir dontisim olsun. Bir p € M noktasinda her w € T;:(p)N
1$cin

(F'w) (X,) = wF. (X,), X, € T,M

kuraly ile tanamly F* - Ty, N — Ty M déondigime pull-back doniigimi denir [44].
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2.11 Lineer Konneksiyonlar

Tanim 2.11.1. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Her X,Y €
L'(TM) ve feC™(M,R) igin

(X YT() =X Y () =Y (X (/)

kuraly ile tanymly bir [, : T (TM) x T'(TM) — U (T'M) donisimine Lie braket

operatori denir [58].

Teorem 2.11.1. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. [,] : T' (T M) X

['(TM) — T'(TM) Lie braket operatdri igin
(a) R-bilineerdir,
(b) Anti-simetriktir,

(c) Her X,Y,Z e T'(TM) i¢in [ X, Y], Z]+[[Y, Z], X]+[[Z, X],Y] = 0 esitligi

vardar,

(d) Her f e C*(M,R)ve X,Y € T (TM) i¢in [fX,gY] = fg[X,Y]+f(Xg)Y—

g (Y )X esitligi saglanar
ozellikleri gegerlidir [50).

Tanim 2.11.2. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Her f &

C= (M,R) ve X,Y,Z € T (TM) i¢in
(a) V xY = fVxY,
(b) Vx (Y +2) =VxY +VxZ,
(¢) VxiyZ =VxZ+VyZ,

(d) VifY = X (f)Y + fUxY
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kosullarini saglayan V(X,Y) = VxY kurali ile tansmly bir V : T (TM) x T (T'M)
— I'(T'M) doniistimiine M manifoldu tzerinde bir lineer konneksiyon denir.

Vx operatori ise X wvektor alanina gére kovaryant tirev olarak adlandurilr [44].

Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu iizerinde bir vektor alani X
olsun. Bir f € C* (M, R) fonksiyonunun X € I'(T'M) vektoér alanina gore ko-
varyant tiirevi Vx f = X (f) ile tanimlanir. Bu nedenle, herhangi bir (0, s) ya da
(1, s) tipinde S tensor alaninin X € I' (T'M) vektor alanina gore kovaryant tiirevi

her X; e '(TM),i=1,,...,s igin
(VxS) (X1,..., X)) = VxS (X1,..., X)) = > {S(X1,...,VxXi,...,X.)}

1=1

ile tanimlanir [38].

Tanim 2.11.3. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde (0, s) ya

da (1, ) tipinde bir tensér alany S olsun. Eger her X € I' (T M) i¢in
VxS=0
ise S tensor alamina V lineer konneksiyonuna gére paralel denir [38].

Tanim 2.11.4. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde bir lineer

konneksiyon V olsun. Her X, Y € I'(T'M) i¢in

T (v) (Xa Y) = VXY - VY)( - [va]
kuraly ile tanvmly (1,2) tipindeki bir 7 (V) tensor alamina V lineer konneksiyonu-
nun torsiyon tensori denir [38].

Tanim 2.11.5. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde bir V
lineer konneksiyonunun torsiyon tensori T (V) olsun. Eger 7 (V) = 0 ise V lineer

konneksiyonuna simetrik veya torsiyonsuz denir [44).
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Tanim 2.11.6. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde bir lineer

konneksiyon V olsun. Her X,Y,Z € T'(TM) i¢in
R(X,Y)Z =VxVyZ —NyVxZ —Vixy|Z

kuraly ile tanyml (1,3) tipindeki bir R tensor alanina V lineer konneksiyonunun

egrilik tensori denir [38].

Tanim 2.11.7. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tzerinde bir V
lineer konneksiyonunun egrilik tensori R olsun. Eger R = 0 ise V lineer konnek-

siyonuna flat veya dizlemsel denir [44].

2.12 Nijenhuis Tensorii

Tanim 2.12.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tzerinde (1,1)

tipinde bir tensor alany @ olsun. Eger her X, Y € T' (TM) igin

kuraly ile tanvmly (1,2) tipindeki bir N, : I'(TM) x I'(TM) — I' (T M) tensor

alanina ¢ tensor alanimin Nijenhuis tensori veya torsiyon tensori denir [58].

Onerme 2.12.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tzerinde her-

hangi ki (1,1) tipinde o1 ve pg tensor alanlary igin

(o1, 2] piy (X,Y) = [01.X, 02Y] — [01Y, 02 X] — 02 [01 X, Y] + 2 [01Y, X]

— 1 [02X, Y] + o1 [02Y, X+ @a01 [X, Y] + 0102 [ X, Y]

esitligi saglanur. Burada |., ] py, vektor-degerli formlarin Frolicher-Nijenhuis bra-
ketidir. Buna bagh olarak, M manifoldu tizerinde bir (1,1) tipinde ¢ tensér ala-

nminan Nigenhuis tensori

Ny =S [p, Plen (2.12.1)



ile verilir. Ustelik,

[, ] py =0 (2.12.2)

ve

N801+<P2 = Nsm + Ncpz + [9017 SOQ]FN (2.12.3)

esitlikleri gegerlidir. Burada I, M manifoldu tzerinde (1,1) tipinde birim tensor

alamdar [59].

2.13 Manifoldlarda Dig Cebir ve Kohomoloji

Tanim 2.13.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde bir anti-
simetrik r-kovaryant tensor alanina bir diferansiyel r-form veya bir r dereceli dis

diferansiyel form veya bir r-form denir [49].

Tanim 2.13.2. Bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldunun her nokta-
sinda sifirdan farkl bir diferansiyellenebilir n-form mevcut ise M manifolduna

yonlendirilebilir denir [43, 49].

Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde tiim r-formlarin kii-
mesi A" (M) ile gosterilir.

Teorem 2.13.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde tim
diferansiyel r-formlarin A" (M) kiimesi M manifoldunun r-kovaryant T M tensor

demetinin bir altuzaydir [49].

Teorem 2.13.2. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde tim dus
diferansiyel formlarin R-vektor uzayine AM ile gosterelim. O zaman ¢ € A" (M)
ve ¢ € A* (M) igin herhangi bir p € M noktasinda (o), = @, A, kuraly ile
tanamly oA = (—=1)" Y Ap ozelligini saglayan bir Ay asosyatif ¢arpymla AM

vektor uzayr R cismi dizerinde bir cebirdir [49)].
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Teorem 2.13.3. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Her w, wy,

wy € A (M) igin
(a) d (w1 + ws) = dwy + dws, d (M) = M (w),
(b) Eger wy bir r-form ise d (w1 Aws) = dwiAws+(—1)" wiAdws esitligi saglanar,
(c) d*w =0,

(d) Eger f € A°(M) = C> (M,R) ise o zaman df, f fonksiyonunun diferansi-

yelidir

kosullarima saglayan her r > 0 igin bir tek d : A" (M) — A" (M) déndisiimii

vardwr. Bu d déniisimine dis tirev denir [43, 49)].

Onerme 2.13.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tzerinde bir w

diferansiyel r-formun dus tirevi her Xo, X1,..., X, € T'(T'M) i¢in

dw(XO’Xh”.,XT) 1 {i(—l)le <w (X07X1,...,)?i,...Xr)>}

:r+1

=0

1 L ~ ~
{ S (—1)”%}([Xi,Xj},XO,Xl,...,Xi,...,Xj,...,XT>}

+ 1
T 0<i<j<r

ile verilir. Burada ~, sembolii bulundugu terimin c¢ikarildigine ifade etmektedir
[58].

Tanim 2.13.3. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tize-

rinde bir w diferansiyel r-formu i¢in dw = 0 ise w formuna kapaly denir [43].

Tanim 2.13.4. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tize-
rinde bir w diferansiyel r-formu i¢in w = df olacak sekilde bir 6 € A™1 (M)

mevcut ise w formuna tam denir [43]

Onerme 2.13.2. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu iize-

rinde tim kapaly r-formlarn kimesini Z" (M) ile gdsterelim. Bu durumda Z" (M),

d: A" (M) — A" (M) dis tiirevinin ¢ekirdegidir [55].
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Teorem 2.13.4. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tize-
rinde tim kapaly r-formlarn Z" (M) kiimesi r-formlarmin A™ (M) vektor uzayinin

bir altuzaydur [43].

Onerme 2.13.3. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu ize-
rinde tim tam r-formlarn kimesini B" (M) ile gésterelim. Bu durumda B" (M),

d: N7V (M) — A" (M) dis tiirevinin gorintisidir [55].

Teorem 2.13.5. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tize-
rinde tim tam r-formlarmn B" (M) kimesi r-formlarn A" (M) vektor uzayinin

bir altuzaydur [43].

Tamim 2.13.5. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. H}, (M) =

% ile tamamly boliim uzayina M manifoldunun r-yinct de Rham kohomoloji

grubu denir. Yani, M manifoldunun r-yinci de Rham kohomoloji grubu

 ker (d: AT (M) —s AT+ (M)
T Tm(d: A1 (M) — A7 (M)

Hip (M)
ile verilir [43, 46, 54, 55].

Tanim 2.13.6. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde bir w
diferansiyel kapale r-formunun H}j, (M) de Rham kohomoloji grubunda denklik
siifina w diferansiyel r-formunun kohomoloji siify denir ve [w] ile gdsterilir
[46]. O zaman H}, (M) de Rham kohomoloji grubu, tim kohomoloji siniflarinin
kiimesidir [54].

Tanmim 2.13.7. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun r-yinci de
Rham kohomoloji grubunun boyutuna r-yinci Betti sayisi denir ve b, (M) ile gos-
terilir. Yani, M manifoldunun r-yinci Betti saysy b, (M) = dim H}, (M) ile
verilir [43, 54].
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2.14 Riemann Manifoldlar:

Tanim 2.14.1. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Simetrik ve
pozitif tanamly (0,2) tipinde bir g : T'(TM) x T'(TM) — C*>(M,R) tensor
alanina bir Riemann metrigi veya bir metrik tensor denir. Bu durumda (M, g)

ikilisi ise Riemann manifoldu olarak adlandirilir [38].

Bir Riemann metrigi A manifoldunun her bir p noktasindaki 7),M tanjant
uzaylar1 tizerinde bir i¢ ¢arpim tamimlar [16]. O zaman bir diferansiyellenebilir
manifold {izerinde Riemann metriginin tanimli olmasi bir vektor alaninin uzunlu-
gunu ve herhangi iki vektor alanmi arasindaki aciyr tamimlamamiza olanak saglar
[44].

(M, g) bir Riemann manifold olsun. M manifoldunun herhangi bir p noktasimi
digtinelim. p noktasmndaki bir X, € T,M tanjant vektoriiniin uzunlugu veya

normu

”Xp” = Q(Xp7 Xp)

ile tanimlanir. Buna bagh olarak, p noktasindaki sifirdan farkli herhangi iki

X,,Y, € T,M tanjant vektorleri arasimdaki 6 acisi

X,.Y
0 = arccos (—g( » ¥p) )
| X | Y5

ile tamimlanir. Burada 6 agsi, [0, 7] kapali arahiginda deger alir [44].

Tanim 2.14.2. M herhangi bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Bir p € M
noktasindaki sifirdan farkls herhangi iki X,,,Y, € T,M tanjant vektorleri i¢in eger

9(X,, X,) =0 ise X, ve'Y, ortogonal tanjant vektorleri olarak adlandvrilur [45].
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Tanmim 2.14.3. Herhangi iki (M, g) ve (H, §) Riemann manifoldlar: arasinda
bir diffeomorfizm ¢ olsun. Eger ¢*g = g ise ¢ diffeomorfizmine bir izometri
denir. Bu durumda (M, g) ve (M, g) 1se izometrik Riemann manifoldlary olarak

adlandurilir [45].

Tanim 2.14.4. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu tizerinde bir lineer kon-
neksiyon V olsun. Eger g Riemann metrigi paralel, diger bir deyisle, her X,Y, Z €
L (TM) igin

Xg(V,Z)=g(VxY,Z)+g(Y,VxZ)

1se V. lineer konneksiyonuna bir Riemann konneksiyon veya bir metrik konneksi-

yon denir [38].

Teorem 2.14.1. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu tizerinde bir tek torsi-

yonsuz V Riemann konneksiyonu vardur [38].

Teorem 2.14.1’de belirtilen V Riemann konneksiyonu Levi-Civita konneksiyon

olarak adlandirilir ve Koszul formulii ad1 verilen her XY, Z € I' (T'M) igin

29 (VxY,Z)=Xg(Y,Z)+Yg(Z,X) - Zg(X,Y) (2.14.1)

+9(Z, X, Y]) +9(Y,[Z X]) =g (X, [V, Z])

esitligi ile verilir [38].

Tanmim 2.14.5. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldunun egrilik tensér R ol-

sun. Her X, Y, Z, W € I'(TM) i¢in
K(X,Y,ZW)=g(R(X,Y)Z,W)

kuraly ile tanvmly (0,4) tipindeki bir K tensor alamna (M, g) Riemann manifol-

dunun Riemann-Christoffel egrilik tensori denir [44].
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Teorem 2.14.2. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldunun Riemann-Christoffel
egrilik tensori K olsun. Bu durumda her X,Y,Z, W € I'(T'M) i¢in

(a) K(X,Y,Z,W)=—K(Y,X,Z,W),
(b) K (X,Y,Z,W)+ K (Y,Z, X, W)+ K (Z,X,Y,W) =0,
(c) K(X,Y,Z,W) =K (X,Y,W,Z),
(d) K(X,Y,Z,W) =K (ZW,X,Y)
esitlikleri saglanar [43].

Tanim 2.14.6. Herhangi bir n-boyutlu (M, g) Riemann manifoldunun egrilik ten-
sorii R ve yerel ortonormal vektor alanlarimn bir ¢atisi {E1, ..., E,} olsun. Her

X,Y e '(T'M) igin
S(X,)Y)=> g(R(E,X)Y, E)
i=1
kuraly ile tanuml (0,2) tipindeki bir S tensér alanina (M, g) Riemann manifol-
dunun Ricci tensori denir [38].

Tanim 2.14.7. Herhangi bir n-boyutlu (M, g) Riemann manifoldunun Ricci ten-

sort S olsun. Her XY € I'(TM) igin

9(QX,Y)=5(X,Y)
ile tanwmly (1,1) tipindeki bir Q) tensdr alamina (M, g) Riemann manifoldunun
Ricci operatori denir [16].

Tanim 2.14.8. Herhangi bir n-boyutlu (M, g) Riemann manifoldunun Ricci ten-
sorii S wve yerel ortonormal vektor alanlarimin bir catiss {Ey, ..., E,} olsun. O
zaman
p=7> S(E,E)
i=1
ile tanamly bir p global skaler alanina (M, g) Riemann manifoldunun skaler egriligi

denir [38].
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Tanim 2.14.9. Herhangi bir n-boyutlu (M, g) Riemann manifoldunun bir p nok-
tasindaki T,M tanjant uzayinin 2-boyutlu bir I1 altuzayina (M, g) Riemann ma-

nifoldunun tanjant dizlemi denir [57].

Tanim 2.14.10. Herhangi bir n-boyutlu (M,g) Riemann manifoldunun egrilik
tensort R ve bir p noktasindaki tanjant dizlemi 11 olsun. Eger 11 = Span{X,,Y,}
15€
g (R (XP7 Y;) }/pa XP)
2
g (XP7 Xp) g (Y}Ja Y}J) -9 (XP7 Y;)
ile tanwmly Ky (I1) veya Ky (X, NY,) reel saysina 11 tanjant dizleminin kesit

Ky (D) = Ky (Xp A Y) =

egriligi denir [55].
Herhangi bir n-boyutlu (M, g) Riemann manifoldunun bir p noktasindaki IT
tanjant dizleminin K, (I1) kesit egriligi I tanjant diizleminin baz segiminden

bagimsizdir [43].

Tanim 2.14.11. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldunun her bir p € M
noktasindaki tim Il tanjant dizlemleri i¢in Ky (I1) kesit egriligi sabit ise M

manifolduna bir sabit egrilikli uzay veya bir uzay form denir [16].

Teorem 2.14.3. Herhangi bir sabit k egrilikli (M, g) Riemann manifoldunun

egrilik tensor alam her X, Y, Z € I' (T M) i¢in
R(X,Y)Z=k[g(Y,2) X — g(X,2)Y]

formundadur [16].

Tanim 2.14.12. Herhangi bir sabit egrilikli (M, g) Riemann manifoldunun kesit

egriligi negatif ise (M, g) Riemann manifolduna bir hiperbolik uzay form denir
[16].
Tanim 2.14.13. Herhangi bir sabit egrilikli (M, g) Riemann manifoldunun kesit

egriligi sufr ise (M, g) Riemann manifolduna bir flat uzay form denir [16].
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Tanim 2.14.14. Herhangi bir sabit egrilikli (M, g) Riemann manifoldunun kesit

egriligi pozitif ise (M, g) Riemann manifolduna bir eliptik uzay form denir [16].

Tanim 2.14.15. Herhangi bir n-boyutlu (M,g) Riemann manifoldunun Ricci

tensori S olsun. Bir p € M noktasindaki sifirdan farkle X, tanjant vektori icin

S (Xp, Xp)
g (Xp) B g (in Xp)

ile tanamh k (X)) reel saypsina (M, g) Riemann manifoldunun X, tanjant vekto-
rine gore Ricci egriligi denir. Eger k(X,) Ricci egriligi X, tanjant vektorinin

p € M noktasinin se¢iminden bagimsiz ise o zaman Ricci tensori
S =kg
ile verilir. Burada her X, € T,M i¢in k =k (X,,) esitligi gecerlidir [38].

Tanim 2.14.16. Herhangi bir n-boyutlu (M,g) Riemann manifoldunun Ricci
tensori S olsun. Eger

S =kg

olacak sekilde bir k sabiti var ise (M, g) Riemann manifolduna bir Einstein uzay

veya bir Einstein manifold denir [16, 38].

Tamim 2.14.17. (M, g) ve (N, h) herhangi iki Riemann manifold ve F : M —
N bir donisim olsun. Eger M Riemann manifoldunun bir p noktasinda her
X,,Y, € T,M ic¢in g(X,,Y,) = h(F.X,, F.Y,) ise F : M — N déndisimiine

p € M noktasinda izometrik denir [60].

Tanim 2.14.18. (M, g) herhangi bir Riemann manifold, N herhangi bir manifold
ve t : N — M bir immersiyon olsun. EGer N manifoldu h = 1*g indirgenmis

Riemann metrigi ile verilirse o zaman v tmmersiyonuna bir izometrik immersiyon

denir [45].
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Tanim 2.14.19. (M, g) herhangi bir Riemann manifold, N herhangi bir manifold
ve t : N — M bir imbedding olsun. EgGer N manifoldu h = *g indirgenmis
Riemann metrigi ile verilirse o zaman 1 tmbeddingine bir izometrik imbedding

denir [45].

Tanim 2.14.20. (M, g) herhangi bir n-boyutlu yonlendirilebilir Riemann mani-
fold olsun. Eger bir p € M noktasinin U koordinat biolgesinde yerel koordinatlary
a2 dse o = yJdet g idat A+ - Ada™ ile tanamly diferansiyel n-formuna M

Riemann manifoldunun hacim formu denir [54].

Tanim 2.14.21. Herhangi bir n-boyutlu (M, g) yonlendirilebilir Riemann mani-

foldu tzerinde bir diferansiyel r-formu w olsun. Her (n — r)-form p i¢in
wAp = g (xw, p) o

esitligi saglayan xw diferansiyel (n — r)-formuna w formunun Hodge duali denir.

Burada o, M Riemann manifoldunun hacim formunu gdéstermektedir [54].

Tanim 2.14.22. Herhangi bir n-boyutlu (M, g) yonlendirilebilir Riemann mani-

foldu tizerinde her w diferansiyel r-formu i¢in
dw = (=) e d % w (2.14.2)

kuraly ile tanamly 6 : A" (M) — A" (M) déniisimiine ko-diferansiyel operatir

denir [47, 54].

Tanmim 2.14.23. Herhangi bir n-boyutlu yonlendirilebilir (M, g) Riemann mani-
foldu tizerinde bir w diferansiyel r-formu i¢in dw = 0 ise w formuna ko-kapalidir

denir [54].

Tanim 2.14.24. Herhangi bir n-boyutlu yonlendirilebilir (M, g) Riemann mani-
foldu tizerinde her w diferansiyel r-formu i¢in Aw = (dd + 0d) w = dow + ddw
kuraly ile tansmly A : A" (M) — A" (M) déndisimine Laplace—de Rham operator

denir [54].
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Tanmim 2.14.25. Herhangi bir n-boyutlu yonlendirilebilir (M, g) Riemann mani-
foldu tizerinde bir w diferansiyel r-formu i¢in Aw = 0 ise w formuna harmonik

denir [54].

Onerme 2.14.1. Herhangi bir kompakt, yonlendirilebilir ve kenarsiz (M,g) Ri-
emann manifoldu tzerinde bir w diferansiyel r-formunun harmonik olmast i¢in

bir gerek ve yeter kosul d =0 ve § =0 olmasidir [47].

Teorem 2.14.4. (Hodge Teoremi) Herhangi bir kompakt, yonlendirilebilir ve ke-
narsiz (M, g) Riemann manifoldu tzerinde her kapali r-form bir tek harmonik
kohomoloji sinaf temsilcisine sahiptir. Baska bir deyisle, de Rham kohomolojisi

H}p (M) ile M manifoldu tzerinde harmonik r-formlarin uzayr Y, (M) izomor-

fiktir [54].

Teorem 2.14.5. (Poincaré Duality Teoremi) (M, g) herhangi bir n-boyutlu kom-
pakt, baglantily, yonlendirilebilir ve kenarsiz Riemann manifold olsun. Bu du-

rumda her r < n i¢in

Hip" (M) = Hgg (M)

olur. Ozellikle, b,_j, = by, ise izomorfiklik dogal olarak varder [54].

2.15 Riemann Manifoldlarin Altmanifoldlar:

Tamm 2.15.1. M ve M herhangi iki diferansiyellenebilir manifold olsun. Ejer
F : M — M déniisiimii bir immersiyon ise M manifolduna M manifoldunun

bir immersed altmanifoldu denir [16, 56].

Tanim 2.15.2. M ve M herhangi iki diferansiyellenebilir manifold olsun. Eger
F: M — M déndisiimii bir imbedding ise M manifolduna veya F (M) goriintii-

siine M manifoldunun bir imbedding altmanifoldu denir [16, 56].
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Bir M manifoldunun herhangi bir altmanifoldu M ise bu durumda M altma-
nifoldu ya bir immersed altmanifolddur ya da bir imbedded altmanifolddur [16].

M manifolduna ise ambient manifold denir [45].

Tamm 2.15.3. Bir M manifoldunun herhangi bir altmanifoldu M olsun. M alt-
manifoldu dizerinde bir X € T (T'M) vektér alaniny diisiinelim. Eger M ambient
manifoldu tzerinde tanimly bir X vektor alaninin M altmanifolduna kisitlanmass

X, baska bir deyisle X |y = X ise X vektir alamna X vektor alaninn bir genis-

lemesi denir [56].

Tanim 2.15.4. Bir (M, g) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu
M ve v : M — M bir immersiyon olsun. Ejer v immersiyonu birebir ise M

altmanifolduna M Riemann manifoldunun Riemann altmanifoldu denir [45].

Tanim 2.15.5. Bir (M, g) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu M

olsun. Bu durumda her X,Y € I' (T M) i¢in
g(X,Y)=g(X,Y)

ile tanamly g Riemann metrigine M altmanifoldu tizerinde bir indirgenmais metrik

denir. Ayrica, M altmanifoldu g Riemann metrigi ile bir Riemann manifolddur
[56].

Tanim 2.15.6. Bir (M, g) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu M
olsun. Bir p € M noktasinda M ambient manifoldu dizerinde Vp tanjant vekto-
rind distinelim. Eger p € M noktasinda her X, € T,M tanjant vektori icin
7 (X,,V,) =0 ise V, tanjant vektorine M altmanifoldunun M ambient manifol-

dunda bir normal vektori denir [16].

Tanim 2.15.7. Bir (H, g) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu
M olsun. M altmanifoldunun M ambient manifoldunda bir birim normal vektor

alamina M altmanifoldu dzerinde bir normal kesit denir [16].
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Bir (H, y) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu M olsun. M
altmanifoldunun M ambient manifoldunda tiim normal vektérlerinin vektor de-
meti TM* ile gosterilir. Bu durumda M ambient manifoldunun tanjant demeti
M altmanifoldunun 7'M tanjant demeti ile TM+ normal demetinin direkt topla-
midir. Yani, M ambient manifoldunun TM tanjant demeti TM = TM & TM*
ayrigimina sahiptir [16].

Teorem 2.15.1. Bir (H, §) Riemann manifoldunun herhangi bir M altmanifoldu
tizerinde tanvmly X ve Y vektor alanlarmin genislemeleri, siraswyla, X veY olsun.
Bu durumda [X,Y] }M ve Vy7|M vektor alanlars X ve Y wvektor alanlarimm M
ambient manifolduna genislemelerinden bagimsizdir. Buna ek olarak, [7, ﬂ |M =
[X,Y] ve vy?hw = VY esitlikleri gecerlidir. Burada ¥V, M ambient manifoldu

tzerindeki Levi- Civita konneksiyonu gostermektedir [16].

Tanim 2.15.8. Bir (H, g_]) Riemann M manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. Her X, Y € I' (TM) ig¢in
= L
h(X,)Y)= (VXY)

kuraly ile tanamly b - T (TM) x T'(TM) — T (TM*) déniigimiine M altmani-

foldunun ikinci temel formu denir [45].

Lemma 2.15.1. Bir (M, g) Riemann M manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. M altmanifoldunun ikinci temel formu h i¢in

(a) M altmanifold iizerinde tanvmh vektér alanlarman M ambient manifolduna

genislemelerinden bagimsizdar,
(b) C* (M,R)-bilineerdir,
(c) Simetriktir
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ozellikleri gegerlidir [45].

Lemma 2.15.2. Bir (M, g) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. Her X, Y € I'(TM) i¢in
V(X,Y)=VxY = (VxY)'

kuraly ile tanaml V : T (TM) x T'(TM) — T'(T'M) déniisimi M altmanifoldu
lizerinde simetrik ve torsiyonsuz bir lineer konneksiyondur. Yani, V bir Levi-

Ciwita konneksiyondur ve indirgenmis konneksiyon olarak adlandurilir [45].

Teorem 2.15.2. Bir (H, §) Riemann manifoldunun herhang: bir altmanifoldu
M olsun. Bu durumda M ambient manifolduna genislemesi mevcut her X,Y €

[ (T M) vektor alanlar i¢in M altmanifoldu boyunca
VxY =VxY +h(X,Y)
esitligi gecerlidir. Bu egitlige Gauss formili denir [45].

Tanim 2.15.9. Bir (ﬂ, g) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu M

olsun. Her X € T (TM) ve V € T (TM*) igin
AV, X) = Ay X = — (VxV) '

kuraly ile tansmle A : T (TM) x I (TM*) — T'(TM) déniisiimiine M altmani-
foldunun sekil operatori, Weingarten temel tensori veya Weingarten doniisimi
denir. Ay : I'(TM) — T (TM) donisimi ise V normal vektor alanina gore
M altmanifoldunun sekil operatori, Weingarten temel tensori veya Weingarten

doniisimi olarak adlandurilir [38, 55].

Onerme 2.15.1. Bir (H, §) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. M altmanifoldunun A sekil operatori C°° (M, R)-bilineerdir [56].
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Onerme 2.15.2. Bir (M, ﬁ) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu
M olsun. M altmanifoldunun A sekil operatori self adjointtir. Yani, her XY €
[(TM) ve V el (TM?) igin

g(AvX,Y) =7 (AvY, X) (2.15.1)
egitligini saglar [56].

Onerme 2.15.3. Bir (M, ﬁ) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu
M olsun. M altmanifoldunun ikinci temel formu h ile sekil operatori A arasinda

her X,Y € I (TM) ve V € I (TM™) igin
g(h(X,Y),V) =g (AvX,Y) (2.15.2)
seklinde bir baginty vardur [56].

Onerme 2.15.4. Bir (M, §) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. Her X € T (TM) ve V € T (TM*) igin
VH(X, V) = VYV = (VxV)©

kuraly ile tanamh V4 : T (TM) x T (TM*) — T (TM™*) dénisiimi M altmani-
foldunun TM* normal demeti tizerinde indirgenmis metrige gore TM~* normal

demetinde bir metrik konneksiyondur ve normal konneksiyon olarak adlandirilir

/16, 56].

Teorem 2.15.3. DBir (H, g) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu
M olsun. Bu durumda M ambient manifolduna genislemesi mevcut her X €

I'(TM) veV € T (TM*) vektor alanlary i¢in M altmanifoldu boyunca
VxV = -AyX + ViV

esitligi gecerlidir. Bu egitlige Weingarten formili denir [45].

57



Tanim 2.15.10. Bir (M7 §) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu
M olsun. M altmanifoldu izerinde bir V€ T’ (TML) normal vektor alaniny dii-
stinelim. Eger her X € T (TM) igin VV = 0 ise V normal vektér alany T M+
normal vektér demetinde paralel olarak adlandvrilir. Burada V*, M altmanifoldu

tizerindeki normal konneksiyonu gostermektedir [16].

Tanim 2.15.11. Bir (H, §) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu
M olsun. Eger M altmanifoldunun ikinci temel formu h veya sekil operatori A

sifir vektor alanina esit ise M total geodezik bir altmanifold olarak adlandirilr

/38].

Tanim 2.15.12. Bir (H, §) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu
M olsun. Eger bir V. normal kesiti ve bir a € C*®(M,R) i¢in Ay = al ise
M altmanifolduna V' normal kesitine gore bir total umbilik altmanifold denir. V

normal kesiti ise M altmanifoldu tzerinde bir umbilik kesit olarak adlandvrilir

/38].

Tanim 2.15.13. Bir (M7 §) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu
M olsun. Eger M altmanifoldu her normal kesite gore total umbilik ise M bir

total umbilik altmanifold olarak adlandirilur [38].

Tanim 2.15.14. Bir (M, §) Riemann manifoldunun n-boyutlu herhangi bir M
altmanifoldunun tkinci temel formu h ve bir p € M noktasinda T,M tanjant

uzaywnan bir ortonormal baz {Eq, . . ., En}p olsun. O zaman

ile tanamly T'r (h) normal vektér alanana h ikinci temel formunun izi denir. h
ikinci temel formunun Tr (h) izi p € M noktasinda T,M tanjant uzaywnin baz

segiminden bagimsizdur [38].
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Tanim 2.15.15. Bir (M, §) Riemann manifoldunun n-boyutlu herhangi bir M

altmanifoldunun h ikinci temel formu Tr (h) olsun. O zaman

H=-=Tr(h)

n

ile tanwmiy H normal vektor alanina M altmanifoldunun ortalama egrilik vektori

denir [38].

Tanim 2.15.16. Bir (M, §) Riemann manifoldunun n-boyutlu herhangi bir M
altmanifoldunun ortalama egrilik vektori H olsun. Eger H = 0 ise M altmani-

folduna bir minimal altmanifold denir [38].

Onerme 2.15.5. Bir (H, §) Riemann manifoldunun n-boyutlu herhangi bir M
altmanifoldunun ikinci temel formu h ve ortalama egrilik vektori H olsun. O

zaman M altmanifoldunun bir total umbilik altmanifold olmasi i¢in bir gerek ve

yeter kosul her X, Y € T'(TM) i¢in
h(X,)Y)=9g(X,Y)H (2.15.3)
veya denk olarak her X, Y € I'(TM) ve V €T (TML) i
AvX =G(H, V)X (2.15.4)
esitliginin saglanmasidur [38].

Teorem 2.15.4. Bir (M, g) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu M
olsun. M ve M manifoldlarnn egrilik tensér alanlarina, siraswyla, R ve R ile gos-
terelim. Bu durumda M ambient manifolduna genislemesi mevcut her X,Y, Z, W €

[ (T M) vektor alanlar i¢in M altmanifoldu boyunca
g (R(XY) ZIV) =g (R(X.Y) ZIW)~g (b (XV), h (¥, 2))+3 (h (V;W), b (X,2))

esitligi gecerlidir. Bu egitlie Gauss denklemi denir [16, 38, 56].
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Tanim 2.15.17. Bir (H, E) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu

M olsun. Her X,Y,Z € I'(TM) ig¢in
(Vh) (X,Y,Z)= (Vxh) (Y,2)=V% (h (Y,2))=h (VxY,Z)—h (Y, VxZ) (2.15.5)

kural ile tamaml Vh : T (TM) x I (TM) — I (T'M™) doniisiimiine h ikinci
temel formunun kovaryant tiirevi denir. ¥V xh operatori ise X vektor alanina gore

h ikinci temel formunun kovaryant tirevi olarak adlandurilir [38].

Tanim 2.15.18. Bir (H, E) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu
M olsun. Eger her X icin Vxh = 0 ise h ikinci temel formu paralel olarak

adladvrilur [16].

Teorem 2.15.5. Bir (M, §) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu M
olsun. M ve M manifoldlarinin egrilik tensor alanlarn, siraswyla, R ve R ile gos-
terelim. Bu durumda M ambient manifolduna genislemesi mevcut her X,Y, 7 €

[ (T M) vektor alanlar i¢in M altmanifoldu boyunca
—all n — —
(R(X,Y)Z) = (Vxh) (Y,Z)— (Vyh) (X, 2)

esitligi gecerlidir. Bu esitlige Codazzi denklemi denir. Eger M altmanifoldu total

umbilik ise bu durumda Codazzi denklemi her V € I’ (TML) 1¢in
J(R(X,Y)Z,V) =g (Y. 2)g (VxH,V) =g(X, 2)g (V¥H,V)  (2.15.6)
ile verilir [16, 38, 56].

Teorem 2.15.6. Bir (M, ﬁ) Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu
M olsun. M ve M manifoldlarinan egrilik tensér alanlarma, sirasiyla, R ve R ile

gosterelim. Bu durumda M ambient manifolduna genislemesi mevcut her X,Y €

L'(TM)veUV el (TML) vektor alanlary i¢in M altmanifoldu boyunca

esitligi gecerlidir. Bu egitlige Ricci denklemi denir [16, 38, 56].
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2.16 Manifoldlar Uzerinde Distribiisyonlar

Tanim 2.16.1. Herhangi bir diferansiyellenebilir manifold M olsun. Her bir p €
M noktasina T,M tanjant uzayinin r-boyutlu D, altuzayime karsibk getiren D
doniisimaine bir r-boyutlu tanjant distribisyon veya bir r-boyutlu distribiisyon

veya bir r-dizlem alan denir [38, 46].

X € I'(TM) olsun. Eger her p € M i¢in X, € D, ise X vektoér alam1 D
distribiisyonuna aittir ve X € I' (D) ile gosterilir [38].

Tanim 2.16.2. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tzerinde bir r-
boyutlu distribiisyon D olsun. Her p € M noktasinin bir komsulugunda r-tane
diferansiyellenebilir X1,..., X, € T'(D) lineer bagimsiz vektor alanlart mevcut

ise D distriblisyonuna diferansiyellenebilir denir [38].

Bundan sonra aksi belirtilmedikge, tiim distribiisyonlarin C'*° sinifindan dife-
ransiyellenebilir oldugunu varsayalim.

Tanim 2.16.3. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde bir dist-
ribiisyon D olsun. Eger her X,Y € I'(D) i¢in [X,Y] € T' (D) ise D distribiisyo-

nuna involutif denir [38].

Tamm 2.16.4. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun bir altmani-
foldu M olsun. M ambient manifoldu dizerinde bir D distribiisyonunu disinelim.
Eger her p € M i¢in Ep = F, (T,M) ise M altmanifolduna D distribiisyonunun

bir integral manifoldu denir. Burada F : M — M bir imbeddingtir [16, 38].

Tamm 2.16.5. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun bir altmani-
foldu M olsun. M ambient manifoldu tizerinde bir D distribiisyonunu distinelim.

Eger D distribisyonunun M altmanifoldunu iceren baska bir integral manifoldu
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yoksa M altmanifolduna D distribiisyonunun bir maksimal integral manifoldu de-

nir [38].

Tamm 2.16.6. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldunun bir altmani-
foldu M olsun. M ambient manifoldu izerinde bir D distribiisyonunu disinelim.
Eger her bir p € M noktasim iceren D distribiisyonunun bir integral manifoldu

varsa D distribiisyonuna integrallenebilir denir [38].

Teorem 2.16.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde bir
distribiisyon D olsun. Eger D distribiisyonunu involutif ise integrallenebilirdir.
Ayrica, her bir o € M noktasindan gegen bir tek M maksimal integral manifoldu
vardwr ve p € M noktasin iceren diger integral manifoldlar M maksimal integral

manifoldunun bir agik altmanifoldudur. Bu teoreme Frobenius Teoremi denir [38].

Tanim 2.16.7. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde bir lineer
konneksiyon V wve bir distribisyon D olsun. Eger her X € T (TM) ve Y € T' (D)
ise VxY € I'(D) ise D distribiisyonuna V lineer konneksiyonuna gore paralel

denir [38].

Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu {izerinde iki tamamlayic1 dist-
ribiisyon D ve D’ olsun. Bu durumda TM tanjant demeti TM = D@ D' ayrisim
ile verilir [38].

Teorem 2.16.2. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde iki ta-
mamlayicr distribiisyon D ve D' olsun. TM tanjant demetinin D ve D' distribiis-
yonlarina projeksiyon operatorlerini, siraswyla, v ve s ile gosterelim. Bu durumda
D wve D' distribisyonlarina gore paralel ¥V lineer konneksiyonlar her X,Y €

I'(TM) igin
VxY =rVirY 4+ sVysY +7Q (X,rY) + sQ (X, sY)
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ile verilir. Burada V' ve Q, siraswyla, M manifoldu tizerinde herhangi bir lineer

konneksiyon ve (1,2) tipinde bir tensor alanidur [38].

Teorem 2.16.3. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu tzerinde iki tamamla-
yrce ve ortogonal distribiisyon D ve D olsun. (M, g) Riemann manifoldu tizerin-
deki Levi-Civita konneksiyonu V ile gisterelim. D ve D+ distribiisyonlarinin V
Levi-Civita konneksiyonuna gore paralel olmast i¢in bir gerek ve yeter kosul D ve
D+ distribiisyonlarimin integrallenebilir ve maksimal integral manifoldlarimin M

ambient manifoldunda total geodezik olmasidir [38].

Teorem 2.16.4. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu tizerinde iki tamam-
layicy ve ortogonal distribiisyon D ve D+ olsun. (M, g) Riemann manifoldu dize-
rindeki Levi-Civita konneksiyonu V ile gosterelim. D distribiisyonunun V Levi-
Civita konneksiyonuna gére paralel olmas i¢in bir gerek ve yeter kosul D+ dist-

ribiisyonunun V Levi-Civita konneksiyonuna gore paralel olmasidur [38].
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3. ALTIN MANIFOLDLAR

Bu boliim beg alt boliimden olugmaktadir ve altin manifoldlar iizerinde pa-
ralellik, half paralellik, anti half paralellik, integrallenebilirlik ve geodeziklik kav-
ramlarina yer verilmigtir. Bu kavramlar aragtirilirken herhangi bir lineer konnek-
siyon ve buna bagl olarak tanimlanan Schouten ve Vranceanu konneksiyonlari
kullanilmigtir. Birinci ve ikinci alt boliimlerde, sirasiyla, altin yapilar ve altin Ri-
emann manifoldlar ile ilgili baz1 temel bilgilerden bahsedildi. Ugiingii alt boliimde,
herhangi bir manifold {izerinde bir altin yapinin dogal olarak tanimladig: iki dist-
ribiisyonun paralelligi herhangi bir lineer konneksiyonunun Levi-Civita oldugu ya
da olmadigr durumlara gore incelendi ve distriblisyonlarin her ikisinin paralelligi
i¢in gerek ve yeter kogullar verildi. Herhangi bir altin yapiya gore paralel lineer
konneksiyonlar i¢in genel bir form saptandi. Herhangi bir altin yapinin dogal iki
distribiisyonunun her birinin Schouten konneksiyonuna (ya da Vranceanu konnek-
siyonuna) gore half paralel olmasi igin ayr1 ayr1 birer karakterizasyon elde edildi.
Bunun yanisira, her iki distribiisyonun hem Schouten konneksiyonuna hem de Vr-
anceanu konneksiyonuna gore daima anti half paralel oldugu kanitlandi. Dérdiincii
alt boliimde, herhangi bir altin yapinin ve ilgili iki distribiisyonunun integralle-
nebilirligi aragtirildi. Vranceanu konneksiyonunun simetrik olmasi i¢in bir kogul

belirlendi. Schouten ve Vranceanu konneksiyonlarindan herhangi biri simetrik ise
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altin yapinin integrallenebilir oldugu gosterildi. Ayrica, her iki distribiisyonun in-
tegrallenebilirligi ve maksimal integral manifoldlarinin total geodezikligi ile ilgili
sonuglar ortaya konuldu. Beginci alt boliimde ise herhangi bir altin manifold iize-
rinde bir egrinin Schouten konneksiyonuna (ya da Vranceanu konneksiyonuna)

gore bir geodezik olmasina denk bir ifade bulundu.

3.1 Altin Yapilar

Tanim 3.1.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu tizerinde (1,1)
tipinde bir tensér alam F olsun. Eger her p € M noktasinda F" (p), F"2 (p),

.., F(p), I(p) tensdorleri lineer bagimsiz olacak sekilde F' tensor alana
Qx)=2"+ap 2" '+ Ftaxw+al=0

cebirsel denklemini saghyorsa F tensor alamina bir polinom yapr denir. Q (z)
monik polinomu ise bir yapr polinomu olarak adlandvrilir. Burada I, M manifoldu

tzerindeki (1,1) tipinde ozdeslik tensér alany gostermektedir [17].

Tanim 3.1.2. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu tizerinde (1,1)

tipinde bir tensor alany P olsun. Eger P tensor alam
P*=1

denklemini saghyorsa P tensor alanina M manifoldu tizerinde bir hemen hemen
carpvm yapr denir [61]. Baska bir deyisle, herhangi bir M diferansiyellenebilir reel
manifoldu tzerinde bir P hemen hemen ¢arpim yapisi, yapr polinomu Q (z) =

x? — I ile verilen 2. dereceden bir polinom yapidir [17].

Tanim 3.1.3. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu tizerinde (1,1)

tipinde bir tensor alany © olsun. Eger ® tensor alany
PP=0+1 (3.1.1)
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denklemini saghyorsa ® tensor alanina M manifoldu tizerinde bir altin yapr denir.
Baska bir deyisle, herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu tizerinde bir

2

O altin yapisi, yapr polinomu Q (x) = x*—x—1I ile verilen 2. dereceden bir polinom

yapudar [20)].
Onerme 3.1.1. (F,) Fibonacci dizisi olsun. Herhangi bir M diferansiyellenebilir
reel manifoldu tizerinde bir ® altin yapinan kuvveti her n € Z* icin
" =F, o+ F, 11
seklindedir [20].

Onerme 3.1.2. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu tizerinde bir

altin yapr @ olsun. Bu durumda asaqidaki ifadeler gegerlidir [20]:

(a) ® altin yapisiman oz degerleri altin oran ¢ ve 1 — ¢ reel sayilaridr,

(b) @ altin yapiss M manifoldunun her bir noktasindaki tanjant uzaylar tize-

rinde bir izomorfizmdir,

(c) @ altin yaprsiman tersi vardur. Eger tersi @1 ise @71 = & — [ ile verilir ve

(1) = &L + [ esitligini saglar.

Onerme 3.1.3. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu tizerinde bir

altin yapr @ olsun. Bu durumda ® altin yapisinin tersi bir altin yapr degildir [20].

Onerme 3.1.4. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu tizerinde bir
altin yapr @ olsun. Bu durumda W = I — ® ile tansml (1,1) tipinde tensor alan

bir altin yapider [20].

Teorem 3.1.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu tizerinde bir

P hemen hemen carpim yapisi

I 5P I —+/5P
_ i’ D, = I-V5P (3.1.2)

d
! 9 2
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seklinde iki tane ®1 ve ®o altin yapilarine tanvmlar. Tersine, M manifoldu tize-

rinde bir ® altin yapis

1 1
PI:E(%D—I), sz—ﬁ(quf) (3.1.3)

seklinde iki tane Py ve Py hemen hemen ¢arpim yapilarine tanimlar [20].

Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu tizerinde bir altin yap1 ®

olsun. M manifoldunun tanjant demeti lizerinde r ve s doniigtimlerini, sirasiyla,

(-1 1+9) (3.1.4)

T =

1
V5
ve

gl

75 (91~ @) (3.1.5)

S

2

ile tanimlayalim. Burada ¢ ve 1 — ¢ degerleri, x° — 2z — 1 = 0 cebirsel denkleminin

kokleridir. Bu durumda

2

r+s=1,1r"=r s =s1rs=0,sr=0 (3.1.6)

egitlikleri gecerlidir. Yani, r ve s dontigiimleri 7'M tanjant demetini iki tamamla-
yict kisma ayiran projeksiyon operatorlerdir. Boylece, r ve s projeksiyon operator-
leri iki tane tamamlayici distribiisyon tanimlar. r ve s projeksiyon operatérlerine
kargilik gelen distribiisyonlar, sirasiyla, R ve S olsun. O halde, R ve S distribiis-

yonlari, sirasiyla,

R=|JR,, R, ={X, € T,M: ®X, = ¢X,} (3.1.7)

peEM
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ve

S=J8, 5 ={X, e ,M: X, = (1 - ¢) X} (3.1.8)

peEM

ile verilir. Yani, T'M tanjant demeti TM = R & S ayrisimina sahiptir. Ayrica, ®
altin yapisi

b=gr+(1—9¢)s (3.1.9)
formunda yazilabilir. Buradan ise

1
Br—1d—gr=Lo Ly (3.1.10)

V5 W5

ve

Ps=s5P=(1—¢)s=— o - —=1 (3.1.11)

esitliklerinin saglandig1 goriiliir [20].
Tersine, M manifoldu iizerinde iki tamamlayici R ve S distribiisyonlar1 var
olsun. R ve S distribiisyonlarina karsilik gelen projeksiyon operatorleri, sirasiyla,

r ve s ile gosterelim. Bu durumda M manifoldu tizerinde
b=gr+(1—9¢)s

ile tanimh (1, 1) tipinde ® tensér alaninin bir altin yapi oldugu agiktir.
Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu iizerinde bir lineer kon-

Sc \%
neksiyon V olsun. V ve V doéniiglimleri, sirasiyla, her X,Y € I'(T'M) igin

Sec
VxY =r(VxrY)+s(VxsY) (3.1.12)
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ve

y
VY =7 (V,xrY) + s (VexsY) + 7 [sX,rY] + s [rX, sY] (3.1.13)

Sc |4
kurallar1 ile tanimlayalim. V ve V doniigtimlerini, sirasiyla, Schouten konneksiyon

ve Vranceanu konneksiyon olarak adlandirilir [62, 63]. Ayrica, Schouten ve Vran-

ceanu konneksiyonlarinin birer lineer konneksiyon oldugu kolayca gosterilebilir.

3.2 Altin Riemann Manifoldlar

Tanim 3.2.1. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu tzerinde bir altin yapr ®
olsun. Eger her X, Y € I'(T'M) i¢in

g(PX,)Y) =g (X,PY) (3.2.1)
esitligi saglanwyorsa g Riemann metrigine ®-uyumlu denir [21].
Tanim 3.2.2. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu izerinde bir altin yapr ®
olsun. Eger g Riemann metrigi ®-uyumlu ise (g, ®) ikilisine M manifoldu 1ize-

rinde bir altin Riemann yapr, (M, g, ®) uglistine ise bir altin Riemann manifold

denir [21].

Onerme 3.2.1. Herhangi bir (M, g, ®) altin Riemann manifoldunda asaqidaki
ifadeler saglanir [20]:

X Y)=¢g(X,rY
(a) Her X,Y € T(TM) igin g(rX,Y) =g (X,rY) . yani, v ve s projeksiyon
g9(sX,Y) = g(X,sY)

operatorleri g-simetriktir,

(b) Her X,Y € I'(TM) igin g (rX,sY) = 0, bir baska deyisle, R ve S distri-

bisyonlary g-ortogonaldir.
Bir ® altin yapisinin kovaryant tiirevi her X, Y € I' (T M) igin

(Vx®)Y = Vx®Y — dVY (3.2.2)
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ile tamimlanir. Eger

Vo =0

ise ® altin yapis1 V lineer konneksiyonuna gore paraleldir.

Tanim 3.2.3. Herhangi bir (M, g, ®) altin Riemann manifoldu tizerinde bir lineer
konneksiyon V olsun. Eger ® altin yapist V lineer konneksiyonuna gore paralel

ise M bir yerel ayristirilabilir altin Riemann manifold olarak adlandvrilur [20].

3.3 Paralellik, Half Paralellik ve Anti Half Paralellik Kav-

ramlari

[28] numarali yayinda Lagrangian F' (aq, as, . . . , a,)-yapt manifoldunda tanimh
distribiisyonlar i¢in half paralellik ve anti half paralellik kavramlar: verildi. Simdi,
bir (M, ®) altin manifoldunun R ve S distribiisyonlarina benzer tanimlar uygu-

layalim.

Her X,Y € I'(T'M) igin

(A(I)) (X, Y) =PdVyY —OVy X — VaxY + VydX (331)

diyelim. O zaman asagidaki tanimlar1 yapabiliriz.

Tamim 3.3.1. (M, ®) herhangi bir altin manifold olsun. TM = R & S olacak
sekilde R ve S distribiisyonlarinmin mevcut oldugunu varsayalim. Eger her X &
D(TM) veY € I'(R) igin (AD)(X,Y) € I'(R) ise R distribiisyonuna ¥V lineer

konneksiyonuna gore half paralel denir.

Tamim 3.3.2. (M, ®) herhangi bir altin manifold olsun. TM = R & S olacak

sekilde R ve S distribiisyonlarinin mevcut oldugunu varsayalim. Eger her X €
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D(TM) veY €T'(R) igin (A®P)(X,Y) € I'(S) ise S distribiisyonuna V lineer

konneksiyonuna gore anti half paralel denir.
Ayni gekilde, .S distribiisyonu i¢in half paralellik ve anti half paralellik tanim-

lanabilir.

Onerme 3.3.1. (M, ®) herhangi bir altin manifold olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler birbirine denktir:

(a) R ve S distribiisyonlarinin her ikisi V lineer konneksiyonuna gore parallel-

dir,
(b) ® altin yapisy V lineer konneksiyonuna gore paraleldir,

(c) r ve s projeksiyon operatorlerinin her ikisi V lineer konneksiyonuna gore

paraleldir.
Ispat. r + s = I gercegi kullanilirsa, her X,Y € T (T'M) igin

(Vx®)Y = Vx®Y — VY

=Vx®rY + Vx®sY — dVrY — dVysY

olur. R ve S distribiisyonlarinin her ikisinin de V lineer konneksiyonuna gore
paralel oldugunu varsayalim. Bu durumda V bir lineer konneksiyon oldugu icin
(3.1.9) esitliginden agik bir sekilde V@ = 0 oldugu goriiliir. Bu ise (a)=-(b) 6ner-
mesinin dogru oldugunu gosterir. VI = 0 oldugu dikkate alinirsa, (3.1.4) ve (3.1.5)
esitliklerinden

1
Vr=-Vs=—Vo
V5

oldugu anlagilir. Eger ® altin yapis1 V lineer konneksiyonuna gore paralel ise

Vr=Vs=0
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elde edilir. Yani, (b)=(c) 6nermesi gegerlidir. Eger r ve s projeksiyon operatorleri

V lineer konneksiyonuna gore paralel ise bu durumda her X,Y € I (T M) i¢in
VxrYy =rVxY el (R) (332)

ve

VxsY =sVxY el (S) (333)

ifadeleri saglanir. Yani, (3.3.2) ve (3.3.3) ifadeleri, sirasiyla, R ve S distribiisyon-
larinin V lineer konneksiyonuna gore paralel oldugunu belirtir. Boylece, (¢)=(a)

onermesinin saglandigl gosterilir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. O]

Onerme 3.3.2. Herhangi bir (M, g, ®) altin Riemann manifoldu tizerindeki Levi-

Civita konneksiyon V olsun. O zaman asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(a) R distribiisyonu V Levi-Civita konneksiyonuna gére paraleldir,
(b) S distribiisyonu V Levi-Civita konneksiyonuna gore paraleldir.
Ispat. Vg = 0 olmasi nedeniyle her X,Y,Z €T (T'M) igin
g (VxrY,sZ)=—g(rY,VxsZ) (3.3.4)
elde edilir. Bu ise (a) ile (b) ifadelerinin denk oldugunu gosterir. O

Teorem 3.3.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu izerinde bir
altin yapr ® olsun. Bu durumda V® = 0 olacak sekildeki V lineer konneksiyonlar
her X, Y € (T M) i¢in

VxY = dVLdY — VidY + dQ (X, dY) — Q (X, dY)

veya
VxY =rVirY 4+ sVysY +7Q (X, rY) + sQ (X, sY)
ile verilir. Burada V' ve Q, swraswyla, M manifoldu tizerinde bir lineer konneksiyon

ve (1,2) tipinde bir tensér alanidar.
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Ispat. M manifoldu iizerinde bir V' : (T M) xT(TM) — I'(T' M) déniisiimiinii

her X,Y € I'(T'M) igin
V (X,Y)=VyY =VxY -Q(X,Y) (3.3.5)

kurali ile tamimlayalim. Bu durumda V doniigtimii her XY € T'(TM) ve f €
C*> (M, R) igin

Vi Z=VxnZ-Q(X +Y,2)
=VxZ+VyZ -Q(X,2)—-Q(Y,Z)

= VyZ + V52,

Vi(Y+2)=Vx(Y+2)-Q(X,Y + 2)
—VxY +VxZ-Q(X,Y)-Q(X,2)
=VxY - Q(X,Y)+VxZ-Q(X,2)

= VyY +VyZ,

VY =VixV —Q(fX,Y)
= fVxY — fQ(X.Y)

= fVyY
ve

VilY =VxfY —Q (X, fY)
=X (/)Y + [VxY — fQ(X,Y)
=X ()Y + f(VxY —Q(X,Y))

=X ()Y + fVyY
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kogullarini saglar. O zaman V bir lineer konneksiyondur. Eger & altin yapist

paralel ise her X, Y € I'(T'M) igin
(Vx®)Y =Vx®Y — VY =0

veya
Vx®Y = dVyY (3.3.6)
esitligi gegerlidir. O halde (3.3.6) esitligine ® altin yapisinin tersi @1 = & — [

uygulanirsa,

VyY =0 'V dY
=(® - I)Vx®Y

=OVxPY — VxPY
olur. Boylece, (3.3.5) esitligi yardimiyla

VY = dVx DY — Vi dY
=0 (Vy0Y +Q(X,0Y)) - (V40 +Q (X, 0Y))
= PV DY + dQ (X, DY) — VY — Q (X, DY)

= PV DY — VY 4+ 0Q (X, PY) — Q (X, DY)

elde edilir. Simdi, ¢ altin yapisina gore paralel V lineer konneksiyonlarin hangi
formda oldugunu r ve s projeksiyon operatorleri cinsinden ifade edelim. & altin
yapisinin paralel oldugunu varsayalim. Bu durumda Onerme 3.3.1'den R ve S
distribiisyonlar1 V lineer konneksiyonuna gore paraleldir. Bu ytlizden, her X, Y €
I(TM) igin

VxrY € I'(R) veya sVxrY =0 (3.3.7)

ve

VxsY € I'(S) veyarVxsY =0 (3.3.8)
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olur. (3.3.7) ve (3.3.8) ifadelerinin her ikisi de her X,Y € I'(T'M) igin
rVxsY +sVxrY =0

esitligi ile verilebilir. Buradan ise r + s = I oldugu dikkate alinirsa, (3.3.5) esitligi
yardimiyla her XY € T'(T'M) igin
0=rVxsY +sVxrY
=r <V/XSY +Q (X, sY)) +s (V/XTY +Q (X, rY))
= (V’XY VY +Q(X,Y) - Q(X, ry))

s (VY = VisY +Q(X,Y) — Q(X,sy))

_|_

(v
r (VXY FOQX,Y) = VirY — Q(X, rY))
+5 (VXY FQ(X,Y) = VisY — Q(X, SY))
—r <VXY VY — Q(X, ry)> ts (VXY L VsY — Q(X, sy)>
= rVxY —rVyrY —rQ (X, rY) +sVxY — sVysY —sQ (X,sY)
= rVxY +sVxY —rVyrY — sVysY —rQ (X, rY) — sQ (X, sY)
= VxY —rVyrY —sVysY —rQ (X,rY) — sQ (X, sY)
elde edilir. Bu ise her X,Y € I'(T'M) i¢in
VxY =rVxrY +sVysY +rQ (X,rY) + 5Q (X, sY)
oldugunu ifade eder. Dolayisiyla, ispat tamamlanis olur. Il

Onerme 3.3.3. (M, ®) herhangi bir altin manifold olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler gegerlidir [20]:

(a) R ve S distribiisyonlar: Schouten ve Vranceanu konneksiyonlarina gére pa-

raleldir,

(b) r wve s projeksiyon operatorleri Schouten ve Vranceanu konneksiyonlarina

gore paraleldir,
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(c) @ altin yapisy Schouten ve Vranceanu konneksiyonlarina gore paraleldir.

Ispat. Y € I'(R) olsun. Bu durumda sY = 0 ve 7Y = Y olur. (3.1.12) ve (3.1.13)

esitliklerinden, sirasiyla, her X € T'(T'M) i¢in

Sc

VxY =r(VxrY)+s(VxsY)=5(VxsY) e I'(R) (3.3.9)
ve

v
VxY =r(V,xrY) + s (VsxsY) +r[sX,rY] + s [rX, sY] (3.3.10)

=r(V.xrY)+r[sX,rY] €T (R)

elde edilir. Boylece, (3.3.9) ve (3.3.10) esitlikleri R distribiisyonunun Schouten ve
Vranceanu konneksiyonlarina gore paralel oldugunu ifade eder. Benzer gekilde S
distribiisyonunun Schouten ve Vranceanu konneksiyonlarina gore paralel oldugu
gosterilebilir. Boylece, (a) ifadesi ispatlanmig olur. (3.1.12) ve (3.1.13) esitlikleri
dikkate alinirsa, Schouten ve Vranceanu konneksiyonlarin kovaryant tiirevlerinin,

swrastyla, her X, Y € I'(T'M) i¢in

(Sv‘}r) Y =y (Svcxy) (33.11)
=r (Vxr?Y) —r* (VxrY)
=r(VxrY)—r(VxrY)

— 0

ve

v v v
(VXT) Y =VxrYy—r (VXY) (3.3.12)
=1 (V,xr?Y) +r [sX,r?Y] = r* (V,xrY) — r* [sX, rY]
=r(V,xrY) +r[sX,rY]—r(V,xrY) —r[sX,rY]

=0
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oldugu bulunur. Yani, (3.3.11) ve (3.3.12) esitlikleri r projeksiyon operatoriiniin
Schouten ve Vranceanu konneksiyonlarina gore paralel oldugunu belirtir. Ben-
zer sekilde s projeksiyon operatoriiniin Schouten ve Vranceanu konneksiyonlarina
gore paralel oldugunu gosterilebilir. O halde (b) ifadesinin gegerli oldugu elde
edilir. (b) ifadesi yardimiyla (3.1.9) esitliginden ® altin yapisinin Schouten ve Vr-
anceanu konneksiyonlarina gore paralel oldugu agiktir. Bu ise (c) ifadesinin dogru

oldugunu gosterir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. O

Teorem 3.3.2. (M, ®) herhangi bir altin manifold olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler birbirine denktir:

(a) R weS distribiisyonlarinan her ikisi V lineer konneksiyonuna gore paraleldir,

Sc
(b) V Schouten konneksiyonu ile V lineer konneksiyonu birbirine egittir.

Ispat. R ve S distribiisyonlarinm V lineer konneksiyonuna gore paralel ise direkt
bir hesaplama ile her X, Y € I' (T M) igin
Sc
VxY =r(VxrY)+s(VxsY)
=VxrY + VxsY

=VyxY

oldugu bulunur. Bu ise (a)=(b) onermesinin dogru oldugunu gosterir. Simdi,

Sc
V = V oldugunu varsayalim. Schouten konneksiyonunun (3.1.12) esitliginde ve-

rilen ifadesi yardimiyla her X, Y € I'(T'M) i¢in
VxrY = SVCXTY =7 (Vxr’Y) + s (VxsrY) =rVxrY € I'(R) (3.3.13)
ve
VxsY = %:XSY =1 (VxrsY)+5(Vys’Y) =s(VxsY) eI (S)  (3.3.14)

elde edilir. Yani, (3.3.13) ve (3.3.14) ifadelerinden, sirasiyla, R ve S distribiisyon-
lariin V lineer konneksiyonuna gore paralel oldugunu anlagilir. O halde (b)=-(a)

onermesi gecerlidir. Dolayisiyla, ispat gosterilmis olur. ]

7



Sonug 3.3.1. (M, ®) herhangi bir altin manifold olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler birbirine denktir:
(a) RweS distribiisyonlarinin her ikisi V lineer konneksiyonuna gore paraleldir,
(b) ® altin yapisy V lineer konneksiyonuna gore paraleldir,

(c) r ve s projeksiyon operatirlerinin her ikisi V lineer konneksiyonuna gore

paraleldir,
Sc
(d) V Schouten konneksiyonu ile V lineer konneksiyonu birbirine egittir.

ispat. Onerme 3.3.1 ve Teorem 3.3.2 birlestirilirse, ispat elde edilir. O

Teorem 3.3.3. Herhangi bir (M, g, ®) altin Riemann manifoldu tizerindeki Levi-
Sc

Cwita konneksiyon V olsun. V Schouten konneksiyonunun V Levi-Civita kon-

neksiyonuna egit olmasi i¢in bir gerek ve yeter kosul R ve S distribiisyonlarindan

herhangi birisinin ¥V Levi-Civita konneksiyonuna gére paralel olmasidar.
ispat. Onerme 3.3.2, Teorem 3.3.2’ye uygulanirsa, ispat gosterilmis olur. Il

Teorem 3.3.4. (M, ®) herhangi bir altin manifold olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler saglanar:

1%
(a) V Vranceanu konneksiyonu V lineer konneksiyonuna egit ise o zaman R ve

S distribiisyonlarinin her ikist de V lineer konneksiyonuna gére paraleldir,

(b) V lineer konneksiyonunun simetrik oldugunu varsayalim. Eger R ve S dist-
1%
ribisyonlary V lineer konneksiyonuna gore paralel ise o zaman ¥V Vranceanu

konneksiyonu ile V lineer konneksiyonu birbirine egittir.

. v
Ispat. V Vranceanu konneksiyonu ile V lineer konneksiyonu birbirine esit oldu-
gunu varsayalim. Vranceanu konneksiyonunun (3.1.13) esitliginde verilen ifadesi

kullanilirsa, her X,Y € I' (T'M) i¢in
v
VxrY =VxrY =r(V,xrY) +r[sX,rY] e I'(R) (3.3.15)
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ve

.
VxsY =VxsY =s(VsxsY)+s[rX,sY] e'(5) (3.3.16)

oldugu goriiliir. O zaman (3.3.15) ve (3.3.16) ifadeleri, sirasiyla, R ve S distri-
blisyonlarimin V lineer konneksiyonuna gore paralel oldugunu belirtir. Yani, (a)
ifadesi gosterilmis olur. Eger V lineer konneksiyonu simetrik ise Vranceanu kon-

neksiyonunun (3.1.13) esitliginde verilen ifadesi her X,Y € I' (T'M) i¢in

%XY =7r(V,xrY) +s(VsxsY) +r[sX,rY] + s[rX,sY] (3.3.17)
=r(V,xrY) +s(VsxsY) + 7 (VsxrY)
— 1 (ViysX)+5(V,xsY) — s (VgyrX)
=7 (Vixisx1Y) + 5 (Vixisx8Y) =1 (ViysX) — s (ViyrX)

=7 (V)(TY) + s (VXSY) —il (VTYSX) — 8 (VSYTX)

halini alir. Ayrica, eger R ve S distribiisyonlar1 V lineer konneksiyonuna gore

paralel ise bu durumda (3.3.17) esitligi yardimiyla

v
VxY =r(VxrY)+s(VxsY) —r(V,ysX) — s (VgrX)
= VX’I’Y + VXsY

=VxY
elde edilir. Bu ise (b) ifadesinin ispatidir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. [

Teorem 3.3.5. Herhangi bir (M, g, ®) altin Riemann manifoldu tizerindeki Levi-
1%

Cwita konneksiyon V olsun. V' Vranceanu konneksiyonunun V Levi-Civita kon-

neksiyonuna egit olmasi i¢in bir gerek ve yeter kosul R ve S distribiisyonlarindan

herhangi birisinin ¥V Levi-Civita konneksiyonuna gore paralel olmasidar.
ispat. Onerme 3.3.2 ve Teorem 3.3.4’ten ispat aciktir. Il

Sonug 3.3.2. Herhangi bir (M, g, ®) altin Riemann manifoldu tzerindeki Levi-

Cwita konneksiyon V olsun. O zaman asagidaks ifadeler birbirine denktir:
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(a) R ve S distribiisyonlarindan herhangi birisi V' Levi-Civita konneksiyonuna

gore paraleldir,

Sc |4
(b) Hem V Schouten konneksiyonu hem de NV Vranceanu konneksiyonu V Levi-

Clivita konneksiyonuna esittir.

Ispat. Teorem 3.3.3 ve Teorem 3.3.5 yardimiyla ispat kolayca goriilebilir. O

Sc
Teorem 3.3.6. (M, ®) herhangi bir altin manifold olsun. R distribisyonunun V

Schouten konneksiyonuna gore half paralel olmasi i¢in bir gerek ve yeter kosul her

X el'(R)veY € I'(T'M) igin
VxsY € I'(R) (3.3.18)
ifadesinin gecerli olmasidir.
Ispat. (3.3.1) esitligi dikkate almrsa, her X € I'(R) ve Y € I' (T'M) icin
Sc Sc Sc Sc Sc
s (A@) (X)Y) =sOVxY — sOVy X — sVexY + sVydX (3.3.19)
olur. (3.1.7) ve (3.1.11) ifadeleri (3.3.19) esitligine uygulanirsa,

Sc Sc Sc Sc Sc
s (A@) (X,Y) =50VxY — sOVy X — sVgxY + sVydX (3.3.20)
Sec Sc Sc Sc
= (1—¢)sVxY — (1 - ¢) sVyX — 6sVyY + ¢sVy X
Sc Sc
= (1—2¢)s (VXY - VYX>

= —V/5s(VxsY)

Sc
elde edilir. Bu ise R distribiisyonunun V Schouten konneksiyonuna gore half pa-

ralel olma kogulunun her X € I' (R) ve Y € I'(T'M) i¢in
VxsY €T'(R)
ifadesine denk oldugunu ifade eder. m
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Sc
Teorem 3.3.7. (M, ®) herhangi bir altin manifold olsun. S distribisyonunun V
Schouten konneksiyonuna gore half paralel olmas: i¢in bir gerek ve yeter kosul her

X el (S)veY e '(TM) igin

VxrY e T'(S) (3.3.21)
ifadesinin saglanmasidir.
Ispat. Ispat, Teorem 3.3.6’ninkine benzer sekilde gosterilebilir. ]

v
Teorem 3.3.8. (M, ®) herhangi bir altin manifold olsun. R distribiisyonunun V
Vranceanu konneksiyonuna gore half paralel olmasi i¢in bir gerek ve yeter kosul

her X € I'(R) ve Y € I'(T'M) igin
[X,sY] € T(R) (3.3.22)
ifadesinin gecerli olmasidar.
Ispat. (3.3.1) esitligi dikkate almirsa, her X € I'(R) ve Y € I' (T'M) icin
1% v v v v
S (A@) (X, Y) = SCDVXY - S@VyX — 8V<1>XY + SVYCI)X (3323)
olur. Burada (3.1.7) ve (3.1.11) ifadeleri kullanilirsa,
v v v v v
S <ACI)) (X, Y) =sOVxY — s®Vy X — sVexY + sVy X (3324)
v v v Vv
=(1—-¢)sVxY — (1 —9¢)sVyX — ¢psVxY + psVy X
v v
== (1 - 2¢) S <VXy - VYX>
= V55X, sY]

elde edilir. Boylece, (3.3.24) esitliginden R distriblisyonunun % Vranceanu kon-
neksiyonuna gore half paralel olmasi i¢in bir gerek ve yeter kogul her X € T' (R)
veY € I'(TM) igin

(X,sY] e ' (R)

ifadesinin saglanmasidir. ]
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v
Teorem 3.3.9. (M, D) herhangi bir altin manifold olsun. S distribisyonunun V
Vranceanu konneksiyonuna gore half paralel olmasi i¢in bir gerek ve yeter kosul

her X € T'(S) ve Y € I'(T'M) igin

(X, rY] eT'(5) (3.3.25)
ifadesinin saglanmasidar.
Ispat. Ispat, Teorem 3.3.8’inkine benzerdir. ]

Onerme 3.3.4. Herhangi bir (M, ®) altin manifoldu tizerinde bir lineer konnek-
siyon V olsun. R ve S distribiisyonlart ¥V lineer konneksiyonuna gére anti half

paraleldir.
Ispat. (3.3.1) esitliginden her X € I'(R) ve Y € I' (T M)

r(A®) (X,Y) =rdVxY —r®Vy X —rVexY +1rVydX (3.3.26)
olur. V bir lineer konneksiyon oldugu i¢in

r(AD) (X,Y) = ¢rVxY —¢orVy X —rVyxY +rVyoX (3.3.27)
=¢rVxY —orVy X — orVxY + ¢grVy X
=0
elde edilir. O halde (3.3.27) esitligi R distriblisyonunun V lineer konneksiyonuna
gore half paralel oldugunu belirtir. Benzer sekilde, S distriblisyonunun V lineer

konneksiyonuna gore half paralel oldugunu gosterebilir. Dolayisiyla, ispat tamam-

lanmig olur. ]
V herhangi bir lineer konneksiyon oldugu icin Onerme 3.3.4, R ve S dist-

ribiisyonlarinin Schouten ve Vranceanu konneksiyonlarina gore anti half paralel

oldugunu ifade eder.
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3.4 Integrallenebilirlik Kavrami

Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu tizerinde bir ® altin yapisi-
nin Nijenhuis tensoriinii Ny ile gosterelim. Bilindigi gibi, ® altin yapis1 2 = &+ 1
denklemini saglayan (1, 1) tipinde bir tensor alanidir. O zaman & altin yapisinin

Nijenhuis tensorii her X, Y € T' (T M) igin
No (X,)Y)=[2X, Y] - D [PX,Y]| - D [X,dY]|+ ¢ [X,Y] + [X,Y]
ile verilir. Ayrica, Ng Nijenhuis tensoriiniin
Nyo = ANy (3.4.1)

ve

Npy1 = N2 = Np = Nps (3.4.2)

temel Ozelliklere sahip oldugu basit bir hesaplama ile gosterilebilir. Burada A bir
reel sabittir.

Onerme 3.4.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu iizerinde bir
O altin yapinin Nijenhuis tensori Ng olsun. Bu durumda her XY € T'(TM)
1cin

Ng (PX,Y) = Ng (X, DY)
esitligi saglanwr. Bir diger deyisle, ® altin yapist Ng-simetriktir. Buna ek olarak,
her X, Y € (T M) i¢in

s[rX,rY] = 1sNg (rX,rY)
r[sX,sY] = irNg (sX,sY)

esitlikleri gegerlidir [20)].
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Onerme 3.4.2. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu tizerinde bir
altin yapr ® olsun. Eger ® altin yapist integrallenebilir ise R ve S distribiisyonlar

integrallenebilirdir [20].

Onerme 3.4.3. Herhangi bir (M, g) Riemann manifoldu tizerindeki Levi-Civita

konneksiyon V olsun. Bu durumda ® altin yapisinin Ng Nijenhuis tensori her

X, Y e (TM) igin
No (X,Y) = (Vox®)Y — (Voy®) X — & (Vx®)Y + & (Vyd) X
ile verilir [20].

Onerme 3.4.4. (M, g, ®) herhangi bir yerel ayristirdabilir altin Riemann mani-

fold olsun. Bu durumda ® altin yapis integrallenebilirdir [20].

Lemma 3.4.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu tizerinde bir

altin yapr ® olsun. Her X, Y € T' (T M) i¢in

N, (X,Y) = N, (X,Y), (3.4.3)
N, (X,Y) = —% ry ] (X, V), (3.4.4)
N (X,Y) = %Nq) (X,Y), (3.4.5)
N, (X,Y) = s [rX,rY] + r [sX, sY] (3.4.6)

ifadeleri saglanar.

Ispat. Oncelikle (2.12.1) esitliginden r ve s projeksiyon operatérlerinin Nijenhuis

tensorlerinin, sirasiyla,

1
N, = 5 [7“, T]FN
ve
1
N = 5 [87 S]FN
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ile verildigini hatirlayalim. » + s = I oldugu dikkate alinirsa, Frélicher-Nijenhuis

braketinin bilineer olmasi nedeniyle

1
N, = §[T7T]FN
1
:§[I_S’I_S]FN
1 1
:é[I_Svl}FN_Q[]_Svs]FN
1 1 1 1

= ) [I’I]FN ) [Svl]FN ) [Iv S]FN + 9 [$>S]FN
clde edilir. Buradan ise (2.12.2) esitliginden N, = 3 [s, 5]y olur. Béylece, (3.4.3)
esitliginin gecerli oldugunu gosterilir. » + s = I ve Frolicher-Nijenhuis braketinin

bilineer oldugu dikkate alinirsa, (2.12.2) esitliginden

% [, 8] oy = % [ I — 7|y (3.4.7)
= % [ 1] py — % [, r]pn
= _% [, rlpn
— _N,

elde edilir. Bu ise (3.4.3) esitligini dogrular. ® altin yapisinin r ve s projeksiyon
operatorlerine bagh olarak ® = ¢r 4+ (1 — ¢) s formunda oldugunu hatirlayalim.

O zaman (2.12.3) esitligi yardimiyla & altin yapisinin Nijenhuis tensori
No = Nor + Na—g)s + o7, (1 = ) 5] py
ile verilir. Basit bir hesaplama ile (3.4.1) ve (3.4.7) esitliklerinden
Np = ¢*N, + (1= ¢)° N+ ¢ (1= ) [r, 8]y
= ¢"N, + (1= ¢)° N, =26 (1 - 9) N,
=5N,

elde edilir. Boylece, (3.4.5) esitligi gosterilmig olur. Bilindigi gibi, r projeksiyon

operatoriin Nijenhuis tensorii ayn1 zamanda her XY € I' (T'M) igin
N (X,Y) =X, rY| —r[rX,)Y]| —r[X,rY]+r[X,Y] (3.4.8)
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ile verilir. r + s = I olmas1 nedeniyle (3.4.8) esitligi

N, (X,Y)=[rX,rY]+r?[X,Y] —r[rX,Y] —r[X,rY] (3.4.9)
=(r+s)rX,rY]+r[X,Y]
—r[(I—38)X,Y] —r[X,rY]
=r[rX,rY]+s[rX,7Y]+r[X,Y]
—r[X,Y] 47 [sX,Y] —r[X,rY]

=r[rX,rY]+s[rX,rY|+r[sX,Y] —r[X,rY]
halini alir. (3.4.9) ifadesinde tekrar r + s = I esitligi kullamlirsa,

N (X,)Y)=r[r X, rY] + s X, rY] +r[sX,Y] —r[X,rY]
—r[rX,rY]+s[rX,rY]
+r[sX,(r+s)Y]—r[(r+s)X,rY]
=r[rX,rY]+s[rX,rY]+r[sX,rY] +1r[sX,sY]
— [P X,rY] — r [sX,rY]

=s[rX,rY]+r[sX,sY]

elde edilir. Yani, (3.4.6) esitligi bulunur. Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. [

Lemma 3.4.1, & altin yapisi ile R ve S distriblisyonlarinin integrallenebilirligi
arasinda yakin bir iligki kurmamaizi saglar. Bu nedenle, agsagidaki teorem gecerlidir.

Teorem 3.4.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu tizerinde bir
D altin yaprsimn integrallenebilir olmasy i¢in bir gerek ve yeter kosul R ve S

distribiisyonlarinin integrallenebilir olmasidar.
Ispat. (3.4.5) ve (3.4.6) esitliklerinden her X,Y e I’ (T'M) i¢in
1
qu) (X,Y)=srX,rY]+r[sX, sY] (3.4.10)
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olur. Iyi bilindigi gibi, R ve S distribiisyonlarimin integrallenebilir olmasi icin
birer gerek ve yeter kosul, sirasiyla, her X, Y € T'(T'M) igin s[rX,rY] = 0 ve
r[sX, sY] = 0 esitliklerinin saglanmasidir. Ayrica, Ny = 0 ise ® altin yapisinin
integrallenebilir oldugunu hatirlayalim. Béylece, (3.4.10) esitliginin bir sonucu

olarak ispat agiktir. O

M. C. Cragmareanu ve C. E. Hretcanu, Teorem 3.4.1’in gerekliligini bir 6nerme
olarak ispatlamiglardi [20]. Biz buna ek olarak, R ve S distribiisyonlarimin her ikisi
de integrallenebilirse, ¢ altin yapisinin integrallenebilir oldugunu gosterdik.

Simdi, Lemma 3.4.1 yardimiyla ® altin yapisinin integrallenebilirligi ile ilgili

baska bir teorem verelim.

Teorem 3.4.2. Herhangi bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu izerinde bir
® altin yaprsinan integrallenebilir olmasy i¢in bir gerek ve yeter kosul R ve S dist-
ribiisyonlarina karsilik gelen projeksiyon operatorlerin Frolicher-Nijgenhuis braket

carpymaiman sifir olmasudar.
Ispat. (3.4.4) ve (3.4.5) esitlikleri birlestirilirse istenen ispat elde edilir. O

Onerme 3.4.5. Herhangi bir (M, ®) altin manifoldu tizerinde bir lineer konneksi-
yon V olsun. V lineer konneksiyonu simetrik ve ® altin yapisinin integrallenebilir

1%
ise o zaman V Vranceanu konneksiyonu simetriktir.

. v v
Ispat. V Vranceanu konneksiyonunun torsiyon tensoriini 7 <V> ile gosterelim.

v
O zaman 7 (V) torsiyon tensorii her X,Y € I' (T'M) igin

T (%) (X,Y)=r(V,xrY) + s (VexsY) +r[sX,rY] (3.4.11)

+s[rX,sY]—r(V,yrX) —s(VsysX)

—r[sY,rX] —s[rY,sX] - [X,Y]
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ile verilir. r projeksiyon operatorii (3.4.11) esitliginin sol tarafina uygulanirsa,

rT (%) (X,Y) =72 (V,x1Y) + 715 (VexsY) +1r*[sX,rY] (3.4.12)
+rs[rX,sY] —r* (V,yrX) —rs (VysX)
—r?[sY,rX] —rs[rY,sX] —r[X,Y]
=r(V,xrY) +r[sX,rY] —r(V,yrX)
—r[sY,rX] —r[X,Y]
=7r(V,xrY — V,yrX) +r[sX,rY]
—r[sY,rX] —r[X,Y]

elde edilir. V lineer konneksiyonu simetrik olmasi nedeniyle (3.4.12) esitligi

rT (%) (X,Y)=r(V.xrY = VyrX) +r[sX,rY] —r[sY,rX]| —r[X,Y]

=r[rX, Y] +r[sX,rY] —r[sY,rX] —r[X,Y]

halini alir. [.,.] Lie braketinin bilineer ve anti-komiitatif olma 6zellikleri dikkate
alimirsa, (3.1.6) ifadesindeki bagintilardan
v
rT (V) (X,Y)=rrX,rY]|+r[sX,rY] —r[sY,rX] —r[X,Y] (3.4.13)

=r[rX +sX,rY] —r[sY,rX| —r[X,Y]
=r[X,rY] —r[sY,rX]| —r[X,Y]
=r[X,rY = Y] —r[sY,rX]
=—r[X,sY] —r[sY,rX]| =r[sY, X]| —r[sY,rX]
=r[sY, X —rX]

= r[sY, sX]
oldugu goriiliir. Benzer sekilde,
v
ST (V) (X,Y)=s[rY,rX] (3.4.14)
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oldugu bulunabilir. & altin yapisinin integrallenebilir oldugu dikkate alinirsa,
Teorem 3.4.1 sayesinde R ve S distribiisyonlar1 integrallenebilirdir. Yani, her
X, Y e (TM) igin

r[sY,sX]=s[rY,rX] =0

esitlikleri saglanir. O zaman (3.4.13) ve (3.4.14) esitliklerinden
v v
rT (V) (X,Y) =s1 (V) (X,Y)=0 (3.4.15)

elde edilir. Boylece,
1% 1% 1%
T <V> (X,)Y)=rr (V) (X,Y) +s7 (V) (X,Y)=0
1%
olur. Bu ise V Vranceanu konneksiyonunun simetrik oldugunu belirtir. O]

Teorem 3.4.3. Herhang: bir M diferansiyellenebilir reel manifoldu tizerinde bir
altin. yapr ® olsun. Schouten ve Vranceanu konneksiyonlarindan herhangi biri

simetrik ise o zaman ® altin yapis: integrallenebilirdir.

Ispat. Schouten konneksiyonu simetrik ise o zaman her X, Y € I' (T'M) icin
Sc Sc
VxY —VyX =[X,Y] (3.4.16)

olur. (3.4.16) esitliginde X ve Y vektor alanlar yerine, sirasiyla, rX ve 1Y yazi-
lirsa,

Sc Sc
s[rX,rY] =sV,xrY — sV,yrX.

elde edilir. R distribiisyonunun Schouten konneksiyonuna gore paralel oldugu dik-

kate almirsa, Onerme 3.3.3%in (a) ifadesinden
s[rX,rY]=0 (3.4.17)
oldugu bulunur. Benzer gekilde, her XY € I (T'M) igin

r[sX,sY]=0 (3.4.18)
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oldugu gosterilebilir. O zaman (3.4.17) ve (3.4.18) esitlikleri R ve S distribiisyon-
lariin integrallenebilir oldugu gosterir. Boylece, Teorem 3.4.1’den @ altin yapisi
integrallenebilirdir. Benzer bir diisiince ile Vranceanu konneksiyonu simetrik ise
® altin yapisinin integrallenebilir oldugu kolayca gosterilebilir. Dolayisiyla, ispat

tamamlanmaig olur. O

Teorem 3.4.4. Herhangi bir (M, g, ®) altin Riemann manifoldu tzerindeki Levi-
Cwita konneksiyon YV olsun. SVC Schouten konneksiyonunun V Levi-Civita kon-
neksiyonuna esit olmasy i¢in bir gerek ve yeter kosul R ve S distribisyonlarinin
integrallenebilir ve bu distribiisyonlarin maksimal integral manifoldlarinin M ma-
nifoldunda total geodezik olmasidur.

. Sc
Ispat. V Schouten konneksiyonu ile V Levi-Civita konneksiyonunun birbirine

esit oldugunu varsayalim. V Levi-Civita konneksiyonu simetrik olmasi nedeniyle,

Onerme 3.3.3’in (a) ifadesinden her X,Y € I'(T'M) icin

Sc Sc
rX,rY] =V, xrY =V,yrX =V, xrY —V,yrX € I'(R) (3.4.19)
ve
Sc Sc
[sX,5Y] = VxsY — ViysX = V,xsY — V,ysX € I'(S5) (3.4.20)

elde edilir. O zaman (3.4.19) ve (3.4.20) ifadelerinden, sirasiyla, R ve S distribiis-

yonlarinin integrallenebilir oldugunu anlagihr. A%, R distribiisyonunun bir mak-

Sc
simal integral manifoldu olsun. R distribiisyonunun V Schouten konneksiyonuna

gore daima paralel oldugu dikkate alimirsa, M* maksimal integral manifoldunun

tanimindan her XY € I’ (M R) icin
Sc
VyY € (M7) (3.4.21)
elde edillir. Diger taraftan, Gauss formiiliinden her X, Y € I’ (M R) igin
Sc
VxY =VxY = VEY + B (X,Y) (3.4.22)
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olur. Burada V¥, M maksimal integral manifoldu iizerindeki Levi-Civita kon-
neksiyonu; hf*, M maksimal integral manifoldunun M manifoldundaki ikinci
temel formu gdstermektedir ve her X,Y € I' (MF) i¢in h® (X,Y) € T () ifadesi

gegerlidir. O zaman (3.4.21) ve (3.4.22) ifadeleri birlegtirilirse,
ht =0

elde edilir. Bu ise M maksimal integral manifoldunun M manifoldunda total
geodezik oldugunu ifade eder. Benzer sekilde, S distriblisyonunun herhangi bir
maksimal integral manifoldunun M manifoldunda total geodezik oldugu gosteri-
lebilir. Tersine, R ve S distribiisyonlarinin integrallenebilir ve bu distribiisyonla-
rin maksimal integral manifoldlarinin M manifoldunda total geodezik oldugunu

varsayalim. Gauss formiilii sayesinde her X, Y € I' (T'M) igin
V.xrY € T'(R) (3.4.23)

ve

VxsY €T (9) (3.4.24)

elde edilir. ¢ Riemann metriginin V Levi-Civita konneksiyonuna gore paralel ol-
masi nedeniyle (3.4.23) ve (3.4.24) ifadelerinden, sirasiyla, her X,Y, Z € I' (T M)
icin

g (VxrY,sZ) =g (VsxrY,sZ) = —g(rY,VsxsZ) =0 (3.4.25)

ve

g(VxsY,rZ)=g(V,xsY,rZ) = —g(sY,V,xrZ) =0 (3.4.26)

oldugu anlagilir. O zaman (3.4.25) ve (3.4.26) esitlikleri, sirasiyla, R ve S dist-
ribiisyonlarimin V Levi-Civita konneksiyonuna gore paralel oldugunu ifade eder.

Boylece, Teorem 3.3.2°den,

Sc
V=V
elde edilir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmis olur. ]
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Teorem 3.4.5. Herhangi bir (M, g, ®) altin Riemann manifoldu tzerindeki Levi-

1%
Civita konneksiyon ¥V olsun. V Vranceanu konneksiyonu ile V Levi-Civita kon-

neksiyonunun birbirine egit olmasy i¢in bir gerek ve yeter kosul R ve S distribiis-
yonlarimn integrallenebilir ve bu distribisyonlarin maksimal integral manifoldla-

riman M manifoldunda total geodezik olmasidar.
ispat. Ispat, Teorem 3.4.4’iinkine benzer bir sekilde yapilabilir. O

Sonug 3.4.1. Herhangi bir (M, g, ®) altin Riemann manifoldu tizerindeki Levi-

Civita konneksiyon V olsun. O zaman asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(a) R wve S distribiisyonlarinin her ikisi integrallenebilir ve bu distribisyonlarn

maksimal integral manifoldlar, M manifoldunda total geodeziktir,

Sc |4
(b) Hem V Schouten konneksiyonu hem de V' Vranceanu konneksiyonu V Levi-

Cwita konneksiyonu ile cakisiktor.

Ispat. Teorem 3.4.4 ve Teorem 3.4.5 birlikte diigiiniildiigiinde ispat aciktir. [

3.5 Geodezikler

Bir (M, ®) altin manifoldunda herhangi bir « egrisinin tanjant vektor alanini

T ile gosterelim.

Sc
Teorem 3.5.1. Bir (M, ®) altin manifoldunda herhangi bir o egrisinin V' Scho-

uten konneksiyonuna gore bir geodezik olmast i¢in bir gerek ve yeter kosul
VorrT €T (S) ve VpsT € T (R) (3.5.1)

ifadelerinin saglanmasidar.

ispat. (3.1.12) esitliginde verilen Schouten konneksiyonunun tanimi kullanilirsa,

Sc
VT =7 (VprT) + s (VrsT) (3.5.2)
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Sc
olur. Eger a egrisi V Schouten konneksiyonuna gore bir geodezik ise
r(VorT) 4+ s (VpsT) =0 (3.5.3)

elde edilir. Bu ise

VorrT € T'(S) ve VpsT € T'(R)

ifadelerinin gegerli oldugunu gosterir. Tersine, (3.5.1) ifadesindeki bagintilar ge-
gerli ise

Sc
VT =0 (3.5.4)

Sc
oldugu agiktir. Yani, « egrisi V Schouten konneksiyonuna gore bir geodeziktir. [

v
Teorem 3.5.2. Bir (M, ®) altin manifoldunda herhangi bir o egrisinin V' Vran-

ceanu konneksiyonuna gore bir geodezik olmast i¢in bir gerek ve yeter kosul
VoorT + [sT,rT) € I' (S) ve VypsT + [rT,sT) € I' (R) (3.5.5)
ifadelerinin gecerli olmasidar.
Ispat. Vrianceanu konneksiyonunun (3.1.13) esitliginde verilen ifadesinden dolay1
1%
Vil =r(NVoprT) + s (VersT) +r [sT,rT| + s [rT, sT) (3.5.6)
olur. Eger (3.5.5) ifadesindeki bagintilar saglanirsa o zaman agcik bir gekilde
v
VT =0 (3.5.7)

v
oldugu goriiliir. Yani, o egrisi V Vranceanu konneksiyonuna gore bir geodezik-

1%
tir. Simdi, « egrisinin V Vranceanu konneksiyonuna gore bir geodezik oldugunu

varsayalim. O halde (3.5.6) esitligi
VorrT + [sT,rT) € I'(S) ve VypsT + [rT,sT] € I' (R) (3.5.8)
ifadelerinin gecerli oldugunu belirtir. Dolayisiyla, ispat gosterilmis olur. O]
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4. CARPIM MANIFOLDLARI UZERINDE

ALTIN YAPILAR

Bu boliim 1i¢ alt béliimden meydana gelmektedir. Birinci alt boliim, konunun
biitiinligiiniin saglanmasi amaciyla yerel ¢arpim manifoldlar hakkinda [16, 29|
numarali yaymlarda verilen bazi temel bilgilerden bahsedildi. Ikinci alt béliimde,
yerel ¢carpim manifoldlar: iizerinde bir altin yapinin nasil inga edilecegi gosterildi.
Uciincii alt boliimde ise bir yerel carpim altin Riemann manifold ve bir yerel
ayrigtirilabilir altin Riemann manifold kavramlar: tanimlandi. Herhangi bir yerel
c¢arpim altin Riemann manifoldunun bir yerel ayrigtirilabilir altin Riemann ma-
nifold olmasina denk kosullar aragtirildi. Bir yerel ayristirilabilir altin Riemann
manifoldunun bilegenlerinin her ikisinin de birer Einstein manifold (ya da birer
sabit egrilikli manifold) olmas i¢in bir gerek ve yeter kogul elde edilmeye ¢aligildi.
Buna ek olarak, herhangi iki Riemann manifoldunun Riemann ¢arpim manifoldu
iizerinde bir altin Riemann yapi tanimlandi ve buna bagh olarak, bu Riemann
¢arpim manifoldunun bir yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifold oldugu ka-

nmtlandi.
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4.1 Yerel Carpim Manifoldlar

Bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldunun herhangi bir koordinat
komsulugu sistemi (fh) olsun. Eger (fhl>, M manifoldunun bagka bir koordinat

komsulugu sistemi ve bu iki koordinat komsulugunun herhangi bir arakesitinde

’ ! ’

£ =8 ("), & =¢" (£9) (4.1.1)
koordinat doniiglimlerinin Jacobien determinanti

0.8 | £0, 8,67 £ 0

ise (fh) koordinat komsulugu sistemine M manifoldunun bir ayrik koordinat
sistemi denir. Burada a,b,c,... ve x,y, z, ... indisleri, sirasiyla, 1,2,3,...,p ve
p+1Lp+2,p+3,...,p+ q=n srasinda tekrar etmektedir |16, 29].

Eger M manifoldunun bir ayrik koordinat sistemi var ise M manifoldu tize-
rinde bir yerel carpim yapisi vardir ve bu durumda M manifolduna bir yerel
¢arpim manifoldu denir [16, 29].

Tamim 4.1.1. Bir M yerel ¢arpim manifoldunda bir T} tenséri (ya da bir Tj;

¢ 0 T O
tensori) T/ = ( b ; > formunda (ya da Tj; = ( ’ ) formunda)
0 T 0 T,

bilesenlere sahip ise pir tensor olarak adlanduvrilur [29).

Tamim 4.1.2. Bir M yerel ¢arpim manifoldunda bir T} tensiri (ya da bir T

0 77 0 T,
tensoru o= ormunaa (ya aa 1;; = ormunaa
o e j—lh Yy d d 7} b d
Tr 0 Tey

bilesenlere sahip ise hibrit tensor olarak adlandvrilir [29].
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&% = sabit ve £* = sabit koordinatlar: ile taniml altuzaylarin sistemlerini,
swirasiyla, M, ve M, ile gosterelim. Bu durumda M, ve M, birer manifolddur.
Bunun yanmsira, M manifoldu M, ve M, manifoldlarimin bir yerel ¢arpimidir [16,
29].

F;’i (&), M yerel carpim manifoldu tizerinde bir lineer konneksiyon olsun. Bu
durumda (4.1.1) ifadesindeki koordinatlarm uygun bir doniisiimii altnda, T'% (&)

lineer konneksiyonu

o o€ { og o, o }
jli/ o 6&]7, aé_]/ aé_/[// JZ aé“‘]/ 852/

doniisiim kuralina sahiptir. F;’i lineer konneksiyonunun tiim bilegenleri

re, re, re 05 re T

cy? 2y’ 2y’

seklindedir |16, 29].

Herhangi bir v" = (v, v*) kontravaryant vektoriin kovaryant diferansiyeli

0% = dv® + T4dew” + T dev? 4 T4 de*o® + T devY, (4.1.2)
0u® = dv® + T4de0’ 4+ T2 decv? + T,de® + T2 de*v? (4.1.3)

esitlikleri ile verilir [29].

Onerme 4.1.1. M, manifolduna teget herhangi bir kontravaryant vektérin M,
boyunca paralel yer degistirmesinin yine M, manifolduna teget olmasi igin bir
gerek ve yeter kosul

s, =0 (4.1.4)
olmasidar [16, 29].
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Eger (4.1.4) esitligi saglaniyorsa bu durumda M, manifoldu M yerel ¢arpim
manifoldunda total geodeziktir [16, 29].

Onerme 4.1.2. M, manifolduna teget herhangi bir kontravaryant vektérin M,
boyunca paralel yer degistirmesinin yine M, manifolduna teget olmasi icin bir
gerek ve yeter kosul

Iy, =0 (4.1.5)

esitliginin saglanmasidur [16, 29].

Onerme 4.1.3. M, manifolduna teget herhangi bir kontravaryant vektorin her-
hangt bir yonde paralel yer degistirmesinin yine M, manifolduna teget olmass i¢in
bir gerek ve yeter kosul

esitliklerinin gecerli olmasidur [16, 29)].

Eger (4.1.6) ifadesindeki esitlikler saglaniyorsa bu durumda A, manifoldu A
yerel ¢arpim manifoldunda paraleldir {16, 29].

Onerme 4.1.4. M, manifolduna teget herhangi bir kontravaryant vektorin M,
boyunca paralel yer degistirmesinin yine M, manifolduna teget olmast i¢in bir
gerek ve yeter kosul

r¢. =0 (4.1.7)

2

olmaswdar [16, 29].
Eger (4.1.7) esitligi saglaniyorsa bu durumda M, manifoldu M yerel garpim

manifoldunda total geodeziktir [16, 29].

Onerme 4.1.5. M, manifolduna teget herhangi bir kontravaryant vektérin M,

boyunca paralel yer degistirmesinin yine M, manifolduna teget olmast icin bir
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gerek ve yeter kosul

re, =0 (4.1.8)

olmasudur [16, 29].

Onerme 4.1.6. M, manifolduna teget herhangi bir kontravaryant vektorin her-
hangi bir yonde paralel yer degistirmesinin yine M, manifolduna teget olmas: i¢in
bur gerek ve yeter kosul

I, =0vel, =0 (4.1.9)

esitliklerin saglanmasidur [16, 29).

Eger (4.1.9) ifadesindeki esitlikler saglaniyorsa bu durumda M, manifoldu M

yerel ¢arpim manifoldunda paraleldir {16, 29].

4.2 Yerel Carpim Manifoldlar:1 Uzerinde Altin Yapilarin In-

sasli

22 — 2 — 1 = 0 cebirsel denkleminin koklerini ¢ ve 1 — ¢ ile gosterelim. Bir M
yerel carpim manifoldunda herhangi bir v"* = (v% v®) kontravaryant vektoriinii
bagka bir (¢v?, (1 — ¢)v"*) kontravaryant vektoriine kargilik getirelim. Bu iglem

bir v" — ®v' lineer déniigiimii ile ifade edilebilir. Burada

oh = ( ¢gg a _O¢> 5 ) (4.2.1)

y
ile verilen n x n tipinde bir matristir. O zaman bir ayrik koordinat sisteminde ®!
matrisi bir mixed tensérdiir. Bunun yanisira, herhangi bir v* = (v¢,v®) kontra-

varyant vektorii igin
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¢32 (1 —0¢) 0 ) < ¢g§ (1 —O¢) oy ) ( ZZ )

P25 500° 0
0 (1— ¢)* 64670

gzﬁzégvc 0 )

olur. Yani, ®! tensorii CI);'.CD? = <I>§L + ]jh denklemini saglar. Burada ]jh, I birim

tensoriiniin bilegenleridir ve

oy 0
h _ sh __ b
= 5)

seklindedir.

Simdi, bir (¢") ayrik koordinat sisteminde

o 0 0 0
h b h

diyelim. O zaman r! ve s, sirasiyla, herhangi bir v" = (v% v®) kontravaryant

vektoruni



ve

h

kontravaryant vektorlerine doniistiiren operatérlerlerdir. Ayrica, v ve s opera-

torleri
ré-rf = 7“;?, ré-s? =0, sérz}-‘ =0, sé-s,’] = s?
ve
I =l 4 5" (4.2.2)
h

bagmtilarini saglar. Yani, 7 ve s projeksiyon operatérlerdir. Ustelik, ®/ tensorii

o) = ( ¢gg a _0¢) b > (4.2.3)

(8 a3 )

=ori +(1—¢)si

formunda yazilabilir. Béylece, (4.2.2) ve (4.2.3) esitlikleri dikkate alinirsa, rf* ve

sh projeksiyon operatorleri, sirasiyla,

L (o1 — o)

h _

S

5

(0= 1) I + )

seklinde ifade edilir.
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4.3 Yerel Carpim Altin Riemann Manifoldlar ve Yerel ay-

ristirilabilir Altin Riemann Manifoldlar
Tanim 4.3.1. Herhangi bir n-boyutlu M yerel ¢carpim manifoldunda bir
ds® = g;; (€) d¢’d€’

Riemann metrigi
PiDI g = Prgui + g (4.3.1)

esitligini saghyorsa M manifolduna bir yerel carpim altin Riemann manifoldu

denir.

M bir yerel ¢arpim altin Riemann manifoldu olsun. Bu durumda (4.3.1) esit-

liginden g;; tensori

9ji = ( " ) (4.3.2)

0 gy

seklinde bilegenlere sahiptir. Bu ise gj; tensoriiniin piir oldugunu ifade eder. Bu

yiizden, ds? Riemann metrigi

ds* = g (€) dE°dE” + g.,, (€) dE7dEY

seklinde ifade edilebilir. Yani, M, ve M, manifoldlar1 ortogonaldir. Ayni zamanda,

g™ tensériiniin de piir oldugu kolayca goriiliir. ®;; = ®lgy; diyelim. O zaman
Dji = i

olur. Ayrica, ®;; tensori

O = < (bgd’ a —?b) . ) (4.3.3)
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matris formuna sahiptir. Bu ise ®;; tensoriiniin piir oldugunu gosterir. Simdi,

i = r?gti ve Sj; = sz-gti diyelim. Bu durumda

g 0 0 0
V0 0 ) o g

olur. Buradan ise

(5D
RCOERIEES

= ¢rji + (1 — ¢) s

elde edilir.
Tanim 4.3.2. Bir n-boyutlu M yerel ¢arpym altin Riemann manifoldunda
ds® = gey (€) dE°dE" + gz, (€) dE™dEY
ile verilen bir Riemann metrigi
ds® = gey (6%) dE°AE" + g,y (€7) dE7dEY (4.3.4)

formuna sahip ise o zaman M yerel ¢carpim altin Riemann manifolduna bir yerel

aynistirlabilir Riemann manifold denir.

Aslinda, (4.3.4) esitligi go (€) fonksiyonlarimin sadece £* koordinatlarina bagli,
Gey = 0 ve g, (§) fonksiyonlarmin sadece £ koordinatlarina bagh olduguna denk-

tir.
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Teorem 4.3.1. Herhangi bir M yerel altin Riemann manifoldunun bir yerel ay-

ristirilabilir altin Riemann manifold olmast i¢in bir gerek ve yeter kosul
esitliklerinin saglanmasidar.

ispat. M vyerel carpim altin Riemann manifoldu iizerinde ¢ Riemann metrigi

g =ds* = go (§) dE°E" + g2y (¢) dEdEY

ile verilir. Eger M bir yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifold ise o zaman g

Riemann metrigi

g =ds® = gu (£%) dE°dE® + gay (€7) dE*dEY

formuna sahiptir. Yani, g, (§) fonksiyonlar1 sadece £* koordinatlarina bagl, g., =

0 ve g, (§) fonksiyonlar1 sadece £* koordinatlarina bagh olur. Buradan ise
I = L e 0 9) 0
ji = 59" 1039ir + 9igjr — 0rg;i}
oldugu dikkate alinirsa,

1
Ffb - §gmr {acgbr + abgcr - argcb} - 07

1
Fib = §ng {angr + abgzr - argzb} - 07

1
ng = 59(" {azgyr + aygzr - argzy} =0

ve
Iey = %g“’" {0cgyr + Oyger — Orgey} =0
elde edilir.
Tersine, I'y, = 0, I'}, = 0, 'Y, = 0 ve I't, = 0 ise 0 zaman g, (§) fonksi-
yonlarmin sadece £* koordinatlaria bagl, g., = 0 ve g,, (§) fonksiyonlarinin &*
koordinatlarina bagh oldugu goriiliir. Bu ise M manifoldunun bir yerel ayrigtiri-

labilir altin Riemann manifold olmasi demektir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmig

olur. ]
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Bir yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifoldunda I'y, ve T'], haricindeki
Christoffel sembolleri sifirdir. Ayrica, I'%, Christoffel sembolleri sadece £* koordi-
natlarma bagh fonksiyonlardir, I'7, Christoffel sembolleri ise sadece {” koordinat-
larma bagh fonksiyonlardir.

Teorem 4.3.2. Herhangi bir M,, x M, yerel ¢arpum altin Riemann manifoldunun
bir yerel ayristirdabilir altin Riemann manifold olmasy i¢in bir gerek ve yeter
kosul M, ve M, bilesenlerinin M, x M, yerel ¢carpim altin Riemann manifoldunda

paralel olmasidar.

ispat. Onerme 4.1.1, Onerme 4.1.3, Onerme 4.1.4, Onerme 4.1.6 ve Teorem 4.3.1

g6z oniinde bulundurulursa, ispat agik bir sekilde goriiliir. O]

Teorem 4.3.3. Herhangi bir yerel ¢carpim altin Riemann manifoldun bir yerel

aynistirilabilir Riemann manifold olmasy i¢in bir gerek ve yeter kosul
V=0
olmasidar.
ispat. (IJ? tensoriiniin kovaryant tiirevi
V;®f = 00} + Iy &f — I'},0}

ile verilir. O zaman ®! tensoriiniin (4.2.1) esitliginde verilen formu kullanilirsa,

bu durumda

V¢ = 0Py + F;‘k@’g — rg?bcbg
= ¢OI{ + P;fk@’g - F;?bcbg

=0,
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V05 = 0% + I}, 0F — ' (4.3.5)
=(1-9) 5, — o1,
=(1-2¢)TY,

= —/5I@

Jy’

x T x k k T
= (1 —¢) 9Ly + 'y, @y — Tk F

=0
ve

V;®; = 0%} + 'y, &F — I, dF (4.3.6)
= ol —(1—9)IF,

= (2¢ - 1) F?b . \/grfb

elde edilir. Eger M bir yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifold ise Teorem
4.3.1 yardimiyla

esitlikleri gegerlidir. Buradan ise
V;®y =0, V;0p =0, V;®) =0, V;&p =0 (4.3.7)
olur. Bu ytizden, (4.3.7) ifadesindeki egitlikler
V;®"=0

oldugunu gosterir.

Tersine, V;®" = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda

V08 =0, V;08 = 0, V;0% =0, V;¢ =0
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olur. O zaman (4.3.5) ve (4.3.6) esitliklerden sirasayla
re =0 (4.3.8)

ve

2, =0 (4.3.9)

oldugu goriiliir. (4.3.8) ve (4.3.9) esitlikleri ise
e, =01% =0,Tg=0T7=0

oldugunu ifade eder. Boylece, Teorem 4.3.1’den M bir yerel ayrigtirilabilir altin

Riemann manifolddur. O

Teorem 4.3.4. p,q > 2 oldugunu varsayalim. Herhangi bir M, x M, yerel ay-
ristirdlabilir altin Riemann manifoldunda M, ve M, bilesenlerinin her ikisinin de
FEinstein manifold olmasi i¢in bir gerek yeter kosul M, x M, manifoldunun Ricci
tensoriunin

Rj; = agj; + b®j;

formunda olmasidir. Burada a ve b sabitlerdir.

Ispat. M, ve M, bilesenlerinin birer Einstein manifold oldugunu varsayalim. O
zaman

Rcb = Agcb (4310)

ve
R, = 1192y (4.3.11)

olacak sekilde A ve p sabitleri vardir. Burada Ry ve R, sirasiyla, M, ve M,
Einstein manifoldlarinin Ricci tensorleridir. Bu durumda (4.3.2), (4.3.3), (4.3.10)
ve (4.3.11) egitlikleri yardimiyla M, x M, yerel ayrigtirilabilir altin Riemann ma-

nifoldunun R;; Ricci tensorii

— 1) A
Ry = 2)\/; P i+ (W“) o, (4.3.12)
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seklinde ifade edilebilir. Burada ¢ ve 1 — ¢ degerleri, 2> — 2 — 1 = 0 cebirsel

denkleminin kokleridir. Boylece,

_(@—DA+op
2v5

()

Rji = agji + b®j;

ve

alinirsa, (4.3.12) esitligi

halini alir.
Tersine, M, x M, yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifoldunun Ricci ten-
sorunin
Rji = agji + b®j;

formunda oldugunu varsayalim. O zaman

Rcb = (a + ¢b) Jecb (4313)

olur. Boylece, (4.3.13) ve (4.3.14) egitlikleri, sirasiyla, M, ve M, bilegenlerinin
birer Einstein manifold oldugunu gosterir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur.

]

Sonug 4.3.1. p,q > 2 oldugunu varsayalim. Herhangi bir M, x M, yerel ayris-
tirlabilir altin Riemann manifoldunda M, ve M, bilesenleri Einstein manifold
olsun. Bu durumda M, x M, yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun

Ricei tensori

_-Drton (A—_ﬂ) )
R]z— 2\/3 g]z+ \/g qj]z

ile verilir. Burada X\ ve p, swaswla, M, ve M, FEinstein manifoldlarimin kesit
egrilikleridir.
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Ispat. M, ve M, bilegenlerinin her ikisi de Einstein manifold oldugu i¢in M, x M,
yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifoldunun Ricci tensorii
Rji = agji + bq)ﬂ
olacak gekilde a ve b sabitleri vardir. O halde (4.3.2) ve (4.3.3) esitliklerinden,
Rcb - (CL + (bb) geb (4315)
ve
R,y =(a+(1—¢)b) gy (4.3.16)

oldugu aciktir. Diger taraftan, M, ve M, bilesenlerinin Einstein manifold oldugu
dikkate alinirsa,

Rcb = Agcb (4317)

ve

O (43.18)
esitlikleri gegerlidir. Boylece, (4.3.15), (4.3.16), (4.3.17) ve (4.3.18) esitlikleri bir-
likte diisiiniiliirse,
a—+ob=\
a+ (1= ¢)b=p

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem isteminin ¢ozimii

_(0=DAr+op
2v/5

()

olur. Buradan ise M, x M, yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifoldunun Ricci

ve

tensorinin

— 1)\ A—
Ry - (¢ 2)\/; czﬁugjiJr <WM) o,

formunda oldugu elde edilir. O
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Teorem 4.3.5. p,q > 2 oldugunu varsayalim. Herhangi bir M, x M, yerel ay-
ristirdabilir altin Riemann manifoldunda M, ve M, bilesenlerinin her tkisinin
de sabit kesit egrilikli manifold olmasi icin bir gerek yeter kosul M, x M, yerel

ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun egrilik tensoriniin
Rijin = AN(9kn95i — 9ingri) + (Prn®ji — P Pri)]
+ 1 [(Prngsi — Pingi) + (grnPji — ginPri)]
formunda olmasidir. Burada X\ ve u sabitlerdir.

ispat. M, ve M, bilegenleri birer sabit kesit egrilikli manifold olsun. Bu durumda

Ricba ve R.yq egrilik tensorleri

Rdcb(z =Cp (gdagcb - gcagdb) (4319>
ve
Rzyzw = Cq (gzwgyac F— gngz:v) (4320)

esitliklerini saglar. Burada ¢, ve ¢,, sirasiyla, M, ve M, sabit kesit egrilikli mani-

foldlarin kesit egrilikleridir. (4.3.19) ve (4.3.20) esitliklerinin her ikisinin birlikte

1— _
Ryjin = (—( gb;\j% ¢Cq) [(9xn95i — 9ingri) + (Pen®ji — @ Pri)]

n (_(1_¢)Cp+¢cq

1 ) [(Prngji — Pingri) + (96nPji — 9inPri)]

seklindeki bir ifadeyi sagladigi kolayca gosterilebilir. Boylece,
(1—9)cp — dcq

A= — W
ve
o (1—0)c, + ¢c,
== 4

olarak alinirsa,

Rijin = MNM(9kn9ji — 9ingri) + (Pen®ji — @ Pri)]

+ 1 [(Prngsi — Pingri) + (910 Pji — ginPri)]
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oldugu elde edilir.

Tersine, M, x M, yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifoldunun egrilik

tensorunin

Rijin = N(9kn95i — 9ingki) + (Pen®ji — ©jnPri)]

+ 1 [(Prngji — Pingri) + (96nPji — 9jnPri)]

olacak gekilde A ve p sabitlerinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda (4.3.2)

ve (4.3.3) esitlikleri kullanilirsa,

Racba = A [(9aageb — Geagan) + (Paa®Peh — PeaPap)] (4.3.21)
+ 1 [(Paager — Peagan) + (9aa®Peb — GeaPav)]
= A(9daGeb — geagas) + ($9da®9et — PGea®gan)]
+ 1t[(9Gaageb — PGeadan) + (9aaPGeh — GeaBYas)]
=\ [(gdagcb — GeaJab) + (¢29dagcb - ¢29cagdb)}
+ 1 [(BGdager — BGeaGan) + (PGaageh — PGeaan)]
= A [(gdagcb — Yeaas) + O (YdaGer — gcagdb)}
+ (¢ (9daGeb — GeaGan) + @ (Gdaeh — GeaGan)]
= (¢ +2) M(9daged — Geagav)] + 201t [(9dager — Feadas)]

= [(¢ + 2) A + 2¢,u] (gdagcb - gcagdb)

ve

Royow = AN(Gowye — Gywlea) + (PowPye — Ppy D22)] (4.3.22)
+ 1 [(Pewye — Pywbza) + (9o Pye — JyuwPza)]
= AM(gz09ye = Gyuwze) + (1= @) G2 (1 = ) gyo — (1 = &) gy (1 — ¢) g20)]
+ 1 [((1 = 8) Gzwgye — (1 = @) GywGza) + (gzw (1 = @) Gyo — Gyu (1 — @) g20)]

= A [(gzwgym - gngzr> + ((1 - ¢)2 Jzwlyx — (1- ¢)2 gngzm)]
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+ 1 (1= 0) Gawgye — (1= @) gywgez) + (1 = ¢) gowbye — (1 = &) Gyuer)]
= A (9zw8ye = Gypugza) + (1= 0)° (g2ugye — Gyue)]

+ 1 [(1 = 0) (G2wgyr — Gyuwgez) + (1 = @) (Gewlye — GywGiz)]

= (3= 0) AM(9z09ye — Gywdza)] + 2 (1 = @) 1 [(g2wgye — Gyuwlzo)]

= [(3 - ¢) A + 2 (1 - ¢) :u] (gzwgyw - gngzx)

olur. Boylece, (4.3.21) ve (4.3.22) esitlikleri, sirasiyla, M, ve M bilegenlerinin
birer sabit kesit egrilikli manifold oldugunu ifade eder. Dolayisiyla, ispat tamam-

lanmaig olur. O]

Sonug 4.3.2. p,q > 2 oldugunu varsayalim. Herhangi bir M, x M, yerel ayris-
tirlabilir altin Riemann manifoldunda M, ve M, bilesenleri sabit kesit egrilikli
manifoldlar olsun. Bu durumda M, x M, yerel ayristiriabilir altin Riemann ma-

nifoldunun egrilik tenséri

Ryjin = (— L gb;\j%_ ¢Cq) [(9x195i — 9ingri) + (PenPji — @ Pri)]

n (_(1_¢)CP+¢Cq

1 ) [(Prngji — Pingri) + (96nPji — 9inPri)]

ile verilir. Burada ¢, ve ¢4, siraswyla, M, ve M, sabit kesit egrilikli manifoldlarin

kesit egrilikleridir.

ispat. M, ve M, bilesenlerinin her ikisi de sabit kesit egrilikli oldugu i¢in M, x M,

yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifoldunun egrilik tensorii

Ryjin = MNM(9kn9ji — 9ingri) + (Pen®ji — @ Pri)]

+ 1 [(Prngsi — Pingri) + (910 Pji — ginPri)]

formunda olacak gekilde A ve p sabitleri mevcuttur. O zaman (4.3.2) ve (4.3.3)

esitlikleri yardimiyla
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Racba = A [(9aages — Geagan) + (PaaPet — PeaPap)] (4.3.23)
+ 1 [(Paager — Peagan) + (9aa®Peb — Gea®Pav)]
= A(9daGeb — geagas) + ($9da®9eb — PGea®gan)]
+ 1[(9Gaageb — PGeadan) + (9aaPGeh — GeaPYas)]
= A [(9dageb — Gea9ar) + (67 9aaGer — °Geaan) ]
+ 1 [(BGdager — BGeagan) + (PGaager — PGeaan)]
= A [(gdagcb — Yeaas) + O (YdaGer — gcagdb)}
+ (¢ (9daGeb — GeaGan) + @ (Gdageh — GeaGan)]
= (¢ + 2) M(9daged = Geagav)] + 201t [(9dager — Feadas)]

= [(¢ + 2) )\ + 2¢,u] (gdagcb - gcagdb>

ve

Royow = AN(Gowye — Gywlex) + (PowPye — P P22)] (4.3.24)
+ 1 [(Powbye — Pywboe) + (9o0Pye — Gyuw®Psz)]
= AM(gz09ye = Gyuwza) + (1 = @) Gow (1 = @) gyo — (1 = &) gy (1 — ) g20)]
+ 1 [((1 = 8) G2wgye — (1 = @) GywGza) + (gzw (1 = @) Gyo — Gyu (1 — @) g20)]
= M (G090 — Gywtze) + (1= ) Geuwtye — (1= 0)° Gpugea)]
+ 1 [((1 = 8) Gowgye — (1 = @) Gywgza) + (1 = 0) Gowye — (1 = ¢) Gyuez)]
= M (Gsw9ye — Gyugea) + (1 — ) (Gowye — Gyuwse))]
+ 1 [(1 = 8) (Gswlye — Gyuwgze) + (1 = 8) (G2wlye — GyuwGe)]
= (3= &) M(gzwye — Gywgza)] + 2 (1 = &) 11 [(Gzwye — Gywdze)]

=[B=)A+2(1 = ¢) ] (g2wlye — Gywlza)

elde edilir. Diger taraftan, M, ve M, bilesenleri sabit kesit egrilikli manifoldlar
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oldugu i¢in
Rdcba = Cp (gdagcb - gcagdb) (4325)

ve

Rzyxw = Cq (gzwgyoc - gngzx) (4326)

esitlikleri saglanir. Boylece, (4.3.23), (4.3.24), (4.3.25) ve (4.3.26) esitlikleri bir-

likte diigtintildiigiinde,

(@+2) X+ 20p =c,

B-@)A+2(1-d)u=c

lineer denklem sistemi elde edilir. Basit bir hesaplama ile, bu lineer sisteminin

¢Ozumu
)\: _(1_¢>CP_¢CQ
25
ve
e _(1_¢)CP+¢Q}

4
olur. Dolayisiyla, M, x M, yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifoldunun egrilik

tensoru

Ryjin = (— (1= ¢2)\j%_ gbcq) (951955 — 9ingri) + (PenPji — @ Pri)]

n (_(1_¢)CP+¢C¢1

1 ) (Prngji — Pingri) + (9rnPji — 9jnPri)]

olarak hesaplanir. O

Simdi, herhangi iki Riemann manifoldunun Riemann ¢arpim manifoldu {ize-
rinde bir altin Riemann yap1 tanimlayalm.
Herhangi iki (Hl, §1) ve (H?, §2) Riemann manifoldunun M, x M, Riemann

carpim manifoldunu diistinelim. T (Ml X MQ) tanjant demetinin, sirasiyla, 7M;
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ve T'M, tanjant demetleri iizerine projeksiyon operatérlerini 7 ve 3 ile gosterelim.
O zaman

T+5=17=T,5 =5T5=5T =0 (4.3.27)

esitlikleri saglanmir. O halde M; x M, Riemann carpim manifoldunun § Riemann

metrigi her XY € T’ (T (Ml X Mg)) icin
§<X7 Y) = gl (FX,FY) +§2 <§X7§Y)

ile verilir. Buna ek olarak, g Riemann metrigininin tanimi dikkate alinirsa, (2.14.1)
esitligi ile verilen Koszul formiiliinden M; ve M5 Riemann manifoldlarmin M; x
M Riemann carpim manifoldunda total geodezik oldugu goriiliir. Simdi, M1 x M

Riemann ¢arpim manifoldu iizerinde
O=¢r+(1—¢)s (4.3.28)

esitligi ile verilen bir (1,1) tipinde tensor alan1 tanimlayalim. Burada ¢ ve 1 — ¢

2

degerleri, x* — x — 1 = 0 cebirsel denkleminin kokleridir. Bu durumda

Sr=9r =T
ve
P5=(1-¢)5=50
esitliklerinin gecerli oldugu aciktir. Ayrica, 7 ve S projeksiyon operatorleri, sira-

styla,

((0-DI+9) (4.3.29)

=l
I

Sl
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ve

5=— (¢l — ®) (4.3.30)

ile verilir. Boylece,

elde edilir. Yani, ® bir altin yapidir. Buna ek olarak, her X, Y € T’ (T (Ml X MQ))
icin
7(®X,Y) =7, (TOX,7Y) + 7, (SPX,5Y)

=7, (P7X,7Y) + g, (P5X,5Y)

egitligi saglanir. O zaman (g_], 5) bir altin Riemann yapidir. Dolayisiyla, (Hl x M, 7, 5)
bir Riemann ¢arpim altin Riemann manifold olur.
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Teorem 4.3.6. Herhangi bir (Ml x M, 7, 5) Riemann ¢carpim altin Riemann

manifoldu bir yerel ayristirilabilir altin Riemann manifolddur.

Ispat. M, x M, Riemann ¢arpim altin Riemann manifoldu tizerindeki Levi-

Civita konneksiyonu V ile gosterelim. Her X,Y €T (T (Ml X Mg)) icin
VyTX =V Gy ssy) TX = ViyTX + Vg TX (4.3.31)
ve

VyX =V (ryssy) (TX +3X) (4.3.32)
= Viy (TX +3X) + Vay (TX +3X)
- vaFX + v?ng + vgyFX + vgng
olur. Diger taraftan, g Riemann metriginin paralel ve M5 Riemann manifoldunun

M, x My Riemann carpim altin Riemann manifoldunda total geodezik olmasi

nedeniyle her Z € T’ (T (Ml X Mg)) icin

9 (VsyTX,52) = Vsyg (TX,52) — g (TX,Vsy52)

0—9(TX,Vs52)

0

elde edilir. Bu ise

VsyTX €' (TM,)
oldugunu ifade eder. Yani,
TVayTX = Ve TX
ve
5Vsy7X =0

olur. Benzer sekilde,
TVsy3X =0
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ve

5VeysX = ViysX
oldugu gosterilebilir. Bu yiizden, (4.3.32) esitligi yardimiyla

TVyX =7 Viyisy) TX +35X) (4.3.33)

=l

=7 (ViyTX + Viy5X 4 Vi TX + Vi 5X)
=T ViyTX +7 Viy3X + 7 VsyTX + 7 Vagy3X
= ViyTX + 0+ Vo TX +0

= ViyTX + VoyTX
oldugu bulunur. Béylece, (4.3.31) ve (4.3.33) esitlikleri kullanilirsa,

(VyT) X = VyTX —TVy X
= ViyTX + VayTX — Viy X — Vi TX
=0
elde edilir. Benzer sekilde,
(Vys) X =0
oldugu gosterilebilir. O halde, (4.3.28) esitliginden, her XY € ' (T (Hl X MQ))
icin
(Vx®)Y = (Vxgr +Vx (1 - 9)35) Y
= (¢VxT+ (1 —9¢)Vx35)Y
=¢(VxT)Y +(1—9¢) (Vx5)Y

=0

olur. Yani, ® altin yapis1 V Levi-Civita konneksiyonuna gére paraleldir. Dolayi-
siyla, (Ml x Ms,7, 6) Riemann carpim altin Riemann manifoldu bir yerel ayris-

tirilabilir altin Riemann manifolddur. O

117



5. ALTIN MANIFOLDLARIN

ALTMANIFOLDLARI

Altin Riemann manifoldlarin altmanifoldlarinin incelendigi bu boliim beg alt
boliimden olugmaktadir. Birinci alt boliimde, bir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir izometrik immersed altmanifoldunun tanjant ve normal demetleri
iizerinde ambient manifoldun altin yapisinin tanimladigi kanonik yapilarin bazi
ozellikleri ortaya koyuldu. Ikinci alt béliimde, bir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir izometrik immersed altmanifoldu {izerindeki indirgenmis yap1 hak-
kinda bazi hatirlatmalar yapildi. Indirgenmis yapimin matris elemaninin izi ile
ilgili sonuglar elde edildi. Bir altin Riemann manifoldunun izometrik immersed
non-invaryant, invaryant ve anti-invaryat altmanifoldlar: iizerlerinde taniml in-
dirgenmis yapilar yardimiyla irdelendi. Izometrik immersed non-invaryant alt-
manifoldlarin total geodezik (ya da minimal) olma kogullar1 aragtirildi ve bazi
onemli sonuglar elde edildi. Bir izometrik immersed non-invaryant altmanifold
izerindeki indirgenmis yapida, tanjant vektor alanlarinin lineer bagimli oldugu
durumda belirli sayida normal vektor alanlarina karsilik gelen ikinci temel ten-
sorlerin sifir olmasi i¢in iki kogul bulundu. Burada ikinci temel tensorlerin sa-
yis1, indirgenmig yapidaki tanjant vektor alanlarinin ranki kadardir. Ayrica, bu

ikinci temel tensorlerin her biri icin bir sonug verildi. Uciincii alt béliimde, bir
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yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifoldunun herhangi bir izometrik immer-

sed invaryant altmanifoldunun bir yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifold

oldugu ispatlandi. Herhangi bir izometrik immersed altmanifoldun invaryantligi

i¢in bir karakterizasyon bulundu. Herhangi bir izometrik immersed invaryant alt-

manifoldun total geodezik olmasi i¢in bazi kosullar belirlendi. Ayrica, izometrik

immersed invaryant altmanifoldlar i¢in bazi 6nemli sonuclara ulagildi. Dérdiincii

alt boliimde, izometrik immersed anti-invaryant altmanifoldlarin bazi ozellikleri

elde edildi. Herhangi bir izometrik immersed altmanifoldun anti-invaryant olmasi

i¢in iki kosul belirlendi. Ayrica, bu varsayimlar altinda, izometrik immersed anti-

invaryant altmanifoldun total geodezik oldugu goriildii. Herhangi bir izometrik

immersed anti-invaryant altmanifoldun total geodezik olmasi i¢in bir kogul verildi.

Baz1 sartlar altinda, herhangi bir izometrik immersed anti-invaryant altmanifol-

dun normal demeti i¢in 6zel bir yerel ortonormal ¢ati bulundu. Bunun yanisira,

izometrik immersed anti-invaryant altmanifoldun tanjant demetinin herhangi bir

yerel ortonormal c¢atisinin se¢imine gore belirlenen normal vektor alanlarina kar-

silik gelen ikinci temel tensorlerin sifir oldugu ispatlandi. Besingi alt boliimde,

altin Riemann manifoldlarin semi-invaryant altmanifoldlarinin geometrik 6zellik-

leri aragtirildi ve baz1 6rnekler verildi. Herhangi bir altmanifoldun semi-invaryant

olmasi i¢in iki tane karakterizasyon verildi. Semi-invaryant altmanifoldlarin dist-

ribiisyonlarinin karakterizasyonu ile ilgili ifadeler elde edildi. Semi-invaryant alt-
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manifoldlarin tanjant ve normal demetleri {izerinde tanimli kanonik yapilarinin
paralelligi aragtirildi, baz1 denk ifadeler ve sonuglar bulundu. Semi-invaryant alt-
manifoldlarin tanimindaki distribiisyonlarin integrallenebilirligi ve paralelligi ca-
ligild1, bazi gerek ve yeter kogullar ve sonuglar elde edildi. Semi-invaryant altma-
nifoldlarin total geodezik, mixed total geodezik ve total umbilik gibi baz1 siniflan-
dirilmalarinin yapilmasi i¢in baz kogullar ve karakterizasyonlar verildi. Ayrica,
hangi kosullar altinda semi-invaryant altmanifoldlarin bir de Rham kohomoloji
grubu tanimladigr gosterildi. Bu kohomoloji grubu yardimiyla semi-invaryant alt-

manifoldlar incelendi ve 6nemli sonuclara ulagildi.

5.1 Izometrik iImmersed Altmanifoldlar

Bir (W, g, 5) altin Riemann manifoldunun herhangi bir izometrik immersed
altmanifoldu M olsun. Herhangi bir p € M noktasinda M altmanifoldunun tan-
jant uzaymi ve normal uzaym, sirasiyla, T,M ve T,M* ile gosterelim. Bu du-

rumda A ambient manifoldunun 7'M tanjant demetinin

TM =TM & TM+

seklinde ayrisimi vardir. i : M — M immersiyonunun tiirev déniisiimii i, ise
o zaman M altmanifoldu iizerinde indirgenmis g Riemann metrigi her XY €
[(TM) igin

g(X,)Y) =7(i.X,i.Y) (5.1.1)
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ile verilir [21, 22].

Kolaylik agigindan aksi belirtilmedikge, her X € T'(T'M) igin 7, X ile X vektor
alanlarimi 6zdes olarak kabul edelim ve M ambient manifoldu iizerindeki Riemann
metrigi ile M altmanifoldu tizerindeki indirgenmis metrigi ayn1 g sembolii ile
gosterelim.

M altmanifoldu tizerinde T, N, t ve n doniisiimlerini, sirasiyla, her X €

[ (TM) ve V €T (TM") igin

TX = (3X) ', (5.1.2)
NX = (3X)", (5.1.3)
v =(3V)" (5.1.4)
nV = (dV)* (5.1.5)

ile tanimlayahm. O halde T : I' (TM) — I'(T'M) ven : I (TM*) — I (TM*)
déniigiimlerinin birer endomorfizm, N : I' (TM) — T' (TM*) vet : T (TM*) —
[ (T'M) doniigtimlerinin ise birer demet degerli 1-form oldugu agiktir. Bu nedenle,

herhangi bir X € T'(T'M) tanjant vektor alam icin ®X vektor alan

X =TX+NX (5.1.6)

olacak gekilde tanjant ve normal bilegenlerine ayrilabilir. Benzer sekilde, herhangi
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bir normal vektor alam V € I' (TM*) i¢in ®V vektor alani
OV =tV +nV (5.1.7)

formunda yazilabilir.

Onerme 5.1.1. Bir (M, g, 5) altin Riemann manifoldunun herhangi bir altma-
nifoldu M olsun. O zaman T : T'(TM) — T'(T'M) endomorfizmi g-simetriktir
[64].

Onerme 5.1.2. Bir (M, g, 5) altin Riemann manifoldunun herhang: bir altmani-
foldu M olsun. O zaman n : T’ (TML) — T (TML) endomorfizmi g-simetriktir
[64].

Lemma 5.1.1. Bir (M, q, 5) altin Riemann manifoldunun herhangi bir altma-

nifoldu M olsun. Bu durumda

T+1=T?+1tN, (5.1.8)
N = NT +nN, (5.1.9)
t="Tt+tn (5.1.10)
ve
n+1=n?+ Nt (5.1.11)

esitliklery saglanar.

Ispat. (5.1.6) ve (5.1.7) esitlikleri yardimiyla herhangi bir X € I' (T'M) tanjant

vektor alani igin
X =B (BX)

O(TX +NX)=0TX +PNX

T(TX)+NTX +tNX +nNX
=T?X 4+ NTX +tNX +nNX

=T?X +tNX + NTX +nNX

122



ve

(P+)X=0X+X=TX+NX+X

elde edilir. Diger taraftan, =3 + I oldugu dikkate alinirsa,
T°X +tNX + NTX +nNX =TX + NX + X

oldugu goriiliir. Buradan ise tanjant ve normal bilegenler esitlenirse, sirasiyla,
TX4+X=T>X+tNX veyaT +1=T?+tN

ve

NX =NTX +nNX veya N = NT +nN

elde edilir. Bu ise (5.1.8) ve (5.1.9) esitliklerinin saglandigini gosterir. Benzer se-
kilde, (5.1.6) ve (5.1.7) esitlikleri kullanilarak herhangi bir V' € I" (T M L) normal

vektor alani igin

2

PV =23 (DV)

= (tV 4+nV) =0tV + nV
=TtV + NtV +tnV +n (nV)
=TtV + NtV + tnV + n’V

=TtV +tnV + NtV + n?V

ve

(@+)V=0V+V=tV+nV+V

elde edilir. Diger taraftan, O =D+1 oldugu dikkate alinirsa,
TtV +tnV + NtV +n*V =tV +nV + V
oldugu goriiliir. Buradan ise tanjant ve normal bilegenler egitlenirse, sirasiyla,

tV =TtV +tnV veyat =Tt + tn
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ve

nV +V = NtV +n?V veyan + I = Nt + n?

elde edilir. Bu ise (5.1.10) ve (5.1.11) esitliklerinin saglandigini gosterir. Dolay1-

siyla, ispat tamamlanmig olur. ]

T, N, t ve n dontigiimlerinin kovaryant tiirevleri, sirasiyla, her X, Y € I'(T'M)

ve Vel (TML) i¢in

(VxT)Y =VxTY —TVxY, (5.1.12)
(VxN)Y = VxNY — NVyY, (5.1.13)
(Vxt)V =VxtV —tVxV (5.1.14)
ve
(Vxn)V =VxnV —nVxV (5.1.15)

ile tanimlanir. Burada V+, M altmanifoldu iizerindeki normal konneksiyondur.

Onerme 5.1.3. Bir (M, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda T : TM — TM endomorfiz-
minin ve N : TM — TM* normal demet degerli 1-formunun kovaryant tiirevi,

siraswyla, her X, Y € I'(TM) i¢in
(VxT)Y = Any X + th(X,Y) (5.1.16)

ve

(VxN)Y =nh(X,Y) - h(X,TY) (5.1.17)

ile verilir [64].
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Onerme 5.1.4. Bir (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun

herhangi bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda her X,Y € T'(TM) i¢in
TX,)Y|=VxTY —VyTX + AnxY — Ay X (5.1.18)

ve

N[X,Y]=h(X,TY) - h(TX,Y)+VENX — VxNY (5.1.19)
esitliklert saglanir [64).

Onerme 5.1.5. Bir (M, q, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir altmanifoldu M olsun. Bu durumdat : TM+ — TM tanjant demet
degerli 1-formunun ve n : TM+ — TM* endomorfizminin kovaryant tiirevi,

siraswyla, her X € T (TM) ve V € I' (TM™) igin
(Vxt) V=AwX —-TAyX (5.1.20)

ve

(Vxn)V = —h(X,tV) — NAyX (5.1.21)

ile verilir [64)].
5.2 Indirgenmis Yapilar ve Non-Invaryant Altmanifoldlar

Bir m-boyutlu (M, g, 6) altin Riemann manifoldunun herhangi bir n-boyutlu
izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codim M olsun.

TM+* normal demetinin bir {Ny, N, ..., N,} yerel ortonormal catisin diisii-
nelim. Her X € I'(T'M) i¢in M ambient manifoldu iizerinde ® (i,X) ve ® (N,)
vektor alanlari, sirasiyla,

(1, X) =i, (B (X)) + Y _ta (X) N, (5.2.1)
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ve

O (No) = iy (ba) + D _aapNg,e = *1 (5.2.2)
B=1

seklinde M altmanifoldunda tanjant ve normal bilegsenlerine ayrilabilir. Burada
®, M manifoldu iizerinde (1, 1) tipinde bir tensor alani; &,, M altmanifoldu tize-
rinde tanjant vektor alanlari; u,, M altmanifoldu iizerinde 1-formlar ve (aqs), .,
M altmanifoldu iizerinde r x r tipinde reel degerli fonksiyonlarin bir matrisidir.
Boylece, M altmanifoldu tizerinde bir (QD, g, Ua, €, (“aﬁ)rw) indirgenmis yapisi
elde edilir [21, 22].

M ve M manifoldlarinin Levi-Civita konneksiyonlarini, sirasiyla, V ve V ile

gosterelim. M ambient manifoldunda M altmanifoldunun Gauss ve Weingarten

formiilleri, sirasiyla, her X, Y € I'(T'M) igin

Vixi Y =i,VxY + > ho (X,Y)N, (5.2.3)
a=1
ve
ViexNa = =i AaX + ) lag (X) Np (5.2.4)
B=1

ile verilir. Burada h,, 1 < a < r, N, normal vektor alanlarina karsilik gelen
ikinci temel tensorleri; A,, N, normal vektor alani boyunca sekil operatoriinii;
lag, 1 < a,8 < r, M altmanifoldu iizerinde V* normal konneksiyonuna gore

1-formlar1 gostermektedir. Dolayisiyla, her X, Y € I'(T'M) ve 1 < o, f < r igin

he (X,Y) = ho (Y, X) (5.2.5)
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ha (X,Y) =g (AX,Y),

ViixNa =D las (X) N
p=1

ve

esitlikleri saglanir [21].

(5.2.6)

(5.2.7)

(5.2.8)

Teorem 5.2.1. Bir m-boyutlu (M, g, 6) altin Riemann manifoldunun herhang:

bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codim M olsun. Bu

durumda M altmanifoldu tizerinde (CID, 9, Ua, €€a, (Aag), .

X,Y e (TM) igin
PX)=D(X)+ X — 52r:ua (X) &,,
Ua (P (X)) = (1 — aaa) ua (X),

Qap = ABa,

ug (&) = € <5a,8 + Gap — Zaawal?v) .
y=1

T

o (ga) = ga - Zaaﬁgﬁ;

B=1

U (X) =e9(X,8a),
g(®(X),Y)=g(X,2(Y))

ve

esitliklerini saglar [21, 22].
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T M+ normal demetinin herhangi iki yerel ortonormal ¢atist { Ny, Ny, ..., N, }

ve {N{, N}, ..., N/} olsun. O zaman her o € {1,...,7} i¢in N/ normal vektor

alanlarmin { N7, Na, ..., N, } yerel ortonormal ¢atisinda ayrigimi
N, =>KIN, (5.2.17)
y=1

ile verilir. Burada k), X r tipinde bir ortogonal matristir.

uh =y klu,, (5.2.18)
y=1
& =Y k&, (5.2.19)
y=1
ve
g = > klask (5.2.20)
y=1

diyelim. Bu durumda (5.2.17) esitligi kullanilirsa, (5.2.1) ve (5.2.2) ifadeleri, s1-

rasiyla,
D (i,X) =0, @ (X)+ Y u, (X) N, (5.2.21)
a=1
ve
B (N)) =ei, (&) + Y _alyNp,e =+l (5.2.22)
B=1

formlarimi halir. Ayrica, (5.2.19) esitliginden &, ..., &, tanjant vektor alanlar: li-
neer bagimh (ya da lineer bagimsiz) ise ayni zamanda &1, ..., & tanjant vektor
alanlar1 da lineer bagimlidir (ya da lineer bagimsizdir). Bunun yanisira, a,s matris

bileseni o ve 8 indislerine gore simetrik oldugu icin a,g matris bileseni uygun bir
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doniigiim altinda a5 = Aodap formuna indirgenebilir. Burada her a € {1,...,7}
i¢in Ao, (@ap),,, matrisinin 6z degerleridir [21, 30].

Onerme 5.2.1. Bir m-boyutlu (M q, ) altin Riemann manifoldunun herhangi
bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codim M olsun. Eger
&1,8, ..., & tanjant vektor alanlary lineer bagimsiz ise bu durumda uy, us, . .., U,

diferansiyel 1-formlary da lineer bagimsizdir [21].

Teorem 5.2.2. Bir m-boyutlu (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codim M olsun. Bu durumda (<I>, g, Uq, EEqs (aag)rw) indirgenmais yapist her XY €
[(TM) igin

(Vx®)Y —5Zh XY{a—{—Zua AuX, (5.2.23)

r

(qua) Y =—-h, (X, CDY) ol zr: ug (Y) la@ (X) + Z hg (X, Y) ABas (5.2.24)

p=1 B=1
Vibo = =@ (AaX) + > apAsX + las(X)&s (5.2.25)
p=1 B=1
ve
X (aOé/B) = _gh/j (X7 501) - X 6,3 Zaa'y 'y,B ) - Z@/B»yl'ya (X) (5226)
=1

esitliklerini saglar [21].

Teorem 5.2.3. Bir m-boyutlu (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
codim M olsun. Eger M altmanifoldu tzerinde her o € {1,...,r} i¢in &, tan-
jant vektor alanlar: lineer bagimsiz ve V& = 0 ise o zaman M bir total geodezik

altmanifolddur.
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Ispat. Hipotezden ® indirgenmis yapisin kovaryant tiirevi sifir oldugundan

(5.2.23) esitliginden her X, Y € I'(T'M) igin

0= 6iha (X,Y)&, +iua (V) Au X (5.2.27)
a=1 a=1

olur. (5.2.27) esitliginde, (2.15.2) ve (5.2.5) esitlikleri kullanilirsa, her Z € I'(T'M)
icin
> e (V) ha (X,2) = = ua(Z) ha (X,Y) (5.2.28)
a=1 a=1

oldugu kolayca goriiliir. O halde (5.2.5) ve (5.2.28) esitlikleri yardimiyla
i e (V) ha (X, Z) = Z e (V) ha (Z,X) = — Z Ua (X) ha (2,Y)
a=1 a=1 a=1
= _i% (X)ho (Y, Z) = iua (Z) ha (X,Y)
a=1 B
= —iua (Y)ho (X, 2)
a=1

T

elde edilir. Buradan ise 2 ) uq (Y) ha (X, Z) = 0 yani, > ua (Y) ho (X, Z) =0

a=1 a=1
oldugu bulunur. Ayrica, her « € {1,...,7} igin &, tanjant vektor alanlar1 lineer
bagimsiz oldugundan uy, us, . . . , u, diferansiyel 1-formlari da lineer bagimsizdir. O
zaman her o € {1, ..., 7} i¢in h, (X, Z) = 0 olmak zorundadir. Ayn1 zamanda, her

X, Z e(TM) igin h(X,Z) = > ha (X, Z) N, oldugunu hatirlayalim. Béylece,
a=1

M altmanifoldunun total geodezik oldugu elde edilir. O

Onerme 5.2.2. Bir m-boyutlu (M, g, 5) altin Riemann manifoldunun herhangi
bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codim M olsun. Eger
hera € {1,...,r} i¢in &, tanjant vektor alanlar: lineer bagimsiz ise ® indirgenmis

Yapisinan 124

- o A ) 7)\ ) I
(@) = r—tr(a.s) + A_ZTH 4,7 <n,As €{¢ o} (5.2.29)

r—1tr(anp),r =n

seklindedir [22].
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Lemma 5.2.1. Bir m-boyutlu (M g, ) altin. Riemann manifoldunun herhangi
bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codim M olsun. Eger
her a € {1,...,r} i¢in &, tanjant vektor alanlar lineer bagimsiz ve V® = 0 ise

o zaman tr (a.p) sabittir.

Ispat. Herhangi bir p € M noktasinda T, M tanjant uzaymin bir ortonormal baz
{e1,...,e,} olsun. Bu durumda M bir Riemann manifold olmasi nedeniyle, her
X € T(TM) igin p € M noktasinda V x E; = 0 olacak sekilde T'M tanjant demeti-
nin bir {E4, ..., E,} yerel ortonormal ¢atist meveuttur. Burada E;, p € M nokta-
sinda e; tanjant vektorlerine karsilik gelen vektor alanlarini gostermektedir. Diger
taraftan, p € M noktasinda ¢ indirgenmis yapisim izi tr (®) = i g (Pe;,e;) ile
verilir. O zaman V bir metrik konneksiyon oldugundan her X & ZI?(IT]W ) igin

Vxtr () VXZg (Pes, e)

i=1

9 (VxPE;, E;) {Zg @VXEZ,E)}
P =1 P

9(®VxE; E; } +{Zg<<1>Ei,vin>}
p

i=1

>
>
VyQE, — ®V L, E; )}

p

+

> 9(VxE;, ®E;) }+ {Zg(VXEi,(I)EZ-)}
p

=1

£
>
gu
g
>
o

- zn:g (Vx®) E,,E)} —|—2{zn:g(vXEi>q>Ei)}

=1
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elde edilir. Buradan ise E; vektor alanlarinin p € M noktasinda V metrik konnek-
siyonuna gore kovaryant tiirevi sabit ve hipotezden ® indirgenmis yapisinin kovar-
yant tirevi sifir oldugundan V xtr (®) = 0 oldugu bulunur. Bu ise tr (®) = sabit
olmasi demektir. Dolayisiyla, (5.2.29) esitliginden tr (a.3) = sabit oldugu gorii-

liir. O

Lemma 5.2.2. Bir m-boyutlu (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
codim M olsun. Eger her o € {1,...,r} i¢in &, tanjant vektor alanlary lineer

bagimsiz ve tr (®) = sabit olsun. Bu durumda her X € T'(TM) igin

iha (X,6,) =0 (5.2.30)
a=1
ve
> Aula =0 (5.2.31)
a=1

esitlikleri gecerlidir.
Ispat. (5.2.26) esitliginde a = 3 almrsa, her X € I'(T'M) icin

0 = cha (X, &) + cha (X, &) + Vixtaa (X) (5.2.32)

T

+ Zaavlva (X) + Zaavlva (X)
v=1

y=1
= 2¢hy (X, &) + Vixaa (X) + 2 aaylya (X)
y=1

olur. O halde (5.2.32) esitliginde « indisi iizerinden toplam alinirsa,

23 o (X,60) 4 VY s (X) + 23" Y b () =0 (5233)
a=1 a=1

a=1~=1
elde edilir. Buradan ise any = Gyo Ve loy = —1, oldugu dikkate alinirsa, (5.2.33)
esitligi
25iha (X, &) + inaaa (X)=0 (5.2.34)
a=1 a=1
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halini alir. Hipotezden ¢r(®) sabit olmasi nedeniyle (5.2.29) esitliginden tr (anz5) =
Zaaa sabit olur. Bu nedenle, (5.2.34) esitligi

a=1

ZSiha (X,6.) =0

formuna indirgenir. Bu ise
,

D he(X,&) =0

a=1

oldugunu belirtir. Diger taraftan, (2.15.2) esitligi

0= Zha (X, 6a) = Zg (AaX, &a)
a=1 a=l1

oldugunu gosterir. Boylece, sekil operatoriiniin self-adjoint 6zelligi kullanilirsa,

0=> g(AX,&) =) 9(Aae; X) =g (ZAQSQ,X)
a=1 a=1 a=1

elde edilir. Buradan ise ¢ Riemann metrigi non-dejenere oldugundan ZAafa =0

a=1
oldugu bulunur. Dolayisiyla, ispat gosterilmig olur. O]

Teorem 5.2.4. Bir m-boyutlu (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
codim M olsun. Eger her a € {1,...,r} i¢in &, tanjant vektor alanlary lineer

bagimsiz, tr (®) = sabit ve M total umbilik ise M total geodeziktir.

Ispat. M total umbilik altmanifold olmasi nedeniyle her o € {1,...,r} igin
ha (X,Y) =049 (X,Y) (5.2.35)

olacak gekilde o, sabitleri vardir. Diger taraftan, Lemma 5.2.2’nin kogullarinin
saglandigr dikkate alimirsa, (5.2.30) esitliginin gegerli oldugu goriiliir. O halde

(5.2.30) ve (5.2.35) esitlikleri yardimiyla her X € I'(T'M) igin

r

0= ha(X.62) = Y 00g (X,6) = g (X, Zaafa>
a=1 a=1

a=1
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elde edilir. Buradan ise g Riemann metrigi non-dejenere oldugu igin

D 0aba =0 (5.2.36)
a=1
olur. Boylece, her o € {1,...,r} i¢in £, tanjant vektor alanlarinin lineer bagimsiz

olmasi nedeniyle (5.2.36) esitligi her o € {1,...,r} i¢in 0, = 0 oldugunu ifade
eder. Dolayisiyla, (5.2.35) esitliginden her o« € {1,...,7} i¢in h, (X,Y) = 0

oldugu goriiliir. Yani, M bir total geodezik altmanifolddur. Il

Teorem 5.2.5. Bir m-boyutlu (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
codim M olsun. Eger her o € {1,...,r} i¢in &, tanjant vektor alanlary lineer
bagimsiz, tr (®) = sabit ve Z (Ve, @) e; = 0 ise M bir minimal altmanifolddur.
Burada {ey,...,e,}, herhani;il bir p € M noktasinda T,M tanjant uzayinin bir

ortonormal bazidar.

Ispat. (5.2.23) esitliginde heri € {1,...,n} icin p € M noktasmda X, =Y, = ¢,
aliirsa,

(Ve,®)e —SZh (e5,€i) & + Zua (e;) Ane;

n

olur. Buradan ise 7 indisi iizerinden toplam alinirsa, Zua (e;) e; = €&, esitligin-

den .
0= En: (Ve,®) e; (5.2.37)

i=1

= si: XT: he (€i,€:) Ea + 2”: ZT: Uq (€7) Ane;
i=1 a=1 i=1 a=1

—5ZZh €, € EQ+ZA Zua ei)
a=1 i=1

—ezz:h €i, €; §a+€ZAa£a
a=1 i=1

=€ Z (Zha <€i, 61‘) éa + Aa§a>
a=1 =1
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oldugu bulunur. Diger taraftan, Lemma 5.2.2'nin kogullar1 saglandig i¢in (5.2.31)
esitligi gegerlidir. Boylece, (5.2.31) ve (5.2.37) esitliklerinden

Z (Zha (ei,ei)> €a =0

a=1 \i=1
elde edilir. Bu ise &, tanjant vektor alanlarinin lineer bagimsiz olmasindan dolay1
her v € {1,...,r} igin zn:ha (e;,e;) = 0 oldugunu gosterir. O halde M altma-
nifoldunun ortalama egriil:ﬂl( vektor alanimin tanimi dikkate alinirsa, H = 0 olur.

Yani, M bir minimal altmanifolddur. Il

Onerme 5.2.3. Bir m-boyutlu (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
codim M olsun. Eger her a, f € {1,...,r} i¢in anp = Aadap, Ao € (1 — ¢, @) ise

bu durumda asagidaki ifadeler gecerlidir:

(a) Hera € {1,...,1} i¢in &, tanjant vektor alanlar lineer bagimsizdar,

(b) Her a € {1,...,r} i¢gin &, tanjant vektor alanlary ® indirgenmis yapisinin

(1 — \,) 0z degerlerine karsilik gelen 6z vektéorleridir.

Ispat. Her o, € {1,...,r} i¢in anp = Aabap, Aa € (1 — ¢, ¢) olsun. O zaman
(5.2.12) esitliginden
ug (€a) =€ | dup + Gap — Zamaw>
y=1

= ¢ | bup + Nabap — Zkadm)\g&yﬁ)

r=1

=& 5@[3 + )\a5a5 — AGABZ(SCX’Y(;%B)

=1

=& (5a,8 + /\a(sag - /\a>\65a6)

= 8(5a5 (1 + A, — )\a/\g)
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elde edilir. Diger taraftan, (5.2.14) esitliginden ¢ (&,,&3) = cug (&) olur. Dolayi-

siyla,
9 (€ar€8) = €200 (14 Xa — Aadg) = Sap (1 4+ Ao — Xadg) (5.2.38)
oldugu bulunur. Aym zamanda, A\, Ag € (1 — ¢, ¢) oldugu i¢in
1+ X — XX >0 (5.2.39)

oldugu agiktir. Boylece, (5.2.38) ve (5.2.39) esitlikleri dikkate alimrsa, &, tanjant

vektor alanlarinin lineer bagimsiz oldugu goriiliir. Ayrica, (5.2.13) esitliginden

o (504) — ga - Zaaﬁ€B = fa - Zéoﬁ)‘afﬁ = 504 - )\aga : (1 - /\a) ga
p=1 B=1
olur. Bu ise her a € {1,...,r} i¢in &, tanjant vektor alanlarinin ¢ indirgen-

mis yapisinin 1 — A\, 0z degerlerine karsilik gelen 6z vektorler oldugunu gosterir.

Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. O]

Onerme 5.2.3 dikkate almirsa, Teorem 5.2.3, Teorem 5.2.4 ve Teorem 5.2.5,
sirasiyla, agagidaki sonuclarin saglandigini gosterir.

Sonug 5.2.1. Bir m-boyutlu (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
codim M olsun. Eger her o, 8 € {1,...,r} i¢in aog = Nabap, Aa € (1 — ¢, ) ve
V& =0 ise M total geodezik altmanifolddur.

Sonug 5.2.2. Bir m-boyutlu (M, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
codim M olsun. Eger her o, € {1,...,7} i¢in ans = Nabap, Ao € (1 — &, 0),

tr (®) = sabit ve M total umbilik ise M total geodeziktir.

Sonug 5.2.3. Bir m-boyutlu (M, g, 5) yerel ayristirdabilir altin Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
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codim M olsun. Eger her o, 8 € {1,...,r} i¢in aog = Nabap, Aa € (1 — ¢, ) ve

tr (®) = sabit ve Z (Ve,@)e; = 0 ise M bir minimal altmanifolddur. Burada
i=1

{e1,...,en}, herhangi birp € M noktasinda T,M tanjant uzayinan bir ortonormal

bazidar.

Onerme 5.2.4. Bir m-boyutlu (M, g, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
codim M olsun. Eger her o, 5 € {1,...,r} i¢in cap = dap ise bu durumda asagi-

daki ifadeler gecerlidir:

(a) Hera € {1,...,r} i¢in &, tanjant vektor alanlar: lineer bagimsizdar,
(b) tr (P) sabittir.

Ispat. Her a4 € {1,....7} icin aas = dag olsun. O zaman (5.2.12) esitligi
yardimiyla
ug (§a) = € <5aﬂ + Oap — Zfscw%w) =€ (0ap + 0ap — dap) = €0ap
=1

elde edilir. Diger taraftan, (5.2.14) esitliginden

g (gaagﬁ) = Eug (ga)

olur. Boylece,
9 (€as€p) = %00 = dag

oldugu bulunur. Bu ise her o € {1,...,7} i¢in &, tanjant vektor alanlarimin lineer
bagimsiz olmasi demektir. Ayrica, tr (aqag) = tr (dap) = r oldugu dikkate alinirsa,

(5.2.29) esitliginden tr (®) = sabit oldugu goriiliir. O

Onerme 5.2.5. Bir m-boyutlu (M, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =

codim M olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
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(a) Her a, € {l,...,1} i¢cin anp = dup esitligi gecerlidir,
(b) Hera € {1,...,r} icin® ' (N,) € I (TM) ifadesi saglanar.
Ispat. Her o, 8 € {1,...,7} i¢in anp = dap olsun. O zaman (5.2.2) esitliginden
® (Na) = (2= 1) (No) = £i. (€a) + iaaﬁNB — Nq
p=1

= €i* (fa) + ZaaﬁNB — Zéa/g]\fﬁ
ps=1 B=1

= ciy (&a) + Z5a,8N,B - Z(SQ,BNB
B=1

p=1

= €l (ga)

oldugu bulunur. Buradan ise her o € {1,...,r} igin o (Ny) € I'(T'M) oldugunu
goriiliir.
Tersine, her v € {1,...,r} igin 3 (Ny) € I'(T'M) olsun. Bu durumda (5.2.2)

esitligi yardimiyla

T

0= aasNs — N,
B=1

= aasNg — > 0asNs
B=1 B=1

= (aas —8ap) N

B=1
elde edilir. Buradan ise { Ny, No, ..., N,} kiimesi TM~* normal demetinin bir ye-

rel ortonormal catisi oldugundan a.g = dnp5 oldugu goriiliir. Dolayisiyla, ispat

tamamlanmaig olur. O

Onerme 5.2.4 ve Onerme 5.2.5 yardimiyla Teorem 5.2.3, Teorem 5.2.4 ve Te-

orem 5.2.5’ten, sirasiyla, asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 5.2.4. Bir m-boyutlu (M, g, 5) yerel ayristirdabilir altin Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
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codim M olsun. Eger her o € {1,...,r} i¢in 3! (Ny) € T (TM) ve VO =0 ise

M bir total geodezik altmanifolddur.

Sonug 5.2.5. Bir m-boyutlu (M, g, 5) yerel ayristiriabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
codim M olsun. Eger her o € {1,...,r} i¢in 3 (N,) € T'(TM) ve M total

umbilik ise M bir total geodezik altmanifolddur.

Sonug 5.2.6. Bir m-boyutlu (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
codim M olsun. Eger her o € {1,... 1} i¢in o (N,) € I'(TM) ve i (Ve, @) e; =
0 ise M bir minimal altmanifolddur. Burada {es, ..., e,}, herhan;?lbir peM

noktasinda T,M tanjant uzayinin bir ortonormal bazudur.

Simdi, &1, &, ..., & tanjant vektor alanlarinin lineer bagimli oldugu durumlar:

inceleyelim. (5.2.12) esitligi dikkate alinirsa,
Uy (&,) = €0ap (1 + Ao — Aads) (5.2.40)
oldugu goriiliir. O zaman o = (8 i¢in
Uy (€)= 0aa (L+ A =A%) = (14 Ao — A2) (5.2.41)

ve o # [ i¢in

elde edilir. Bunun yansira, (5.2.13) esitligi €, tanjant vektor alanlar agigindan

diistintildiigiinde

T

=& = s = € — Y Mgl =€ — Mabl = (1= M) €, (5.242)
B=1 =1

® (&)
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oldugu bulunur. Bu ise her a € {1,...,r} i¢in &, tanjant vektor alanlarimin &
indirgenmis yapisiin (1 — A,) 6z degerlerine kargilik gelen 6z vektorler olmasi
demektir.

A? =\, + 1 olacak sekilde bir h € {1,...,r} igin (5.2.41) esitliginden
96 €)= eup (§) = & (1+ A = X)) =0

olur. Boylece, g Riemann metriginin non-dejenere oldugu dikkate alinirsa, &, = 0

oldugu sonucuna ulagilir. Buradan ise (5.2.22) esitliginden

D (N;) =eiu (&) + Y _ahsNp =0+ MdngNj = AN,
B=1 B=1

elde edilir. Yani, N; normal vektor alani @ altin yapisinin ), 6z degerine karsilik
gelen bir 6z vektoriidiir. Eger k = 1,2,...,s < rigin A} # \; + 1 ise bu durumda
(5.2.40) esitliginden &7, ..., &, tanjant vektor alanlarimin lineer bagimsiz oldugu

kolayca goriiliir. Dolayisiyla, (5.2.21) ve (5.2.22) ifadeleri, sirasiyla,

D (i, X) =i, (® (X)) + Z:u?C (X) N, s <min(r,n) (5.2.43)
k=1
ve
(N =cin (&) + N, k=1,2,...,8,8<7r,s<n (5.2.44)

6(]\[1/):)\[]\/;,[:54—1,...,7“

seklinde yazilabilir. Burada (a.s) matrisinin 6z degerleri, A2 # A\, + 1, k =

1,2,...,s ve > = \;+ 1,1 = s+ 1,...,r seklindedir. Ozellikle, s = 7 ise bu
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durumda (5.2.44) ifadesi

O(N) =cin (€) + AN, N2 # N+ 1, a=1,2,...7 (5.2.45)

ile verilir.

Lemma 5.2.3. Bir m-boyutlu (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
codim M olsun. &1,&s,...,&. tanjant vektor alanlarimin lineer bagimsiz olmast
icin bir gerek ve yeter kosul M altmanifoldunun normal vektor alanlarinin ®

altin yaprsinan bir oz vektori olmamasidar.

Ispat. N, M manifoldunun bir birim normal vektdr alani ve ayni zamanda ®
altin yapismin bir 6z degeri olsun. ® altin yapisinm 6z degerleri A2 = \ + 1
cebirsel denklemini saglayan ¢ ve 1 — ¢ sayilaridir. N\ = N diyelim. T M+ normal
demetinin bir { Ny, N, ..., N,.} yerel ortonormal ¢atisi uygun bir déniigiim altinda
bagka bir {N], Nj, ..., N/} yerel ortonormal ¢atisina doniisiiyorsa (5.2.45) esitligi
yardimiyla

®(N) =ci, (&) + AN

elde edilir. Diger taraftan, N birim normal vektor alan1 @ altin yapisinin bir 6z
vektorii oldugu icin @ (N) = AN olur. Béylece, £, = 0 oldugu bulunur. Dolayi-
siyla, &1, ..., & tanjant vektor alanlari lineer bagimh olur.

Tersine, &1, &, ...,&, tanjant vektor alanlari lineer bagimli olsun. O zaman
TM* normal demetinin {Ny, Ny, ..., N,} yerel ortonormal ¢atisinin uygun bir
doniigiimii ile bir £ tanjant vektor alanmin sifir oldugu elde edilir. (5.2.45) esit-
liginden ¢ tanjant vektor alanina kargiik gelen N) normal vektor alani igin
® (N’) = AN/ olur. Yani, N/ normal vektdr alan1 ® altin yapisinimn bir 6z vektorii

olur. Dolayisiyla, olmayana ergi yontemiyle ispat tamamlanmig olur. O
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Lemma 5.2.3, sirasiyla, Teorem 5.2.3, Teorem 5.2.4 ve Teorem 5.2.5’e uygula-

nirsa, agagidaki teoremler elde edilir.

Teorem 5.2.6. Bir m-boyutlu (M, q, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangt bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M olsun.
Eger M altmanifoldunun normal vektor alanlare ® altin yapisinan bir 6z vektori

degil ve V® = 0 ise o zaman M total geodeziktir.

Teorem 5.2.7. Bir m-boyutlu (M, g, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M olsun.
Eger M altmanifoldunun normal vektor alanlar ® altin yapisinan bir 6z vektori

degil, tr (®) = sabit ve M total umbilik ise o zaman M total geodeziktir.

Teorem 5.2.8. Bir m-boyutlu (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M olsun.
Eger M altmanifoldunun normal vektor alanlar ® altin yaprsinan bir 6z vektori
degil, tr () = sabit ve z”: (Ve, @) e; =0 ise o zaman M bir minimal altmanifold-
dur. Burada {eq, ... ,eni}:,1 herhangi bir p € M noktasinda T,M tanjant uzayinin

bir ortonormal bazidur.

Lemma 5.2.4. Bir m-boyutlu (M, g, 5) altin Riemann manifoldunun herhangi
bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codim M olsun. s <
min(r—1,n) ign Ay M\ +1, k=1,2,...,sve Ny =M +1, A=s+1,....n
oldugunu varsayalim. Eger a, B = 1,2,...,7 i¢in aag = Ag0ap 15e M altmanifoldu

tzerindeki ® indirgenmais yapisinin i

(@) =s—=Y M+ > A, Aa€{g1—0¢} (5.2.46)
k=1 A=s+1

ile verilir.

ispat. U ve L matrislerini, sirasiyla,

U= (51& . .5277;+1 X 771/1)
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ve

I (1 — >\k) 0wl 0
0 AadAB

ile tamimlayalim. Bu durumda (5.2.42) esitliginden

olur. Boylece, det (U) # 0 oldugu i¢in (®) = TULT ' elde edilir. Buradan ise

tr (@) = tr (ULU”) - —5— ZAk + Z A

A=s+1

oldugu goriiliir. O

Teorem 5.2.9. Bir m-boyutlu (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
codim M olsun. s <min (r — 1,n) i¢in A # M\, +1, k=1,2,...,s ve \} =\ +1,
l =s41,...,7 oldugunu varsayalim. Eger o, =1,2,...,7 1¢in aap = Ag0ap VE

V& =0 ise 0 zaman k =1,2,...,s i¢in hy (X,Y) =0 olur.

Ispat. Hipotezden @ indirgenmis yapisinin kovaryant tiirevi sifir oldugu igin

(5.2.23) esitliginden her XY € I'(T'M) i¢in
0=c) h(X,YV)&+ ) u (V) AX (5.2.47)

olur. (5.2.47) ifadesinde (2.15.2) ve (5.2.5) esitlikleri kullanilirsa, her Z € I'(T'M)
icin
Zuk ) hi (X, Z) Zuk ) he (X,Y) (5.2.48)

oldugu kolayca gorulur. Bu nedenle, (5.2.5) ve (5.2.48) esitlikleri yardimiyla

iu;( Y)he (X, 2Z) = Zuk ) hi (Z, X) Zuk Y hie (Z,Y)
k=1
:—Zu;( Y he (Y, Z) = Zuk ) he (X,Y)
:—Zuk ) he (X, Z)
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elde edilir. Bu ise

iu; (Y)he (X, Z) =0

oldugu gosterir. Diger taraftan, k =1,..., s i¢in {;C tanjant vektor alanlari lineer
bagimsiz olmas1 nedeniyle u’l, u’2, e ,u}c diferansiyel 1-formlari da lineer bagim-
sizdir. O zaman k = 1,..., s i¢in hy (X, Z) = 0 olmak zorundadur. ]

Lemma 5.2.5. Bir m-boyutlu (W, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
codim M olsun. s < min (r —1,n) igin \i # \,+1, k=1,2,...,5s ve \} = \;+1,
l=s41,...,7 oldugunu varsayalim. Eger o, =1,2,...,7 1¢in aap = Agdap VE

tr (®) = sabit ise o zaman her X € T'(TM) igin

ihk (X, g,;) — 0 (5.2.49)
k=1

ve
> A4 =0 (5.2.50)
k=1

esitlikleri saglanar.
Ispat. (5.2.26) esitliginde a = 3 alrsa, her X € I'(T'M) icin
0= ehy (X, g,;) +ehy (X, 5,1,) VA (5.2.51)

+ Zaawlm (X) + Zaavlva (X)
y=1 y=1

— 2¢hy, (X, g,;) + Vi + Qiamlm (X)

=1

olur. O zaman (5.2.51) esitliginde « indisi tizerinden toplam alinirsa,

2> Iy (X, 5,;) + VY N4 237S e (X) =0 (5.2.52)
k=1 a=1

a=1v=1
elde edilir. Buradan ise any = @yq Ve loy = —ly4 oldugu dikkate alinirsa, (5.2.52)
esitligi
2> I (X, 5,;) + VX A =0 (5.2.53)
k=1 a=1
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seklinde ifade edilir. Hipotezten ¢r(®) sabit oldugu i¢in (5.2.46) esitliginden Z/\“
a=1

sabit olur. Boylece, (5.2.53) esitligi

26> Iy (X, g;) —0
k=1
halini alir. Bu ise
S (X6) =0
k=1

oldugunu gosterir. Diger taraftan, (2.15.2) esitliginden dolay:

0= ihk (X, g,;> - ig (AkX , éé)
k=1 k=1

olur. Boylece, gekil operatoriiniin self-adjoint 6zelligi kullanilirsa,
0="g (4X.&) = Yo (4. X) =g (ZAkgl;, X)
k=1 k=1 k=1

elde edilir. Bu ise g Riemann metriginin non-dejenere olmasi nedeniyle ZAICE;.C =

k=1
0 oldugunu ifade eder. O]

Teorem 5.2.10. Bir m-boyutlu (H, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
codim M olsun. s <min (r —1,n) igin A2 # \,+1, k=1,2,...,5s ve \} = \;+1,
l =s+1,...,r oldugunu varsayalim. Eger o, = 1,2,...,7 i¢in aap = Ao0ag,
tr (®) = sabit ve M total umbilik ise bu durumda k = 1,2,..., s i¢in hy (X,Y) =

0 olur.
Ispat. M total umbilik altmanifold oldugundan k£ =1,...,s i¢in

olacak gekilde oy, sabitleri vardir. Diger taraftan, Lemma 5.2.5’in kogullar sag-
landig: igin (5.2.49) esitligi gegerlidir. O halde (5.2.49) ve (5.2.54) esitlikleri bir-

lestirilirse,
0= h(X.6) =Y ong (X.6) = g (X, Zok@;)
k=1 k=1 k=1
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elde edilir. Buradan ise g Riemann metrigi non-dejenere oldugu igin

> ok, =0
k=1

olur. Ayrica, k =1,..., s igin 5,; tanjant vektor alanlarinin lineer bagimsiz olmasi
nedeniyle o = 0 oldugu elde edilir. Dolayisiyla, (5.2.54) esitliginden k =1,... s

i¢in Ay (X,Y) = 0 oldugu goriiliir. O

Teorem 5.2.11. Bir m-boyutlu (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
codim M olsun. s < min(r —1,n) i¢in \} # M + 1, kK = 1,2,...,5 ve A} =
N+1,1=s+1,...,r oldugunu varsayalvm. Eger her o, € {1,...,r} i¢in

Aap = AaOap, tr () = sabit ve Z Ye; = 0 ise o zaman her k € {1,...,s}

igin th ei,e;) = 0 esitligi gegerlidir. Burada {ey, ..., e,}, herhangi birp € M

noktasmda T,M tanjant uzayiman bir ortonormal bazidur.

Ispat. (5.2.23) esitliginde heri € {1,...,n} icin p € M noktasmda X, = Y, = ¢,

aliirsa,

Qle; =¢ Z hi (€3, €:) & + Z u,, (e;) Are;
k=1 k=1

n

olur. Buradan ise ¢ indisi tizerinden toplam alinirsa, Zu}C (e;) e; = €&, esitligi
i=1

yardimiyla

Z (5.2.55)
—EZth €;, € {k—I—ZZuk ei) Are;

i=1 k=1 i=1 k=1

_Ezzhk €i, €; §k+ZAkZukz ez

k].l]. 1=

—sZth (e, 1) 5k+eZAk5k

k=1 i=1

=¢ Z (th (es,€:) &, + Akfé)
k=1 =1
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oldugu bulunur. Diger taraftan, hipotezde Lemma 5.2.5’in kosullar1 gecerli oldugu

i¢in (5.2.50) esitligi saglanir. Boylece, (5.2.50) ve (5.2.55) esitliklerinden

Z (th (%@')) 5; =0

oldugu goriiliir. Buradan ise 5,; tanjant vektor alanlarinin lineer bagimsiz olmasi

sebebiyle her k € {1,...,s} i¢in

ihk (67;, 6,’) = 0
i=1

elde edilir. O

5.3 Invaryant Altmanifoldlar

Tanim 5.3.1. Bir (M, q, 5) altin Riemann manifoldunun herhangi bir altmani-
foldu M olsun. Eger her p € M i¢in 5(TPM) C T,M ise M altmanifolduna M

ambient manifoldunun bir invaryant altmanifoldu denir [21].

Ornek 5.3.1. 4-boyutlu R* (ya da R? x R?) Oklid uzaywnn bir yerel koordinat

sistemi (1, T2, Y1, y2) olsun. R* (ya da R? x R?) dizerinde ® déndisiimiinii

— /0 0 .
q)(axi)‘%_yﬂ‘”

—( 0 0 .
¢<8yl>—¢8—mz,l—1,2

ile tanamlayalvm. Burada ¢, altin orani gostermektedir. Bu durumda ® bir altin

yaprdir. R (ya da R? x R?) Oklid wzayinda

M = {(w1,72,91,92) : Y2 = ¥1 — Ta + Y1 }

ile verilen bir 3-boyutlu M altmanifoldunu disinelim. O zaman T M tanjant de-

metinin catisimn vektor alanlar:

0 0
= — 4+
! 8x1+8y2’
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By = — —
? 0z 8’y2’

ve
0 0
EFy=—+—
’ oyr Oy

olarak alinabilir. Ayrica, TM* normal demeti

0 0 0 0

N=-2 2
! 0xy +8x2 oy +0y2

normal vektor alant tarafindan dretilir. Diger taraftan,

— —( 0 0
(ID(E1)—‘1)<8—$1+8—Z/2)

0 0
—¢a—x2+¢a—y1

= ¢E2 + ¢E3 € Span {EQ, Eg} c’l (TM) r

_ —/ 0 0

O (By)=® — — —
( 2) (81’2 8y2>

P, 04 0
019 0ys

= —ngQ < Spcm {EQ} cr (TM) ’

ve

— —( 0 0
O(Ls) =P | =— + 5
(55) (33/1 aZ/2>
0 0

= %0m " Cor,

= QZ5E1 + ¢E2 S Spcm {El, Eg} cr (TM)

ifadeleri saglanwr. Béylece, ® (TM) = TM oldugu gériliir. Dolayisiyla, M bir

invaryant altmanifolddur.

Bir (M, q, 5) altin Riemann manifoldunun herhangi bir izometrik immersed

invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda ® (T,M) C T,M ve ® (T,M*) C
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T,M* olur. O zaman her o = 1,...,7 igin &, = 0 ve u, = 0 oldugu elde edilir.

Boylece, (5.2.1) ve (5.2.2) ifadeleri, sirasiyla,

d (i, X) =i, (P (X)) (5.3.1)
O (N,) = iaagNﬁ, ==+l (5.3.2)
B=1

seklinde yazilabilir.

Teorem 5.3.1. Bir m-boyutlu (H, g, 5) altin Riemann manifoldunun herhang:

bir n-boyutlu izometrik immersed invaryant altmanifoldu M ve r = codim M
olsun. Bu durumda M altmanifoldu tizerinde (@,g, Uy = 0,8&, =0, (aa/g)rxr) mn-
dirgenmis yapisinan bilesenleri her X, Y € T'(T'M) igin
PP(X)=d(X)+ X, (5.3.3)
Gqp = ABa, (534)
Zamam = 5@,8 + Qag, (535)
=1
9(®(X).Y)=g(X,2()) (5.3.6)
ve
g(®(X), 2 (Y)) =g(®(X),Y)+g(X)Y) (5.3.7)

esitliklerini saglar [21, 22].

Teorem 5.3.2. Bir m-boyutlu (M, g, 6) altin Riemann manifoldunun herhang:
bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codim M olsun. Bu
durumda M altmanifoldunun invaryant olmast i¢in bir gerek ve yeter kosul M

altmanifoldu tizerinde taniml (P, g) indirgenmis yaprsinin bir altin Riemann yap:

olmaswdar [21, 22].
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Teorem 5.3.3. Bir m-boyutlu (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed invaryant altmanifoldu M

ve r = codim M olsun. Bu durumda her X,Y € T'(TM) i¢in

(Vx®)Y =0, (5.3.8)
ha (X, ®Y) = hg(X,Y) apa, (5.3.9)
B=1
O (AuX) =) aapAsX (5.3.10)
p=1
ve
X (t0p) = Y oy (X) @y + > lgy (X) (5.3.11)
y=1 y=1

esitlikleri gecerlidir [21].

Teorem 5.3.4. Bir m-boyutlu (M, q, 5) yerel aymistirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu 1zometrik itmmersed invaryant altmanifoldu M
olsun. Bu durumda M altmanifoldu bir yerel ayristirilabilir altin Riemann mani-

folddur.

Ispat. Teorem 5.3.2 ve (5.3.8) esitligi g6z ontinde bulundurulursa, ispat agiktir.
O

Teorem 5.3.5. Bir m-boyutlu (M, g, 6) altin Riemann manifoldunun herhang:
bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M olsun. M altmanifoldunun in-
varyant olmast icin bir gerek ve yeter kosul TM* normal demetinin ® altin ya-

prsiman 0z vektorlering iceren bir yerel ortonormal ¢atisinin mevcut olmasidar.

Ispat. Eger M altmanifoldu invaryant ise bu durumda o = 1,2,...,r icin &
tanjant vektor alanlari sifir vektor alanlaridir. Boylece, (5.3.2) esitligi dikkate

alinirsa,

6(‘]\7{;) = )‘aNcly
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elde edilir. Burada a = 1,2,...,r icin \,, (@ap3) matrisinin 6z degerleridir. Bu ise
a=1,2,...,r igin N/, normal vektor alanlarmin @ altin yapisinn 6z vektorleri
oldugunu gosterir.

Tersine, « = 1,2, ..., ri¢in ® (N)) = A,/ olsun. O zaman (5.3.2) esitliginden
a=1,2,...,ric¢in £, = 0 oldugu elde edilir. Bu ise M altmanifoldunun invaryant

olmasi demektir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. O]

Teorem 5.3.6. Bir (M, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codim M olsun. Eger

her X e I'(TM) ve o =1,2,...,r i¢gin
@i, X = ¢i, X (5.3.12)
ve
®N, = (1 — ¢) N, (5.3.13)
esitlikleri saglanirsa M bir total geodezik invaryant altmanifolddur.
Ispat. (5.2.1) ve (5.2.2) ifadelerinde, sirasiyla, (5.3.12) ve (5.3.13) esitlikleri kul-

lanilirsa,

® = ¢l (5.3.14)
ve
Qap = (1 - ¢) (Sag (5315)

oldugu goriiliir. Diger taraftan, (5.3.12) ve (5.3.13) esitliklerinden M altmanifol-
dunun invaryant oldugu agiktir. Boylece, (5.3.14) ve (5.3.15) egitlikleri yardimiyla

(5.3.10) ifadesinden her X € ' (T'M) igin

0=0(AX) =D aapAsX = 0AuX =Y bap (1 — ) AsX
p=1 f=1

— 04X — (1= ) AuX = (26 — 1) AX

=V5A,X
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elde edilir. Buradan ise « = 1,2,...,r igin A, X = 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla,

M bir total geodezik invaryant altmanifolddur. O

Teorem 5.3.7. Bir (M, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun

herhangi bir izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codim M olsun. Eger

her X e I'(TM) ve o =1,2,...,r i¢gin
i, X = (1—¢)i, X (5.3.16)
ve
®N, = ¢N, (5.3.17)
esitliklert saglanirsa M bir total geodezik invaryant altmanifolddur.
Ispat. (5.2.1) ve (5.2.2) ifadelerinde, sirasiyla, (5.3.16) ve (5.3.17) esitlikleri kul-

lanilirsa,

d=(1-¢)1 (5.3.18)

ve

Aap = ¢5a5 (5319)

elde edilir. Diger taraftan, (5.3.16) ve (5.3.17) esitliklerinden M altmanifoldu-
nun invaryant oldugu agiktir. Boylece, (5.3.18) ve (5.3.19) esitlikleri kullanmlirsa,

(5.3.10) ifadesinden her X € T' (T'M) igin

0=20(AeX) = ) a0pAsX = (1 - ) AuX =Y ¢dapAsX
B=1 B=1

=(1—¢) AuX — pAX = (1 —2¢) A X

= —V5A,X

oldugu bulunur. Buise a = 1,2,...,r i¢in A,X = 0 oldugunu ifade eder. O halde

M bir total geodezik invaryant altmanifolddur. O]
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Teorem 5.3.8. Bir (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codim M olsun. Eger

her X € I'(T'M) igin

i, X = ¢i, X, (5.3.20)
DNy =(1—@) Ny, 0 =1,...,t (5.3.21)

ve
ON,=¢N,, pu=t+1,...,r (5.3.22)

esitlikleri saglanirsa 0 = 1,... t <1 i¢in hy (X,Y) =0 olur.

Ispat. (5.3.20), (5.3.21) ve (5.3.22) esitlikleri dikkate almirsa, (5.2.1) ve (5.2.2)

ifadelerinden
b = ol, (5.3.23)
ago = (1 — @) 099, 0,9 =1,... .1 (5.3.24)
ve
A = POy v =t +1,...,7 (5.3.25)

oldugu anlagilir. Diger taraftan, (5.3.20), (5.3.21) ve (5.3.22) esitlikleri M alt-
manifoldunun invaryant oldugunu belirtir. Boylece, (5.3.23), (5.3.24) ve (5.3.25)

esitlikleri kullanilirsa, (5.3.10) ifadesinden

t r t T
0= Zégﬁ@AﬁX + Z (SM,,(I)AVX — ZG@@A@X — Z CLNVAVX

¥=1 v=t+1 v=1 v=t+1
t r t r
= 0000 AsX + D 0woAX =D (1= ¢)5pAsX — Y 0, AX
J=1 v=t+1 J=1 v=t+1

t r t r
=0 dpAX +0 Y 6uwAX —(1-6)D dowAsX — 6 Y A X
9=1 9=1

v=t+1 v=t+1
t t
=6 0ppAsX — (1= ¢)) pAsX
9=1 9=1
t
= (20— 1)) oAy X = (26 — 1) ApX
=1
= V5AsX
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elde edilir. Buradanise 8 = 1,...,t < rig¢in ApX = 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla,

(2.15.2) esitliginden 6 = 1,... ¢t < r igin
he (X,Y) =10
olur. O]

Teorem 5.3.9. Bir (H, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangt bir izometrik immersed altmanifoldu M ve r = codim M olsun. Eger

her X € I'(T'M) igin

i, X =(1-¢)i.X, (5.3.26)
DNy = Ny, 0 =1,...,t (5.3.27)

ve
ON,=(1—@¢)N,, p=t+1,...,r (5.3.28)

esitlikleri saglanirsa 0 = 1,... t <1 i¢in hy (X,Y) =0 olur.

Ispat. (5.3.26), (5.3.27) ve (5.3.28) esitlikleri yardimiyla (5.2.1) ve (5.2.2) ifade-

lerinden
o= (1-9)I, (5.3.29)
agy = Pogy, 0,0 =1,...t (5.3.30)
ve
G =1—=¢) 0, pv=t+1,...,r (5.3.31)

oldugu bulunur. Diger taraftan, (5.3.26), (5.3.27) ve (5.3.28) esitliklerinden agikca
goriildiigii gibi, M bir invaryant altmanifolddur. O halde (5.3.29), (5.3.30) ve

(5.3.31) esitlikleri kullanilirsa, (5.3.10) ifadesinden

t r
0= OpPAgX + Y 0,,PAX

I=1 v=t+1
t r
— E agﬁAgX — E au,,A,,X
9=1 v=t+1
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= G (1= ) ApX + Y 6 (1—0) AX

=1 v=t+1

t
Pogy Ay X — Z (1—¢)6,AX
,19_

= v=t+1

= ZagﬂAﬁ)H (1- Z 0w Ay X

¥=1 v=t+1

—6) doAsX —(1=9) Y 6, AX
9=1

v=t+1

t t
—0) Y 000 AsX — 0 GppAsX
=1 =1

= (1-20) ) 0poAgX = — (26 — 1) ApX

=1

= —V54,X

elde edilir. Buradan ise 49X = 0 oldugu goriiliir. Boylece, (2.15.2) esitliginden
0=1,...,t <rigin
he (X,Y) =0

olur. 0

Teorem 5.3.10. Bir m-boyutlu (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed invaryant total umbilik alt-

manifoldu M olsun. Eger

{tr(®)}* # n{n+tr(®)}

veya denk olarak
{tr(®)} # \2n?
ise o zaman M total geodeziktir. Burada N\, 2®> —x — 1 = 0 cebirsel denkleminin

bir kokiddir.

Ispat. M total umbilik oldugundan o« = 1, ..., 7 i¢in h, = 0,9 olacak sekilde o,
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sabitleri vardir. Bu durumda (5.3.9) esitligi her X, Y € I'(T'M) i¢in

r

009 (X, 9Y) = " ag.0osg (X,Y) (5.3.32)
B=1

ile ifade edilir. Ozel olarak, (5.3.32) esitliginde herhangi bir p € M noktasmda

X, =Y, = ¢; alimirsa,

0ag (€, Pe;) = Z asa0s9 (€, €;) = g (e, €;) Z 3603 (5.3.33)

elde edilir. O halde (5.3.33) esitliginde ¢ indisi iizerinden toplam alinirsa,

Z 009 (€, Pe;) = o4 Z g (e;, Pe;) = Z g (ei,ei) Z U305 =N Z 3603
i=1 i=1 i=1 5=1 5=1
oldugu bulunur. Bu ise
YO0 =1 Z 3603 (5.3.34)

oldugunu gosterir. Oyleyse, (5.3.34) esitligi 6nce ag, bileseni ile carpihr ve daha

sonra « indisi iizerinden toplam alinirsa,

Z ABa0o =N Z Z ABalory 0y =N Z Z A3 Gory O (5.3.35)

a=1 =1 ¥=1 a=1

olur. O zaman (5.3.5) ifadesi dikkate alinirsa, (5.3.35) esitligi

T

tr(®) Z Aga0a =T Z (0py + agy) oy

a=1 y=1

T T
= nz 0p,0 + nz a0~
y=1 y=1

=nog+n Z (3~0~
y=1

ile verilir. Buradan ise

oy = % (tr(®) 1) Y agaca (5.3.36)

oldugu goriiliir. Boylece, (5.3.36) esitligi (5.3.34) ifadesinde yerine yazilirsa,

r

(tr(®) (tr(®) — n) — n?) Z aapops =0 (5.3.37)
B=1
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elde edilir. Diger taraftan, hipotezden tr(®) # An oldugu i¢in

{tr(®)}* # n{n+tr(®)}

ifadesinin saglandigy kolaylikla goriiliir. O halde (5.3.37) esitliginden

r

Zaaﬁag =0

B=1

oldugu anlagilir. Bu nedenle, (5.3.36) esitligi = 1,...,r igin
Op = 0

oldugunu belirtir. Dolayisiyla, total umbilik altmanifold tanimindan M bir total

geodezik altmanifolddur. m

Teorem 5.3.11. Bir (Ml x Ms, 3, 5) Riemann carpim altin Riemann manifol-
dunun herhangt bir invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda M = M, x M,
bir yerel ayristirilabilir altin Riemann manifold olacak sekilde My ve Moy ambient
manifoldlarinin, siraswyla, M altmanifoldunda M, ve My total geodezik altmani-

foldlary vardr.
ispat. Her p € M i¢in
T, ={X, e T,M:®X, =¢X,} (5.3.38)

ve

T2 ={X, e T,M:0X,=(1-¢)X,} (5.3.39)

diyelim. Burada ®, M invaryant altmanifoldu tizerindeki altin yapiy1 gostermek-
tedir. O zaman (5.3.38) ve (5.3.39) esitlikleri ile verilen altuzaylar M altmani-
foldunda, sirasiyla, 7' ve T? distribiisyonlarimi tamimlar. Y € T'(T") olsun. Bu

durumda M invaryant altmanifoldu i¢cin V® = 0 oldugu dikkate alinirsa, her
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X eI'(T'M) i¢in

OVxY = VoY
= VxoY

=oVyY
olur. Buradan ise (5.3.38) esitligi yardimiyla
VxY eT (T (5.3.40)

elde edilir. Bu ise T" distribiisyonunun V Levi-Civita konneksiyonuna gére paralel
oldugunu ifade eder. Benzer sekilde, T? distribiisyonunun V Levi-Civita konnek-

siyonuna gore paralel oldugunu belirten her X € T' (T M) ve Y € T'(T?) i¢in
VxY €T (T7) (5.3.41)

ifadesinin saglandigy gosterilebilir. O zaman (5.3.40) ve (5.3.41) ifadelerinden, s1-
rasiyla, 7! ve T? distribiisyonlarinin integral manifoldlarinin M altmanifoldunda
total geodezik oldugu anlasihr. 7' ve T2 distribiisyonlarimimn integral manifold-
larina, sirasiyla, M; ve My diyelim. Simdi, M; ve M, integral manifoldlarinin,
sirasiyla, M, ve M, manifoldlarinin altmanifoldlar: oldugunu gésterelim. Eger

X e T'(T") ise o zaman (4.3.29) ve (4.3.30) esitliklerinden

TX=—(¢-1)I+P)X=—F7((¢—1) X +PX)

(0 -DX+0X)=—=((¢ - 1) X +¢X)

SRS

V5

1
R G

" sl gl
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ve

5X = (qﬂ P) X = (¢X PX)

(¢>X X)) = (cbX ¢X)

> 5= 5l
-5l

olur. Bu ise X € I' (I'M;) oldugunu belirtir. Benzer sekilde X € I'(T?) ise

Xel (TMQ) oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. O]

5.4 Anti-Invaryant Altmanifoldlar

Tanim 5.4.1. Bir (M, g, 5) altin Riemann manifoldunun herhangi bir altmani-
foldu M olsun. Eger her p € M i¢in ® (T,M) C T,M* ise M altmanifolduna M
ambient manifoldunun bir anti-invaryant altmanifoldu denir [21].

Bir (H, g, 5) altin Riemann manifoldunun herhangi bir izometrik immersed

anti-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda ® (T,M) C T,M* olur. Bu

ise @ = 0 oldugunu gosterir. Dolayisiyla, (5.2.1) ifadesi her X € I' (T'M) igin

X) = iua (X)N, (5.4.1)

seklinde yazilabilir.

Teorem 5.4.1. Bir m-boyutlu (M q, ) altin Riemann manifoldunun herhangi
bir n-boyutlu izometrik immersed anti-invaryant altmanifoldu M ve r = codim M
olsun. Bu durumda M altmanifoldu tizerinde ((ID =0, 9, Ua, q, (aag)rw) indir-

genmis yapisiman bilesenleri her X, Y € T'(T'M) i¢in

= €Zua )€a veya I = SZua ® &a, (5.4.2)
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ve

esitliklerini saglar.

(1 = Gpa) uq (X) =0, (5.4.3)

Z (5a5 - aag) fg =0 (5.4.4)

Zua Ua (5.4.5)

Ispat. M bir izometrik immersed anti-invaryant altmanifold oldugu icin ® = 0

olur. O zaman (5.2.9), (5.2.10), (5.2.13) ve (5.2.16) esitliklerinden, sirasiyla, her

X,Y e I'(TM) igin

ve

elde edilir.

= gZua )€ veya I = Ezua ® L

(1 = Gaa) ua (X) =0,

> (Bap — aag) g =0

p=1

E uOl Oé

]

Teorem 5.4.2. Bir m-boyutlu (H, q, 6) altin Riemann manifoldunun herhangi

bir n-boyutlu izometrik immersed anti-invaryant altmanifoldu M ve r = codim M

olsun. Bu durumda her X,Y € I'(T M) i¢in

VXUQ

ve

esitlikleri saglanar.

eZh XY§a+Zua ) Al X =0, (5.4.6)
Zuﬂ 5(X)+> hg(X,Y)aga (5.4.7)
B=1
Vibo =2 agAsX + Y lag(X) &g (5.4.8)
=1 =1
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Ispat. M altmanifoldu anti-invaryant oldugu i¢in acik¢a goriildiigii gibi ® = 0

olur. O halde (5.2.23), (5.2.24) ve (5.2.25) esitliklerinden, sirasiyla,

5iha (X,Y)én+ iua (V) AuX =0,
a=1 a=1

(Vxtua)Y = ug (V) lag (X) + D> s (X,Y) asa

B=1 B=1
ve
Vixbo =23 aapAsX + > lag(X) &5
p=1 p=1
oldugu bulunur. |

Teorem 5.4.3. Bir 2n-boyutlu (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
codim M olsun. Eger her o, € {1,...,7} i¢in ang = dap ise 0 zaman M bir

total geodezik anti-invaryant altmanifolddur.

Ispat. Oncelikle, dim M = 2n ve dim M =n oldugu i¢in r = n olur. Simdi, her
a,f € {l,...,r} i¢in anp = 0np oldugunu varsayalim. U = (&€, ... ¢&,) diyelim.
Bu durumda U bir n x n tipinde matristir. (5.2.13) esitligi yardimiyla () U = 0
oldugu goriiliir. Diger taraftan, her a € {1,...,r} i¢in £, tanjant vektor alanlar
lineer bagimsiz oldugundan U matrisinin tersi vardir. Boylece, ® = 0 oldugu

bulunur. Buradan ise (5.2.1) egitliginden her X € I' (T'M) igin
D (i.X) =) ua(X)N, €T (TM)*
a=1

elde edilir. Bu ise M altmanifoldunun anti-invaryant oldugunu ifade eder. Buna
ek olarak, Sonug 5.2.4%iin ifadesindeki kogullar agik bir gekilde saglandigi i¢in M
total geodeziktir. Dolayisiyla, M hem total geodezik hem de anti-invaryant bir

altmanifolddur. O]

Sonug 5.4.1. Bir 2n-boyutlu (M, g, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-

nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
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codim M olsun. Eger her o € {1,...,1} i¢in o (Ny) € T'(T'M) ise o zaman M

bir total geodezik anti-invaryant altmanifolddur.

Ispat. Onerme 5.2.5 ve Teorem 5.4.3 birlikte diistintliirse, istenen ispat bulunur.

]

U= (&& - &) diyelim. ao = 1,...rigin u, (X) = 0 esitliginin sifirdan farkh
¢Ozlimiiniin olmamasi i¢in bir gerek ve yeter kogsul U = (&& -+ &) matrisinin
rankimin n olmasidir. Bu durumda r» > n olur.

Teorem 5.4.4. Bir 2n-boyutlu (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed anti-invaryant altmani-

foldu M olsun. Bu durumda M total geodezik bir altmanifolddur.

Ispat. M bir izometrik immersed anti-invaryant altmanifold oldugu icin ® = 0
olur. Bu durumda dogal olarak V& = 0 esitligi saglanir. r = n = dim M ol-
dugu igin &, tanjant vektor alanlari lineer bagimsizdir. Ayrica, (5.4.4) esitliginden
aap = dup elde edilir. Bir bagka deyisle, (a,3) = I olur. Béylece, Teorem 5.2.3%in

kogullar1 saglanir. O halde M bir total geodezik altmanifolddur. O]

Teorem 5.4.5. Bir m-boyutlu (M, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed anti-invaryant altmani-

foldu M ve r = codim M olsun. Eger r > n ise bu durumda

N, =®i,FE;,i=1,....n

ve
6(Nh) :)\hNh; h:n+1,...,r

olacak sekilde T M+ normal demetinin bir { Ny, Na, ..., N,} yerel ortonormal ¢a-

tisy varder. Burada {E1, Es, ..., E,}, TM tanjant demetinin bir yerel ortonormal

catisudar.
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Ispat. Eger r > n = dim M ise bu durumda o = 1,...,r icin &, tanjant vektor
alanlar1 lineer bagimhdir. O zaman (5.4.4) esitligi &, « = 1,...,r tanjant vektor

alanlar1 agisgindan diigiiniildiigiinde

r T T

0= Z (5045 - aaﬁ) g,IB = Z (5aﬁ - )\adaﬁ) flﬁ = (1 - )\a) 501,6’5//8 = (1 - )‘a) g(lx

p=1 B=1 B=1
oldugu bulunur. Burada \,, (a,3) matrisinin 6z degerleridir. Dolayisiyla, i =
I,...,nve h =n+1,...,r i¢in & tanjant vektor alanlarimin lineer bagimsiz,
& =0, =1ve ) =\ + 1 oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda (5.2.12)

esitligi dikkate alinirsa,

u (&) =¢€dijy i,7=1,...,n

)

elde edilir. Bu yiizden, i« = 1,...,n i¢in & birim tanjant vektor alanlaridir ve
ikiger ikiger ortogonaldir. Dolayisiyla, i = 1,...,n igin & tanjant vektor alanlar:
T M tanjant demetinin bir yerel ortonormal ¢atisini olusturur. ¢, = 1,...,n ic¢in

Nf = ®i,§ ve NI = 6@'*5; diyelim. O zaman M altmanifoldunun anti-invaryant

oldugu dikkate alinirsa,

g (N, Ny) =7 (®ing], ®i.g))
= 5y
elde edilir. Dolayisiyla, i = 1,...,n icin N/ normal vektor alanlart N} = ®i,E;

olacak sekilde segilebilir. Ayni zamanda, (5.2.22) esitliginden h = n+1,..., 7 igin

O (N;) =ein (&) + Z MOnie N, = ANy,
k=n+1
olur. Buise h =n+1,...,r icin N; normal vektor alanlarinin ® altin yapisinin

An 0z degerlerine karsilik gelen 6z vektorler oldugunu gosterir. O halde ispat

tamamlanmig olur. O
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Teorem 5.4.6. Bir m-boyutlu (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed anti-invaryant altmani-
foldu M wve r = codim M olsun. Eger r > n ise bu durumda v = 1,...,n i¢in
h; = 0 olacak sekilde TM* normal demetinin N;, i = 1,...,n birim ve ikiser

ikiser ortogonal normal vektor alanlar, vardur.

Ispat. M altmanifoldunun anti-invaryant olmas: nedeniyle (5.4.6) esitliginden
her X,Y € I'(T'M) igin
0=e) h(X,YV)&+ > u (V) AX (5.4.9)
i=1 i=1

olur. (5.4.9) ifadesinde (2.15.2) ve (5.2.5) esitlikleri kullanilirsa, her Z € T'(T'M)
icin
> u(V)hi(X,2) == u(2)h (X,Y) (5.4.10)
i=1 i=1

oldugu kolayca goriiliir. Boylece, (5.2.5) ve (5.4.10) esitlikleri yardimiyla
anu; (V) hi (X, Z) = Zu (V) hi (Z,X) = = Zu (X)hi (Z,Y)
i=1 i=1 i=1
= —Enju; (X) hi (Y, Z) = Zu (Z) hi (X,Y)
=1 i=1
=— i w, (V) hi (X, 2)
i=1

elde edilir. Buradan ise 2 3" u; (Y) h; (X, Z) = 0 oldugu bulunur. Bu ise
i=1

zn:u; (Y)hi (X,Z2)=0 (5.4.11)

oldugunu gosterir. Diger taraftan, eger {E1, Es, ..., E,}, TM tanjant demetinin
bir ortonormal gatisi ise Teorem 5.4.5 sayesinde Ny, Ns, ..., N, normal vektor
alanlar1 ¢ = 1,...,n icin N; = ®i,E; seklinde secilebilir. Bu nedenle, (5.4.1)
esitliginden

ZéwN N; = @ (1. E Zu

7j=1
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elde edilir. Bu ise §;; = u; (E;) olmasi demektir. Boylece, (5.4.11) esitliginde

Y = Ej alimrsa, ¢ = 1,...,n igin
hi(X,Z)=0

oldugu bulunur. Dolayisiyla, ispat tamamlanmis olur. O]

5.5 Semi-Invaryant Altmanifoldlar

5.5.1 Semi-invaryant Altmanifoldlarin Karakterizasyonlar

Tanim 5.5.1. Bir (M, g, 5) altin Riemann manifoldunun herhangi bir altmani-

foldu M olsun. Eger her p € M i¢in
®(D,) =D, (5.5.1)
ve
P (Dy) CT,M~ (5.5.2)

kosullarin saglayan T,M = D, @ DpL olacak sekilde D ve D+ distribiisyonlar:
mevcut ise M altmanifolduna (M, q, 5) altin Riemann manifoldunun bir semi-
invaryant altmanifoldu denir. Burada D ve D+, siraswyla, invaryant distribiisyon

ve anti-invaryant distribiisyon olarak adlandirilur [65].

Simdi, baz1 semi-invaryant altmanifold 6rnekleri verelim.

Ornek 5.5.1. 4-boyutlu R* (ya da R* x R?) Oklid uzaywmn bir yerel koordinat

sistemi (z1, T2, Y1, y2) olsun. R* (ya da R? x R?) dizerinde ® déndisiimiinii

5(a>:>\i,z’=1,2

Ox; Oy
—( 0 o .
q)(ayz)—)\a—xl,l—]_,Q
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kuraly ile tanamlayalim. Burada X\, 2* = x + 1 cebirsel denkleminin bir kékiidiir.

Bu durumda ® doniisiimidi bir altin yaprdir. R* (ya da R* x R?) Oklid uzaymnda
M = {(x1,22,0,23) : &1, 22 € R}

ile verilen 2-boyutlu bir M altmanifoldunu disinelim. O zaman T M tanjant de-

0 0 0
B=-2p-24+2
{1 oy 8x2+6y2}

0 0 0
Ny=— Ny=—— —
{1 Oy 2 0o 8y2}

kiimesinin T M=+ normal demetinin bir ¢atise oldugu kolayca gésterilebilir. Simdi,

metinin bir ¢atist

olarak bulunur. Ayrica,

D = Span {E,} ve D+ = Span{E\} diyelim. Bu durumda acik bir sekilde T M
tanjant demets

TM =D @ D+

ayrisymana sahiptir. Diger taraftan,

— =( 0\ |0 L
CID(El)_CID(axl) —)\ayl € Span{N,} c T (TM")

ve

— —( 0 0

0 0 0 0

ifadeleri gecerlidir. Buradan ise D ve D+ distribiisyonlarimn, swraswyla, invaryant
ve anti-invaryant oldugu gorilir. Dolaysiyla, M bir semi-invaryant altmanifold-
dur. Ayrica, D = Span {Ey} ve D+ = Span {E,} distribiisyonlar: integrallenebi-

lirdir.
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Ornek 5.5.2. 4-boyutlu R* (ya da R* x R?) Oklid uzayinin bir yerel koordinat

sistemi (x1, To, Y1, Y2) olsun. RY dizerinde

6<a>:¢i,z:1,2

Ox; Oy

/9 9

o =¢p—.,1=1.2
<(9yi) P9 =1

ile verilen ® dondisiimiini ele alalvm. Burada ¢ degeri, altin orandvr. Bu durumda
O bir altin yaprder. R (ya da R? x R?) Oklid uzaymnda 2-boyutlu bir M altmani-
foldunu

M = {(.’L’1,ZL‘2,$1,0) P T,T9 € R}

ile tamwmlayalim. O zaman T M tanjant demetinin bir ¢atis

19) 15) 0
Bi=— +— Ey=—
{1 oz o 3332}

ile verilir. Ayrica, TM~* normal demetinin

ve

0 0
A

vektor alanlar tarafindan tretildigi kolayca gdsterilebilir. Bir baska deyisle,

0 0 o)
TM* = Ni=— Ny= — — —
Span{ ! 3927 ? Oz 891}

olur. D = Span{E,} ve D+ = Span {E,} olarak almirsa, TM = D @& D+ olur.

Diger taraftan,

0  ON_, 0 0
_3901 31/1

6<E1):$<8_I1+8_y1
o (-2 + 2 € Span {E1} c T (TM)
dry Oy panis

ve

D(Ey) = (—> = %%2 € Span{N,} C T (TM™")
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ifadeleri saglanir. Béylece, D ve D+, siraswla, invaryant ve anti-invaryant dist-
ribisyonlardir. Dolaysiyla, M bir semi-invaryant altmanifolddur. Ayrica, D =

Span {E,} ve D+ = Span {E,} distribiisyonlar: integrallenebilirdir.

Ornek 5.5.3. 4-boyutlu R* (ya da R* x R?) Oklid uzaywmn bir yerel koordinat

sistemi (x1, T2, Y1, y2) olsun. R* (ya da R? x R?) dizerinde ® déndisiimiinii

—( 0 a .

/[0 a .
Q(aw)_¢§?2_lﬂ

kuraly ile tanemlayalim. Bu durumda ® bir altin yapidir. Burada ¢ ve 1 — ¢ de-
gerleri, x> = x + 1 cebirsel denkleminin kokleridir. R* (ya da R? x R?) Oklid

uzayinda
M = {((btcosu, ¢tsinu, tcosv,tsinv) : t > 0,u,v € (O, g)}

ile verilen 3-boyutlu bir M altmanifoldunu ele alalim. O zaman T M tanjant de-

metinin catisimn vektor alanlar:

E1 = ¢cos 0 + ¢si + cos 0 + si 0
= U—o inu— v— +sinv—o,
! O, 0wy oy Y2
0 0
Ey = —¢tsinu— + ¢t cosu—,
8x1 8x2
ve
E3 = —tsinv— +tcosv—
oy Yo

olarak secilebilir. Ayrica,

0 0 0
N, = Cosua—ag1 +sinua—$2 —qbcosva—y1 —¢sinva—y2

M altmanifoldu tizerinde bir normal vektor alamdir. D ve D+ distribiisyonlar:
D = Span{FE,, B3} ve D+ = Span{E\} olacak sekilde segilirse, bu durumda
TM tanjant demeti

TM =D @ D+
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ile ifade edilir. Diger taraftan,

d(E)=0 (¢cos.ui + ¢simui + Cosvi + sinvi>

0x; 01y oy 0y
o) : .
= —COSU-— —SINU-— + ¢COSV— + @SINV—
T 0wy ¢ oy ¢ Y2
= —N; € Span{N;} C T (TM™"),
D (Ey) = <—gz§t sin uai + ¢t cos uai>
I T2
= tsinui — tcosui = —lE € Span{E>} C I'(T'M)
N 8:151 81'2 N ¢ 2 p 2

ve

_ — 0 0
O (L3) =0 inv— —
(E3) <t S.lnvay1 + t cos v8y2>

0 0
= —tsinv— +1 ~—=F3€S E3} CcT'(TM
sinwv o + tcosv o 3 € Span {FE3} (TM)

ifadeleri gecerlidir. Boylece, D distribiisyonu invaryant, D+ distribiisyonu ise

anti-invaryant olur. Dolayisiyla, M bir semi-invaryant altmanifolddur.

Ornek 5.5.4. 4-boyutly R* (ya da R? x R?) Oklid uzaywmn bir yerel koordinat

sistemi (x1, T2, Y1, y2) olsun. R* (ya da R? x R?) dizerinde ® déndisiimiinii

—( 0 o .
(I)(axz> —(ﬁ&—xi,Z—l,Q

—( 0 o |
q)(ay) =19 g, =12

kuraly ile verelim. Bu durumda ® bir altin yaprdir. Burada ¢ ve 1 — ¢ degerleri,

2? = 2 + 1 cebirsel denkleminin kékleridir. R* (ya da R? x R?) Oklid uzaynda

2-boyutlu bir M altmanifoldunu

M= {(u,v,gbcosv,qﬁsmv) FU, U € (079}

ile tanimlayalim. O zaman

o) 0 .0 0
{El = a—xl,EQ = 8_1‘2 —¢Sln7ja—y1 +¢COSU6—y2}
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kiimesi T M tanjant demeti i¢in bir ¢atr olarak segilebilir. Ayrica, N; = gbaim +

sin v+ —cosv:2 ve Ny = — cos v-2 +sinv-2 ise M altmanifoldu tizerinde nor-
oy1 Oy2 oy1 Oy2

mal vektér alanlaridir ve TM* normal demetini diretir. D ve D+ distribiisyonlar:
D = Span{E,} ve D* = Span {Ey} olacak sekilde segilirse, TM = D& D+ olur.

Diger taraftan,
O(E)=0 (—) = ¢E, € Span{E,} C T'(T'M)
1
ve

E(EQ) :6< 0 —gbsinvi +¢COSU£>

((9_1‘2 (9y1 3yz
= ¢p— +sinv— — cos.vi
Oxo oy Oya
=N, CI'(IM")

olur. Bu nedenle, D distribiisyonunun invaryant, D+ distribiisyonunun ise anti-

invaryant oldugu elde edilir. Dolayisiyla, M bir semi-invaryant altmanifolddur.

Ornek 5.5.5. 5-boyutlu R? x R® (ya da R®) Oklid uzayinin bir yerel koordinat

sistemi (1, T2, Y1, Y2, y3) olsun. R x R3 (ya da R®) dizerinde ® déndisiimiinii

6(a>=¢i,i:1,2

0x; ox;
—( 0 0
) —(l—¢)—,i=12
(5.)=(-0 5 =123

kuraly ile tanamlayalim. Bu durumda ® bir altin yaprder. R? xR? (ya da R®) Oklid

uzayinda
M = {(x1, 22,91, 92, y3) € RZ X R® : 1 + 4 = 0, g5 + 41 = 0}
ile verilen 3-boyutlu bir M altmanifoldunu disinelim. O zaman
{FE; =(1,0,0,—¢,0), Es = (0,1,—¢,0,0), E3 =(0,0,0,0,1)}
kiimesi T M tanjant demeti i¢in ¢atidir. Ayrica,
{N1 =(¢,0,0,1,0), No = (0,¢,1,0,0)}
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kiimesi TM~* normal demetinin bir ¢atisy olur. Simdi, D = Span {E3} ve D+ =

Span{Ey, Ey} diyelim. Bu durumda TM tanjant demeti
TM =D& D"

direkt toplama ile ifade edilir. Diger taraftan,

@ (E) =9 (1,0,0,—¢,0)=(¢,0,0,— (1 — ¢) $,0)=(¢,0,0,1,0)=N, CT (T M),
(Ey) =P (0,1,-9¢,0,0)=(0,¢,— (1 — ¢) $,0,0)=(0,,1,0,0)=N, CT (TM™)
ve

& (Es) =3 (0,0,0,0,1) = (0,0,0,0,1 — ¢)

=(1-1¢)(0,0,0,0,1) € Span {Es} C T (TM)

ifadeleri gegerlidir. Béylece, D distribiisyonu invaryant, D+ distribiisyonu ise

anti-invaryant olur. Dolayisiyla, M bir semi-invaryant altmanifolddur.

Onerme 5.5.1. Bir (W, g, 5) altin Riemann manifoldunun herhangi bir semi-

mvaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

TD+ = {0}, (5.5.3)
ND+ = oD+, (5.5.4)
ND = {0} (5.5.5)
TD =D (5.5.6)

ifadeleri gecerlidir.

Ispat. D+ distribiisyonu ®-anti-invaryant oldugu icin ® (Dl) C TM+ olur. Bu-
radan ise (5.1.6) ayrigimi yardimiyla (5.5.3) esitliginin saglandigy agikga goriiliir.
Bununla birlikte, (5.5.3) ifadesi (5.5.4) esitliginin gegerli oldugunu belirtir. D dist-

ribiisyonu ®-invaryant oldugundan ® (D) = D C TM olur. Bu yiizden, (5.1.6)
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ayrigimi kullanilirsa, (5.5.5) egitligi elde edilir. 7" endomorfizminin g-simetrik ol-

dugu dikkate alimirsa, (5.1.6) ayrigimindan her X € I'(D) ve Y € T (Dl) icin
§g(TX,Y)=g(X,TY) =7 (X,®Y)
oldugu bulunur. Béylece, D distribiisyonunun ®-anti-invaryant olmas: nedeniyle
g(TX,Y)=0
olur. Bu ise 7D L D+ oldugu ifade eder. Ayni zamanda, 7D C T'M oldugu icin
T(D)C D (5.5.7)
ifadesine ulagilir. Diger taraftan, (5.1.8) esitliginden her X € I' (D) vektor alani
X=T°X-TX+tNX
formunda verilebilir. Buradan ise (5.5.5) ve (5.5.7) ifadeleri kullanihirsa,
D CT(D) (5.5.8)

oldugu goriiliir. O halde (5.5.7) ve (5.5.8) ifadelerinden (5.5.6) esitligi elde edilir.

Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. O

Teorem 5.5.1. Bir (M, g, 6) altin Riemann manifoldunun herhangi bir altmani-
foldu M olsun. Bu durumda M altmanifoldunun M altin Riemann manifoldunun
bir semi-invaryant altmanifoldu olmast i¢in bir gerek ve yeter kosul NT = 0

olmasaidar.

Ispat. M bir semi-invaryant altmanifold olsun. Bu durumda her p € M icin
®(D,) = D, ve E(DPL) C T,M kosullarim saglayan T,M = D, & sz olacak
sekilde D ve D+ distribiisyonlar: vardir. D ve D+ distribiisyonlarina karsilik gelen

projeksiyon operatorleri, sirasiyla, r ve s ile gosterelim. O zaman

r+s=I1r=r, s =svers=sr=0
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bagintilar: saglanir. O halde herhangi bir X € I' (T'M) tanjant vektor alan1 X =
rX + sX seklinde ifade edilebilir. Bu yiizden, (5.1.6), (5.5.3) ve (5.5.5) esitlikleri
dikkate alimirsa, X vektor alan
OX =P (rX +sX)=drX + &sX
=TrX + NrX +TsX + NsX
=TrX+0+0+ NsX

=TrX + NsX

ile verilebilir. Ayn1 zamanda, ®X vektér alaninin (5.1.6) esitliginde verilen ayri-

simi1 kullanirsa,

TX +NX=TrX + NsX

olur. Buradan ise tanjant ve normal bilegenler esitlenirse, sirasiyla,
TX =TrX ve NX = NsX
oldugu bulunur. Boylece, (5.1.9) ve (5.5.5) esitlikleri yardimiyla
NT =NTr=Nr—-nNr=0-0=0

elde edilir.
Tersine, NT' = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda (5.1.8) esitliginin her iki

tarafina sagdan 7" endomorfizmi uygulanirsa,

T°=T*+T (5.5.9)
elde edilir. Simdi,
r=T>-T (5.5.10)
ve
s=-T*+T+1 (5.5.11)

diyelim. O zaman (5.5.9) esitligi kullanilirsa,
r4+s=T>-T-T*+T+1=1,
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2

= (T*-T)=(T*-T)(T*-T)

= (-1 - (T*"-1)T=T"-T*-T°+ 171"

=T - 2T° + T =T°T — 2T° + T”

= (I*+1T)T—2(T°4+T)+T* =T +T* - 2T% = 2T + T*
=T*+T-2T=T>-T

:’["7

F=(-T*+T+1) = (-T*+T+1) (-T*+T+1)
= (-T*+T+I) (-T)+ (-T*+T+ )T+ (-T*+T+1)1
=TT T T4+ T+ T -T*+T+I[=TT-2T° +2T - T*+ 1
=(T*+T)T-2(T*+T)+2T -T*+1
=T34+ T2 2T 2T +2T —T?+ 1
=T*+T-21"+1=-T*+T+1

257

rs=(T*=T)(-T°+T+1)=T*(-T>+T+1)-T (-T°+T +1)
= T4+ T34+ T4+ T —T?—T =-T3T+2T°-T
=—(T*+T7)T+21*-T=-T>-T>+2T° - T
=T -1 -T=T"+T-T>-T
=0

ve

sr=(-T*"+T+1)(I*-T)=(-T"+T+1)T* - (-T*+T+I1)T
=-T'+T+T*-T°-T°-T=-TT-T=—(T*+T)T-T
=-T°-T°-T=T"+T-T"-T

=0
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bagintilar1 elde edilir. Yani, r ve s tiimleyen projeksiyon operatorlerdir. Bu ne-
denle, r ve s projeksiyon operatérleri, sirasiyla, D ve D+ tamamlayici distribiis-
yonlarmi tanimlar. Diger taraftan, N7 = 0 varsaymmi altinda, (5.5.9), (5.5.10) ve

(5.5.11) esitlikleri yardimiyla
Tr=T(T*-T)=T"-T"=T>+T-T"=T, (5.5.12)
Ts=T(-T*+T+1)=-T"+T*+T=-T"-T+T*+T =0, (5513)
sTr=sT = (-T"+T+1)T=-T+T°+T = -T°-T+T°+T =0 (5.5.14)
ve
Nr=N(I?-T)=NT?-NT=(NT)T-NT=0-0=0  (5.5.15)

bagintilar elde edilir. Boylece, (5.5.12), (5.5.13), (5.5.14) ve (5.5.15) bagntilar
D distibiisyonunun invaryant, D+ distibiisyonunun ise anti-invaryant oldugunu

gosterir. Dolayisiyla, M bir semi-invaryant altmanifolddur. O]

Onerme 5.5.2. Bir (M, g, 5) altin. Riemann manifoldunun herhangi bir semi-

invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda
KerN = Ker (T? =T — I) = KertN (5.5.16)

ve
KerT = Ker (I* —T) = Ker (tN — I) (5.5.17)

esitliklers saglanar.

Ispat. X € I'(KerN) olsun. Bu durumda NX = 0 olur. Buradan ise (5.1.8)

esitligi yardimiyla (7% — T — I) X = 0 elde edilir. Bu ise
X el (Ker (I*-T-1))

oldugunu gosterir. Tersine, X € Ker (T? —T — I) olsun. Bu durumda (5.1.8)

esitliginden tNX = 0 olur. Boylece, § Riemann metriginin ®-uyumlu oldugu
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kullanihirsa, (5.1.7) ayrisimindan
INX|*=3(NX,NX) =3 (PX,NX) =3 (X,ONX) =7 (X,tNX) =0

elde edilir. Buradan ise g Riemann metrigi pozitif taniml oldugu i¢in NX = 0

olur. Bu ise

X eT'(KerN)

oldugunu ifade eder. Dolayisiyla, KerN = Ker (T? — T — I) esitligine ulagihr.

Buna ek olarak, (5.1.8) esitliginden
KerN = Ker (T> =T — I) = Ker (tN)

oldugu bulunur. Yani, (5.5.16) esitligi elde edilir. X € I' (KerT) olsun. O zaman
TX = 0 olur. Buradan ise agik bir sekilde X € T'(Ker (T? — T')) oldugu gorii-
liir. Tersine, X € T'(Ker (T? —T)) olsun. Bu nedenle, 7?°X = TX olur. Aym
zamanda, (5.1.8) esitliginden tNX = X oldugu goriiliir. Boylece, T" endomorfiz-

minin g-simetrik ve § Riemann metriginin ®-uyumlu oldugu dikkate alinirsa,

X"

9(TX,TX)=7(T°X, X)

§(TX,tNX) =7 (TX,PNX)

g (PTX,NX)

G(NTX,NX)

elde edilir. Diger taraftan, M bir semi-invaryant altmanifold olmasi nedeniyle
Teorem 5.5.1’"den NT' = 0 esitligi saglanir. Boylece, T'X = 0 olur. Bu ise X €
[ (KerT) oldugunu gosterir. O halde KerT = Ker (T? — T) esitligine ulagilir.

Ustelik, (5.1.8) esitliginden
KerT = Ker (I* = T) = Ker (tN — I)

oldugu goriiliir. Diger bir deyisle, (5.5.17) esitligi bulunur. Dolayisiyla, ispat ta-

mamlanmaig olur. ]
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Onerme 5.5.3. Bir (H, g, 5) altin Riemann manifoldunun herhangi bir semi-

invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda
D = KerN = Ker (T =T —I) = Ker (tN) (5.5.18)

ve

D+ =KerT = Ker (I* = T) = Ker (tN — I) (5.5.19)
esitliklert saglanar.

ispat. D ve D+ distribiisyonlarma karsilik gelen projeksiyon operatérleri, sira-
siyla, r ve s ile gosterelim. X € I' (KerN) olsun. Bu durumda NX = 0 olur.
Bu nedenle, (5.1.6) ayrigim1 ®X = T'X halini alir. Buradan ise (5.5.3) ve (5.5.6)

esitlikleri dikkate alinirsa,
X =TX =TrX +TsX =TrX € T'(D) (5.5.20)

oldugu goriiliir. O zaman (5.5.20) ifadesinden X € I' (D) oldugu anlagilir. Boylece,
KerN C D olur. Tersine, X € I'(D) olsun. Bu durumda (5.5.5) esitliginden
X € I'(KerN) oldugu bulunur. O halde D C KerN olur. Dolayisiyla, D =
KerN elde edilir. Ayrica, Onerme 5.5.2 yardimiyla (5.5.18) esitliginine ulagilr.
X € I'(KerT) olsun. Bu durumda T'X = 0 olur. Bu yiizden, (5.1.6) ayrigimi

®X = NX ile verilir. Buradan ise (5.5.4) ve (5.5.5) esitliklerinden
X =NX =NrX+NsX=NsX e ND =D (5.5.21)

oldugu goriiliir. Boylece, (5.5.21) ifadesi X € T (DL> oldugunu belirtir. Tersine,
X el (DL> olsun. O zaman (5.5.3) esitligi X € I' (KerT) oldugunu gosterir.
Béylece, D+ = KerT oldugu bulunur. Ustelik, Onerme 5.5.2 dikkate alinirsa,

(5.5.19) esitliginin saglandigr agiktir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. O
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Simdi, bir altin Riemann manifoldunun herhangi bir semi-invaryant altmani-
foldunun normal demette nasil karakterize edilebilecegini gosterelim ve bu karak-
terizasyon ile ilgili baz1 gercekleri verelim.

Bir (M, g, 6) altin Riemann manifoldunun herhangi bir semi-invaryant alt-

manifoldu M olsun. Eger

Dt =Dt CcTM*t

ise 0 zaman D~ bir altdemettir. ®+ altdemetinin 7'M+ normal demetteki orto-

gonal tiimleyenini ® ile gosterelim. Bu yiizden, TM* normal demeti

TM+ =9 @D+

ayrisimina sahiptir. (M, g, 5) ambient manifoldu iizerinde (1,1) tipinde bir g
tensor alanini

UV=I-0
ile tanimlayalim. Bu durumda ¥ bir altin yapidir. Ayrica, § Riemann metrigi
W-uyumludur. Herhangi bir tanjant vektor alam X € T'(T'M) icin WX vektor

alan

UX=(I-T)X - NX (5.5.22)

olacak gekilde tanjant ve normal bilegenlerine ayrilabilir. Benzer sekilde, herhangi

bir normal vektor alam V € T’ (TM L) icin UV vektor alan

UV =—tV+({I-n)V (5.5.23)
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formunda yazilabilir.

Onerme 5.5.4. Bir (H, g, 5) altin. Riemann manifoldunun herhangi bir semi-

mwvaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler gegerlidir:
(a) D bir V-invaryant distribiisyondur,
(b) ®* bir U-anti-invaryant distribiisyondur.

Ispat. X €T (D) olsun. Oncelikle WX € T (TM L) oldugunu gosterelim. g Ri-
emann metriginin W-uyumlu oldugu dikkate alinirsa, (5.5.22) ayrigimi yardimiyla

her Y e I' (T'M) igin

g(UX,Y) =7 (X, 0Y)

G(X,(I-T)Y — NY)

G(X,(I-T)Y) - g(X,NY)
— (X.NY)
=—g(X,NrY + NsY)
=—g(X,NrY)—g(X,NsY)

elde edilir. Burada r ve s, sirasiyla, D ve Dt distribiisyonlarina karsihik gelen

projeksiyon operatorlerdir. O halde (5.5.4) ve (5.5.5) esitlikleri dikkate alimirsa,
g (VX,Y) =0 oldugu bulunur. Bu ise her X € I' (D) i¢in

VX eI (TM") (5.5.24)

olmasi demektir. Simdi, ® distribiisyonunun invaryant oldugunu gosterelim. g

Riemann metriginin W-uyumlu olmasi nedeniyle her Z € T (@L) i¢in
§(UX,2) =3 (X, T2)

olur. Diger taraftan, Z € T (@L) oldugu icin Z = ®W olacak sekilde bir W &

r (DL) vektor alan1 mevcuttur. Bu nedenle,
G(UX.2) =g (X, TOW) = — (X, W) =0
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elde edilir. Buradan ise her X € T'(®) i¢in ¥X € T' (D) oldugu goriiliir. O halde,
® bir invaryant distribiisyondur. Yani, (a) ifadesi gegerlidir. X € T (@L) olsun.
Bu durumda X = ®Y olacak sekilde bir Y € I' (Dl) vektor alani vardir. Bu

yiizden, @ altin yapisinin tanimindan
VX =UPY =-Y eI'(D") CT(TM)

oldugu goriiliir. O zaman D~ bir anti-invaryant distribiisyondur. Diger bir deyisle,

(b) ifadesi elde edilir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. O

Onerme 5.5.5. Bir (H, q, 5) altin Riemann manifoldunun herhangi bir semi-

invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

tD = {0}, (5.5.25)
(I —n)D*+ = {0}, (5.5.26)
n®=I-n)D =2 veya D =D (5.5.27)
ve
tD+ = Dt veya IO =D+ = D+ (5.5.28)

esitliklers saglanar.

Ispat. © distribiisyonu U-invaryant oldugu i¢in ¥® C TM* olur. Buradan ise
(5.5.23) ayrigmmi kullanihirsa, (5.5.25) esitligi bulunur. D+ distribiisyonunun W-
anti-invaryant olmasi nedeniyle ¥+ C T'M olur. Bu nedenle, (5.5.23) ayrisimi
yardimiyla (5.5.26) esitliginin gecerli oldugu aciktir. § Riemann metriginin W-
uyumlu oldugu dikkate alimirsa, (5.5.23) ayrigimindan her U € I'(D) ve V' €
r (’DL) igin

—g(nU,V)=g9(I-n)U,V)=7(YU,V) =7 (U, ¥V)

elde edilir. O zaman ®+ distribiisyonu W-anti-invaryant oldugu i¢in g (nU, V) = 0

olur. Bu ise n® L ®* oldugunu belirtir. Ayrica, n® C TM+ olmasi nedeniyle
n® C D (5.5.29)
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oldugu anlagilir. Diger taraftan, (5.1.11) esitliginden her U € T" (D) vektor alam
U =n*U —nU + NtU
ile ifade edilebilir. Buradan ise (5.5.25) ve (5.5.29) ifadeleri kullanilirsa,
D Cn® (5.5.30)

oldugu goriiliir. O halde (5.5.29) ve (5.5.30) ifadelerinden n® = D esitligi bulu-
nur. Benzer sekilde, (I — n)® = D oldugu kolayca gosterilebilir. Béylece, (5.5.27)
esitligi elde edilir. (5.5.26) ifadesi dikkate almirsa, (5.5.23) ayrigimi yardimiyla
VDL = D+ oldugu goriiliir. Bununla birlikte, ®+ = ®D* olmasi nedeniyle
U+ = Dt olur. O zaman (5.5.28) esitligine ulagilir. Dolayisiyla, ispat tamam-

lanmig olur. O

Teorem 5.5.2. Bir (M, g, 5) altin Riemann manifoldunun herhangi bir altmani-
foldu M olsun. Bu durumda M altmanifoldunun bir semi-invaryant altmanifold
olmasu icin bir gerek ve yeter kosul TM* normal demetinin TM+ = © & D+
olacak sekilde bir ayrisiminin olmasidir. Burada her p € M i¢in @If maksimal V-
anti-invaryant altuzay, ©, ise T,M* normal uzaymda @é altuzayiman ortogonal

timleyenidar.

Ispat. M bir semi-invaryant altmanifold olsun. Bu durumda 7'M tanjant uzayi-
nin TM = D @ D+ olacak sekilde bir ayrigimi vardir. Burada D ve D, sirasiyla,
invaryant ve anti-invaryant distribiisyonlardir. ®+ = ®D+ C TM* diyelim. O
zaman Onerme 5.5.4ten ® ve D+, sirasiyla, TM* normal demetinin birer W-
invaryant ve W-anti-invaryant distribiisyonlaridir.

Tersine, TM+ = D@D olacak sekilde her p € M i¢in T, M+ normal uzayimin
W-maksimal anti-invaryant altuzay: @j ve @[f altuzayinin ortogonal tiimleyeni
D, altuzayr mevcut olsun. D+ = WD diyelim. D' altdemetininin ortogonal

timleyenini D ile gosterelim. X € I (DL) olsun. Bu durumda X = ¥Y olacak
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sekilde bir Y € I’ (’Dl) vektor alani vardir. Bu ytizden,
X =QUY =-Y eI' (D) CT (TM")

olur. O zaman D+, TM tanjant demetinin bir anti-invaryant distribiisyonudur.
X € T' (D) olsun. g Riemann metriginin ®-uyumlu oldugu dikkate alinirsa, (5.1.7)

ayrigimi yardimiyla her Y € I’ (T]\/[ L) icin

7(3X,Y) =3 (X.FY)

7(X,tY +nY)

(X,tY)

Il
Ql

G (X, teY +tsY)

g (X, teY) +9(X,tsY)

elde edilir. Burada t ve s, sirasiyla, ® ve ©+ distribiisyonlarina karsilik gelen pro-
jeksiyon operatérlerdir. Boylece, (5.5.25) ve (5.5.28) esitliklerinden g (®X,Y) = 0

oldugu goriiliir. Buradan ise her X € I' (D) igin
®X €T (TM) (5.5.31)

oldugu anlagilir. Diger taraftan, D+ distribiisyonunun anti-invaryant oldugu dik-

kate alinirsa, her Z € ' (D*) i¢in
7(®X,2)=79(X,2Z) =0

olur. Bu ise X € T' (D) oldugunu ifade eder. Boylece, D altdemeti TM tan-
jant demetinin bir invaryant distriblisyonudur. Dolayisiyla, M bir semi-invaryant

altmanifolddur. OJ

Teorem 5.5.3. Bir (M, g, 5) altin Riemann manifoldunun herhangi bir altmani-
foldu M olsun. Bu durumda M altmanifoldunun M altin Riemann manifoldunun
bir semi-invaryant altmanifold olmasy i¢in bir gerek ve yeter kosul t (I —n) =0

olmasidar.
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Ispat. M bir semi-invaryant altmanifold olsun. Bu durumda Teorem 5.5.2'den
her p € M igin ¥ (D,) = D, ve ¥ (@;) C T,M kosullarim saglayan T,M+ =
D, ® D, olacak sekilde D invaryant ve D anti-invaryat distribiisyonlar vardar.
D ve D+ distribiisyonlarma karsilik gelen projeksiyon operatorleri, sirasiyla, t ve

5 ile gosterelim. O zaman
722 e —
t+s=[,v"=t,8 =svers=s5t=0

bagintilar1 saglanir. O halde herhangi bir V' € T’ (TM l) normal vektor alani
V =tV + sV seklinde ifade edilebilir. Bu yiizden, (5.5.23), (5.5.25) ve (5.5.26)

esitlikleri dikkate alinirsa, WV vektor alani

UV =T (tV +sV)
=—ttV+ (I —n)tV—tsV+(—n)sV

= ([ —n)tV —tsV

ile ifade edilebilir. Ayn1 zamanda, ¥V vektér alaninimn (5.5.23) esitliginde verilen

ayrigimi kullanirsa,
—tV+({I—-n)V=—tsV+ (I —n)tV
olur. Buradan ise tanjant ve normal bilegenler egitlenirse, sirasiyla,
tV=tsVve (I—n)V=>U-n)tV
oldugu bulunur. Béylece, (5.1.10) ve (5.5.25) esitlikleri yardimiyla
t(Il—n)=t(I—n)r=Tte=0

elde edilir.
Tersine, t (I —n) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda (5.1.11) esitliginin

her iki tarafina I — n endomorfizmi uygulanirsa,

nd=2n?—1 (5.5.32)
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olur. Simdi,
t=n"—n (5.5.33)
ve

s=-n+n+1 (5.5.34)

diyelim. O zaman (5.5.32) esitligi yardimiyla

t+s=n*—n—-n*+n+l=1

@ = (02 —n)> = (n® —n) (n® —n)
:(nz—n)nz—(nQ—n):n4—n3—n3+n2
=nt—2m3+n?=nn—2n3+n?
:(2n2—])n—2n3+n2:2n3—n—2n3—|—n2

2

=-n+n*=n*—n

:t7

52:(—n2+n+1)2:(—n2+n+1) (—n2+n+1)
=—(-n*+n+I)n*+ (—n*+n+)n—n"+n+1
=nt—nP—n?—nP+nPtn-—nP+n+1I
:nSn—2n3—n2+2n—|—I:(2n2—1)n—2n3—n2+2n+1
=P —n—2m—n*+2m+1=-n*+n+1I

:5’

s = (n” —n) (—n®+n+1)
=n? (—n2+n+1)—n(—n2+n+1)

2 _n=-n*n+2m%—n

=—nt+nd+n’+nd—n
:—(2n2—1)n+2n3—n:—2n3+n+2n3—n

=0,
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st = (—n2+n+1) (nz—n)
:—n2(n2—n)—|—n(n2—n)—|—(n2—n)

2 _n=-n*n+2n®—n

=-n'+n*+n’—n’+n
= —(2n2—[)n+2n3—n: —2n3 +n 420 —n
=0
bagintilar1 elde edilir. Yani, v ve s tiimleyen projeksiyon operatorlerdir. Bu yiiz-
den, t ve s projeksiyon operatorleri, sirasiyla, ® ve ®1 tamamlayici distribiisyon-

lar1 tanimlar. Diger taraftan, t (I — n) = 0 varsayimi altinda, (5.5.32), (5.5.33) ve

(5.5.34) esitlikleri kullanilirsa,

(I-n)v=(I—-n)(n*—n) (5.5.35)

2

:(n —n)—n(n2—n):n —n—n®+n?

= nd4+mP—n=-2+T+2m> -1

(I-n)s=(I—n)(-n*+n+1I) (5.5.36)
=(-n*+n+1I)—n(-n*+n+1I)
=-n*+n+I+n*—n>—n
= -2 +T+n*=-2n"+T+2n* -1

=0,

s(I—-n)v=s(I—n)=(-n"+n+1)I —n) (5.5.37)
=-n*(I-n)+n({I—n)+ (I —n)
= n*+nP+n—n*+I-n
=20 +1+n*=-2n*+1+2n>—1

=0
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ve

te=t(n®—n)=t(n—I)n=0 (5.5.38)

bagintilar: elde edilir. Boylece, (5.5.35), (5.5.36), (5.5.37) ve (5.5.38) bagmtilar
D distibiisyonunun invaryant, ®+ distibiisyonunun ise anti-invaryant oldugunu

gosterir. Dolayisiyla, M bir semi-invaryant altmanifolddur. ]

Onerme 5.5.6. Bir (M, g, 5) altin Riemann manifoldunun herhangi bir semi-

mvaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda
Kert = Ker (n* =n —1) = Ker (Nt) (5.5.39)

ve

Ker (I —n) = Ker (n —n*) = Ker (Nt — I) (5.5.40)
esitliklers saglanar.
Ispat. X € I'(Kert) olsun. Bu durumda tX = 0 olur. Buradan ise (5.1.11) esit-
ligi kullamlirsa, (n? —n — 1) X = 0 elde edilir. Bu ise X € ' (Ker (n*> —n —1I))
oldugunu belirtir. Tersine, X € T (Ker (n*> —n —I)) olsun. O zaman (5.1.11)
esitliginden NtX = 0 oldugu goriiliir. Béylece, § Riemann metriginin ®-uyumlu

oldugu dikkate alinirsa, (5.1.6) ve (5.1.7) egitliklerinde verilen ayrigimlar yardi-

miyla

2
[

(X, tX) =7 (tX, ®X)
=7 (PtX,X) =g (NtX,X)

0

elde edilir. Buradan ise g Riemann metrigi pozitif taniml oldugu i¢in tX = 0 olur.
Bu ise X € ' (Kert) oldugunu gosterir. Dolayisiyla, Kert = Ker (n®> —n — I)
esitligine ulagilir. Buna ek olarak, (5.1.11) esitliginden

Kert = Ker (n*> —n—1) = Ker (Nt)
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oldugu goriiliir. Yani, (5.5.39) esitligi elde edilir. X € I'(Ker (I —n)) olsun. Bu
durumda (I —n) X = 0 olur. Buradan ise X € I' (Ker (n — n?)) oldugu agiktir.
Tersine, X € ' (Ker (n —n?)) olsun. O zaman (5.1.11) esitliginden NtX = X
olur. Bu yiizden, n endomorfizmi g-simetrik ve § Riemann metrigi ®-uyumlu

oldugu i¢in

elde edilir. Diger taraftan, M bir semi-invaryant altmanifold olmasi nedeniyle
Teorem 5.5.3'ten ¢ (n — I) = 0 esitligi gegerlidir. Boylece, (I —n) X = 0 olur. Bu
ise X € T'(Ker (I —n)) oldugunu ifade eder. O halde Ker (I —n) = Ker (n — n?)

olur. Ayrica, (5.1.11) esitliginden
Ker (I —n) = Ker (n—n*) = Ker (Nt — I)

oldugu goriiliir. Diger bir deyisle, (5.5.40) esitligi bulunur. Dolayisiyla, ispat gos-

terilmis olur. O]

Onerme 5.5.7. Bir (M, q, 5) altin Riemann manifoldunun herhang: bir semi-

invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

D = Kert = Ker (n*> —n—1) = Ker (Nt) (5.5.41)
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ve

D+ = Ker (I —n) = Ker (n —n”) = Ker (Nt — I (5.5.42)
esitliklers saglanar.
Ispat. (5.5.4) esitliginden ©+ = ®©+ = N D olmasi nedeniyle herhangi bir V €
r (@L) normal vektor alani i¢in V' = ®W olacak sekilde bir W € T (DL) vektor

alani vardir. Simdi, U € I'(Kert) olsun. Bu durumda g Riemann metriginin

®-uyumlu oldugu dikkate almirsa, (5.5.23) ayrisimi yardimiyla

g(UV)=7(UdW)

(@U, W)

I
Q|

g (tU +nU, W)

g (nU, W)

0

oldugu bulunur. Bu ise Kert L. ®+ oldugunu ifade eder. Aynmi zamanda, Kert C
TM* oldugu dikkate alimirsa,

Kert C® (5.5.43)

oldugu goriiliir. Tersine, U € I' (®) olsun. O zaman (5.1.11) ve (5.5.25) esitlikleri
kullanilirsa,

(nQ—n—I)U:—NtU:O

elde edilir. Buise U € Ker (n?> — n — I) oldugunu gosterir. Aym zamanda, (5.5.39)

esitliginden Kert = Ker (n? —n — I) oldugu igin U € T' (Kert) olur. Bu nedenle,
D C Kert (5.5.44)

oldugu bulunur. Boylece, (5.5.43) ve (5.5.44) ifadeleri ® = Kert oldugunu belirtir.
Ayrica, Onerme 5.5.6 sayesinde (5.5.41) oldugu goriiliir. U € T (@L) olsun. Bu

yiizden, (5.5.4) esitliginden D+ = ®D+ = N D+ olmasi nedeniyle U = NV olacak
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sekilde bir V e T’ (DL) vektor alam1 meveuttur. O zaman D+ = KerT oldugu

dikkate almirsa, (5.1.9) esitliginden
(I-n)U=(I—-n)NV=NTV =0
elde edilir. Buise U € I' (Ker (I —n)) oldugunu ifade eder. O halde
D+ C Ker (I —n) (5.5.45)

olur. Tersine, U € I' (Ker (I — n)) olsun. Bu durumda (5.1.10) esitligi kullanilirsa,

TtU = 0 oldugu bulunur. Bu ise
tU €T (D7) (5.5.46)

oldugunu belirtir. Ayrica, (5.1.11) esitligi yardimiyla U = NtU oldugu goriiliir.
Buradan ise (5.5.46) ifadesinden U € I' (NDY) = T'(D*) olur. Bu ise U €

r (@L) oldugunu gosterir. O zaman
Ker (I —n) C D+ (5.5.47)

olur. Béylece, (5.5.45) ve (5.5.47) ifadelerinden ®+ = Ker (I —n) oldugu anla-
silir. Bunun yamsira, Onerme 5.5.6 dikkate alinirsa (5.5.42) esitligi elde edilir.

Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. O

5.5.2 D invaryant Distribiisyonunun integrallenebilirligi

Teorem 5.5.4. Bir (M, g, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. O zaman asagidak: ifadeler

birbirine denktir:
(a) D invaryant distribiisyonu integrallenebilirdir,
(b) h ikinci temel formu her X,Y € I' (D) i¢in
h(X,®Y) =h(®X,Y) (5.5.48)
esitligini saglar,
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(c) Her X, Y € I'(D) ve V € F(TML) i¢in g(A‘@X,Y) = E(AVX,ﬁY)
esitligi gecerlidar,
(d) Her X € T'(D) ve Z € T (D*) igin ®A5,X — Ag,2X € I' (DY) ifadesi

dogrudur,
(e) h tkinci temel formu her X,Y € T'(D) ve Z € T’ (D) igin
g(h(X,®Y),02) =7 (h(2X,Y),02) (5.5.49)
esitligini saglar.
ispat. D invaryant distribiisyonu integrallenebilir olsun. Bu durumda her X, Y €
I'(D) i¢in [X, Y] € " (D) ifadesi gegerlidir. O zaman (5.5.5) esitliginden N [X,Y] =
0 olur. Béylece, (5.1.6) ayrisimu dikkate alinirsa, (5.1.19) ve (5.5.5) esitliklerinden
0=N[X,Y]
=h(X,TY) - h(TX,Y)+ VyNX — VxNY
— h(X,TY) - h(Y,TX)
=h(X,0Y) — h(Y,0X)
oldugu bulunur. Bu ise (a)=(b) 6nermesinin dogrulugunu gosterir. Her XY €

I'(D) i¢in h(X,®Y) = h(®X,Y) oldugunu varsayalim. O zaman her V €

r (TML) i¢in

g(h(®X,Y),V)=7(h(X,0Y),V)

Q|

7 (Av®X,Y) =g (AvX,PY)
olur. Buradan ise (2.15.2) egitligi yardimiyla
7 (AvPX,Y) =g (AvX,PY)

elde edilir. Bu nedenle, (b)=-(c) ifadesi gegerli bir énermedir. Her X,Y € I' (D)

ve Vel (TML) icin g (AvaX, Y) =7 (AVX, 6Y) olsun. Her Z € T (Dl) icin
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V = &7 diyelim. Bu durumda g Riemann metriginin ®-uyumlu olmasi nedeniyle
G (PA5,X.Y) =7 (A5,X,PY) =7 (A5,PX,Y)

olur. Buradan ise @Az, X — Ag,®X € I' (D*) oldugu goriiliir. Yani, (c)=(d)
ifadesi elde edilir. Her X € I'(D) ve Z € T (D*) i¢in A5, X — A5,PX €
r (DL) oldugunu kabul edelim. O zaman § Riemann metriginin ®-uyumlu oldugu

kullanirsa, her Y € I' (D) i¢in

I
Q|
|
S
B
N
I
=
|
Q|
N
&
N
S|
=
=

elde edilir. Bu ise g (h (X, 5Y) ,62) =9 (h ($X, Y) ,6Z) oldugunu belirtir. Bir
baska deyisle, (d)=>(e) ifadesi gegerlidir. Her X,Y € I'(D) ve Z € I' (D*) i¢in
g (h (X, EY) ,EZ) =7 (h (5X, Y) ,EZ) olsun. Bu durumda V Levi-Civita kon-
neksiyonunun torsiyonsuz, § Riemann metriginin ®-uyumlu ve ® altin yapisinin

paralel olma 6zellikleri géz 6niinde bulundurulursa, Gauss formulii yardimiyla

g([X,Y],2) =g(VxY = VyX,Z)

=7 (VxY -VyX,2)
=3(VxY,2) - g (Vv X, 2)

=g (PVxY,22) — 5 (PVxY, Z)

~g(PVyX,82) +g(PVyX, Z)



— g (h(X,BY),B2) — 3 (h(3X,Y) B2)
=g (h(X,9Y) - h (BX,Y),2)
=0

elde edilir. Bu ise her X,Y € I'(D) i¢in [X,Y] € I'(D) oldugunu ifade eder.
Yani, D invaryant distribiisyonu integrallenebilirdir. O halde (e)=-(a) 6nermesi

bir totolojidir. Dolayisiyla, teoremin ispat1 tamamlanmig olur. O]

Sonu¢ 5.5.1. Bir (M, q, 5) yerel ayristurilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. D invaryant distribiisyonu
integrallenebilir 1se bu durumda D invaryant distribiisyonunun herhangi bir mak-

simal integral manifoldu MP icin asaqidaki ifadeler gecerlidir:

(a) MP maksimal integral manifoldu M yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-

nifoldunun bir invaryant altmanifoldudur,

(b) MP maksimal integral manifoldu tizerinde tanvmlh ®P indirgenmis yapis

bir altin yapidar,
(c) (g, CIDD) bir altin Riemann yapidar,
(d) (MD,§, @D) bir altin Riemann manifoldudur,

(e) MP maksimal integral manifoldu iizerinde tanvmh ®P indirgenmis yapise

integrallenebilirdar.

Ispat. [21] numarali yaymdaki temel sonuglardan ispat agiktir. O]

Tanim 5.5.2. Bir (H, g, 5) altin. Riemann manifoldunun herhangi bir semi-
invaryant altmanifoldu M olsun. Eger her X, Y € I'(D) i¢in h (X,Y) =0 ise M

bir D-geodezik semi-invaryant altmanifold olarak adlandurilir.
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Teorem 5.5.5. Bir (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir D-geodezik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda D

distribiisyonu integrallenebilirdir.

Ispat. M semi-invaryant altmanifoldu D-geodezik ise bu durumda her X,Y €
I'(D) igin h(X,Y) = 0 esitligi gegerlidir. Boylece, (5.5.5) ve (5.5.6) ifadeleri

dikkate almirsa, (5.1.19) esitligi yardimiyla her X, Y € I' (D) i¢in
N[X,Y]=h(X,TY) = h(TX,Y)+VyNX —VxNY =0

elde edilir. Bu ise [X,Y] € I'(KerN) = I'(D) oldugunu gosterir. Bir bagka

deyisle, D distribiisyonu integrallenebilirdir. O]

Teorem 5.5.6. Bir (M, g, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

birbirine denktir:

(a) D invaryant distribiisyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral

manifoldu M altmanifoldunda total geodeziktir,

(b) h ikinci temel formu her X,Y € I' (D) ve Z € T' (D*) i¢ing (h (X,Y),®Z) =

0 egitligini saglar.

Ispat. M altmanifoldu iizerindeki indirgenmis konneksiyonu V ile gésterelim. D
invaryant distribiisyonunun integrallenebilir ve her bir maksimal integral mani-
foldunun M altmanifoldunda total geodezik oldugunu varsayalim. D invaryant
distribiisyonunun herhangi bir M” maksimal integral manifoldu iizerindeki Levi-
Civita konneksiyonu V' olsun. Bu durumda MP maksimal integral manifoldunun

M altmanifoldundaki Gauss formulii her X,Y € I' (D) i¢in

VxY =V, Y +h (X,Y) (5.5.50)
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ile verilir. Burada h', M® maksimal integral manifoldunun M altmanifoldundaki
ikinci temel formudur. Hipotezden MP maksimal integral manifoldunun total

geodezik olmasi nedeniyle (5.5.50) esitliginden her X, Y € T' (D) igin
VY €T (D) (5.5.51)

oldugu goriiliir. Ayrica, D distribiisyonu invaryant oldugu igin (5.5.51) ifadesinden
Vx®Y € T'(D) elde edilir. Boylece, g Riemann metriginin ®-uyumlu ve @ altin
yapisinin paralel oldugu g6z 6niinde bulundurulursa, Gauss formulii yardimiyla

her Z € T’ (DL) igin

7(h(X,Y),82) =g (VxY,2Z) =g (DVxY, Z)

g (Vx®Y,Z) =g (Vx®Y,2)

=0
oldugu bulunur. Yani, (a)=(b) ifadesi elde edilir. Eger her X,Y € I'(D) ve
Z el (DL) icin g (h (X,Y),®Z ) = 0 ise D distribiisyonunun invaryant oldugu
dikkate alinirsa,

g(h(X,2Y),02) =3 (h (®X,Y),®Z) =0

oldugu agiktir. Bu nedenle, (5.5.49) esitliginden dogal olarak D invaryant distri-
biisyonunun integrallenebilir oldugunu goriiliir. Ayrica, ® altin yapisinin tanimi
ve V Levi-Civita konneksiyonuna gore paralel oldugu kullanilirsa, Gauss formu-

linden her X,Y € I'(D) ve Z € T’ (D*) i¢in

G(VxY,2) =5 (VxY,2) =3 (6‘1VXY, EZ)
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elde edilir. Bu ise her X, Y € I' (D) igin VxY € I' (D) oldugunu ifade eder. Boy-
lece, (5.5.50) esitligi yardimiyla h' (X,Y) = 0 oldugu goriiliir. Bir bagka deyisle,
MP maksimal integral manifoldu M altmanifoldunda total geodeziktir. O zaman

(b)=-(a) 6nermesi dogrudur. Dolayisiyla, ispat gosterilmis olur. O]

Teorem 5.5.7. Bir (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

birbirine denktir:

(a) D invaryant distribiisyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral

manifoldu M ambient manifoldunda total geodeziktir,
(b) M semi-invaryant altmanifoldu D-geodeziktir.

Ispat. D invaryant distribiisyonu integrallenebilir ve her bir maksimal integral
manifoldu M altin Riemann manifoldunda total geodezik olsun. D invaryant dist-
ribiisyonunun herhangi bir maksimal integral manifoldunu M? ile gosterelim. M P
maksimal integral manifoldunun M ambient manifoldunda ve M altmanifoldunda

Gauss formiilleri, sirasiyla, her XY € I' (D) igin

VxY =VRY +hP (X)Y) (5.5.52)
ve

VxY =VyY +h (X,Y) (5.5.53)

ile verilir. Ayrica, M altmanifoldun M ambient manifoldunda Gauss formulii
dikkate alinirsa,

WP (X, Y)=h (X, Y)+h(X,Y) (5.5.54)

oldugu goriiliir. O zaman MP maksimal integral manifoldunun M ambient mani-
foldunda total geodezik olmasi nedeniyle (5.5.52) esitligi ile verilen Gauss formiilii

kullanilirsa, her X, Y € I' (D) igin
VxY €T (D)
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oldugu goriiliir. Buradan ise M altmanifoldunun M ambient manifoldundaki Ga-
uss formiilii dikkate alimirsa, her X,Y € I'(D) i¢in A (X,Y) = 0 olur. Yani, M
altmanifoldu D-geodeziktir. O halde (a)=-(b) ifadesi gegerlidir. Simdi, M altma-
nifoldunun D-geodezik oldugunu varsayalim. Bir bagka deyigle, her X, Y € I" (D)
icin

h(X,Y)=0 (5.5.55)

olsun. Bu durumda dogal olarak, her X,Y € I' (D) ve Z € T (D*) i¢in
7(h(X,Y),32) =0

esitligi saglanir. Bu yiizden, Teorem 5.5.6 yardimiyla, D invaryant distribiisyonu

integrallenebilirdir ve her X, Y € I' (D) igin
(X, Y)=0 (5.5.56)

olur. Boylece, (5.5.54), (5.5.55) ve (5.5.56) esitlikleri birlegtirilirse, her X,Y €
I'(D) igin

P (X,Y) =0
elde edilir. Yani, M” maksimal integral manifoldu M ambient altmanifoldunda
total geodeziktir. O zaman (b)=-(a) 6nermesi dogrudur. Dolayisiyla, ispat ta-

mamlanmaig olur. ]

5.5.3 D1 Anti-invaryant Distribiisyonunun Integrallenebi-
lirligi

Lemma 5.5.1. Bir (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun

herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda A sekil operatiori

her X, Y €' (DL) 1cin

AgyY = — Az, X (5.5.57)
esitligini saglar.
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Ispat. V& = 0 oldugu dikkate almirsa, Gauss ve Weingarten formiillerinden her
X,Y €T (D) ve Z €' (TM) igin
=7((V22) X.,Y)

(V20X —dV,X,Y)

I
Q|

=7 (—A5xZ + V30X — OV, X — h(Z,X),Y)
—G(A5xZ,Y) =G (PV2X,Y) — g (Ph(Z,X),Y)

elde edilir. Buradan ise § Riemann metriginin ®-uyumlu ve D+ distribiisyonunun

anti-invaryant oldugu kullanilirsa,

0=—-7(Ax2.Y) -7 (V2zX,®Y) —g(h(Z,X),PY)
—9(45x2,Y) -7 (h(Z,X),®Y)
= —9(A5x%,Y) — 9 (Agy Z, X)

oldugu bulunur. Ayrica, sekil operatoriintin (2.15.1) esitligi ile verilen self adjoint

olma ozelligi yardimiyla

0= _g(A6XZaY) _g(AiYZaX)
—7(AgxY,Z) — 9 (Agy X, 2)

7 (AgxY + Agy X, Z)
olur. Bu ise g Riemann metriginin non-dejenere olmasindan dolay1
AEXY = _A@/X
oldugunu gosterir. O

Teorem 5.5.8. Bir (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangt bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda asagidak: ifadeler

birbirine denktir:

(a) Dt anti-invaryant distribiisyonu integrallenebilirdir,
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(b) Her X,Y €T (D*) igin AgyY =0 esitligi saglanar,
(c) Her W € T(TM) veY € I' (D*) igin h(W,Y) € T (D) ifadesi saglamr,
(d) Her X € I'(D*) ve Z € T'(D) igin AgxZ € I' (D) ifadesi gegerlidir.
Ispat. (5.1.18) esitligi her X,Y € T (D*) igin
T[X,Y] = —Agy X + Ag, Y
formuna indirgenir. Bu nedenle, (5.5.57) esitliginden
T[X,Y] = 245,V (5.5.58)

elde edilir. Eger D' anti-invaryant distribiisyonu integrallenebilir ise bu durumda
her X,Y € I'(D+) icin [X,Y] € ' (D*) olur. Béylece, (5.5.3) ifadesi dikkate
alimirsa, (5.5.58) esitliginden Az, Y = 0 elde edilir. O zaman (a)=(b) onermesi
bir totolojidir. Sekil operatoriintin self-adjoint olma 6zelliginden her W € T' (T'M)
ve X, Y €T’ (DL) icin

g(h(WY),0X) =7 (AgxW.Y) = 7 (AgxY, W)
olur. Buradan ise Ag,. D+ = {0} varsayim altinda,
g(h(W.Y), ®2) =0

oldugu goriiliir. Bu ise h (W,Y) € T' (TM*) olmasi nedeniyle h (W,Y) € I' (D)
oldugunu gosterir. Yani, (b)=(c) ifadesi elde edilir. Eger her W € I'(TM) ve
Y €' (DY) igin h (W,Y) € T' (D) ise bu durumda her X € T' (D*) ve Z € I' (D)
icin

9(Agx2,Y)=7(h(Z,Y),®X) =0
olur. Buise Ay Z € I' (T'M) oldugu dikkate alimirsa, AgZ € I' (D) oldugunu

gosterir. Bu nedenle, (c)=-(d) énermesi dogrudur. Simdi, her X € T' (D*) ve
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Z e I'(D) igin AgyZ € I' (D) oldugunu varsayalim. O zaman (2.15.1) ve (5.5.58)

esitlikleri yardimiyla her ¥ € I' (DL) i¢in

0=9(A5x2,Y) =7 (A5xY, 2) = 59 (T[X, Y], Z)

N —

oldugu bulunur. Buradan ise T endomorfizminin g-simetrik oldugu kullanilirsa,
9([X,Y],TZ) =0

elde edilir. Boylece, (5.5.6) esitligi dikkate alimirsa, [X,Y] € T’ (DL) oldugu gorii-
liir. Bu ise D+ anti-invaryant distribiisyonunun integrallenebilir olmasi demektir.

Yani, (d)=-(a) ifadesi gegerlidir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. O

Sonug 5.5.2. Bir (H, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Ejer ®D+ = T M ise bu du-
rumda D+ anti-invaryant distribiisyonunun integrallenebilir olmas: icin bir gerek

ve yeter kosul M altmanifoldunun mized total geodezik olmasidar.

Ispat. D+ = T M~ oldugu dikkate alinirsa, Teorem 5.5.8’in (d) ifadesinin bir

uygulamasi olarak ispat agiktir. O]

Teorem 5.5.9. Bir (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. D+ anti-invaryant distribiis-
yonu integrallenebilir ise bu durumda D+ anti-invaryant distribiisyonunun her bir

maksimal integral manifoldu M altmanifoldunda total geodeziktir.

Ispat. Dt anti-invaryant distribiisyonu integrallenebilir ise bu durumda Teorem
5.5.87in (b) ifadesinden her X, Y € I' (D) icin Agy X = 0 esitligi gecerlidir. Diger
taraftan, D distriblisyonunun invaryant olmasi nedeniyle herhangi bir Z € I" (D)
vektor alani igin Z = ®Z' olacak sekilde bir Z' € I' (D) vektér alan1 mevcuttur.

Béylece, § Riemann metriginin ®-uyumlu ve ® altin yapisinin paralel olmasi
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dikkate alinirsa, Gauss ve Weingarten formiillerinden

7(VxY,2)=7(VxY,Z)

V.Y, 37 )

Il
Ql

Vi, Z')

I I
Ql Ql

Il
Ql

Agy X + VLBY, Z )

(
(@
(Vx0v.2')
(-
(

=7 —Agy X, Z)

elde edilir. Buradan ise

VyY €I (D) (5.5.59)

oldugu goriiliir. D+ anti-invaryant distribiisyonunun herhangi bir maksimal integ-
ral manifoldu MP" olsun. MP" maksimal integral manifoldu iizerindeki konnek-
siyonu V" ve MP * maksimal integral manifoldunun M altmanifoldundaki ikinci
temel formunu A" ile gésterelim. Bu durumda MP" maksimal integral manifol-

dunun M altmanifoldundaki Gauss formulii her XY € I’ (DL) icin
VxY =VyY +h" (X)Y) (5.5.60)

ile verilir. Burada V, M altmanifoldu iizerindeki indirgenmis konneksiyondur.
Boylece, (5.5.59) ifadesi yardimiyla (5.5.60) esitliginden h" (X,Y) = 0 oldugu
goriiliir. Yani, M D™ maksimal integral manifoldu M altmanifoldunda total ge-

odeziktir. n

5.5.4 Mixed Total Geodezik Semi-invaryant Altmanifold-

lar

Teorem 5.5.10. Bir (M, g, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun

herhangt bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. O zaman asagidaki ifadeler
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birbirine denktir:

(a) M bir (D, DL)—mixed total geodezik semi-invaryant altmanifolddur,
(b) Her X € I' (D) ve V € T'(TM*) igin AyX € I' (D) ifadesi saglanar,

(c) Her Z €T (DL) veV el (TML) icin Ay Z € T’ (Dl) ifadest gecerlidir.

Ispat. M altmanifoldunun (D, DL)—mixed total geodezik oldugunu varsayalim.
O zaman (2.15.2) esitligi kullamlrsa, her X € I['(D), Y € T'(D*) ve V €
r (T M L) i¢in

gAvX,Y)=g(h(X,Y),V)=0
elde edilir. Buradan ise Ay X € I' (D) oldugu goriiliir. Yani, (a)=-(b) 6nermesi
dogrudur. Her X € I' (D) ve V € I' (TM*) i¢in Ay X € I' (D) olsun. Bu yiizden,

sekil operatoriiniin (2.15.1) esitligi ile verilen self-adjoint olma 6zelligi yardimuyla,

her X € T'(D), Z €T (D*) ve V €T (TM*) igin
g(AVZaX) :g(ZwAVX) =0

oldugu bulunur. Buise Ay Z € I' (D) oldugunu gésterir. Boylece, (b)=>(c) ifadesi
elde edilir. Her Z € T’ (DL) ve V el (TML) icin Ay Z € T (DL) ifadesinin
gegerli oldugunu kabul edelim. Bu durumda (2.15.2) esitliginden her Y € T' (D)
icin
0=G(AvZ,Y) = g(h(Z,Y),V)

olur. Buradan ise § Riemann metriginin non-dejenere olmasi nedeniyle her Z &
I'(D), Y € I'(D*) i¢in h(Z,Y) = 0 oldugu gériiliir. Yani, M altmanifoldu
(D, D*)-mixed total geodeziktir. O zaman (c)=>(a) dnermesi bir totolojidir. Do-

layisiyla, ispat tamamlanmig olur. O

Teorem 5.5.11. Bir (M, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun

herhangt bir (D, DL) -mized total geodezik semi-invaryant altmanifoldu M olsun.
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Eger D invaryant distribiisyonu integrallenebilir ise bu durumda her X € T' (D)
veV el (TML) ¢in

QA X = Ay DX
esitligi saglanar.

Ispat. D invaryant distribiisyonu integrallenebilir olsun. Bu durumda Teorem

5.5.4%in (b) ifadesinden her XY € I' (D) igin
h(X,®Y) =h(2X,Y)

esitligi gegerlidir. Bu nedenle, (2.15.2) ve (3.2.1) esitlikleri yardimiyla her X,Y €

[ (D) ve V eI (I'M%*) igin

g(PAVX,Y) =g (AyX,Y)
=g (h(X,®Y),V)
=g (h(®X,Y),V)
=7 (Av®X,Y)
veya bir baska deyisle,
g(PAVX — Ay®X,Y) =0 (5.5.61)

olur. Diger taraftan, hipotezden M altmanifoldu (D, DL)—mixed total geodezik
oldugu igin Teorem 5.5.10 yardimiyla Ay X € T' (D) ifadesi saglanir. Ayrica, D
distribiisyonu invaryant oldugundan ®Ay X € I' (D) ve Ay ®X € I' (D) ifadeleri
gecerlidir. O zaman

DAy X — AydX € T'(D)
oldugu goriiliir. Béylece, (5.5.61) esitliginde Y = ®Ay X — Ay®X € I'(D) ali-
nirsa, ¢ Riemann metrigi pozitif tanimli oldugu i¢in
DAy X = AydX
elde edilir. n
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Teorem 5.5.12. Bir (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eger her X € I'(D) ve V' €
r (T M L) 1cin

DAy X = Ay DX (5.5.62)
1se bu durumda M bir (D, DL) -mixed total geodezik semi-invaryant altmanifold-

dur.

Ispat. D distribiisyonu invaryant olmasi nedeniyle her X € I'(D) igin X =
& X olacak gekilde bir X' € T'(D) vektor alani vardir. O zaman g Riemann met-
riginin ®-uyumlu oldugu dikkate alinirsa, (5.5.62) esitligi ile verilen kosul yardi-
miyla, her V € I' (TM*) ve Y € T (D*) icin

G(AvX,Y) =g (AvBX,Y) =5 (PAvX V) =7 (Av X, BY)
elde edilir. Bu ise D+ anti-invaryant distribiisyonunun tanimindan g (Ay X,Y) =
0 oldugunu ifade eder. Boylece, Ay X € I' (D) olur. Yani, Teorem 5.5.10'un (b)

ifadesi saglanir. Bu nedenle, M semi-invaryant altmanifoldu (D, DL)—mixed total

geodeziktir. O]

Teorem 5.5.13. Bir (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir (D, DL) -mized total geodezik semi-invaryant altmanifoldu M olsun.

Bu durumda her X € I' (D) ve V € I' (D) i¢in asagrdaki ifadeler gegerlidir:
(a) Az, X = PAyX,
(b) nVxV =VxnV,
(c) VxV eT (D),
(d) TVLY — VATV

ispat. & altin yapisinin paralel olmasi nedeniyle (3.2.2) esitligi ile verilen kovar-

yant tiirevinin tanimindan her X € I' (D) ve V € I' () igin



olur. Buradan ise Weingarten formiili kullanmilirsa, (5.1.7) ve (5.5.25) esitliklerin-
den her X € I'(D) ve V € I' (D) i¢in
—Agy X + VOV = —DAy X + OV V (5.5.63)
—Agy X + VitV + VynV = —0Ay X +tV5V +nV5V
—Azy X + VxnV = —®Ay X +tVV +nVxV
elde edilir. Diger taraftan, M bir (D, DL)-mixed total geodezik altmanifold ol-
masi nedeniyle Teorem 5.5.10°dan her X € I'(D) ve V € I' (D) i¢in Ay X € I' (D)

ifadesi saglanir. Bu nedenle, D ve © distribiisyonlarinin invaryant oldugu kulla-

nilirsa,

Agy X €T (D) (5.5.64)

ve

PAyX €T (D) (5.5.65)

ifadeleri bulunur. Béylece, (5.5.25), (5.5.28), (5.5.64) ve (5.5.65) ifadeleri yardi-
miyla, (5.5.63) esitliginde D, Dt distribiisyonlarinin ve M+ normal demetinin

bilegenleri 6zdeslestirilirse, sirasiyla,

Ay X = Ay X, (5.5.66)
tV=V =0 (5.5.67)

ve
nVyV = VxnV (5.5.68)

elde edilir. Ayrica, (5.5.67) esitligi (5.5.41) ifadesinden
ViV eT (D)
oldugunu belirtir. Bu yiizden, (5.5.25) ifadesi dikkate alinirsa, (5.5.68) esitliginden
VRV = VoV
oldugu goriiliir. Dolayisiyla, ispat tamamlanir. O
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5.5.5 T Endomorfizminin Paralelligi

Teorem 5.5.14. Bir (H, g, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangt bir altmanifoldu M olsun. T endomorfizminin kovaryant tirevinin sifir

olmasu i¢in bir gerek ve yeter kosul her X,Y € I' (T'M) i¢in
AnyX =0
esitliginin saglanmasudar.
Ispat. VT = 0 olsun. Bu durumda (5.1.16) esitliginden her X,Y € I' (T'M) icin
Any X = —th(X,Y) (5.5.69)

olur. Buradan ise sekil operatoriiniin self adjoint ve § Riemann metriginin ®-
uyumlu oldugu kullanilirsa, (5.1.6) ve (5.1.7) egitlikleri ile verilen ayrigimlardan
her X|Y,Z € T'(TM) igin

9 (Any X, Z) =g (Any Z, X)

= —g(th(Z,Y),X)

Q|

(Ph(2,Y),X)
), PX)

=—-g(h(Z2,Y),NX)

g(h(2Y),

=—7g(AnxZ)Y)

= —g(AnxY, 2)
elde edilir. Bu ise g Riemann metriginin non-dejenere olmasi nedeniyle
Any X = —AnxY (5.5.70)

oldugunu belirtir. Diger taraftan, h ikinci temel formu bir simetrik tensor alam

oldugundan (5.5.69) esitliginden

ANyX = AN)(Y (5571)

205



oldugu bulunur. Boylece, (5.5.70) ve (5.5.71) esitliklerinden AyxY = 0 olur.
Tersine, her X|Y € I'(TM) i¢in AyxY = 0 oldugunu varsayalim. Bu du-

rumda (5.1.6) ve (5.1.7) ayngimlarn yardimiyla (5.1.16) egitliginden her Z €
['(TM) i¢in

G((VxT)Y,Z) =g (Any X +th(X,Y), Z)

g(ANYXaZ) g(th(X’Y)7Z>

+ o+

(Anv X, Z Oh(X,Y),2)

Il
Ql

)+7(
G(Any X, 2) + g (h(X,Y),02)

g(ANvaz) +§(h(X7Y) 7NZ)

J(ANny X, Z) + G (AnzX,Y)

0

elde edilir. Bu ise § Riemann metrigi pozitif tanimh oldugu icin V7' = 0 oldugunu

ifade eder. O]

Simdi, semi-invaryant altmanifoldlar icin V7' = 0 durumunu arastiralim.

Teorem 5.5.15. Bir (M, q, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

birbirine denktir:

(a) TM tanjant demetinin T endomorfizminin kovaryant tirevi sifurdur. Yani,

VT =0 esitligi saglanar,
(b) Agp.D = {0},
(c) g(h(TM,D),oD+) = {0},

(d) D invaryant distribisyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral
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manifoldu M altmanifoldunda total geodeziktir, D+ anti-invaryant distri-
biisyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral manifoldu M alt-

manifoldunda total geodeziktir,

(e) D invaryant distribiisyonu V indirgenmis konneksiyonuna gére paraleldir,
D+ anti-invaryant distribiisyonu V indirgenmis konneksiyonuna gére para-

leldar.

Ispat. A sekil operatoriiniin self adjoint oldugu dikkate alinirsa, (2.15.2), (3.2.1)

ve (5.1.7) esitliklerinden her U € T'(I'M), X € I' (D) ve Z € I' (D*) i¢in

7 (A5,X,U) =3 (A5,U, X) (5.5.72)

elde edilir. Eger VT = 0 ise bu durumda (5.1.16) esitliginden her X,Y € T (T'M)
icin

Any X = —th(X,Y) (5.5.73)
olur. Boylece, (5.5.18) esitliginden D = KerN oldugu dikkate alinirsa, (5.5.72)

ve (5.5.73) esitlikleri yardimiyla
E(AgZX7 U) = ?(th (UaX) aZ) = _E(ANXUa Z) =0

oldugu goriiliir. Buradan ise g Riemann metriginin non-dejenere olmasi nedeniyle
her X € I' (D) ve Z € I’ (D*) i¢in Ag,X = 0 oldugu bulunur. Bir bagka deyisle,
(a)=(b) 6nermesi dogrudur. Ag,. D = {0} varsayimi altinda, (2.15.2) esitligi
yardimiyla g (h (TM, D), ®D*) = {0} oldugu agiktir. Yani, (b)=(c) énermesi
elde edilir. g (h (T'M, D), ®D~*) = {0} oldugunu kabul edelim. Bu durumda Te-

orem 5.5.6’dan D invaryant distribiisyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal
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integral manifoldu M altmanifoldunda total geodeziktir. Ayni1 zamanda, Teorem
5.5.8 ve Teorem 5.5.9 yardimiyla D+ anti-invaryant distribiisyonu integrallenebi-
lirdir ve her bir maksimal integral manifoldu M altmanifoldunda total geodezik-
tir. O halde (c¢)=(d) énermesi bir totolojidir. D invaryant ve D+ anti-invaryant
distribiisyonlarinin integrallenebilir ve her bir maksimal integral manifoldunun M
altmanifoldunda total geodezik oldugunu varsayalim. Bu durumda Teorem 2.16.3
dikkate alimirsa, hem D invaryant distribiisyonu hem de D+ anti-invaryant dist-
ribiisyonu V indirgenmis konneksiyonuna goére paraleldir. Bu yiizden, (d)=(e)
onermesi dogrudur. Eger D ve D+ distribiisyonlar1 V indirgenmis konneksiyo-
nuna gore paralel ise o zaman her X € I'(D), Y € I' (DY) ve U € I'(TM)
icin

VuX e'(D) (5.5.74)

ve

VyY €T (D7) (5.5.75)

ifadeleri gecerlidir. Diger taraftan, V @ = 0 oldugu dikkate almirsa, Gauss formiilii

yardimiyla (5.5.74) ifadesinden

VidX =dVyX
Vu®X +h (U, 0X) = dVyX + ®h (U, X)
elde edilir. Buradan ise
VidX = dVy X (5.5.76)

ve

h(U,®X) = ®h (U, X)

oldugu goriiliir. D ve D+ distribiisyonlarma karsiik gelen projeksiyon operator-

leri, sirasiyla, r ve s ile gosterelim. (5.5.74) ve (5.5.75) ifadeleri dikkate alinirsa,
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(5.5.3) ve (5.5.76) esitlikleri yardimiyla

(VuT)W = (VuT) rW + (VuT) sW
= VuTrW — TN yrW + VyTsW — TV ysW
= Vy®rW —oVyrW +0 -0
=0

oldugu bulunur. Bu ise (e)=-(a) énermesinin dogrulugunu gosterir. Dolayisiyla,

ispat tamamlanmig olur. O

5.5.6 N Normal Demet Degerli 1-Formunun Paralelligi

Teorem 5.5.16. Bir (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda VN = 0 olmast icin bir gerek

ve yeter kosul her X € T (IT'M) ve V € I (TM*) igin
Anw X =TAy X
esitliginin saglanmasidar.

Ispat. n ve T endomorfizmlerinin g-simetrik oldugu dikkate almrsa, (2.15.2) ve

(5.1.17) esitlikleri yardimiyla her X, Y € I'(TM) ve V € T (TML) icin

J(AWX —TAYX)Y)=3(AwX,Y) -5 (TAyX,Y)

gh(X,Y),nV)—-g(AvX,TY)

(nh(X,Y),V)—g(h(X,TY),V)

I
Ql

g(nh(X,Y)—h(X,TY),V)

7 (V) Y.V)

elde edilir. Bu ise § Riemann metriginin non-dejenere olmasi nedeniyle VN = 0

olmasi igin bir gerek ve yeter kogulun A,y X = T Ay X oldugunu ifade eder. [
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Teorem 5.5.17. Bir (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda VN = 0 olmast icin bir gerek

ve yeter kosul her X € I' (TM) ve V €T (TML) i¢in
A X =A/TX
esitliginin saglanmasidur.

Ispat. (2.15.2) ve (5.1.17) esitlikleri goz 6niinde bulundurulursa, h ikinci temel
formunun simetrik ve n endomorfizminin g-simetrik oldugu kullanilirsa, her Y €
['(TM) igin

J(AVX —AVTX)Y)=3(AwX,Y) -G (A/TX,Y)

=G (h(X,Y),nV) =g (h(TX,Y),V)

olur. Buradan ise N normal demet degerli 1-formunun kovaryant tiirevinin sifir

olmasimmin A,y X = AyTX esitligine denk oldugu goriiliir. O]

Sonug 5.5.3. Bir (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir altmanifoldu M olsun. Ejer VN = 0 ise o zaman her X € T' (T M)
veV el (TML) cin

TAy X = A, X = AyTX

esitligi saglanar.

Ispat. Teorem 5.5.16 ve Teorem 5.5.17 birlikte diigiiniiliirse, ispat kolayca gori-

lir. O

Simdi, semi-invaryant altmanifoldlar icin VN = 0 durumunu aragtiralim.
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Lemma 5.5.2. Bir (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eger her X € I'(D) ve V' €
r (T M L) 1cin

TAy X = AyTX
esitligi saglanirsa bu durumda M bir (D, Dl) -mized total geodezik semi-invaryant

altmanifolddur.
Ispat. Her X € (D) ve V €T (TM*) igin
TAy X = AyTX

olsun. (5.5.18) ifadesinden D = KerN = Ker (T? — T — I) oldugu dikkate ali-

nirsa, semi-invaryant altmanifoldlar i¢in bir karakterizasyon kogulu N7 = 0 egit-
ligi yardimiyla her X € I' (D) i¢in
NAyX =N (AVTQX — AVTX)
= NTAyTX — NTA, X
=0
veya bagka bir yontemle her X € I' (D) i¢in
(T —T—-1)AyX =T°AyX —TAy X — Ay X
=TAyTX — AyTX — Ay X
= AyT2X — AyTX — Ay X
=Ay (I’X -TX — X)
=0
elde edilir. Buradan ise Ay X € I' (D) oldugu goriiliir. Dolayisiyla, Teorem 5.5.10’dan

M bir (D, D*)-mixed total geodezik altmanifold olur. O

Teorem 5.5.18. Bir (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eger VN = 0 ise M bir

(D, DL)-mixed total geodezik altmanifolddur.
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Ispat. (5.1.17) ifadesi dikkate alinirsa, her X, Y € I'(T'M) igin

(VXN)Y =nh(X,Y)—h(X,TY) (5.5.77)
ve

(VyN) X =nh(Y,X)—h(Y,TX) (5.5.78)

esitlikleri gecerlidir. VN = 0 olsun. Bu durumda A ikinci temel formu simetrik

oldugu i¢in (5.5.77) ve (5.5.78) esitliklerinden
h(X,TY) = h(Y,TX) (5.5.79)

elde edilir. O halde T" endomorfizminin 7'M tanjant demeti iizerinde g-simetrik
oldugu kullamlirsa, (2.15.2) ve (5.5.79) esitlikleri yardimiyla her X € I'(D),
Y el (I'M)veV el (TM*) igin

g(TAYX,)Y) =39 (Avy X, TY) =7 (h(X,TY),V)

=g(h(TX,Y),V)=g(A/TX,Y)
olur. Bu ise g Riemann metriginin non-dejenere olmasi nedeniyle
TAy X = AyTX

oldugu gosterir. Bu yiizden, Lemma 5.5.2’den M altmanifoldu (D,DL)-mixed

total geodeziktir. O

Teorem 5.5.19. Bir (M, q, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eger VN = 0 ise her X,Y €
['(D) i¢in h(X,Y) € T' (D) olur. Ayrica, her X € T'(D) i¢in ya h (X, X) =0 ya
da h(X,X) normal vektér alans n*> —n endomorfizminin 1 6z degerine karsilik

gelen bir oz vektoridiir.
Ispat. Eger VN = 0 ise 0 zaman (5.1.17) ifadesinden her X,Y € I' (T'M) icin

nh(X,Y) = h(X,TY)
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esitligi gegerlidir. Bu durumda (5.5.18) esitliginden D = KerN = Ker (T? — T — 1)

olmasi nedeniyle her X,Y € I' (D) igin

(n*—=n—1)h(X,Y)=nh(X,Y) —nh(X,Y) = h(X,Y) (5.5.80)

h(X,T?Y) —h(X,TY) - h(X,Y)
=h (X, T?Y -TY -Y)

0

elde edilir. Bu ise (5.5.41) esitliginden ® = Ker (n? —n — I) = Kert oldugu igin
h(X,Y) € I' (D) oldugu gosterir. Simdi, her X € I' (D) igin h (X, X) # 0 olsun.
O halde (5.5.80) esitliginden h (X, X) vektor alaninin, n? — n endomorfizminin 1

0z degerine karsilik gelen bir 6z vektor oldugu aciktir. Il

Lemma 5.5.3. Bir (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eger VN = 0 ise bu durumda

asaqrdaki ifadeler saglanir:
(a) Agp.D = {0},
(b) ApD+ = {0}.
Ispat. VN = 0 ise bu durumda (5.1.17) ifadesinden her X,Y € I' (T'M) icin
nh(X,Y)=h(X,TY)

esitligi saglanir. (5.5.18) esitliginden D = KerN = Ker (T? —T — I) olmast
nedeniyle her Y € I' (D) igin

h(X,Y)=h(X,T(T —1)Y)=nh(X,(T—1)Y)
=nh(X,TY)—nh(X,Y)
— nh (X,TY) — h(X,TY)

= (n—1)h(X,TY)
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olur. Bu ise (5.5.26) ve (5.5.27) esitliklerinden her X € I'(T'M) ve Y € I' (D) igin
h(X,Y)el'(®) veya h(T'M,D) CD (5.5.81)
oldugu gosterir. Boylece, (2.15.2) esitligi dikkate alimirsa, (5.5.81) ifadesinden
9(Agp. D, TM) =g (h(TM,D),®D") = {0}

elde edilir. Bu ise (a) ifadesinin saglandigini belirtir. (5.5.19) esitliginden D+ =

Ker (T? — T) oldugu dikkate alimrsa, her Y € ' (D*) i¢in

(n® —n)h(X,Y) =n’h(X,Y) —nh(X,Y)

h(X,T?Y) = h(X,TY)

h (X, T?Y —TY)

h(X,(T*-T)Y)

=0
olur. Bu ise her X € I'(I'M) ve Y € I' (D) i¢in
h(X,Y) € Ker (n* —n) =D" veya h (TM,D") C D" (5.5.82)

oldugunu gosterir. O zaman (2.15.2) esitligi géz 6ntinde bulundurulursa, (5.5.82)

ifadesi yardimiyla
G (AoD+TM) =7 (h(TM,D"),D) = {0}

oldugu bulunur. Bir bagka deyisle, (b) ifadesi elde edilir. Dolayisiyla, ispat ta-

mamlanmaig olur. O]

Teorem 5.5.20. Bir (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Ejer VN = 0 ise VT = 0

olur.

Ispat. Eger VN = 0 ise bu durumda Lemma 5.5.3iin (a) ifadesi saglamr. Bu ise,

Teorem 5.5.15’ten VT = 0 esitligine denktir. Boylece, istenen ispat elde edilir. [
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Sonug 5.5.4. Bir (M, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eger VN = 0 ise bu durumda
asaqidaki ifadeler gegerlidir:
(a) Agp.D = {0},
(b) g (h(TM,D),®D*+) = {0},
(c) D invaryant distribiisyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral
manifoldu M altmanifoldunda total geodeziktir, D+ anti-invaryant distri-

biisyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral manifoldu M alt-

manifoldunda total geodeziktir,

(d) D invaryant distribiisyonu V indirgenmis konneksiyonuna gére paraleldir,

D+ anti-invaryant distribiisyonu V indirgenmis konneksiyonuna gére para-

leldir.

Ayrica, bu ifadeler birbirine denktir.

ispat. Teorem 5.5.15 ve Teorem 5.5.20 birlestirilirse, ispat elde edilir. ]

5.5.7 t Tanjant Demet Degerli 1-Formunun Paralelligi

Teorem 5.5.21. Bir (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir altmanifoldu M olsun. Vt = 0 olmas i¢in bir gerek ve yeter kosul

VN =0 olmasidir.

Ispat. T ve n déniigiimlerinin g-simetrik oldugu kullamlrsa, (5.1.17) ve (5.1.20)
esitliklerinden her X,Y € I'(TM) ve V € T' (TM~) i¢in

7((Vxt)V.Y) =g (4w X —TAyX,Y)
- g (AnVX7 Y) - g (TAVX7 Y)

=g(h(X,Y),nV)—g(AyX,TY)

215



gnh(X,Y),V)—g(h(X,TY),V)

g(nh(X,Y)—h(X,TY),V)

g((VxN)Y,V)

elde edilir. Bu ise § Riemann metriginin non-dejenere olmasi nedeniyle, V¢ = 0
olmasi icin bir gerek ve yeter kosulun VN = 0 oldugunu gosterir. Dolayisiyla,

ispat tamamlanmig olur. O]

Simdi, semi-invaryant altmanifoldlar icin V¢ = 0 durumunu arastiralim.

Teorem 5.5.22. Bir (H, q, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Ejer Vt = 0 ise her X,Y €
['(D) i¢in h (X,Y) € I' (D) olur. Ayrica, her X € T'(D) i¢in ya h (X, X) =0 ya
da h(X,X) normal vektér alans n* —n endomorfizminin 1 6z degerine karsilik

gelen bir oz vektoridiir.

ispat. Teorem 5.5.19 ve Teorem 5.5.21 gbz 6niinde bulundurulursa, ispat agiktir.

O

Teorem 5.5.23. Bir (H, q, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eger Vt = 0 ise bu durumda

asaqidaki ifadeler saglanir:
(a) M bir (D, D*)-mized total geodezik altmanifolddur,
(b) ApD* = {0}.

Ispat. Teorem 5.5.18, Lemma 5.5.3 ve Teorem 5.5.21 birlikte diigtintliirse, ispat

kolayca goriiliir. ]

Teorem 5.5.24. Bir (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Ejer Vt = 0 ise bu durumda

asaqrdaki ifadeler gegerlidir:
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(a) VT =0,
(b) Agp.D = {0},
(c) g (h(TM,D),®D+) = {0},

(d) D invaryant distribisyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral
manifoldu M altmanifoldunda total geodeziktir, D+ anti-invaryant distri-
biisyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral manifoldu M alt-

manifoldunda total geodeziktir,

(e) D invaryant distribisyonu V indirgenmis konneksiyonuna gére paraleldir,

D+ anti-invaryant distribiisyonu ¥V indirgenmis konneksiyonuna gére para-

leldir.

Ayrica, bu ifadeler birbirine denktir.

ispat. Teorem 5.5.20, Sonug 5.5.4 ve Teorem 5.5.21 birlestirilirse, istenen ispat

elde edilir. O

5.5.8 Total Umbilik Semi-Invaryant Altmanifoldlar

Onerme 5.5.8. Bir (H, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifold olsun.
Bu durumda her X,Y, Z,W €T (TM) cin

R(X,Y)PZ=3R(X,Y) Z, (5.5.83)
R(®X,Y)Z=R(X,9Y) Z, (5.5.84)
K (®X,Y,Z,W) =K (X,®Y, Z,W) (5.5.85)

ve
K (X,Y,2Z,W) =K (X,Y, Z,®W) (5.5.86)

esitlikleri saglamr. Burada R ve K, siraswyla, M manifoldunun egrilik tensérinii

ve Riemann Christoffel egrilik tensorini gostermektedir.
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Ispat. Bir (M, g, 5) yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifold ise bu durumda

@ altin yapis1 paralleldir. Bu yiizden, her X,Y,Z € I’ (TM) icin

=3 (VxVyvZ - VyVxZ - Vixy Z)

=OR(X,Y)Z

elde edilir. Yani, (5.5.83) esitligi gosterilmis olur. g Riemann metriginin ®-uyumlu
oldugu ve Riemann Christoffel egrilik tensoriiniin baz 6zellikleri dikkate alinirsa,

(5.5.83) esitligi yardimiyla her X, Y, Z, W € I’ (TM) igin

K (®X,Y,Z,W)

K (Z,W,3X,Y)
(R(Z,W)®X,Y)
=g(®PR(Z,W)X,Y)
=g(R(Z,W)X,®Y)
=K (Z,W,X,®Y)

=K (X,9Y,Z,W)

ve

bulunur. Béylece, (5.5.85) ve (5.5.86) esitlikleri gosterilmis olur. Ayrica, Riemann
Christoffel egrilik tensoriiniin tanimi géz 6ntinde bulundurulursa, (5.5.85) esitli-

ginden (5.5.84) ifadesi elde edilir Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. O

218



Onerme 5.5.9. Bir (M, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda D

invaryant distribiisyonu daima integrallenebilirdir [66].

ispat. g Riemann metriginin ®-uyumlu olmasi gz éniinde bulundurulursa, (2.15.4)

esitliginden her XY € I" (D) igin

h(X,®Y) =g (X,®Y)H

Q|

g(®X,Y)H
h(®X,Y)

elde edilir. Bu ise Teorem 5.5.4’tin (b) ifadesinden D invaryant distribiisyonunun

integrallenebilir oldugunu gdésterir. O]

Onerme 5.5.10. Bir (H, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda D+

anti-invaryant distribisyonu daima integrallenebilirdir [66].
Ispat. (2.15.4) esitligi kullanilirsa, her X e ['(D) ve Y, Z € T’ (Dl) icin
g (h(X,Y),®Z) =g (X.Y)g (H,2Z) =0 (5.5.87)

oldugu agiktir. Buradan ise (2.15.2) egitligi kullanilirsa, her X € I' (D) ve Z €
I' (DY) i¢in Ag,X € T'(D) olur. Bu ise Teorem 5.5.8'in (d) ifadesi yardimiyla

D+ anti-invaryant distribiisyonunun integrallenebilir oldugunu belirtir. O]

Tamm 5.5.3. Bir M Riemann manifoldunun herhangi bir altmanifoldu total
umbilik ve normal konneksiyona géore paralel sifirdan farkl ortalama egrilik vektor

alamina sahipse bir extrinsic kiire olarak adlanduvrilir [67].

Teorem 5.5.25. Bir (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangt bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

asagqidaki durumlardan en az biri gecerlidir:

219



(a) H = O?
(b) H LT (®D*),
(c) dim D+ =0.

ispat. M semi-invaryant altmanifoldu total umbilik oldugu icin D+ anti-invaryant
distribiisyonu daima integrallenebilirdir. O zaman Teorem 5.5.8’in (b) ifadesi dik-

kate almirsa, her X,V € T' (D*) i¢in
G(H,®X)Y = Ag,Y =0 (5.5.88)
elde edilir. Boylece, (5.5.88) esitligi
g(H,®X)=0 (5.5.89)

oldugu ifade eder. Goriildiigii gibi (5.5.89) esitliginin H = 0 veya dim D+ = 0 ise

gecerli oldugu aciktir. Bu yiizden, H # 0 ve dim D+ # 0 ise
H1dX

ifadesi gegerlidir. Bir bagka deyisle, H 1L I’ (6Dl) oldugu bulunur. Dolayisiyla,

ispat tamamlanmig olur. O

Sonug¢ 5.5.5. Bir (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

asagidaki durumlardan en az biri gegerlidir:

(a) M total geodeziktir,

(b) Hel'(D),

(c) M invaryant altmanifolddur.
Ispat. Teorem 5.5.25’in bir sonucu olarak ispat aciktir. O
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Teorem 5.5.26. Bir (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda T

endomorfizminin kovaryant tirevi sufirdar.

Ispat. M altmanifoldunun total umbilik oldugu goéz oniinde bulundurulursa,
(2.15.3) ve (2.15.4) esitlikleri yardimiyla Onerme 5.1.3’te verilen 7" endomorfiz-

minin kovaryant tiirevi her X, Y € I' (T'M) i¢in

(VxT)Y = Any X + th(X,Y) (5.5.90)

=G(H NY)X +G(X,Y)tH

halini alir. Eger H = 0 veya dim D+ = 0 ise ispat aciktir. Simdi, H # 0 ve
dim D+ # 0 oldugunu kabul edelim. D ve D* distribiisyonlarina karsiik gelen
projeksiyon operatorleri, sirasiyla, r ve s ile gosterelim. Bu durumda (5.5.90)
esitligi
(VxT)Y =g(H,NY)X +3(X,Y)tH (5.5.91)
=g(H,NrY)X +g(H,NsY)X +g(X,Y)tH
ile verilir. Diger taraftan, Teorem 5.5.25’ten

HeTl (D)

ifadesi gegerlidir. Boylece, (5.5.4), (5.5.5) ve (5.5.41) ifadelerinden, sirasiyla, D+ =
ND+, ND = {0} ve ® = kert oldugu dikkate alimirsa, (5.5.91) esitliginden

VT = 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla, ispat biter. Il

Sonug 5.5.6. Bir (H, q, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda

asaqidaks ifadeler gegerlidir:
(a) Agp.D = {0},
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(b) g (h(TM,D),®D+) = {0},

(c) D invaryant distribiisyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral
manifoldu M altmanifoldunda total geodeziktir, D+ anti-invaryant distri-
biisyonu integrallenebilirdir ve her bir maksimal integral manifoldu M alt-

manifoldunda total geodeziktir,

(d) D invaryant distribisyonu V indirgenmis konneksiyonuna gore paraleldir,
D+ anti-invaryant distribiisyonu V indirgenmis konneksiyonuna gore para-

leldur.

Ayrica, bu ifadeler birbirine denktir.
ispat. Teorem 5.5.15 ve Teorem 5.5.26 birlestirilirse, istenen ispat elde edilir. [

Teorem 5.5.27. Bir (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eger dim M =

dim M + dim D+ ise o zaman M total geodezik altmanifolddur.

Ispat. Eger dim D+ = 0 ise ispat aciktir. Simdi, dim D+ # 0 oldugunu varsaya-
lim. Teorem 5.5.25,
HeTl (D) (5.5.92)

oldugunu ifade eder. Diger taraftan, hipotezden dim M = dim M +dim D+ oldugu

icin

dim D* = dim M — dim M (5.5.93)
=dimTM — dimTM

= dimTM~*
olur. Bu ise @ altin yapisinin birebir olmasi nedeniyle
dD+ =TM+ (5.5.94)

222



oldugunu gosterir. O halde ® CT M~ oldugu dikkate alinirsa, (5.5.94) esitliginden
© = {0} olmak zorundadir. Boylece, (5.5.92) ifadesinden H = 0 oldugu elde edilir.

Dolayisiyla, M bir total geodezik altmanifolddur. O]

Teorem 5.5.28. Bir (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangt bir total umbilik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eger dim D > 2

1se bu durumda M bir extrinsic kiredir.
Ispat. Hipotezden, dim D > 2 oldugu i¢in
J(X,Y)=0 (5.5.95)

olacak gekilde sifirdan farkh X,Y € I' (D) vektor alanlari mevcuttur. O zaman

(5.5.83) esitliginde Z = T'Y olarak alimirsa, X,Y € I" (D) vektor alanlar igin
R(X,Y)3TY =R (X,Y)TY

elde edilir. Buradan ise (5.1.6) ayrigimi dikkate alinirsa, semi-invaryant altmani-

foldlar i¢in bir karakterizasyon kosulu olan NT' = 0 esitligi yardimiyla
R(X,Y)T?Y =®R(X,Y)TY

oldugu goriiliir. Diger taraftan, Teorem 5.5.26’dan VT = 0 olmas1 nedeniyle her

X, Y, Z €' (TM) igin
R(X,Y)TZ=TR(X,Y)Z (5.5.96)

oldugu agiktir. Boylece, (5.5.5) ve (5.5.6) ifadeleri dikkate alinirsa, (5.1.8) esitli-
ginden her V eI (TM l) icin
0=9(R(X,Y)T?Y —®R(X,Y)TY,V) (5.5.97)
=7 (R(X,Y)TY+R(X)Y)Y-R(XY)INY=-®R(X,Y)TY,V)

=37 (

=g F(X,Y)Y,V)

~

R(XY)Y+R(X)Y)Y-R(X)Y)INY-®TR(X,Y)Y,V)
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elde edilir. Bu nedenle, (2.15.6) ve (5.5.95) esitlikleri yardimiyla her V € T' (TML)

i¢in (5.5.97) esitligi

0=79(R(X,Y)Y,V)

gV, Y)g(VxH, V) -g(X,Y)g(VxH,V)

g(Y,Y)g(VxH,V)

halini alir. Buradan ise her X € T'(D) i¢in VxH = 0 oldugu goriiliir. Benzer
sekilde, X € I' (D*) ise VX H = 0 oldugu kolayca gosterilebilir. Dolayisiyla, her

X e (TM) icin VxH = 0 olur. Yani, M bir extrinsic kiiredir. O

Teorem 5.5.29. Pozitif veya negatif egrilikli bir (M, g, 6) yerel ayristirilabilir
altin Riemann manifoldunun proper total umbilik semi-invaryant altmanifoldlar:

yoktur.

Ispat. Kabul edelim ki pozitif veya negatif egrilikli bir (M, g, 6) yerel ayrigti-
rilabilir altin Riemann manifoldunun herhangi bir total umbilik semi-invaryant
altmanifoldu M olsun. Eger H = 0 ise ispat acgiktir. 0 # H € ' (®) oldugunu
varsayalm. X ve V vektor alanlarm X € I' (D) ve V € T’ (®#D*) olacak sekilde
secelim. Bu durumda

G(V,H)=0 (5.5.98)

olur. O zaman (5.5.98) esitliginin V+ normal konneksiyona gore kovaryant tiirevi
aliirsa,

g (VxV.H)=—-g(V,VxH) (5.5.99)

oldugu bulunur. Diger taraftan, ® altin yapisi paralel oldugu icin ¥ = I — ®
esitligi ile endomorfizminin de V Levi-Civita konneksiyonuna gore paralel oldugu

aciktir. Bu nedenle, X € I' (D) ve V € I' (®D*) vektor alanlar icin
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esitligi gegerlidir. Buradan ise M altmanifoldunun total umbilik oldugu dikkate

alimirsa, (2.15.3) ve (2.15.4) esitlikleri yardimiyla
VxUV +h (X, 0V) = —VAy X + UViV
VxUV +7g (X, 0V)H =—g(V.H) X + UVxV
VxUV = UV5V
elde edilir. Bu ise Teorem 5.5.26’dan
ViV =—-0VxUV = -NVxUV €' (ND) =T (®D™)
oldugu ifade eder. Boylece, (5.5.99) esitliginden
VyH eT (D) (5.5.100)
olur. Ayrica, V €T’ (5DL) oldugu i¢in
V =0Y (5.5.101)

olacak gekilde bir Y € I’ (Dl) vektor alani vardir. Ote yandan, (5.5.86) esitligin-
den X € ' (D) ve Y € I' (D*) vektér alanlar icin
K(X,)Y,X,Y)=-K (X,Y,UX,®Y) (5.5.102)

oldugu agiktir. O halde (5.5.102) esitligi dikkate alinirsa, (2.15.6), (5.5.100) ve
(5.5.101) ifadeleri yardimiyla M ambient manifoldunun kesit egriligi X € I' (D)
veY el (Dl) vektor alanlar: icin
K(XAY)=K(X,Y,X,Y)
~ R (X,Y,TX,3Y)
=-g(Y,UX)g(VxH ®Y) +3 (X, VX)g (VxH, OY)
=0
ile verilir. Bu ise kabuliimiiz ile ¢eligir. Dolayisiyla, pozitif veya negatif egrilikli bir

(M, q, 5) yerel ayrigtirilabilir altin Riemann manifoldunun herhangi bir proper

total umbilik semi-invaryant altmanifoldu yoktur. ]
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Sonug 5.5.7. Pozitif veya negatif egrilikli bir (H, q, 5) yerel ayristirilabilir al-
tin Riemann manifoldunun proper total geodezik semi-invaryant altmanifoldlar:

yoktur.

Ispat. Herhangi bir total geodezik altmanifold aym1 zamanda total umbilik ol-

dugu igin Teorem 5.5.29 yardimiyla istenen ispat elde edilir. O

5.5.9 Semi Invaryant Altmanifoldlarin Kohomolojisi

Bir (M, g, 5) altin Riemann manifoldunun herhangi bir M semi-invaryant
altmanifoldu, sirasiyla, D ve D+ ile gosterilen invaryant ve anti-invaryant distri-
biisyonlar ile belirlidir. dim D = p ve dim D+ = ¢ diyelim. D invaryant ve D+

anti-invaryant distribiisyonlarinin birer yerel ortonormal catisi, sirasiyla,
%D == {El,Eg, cee ,Ep}
ve

Bp. = {Ep—&-l, Ep+2; ce Ep+q}

olsun. M semi-invaryant altmanifoldu tizerindeki Levi-Civita konneksiyonu V ile
gosterelim.

Her XY € T'(TM) i¢in VxY vektdr alaninin D invaryant ve D anti-
invaryant distribiisyonlarindaki bilegenlerini, sirasiyla, (VxY)' ve (VxY)" ile

ifade edelim. Her XY € I' (D) igin
hp (X,Y) = (V)"
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diyelim. O zaman D invaryant distribiisyonunun ortalama egrilik vektorii
12
Hp=-) hp(E;, E; 5.5.103
p; (Ei, Ei) ( )

ile tanimlanir. Ustelik, Hp ortalama egrilik vektorii M altmanifoldu iizerinde
iyi tammhdir ve D+-degerli bir vektor alamdir. Eger Hp = 0 ise D invaryant

distribiisyonu minimaldir. Simdi, her XY € T’ (DL) igin
hpt (X,Y) = (VxY)'
olsun. Bu durumda Hp. vektor alanm

1 q
Hpr == "hps (Epri, Bpyi) (5.5.104)
q

i=1

ile verilir. Ayrica, Hp. ortalama egrilik vektorii M altmanifoldu iizerinde iyi
tanimhdir ve D-degerli bir vektor alamdir. Eger Hpi = 0 ise D+ anti-invaryant
distribiisyonu minimaldir.

Onerme 5.5.11. Bir (M, g, 5) yerel ayristirlabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Ejer D anti-invaryant dist-
ribiisyonu integrallenebilir ise bu durumda D anti-invaryant distribiisyonunun

her bir maksimal integral manifoldu M altmanifoldunda minimaldar.

Ispat. g Riemann metriginin ®-uyumlu ve @ altin yapismn paralel oldugu dik-

kate alimirsa, Gauss formiilii yardimiyla her X € By ve Y € I' (D) igin

g (PY,VxX) =7 (DY, VxX

~—

(5.5.105)



elde edilir. Buradan ise Weingarten formiili kullanilirsa, (5.5.105) esitligi her

X e€BpveY €I'(D) igin

G(PY,VxX) =7 (Y, —Agx X + VxPX)
= _g <Y7 A@XX)

= -7 (h(X,Y),PX)

ile verilir. O halde D" anti-invaryant distribiisyonunun integrallenebilir olmasi

nedeniyle Teorem 5.5.8’in (d) ifadesinden her X € B ve Y € I' (D) igin
g(PY,VxX) =0 (5.5.106)

oldugu goriiliir. Bu yiizden, D distribiisyonunun ®-invaryant oldugu dikkate ali-
nirsa, (5.5.106) esitligi her X € Bp. i¢in VyX € I'(DF) oldugunu ifade eder.
Boylece, (VxX)" = 0 olur. O zaman (5.5.104) esitliginden Hp. = 0 oldugu elde
edilir. Yani, D+ anti-invaryant distribiisyonu minimaldir. Ayrica, hipotezden D+
anti-invaryant distribiisyonu integrallenebilir oldugu icin D+ anti-invaryant distri-
biisyonunun her bir maksimal integral manifoldu M altmanifoldunda minimaldir.

Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. O]

Sonug 5.5.8. Bir (M, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangt bir mized (D, DL) -geodezik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu
durumda D+ anti-invaryant distribiisyonu integrallenebilirdir ve D+ anti-invaryant
distribiisyonunun her bir maksimal integral manifoldu M altmanifoldunda mini-

maldar.
Ispat. Eger M semi-invaryant altmanifoldu mixed (D, DL)—geodezik ise h (D, DL) =
{0} esitligi saglanir. Bu durumda

g(h(D,D"),®D") = {0}

oldugu agiktir. Bu ise Teorem 5.5.8’in (d) ifadesine denktir. Bir bagka deyisle,

D+ anti-invaryant distribiisyonu integrallenebilirdir. Béylece, Onerme 5.5.11 goz
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oniinde bulundurulursa, D+ anti-invaryant distribiisyonunun her bir maksimal

integral manifoldunun M altmanifoldunda minimal oldugu elde edilir. O

Onerme 5.5.12. Bir (M, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir D-geodezik semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda D

mvaryant distribisyonu M altmanifoldunda minimaldar.

Ispat. D invaryant distribiisyonunun tanimmdan ®D = D olmasi nedeniyle her
X € I'(D) i¢gin X = &X' olacak sekilde bir X' € T' (D) vektor alan1 meveuttur.
O zaman Gauss formiilii, ® altin yapisinin paralelligi ve § Riemann metriginin

®-uyumlulugu kullanilirsa, her Y € T (DL) i¢in

elde edilir. Buradan ise D+ distribiisyonunun anti-invaryant oldugu dikkate ali-
nirsa, Gauss formiilii yardimiyla her Y € T’ (DL) icin
G(Y,VxX) =7 (63/, Vo X +h (6}(’, X>>
—3 (EY, h <5X', X))
olur. Hipotezden M semi-invaryant altmanifoldu D-geodezik olmasi sebebiyle her

Y € I'(D4) igin

oldugu bulunur. Bu ise her X € I'(D) i¢gin VxX € I' (D) oldugunu ifade eder.
Bu yiizden, (VxX)" = 0 olur. Béylece, (5.5.103) esitliginden Hp = 0 oldugu

goriiliir. Bagka bir deyisle, D invaryant distribiisyonu minimaldir. O]
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Simdi, M semi-invaryant altmanifoldu iizerinde wP*! wP*2 .. . wP*4 diferan-

siyel 1-formlarimi her Z € T" (D) igin

W (Z) =0, W (Epy) =0y, 1 <i,j <q (5.5.107)

olacak gekilde tanimlayalim. O zaman
w = wPTTAWPTA - - AwPte (5.5.108)

dis carpimi M semi-invaryant altmanifoldu iizerinde bir ¢-form tamimlar. Eger

!/

D+ anti-invaryant distribiisyonunun bagka bir yerel ortonormal catis1 B pL =

1B, B,

L ar-- - B} ise o zaman (2.2.1) esitligi dikkate ahmrsa, (5.5.107) ifa-

desinde verilen 1-formlarin tanimindan

W (Epi1, -y Bpyg) = (WPHA - AwPt) (Epia, - .., Epig) (5.5.109)
= det [w"™" (Epy;)] , 1< i,5 < ¢
=1
= det [ (E},)] 1< 0,j <4

E/

= (UJPHA' ’ 'Awp+q) (El p+q)

TR
=w (Epyrs -0 Bpyy)

elde edilir. Bu ise w formunun iyi tanimh olmas1 demektir. Ayrica, (5.5.109) esitli-

ginde goriildiigii gibi w (Epy1, Epyo, - - -, Eprq) = 1 > 0 oldugu icin Tanim 2.13.2,

ayn1 zamanda bir diferansiyellenebilir manifold olan D+ anti-invaryant distri-

biisyonunun B . sirali yerel ortonormal ¢atisina gore yonlendirilebilir oldugunu
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gosterir. Bu yiizden, w formu globaldir.

Onerme 5.5.13. Bir (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangt bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. D invaryant distribiisyonu

integrallenebilir ve D+ anti-invaryant distribiisyonu minimal ise
w = WP AWPTEA - AwPTe
diferansiyel q-formu kapalidar.

Ispat. (5.5.108) esitliginden w diferansiyel g-formunun dig tiirevi

P+q
dw = Z (—1) WP A - AdwPTA - - - AwPTe
i=p+1
ile verilir. Buradan ise (5.5.107) ifadesindeki w?™ wP™? .. P4 diferansiyel 1-

formlarin tanimindan dw = 0 olmas: i¢in bir gerek ve yeter kogulun her XY €

I (D) iin
dw (X,Y, Epir, Epra, ..., Epig1) =0 (5.5.110)
ve
dw (X, Eyar, Epyar .., Eprg) =0 (5.5.111)
esitliklerinin saglanmasi oldugu goriiliir. A = dw (X, Ept1,...,Epy) ve B =

dw (X,Y,Epi1, ..., Eprg 1) diyelim. Ilk olarak, A = 0 oldugunu gésterelim. (2.2.1)
esitligi ve (5.5.107) ifadesindeki wPtt, wP™2 ... wPT? diferansiyel 1-formlarin ta-
nimi birlegtirilirse,
W By, Epra, .., Epiy) = 05
ve
W (X,EPH,...,JZ,;,...EHq) ~0

olur. Yani, w (Ept1, Epta, ..., Epry) Ve w (X, Ep1,.. By Ep+q> egitlikleri

sabittir. Bu yiizden,

Xt (Byet, Bpsas- s Byra) = Epiws (X, Byt By Bprg) =0
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esitligi gecerlidir. Benzer bir diisiinceyle,

—_—

w ([Ep+i7Ep+j] 7X7 Ep+17 ) Ep+i7 R 7Ep+j7 R Ep—i—q) =0

oldugu gosterilebilir. O zaman basit bir hesaplama ile

1 . —_—
{ > (-1 w (IX, Byl ,EPH,...,Ep+j,...,Ep+q>} (5.5.112)

g+1 1<j<q
1 .
=T 7 ZW] ([XaEp+J])}
¢+1 {1§j§q
1 _
= i+l { Z 9 ([X, Epy] >Ep+j)}
q 1<j<q

elde edilir. Diger taraftan, V bir Levi-Civita konneksiyon oldugu icin Leibniz

kuralindan

0= X7 (Epti Ep+i)
=G (VxEpti, Epri) + G (Bpri, Vx Epra)
=29 (VxEp+i, Epri)
olur. Bu ise
G (VxEpsis Epri) =0 (5.5.113)

oldugunu ifade eder. Buradan ise V Levi-Civita konneksiyonunun simetrikligi
ve Gauss formiilii géz 6ntinde bulundurulursa, (5.5.113) esitligi yardimiyla her

X eI'(D) igin

g ([X, Epﬂ'] ) Eerj) g (vXEpH - vE 'Xv EPH)

p+Jj

G (VxEpijs Epij) =9 (Ve X, Bpyj)

p+J

(VxEpyj, Epej) (Ve,., X, Epj)

I
Ql

-9
0= (Ve X, Epry)
=-9g (vEp+jX7 EIH-J')

=9 (VE,,H Epij, X)
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oldugu bulunur. Ayrica, hipotezden D+ anti-invaryant distribiisyonu minimal ol-
dugu icin
Vi, Epij €T (DY) (5.5.114)

p+J

ifadesi gegerlidir. Bu nedenle, (5.5.114) esitliginden
G([X, Epsj], Epyj) =0
olur. Dolaysiyla, (5.5.112) esitligi yardimiyla
A=0

oldugu goriiliir. Simdi, B = 0 oldugunu gosterelim. (5.5.107) ifadesinden X,Y €

[ (D) igin wP™ (X) = 0 ve w?™ (Y') = 0 olmasi nedeniyle

X(JJ (K Ep-i-l) Ep_;’_g, i ,Ep_;,_q_]_) — 0, (55115)
Yw (X, Ep+1, Ep+27 v e o Ep+q—1) — O, (55116)
Eyw (X, Y, By, ..y Bpriy - .. ,Ep+q_1> —0 (5.5.117)

vel<i1<j<qg—1igin

—

W <[Ep+i,Ep+j] XY, Epits o Eprireo o Bprss ,Ep+q_1> —0  (5.5.118)
olur. O halde her X,Y € I' (D) ve E,11,...,Epiq—1 € Bpo icin B ifadesi

1
B = q—i——l {Xw (}/, Ep+1, . ‘7Ep+q—1) —Yw (X, Ep+1, .. .,Ep+q_1)}

1
B q+—1 (WX, Y], Epas s Eprg1)}

1 ! i _
+ q +1 {Z (_1) Ep+i (CL) (X,}/,Eerl, Ce 7Ep+i7 .. ~7Ep+q1>>}
=1

+— Z (_1) I w([EZH—ia Ep—i—j] 7X7Y7Ep+1a s 7Ep+i7 s aEp—l-j) B 7Ep+q—1>
¢+1 1<i<j<q

halini alir. Buradan ise (5.5.115), (5.5.116), (5.5.117) ve (5.5.118) esitlikleri yar-
dimiyla B ifadesi her X,Y € I' (D) ve Epq1, ..., Epig—1 € Bpo igin

1
B XY B By )
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ile verilir. Hipotezden D invaryant distribiisyonunun integrallenebilir olmasi ne-
deniyle her X, Y € I'(D) igin [X,Y] € I'(D) ifadesi saglanir. Bu yiizden, her
ie€{l,2,...,q} i¢in

WP (X, Y]) =0 (5.5.119)

esitligi saglanir. Boylece, (5.5.119) esitliginden
B=0

elde edilir. Dolayisiyla, (5.5.110) ve (5.5.111) esitlikleri gegerlidir. O zaman dw = 0

olur. Bu ise w diferansiyel ¢-formunun kapali oldugunu ifade eder. O]

Benzer bir diisiinceyle M semi-invaryant altmanifoldu iizerinde 6,02, ...,0P

diferansiyel 1-formlarini her Z € T’ (DL) icin
0 (Z)=0,0"(E;) =0, 1 <i,j<p (5.5.120)
olacak bi¢imde tanimlayalim. O zaman
0 =0"NO>A - - - AGP (5.5.121)

dis carpimi M semi-invaryant altmanifoldu iizerinde bir p-form tanimlar. D invar-

yant distriblisyonunun bagka bir yerel ortonormal ¢atisi %/D = { EE,,... ,EZ/)}

olsun. Bu durumda (2.2.1) esitligi ve (5.5.120) ifadesindeki 1-formlarm tanim

kullanilirsa,

w (B, By, ..., E,) = (0'"AG*A---AO”) (E1, Es, ..., E,) (5.5.122)
= det [0 (E)],1<4,j <p
=1
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/

:det[9i<Ej>],1§i,j§p

p

_ (91A02A---A9p) (E;,E;,...,Ej

olur. Yani, 6 formu iyi tanimhdir. Ayrica, Tanim 2.13.2 dikkate alinirsa, (5.5.122)
esitliginde goriildugi gibi w (Ey, Es, ..., E,) = 1 > 0 olmasi nedeniyle D invar-
yant distribiisyonunun B sirali yerel ortonormal ¢atisina gore yonlendirilebilir

oldugu elde edilir. Bu ise # formunun global oldugu belirtir.

Onerme 5.5.14. Bir (H, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir semi-invaryant altmanifoldu M olsun. D invaryant distribiisyonu

minimal ve D anti-invaryant distribiisyonu integrallenebilir ise
6 =60'AG*A - - AGP
diferansiyel p-formu kapalidir.

ispat. Ispat Onerme 5.5.13"iinkine benzer bir sekilde yapilabilir. O

Bp UDBp. kilmesi M semi-invaryant altmanifoldu i¢in bir yerel ortonormal
catidir. Ayrica, 0Aw dig carpimi M altmanifoldu tizerinde bir n-formdur. Simdi,
C = (0Aw) (Ey, Es, ..., Ey Epia, ..., Eyyy) diyelim. Boylece, (2.2.1) esitligi goz
oniinde bulundurulursa, (5.5.108) ve (5.5.121) ifadelerindeki formlarm tanimindan

C = (0Aw) (E1, By, ..., By Epiy, ..., Epyy)
= (0"A°A - - AOPAWPTIN - - AwPt9) (Ey, Es, .. By Epia,y ... Epyy)
=det [w' (E;})] =1>0,1<i,j<n
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elde edilir. Bu ise Tamim 2.13.2’den Bp U B . sirali yerel ortonormal c¢atisina
gore M altmanifoldunun yonlendirilebilir oldugunu ifade eder.

Teorem 5.5.30. Bir (H, q, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir kompakt ve kenarsiz semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eger D
invaryant distribiisyonu integrallenebilir ve D+ anti-invaryant distribiisyonu mi-

nimal ise bu durumda M semi-invaryant altmanifoldu i¢in bir
w] € Hip (M)

de Rham kohomoloji sinify tanimbidir. Eger buna ek olarak, D invaryant distri-

biisyonu minimal ve D+ anti-invaryant distribiisyonu integrallenebilir ise [w] €

Hj, (M) de Rham kohomoloji sinafy sifurdan farklider.

Ispat. D invaryant distribiisyonunun integrallenebilir ve D+ anti-invaryant dist-
ribiisyonunun minimal oldugunu varsayalim. Bu durumda Onerme 5.5.13’ten dw =
0 olur. Yani, w formu kapalidir. Bu ise w formunun [w] € Hj, (M) ile gosterilen
bir de Rham kohomoloji smifi tanimladigini belirtir. Diger taraftan, hi¢ bir ko-
sul olmaksizin w ve 6 formlariin tanimindan 6 = xw oldugu aciktir. Burada x,
Hodge yildiz operatoriinii gostermektedir. Boylece, eger varsayimimiza ek olarak,
D invaryant distribiisyonu minimal ve D+ anti-invaryant distribiisyonu integralle-
nebilir ise o zaman Onerme 5.5.13 ve Onerme 5.5.14 yardimiyla, § ko-diferansiyel

operatoriiniin (2.14.2) esitliginde verilen tanimindan

dw = (=1)" " x dww
_ (_1)nk+n+l % do

=0

elde edilir. Bir bagka deyigle, w formu ko-kapalidir. O halde w formu hem ka-

pali hem de ko-kapalidir. Bu ise M manifoldunun kompakt ve kenarsiz oldugu
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g6z oniinde bulundurulursa, w formunun harmonik oldugunu ifade eder. Ayni za-
manda, D+ # 0 olmasi w formunun sifirdan farkl oldugunu garanti eder. Bu
nedenle, M altmanifoldunun yonlendirilebilir oldugu dikkate alinirsa, Hodge Te-
oreminden sifirdan farkh w diferansiyel ¢-formunun Hj, (M) de Rham kohomo-
lojisinde temsil ettigi [w] kohomoloji siifinin sifirdan farkh oldugu goriiliir. Do-

layisiyla, ispat tamamlanmig olur. O]

Teorem 5.5.31. Bir (M, q, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangt bir kompakt ve kenarsiz semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eger D
invaryant distribiisyonu ve D+ anti-invaryant distribiisyonu integrallenebilir ve

D invaryant distribiisyonu minimal ise
Hip (M) #0
olur. Yani, de Rham kohomoloji sinife sifirdan farkldar.
Ispat. Onerme 5.5.11 ve Teorem 5.5.30 birlegtirilirse, ispat elde edilir. Il

Teorem 5.5.32. Bir (M, q, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangt bir kompakt ve kenarsiz D-geodezik semi-invaryant altmanifoldu M ol-
sun. Eger D+ anti-invaryant distribiisyonu integrallenebilir ise Hi, (M) de Rham

kohomologisinde [w] sinife non-trivialdir.

Ispat. M altmanifodu D-geodezik oldugu icin Onerme 5.5.12, D invaryant distri-
biisyonunun minimal oldugunu belirtir. Buna ek olarak, Teorem 5.5.4’iin (b) ifade-
sinden dogal olarak D invaryant distribiisyonu integrallenebilirdir. Diger taraftan,
hipotezden D+ anti-invaryant distribiisyonu integrallenebilir oldugu icin Teorem
5.5.31"in tiim kosullar1 saglanmig olur. Dolayisiyla, Hj, (M) de Rham kohomolo-

jisinde [w] smifinin trivial olmadigr elde edilir. Yani, [w] sinifi non-trivialdir. [

Teorem 5.5.33. Bir (M, g, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun

herhangt bir kompakt ve kenarsiz total geodezik semi-invaryant altmanifoldu M
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olsun. Bu durumda M semi-invaryant altmanifoldu igin g-yuncu Betti sayisi by =

dim Hj, (M) sufurdan farkldur.

ispat. M semi-invaryant altmanifoldu total geodezik ise ayni zamanda D-geodeziktir.
O zaman Onerme 5.5.12’den D invaryant distribiisyonu minimaldir. Ayrica, M
altmanifoldunun total geodezik olmasi varsayimi altinda, Teorem 5.5.4 ve Teorem
5.5.8 dikkate alinmirsa, dogal olarak D invaryant ve D+ anti-invaryant distribiis-
yonlarinin integrallenebilir oldugu goriiliir. Dolayisiyla, Teorem 5.5.31 yardimiyla

Hji, (M) # 0 olur. Buradan ise b, = dim Hi, (M) # 0 oldugu elde edilir. O

Teorem 5.5.34. Bir (M, g, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangt bir kompakt, baglantily ve kenarsiz semi-invaryant altmanifoldu M olsun.
Bu durumda

Hip (M) = Hap (M)
olur. Ozellikle, b, = by ise izomorfiklik dogal olarak vardar.

Ispat. M semi-invaryant altmanifoldunun yonlendirilebilir oldugu géz oéniinde
bulundurulursa, Poincaré Duality Teoreminin bir uygulamasi olarak ispat agiktir.

]

Teorem 5.5.35. Bir (M, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangi bir kompakt ve kenarsiz semi-invaryant altmanifoldu M olsun. Eger D
invaryant distribiisyonu minimal ve D+ anti-invaryant distribiisyonu integralle-
nebilir ise bu durumda M semi-invaryant altmanifoldu icin bir [0] € HY, (M)
de Rham kohomoloji sinafi tansmbidir. Eger buna ek olarak, D invaryant distri-
biisyonu integrallenebilir ise [0) € HY, (M) de Rham kohomoloji sumfe sufirdan

farkhdar.

Ispat. Ispat, Teorem 5.5.30’unkine benzer bir yontem ile Onerme 5.5.13, Onerme

5.5.14 ve Hodge Teoremi yardimiyla yapilabilir. [
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Teorem 5.5.36. Bir (H, g, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldu-
nun herhangi bir kompakt ve kenarsiz D-geodezik semi-invaryant altmanifoldu M

olsun. Eger D+ anti-invaryant distribiisyonu integrallenebilir ise
Hip (M) # 0
olur. Yani, de Rham kohomoloji sinifs ssfirdan farklhdur.

Ispat. M semi-invaryant altmanifoldu D-geodezik olmasi nedeniyle Teorem 5.5.4’ten
dogal olarak D invaryant distribiisyonunun integrallenebilir oldugu goriiliir. Boy-

lece, Onerme 5.5.12 ve Teorem 5.5.36 birlestirilirse, ispat elde edilir. Il

Teorem 5.5.37. Bir (M, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann manifoldunun
herhangt bir kompakt ve kenarsiz total geodezik semi-invaryant altmanifoldu M
olsun. Bu durumda M semi-invaryant altmanifoldu i¢in p-yinct Betti sayise b, =

dim HY, (M) sufirdan farkldr.

Ispat. Ispat, Teorem 5.5.33"{inkine benzer bir gekilde gosterilebilir. O]
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6. PARA f(3,2,1)-YAPILAR

Bu boliimde, diferansiyellenebilir manifoldlar iizerinde bir para f (3,2, 1)-yap1
kavraminin tanimi yapildi. Para f (3,2, 1)-yapilarin altin yapilar ile iligkisini or-
taya koyan Ornekler verildi. Bir altin Riemann manifoldunun herhangi bir izo-
metrik immersed altmanifoldu tizerindeki indirgenmis yapimin bir para f (3,2, 1)-
yap1 olmasi igin iki kogul bulundu. Bir altin Riemann manifoldunun herhangi bir
semi-invaryant altmanifoldunun, sirasiyla, tanjant ve normal demetleri iizerinde
ambient manifoldun altin yapisinin ve tersinin tanimladig1 endomorfizmlerin birer
para f (3,2, 1)-yap1 oldugu kanitlandi. Para f (3,2, 1)-yapilarin baz temel 6zellik-
leri belirlendi. Para f (3,2, 1)-yapilarin dogal olarak tanimladig: distribiisyonlarin
hangi formlarda oldugu saptandi ve integrallenebilirligi i¢in baz1 karakterizasyon-
lar verildi. Para f (3,2, 1)-yapilarin kismi integrallenebilirlik ve integrallenebilirlik

kavramlar: tanimlandi ve bu kavramlar i¢in gerek ve yeter kogullar elde edildi.

Tanim 6.0.1. Bir m-boyutlu diferansiyellenebilir manifold M olsun. Eger M

manifoldu tizerinde (1,1) tipinde sifirdan farkl bir f tensér alan
P_f2_f=0 (6.0.1)

denklemini sagliyorsa f tensor alanina bir f (3, —2, —1)-yapr veya bir para f (3,2, 1)-
yapr denir. Ayrica, (M, f) ¢ifti ise bir f(3,—2, —1)-yapr manifold veya bir para

f (3,2, 1)-yapr manifold olarak adlandurilar.

Onerme 6.0.1. Bir m-boyutlu diferansiyellenebilir M manifoldu tizerinde her-

hangi bir altin yapr ® olsun. Bu durumda ® altin yapiss bir para f (3,2, 1)-yaprdar.
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Ispat. (3.1.1) esitliginden @ altin yapisimin
PP — P2 -9 =0
denklemini sagladig1 agiktir. Yani, ® altin yapisi bir para f (3,2,1)-yapidir. [

Ornek 6.0.1. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde bir o do-

SOI)‘I7)‘€{¢71_¢}

kuraly ile tanimlayalvm. Burada I, (1,1) tipinde birim dénisim ve ¢ ve 1 — ¢

2

degerleri x© — x — 1 = 0 cebirsel denkleminin kokleridir. O zaman ¢ donisimii

=" —p=0
denklemini saglar. Yani, ¢ dontsimi bir para f(3,2,1)-yapudr.

Teorem 6.0.1. Bir m-boyutlu (M, g, 6) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
codim M olsun. Eger her o, € {1,...,1} i¢in anp = dop ise © indirgenmis

yapisy bir para f(3,2,1)-yapudar.
Ispat. (5.2.13) esitliginden her o € {1,...,7} icin
O (&) = Zaaﬁfﬁ = o — Zaagﬁﬁ ==& =0

olur. Boylece, (5.2.9) esitligine ® indirgenmis yapist sagdan uygulanirsa, her X €

['(TM) igin
(X)) = &% (X) - &?Zua £a)
=o*(X)+ @ (X)

elde edilir. Dolayisiyla, ¢ indirgenmis yapisi bir para f (3,2, 1)-yapidir. Simdi,

ispat1 bagka bir yontemle yapalim. (5.2.9) esitliginde X yerine ®X alinirsa,

P (X) = &% (X) —52% dX)¢
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olur. Buradan ise (5.2.10) esitligi yardimiyla
(X)) = (X) + @ (X) =) (1= daa) ua (X) &
a=1

=0 (X)+®(X)—e> (1—1ua(X)&
= 2% (X) + ¢ (X)

elde edilir. Bu ise ® indirgenmis yapisinin bir para f (3,2, 1)-yap1 oldugunu gos-

terir. ]

Sonug 6.0.1. Bir m-boyutlu (M, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu izometrik immersed altmanifoldu M ve r =
codim M olsun. Eger her a € {1,...,r} igin o (N,) € I'(TM) ise ® indirgen-

mis yapuse bir para f(3,2,1)-yapuder.
ispat. Onerme 5.2.5 ve Teorem 6.0.1 birlestirilirse, istenen ispat elde edilir. [

Onerme 6.0.2. Bir m-boyutlu (M, q, 5) yerel ayristirilabilir altin Riemann ma-
nifoldunun herhangi bir n-boyutlu M izometrik immersed invaryant altmanifoldu
tlizerinde indirgenmis yapr (Cb,g,ua =0,e&, =0, (aaﬁ)rw) olsun. Bu durumda ®

indirgenmis yapise bir para f (3,2, 1)-yapudar.

Ispat. ® tensor alam (5.3.3) esitligine uygulanirsa, ®3 = ® + I elde edilir. Bu

ise @ indirgenmis yapisinin bir para f (3,2, 1)-yap1 oldugunu gosterir. O

Onerme 6.0.3. Bir (H, g, 5) altin. Riemann manifoldunun herhangi bir semi-
mvaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda T M tanjant demetinin T' endo-

morfizmi bir para f(3,2,1)-yapidar.

Ispat. M bir semi-invaryant altmanifold oldugu icin Teorem 5.5.1’den NT =
0 olur. Bu durumda (5.1.8) esitliginin her iki tarafina sagdan 7" endomorfizmi
uygulanirsa,

T2 —-T?>—-T=0
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elde edilir. Dolayisiyla, T" endomorfizmi 7'M tanjant demeti iizerinde bir para

f(3,2,1)-yapidir. [

Onerme 6.0.4. Bir (M, g, 5) altin. Riemann manifoldunun herhangi bir semi-
invaryant altmanifoldu M olsun. Bu durumda TM* normal demetinin I — n

endomorfizmi bir para f (3,2, 1)-yapidar.

Ispat. M bir semi-invaryant altmanifold oldugu i¢in Teorem 5.5.3’ten t (n — I) =
0 olur. Bu durumda (5.1.11) esitliginin her iki tarafina I — n endomorfizmi uygu-

lanirsa,

n®=2n*—1
oldugu goriiliir. Buradan ise
(I —n)®=1-3n+3n*-n
=1—=3n+3n"—2n"+1
=I-2n+n*+1—n
:(I—n)2+([—n)

elde edilir. Dolayisiyla, I — n endomorfizmi TM* normal demetinde bir para

f(3,2,1)-yapidir. Il
Bir f para f(3,2,1)-yapisinin ¢ekirdegi ve goriintiisii, sirasiyla,

ker f = | ] (ker f),

peEM

ve

Im f = [ J (Im ),

peEM

ile verilir. Burada

(ker f), = {X, € T,M : f,(X,) =0}
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ve

(Imﬁp:{%ETpM:Ypr(Xp)?XPETPM}7

sirasiyla, herhangi bir p € M noktasindaki para f (3,2, 1)-yapisinin ¢ekirdegi ve
goriintiisiidiir.

Onerme 6.0.5. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tzerinde her-
hangi bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. Eger her p € M igin (Im f), = {0} ise o

zaman [ para f(3,2,1)-yapise siferdar.
ispat. Ispat aciktir. [

Onerme 6.0.6. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tzerinde her-

hangi bir para f(3,2,1)-yape f olsun. O zaman
ker f NIm f = {0}
olur.

Ispat. X € I (ker f NIm f) olsun. Bu durumda fX = 0 olur. Ayrca, X = fY

olacak gekilde bir Y € I (M) vektor alani vardir. Buradan ise
P )= F)=0
oldugu goriiliir. Boylece, (6.0.1) denkleminden
X=fY)=0
elde edilir. Bu ise ker f NIm f = {0} oldugunu gosterir. O

Teorem 6.0.2. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde her-

hangi bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. Eger

(a) Herp € M igin (ker f), = {0},
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(b) rankf =m,
(c) f birebir
kosullarindan herhangi biri saglanwyor ise f bir altin yapidr.

Ispat. Eger her p € M icin (ker f), = {0} veya rankf = m ise f birebirdir. Bu
durumda f para f (3,2, 1)-yapisinin f~! ters goriintiisii vardir. O zaman f~! ters

goriintiisii (6.0.1) denklemine soldan uygulanirsa,
fef-1=0
elde edilir. Yani, f bir altin yapidir. O]

Ornek 6.0.2. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu izerinde herhangi
bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. ® = fumy diyelim. Eger X € T (ker ®) ise bu
durumda X € T" (ker f N Im f) olur. Buradan ise Onerme 6.0.6 dikkate alinirsa,
X =0 oldugu goriliir. Boylece, Teorem 6.0.2°den ® bir altin yapidar.

Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde herhangi bir para

f(3,2,1)-yap1 f olsun. M manifoldu tizerinde r ve s dontigtimlerini, sirasiyla,

r=f*—f (6.0.2)

ve
s=—f+f+1 (6.0.3)

kurallari ile tanimlayalim. Burada 7, (1,1) tipinde birim dontigiimii gostermekte-
dir.

Teorem 6.0.3. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde her-

hangi bir para f (3,2,1)-yapr f olsun. O zaman
r+s=1I, (6.0.4)
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r?=r, (6.0.5)
s =s (6.0.6)

ve

rs=sr=0 (6.0.7)
bagintilary gecerlidir. Yani, v ve s doniistimleri projeksiyon operatorlerdir.

Ispat. (6.0.1), (6.0.2) ve (6.0.3) esitlikleri yardimiyla

r+s=f—f—fP+f+1=1,

= (=)= =-NH-
=(FP-Nr-F-Nr=r-r-r+r

= =2+ P =ff-2+ s

=(P+Nf=2(FP+ N+ =L+ =2/ -2f+ [
=P+ f-2f

=rP—f

:7”’

= (L4 [+ D) = (=LA D) (- f+])
=(=+f+D)(-A)+(=L+f+D)f+(-F+f+1D)1
= =P -r-P+ P+ +]

=fl=2f — P r2f+I=Fff-2f - f+2f+1I
=P+ -2 +f)+2f - +2f+1

— P2 —2f+2f — fP42f+1
=24 I=f+ f-2f 41

=—fP+f+1

:8’
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ve

rs= (2= f) (LA D) =P (P D) (-4 f )
=[PP PP =2 f
=2 == (P 2]
=P =P —f=p -
=+

=0

sr=(=+f+D)(f=f)=L+f+D) = (-+f+])f
= +F+P+P-F-f=-f'+2f-f
=2 = f == (PN 2P+ )~ f
=-fF-frf+2f-f=-F+f+f
= =f+f+f

=0

elde edilir. Bu ise r ve s doniisimlerinin projeksiyon operatorler oldugunu gosterir.

]

r ve s projeksiyon operatorlerine kargilik gelen distribiisyonlari, sirasiyla, R

ve S ile gosterelim. O zaman T'M tanjant demetinin

TM=R®S

ayrigimi vardir.

Onerme 6.0.7. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tzerinde her-

hangi bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. O zaman

ker f = ker (f* — f) (6.0.8)
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ve

Im f =ker (f*— f—1) (6.0.9)
ifadeleri gecerlidir.

Ispat. X € I'(ker f) olsun. Bu durumda X € T (ker (f2 — f)) oldugu agiktur.

Tersine, X € T (ker (2 — f)) olsun. Bu durumda
(fP=f)X=0 (6.0.10)

olur. O halde (6.0.10) esitliginin her iki tarafina f uygulamirsa, f>X = f2X olur.

Buradan ise (6.0.1) esitligi yardimiyla
fX=FfX-fX=0

elde edilir. Buise X € T (ker f) oldugunu ifade eder. Boylece, ker f = ker (f? — f)
oldugu goriiliir. Yani, (6.0.8) esitliginin gegerli oldugu gosterilmis olur. X €
['(Im f) olsun. Bu durumda X = fY olacak sekilde bir Y € T' (T M) vektor

alan vardir. Buradan ise (6.0.1) esitliginden

0=fY - X
=Y -fY-X
=X - fX-X
=(fF-r-nx

elde edilir. Bu ise X € T (ker (f? — f — 1)) oldugunu gosterir. Tersine, X €

I (ker (f2 — f —I)) olsun. Bu durumda
X = f2X = fX = f(fX = X)
esitligi gegerlidir. Buise X € T' (Im f) olmast demektir. Boylece, Im f = ker (f% — f —I)

elde edilir. Yani, (6.0.9) esitligi saglanir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. [
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Onerme 6.0.8. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde her-

hangi bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. O zaman

fr=rf=/f, (6.0.11)
(fP=f)r=r, (6.0.12)
sf=fs=0, (6.0.13)
ve
(—f2+f+D)s=s (6.0.14)

bagintilary gegerlidur.

Ispat. (6.0.1), (6.0.2), (6.0.3), (6.0.5) ve (6.0.6) esitlikleri kullanilirsa,
fr=f(FP-N=r-P=r+i-1r=r
f=(FP-NI=P-P=P+i-F=1

(fF=fr=r=r
fs=f(=F+f+D)==-F+P+f=-F-f++f=0,
sf=(P+f+Df=—F+P+f=—F—-f+F+f=0,

ve

(=fP+f+D)s=5"=s
elde edilir. Dolayisiyla, 6nerme ispatlanmig olur. O

Onerme 6.0.9. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tzerinde her-

hangi bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. O zaman
R=1Imf=ker (f*—f—1) (6.0.15)

ve
S =ker f =ker (f* - f) (6.0.16)
ifadeleri gecerlidir.
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Ispat. X € I'(R) olsun. Bu durumda X = X olur. (6.0.12) esitliginden

X=rX= (= f)rX = (=) X = f(fX - X)

elde edilir. Buise X € I' (Im f) oldugunu gosterir. Tersine, X € I' (Im f) olsun. O
zaman X = fY olacak gekilde bir Y € I'(T'M) vektor alan1 vardir. Bu nedenle,
(6.0.13) esitligi yardimiyla

sX =sfY =0

olur. Buise X € I' (R) oldugunu ifade eder. Boylece, R = Im f oldugu gosterilmis
olur. Ayrica, (6.0.9) esitligi dikkate alimirsa, R = Im f = ker (f? — f — I) elde
edilir. Yani, (6.0.15) esitliginin saglandigr gosterilmig olur. X € I'(S) olsun. O

zaman rX = 0 olur. (6.0.11) esitliginden
FX=frX =0

olur. Bu ise X € I (ker f) oldugunu belirtir. Tersine, X € T (ker f) olsun. Bu

durumda fX = 0 olur. Buradan ise (6.0.11) ve (6.0.12) esitlikleri yardimiyla

TX:(fQ—f)rX:T(fZ—f)Xzo

olur. Bu ise X € I' (S) oldugunu gosterir. Boylece, S = ker f oldugu elde edilir.

Bunun yanisira, (6.0.8) esitliginden
S:kerf:ker(fg—f)

oldugu goriiliir. Bu ise (6.0.16) esitliginin ispatidir. Dolayisiyla, ispat tamamlan-

mig olur. [

Onerme 6.0.10. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde her-

hangi bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. O zaman asaqidaki ifadeler gegerlidir:

(a) f para f(3,2,1)-yapist R distribiisyonu tzerinde bir altin yapr gibi etki eder,
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(b) f para f(3,2,1)-yaprse S distribiisyonu tzerinde bir sifir dontsim gibi etki

eder.

Ispat. (6.0.12) ve (6.0.13) esitlikleri, sirasiyla, (a) ve (b) ifadelerini ispatlar. [

Bir f para f(3,2,1)-yapisimin Nijenhuis tensorii her XY € I' (T'M) igin

Ny (X.Y) = [fX, fY] = FfXY] = fIX, fY] + f?[X,Y] (6.0.17)

ile verilir. (6.0.12) ifadesi kullanilirsa, (6.0.17) esitligi

Ny (X)) =[fX, fY]| - fIfXY] = fIX, fY]|+ fIX,Y]+r[X,Y] (6.0.18)

halini alir.

Onerme 6.0.11. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu izerinde her-

hangi bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. Bu durumda her X, Y € T'(T'M) i¢in
sNi (X,Y) =sNg (rX,rY) =s[fX, fY] (6.0.19)

esitligi saglanar.

Ispat. (6.0.7), (6.0.13) ve (6.0.18) esitlikleri yardimiyla her X,Y € ' (T'M) icin

sNe (X,Y) =s[fX, fY]—sf[fX,Y] —sf[X, fY] (6.0.20)
+sfIX, Y] +sr[X,Y]

= s[fX, fY]

olur. Buradan ise X ve Y vektor alanlar1 yerine, sirasiyla, rX ve rY yazilirsa,

(6.0.11) esitliginden

sN¢(rX,rY) =s[frX, frY] (6.0.21)

= s[fX, fY]
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oldugu goriiliir. Boylece, (6.0.20) ve (6.0.21) esitlikleri birlegtirilirse,
sNy(X,Y) =sNy(rX,7Y) =s[fX, fY]
elde edilir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. O

Teorem 6.0.4. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde her-
hangi bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. Bu durumda R distribisyonunun integral-

lenebilir olmasu igin bir gerek ve yeter kosul her X, Y € I'(T'M) igin
sNy(rX,rY) =0
olmasuidar.

Ispat. R distribiisyonu integrallenebilir olsun. Bu durumda her X,Y € T (TM)
icin
s[rX,rY]=0
esitligi saglanir. Buradan ise (6.0.11) esitligi yardimiyla
O0=sprX,rY]=s[rfX,rfY|=s[fX, fY]
elde edilir. Boylece, (6.0.19) esitliginden

SNf (X,Y) = SNf (TX,’I“Y) =0

olur. Tersine,

sNy (X,Y) =sN;(rX,rY)=0

olsun. Bu durumda (6.0.19) esitligi kullamlirsa,
s[fX, fY]=0

oldugu goriiliir. Buradan ise X ve Y vektor alanlari yerine, sirasiyla, (f — 1) X

ve (f —I)Y yazilirsa, (6.0.11) ve (6.0.12) esitliklerinden
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0=s[fX,fY]|=s[frX, frY]
=s[rfX,rfY]
=slrf(f-DX,rf(f-1)Y]

=s[rX,rY]

elde edilir. Bu ise R distribiisyonunun integrallenebilir oldugu gdsterir. Dolayi-

siyla, ispat tamamlanmis olur. O]

Onerme 6.0.12. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu izerinde her-

hangi bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. Bu durumda her X,Y € T' (T M) i¢in
Ny (sX,sY) =rNy(sX,sY) = f[sX,sY]+1[sX,sY] (6.0.22)

ve

(21 — f) Ny (sX,sY) =r[sX, sY] (6.0.23)
ifadeleri gecerlidir.

Ispat. (6.0.5), (6.0.11), (6.0.13) ve (6.0.18) esitliklerinden her X,Y € I'(T'M)

icin
Ny (sX,sY) = [fsX, fsY]|— f[fsX,sY] — f[sX, fsY] (6.0.24)
+ f[sX,sY]+r[sX,sY]
= f[sX,sY]+1r[sX,sY]
ve

rNy (sX,sY) =r[fsX, fsY]—rf[fsX,sY]—rf[sX, fsY] (6.0.25)
+rf[sX,sY] +r*[sX,sY]
=rf[sX,sY]+r[sX,sY]

= f[sX,sY] +r[sX,sY]
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elde edilir. Boylece, (6.0.24) ve (6.0.25) esitliklerinden
Ny (sX,sY) =rNg(sX,sY) = f[sX,sY] +1r[sX,sY]
olur. Buradan ise (6.0.11) ve (6.0.12) esitlikleri dikkate almirsa, kolayca
(2I — )Ny (sX,sY) =r[sX,sY]
oldugu goriiliir. Dolayisiyla, ispat gosterilmig olur. O]

Teorem 6.0.5. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde her-
hangi bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. Bu durumda S distribiisyonunun integral-

lenebilir olmasy i¢in bir gerek ve yeter kosul her X, Y € T' (T M) igin
Ny (sX,sY) =0 veya rNy (sX,sY) =0
olmasudar.

Ispat. S distribiisyonu integrallenebilir olsun. Bu durumda her X,Y e I' (T'M)
icin
r[sX,sY]=0
esitligi gegerlidir. Buradan ise (6.0.11) ifadesi dikkate alinirsa, (6.0.22) esitliginden
Ny (sX,sY) =rNy(sX,sY) = f[sX,sY] +1r[sX,sY]

= fr[sX,sY]+r[sX,sY]

=0

elde edilir. Tersine, Ny (sX, sY) = 0 veya r Ny (sX, sY') = 0 oldugunu varsayalim.

O zaman (6.0.23) esitligi yardimiyla
r[sX,sY] = (2] — f) Ny (sX,sY) =0

olur. Bu ise S distribiisyonunun integrallenebilir olmasi demektir. Dolayisiyla,

ispat tamamlanmig olur. O
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Teorem 6.0.6. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde her-
hangi bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. R ve S distribiisyonlarinin her ikisinin
integrallenebilir olmasu i¢in bir gerek ve yeter kosul f para f(3,2,1)-yapisinin

Nijenhuis tensorinin her XY € I'(T'M) igin
Ny (X)Y)=7rN;(rX,7Y)+ Ny (rX,sY) + Ny (sX,rY) (6.0.26)
esitligini saglamasidar.

Ispat. 7 + s = I olmasi nedeniyle f para f (3,2, 1)-yapisinin Nijenhuis tensorii

her X,Y € I'(T'M) igin

Ny (X,Y) =Ny (rX,rY) 4+ Ny (rX,sY) + Ny (sX,rY) + Ny (sX,sY) (6.0.27)
=7rNs (rX,rY) + sNy (rX,rY) 4+ N¢ (rX, sY)

+ Ny (sX,rY) + Ny (sX,sY)

formunda yazilabilir. R ve S distribiisyonlar: integrallenebilir olsun. Bu durumda

(6.0.27) esitligine Teorem 6.0.4 ve Teorem 6.0.5 uygulanirsa,

Ni(X,)Y)=7rNs (rX,rY) 4+ Np (rX,sY) + Ny (s X, 1Y)
olur. Tersine, her X, Y € I' (T'M) i¢in

Ny (X)Y)=7rN;(rX,rY)+ Ny (rX,sY) + Ny (sX,rY)
ise benzer gekilde, Teorem 6.0.4 ve Teorem 6.0.5 yardimiyla (6.0.27) esitliginden
R ve S distribiisyonlarinin integrallenebilir oldugu kolayca gosterilebilir. ]

R distribiisyonunun integrallenebilir oldugu varsayalim. R distribiisyonunun
herhangi bir integral manifoldu M# olsun. M? integral manifoldu {izerinde bir
fE operatoriinii her X € T (TMR) i¢in
FRYR — pxP
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kurali ile tamimlayalim. O zaman f%, M? integral manifoldunun tanjant deme-
tinde bir invaryant operatdr gibi etki eder. Ayrica, ff operatorii M integral
manifoldu iizerinde bir altm yapidir. M% integral manifoldu iizerinde f para
f(3,2,1)-yapisindan indirgenmis f altin yapisinin Nijenhuis tensoriinii N7 ile

gosterelim. Bu durumda her XY € I' (T'M) igin
Ny (rX,rY) = NE(rX,rY) (6.0.28)

olur.

Simdi, bir f para f (3,2, 1)-yapisiin kismi integrallenebilirligini tanimlayalim.

Tanim 6.0.2. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde herhangi
bir para f (3,2, 1)-yapr f olsun. Eger R distribiisyonu ve M® integral manifoldu
tzerinde f para f(3,2,1)-yaprsindan indirgenmis f" altin yapist integrallenebilir

ise o zaman [ para f(3,2,1)-yapisina kismi integrallenebilir denir.

Onerme 6.0.13. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu izerinde her-

hangi bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. Bu durumda her XY € T'(TM) i¢in
Ny (rX,rY) =0

ve
Ny (fX, fY)=0

esitliklery birbirine denktir.

Ispat. (6.0.11) ve (6.0.12) esitliklerinden ispat aciktir. O

Teorem 6.0.7. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde her-
hangi bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. f para f(3,2,1)-yapisinan kismi integral-

lenebilir olmasu i¢in bir gerek ve yeter kosul her X, Y € I' (T M) igin
Ny (rX,rY) =0 veya Ny (fX,fY)=0
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esitliklerinden herhangi birinin saglanmasidar.

Ispat. M? integral manifoldu {izerinde f para f (3,2, 1)-yapisindan indirgenmis
f% altm yapisinin integrallenebilir olmasi icin bir gerek ve yeter kosul her X, Y &
I'(TM) igin

NE(rX,rY) =0

olmasidir. Béylece, Teorem 6.0.4 ve Onerme 6.0.13 goz 6niinde bulundurulursa,

6.0.28) esitliginden ispat vapilmis olur. Il
( sitlig pat yapilmis

Onerme 6.0.14. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu izerinde her-
hangi bir para f(3,2,1)-yapr [ olsun. S distribisyonunun integrallenebilir ve f
para f (3,2, 1)-yaprsinan kisma integrallenebilir olmast i¢in bir gerek ve yeter kosul

f para f(3,2,1)-yapisiman Nijenhuis tensorinin her X, Y € T'(TM) igin
Ny (X,Y) =Ny (rX,sY)+ Ny (sX,rY)
esitliginin saglamasidar.

ispat. Teorem 6.0.5, Onerme 6.0.13 ve Teorem 6.0.7 birlestirilirse, istenen ispat

elde edilir. O

Bir f para f(3,2,1)-yapisinin herhangi bir Y € I' (T'M) vektor alanina gore

Lie tiirevi her X € I' (T'M) i¢in

(Ly ) (X) = fIX, Y] = [fX, Y] (6.0.29)

ile verilir.

Onerme 6.0.15. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu izerinde her-

hangi bir para f(3,2,1)-yapr [ olsun. Bu durumda her X,Y € T' (T M) i¢in

Ny (rX,sY) = f(Ls f) (rX) (6.0.30)
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ve

(f=I)Ny(rX,sY)=r(Lsy f)(rX) (6.0.31)

esitliklers gegerlidir.

Ispat. (6.0.29) esitliginin her iki tarafina f para f (3,2, 1)-yapisi uygulamrsa, her
X, Y e'(TM) igin

F (Lo ) (rX) = [ [rX,sY] = f[fX,sY] (6.0.32)

olur. Ayni zamanda, (6.0.17) ifadesinde X ve Y vektor alanlar1 yerine, sirasiyla,
rX ve sY yazililirsa, (6.0.11) ve (6.0.13) esitlikleri yardimiyla her X, Y € ' (T'M)

icin

N; (rX,sY) = [frX, fsY]| — f[frX,sY] — f[rX, fsY] + f*[rX,sY] (6.0.33)
= —ffX,sY]+ f2[rX,sY]

= f2 [TXv‘SY] o f[fX,SY]
elde edilir. O zaman (6.0.32) ve (6.0.33) esitliklerinden
Ny (rX,sY) = f (Lo ) (rX) (6.0.34)

oldugu goriiliir. Boylece, (6.0.34) esitliginin her iki tarafina f — I doniigimi uy-

gulanirsa, (6.0.11) ve (6.0.12) egitliklerinden
(f =) Ny (rX,sY) =r (Lo f) (rX)
elde edilir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. O]
R ve S distribiisyonlarinin her ikisinin de integrallenebilir oldugunu varsaya-

lim. O zaman M manifoldunda agagidaki kogullar1 saglayan bir {(U, ¢) : (z*,y*)}

yerel koordinat sistemi vardir:
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(a) R distribiisyonunun integral manifoldlar:

y' = sabit, ..., y* = sabit

olacak gekilde s tane yerel koordinat ile temsil edilir,

(b) S distribiisyonunun integral manifoldlar:

z! = sabit, ..., 2" = sabit

olacak gekilde r tane yerel koordinat ile temsil edilir.

Bu koordinat sistemine bir uyarlanmis koordinat sistemi denir.

Onerme 6.0.16. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu izerinde her-
hangi bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. R ve S distribiisyonlarin her ikisinin de
integrallenebilir oldugunu varsayalim. Bir uyarlanmas koordinat sisteminde f para
f (3,2, 1)-yaprsiman yerel bilesenlerinin R distribisyonunun integral manifoldlar:

boyunca sabit olan koordinatlarindan bagimsiz olmast i¢in bir gerek ve yeter kosul

herY € I'(TM) igin
r(Lsy f)r =0 veya Loy f =0
esitliklerinden herhangi birinin saglanmasidar.

Ispat. Bir uyarlanmig koordinat sisteminde,

0
oxt

0
EF(R) Vea—yaEF(S)

oldugu i¢in f para f (3,2, 1)-yapisi

&.’
I
VR

f5'0>
0 fo
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matris formuna sahiptir. Yani, f para f (3,2, 1)-yapist

® dy®

, 0
i

0
— fJ
f_fzaxz

ile verilir. Ustelik, r ve s projeksiyon operatérleri, sirasiyla,

I, 0 a@di
T = veva 1 = —— i
0 0 Y Oz’

0 0 O e
S = veya S =
01 y 9 O

bilesenlerine sahiptir. O zaman f para f (3,2, 1)-yapisiin -2

ve

vektor alanina gore

a a
Lie tiirevi
afl o e 0 b
L = dr’ + =—=— R d 6.0.35
el = oo O T gea OW (6.035)
olarak hesaplanir. Bu ytizden,
j
r (Lo f)r= gf o @ da? (6.0.36)

oldugu goriiliir. Diger taraftan, (6.0.11) ve (6.0.13) esitlikleri dikkate aliirsa,

f =0 olur. Boylece, f para f(3,2,1)-yapisi

70 ,
f=<%o>vwﬁ=ﬁ£l

halini alir. Ustelik, (6.0.35) esitligi

0 fj
(9y ox?

2= ®da’ =r (L o f) r (6.0.37)

ile ifade edilir. Boylece, r (La%f> r = 0 veya La%f = 0 ise % = 0 oldugunu

ifade eder. Bu ise f para f(3,2,1)-yapisinin yerel bilegenlerinin R distribiisyo-
nunun integral manifoldlar: boyunca sabit olan koordinatlarindan bagimsiz oldu-
gunu gosterir. Tersine, f para f (3,2, 1)-yapisinin bilegenleri bu koordinatlardan

bagimsiz ise (6.0.37) esitliginden her Y € T'(T'M) i¢in

r (Lsz> r= Lsz =0
oldugu aciktir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmis olur. O
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Onerme 6.0.17. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu izerinde her-
hangi bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. R ve S distribisyonlarin her ikisinin de
integrallenebilir oldugunu varsayalim. Bir uyarlanmas koordinat sisteminde f para
f (3,2, 1)-yaprsinan yerel bilesenlerinin R distribiisyonunun integral manifoldlar:
boyunca sabit olan koordinatlarindan bagimsiz olmast icin bir gerek ve yeter kosul
her X, Y € I'(T'M) igin

Ny(rX,sY)=0
esitliginin saglanmasuidar.

Ispat. (6.0.30) ve (6.0.31) esitliklerinden her X,Y € I' (T'M) icin

r(Leyf)r =10

ve
Ny(rX,sY)=0
ifadelerinin birbirine denk oldugu aciktir. Béylece, Onerme 6.0.16 yardimiyla ispat

gosterilmis olur. O]

Onerme 6.0.18. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu izerinde her-
hangi bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. R ve S distribisyonlarin her ikisinin de
integrallenebilir oldugunu varsayalim. Bir uyarlanmas koordinat sisteminde f para
f (3,2, 1)-yaprsinan yerel bilesenlerinin R distribiisyonunun integral manifoldlar:

boyunca sabit olan koordinatlarindan bagimsiz olmast icin bir gerek ve yeter kosul

her X, Y € I' (T M) igin
Nf (X,Y) = TNf (T’X,T‘Y)
olmasaidar.

Ispat. R ve S distribiisyonlarm her ikisinin de integrallenebilir olmasi nedeniyle

f para f(3,2,1)-yapisinin Nijenhuis tensorii her X, Y € ' (T'M) igin
Ny (X,Y)=7rNy(rX,rY)+ Nf(rX,sY)+ Ny (sX,rY)
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ile verilir. Diger taraftan, f para f (3,2, 1)-yapisinin yerel bilegsenlerinin R distri-
biisyonunun integral manifoldlar1 boyunca sabit olan koordinatlarindan bagimsiz

olmasi nedeniyle Onerme 6.0.17 yardimiyla her X,Y € I' (T M) icin
Ny (rX,sY)=0ve Ny (sX,rY)=—Ns(rY,sX) =0

olur. Boylece,

Ny (X,)Y)=7rN;(rX,rY)
oldugu goriiliir. Tersine, her X, Y € T'(T'M) igin
Ny (X,)Y)=7rNs (rX,rY)
olsun. Bu durumda X ve Y vektor alanlar1 yerine rX ve rY yazilirsa,
Ny (rX,sY)=rNy (r’X,rsY) =0

elde edilir. Bu ise Onerme 6.0.17’den f para f (3,2, 1)-yapismin yerel bilesenleri-
nin R distribiisyonunun integral manifoldlar1 boyunca sabit olan koordinatlarin-

dan bagimsiz olmasi demektir. Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. O

Tanim 6.0.3. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde herhang:

bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. Eger
(a) f para f(3,2,1)-yaprse kismi integrallenebilirdir,
(b) S distribiisyonu integrallenebilirdir,

(c) Bir uyarlanmus koordinat sisteminde [ para f(3,2,1)-yaprsinin yerel bile-
senleri R distribiisyonunun integral manifoldlar: boyunca sabit olan koordi-

natlarindan bagimsizdir

kosullar saglanwyorsa bu durumda f para f (3,2, 1)-yapisina integrallenebilir de-

nr.
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Teorem 6.0.8. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde her-
hangi bir para f (3,2,1)-yape f olsun. f para f(3,2,1)-yapisinin integrallenebilir

olmasu i¢in bir gerek ve yeter kosul her X, Y € T'(TM) igin
Ny (X,Y)=0
olmasudar.

Ispat. Teorem 6.0.5, Teorem 6.0.7 ve Onerme 6.0.18 birlestirilirse, ispat goste-

rilmig olur. O]

Teorem 6.0.9. Bir m-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde her-
hangi bir para f(3,2,1)-yapr f olsun. f para f (3,2, 1)-yapisinin integrallenebilir
olmasu i¢in bir gerek ve yeter kosul f para f(3,2,1)-yapisinin

oI, 0 0
f=1 0 (1-¢1, 0
0 0 0

seklinde sabit bilesenlere sahip oldugu bir koordinat sisteminin mevcut olmasidir.

2

Burada ¢ ve 1 —¢ degerleri, x*—x—1 = 0 cebirsel denkleminin kokleridir. Ayrica,

I, ve I, siraswyla, p X p ve q X q tipinde birem matrislerdir.

Ispat. Eger f para f (3,2, 1)-yapisi integrallenebilir ise bir uyarlanmig koordinat
sisteminde f para f (3,2, 1)-yapis
;- ( £ 0 )
0 0
bilegenleri ile verilir. Burada f,., r x r tipinde bir matristir, » = p + ¢ sayist
ise f para f(3,2,1)-yapisinin rankidir. Ayrica, f para f (3,2, 1)-yapisinin yerel
bilegenleri R distribiisyonunun integral manifoldlar1 boyunca sabit olan koordi-
natlarindan bagimsizdir. R distribiisyonunun herhangi bir M# integral manifoldu

iizerinde f para f(3,2,1)-yapisindan indirgenmis f operatoriine karsihk gelen

fr matrisi bir altin yap1 tanmimladig: i¢in uyarlanmis koordinat sisteminin

B gb[p 0
ﬁ‘(o u—w&)
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olacak gekilde bir degisimini yapabiliriz. Boylece,
I 0 0
f= 0 ¢op (1—¢)I, 0

Lo o) . ‘

elde edilir. Tersine, f para f (3,2, 1)-yapisinin

seklinde sabit bilegenlere sahip oldugu bir koordinat sistemi mevcut olsun. (6.0.2)

ve (6.0.3) esitliklerinden r ve s projeksiyon operatorlerinin, sirasiyla,

r=f—f
2
o1, 0 0 o1, 0
=] 0 a=¢)r, 0| -] 0 a=9¢)1, 0
0 0 0 0
I, 0 0
= 0o 1, 0
0 0 O
(Lo
0 0
ve
s=—f+f+1I
2
oI, 0 oI, 0 0 I, 0 0
== o a=-¢)r, o | +| 0o a-¢)1, 0 |+ 0 1, 0
0 0 0 0 0 0 0 0 Inpg
00 0
=100 0
00 Inpq
(00
0 I,
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seklinde oldugu bulunur. Bu ise r ve s projeksiyon operatorlerine, sirasiyla, kar-
silik gelen R ve S distribiisyonlarinin integrallenebilir oldugu ifade eder. Diger
taraftan, agik¢a goriildiigi gibi f para f (3,2, 1)-yapisimin yerel bilegenleri R dist-
riblisyonunun integral manifoldlar1 boyunca sabit olan koordinatlarindan bagim-

sizdir. Aym zamanda, f para f (3,2, 1)-yapisindan indirgenmis f altin yapisina

B ¢[p 0
ﬁ_<0 u—w&)

seklindedir. Yani, ff altin yapisi sabit katsayili % ® da’ tensor carpimlarimin

karsilik gelen f, matrisi

bir lineer kombinasyonudur. O zaman N —) oldugu aciktir. Bu ise f# altin ya-
pisinin integrallenebilir olmasi demektir. Bunun yanisira, R distribiisyonu integ-
rallenebilir oldugu igin f para f (3,2, 1)-yapisi kismi integrallenebilirdir. Boylece,
f (3,2, 1)-yapisinin integrallenebilir olmasi i¢in gerekli tiim kogullar saglanmigtir.

Dolayisiyla, ispat tamamlanmig olur. O
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