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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Sabit Egrilikli Uzaylar Uzerine” baslikli
bu calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir diisecek bir yardima basvurmaksizin
tarafimdan yazildigim ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin i¢inde hem de
kaynakcada yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onu-
rumla dogrularim.
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Uc boliimden olusan bu tezin birinci boliimiinde, 6ncelikle temel tanim ve teoremler
ifade edilerek diferensiyellenebilir manifoldlar ile ilgili genel bilgiler verildi.

Ikinci boliimde, Riemann egriligi, Kesit egriligi, Ricci egriligi ve Skaler Egrilik
tanitilirak bu egriliklerin Sabit egrilikli uzayla iliskileri ifade edildi.

Uciincii boliimde, Sabit egrilikli uzaylarin yapilar1 ve drnekleri incelenerek, Uzay
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The present thesis consists of three chapters. In the first chapter, basic definitions
and theorems were explained then general knowledge about smooth manifolds have been
given.

In the second chapter, Riemann curvature, Sectional curvature, Ricci Curvature and
Scalar curvature were introduced and then relations of these curvatures between space of
constant curvature were explained

In the third chapter, structures and examples in space of constant curvature were

investigated and the concept of Space form were explained. Furthermore space of
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GIRIS

Riemann, uzayin bi¢imini ¢6ziimlemek icin egrilik kavramini bir diisiince deneyi
ile sunmustur. Ornegin diinyanin yakin cevresindeki uzayin kesitinin bigimini incelemek
istedigimizi var sayalim. Esit araliklarla dizilmis ¢ok sayida roketin var oldugunu kabul
edelim. Verilen bir isaretle hepsi ayn1 anda firlatilsin. Her roket yerden belli bir uzakliga
erisince parlak bir 151k sagmak {lizere programlansin. Yeter sayida roketimiz varsa sonug
olarak yeryiiziinden belli bir uzaklikta tiim yer kiireyi ¢evreleyen 1siktan dev bir halka
olacaktir. Diisiince deneyimizi tamamlamak i¢in, bu dairenin cevresini 6lgebildigimizi
varsayalim. Uzay eger 6klid uzay1 ise cemberin boyu ¢capinin 27 kat1 olacaktir. Fakat Rie-
manna gore ¢cemberin boyunun degerini 6nceden bilmemizin yolu yoktur. Ciinkii uzayin
Oklid uzay1 olup olmadigim bilmiyoruz. Ayrica 1siktan ¢ikan halkanin boyu capinin 27
katindan daha kiiciikte c¢ikabilir. Riemann boyle olduguna bir 6rnek verdi. Bu Ornek
bugiin ’eliptik’ veya ’kiiresel’ uzay olarak adlandirilir.

Boylece yaricapi r olan dairenin ¢evresi, sifir egrilikli ise 27r, pozitif egrilikli ise 27r
den kiiciik ve negatif egrilikli ise 27r den biiylik degerlere karsilik gelir. Bu ise aslinda
herhangi bir seklin &l¢iimiiniin Oklidyen modelden ne kadar saptiginin algilanmasini
saglar. Bu caligmalarin sonunda sifir, pozitif ve negatif egrilikli uzaylarin kavramini
olusmustur.

Bu tez ii¢ boliimden ibarettir. Calismanin birinci boliimiinde ileride kullanilacak
olan diferensiyellenebilir manifoldlar, Riemann manifoldlari, konneksiyon ve geodezik
gibi kavramlar tanitilmigtir.

Riemann geometride Sabit egrilikli uzaylar, bir Riemann manifoldunun her kesitinin
ayni sabit egrilige sahip olmasidir. O halde Sabit egrilikli uzaylar denildiinde sabit kesit
egrilikli uzaylar anlagilmalidir. Bu ¢alismanin ikinci boliimiinde 6ncelikle Riemann
geometride tanimli olan egrilikler ifade edilmistir. Daha sonra Jakobi alani, Einstein
manifoldlari, Simetrik Riemann manifoldlar1 ve Parelel kovaryant tensor alami gibi
kavramlarin sabit kesit egrilikli uzaylar ile iligkisi ifade edilmistir.

Bu calismanin son boliimiinde sabit kesit egrilikli uzaylarin en ¢ok bilinen ornekleri



olan S" kiiresi, R” Oklid uzay1 ve H" hiperbolik uzayinin egrilikleri hesaplanmis bu
uzaylarin ortiilerinin de sabit kesit egrilikli uzaylar oldugu gosterilmistir. Bu asamadan
sonra bir manifold {izerinde tanimh diizgiin siireksiz etki eden grup etkilerinin ayn1
manifold {izerinde bir ortii uzay1 oldugu gosterilerek sabit kesit egrilikli uzaylar bu grup
etkileri yardimiyla pozitif, sifir, negatif egrilikli olarak simiflandirilmistir. Son olarak bu

siniflandirmalara ait 6rnekler ifade edilmistir.

vi



1. TEMEL KAVRAMLAR
1.1 Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanim 1.1.1. M bir topolojik uzay olsun. M icin asagidaki onermeler dogru ise M ye bir
n-boyutlu topolojik manifold veya topolojik n-manifold denir [1].

M). M bir hausdorff uzaydir.

M>). M nin herbir agik altkiimesi R” veya R” in bir agik altkiimesine homeomorfdur.

M3). M sayilabilir ¢oklukta agik kiimelerle ortiilebilir.

Tanim 1.1.2. M, n-boyutlu bir topolojik manifold olsun. Eger R” nin bir U acik alt

kiimesi, M nin bir W acik alt kiimesine bir x homeomorfizmasi ile eslenebiliyorsa, yani
x:UCR'"—-=WcCM

doniisiimii homeomorfizma ise (U, x) ikilisine bir koordinat komsulugu veya harita denir

[1].

M bir n-boyutlu topolojik manifold, A, o indislerinin kiimesi ve {Wy }qeca da M nin
bir acik ortiisii olsun. Bu durumda Vo € A icin Vi, ya homeomorf olacak sekilde R" de bir
Uy, acik altkiimesi ve bir

X Uy CR" =W CM

homeomorfizmas: vardir. Bu gekilde ortaya ¢ikan (Ug,xy) koordinat komsulugunun
{(Uq,Xa) taca ailesine M nin bir koordinat komsulugu sistemi veya M nin bir atlast denir

[1].

(Uq,Xq) bir lokal koordinat komsulugu ve p € Uy, olmak tizere

xa(p) = (x1(p), ..., xn(p)) € Wu CR”

noktasinin bilesenleri olan x;(p) reel sayilarina p noktasinin lokal koordinatlart,
x; : Uy, — R fonksiyonlarina lokal koordinat fonksiyonlart ve (xi,...,x,) e de p noktasi

civarinda bir lokal koordinat sistemi denir [1].



Tanmm 1.1.3. M n-boyutlu bir topolojik manifold ve M nin bir atlasi S = {(Uq,X) }oca
olsun. Eger S atlast i¢in W = W (W # 0 olmak iizere Vo, B € A ya karsilik ¢, ve Qo
fonksiyonlar1 C¥-siifindan iseler S ye CX-sinifindan diferensiyellenebilirdir denir. S at-
last M iizerinde C*-smifindan oldugu zaman S ye M iizerinde C*-sinifindan diferensiyel-
lenebilir yapi denir [1].

n-boyutlu M topolojik manifoldu iizerinde C*-siifindan bir diferensiyellenebilir
yapi varsa M ye C*-siifindan diferensiyellenebilir manifold denir. M iizerindeki

diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi C**(M,R) ile gosterilir [1].
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Sekil 1.1.1

Tanmm 1.1.4. M7 ve M7 birer diferensiyellenebilir manifold ve @ : M| — M> doniigiimii
verilsin. p € My i¢in ¢(p) de y: V C R™ — M, koordinat sistemi tanimlansin. Bu taktirde

¢(x(U)) C y(V) olacak sekilde p de x : U C R" — M koordinat sistemi var ve
ylogox:U CcR"—R"™

doniisiimii x~!(p) de diferensiyellenebilir ise ¢ doniisiimiine diferensiyellenebilir

doniigtim denir [2].
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o:(—¢&¢€) >R, o(0)=p
ot) = (x1(t),...,xn()), t € (—€,€), (x1,....,x) €ER"

i¢in o/ (0) = (x{(0),...,x,,(0)) =V € R" olsun. Ayrica f fonksiyonu p noktasinda reel
degerli diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

(fooc < dx,

=0 = Z

8

|t0_ Zx a—

ile tamimhdir [2].

Tamim 1.1.5. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. o : (—€,€) — M

diferensiyellenebilir fonksiyonuna diferensiyellenebilir egri denir [2].

Tanim 1.1.6. M bir diferensiyellenebilir manifold ve p € M olsun. p noktasinin bir
U komsulugunda tanimlanan diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesini C*(U,R) ile
gosterelim.

o:la,b)] CR—>M

bir diferensiyellenebilir egri olmak iizere f € C*(U,R) i¢in

df(ot)) )

= (22



ile tanimlanan v vektoriine o (fp) = p noktasinda bir tanjant vektorii denir. Burada v[f],
o(t) egrisi boyunca, f fonksiyonun tiirevidir.

v vektorli asagidaki ozellikleri saglar:

1)v:C*(U,R) — R bir lineer doniistimdiir. (lineerlik)

2)vifg] = (1)) + F(p)lel). f.8 € C7(U,R). (leibniz)

p € M noktasinda tanjant vektorlerinin kiimesi 7),(M) ile gosterilir.

S 1 Tp(M)xT,(M) = T)(M)
(Vpyup) = vp Bup = (v+u)p
ve
® @ RxT,(M)—T,(M)
(Avp) = AOv, = (W),
islemleri tanimlansin. Bu taktirde (7,(M),®,R",+,.,®) altilis1 n-boyutlu bir vektor
uzayidir. T,(M) uzayina M nin p noktasindaki tanjant uzay: denir [1].

Tammm 1.1.7. Vp € M noktasma T,(M) de bir tanjant vektorii karsilik getiren doniisiime

M tizerinde bir vektor alani denir. Yani M tizerinde bir V vektor alani

VM — | T,(M)
PEM

seklinde bir doniisiimdiir.M iizerindeki biitiin vektor alanlarinin kiimesi (M) ile gosterilir
& o x(M)xx(M) = (M)
(V,U)=»VaeU=(V+U)
ve
©  Rxy(M)—x(M)
(A V)= AOv=(Av)

islemleri tanimlansin. Bu taktirde (x(M),®,R",+,.,®) altilist n-boyutlu bir vektor

uzayidir [1].



Tammm 1.1.8. M, n-boyutlu bir manifold ve p noktasinda tanjant uzay 7,,(M) olsun.

T, (M) ={f|f: T,M — R, f lineer bir d6niigiim }

uzayina Tj,(M) nin dual uzay: veya kotanjant uzay: denir [1].

Tamim 1.1.9. M, n-boyutlu bir manifold ve M manifoldunun kotanjant uzay: 7; (M)

olsun. M nin bir koordinat komsulugu U olmak iizere

w : U— UT;(M)
peU
p—=w(p): T,M—R

ile tanimli doniigiime, M lizerinde I-form denir. w(p) € T, (M) elemanina bir kovektor

denir [1].
Tanmm 1.1.10. f : M — N diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Herbir p € M icin
dfp : Tp(M) — Tf(p)(N)

ile taniml1 lineer doniisiimiine f fonksiyonunun p noktasindaki diferensiyeli veya

tiirev doniistimii denir [2].

Onerme 1.1.1. M7, M7 diferensiyellenebilir manifoldlar ve ¢ : M1 — M

diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. Vp € My ve Vv € T,(M) i¢in, o(0) = p ve
o/(0) = v olacak sekilde o : (—¢e,€) — M, diferensiyellenebilir egrisi segilsin. Ayrica
B=@ooolsun. Butakdirde dg,(v) =B/ (0) ile verilen d¢, : T,(M) — T,(M>) doniisiimii

o nin seciminden bagimsiz bir lineer doniigiimdiir [2].

Ispat. x: U — My, p € M| noktasinda ve y : V — M, @(p) € M, noktasinda birer

koordinat sistemi olmak iizere

y_1 0@ox(q) = (V1(X1y-esXn)y ooy Ym (X1, ooy Xn))

q= (xl,...,xn) el , (y1;--~7Ym> ev



yazilabilir. Diger taraftan
xil © (X(t) = (X1 (t); ...,Xn(f>)
dir. Boylece
Y oB(1) = (1 (x1(£)),-, 3 (xa(1)))
elde edilir. Bu nedenle f3'(0), Ty, (M2) nin {2 3 Jo baziyla
a n
Z ail X Zal (1.1.1)

olarak yazilir. (1.1.1) esitliginden B’(0), o nin se¢ciminden bagimsizdir. Ayrica (1.1.1)

esitliginden
J 1 ayz ayl
/ _
B(axl p) = |p8y1’ 8x1 |pay lo(p) T -+ |p8y lo(p)
d 8y1 8y1 BYm
B/(a—xn|p) = |pay ’ |pa | p) o ‘pa | (p)
veya matris gosterimi ile
[ | | [ aﬂ| @| ay_m| 17 o |
axl p ox1 P ox; P ox; P ayl o(p
v 2 .. Dm
B/ 8x2 ’p — axz ‘p axz ’p sz ‘p ayz ’(P
2| 3ﬂ| aﬁ| aym| o
| Ox, P | ox, P Ox,!P ox, P | L aym o(p

elde edilir ki tiirev dontisiimii ( gy 221) m x n tipinde bir matrise karsilik gelir. Bu ne-

denle d¢,, T,(M;) iizerinde taniml1 lineer bir doniisiimdiir. Buradaki matrisin transpozu

olan
@| %| ... EM|
ox |P oxy |P ox, P
AN ) VN I ) o)
ox| |P 0x) |P ox, |17
Pim| - m| L D
| ox1 1P oxp 1P dx 1P
matrisine ¢ nin jakobian matrisi denir [2]. O]



Tammm 1.1.11. M; ve M, birer diferensiyellenebilir manifold olsun. ¢ : My — M>
doniisiimii diferensiyellenebilir, birebir ve @~! diferensiyellenebilir ise @ doniisiimiine
diffeomorfizm denir [2].

¢ : U — V doniisiimii bir difeomorfizma olacak sekilde p € M noktasinin bir U
komsulugu ve @(p) € M, noktasinin V komsulugu varsa ¢ doniisiimiine

lokal diffeomorfizm denir [2].

Teorem 1.1.1. [Ters fonksiyon teoremi]
© : My — M, diferensiyellenebilir doniisiim olsun. p € My noktasindaki dQ, diferensiyeli
lineer bir izomorfizmadir < p nin bir V komgulugu vardirki ©|V doniisiimii V den M, de

@(p) nin 9(V) komsulugu iizerine bir diffeomorfizmadir [3].

Sonug 1.1.1. ¢ : M| — M, diferensiyellenebilir doniisiim ve p € M7 icin
dop : Ty(My) — Ty(,)(M2) bir izomorfizma olsun. Bu takdirde ¢ doniisiimii p de lokal

diffeomorfizmadir [2].

Tamm 1.1.12. M", n- boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun.

TM = {(p,v) : pe M,v € T,(M)} kiimesine M manifoldunun tanjant demeti denir [2].

Tamim 1.1.13. M manifoldunun herbir p noktasina, 7,,(M) uzayi iistiinde, g, i¢ ¢arpimi
karsilik getiren bir g doniisiimiine, M liistiinde bir metrik tensorii ad1 verilir [4]. M man-
ifoldu {istiinde bir metrik tensorii varsa bu metrik tensorii ile bu manifolda bir Riemann

manifoldu denir [4]

Tamm 1.1.14. M ve N birer Riemann manifoldu ve f : M — N birebir bir diffeomorfizm

olsun. Vp € M ve u,v € T,M igin

(,v)p = (dfp(u),dfp(v)) s(p) (1.1.2)
ise f fonksiyonuna izometri denir [2].

Tanim 1.1.15. M ve N birer Riemann manifoldu olsun. (1.1.2) sartin1 saglayan
f:U — f(U) olacak sekilde herhangi bir p € M noktasinin bir U komsulugu varsa

f: M — N diferensiyellenebilir doniisiimiine bir lokal izometri denir [2].



Tamim 1.1.16. G, C* bir manifold olsun. Vx,y € G icin (x,y) — xy~! olacak sekilde

G x G — G diferensiyellenebilir doniisiimii tanimli ise G manifolduna Lie grubu denir [2]
Tamm 1.1.17. G bir Lie grubu olsun.
L, : GG
y = Li(y) = xy
ile taniml1 doniistime sol oteleme ve
R, : G—G
Ri(y) = yx
ile taniml1 doniistime sag oteleme denir [2].

Vx,y € G ve Yu,v € T,(G) igin

(u,v)y = (d(Ly)yu, d(La)yV) 1, (y)

ise G deki Riemann metrigine sol invaryant ve

(u,v)y = (d(Ry)yu, d(Rx)yV>Rx(y)

ise G deki Riemann metrigine sag invaryant denir [2]. Sol invaryant ve
sag invaryant olan Riemann metrigine bi-invaryant denir [2].

G Lie grubu iizerinde X bir vektor alan1 olsun. Vx € G i¢in dL,X = X ise X vektor
alanina sol invaryant vektor alani denir Benzer olarak Vx € G icin dR, X = X ise X vektor
alanina sag invaryant vektor alani denir. e € G etkisiz elemaninin tanjant uzay1 tizerinde
sol invaryant (veya sag invaryant) vektor alanlarinin ifade edilmesini saglar. Yani herbir
X, € T,(G) igin X, = dL,X, dir. Burada T,(G) tanjant uzayina Lie cebiri denir [2].

f fonksiyonu G de diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. x € G i¢in

dX(f) = X|[f] oldugundan
dL[X.Y|f = [X,Y](foLy) = X(dL.Y)f — Y (dLX)f = (XY —YX)f = [X,Y]f

dir. Bu ise herhangi iki sol invaryant vektor alaninin Lie parantezinin yine sol invaryant

bir vektor alant oldugunu gésterir. X,,Y, € T,(G) ise [Xe,Y.] = [X,Y]. olarak yazilir.



Tanim 1.1.18. G bir Lie grubu olsun. VX,,Y, € T,(G) i¢in

ady : T,(G)— T.(G)

Y. — adx(Y,) = [X,Y].
ile tanimli lineer doniisiime adjoint etkisi veya adjoint endomorfizmast denir [5].

Tanmm 1.1.19. G| ve G, Lie gruplan ve f : G; — G grup homomorfizmas1 olsun. f
diferensiyellenebilir ise f ye Lie grubu homomorfizmasi denir [5].

Ornegin n x n tipindeki regiiler matrislerin kiimesi olan GL(n,R) kiimesi ¢arpma
islemine gore bir Lie grubudur ve f: GL(n,R) — GL(1,R), f(A) = detA ile tamiml1 f

fonksiyonu Lie grup homomorfizmasidir.

Tanim 1.1.20. G bir Lie grubu,

R—G

t—g(t)

ile tanimli g(¢) grup homomorfizmasina G nin I-parametreli alt grubu denir [5]. Burada

Vt,s € R icin g bir homomorfizma oldugundan

8(r+s) =g(r)g(s)

saglanir. Ayrica g(0) = e ve g(t~') = g(—t) olarak tanmimlidur.

1.2 Afin Konneksiyon ve Riemann Konneksiyonu

X (M), M iizerindeki C* sinifindan vektor alanlarinin ciimlesi ve D(M), M iizerinde

tanimlanan reel degerli fonksiyonlarin halkasi olsun.
Tamm 1.2.1. [Afin Koneksiyon] Diferensiyellenebilir bir M manifoldu iizerinde

Vix (M) x (M) = x(M)
(X ,Y) = VY



ile tanimht X,Y,Z € x (M) ve f,g € D(M) igin
i) VixyeyZ = fVxZ+gVyZ
ii) Vx(Y —|—Z> =VyY +VxZ
i) Vx (fY) = fVxY + X(f)Y,
sartlarini saglayan V doniisiimiine afin konneksiyon denir [2].
Onerme 1.2.1. M, V afin konneksiyonu ile verilen bir diferensiyellenebilir manifold
olsun. o : I — M diferensiyellenebilir egrisi iizerinde V bir vektor alant olmak iizere bir

tek % vardir. %, V' nin o boyunca kovaryant tiirevi olarak adlandirilir ve asagidaki

sartlari saglar [2].

a) 2(v+w)=20+ 2

b) W, o boyunca bir vektir alani ve f, I da diferensiyellenebilir bir fonksiyon
olmak tizere fV = dtV—i—fDV dir.

c)Y ex(M)icinV(t)=Y(a(t)) olacak sekilde V bir vektir alant olsun. Bu
takdirde 5 =V 4o4,Y dir

Ispati vermeden once asagidaki sonucu verelim.

Sonug 1.2.1. Onerme 1.2.1 in (c) sikki, p de bir (xy,...,x,) koordinat sistemi segilerek ve

X, = ai alinarak
Xi
X =) xX;, Y=Y yX;
i J
yazilirsa

VyY = inVXi(ZyJ'XJ) = inijXin +ZXiXi(yj)X]
i 1,] LJ

elde edilir. Ffj € C*(M;R) olmak tizere Vy X; = ZkF Xy yazilirsa
VyY = Z Zx,y,r + X (1)) Xk (1.2.1)

dir [2]. Simdi 6nermenin ispatin1 yapalim.
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Ispat. Oncehkle V. min (a), (b),(c) sartlarini sagladigini gosterelim. V,W € x(M) igin
V=YvVX;ve W = Z,-w 'X; olsun. Bu takdirde

D(V+W) d(vi+w') . . DX;
I — —Xi 1 1
dt L +;(v+w>dt
dv' '
= Z_X
~ dt dt
_ bv pw
- dr dt

olup (a) sart1 saglanur.

D(fV) _ dif)
dt Z dt

DX,
XH-ZfVl—l

i

df
= Zd

olup (b) sart1 saglanur.
Y(a(t)) = (y1(t),-..,ya(t)), 2(0) = pigin 9¢(0) = T olsun. Bu takdirde

B dyl docj dyn docJ

dir. Bu ise % = Vyo,a:Y oldugunu gosterirki (c) sarti saglanir.

Simdi 2 7 nin tek oldugunu gosterelim. 7 € [ igin x: U C R* — M, o(I)Nx(U)
ile bir koordinat sistemi (x;(z),x2(2),...,x,(¢)) verilsin ve X; = g olsun. Bu takdirde
j=(1,...,n) i¢in v/ = v/(t) ve X; = X;(o()) oldugunda V vektr alam V = ¥ ;v/X; ile

ifade edilebilir. .
DV dav’ DX
—_— -V _x. JZJ
dt Z dr ™’ +ZV d
j j
oldugundan (c¢) ve Tanim 1.2.1 in (i) sartiyla

DX;

e L=VigaX; = V
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dir. Bu nedenle

dx;
dt —Z yr ,+Z—’VJVXX (1.2.2)

dir. Boylece Onerme 1.2.1 in sartlarii saglayan (1.2.2) esitligi 2 7 nin tek oldugunu
gosterir.
Varlig1 gosterebilmek igin x(U) da (1.2.2) esitligindeki 7 DV tanimlansin.  y(W),
y(W)Nx(U) # 0 olacak sekilde x(U) dan farkli bir koordinat komgulugu olsun. x(U)
da Z¥ nin tekliginden (1.2.2) esitligi y(W)Nx(U) da saglamir. Bu ise 2% nin y(W) da
taniml1 oldugunu gosterir. Boylece koordinat komsulugu tiim M iizerine genisletilebilir

ve ispat tamamlanir [2]. O]

Tanim 1.2.2. M, V konneksiyonu ile verilen bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bir
o : I — M egrisi boyunca bir V vektor alan1 herbir ¢ € [ i 1g1n = 0 ise V vektor alanina

parelel vektor alani denir [2].

Tanmm 1.2.3. o : [ — M egrisi iistiinde, a(zp) ve a(f;) noktalar: verildiginde, ou(z)
noktasindaki V' vektoriiniin belirledigi ou(f;) noktasindaki degerine V' vektoriiniin o(z;)
noktasina otelenmisi denir [4].

a = o(to) ve b = a(fy) diyelim. Yukaridaki tamma gore Ty (M) uzaymdan
To(s,) (M) uzayina bir P? fonksiyonu tanimlanmis olur. Bu fonksiyona o(#o) noktasindan
o) noktasina, o egrisi lizerinde parelel kayma fonksiyonu denir. P%(V) vektoriine V

vektoriiniin a(#1) noktasinda parelel transportu denir [4].
Pg : T(X(l()) (M) — TOC(Z]) (M>
doniisiimii lineerdir ve i¢ carpimi korur.

Tanmm 1.2.4. M, V konneksiyonu ile bir diferensiyellenebilir manifold ve (,) de bir Rie-
mann metrigi olsun. Herbir o diferensiyellenebilir egrisi boyunca V ve W paralel vektor

alan ciftleri igin (V,W)=sbt oldugunda, bu konneksiyona metrik ile uyumludur denir [2].
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Onerme 1.2.2. M, bir Riemann manifoldu olsun. M de V konneksiyonu metrik ile
uyumludur < o : [ — M diferensiyellenebilir egrisi boyunca herbir V ve W paralel vektor

alanlari icin

d DV DW
—(V,W) =(—,W V,— 1.2.3
SV = (D W)+ (=) (123)
dir [2].
Ispat. (1.2.3) esitligi saglandiginda V ve W vektor alanlari parelel olugundan =0ve

7 = 0 olup ﬁ(V,W) =0 dir. Buise V nin (,) ile uyumlu oldugunu gosterir. Simdi
tersini ispatlayalim. o € I igin Ty (M) nin, bir {Py(t9),...,Pu(to)} paralel ortonormal
bazini secelim.

v=Y P, w=YwP, i=1,...n
i i
olsun. Burada v ve w', I da diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Bu durumda
DV dvi ~ DW dw'
- _V I p T _VIp
dt ZI' dt " dt Xl" dr '
boylece

DV DW dw'

<va>+<v77> = Z{_W+ }

= —{(Yviwl=—(V,W
() dt<, )
elde edilir. n

Sonug 1.2.2. Bir M Riemann manifoldu iizerinde V konneksiyonu metrik ile uyumludur
< X, Y,Z € x(M) igin
X(Y,Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ)

dir [2].

Tammm 1.2.5. M, V konneksiyonu ile verilen bir diferensiyellenebilir manifold olsun.
X,Y € x(M) i¢in
VxY —VyX =[X,Y] (Torsiyonsuz)

ise V ya simetrikdir denir [2].
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Sonug 1.2.3. (U, x) koordinat sisteminde V nin simetrik olusu herbir i, j = 1,...,n i¢in

0
VX,-Xj - VXjX,' = [Xi,Xj] =0, X;= g

esitligini saglar [2]. ( Bu esitlik I'}; = T*; gergegine denktir.)

Teorem 1.2.1. [Levi-Civita.] M bir Riemann manifoldu olsun. Bu takdirde asagidaki

sartlari saglayan birtek V konneksiyonu vardir [2].

i) V simetriktir.

ii) V Riemann metrigi ile wyumludur.

Ispat. Oncelikle V konneksiyonun var oldugunu kabul edip tekligini gosterelim.

X,Y,Z € (M) i¢in V konneksiyonu metrikle uyumlu oldugundan

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ) (1.2.4)
Y(Z,X) = (VyZ,X)+(Z,VyX) (1.2.5)
Z(X,Y) = (VzX,Y)+ (X, V) (1.2.6)

dir. (1.2.4) ile (1.2.5) toplanir ve (1.2.6) ¢ikarilir ve V nmin simetrikligi kullanilirsa

X{Y,Z) + Y(Z,X)—-Z{X,Y)

= ([X,Z],Y)+([Y,Z],X)+(X,Y],Z) +2(Z,VxY)

elde edilir.

(Z,VxY) = %{X(Y,Z) +Y(Z,X)—Z(X,Y) (1.2.7)

—(X,Z,Y) +([¥, 2], X) — ([X,Y],Z) }

dir. (1.2.7) ifadesi V nin tek oldugunu gosterir.
(1.2.7) ifadesi tanimlanarak V nin iyi tanimli oldugu ve Tanim 1.2.1 in (i),(ii) ve

(iii) sartlarim sagladig1 agiktir. Bu ise varliginin ispatidir. ]

14



Tanmm 1.2.6. Yukardaki teoremde verilen konneksiyona M de Levi-Civita konneksiyonu
veya Riemann konneksiyonu denir [2].

U lizerinde V konneksiyonunun bilesenleri tarafindan VxX; = Y Fi.‘ij olarak
tanimlanan Fk fonksiyonlarina Cristoffel sembolleri ad1 verilir [2].

(1.2.7) dan devam edilecek olursa g;; = (X;,X;) olmak lizere

8 0 0
Zrzjg€] 2 a gjk+ax 8ki — a gl]}

dir. g" matrisi g, matrisinin ters matrisi olmak iizere

m 1.0 J 0 im
Fl’j - E{a_xig]k + gjgkl - a_xkgl]}g (1.2.8)

elde edilir [2].

Tamim 1.2.7. y: I — M parametrelendirilmis bir egri olsun. 7y € I noktasinda (‘3) 0
ise Y ya fo noktasinda bir geodezik egri denir. V¢ € I i¢in v, ¢ de bir geodezik ise bu
egriye geodezik egri denir. Bagka bir deyisle egrinin teget vektor alani paralel ise
egriye geodeziktir denir. Eger [a,b] C I ve y: I — M bir geodezik ise Y nin [a,b] ye

kisitlanmasina y(a) dan y(b) ye bir geodezik parcast denir [2].

v: 1 — M bir geodezik ise
i<d_y d_y> — 2<2d_7 d_y>
dt'dt’dt’ — Tdtdt’dt
D dy dy

= Gaa T

dir. Bu ise % tanjant vektoriiniin yay uzunlugunun sabit oldugunu gosterir.

Kabul edelimki \ 7 | = ¢ # 0 olsun. Y nin £ yay uzunlugu
t drY
0(t) = —|dt = c(t —1t,
0= [ 15t =c(t=1)

ile ifade edilir. ¢ = 1 ise Y geodezigine normallestirilmis geodezik denir [2].
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Simdi bir (U, x) koordinat komsulugu sisteminde bir y geodezigi tarafindan saglanan
lokal esitlikleri ifade edelim.

{x1,...,x,} koordinat sistemine gére U da bir 7 egrisi

bir geodeziktir <

D dy d*x;,  dxidx;. 9
dl<dl) zk"( dr? +iz;.' Ydt dt )axk
veya
d*x;  dxidx;
— I'.——=0, k=1,... 1.2.9
dl‘z + l.‘] lj dt dt b b 7n ( )
dir [2].

Teorem 1.2.2. [Geodeziklerin Varlik ve Teklik Teoremi]
M, iizerinde bir konneksiyon tanumli olan bir manifold olsun. ¥p € M, Yv € T,(M) ve
to € R icin I C Rty noktasini iceren bir agik aralik olsun. Bu takdirde y(ty) = p ve

Y (0) = v sartlarim saglayan birtek y: I — M geodezigi vardur [2].

Ispat. p nin U komsulugunda bir (x;) koordinat sistemi secilsin. (1.2.9) esitliginden
v: 1 — U egrisi bir geodezikdir <
d’x;,  dxidx;
ar ~Cidr dr
dir. Bu x;(t) fonksiyonlar1 igin ikinci dereceden bir diferensiyel denklemdir.
Adi diferensiyel denklemlerin varlik ve teklik teoreminden ¢ noktasini iceren / agik

aralig1 lizerinde tanimli bir tek y: I — M maksimal geodezigi vardir ve vy tektir. U

Ornek 1.2.1. M = R" olsun. R” nin geodezikleri dogrulardir. M = §" C IR", n-boyutlu

birim kiire olsun. S" nin geodezikleri baglangi¢ noktasi ve hizi belli olan cember yaylaridir

[2].

Tamm 1.2.8. Bir geodezigin tamim kiimesi genisletilemiyorsa bu geodezige maksimal

geodezik denir [2].
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Tanmm 1.2.9. M bir Riemann manifoldu olsun. Eger M nin bir geodezigi R nin tiimiinde
tanimli ise bu manifolda tam Riemann manifoldu adi verilir. Bu durumda geodezik mak-

simaldir [2].

Tanmm 1.2.10. o : [a,b] — M bir egri ve [a,b] nina =1ty <t) < ... <fr_| <ty =b

parcalanisi verilsin. i =0, ...,k — 1 i¢in 0c|[ kisitlanmis dontistimii

fistig1]
diferensiyellenebilir ise o egrisine parcali diferensiyellenebilir egri denir [2].
Burada o(#;) noktalarin herbirine o egrisinin kdgeleri ve lim,_,,+ o' (r) ve lim, , - o/(¢) ile

sekillenen agtya a(#;) noktasindaki kdse agist denir [2].

Tanim 1.2.11. A, R? de baglantili bir kiime, U agik olmak iizere U C A C U olsun. Ayrica
A nin 0A sinir1, kose agilar1 T den farkli olan parcali diferensiyellenebilir bir egri olsun.
f:A C R? - M diferensiyellenebilir doniisiimiine parametrelendirilmis yiizey denir [2].
Burada A nin dA sinirinin kose agilarinin 7 den farkli olmasinin nedeni f nin verilen bir

genislemeye bagl olmaksizin, diferensiyellenebilir olmasini saglar.

(u,v), R? nin kartezyen koordinatlar1 olsun. v sabit secilirse u — f(u,vo) doniisiimii

M de bir egri ve g—f: ise bu egri lizerinde bir vektor alanidir. Benzer sekilde ug sabit secilirse

v = f(up,v) doniisimii M de bir edri ve 3—]; ise bu egri iizerinde bir vektor alanidir.

Boylece %, % V(u,v) € A i¢in tamimli ve f tizerinde birer vektor alanlaridir.

V, f A — M parametrelendirilmis yiizeyinde bir vektor alani ise vy sabit olmak
lizere % (u,v0), u— f(u,vp) egrisi boyunca V vektor alaninin kovaryant tiirevidir. Benzer
sekilde ug sabit olmak iizere %(uo,v), u — f(up,v) egrisi boyunca V vektor alaninin

DV .. DV

kovaryant tiirevidir. Boylece V(u,v) € A igin 5~ ve 5~ tanimhdur.

Lemma 12.1. M diferensiyellenebilir bir manifold ve f : A C R> — M

parametrelendirilmis yiizey olsun. Bu takdirde

Dof _ Dof
ovou Judv

dir [2].
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Ispat. x:V C R” — M f(A) da bir koordinat sistemi olsun. —f =Y, au‘ 5 oldugundan
D of
dvou v Z ou ax’
B Z ale d Z 0
B oudv oxi ou Z;(axl )=% Oxi
Z 9% 9 Z ox'! axf 0
oudv oxi ou av Fwi % ol

dir. Konneksiyonun simetrikliginden V 5 a =V a a - dir. Benzer §ek11de f . hesap
ox/

edilecek olursa tistteki ile ayn1 ifade elde edilir. Boylece lemmanin ispati tamamlanir. [

Tamm 1.2.12. [Ustel doniisiim]
veT,(M),v#0iginy(|v|, M) v(1,v) olsun.

exp,(v) =¥(1.v) ve exp,(0) = p
ile taniml1 doniistime exponantial doniisiim denir [2].
Onerme 1.2.3. g € M ve £ > 0 icin
exp, : Be(0) C T,(M) — M
doniistimii lokal diffeomorfizmadir [2].
Ispat. 0 = (0,...,0) noktasinda d (exp, ), hesaplanacak olursa
d(equ)o - E(equ(tv))’t=0 - E(’Y(LQJV)”I‘:O =V

dir. Boylece d(exp,)o, T;(M) tizerinde tammli olup ters fonksiyon teoreminden exp,, 0

nun komsulugunda bir lokal diffeomorfizmadir. [

Lemma 1.2.2. [Gauss Lemma. ]
pEMve0#xe€T,(M) igin exp,(x) tammli ve vy,wy € Ty(Tp(M)) ~ T,(M) olsun. Bu
takdirde

((dexp,)(vx),d(exp,)(wx)) = (vx, W) (1.2.10)

dir [3].
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Ispat. f(t,s) =t(v+sw) olacak sekilde T,(M) iki parametreli f doniisiimii tanimlansin
ve bu doniisiimiin M deki exponantial goriintiisii f(t,s) = exp,(#(v+ sw)) olsun. Bu

takdirde £;(1,0) = v, ve f5(0,1) = w, dir. Boylece

fi(1,0) =dexp,(vx), f5(1,0) =dexp,(wx)

dir. Burada (f;(1,0), f5(1,0)) = (v,w) oldugu gosterilirse ispat tamamlanur.
t — f(t,s) meridyen egrisi hiz vektorii v+ sw olan bir geodezik oldugundan f;; =0

ve (f;, fr) = (v+sw,v+sw) dir. Lemma 1.2.1 den fy; = f;; dir. Bu nedenle

d 10
§<ft7f:¢> = <flvfst> = <ft7fts> = §$<ft7fl>

dir. Yukarida elde edilen esitlik V7 icin

(D4 F0,0) = )

oldugunu gosterir. Vs igin f(0,s) = exp,,(0) = p oldugundan (f;, f;)(0,0) = 0 dir. Béylece

(ft, fs)(,0) =t{v,w) dir. Burada ¢t = 1 yazilarak ispat tamamlanir. O

Tamm 1.2.13. Eger exp,, doniisiimii 7,,(M) de orijinin bir V komsulugunda bir
diffeomorfizm ise exp, V = U kiimesine p nin normal komsulugu denir [2].
Be(0) C V olmak iizere exp,, Be(0) = Be(p) yuvarma p merkezli € yarigaph normal yuvar

veya geodezik yuvar denir [2].
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2. EGRILIK
2.1 Riemann egriligi
Tamm 2.1.1. M bir Riemann manifoldu olsun. V, M nin Riemann konneksiyonu olmak
tizere VX,Y € (M) igin
R(X,Y)Z =VyVxZ— Vvaz—l—V[Xy]Z, VAS X(M)

olacak sekilde tamimlanan R(X,Y) : (M) — (M) doniisiimiine M Riemann

manifoldunun Riemann egrilik operatorii denir [2].

Burada p € M noktasinda bir {x;} koordinat sistemi igin [%, %] = 0 oldugundan
i J
9 0d .0 d
L O Vv, V, -V,V, )=
(ax," axj)axk ( TEJ- P e r?j)axk’

olarak ifade edilir.

Onerme 2.1.1. Bir Riemann manifoldunun R egriligi asagidaki sartlara sahiptir.
(i) R, x(M) x x(M) de bilineerdir.
Yani f,g € D(M) ve X1,X>,Y1,Y>» € (M) icin

R(fX1+gXo,Y1) = fR(X1,Y1) + gR(X2,11)

R(Xy, fY1+gY2) = fR(X1,11) +gR(X1,12)
dir.
(ii) Herbir X,Y € x(M) i¢in, R(X,Y) : x(M) — (M) egrilik operatorii lineerdir oyleki

R(X,Y)(Z+W)=R(X,Y)Z+R(X,YW,
R(X,Y)fZ=fR(X,Y)Z, f€DM), Z,W € (M)
dir [2].
Onerme 2.1.2. /1. Bianchi Ozdesligi]
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =0

dir [2].
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Ispat. Riemann konneksiyonunun simetrik olusundan

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = VyVxZ—VxVyZ+Vix y|Z

+VzVyX —VyVzX + V[Y,Z}X +VxVzY —V;VxY — V[Z7X]Y

= Vy[X,Z]|+V.[Y,X]+ Vx[Z,Y] — Vixz¥ —=VyxiZ—VizyX
=V [X, 2]+ (2, [V X]|+ X, [Z,Y]] =0
dir. Bu son esitlik vektor alanlari i¢in jakobi 6zdesligini gosterir.
Buradan sonraki kisimlarda (R(X,Y)Z,T) = (X,Y,Z,T) olarak gosterilecektir.

Onerme 2.1.3. M bir Riemann manifoldu olsun. ¥X,Y,Z,W € y(M) icin

a) (X,Y,Z,T)+(Y,Z,X,T)+(Z,X,Y,T) =0
b) (X,Y,Z,T)=—(Y,X,Z,T)
¢) (X,Y,Z,T)=—(X,Y,T,Z)

d)(X,Y,Z,T)=(Z,T,X,Y)
dir [2].

Ispat. (a) 1. Bianchi 6zdesliginden agiktir.
(b) Tanim 2.1.1 den agiktir.
(¢)
(X,Y,Z,Z) = (VyVxZ—-VxVyZ+VxyZ,Z)(VyVxZ,Z)

— Y(VxZ,Z)— (VxZ,VyZ)
(Vn2.2) = 5K ¥)(Z.2)
dir. Boylece
(X,Y,Z,Z) = Y(VxZ,Z)—X(VyZ,Z)+ %[X,Y] (Z,7)
_ %Y(X(Z,Z>) _ %x(y<z,z>) + %[X,Y] 2.7)

_ _%[x,mz,z) +%[X,Y]<Z,Z> —0,
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dir. Bu ise (¢) nin ispatin1 gosterir.

(d) 1.Bianchi 6zdesliginden
(X,Y,Z2,T)+(Y,Z,X,T)+(Z,X,Y,T) =0,

Y,z, 7,.X)+ (Z,T,Y,X)+ (T,Y,Z,X) =0,

(Zz,T,X,Y)+(T,X,2,Y)+ (X,Z,T,Y) =0,

(T,X.Y,2)+(X,Y,T,Z)+ (Y,T,X,Z) =0,

dir. Yukaridaki esitliklerden
2(2,X,Y, T)+2(T,Y,Z,X)=0

ve

(2,X,Y,T)=(Y,T,Z,X)
elde edilir. ispat tamamlanir.
Eger
x=Yux,v=Yvx; z=Y w'x,
i j k

ise R nin lineerliginden

R(X,Y)Z =Y R u'vw'X,
ijkl

dir.

Burada standart % = X; baz1 alinirsa
0
R(X:, X)X = ZRiijg.
l
yazilir. Burada (U, x) de Rfjk, R egriliginin bilesenleridir.

R(Xi,X]’)Xk = VXjVX,-Xk_VX,»VXij

¢ ¢
= V(L TaXe) = Vx (Y TuXe)
7 7
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yazilirki bu direk bir hesaplamayla

d
e= Y TR, — Zr kl“f£+ — 5T (2.1.2)
J4 i
olarak elde edilir.
<R(X17X )Xka ZRngés - leks

yazilarak Onerme 2.1.3 deki esitlikler
Rijks + R jris + Riijs = 0
Rijks = —Rjiks
Rijks = —Rijsk
Rijks = Risij

tekrar elde edilir.
2.2 Kesit egriligi ve Ricci egriligi

Tanim 2.2.1. M bir Riemann manifoldu olmak iizere lineer bagimsiz X ve Y vektorlerinin
gerdigi diizlem 7 olsun.
(R(X,Y)X,Y) (X,Y,X,Y)

K = R xw ) - 72 KXY~ (X,7)?

esitligindeki K (m) sayisina T kesitinin kesit egriligi denir [6].

Lokal koordinatlarda (e;,e;) = g;; ve X =Y, u'e;, Y =Y. j vie; yazilirsa

ZRijkguivjukvé

K(m) =— _
(m) Y (gikgje — &ie jk ) u'viukvt
dir.
Ayrica X ve Y vektorleri ortonormal ise 7 kesitinin kesit egriligi
K(m)=—(R(X,Y)X,Y)=—(X,Y,X,Y)
dir.
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Teorem 2.2.1. M bir Riemann manifoldu olmak iizere lineer bagimsiz X ve Y

vektorlerinin gerdigi diizlem T olsun. Bu takdirde

i) K(X,Y)=K(Y,X)

i) K(X,Y) =K(rX,sY), r#0,5£0, r,s € R

iii) K(X,Y) = K(X +1Y,Y)

) K(X,Y)=K(aX+bY,cX+dY), ad—bc#0
dir [1].

Ispat. i) Onerme 2.1.3 iin (b) ve (c) sikkindan

(X,7,X,Y)
(X,X)(Y,Y) - (X7Y)2
(Y,X,X,Y)
(XvX)(Y7Y) - (X7Y)2
(Y,X,Y,X)
(X, X)(Y,Y)—(X,Y)?
= K(Y,X)

KX,)Y) = —

dir.

(rX,sY,rX,sY)
(rX,rX)(sY,sY) — (rX,sY)?
r{X,R(sY,rX,)sY)
_r252<X7X><Y7Y> - <X7Y>2
r{X,V,xVsysY —VyV,xsY — V[rX,sY} sY)
B r252<X>X><Y7Y>_<X7Y>2

K(rX,sY) = —

elde edilir. Burada

VrX VSYsY = VrXsVYSY
= erSZVYY

= FSZVXVyY

oldugundan K (rX,sY) = K(X,Y) dir.
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(iii) ve (iv) siklarinin ispat1 da benzer sekilde yapilabilir. Yalniz (iv) sikkinda

ad — bc # 0 alinmasinin geregini ifade edelim.
X' =aX+bY

Y =cX+dY

doniigiimii ile 7 nin {X,Y} bazindan {X’,Y’} bazina gegebilmek igin ad — bc # 0
alinmalidir. Aksi halde {X’,Y’} baz olamaz. O

Sonucg 2.2.1. X,Y € T,(M) ve {X,Y} lineer bagimsiz olsun. {X,Y} nin gerdigi diizlem
7 olsun. Teorem 2.2.1 1n (iv) sikki geregince K(m) kesit egriligi X ve Y vektorlerinin
seciminden bagimsizdir. Daha agikca; 7 diizlemini geren herhangi lineer bagimsiz Z ve

W vektorleri icin

K(X,Y)=K(W,Z)
dir [7].
Simdi kesit egriliginin Gauss egriligi iligkisini ifade edelim.

Teorem 2.2.2. M manifoldu R? de bir yiizey olsun. p € M igin T,(M) nin bir bazi {X,,Y,}

ve M nin p noktasindaki Gauss egriligi K (p) ise
K(X,Y)|,=K(p)
dir [1].

Ispat. {X,Y} sistemine Gram-Schmidt metodu uygulanarak {W,Z} ortonormal sistemi

elde edelim. O zaman

1
W=—X
| X|
Y-, W)W
B |Y_ <Y7W>W’
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dir. Teorem 2.2.1 1n (i) ve(iv) siklart goz Oniine alinirsa

B Y — (Y, W)W
KW.2) = K(gx s VAL

= K@Y - (r,W)W)

_ K(Y——< >>X X)

= K(7 )

— KXY

bulunur. Bilindigi gibi {W,Z} ortonormal oldugundan M yiizeyinin K (p) Gauss egriligi

dir. Buna gore

K(p)
KW.Z)|, =
( 7 )|I7 <W,W><Z,Z> - <W=Z>2
olur. Bu ise
K(W,2)|, =K(p)
demektir. L]

Diger taraftan 6nemli bir nokta da K(X,Y) nin paydasindaki ifade olan
<X7X><Y7Y> - <X7Y>2

nin geometrik anlamidir. M bir Riemann manifoldu ise bu ifadenin degeri X ve Y

vektorleri iizerinde kurulan paralelkenarin alaninin karesine karsilik gelmektedir.

Teorem 2.2.3. Eger boyM > 3 ve T,(M) nin tiim kesitlerinde kesit egriligi tanumli ise bu

durumda Riemann egrilik tensorii p noktasinda tek tiirlii tamimlidir [6].

Ispat. R ve R, Onerme 2.1.3 ii saglayan iki egrilik tensor alani ve X,Y,Z,W € y(M)
i¢in (X,Y,Z,W)— (X,Y,Z,W) = A(X,Y,Z,W) olsun. A tensorii simetri 6zelligini
saglayacagindan VX,Y € x(M) i¢in (X,Y,X,Y) = (X,Y,X,Y) veyaA(X,Y,X,Y) =0 dur.
Burada X yerine X + Y yazilirsa

0=AX+Y,Z,X+Y,Z)=A(X,Z,Y,Z)+A(Y,Z,X,Z)

26



dir. Onerme 2.1.3 in (d) sikkindan A(X,Z,Y,Z) = A(Y,Z,X,Z) olup A(X,Z,Y,Z) = 0 dur.
Z yerine Z + W yazilirsa

0=AX,Z+W,Y,Z+W)=AX,Z,Y,W)+AX,W,Y,Z)
olup sirastyla Onerme 2.1.3 iin (d) ve (b) sikki kullanilarak
0=AY WX, Z)+AX,W.Y,Z) =AY, W.X,Z)—A(W,X,Y,Z)
dir. Swrasiyla Y, W, X Z vektorleri yerine X,Y,Z,W yazilirsa
AX,Y,ZW)=A(Y,Z,X,W)

elde edilir. Bu ise X, Y, Z nin dairesel permitasyonunun A nin degerini de8istirmeyecegini
gosterir. Onerme 2.1.3 iin (a) sikkindan 3A(X,Y,Z,W) = 0 olup A(X,Y,Z,W) = 0 dur.
Boylece VX,Y,Z, W € (M) i¢cin A = 0 dur. O

Teorem 2.2.4. M bir Riemann manifoldu ve p € M olsun. VX ,Y,Z,W € T,(M) i¢in
<R/(X7Y)W7Z> = <X7W><sz> - <Y7W><X7Z>

ile R' : Ty(M) x T,(M) X Ty,(M) — T,(M) 3-lineer doniigiimii tanimlansin. Bu takdirde M,
Ky sabit kesit egrilikligine sahiptir. < M nin egrilik tensor alani R olmak iizere R = KyR'
dir [2].

Ispat. := Vo C T,(M) icin K(p,06) = Ko ve (R'(X,Y,W),Z) = (X,Y,W,Z)" oldugunu
kabul edelim. R’ Onerme 2.1.3 deki (a),(b), (c),(d) sartlarini saglar. Kabulumiizden

(X,Y,X,Y) = (X,X)(Y,Y)— (X,Y)?
olup VX,Y € T,(M) vektor ¢ifti icin
(X,Y,X,Y) = Ko([X[*|Y]> = (X,¥)?) = Ko(X,Y,X,Y)'
elde edilir. Buise VX,Y,W,Z € T,(M) i¢in
(X,Y,W,Z) = Ko(X,Y,W,Z)'

olur. Boylece R = KyR' dir.

:<= ispat1 Tanim 2.2.1 den agiktir. ]

27



Sonug¢ 2.2.2. M n-boyutlu bir Riemann manifoldu p € M ve {ey,...,e,}, T,(M) nin
ortonormal bazi olsun. i, j,k,¢ = (1,...,n) i¢in R;jx¢ = (R(ei,e})ex,ep) ile tanimlansin.

Bu takdirde Vo C T,(M) i¢in K(p,0) = Ko < Rjje = Ko(8ixdj¢ — 8;¢8 i) dir. Burada

dir. [2].

Tamim 2.2.2. M bir Riemann manifoldu olsun. Eger M, bir p € M noktasinin her kesitinde
aym K, sabit egriligine sahipse M manifolduna p noktasinda izotropiktir denir. Eger M,

Vp € M noktasinda izotropik ise M manifolduna izotropik Riemann manifoldu denir [6].

Tanm 2.2.3. M izotropik Riemann manifoldunun Vp € M noktasinda K, kesit egriligi

ayn1 ise bu manifolda sabit egrilikli manifold denir [6].

Tanim 2.2.4. [Ricci egriligi ] M bir Riemann manifoldu p € M ve {ey,...,e,}, p

noktasinin bir ortonormal bazi olsun. VX,Y € x(M) i¢in

SX,Y)=Y (e, X,Y,e;) =Y (R(e;,X)Y,e;)

agE
=

i=1 1

~.

ile taniml1 2 indisli S tensor alanina M Riemann manifoldunun Ricci egrilik tensor alan
ve S(X,Y) ye ise M manifoldunun Ricci egriligi denir [6]. Burada S(X,Y) Ricci egriligi

{e1,...,e,} ortonormal bazinin se¢iminden bagimsizdir.

M bir Riemann manifoldu p € M ve {ey,...,e,}, p noktasinin bir ortonormal bazi

olsun. Herhangi bir v € T,,(M) igin v = ¢; olsun. Bu takdirde Ricci egriligi

S(v,v) =) (ei,er,er,e;)

-

i=1

dir. Bu ise herhangi birim vektor v € T,(M) olmak tizere S(v,v) Ricci egriliginin, v
ye ortonormal bazin diger elemanlar tarafindan gerilmis diizlemlerin kesit egriliklerinin

toplami oldugunu gosterir [7].
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Tanim 2.2.5. M iizerinde I fonksiyonu
n n
L(p)= ) (eiej,eiej) = Z (ej.ej))
ij=1 Jj=1

ye M nin skaler egriligi denir [6]. Ayrica skaler egrilik, Ricci egrilik tensoriiniin izi olarak

da tanimlanabilir.

M bir Riemann manifoldu p € M ve {ey,...,e,}, p noktasinin bir ortonormal bazi
olsun. e; ve e; tarafindan gerilmis diizlemin kesit egriligi K (e;,e;) olmak iizere

n

n
Z e],e] Z (€i,€j7€j’ei):ZK<ei7ej>

i,j=1 i#]
dir. Bu ise skaler egriligin, ortonormal baz ciftleri tarafindan gerilen tiim diizlemlerin

kesit egriliklerinin toplami oldugunu gosterir [7].

Tamim 2.2.6. Eger S(X,Y) = c(X,Y) olacak sekilde sabit bir ¢ € R varsa M manifolduna
Einstein Manifoldu denir [6].

Einstein manifoldlar sabit Ricci egrilikli manifoldlardir. Sabit kesit egrilikli mani-
foldlar Einstein manifoldlari i¢in drnektir. Ancak bunun tersi dogru degildir.

Bi-invariant metrigi ile kompakt G Lie grubu kiimesi bir Einstein manifoldudur ama
sabit kesit egrilikli bir manifold degildir. Bu 6rnegi ifade edebilmek i¢in Oncelikle bu

kiime iizerinde konneksiyon ve egriligin nasil tanimli oldugunu gosterelim.

Teorem 2.2.5. X ve Y, bi-invariant metrigi ile G Lie grubu iizerinde sol invariant vektor

alanlarive V, G de afin konneksiyon olsun. Bu takdirde

1
Vx¥ =S [X.]

drr.

Ispat. Z, G de sol invaryant vektor alani olsun. g(z), g(0) = e ve ¢(0) = Z, olacak sekilde

G de bir parametreli grup ise VY vektor alani i¢in Vz Y = ( gm |ty dir. Ayrica Z, )= i‘f

ve Bi-invariant metrigi ile G gruplari kiimesi tam oldugundan g(z) bir geodeziktir. Bu
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nedenle

Dz o o <
dgt@ = %(%) =0 ve VzZ =0 dir. Z sol invariant vektor alan1 oldugundan

VzZ =0 dir. Bu nedenle Vxy (X +Y) =0 olup

VxY +VyX =0 (2.2.1)

dir. Ayrica
VxY —VyX = [X,Y] (2.2.2)
oldugundan (2.2.1) ve (2.2.2) beraber diisiiniiliirse iddia ispatlanir. [l

Teorem 2.2.6. G, Bi-invaryant metrigi ile kompakt Lie grubu olsun. 1, G nin bir kesiti ve

X,Y G de sol invaryant vektorler olmak iizere
1
K(m)=—(X,Y,X,Y) = +4—l[ [X,Y],[X,Y]]
dir. X,Y,Z G de sol invaryant vektor alanlari olmak iizere egrilik tensor alant
1
dir [6].
Ispat. Bi-invaryant metrigi ile G de konneksiyon VxY = %[X ,Y] dir. Bu takdirde

R(X,Y,Z) = VxVyZ—VyVxZ—VixyZ

1 1 1
= JX.In.Z)]-glv.x.2)] - 5[ [X.Y].Z
= lZ[X Y]]
4[’ ’
— —%[X,[Y,Z]]

dir. ([X,Y],Z) = (X,[Y,Z]) oldugundan
K(m) = —(X,Y.X,) = ([ V]X]Y) = (Y] X, ¥))

dir. ]
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Sonug 2.2.3. G, bi-invaryant metrigi ile kompakt Lie grubu ve X,Y,Z vektor alanlar1 G

de sol invaryant olsun. Bu takdirde S(X,Y) Ricci tensor alani
1
S(X,Y)= —Ztr(adX)(adY)Z

ile tamimhidir [6].

Ispat. Teorem 2.2.6 kullamlarak G de
1
R(Z,)Y)X = —Ztr(adX)(adY)Z

dir. {E,...,E,;} G de ortonormal baz olmak iizere

<CldX.El',Ej> = <[X,Ei],Ej> = —<Ej, [X,Ei]> = —<Ej,adX.Ej)
olur. (a;;), adX in matrisi olarak alinirsa bu matris ters simetrik oldugundan

tr adX adX = —Za?j
i

dir. Bu nedenle 4S(X,Y) = —tr adX adX =Y, ; a%j > 0 elde edilir. Bu ise Ricci
egriliginin sabit oldugunu gosterir. Boylece bi-invaryant metrigi ile kompakt Lie grubu

kiimesi bir Einstein manifoldudur. Sabit egrilikli uzaylarin her kesitinin egriligi ayn1 olan

sabit bir deger olmasi gerektiginden bu kiime sabit egrilikli degildir. [
2.3 Jakobi Alam

Lemma 2.3.1. f: A C R> — M parametrelendirilmis bir yiizey, (s,1), R? nin alisilms

koordinatlart olsun. V =V (s,t), f boyunca vektor alani olsun. ¥(s,t) icin R(%—{, %—J;)V

tamimli olup
DD D D af df

o’ asa’ RGNV

dir [2].
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9

Ispat. p € M noktasinda (U, x) koordinat sistemini secelim. X; = 5 Ve vl =vi(s,1) olmak

iizere V = ¥;v'X; olsun. Bu takdirde

D D vy v.iD. N
gVZg(;vX,)—;ng,—i—;gXl,

veE

dir. Bu nedenle yukaridaki ifadede s ve ¢ nin rolleri degistirilirse

bb, DD, —Z DDX BBX.)
ot ds  Osor 555 T a5 ar s

elde edilir. Simdi 2 5 5 D x: ifadesini hesaplayalim.

fs,t) = (x1(8,1), ..., x(5,1))

) ox; d
alinirsa a—f =Y, 5iX; ve az = Y 55Xy dir.

%Xi =V_ w  (X)=Y; %ijXi oldugundan

Xi(5H)X;
%%Xi = g(zj: %VX,XJ
; %VXJXi + Z % Vs, x /a0 x (Vx, Xi)
L gj Xit+ Z axl o =,V Vi Xi,

veya

DD DD :
Gras ~asa Zka—

dir. Sonug olarak

—-— VXkVXX Vx; Vx X i)

DD DD 10X} 0x
Grasava T LMo o RN
A of
- R(g,g)v,
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elde edilir. Bu ise ispati tamamlar. O]

Simdi Jakobi esitligini ifade edelim. M bir Riemann manifoldu ve p € M olsun. exp,,

doniisiimii v € T),(M) de tammli ve w € T,(7,,(M)) ise Gauss Lemmasinin ispatindan

d
d(Cpr)vW = a_{(170>

dir. Burada f fonksiyonu
f(t,s) :expptv(s), ,0<r<1, —e<s<eg

olacak sekilde bir parametrik yiizey ve v(s), v(0) = v, v/(0) = w olacak sekilde 7,(M) de
bir egridir.

vy bir geodezik oldugundan herbir (z,s) i¢in %%—f; = (0 dir. Bu nedenle lemma 2.3.1

den
_Db/Dof, _ DDIf . df of df
_as(atat) T Otdsot <as’ar)at
_ DDIf L OF O O
0t dt Os or’ ds’ ot
dir. %—J:(I,O) = J(t) yazilarak
D2%J
2 TRO@,J0))Y (1) =0 (2.3.1)

elde edilir. Bu esitlige Jakobi esitligi denir [2].

Tanmm 2.3.1. y: [0,a] — M, M iizerinde bir geodezik olsun. Yy boyunca bir J vektor
alam V¢ € [0,q] icin (2.3.1) ile verilen jakobi esitligini sagliyorsa Jakobi alami olarak
isimlendirilir [2].

Bir jakobi alan1 J(0) = 0, %(O) = w baglangig¢ sartlarint saglar. (e (z),...,e,(t)) v

tizerinde bir ortonormal vektor alam1 olmak tizere

J(1) =) fi()ei(t), aij = (RO (1),ei(t))Y (1), ej(1)), irj=1....n

olsun. Bu takdirde

D?J "
e Zfi (t)ei(t)
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veE

RO .Y = YAR( IV ejle;

J
= Y filR(Y,ei),ej)ej =Y fiaije;.
ij ij
olur. Bu nedenle (2.3.1) esitligi
;’+Za,~j(t)ﬁ-(t):0, j=1,..,n

ikinci dereceden diferensiyel denklem sistemine denktir. Burada J(0), 27(0) baslangic
sartlar1 ile verilen [0,qa] da tanimli ikinci dereceden diferensiyel denklem sisteminin bir

C* ¢oziimii vardir.

Ornek 2.3.1. [Sabit egrilikli manifoldlar iizerinde Jakobi alanlari]
M sabit K kesit egrilikli bir Riemann manifoldu ve 7y : [0,¢] — M e normallestirilmig
geodezik olsun. J, y iizerinde bir Jakobi alani olsun. |Y| = 1 oldugundan ve Teorem 2.2.4

kullanilarak
R(Y,J)Y =KJ

elde edilir. Gercektende y boyunca tiim 7' vektor alanlari i¢in

RY.IY.T) = K{YY)U.T)- . T){J.7)}
= K{J,T)

elde edilir. Sonug olarak Jakobi esitligi (2.3.1) esitliginde yazilirsa

D?J
WJrKJ: 0 (2.3.2)

dir.
Simdi w(z), y boyunca |w(z)| = 1 ve (Y (¢),w(r)) = 0 ile verilen bir parelel vektor

alan1 olsun.

Sin(“/I?)w(t) , K>0 ise

VK
J(t) = tw(r) , K=0 ise
%w(l) , K<O0 ise
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J(0) =0, J'(0) = w baslangig sartlart ile verilir ve (2.3.2) esitliinin ¢oziimiidiir [2].

Oncede ifade edildigi gibi p € M, v € T,(M) ve w € T,(T,(M)) icin y(t) = exp,tv
ile verilen y: I — M geodezigi iizerinde bir jakobi alan1 kurgulanabilir. Bunun i¢in v(s),
v(0) = v ve V(0) = w olacak sekilde T,,(M) de bir egri, f fonksiyonu f(t,s) = exp, 1v(s)
ile taniml1 bir parametrelendirilmis yiizey ve J(t) = %—J;(z‘, 0) alinsin. Burada dikkat edile-
cek olursa J(0) = 0 dir. Simdi y(¢) tizerinde jakobi alaninin tekligi agsagidaki onerme ile

ifade edilir.

Onerme 2.3.1. y: [0,a] — M bir geodezik ve J, J(0) = 0 ile v iizerinde bir jakobi alam
olsun. w € Tyy(Ty(0)(M)) igin BI(0) = wve ¥ (0) =v yazilsin ve v(s), v(0) = av, V'(0) = w
ile Tyo)(M) iizerinde bir egri olsun. Ustelik f(t,s) = exp,(Lv(s)), p = v(0) yazilsin ve
J(t) = %—];(t,O) ile bir J jakobi alan tamimlansin. Bu takdirde [0,a] da J = J duir [2].

Ispat. s =0icin

%?9_{: - %((dexpp)tv(fw)):g(t(depr)W<W))

= (dexpp)n(w) + 1= (dexpy)n(w)

dir. Bu nedenle r = 0 icin

DJ Do
L 0)=2%0,0) = (dexp,)ol) = w

dir. J(0) = J(0) =0 ve 22(0) = 2—{ (0) = w oldugundan ve geodeziklerin varlik ve teklik

teoreminden J = J dir. OJ

Sonug 2.3.1. v: [0,a] — M M de bir geodezik olsun. Bu takdirde J(0) = 0 ile y iizerinde

bir jakobi alam
J(t) = (dexp,)iy(0)(tJ'(0)) 1 €[0,d]

dir. [2].
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2.4 Simetrik Riemann Manifoldlar:

Tanim 2.4.1. M baglantili bir Riemann manifoldu olsun. Vp € M igin

1) (512) birim doniigiim (Bu 6zellige involutive 6zellik denir.)

ii) 6, izole edilmis sabit bir p noktasina sahiptir. Yani, p nin bir U komsulugu vardir
ki p, sadece G, nin sabit noktasidir.

sartlarim saglayan G, : M — M izometrisi varsa M manifolduna Simetrik Riemann

Manifoldu denir [6]. Ayrica p noktasina izole edilmis sabit nokta denir [6].

Ornek 2.4.1. Yansima doniisiimiiyle Oklidyen uzay ve R"*! iizerinde indirgenmis metrigi
ile " kiiresi simetrik Riemann manifoldlarinin 6rnekleri olarak gosterilebilir. Burada
kiire igin G, antipodal doniisiimiidiir. Yani herbir ¢ € §" i¢in p noktas: boyunca bir
geodezik (biiyiik ¢emberler) iizerinden ¢ noktasina esit uzaklikta olan ¢’ € S olmak lizere

6,(q) = ¢’ ile tammldur.

d -:iTF._I;IF:I ==

2
Xy b

— = —

L e

Sekil 2.4.1

Burada 6,(p) = p ve 6,(p*) = p* olup p*, p nin antipodal noktasidir. Bu nedenle 6,, p
den farkli bir noktada da sabit olabilir [6]

Sonug 2.4.1. E" Oklidyen uzay1 6rnegi kompakt olmayan ve S" kiiresi ornegi kompakt
olan birer simetrik Riemann manifoldlar1 6rnekleridir. Yani M simetrik bir Riemann

manifoldu ise kompakt olmasi1 gerekli degildir [6].
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Lemma 2.4.1. M bir Riemann manifoldu, G,, izole edilmis bir sabit p noktasina sahip
bir involutive izometri olsun. Bu takdirde Vx, € T,(M) i¢cin dc,(x,) = —x, ve

G,(expx,) = exp(—x,) dir [6].

Teorem 2.4.1. Herbir kompakt, baglantili G Lie grubu bi-invaryant metrigi ile bir

simetrik uzaydir [6].

Ispat. ¢ : G — G doniisiimii ¢(x) = x~! olacak sekilde G nin her elemanini tersine
dontistiiren bir diffeomorfizma olsun. Bu doniisiim agikc¢a involutive 6zelligini saglar.
Bu doniisiimiin G de bir izole edilmis sabit noktaya sahip izometri oldugu soyle gosterilir.
g € G olmak iizere ¢(0) = x, olacak sekilde bir parametreli  — g(¢) alt grubuna tekabiil
eden VX, € T,(G) igin ¢(g(¢)) = g(—t) oldugundan zincir kuraliyla

d
dt

dir. Boylece d¢, = —I, T,(G) iizerinde i¢ ¢arpimin (veya izometrinin) bir ortogonal lineer

do(xe) = do(£(0)) = (—-0(8(1)))i=0 = —8(0) = —xe

doniisiimiidiir. a € G sabit ve g € G i¢in L, ve R, sirasiyla sol teleme ve sag oteleme

olsun. Bu takdirde

Q) =x"'=(a"'x)laT =R, 1000L,1(x)

yazilabilir. Béylece d@, = (dR, 1), 0d@. o (dL, 1), bi-invaryant metrigi ile
indirgenen i¢ ¢arpim izometrisinin ii¢ lineer doniigiimii olan d¢, : T,(G) — T,-1(G)
doniigiimii tanimlanabilir. Bu ise ¢ : G — G doniisiimiiniin bir izometri oldugunu

gosterir. ]

Simdi simetrik bir Riemann manifoldu iizerinde parelel 6telemeyi ifade edelim.
M simetrik bir Riemann manifoldu ve y(z), (—oo <t < o) M de bir geodezik olsun. Gy
izometrisi, Y geodeziginin herbir noktasini yine bu geodezigin bir noktasina doniistiirsiin.
p sabit bir say1 olmak iizere T, T, = Oy(p) © Oy(,/2) Olacak sekilde herhangi iki oy, ve
Oy(p/2) 1zometrilerinin bilegkesi olarak yazilabilir. T, Y geodeziginin herhangi bir
noktasin yine ayni geodezigin bir noktasina tasidigindan ve boylece geodezigi

korudugundan t,(y(t)) = y(t + p) olarak yazilabilir. Gergektende
T (Y(0)) = Oy(p) © Oy(p/2)(N(0)) = Oy) (¥(P)) = Y(p) oldugundan T, (¥(r)) = ¥(z + p) dur.

37



Teorem 2.4.2. y(t), (—o0 <t < o) M simetrik Riemann manifoldunu iizerinde bir
geodezik ve Gp, herbir p reel sayist i¢in G,, izole edilmis bir sabit p noktasina sahip
bir involutive izometri olsun. Bu takdirde G,(Y(t)) = Y(t + p) dir. Xy, Ty0)(M)
nin bir elemant ise Xy;) = d6:Xy), Y(t) egrisi iizerinde parelel vektor alamdir. Yani

doy : Ty (M) — Ty (M) parelel otelemedir [6].
2.5 Egrilik Formlar1 ve Yapi Denklemleri

M, n-boyutlu bir manifold ve V, M {izerinde bir konneksiyon olsun. M de bir
koordinat komsulugu (U, ¢) ve U iizerinde C* vektor alanlarinin bir bazi {ey,...,e,}
olsun. U iizerinde {ey,...,e,} bazinin duali olan {@',...,6"} e I-form denir [1]. Acik¢a
{@!,...,0"} baz1 C* simfindandur.

U iizerinde

o) - U= |JTp)

peU
X — 05(X) = 05(X) = 6(Vxe;) Zr"ek

seklinde tanimlanan 93. fonksiyonuna n? I-form veya konneksiyon formu denir [1].

{e1,...,e,} baz1 ile verilen torsiyon tensorii ve egrilik tensorii

n
Tor(X,Y) ZEXYe,, (ei,ej) = Tex

l:

—_

n
=Y Rij(X.Y)e; .R(ei,ej)er = Rjjjex
i=1

olarak ifade edilebilir. Simdi torsiyon tensorii ve egrilik tensoriinii kullanarak {0',...,0"}

1- formlar cinsinden I.Cartan yap1 denklemleri ve II.Cartan yap1 denklemleri olarak
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isimlendirilen esitlikleri ifade edecegiz.

T(X,Y) = (T(X,Y),e)

= <VxY—VyX—[X,Y],€i>

n

- Vx(ilej(Y)e]')—Vy(Zej(X i (X,Y))ej,e;)

J=1

= ({X[6/(V)] - Y[6/(X)] - 0/ ([X,Y])}ej,ei)

n

21{9’ )Vxe;—8;(X)Vye,},e;)
=

= X[B(Y)] - Y (6'(X) - 0'([X,Y])
Z{ef Zef X)ex — 0" (X Z Y)ex},ei
1 k=1 k=1
= [,( )] —Y[8 < )]~ 0'[X,Y]
Z_ —68/(X)B(Y) er, i)
= X[B/(Y)] - Y[0/(X)] - O'([X.Y]) + il{efme{ (X)—6/(x)6!(Y)}
dir. Buradan

i"l (6] AB/)(X,Y) = X[0/(Y)] — Y [0](X) — 0'[X, Y] = dwi(X,Y)
=

yazilabilir. Buradan da
. n : .
do'=—Y 6/N0/+T (2.5.1)
j=1
elde edilirki bu denkleme /.Cartan yapt denklemi denir [1].
Eger V konneksiyonu bir Riemann manifoldu iizerinde tanimli ise bu konneksiyonun
torsiyon tensor alani sifir oldugundan 7; = 0 olup 1. Cartan yap1 denklemi
- Y o/ne/ (2.5.2)
j=1

olarak ifade edilir.
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Benzer sekilde

Rij(X,Y) == <R(X,Y)€j,€,‘>

= (VxVye;j—VyVxe;—Vix ye;,ei)

- <vx<§1 6/(¥)er)
—Vy (kil 0/(X)er) _;; 6/([X,Y])ex, e:)

= kz (X[6](Y)] — Y[6(X)] — 6][X . V]ew, 1)

+< i {Gi(Y)VXek — 9i<X)V(Y)€k, e,->
k=1

—

= X[6/(v)]—Y[6/(X)] - 06/[X,Y]
+<k;{e,{<Y> Zle§<x>es —6/(X) Zle§<Y>es},e,->
= X[6/(Y)] - Y[6/(x)] - 6][X,Y]

£ Y {8]650x) — 8 (x)6L(v)
k=1

yazilabilir. d6/(X,Y) = X[6/(Y)] — ¥[8/ (X)] — 0/[X, Y] ve VX,Y € y(M) igin
Y4{6] AO]}(X,Y) = L {676f(X) — 8(X)6f (¥) oldugundan

6] = —
k

6/ A8/ +R;; (2.5.3)
1

n

elde edilirki bu denkleme /1. Cartan yapt denklemi denir [1].

Teorem 2.5.1. M bir Riemann manifoldu ve U, M nin bir komsulugu olsun. U komsulugu
lizerinde {ey, ...,e,} bir cati alani ve bu ¢ati alanin C* dual ¢atist ise {0, ...,0"} olsun.
gij = (ei,ej) olmak iizere

i)do' =Y ;0/N0;, 1<i<n

ii) dgij = Li(0f gx; + 08k

iii) VxEj = ¥;6%(X) Ex

W) Vx(fY)= XY+ fVxY, [feC?(M)

sartlarint saglayan bir tek 9{ 1-formu vardir [6].
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0ij =Xk Of?gkj olarak tamimlanirsa (ii) sartt dg;j = 0;; + 0; seklindede yazilabilir.
Eger {e1,...,en} ortonormal ise gij = &;; olup sirasiyla ', 8;; yerine w', w{ vazilarak
1<i,j<nigin w{ —|—w§- =0 elde edilir.

Bu teoreme dayanarak egrilik formu asagidaki gibi ifade edilebilir:

Verilen catrya gore szke egrilik tensoriiniin bilesenleri
R(ek,ei)ej = ZR{M

J

olmak iizere Q{ , % 2-formu soyle tamumlanabilir.

Jj_ J ok 14
Q; = Z R;y,0° N8
1<k<t<n
n

Q! (ex,er)ej = Z R{kéej = R(ex,ep)e;
j=1

ve

R(X,Y)ei =Y Q/(X,Y)e;
j

dir. Burada QZJ (X,Y) {ei,...,en} bazina gore egrilik operatoriiniin matrisidir.

p € M noktasinda XY € Y (M) icin agik¢ca
Q/(X,¥) = -Q{(X.Y)

dir. U iizerinde tanimlanan Q{ formuna egrilik formu denir [6]. Bu egrilik formlar

Riemann metrigi ve U iizerinde segilen ¢ati alanlarina baghdr.

Teorem 2.5.2. M Riemann manifoldunun bir U komsulugu iizerinde {ey,...,e,} catt
alammin C* dual ¢atist {8",...,0"} olsun. Bu takdirde Qlj formu
. . n k .
Ql=0/-) 66, 1<ij<n (2.5.4)
k=1

dir [6].
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Ispat. U iizerinde X ve Y herhangi iki vektor alam olmak iizere i = {1,...,n} icin

R(X,Y)e; =VxVye;— VyVyxe; — V[Xy]ei oldugundan

J
= Y (x(6](r) -y (6](x)) — 6]([X.Y])e;

+ Y 6E (1 )0k (X )er — Y 04 (X)04 (Y e
ok Jk

R(X.Y)eir = Vx(Y,0](Y)e;) —6](L6]/(X)e;) — Y 0/(X.Y])e;
J J

dir. []
w € AY(M) ters simetrik kovaryant tensor alan1 ve X, Y € x (M) ise
dw(X,Y) = X(w(y)) =Y (w(X)) —w([X,Y])
oldugundan

RXY) = Y {d0](X.¥) =~ LIBH8(Y) — 8 (1)6[(X)]Je;

— Y (d8) - ;ef NOL)(X,Y )e;

J

dir. Boylece ispat tamamlanmaisg olur.

Sonug 2.5.1. {ey,...,e,} ortonormal ¢at1 alanimin dual formu {w',....w"} olsun. Bu
takdirde agagidaki sartlar saglayan w{ 1-formu vardir.

i)dw' =Y, wk /\w,{

ii) w! +wi =0

iii) dw! — YWk Awl = Y RI Wk Aw! = Qf = @

Bu catilara gore egrilik tensor alani R(X,Y) nin veya €;;(X,Y) nin matrisi anti-

simetriktir [6].

Sonuc 2.5.2. M nin gat1 alan1 {ey,...,e,} ve bunun duali {8',...,6"} 1-formu olsun. F{-‘j

Cristoffel sembollerinin bilesenleri ve 9’; =Y, F’glﬂg olsun. Bu durumda

. ory, ary : .
J [4 k h 1J h 1J
Riw = 2% ~ 30 —zh“(rikrhg—rwrhk)

dir [6].
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boyM=2 ve {ej,eo} M iizerinde ortonormal cati olmak iizere asagidaki sonug

cikarilabilir:

Sonug 2.5.3. Eger boyM=2 ise dw% = Q% = —Kw! Aw? dir. Burada K, M nin Gauss

egriligidir [6].
Ispat. {e1,e>} ortonormal ise
K = —R(ey,ez,e1,e2) = —g(R(e1,e2)er,e1) = —Ri212
dir. Diger taraftan g;; = g(e;,e;) olup
QF = Qi = Ripiow' AW?

dir. wlj + w3~ = 0 oldugundan w% = w% = (O dir. Boylece
2
Zwlf/\w,%:O = dw%:Q%
k=1
olup ispat tamamlanuir. [

2.6 Kovaryant Tensor Alaminin Diferensiyeli

M Riemann manifoldu iizerinde ® € A"(M) r indisli kovaryant tensor alan1 ve
a <t < bigin at) egrisi en azindan C ! smifindan diferensiyellenebilir bir egri olsun.

Dgr), 0(t) egrisi lizerinde bir tensor alant ve
T T(x(to)(M) - Toc(t)(M)

ile tanimli o(#p) sabit noktasinda ou(r) egrisi iizerinde tanimli parelel 6teleme olsun. @

tensor alanin a.(7g) noktasindaki tiirevi asagidaki gibi tanimlanur.

Tanim 2.6.1. @ tensor alaninin o(#p) noktasindaki tiirevi

pe. . 1 .
(W)lo = lim E(Tt Do) — Payry))
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ile tammlidir. {X',.... X/} € To(r) (M) igin

DP 1 . 1 * 1
W)(Xz e X{ ) = tlg% m(rt q)oc(t)(Xt . _CI)OL(

( )(thw"aXtr))

Ty

dir [6].

Lemma 2.6.1. ® r-indisli kovaryant tensor alani ve a <t < b i¢cin ot) (k> 1)
C* simifindan bir egri olsun. {X],..., X'} € To(r) (M), (t) egrisi iizerinde C* siifindan

vektor alanlart ise to € (a,b) igin

DD, d

ry __ 1 r r
(E)(Xt s X ) = (E[q)p(t)(xt s X1)] )=t _izl(poc(lo)(Xté""’(W)fov“ﬂxto)
dir [6].
Ispat. Tanim 2.6.1 den
DP . 1 * r r
(W)l‘o = }1_{1;(1) E(Tz CI)OC(Z)(XZ(1)7 "'7Xt0) - CI)OL(to) (Xt(l)a '~7Xto))
= }1_{1%((1)0(([) (Tt (Xt(l))v ey Tt (th))) - (I)Ot(to) (Xt(l)a 7th)>)

dir. ® tensor alanm a(z) de siirekli ve lineer oldugundan

(Dd_ctp)’o - ;q)a(t)(xtl""’zlggﬁ(ft(xti])_Xzi)v'ct(xti)ﬂ)’""T’(ng))

i gy (K] 7)o (KL 7))

dir.
i R = s () = = (0,
oldugundan
(Z_(tp),o(xt}),...,xg) = (%[‘I’a(z)(xrl7""xfr)] )=t
_ i_ilcl)a(to)(xt(l),...,(Dd—)t(l)tow--,th)

elde edilir. -
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Tanmm 2.6.2. Bir a(z) egrisi boyunca % =0 ise € 3" (M) tensor alanina pareleldir

denir. Eger M lizerinde herbir o egrisi boyunca Z—‘f = 0 ise P tensor alanina parelel
tensor alani denir [6].
a <t < bigin a(t), C! siifindan bir egri olsun. &, o(¢) egrisi boyunca pareleldir

gerek ve yeter sart {X!,.... X"} a(t) egrisi iizerinde parelel vektor alanlar1 olmak iizere

d

E(cb(x,l,...,x,’)) =0

dir [6].

Sonug 2.6.1. {th], o Xi ) € To(y) (M) a <t < bigin at) egrisi tizerinde parelel vektor

alanlar1 olsun. Bu takdirde

D® . d .
(W)to(x,}),...,xto) — (Ecpa(t)(xtl,...,xt ))

dir [6].

Ispat. {X/' ..., X’} parelel vektor alaniise i = 1,..,n igin Dd—)f’l = 0 oldugundan

D® d

(W)ro(Xtﬁa---,X@ = (d_

tq)oc(t) (tha ---7Xtr)

dir. L]

Ornek 2.6.1. M sabit kesit egriligi K olan bir Riemann manifoldu olsun. VX,,Y), vektor
cifti icin R(X,,Y},Xp,Y,) = —K dir. Dolayisiyla egrilik tensor alani paraleldir [6].

O halde sabit egrilikli bir Riemann manifoldunun egrilik tensor alan paraleldir.
Fakat bunun tersi dogru degildir. Yani egrilik tensor alani parelel olan bir Riemann
manifoldunun sabit egrilikli olmas1 gerekli degildir. Ornegin Sonuc 2.2.4 deki bi-
invaryant metri8i ile kompakt Lie grubunun egrilik tensor alani parelel iken her &, ke-

sitinde egriligi farkl1 oldugundan izotropik degildir.
Teorem 2.6.1. M simetrik bir Riemann manifoldu ise egrilik tensor alani paraleldir [6].

Ispat. Bir Riemann manifoldunun her izometrisi parelel vektor alanlarim, bir egri

boyunca parelel vektor alanlarina, kesitleride bir egri boyunca kesitlere tasidigindan
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parelelizmi korur. Ustelik Izometriler

Ry(Xp: Yy, Zps Wp) = Rp () (Xp(p) s YE () ZF (p)s WE (1))

olup egriligi de korur.

Sonug olarak izometriler geodezikleri geodeziklere tasir. Bunun nedeni ise
parelelizm, egrilik ve geodezik kavramlarinin herbirinin Riemann metriginin terimleri
ile tanimli olmasidir. Egrilik tensor alaninin parelel oldugunu gosterebilmek icin egrilik
tensor alaninin geodezikler boyunca parelel vektor alanlari iizerinde sabit oldugunu
gostermek yeterlidir. () bir geodezik ise Xy, Yo(r)> Zyr)» Wy parelel vektor alanlari,
Teorem 2.4.2 deki M nin T, izometrisi ile verilen Xy ), Yy(0), Zy(0)» Wy(o) 1le belirlenir. Bu
nedenle egrilik, Y(¢) geodezigi boyunca parelel vektor alanlar iizerinde sabittir. Bu ise

ispati tamamlar. O
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3. SABIT EGRILIKLI UZAYLAR
3.1 Sabit Kesit Egrilikli Uzaylar

Tamm 3.1.1. M, n > 2 boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M nin her 2-boyutlu ¢
kesiti icin K(G) = k € R, k =sbt ise M Riemann manifolduna sabit kesit egrilikli Riemann

manifoldu denir [2].

Onerme 3.1.1. M sabit kesit egrilikli bir uzaydir &N¥Np e M icin X,Y,W € T,(M)
R(X,Y)W = K{(X,W)Y — (W,Y)X}

dir. Burada K kesit egriligidir [8].

Ispat. VZ € T,(M) igin

(K{X, W)Y —(W,Y)X},Z) = K{(X,W)(Y,Z) - (W,Y)(X,Z)}
olur. Teorem 2.2.4 den VZ € T,(M) i¢in M manifoldu K sabit egrilikli ise
(RIX,Y)W,Z) =K{(X,W)(Y,Z)— (Y, W)(X,Z)}

dir. Buradan K sabit kesit egriligine sahip M manifoldu i¢in
RX, Y)W =K{{(X,W)Y —(W,Y)X}

oldugunu gosterir. ]

Simdi 0,41 ve —1 sabit kesit egrilikli uzaylara ait su temel 6rnekleri ifade edelim:

Ornek 3.1.1. R" de ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) ile taniml a% koordinat sistemi verilsin.
(ei,ej) = &;; metrigiyle ile tamimlanan R" uzayina Oklid uzay: denir [2]. R" Oklid uzay1
sifir sabit egrilikli bir Riemann manifoldudur.

Z = (z1,---12n), R" nin standart koordinatlariyla verilen vektor alan1 olmak tizere
VxZ = (X[z1],...,X[zs]) dir. Buradan VyVxZ = (YX|[z1],...,YX[z,4]) olup boylece
R(X,Y,Z) =VyVxZ—VxVyZ+Vix yyZ=0dir. Buise VX,Y,Z € x(M) igin

R(X,Y,Z) = 0 oldugunu gosterir.
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Simdi pozitif sabit egrilikli Riemann manifoldu olan $" kiiresel uzay1 ve negatif
sabit egrilikli Riemann manifoldu olan H" hiperbolik uzayinin egriliklerini hesaplayalim.
Bu egrilikleri hesaplamadan once bu uzaylarin metriklerinin ifade edilmesi i¢in gerekli
olan konformalligin tanimin1 ve daha sonra bu metriklerin streografik izdiisiim fonksiyonu

yardimiyla nasil elde edildigini gosterelim.

Tanim 3.1.2. Diferensiyellenebilir bir M manifoldu iizerinde herhangi iki metrik g; ve g
olsun. g = fg; olacak sekilde f : M — IR fonksiyonu tanmimli ise g1 ve g metriklerine
konformaldir denir [7].

(M,g) ve (M, §) birer Riemann manifoldu olmak iizere d@g, g metrigine konformal

ise bu Riemann manifoldlarina konformal olarak denktir denir [7].
Simdi kiiresel uzayin R” Oklid uzayina konformal olarak denk oldugunu gosterelim.

A

Sekil 3.1.1

Ornek 3.1.2. r yarigaph S kiiresi Oklidyen uzaya lokal konformal olarak denktir. Bu

konformal denklik stereograpfik izdiisiim fonksiyonu ile saglanir. Bu doniisiim
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c:8" —{N} — IR" ile tammli olup P = {E!,....&",1} € §* — {N} noktasim1 N ve
P noktalarindan gecen dogrunun IR"*! de {t = 0} hiperyiizeyindeki bir noktasi olan
U = {ul,...,u",O} noktasina tasir. Burada N kiirenin kuzey kutbudur. ¢ doniisiimiine
kiiresel streografik izdiisiim denir [7].

A # 0 skaler olmak tizere NU = ANP dir. N = (0,r), P=(§,1) € IR = IR" x IR

yazilarak

u' =M\, (3.1.1)

—r=M1—7) (3.1.2)

denklem sistemi elde edilir. (3.1.2) esitligindeki A skaleri (3.1.1) esitliginde yazilirsa

r

0§, 1)=u=

(3.1.3)
r—1

stereografik izdiisiim fonksiyonu elde edilir. Acik¢a ¢ doniislimiiniin tanim kiimesi

S" —{N} dir. Bu doniisiimiin diffeomorfizma oldugunu gostermenin en kolay yolu tersini

hesaplamaktir. T ve & icin (3.1.1) ve (3.1.2) esitlikleri ¢oziilecek olursa

;o A1
&= =1

(3.1.4)

elde edilir. P = 6~!(u) kiire iizerinde bir nokta oldugundan [§|? + |t|> = #* dir. (3.1.1)

esitliginden
P L (A=1?
R VR
dir. Buradan
2, .2
u-+r
7»:‘ |2r2 (3.1.5)

elde edilir. (3.1.5) esitligi (3.1.4) esitlignde yazilacak olursa

2rtu |u|2—r2
r
ul2+r2"" |u|*+r?

o lu)=(E1)=( ) (3.1.6)

olur. Bu ise ¢ doniistimiiniin bir diffeomorfizma oldugunu gosterir.
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(3.1.6) esitliginde tiirev alinirsa

2 2
+ |u|*}du — 2u(udu) udu
dg =27 dt=4r
A T e T
olur. Boylece
|d§‘2 — 4r4 {’,2 + ’u‘Z}ZlduP —4r2(udu)2 (dT)2 — 161’6 (udu)z
{r> + |u}* ’ {r> +|uf?}*
dir. Boylece
48 ji
{1+
dir. Buradan
dul?
ds® — |dE12 + (d7)? = a7 |
P = e+ () =t

olur. Bu ise §" — {N} ve R" steografik izdiisiim fonksiyonu ile lokal konformal olarak

denk oldugunu gosterir. Cristoffel sembollerinin bilesenleri

2 . ¢
Fﬁ'k = —W{Sgku] +8jguk — Sjku }

dir. n > 2 i¢in S"(r) nin kesit egriligi rlz oldugu sonucuna varilir [8].

SN
< B | P
- P -
T L >
|
|
A [
S5
|
[ s
|
Sekil 3.1.2
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Ornek 3.1.3. r > 0 i¢cin H" hiperbolii ve R” 6klid uzay1 lokal konformal olarak denktir.
Bu lokal konformal denklik Ornek 3.1.2 e benzer olarak Stereografik izdiisiim fonksiyonu
ile saglamr. Bu doniisiim 7t : H” — {S} — R" ile tanimli olup P = {§',...,£",1} € H" — {S}
noktasin1 § ve P noktalarindan gecen dogrunun R"*! de {t = 0} hiperyiizeyindeki bir
noktast olan U = {ul,...,u”,O} noktasina tasir. Burada § kiirenin kuzey kutbudur. 7
doniistimiine hiperbolik streografik izdiisiim denir[7]

A # 0 skaler olmak iizere SU = ASP dir. § = (0,—r), P=(§,1) e R* =R"x R

yazilarak

u' = \E! (3.1.7)

= Mt+7) (3.1.8)

denklem sistemi elde edilir. Bu esitlik kiiresel durumdaki gibi ¢oziilecek olursa

r§

(1) =u= rr+1

ve T nin tersi
2ru ]u\z + 72

_1(u) = (&aﬂc) = (rz_ ’u‘zvrrz_ |u‘2)

dir. Bu ise ® doniisiimiiniin bir diffeomorfizma oldugunu gosterir.

Tiirev alinarak

- du+2u(udu) udu
d 27 2{}’ ’M‘ } d —4 3
-= 7 lPP [ e
- 2|du|* + 4r* (udu)? (udu)?
d 2 44{1" ’M‘}’ d 22166
4 T e
elde edilir. Boylece
|dul?

2 gE12 (42 — 44
as? = |08 — (@ =4t 5 s

olur. Bu ise H! — {S} ve R” streografik izdiisiim fonksiyonu ile lokal konformal olarak

denk oldugunu gosterir [7].
Tanim 3.1.3. R" de

|duf?
(P —uPP

metrigi ile verilen r yarigcaph B yuvarina Poincaré yuvar modeli denir [7].

ds* = 4r*
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Tamm 3.1.4. x, > 0 igin (x',...x") koordinatlar1 ile

5 (dx1)? 4 ...+ (dx2)

2
Xn

8ij=7r
metrigi ile taniml r yarigaplh H! {ist yar1 uzayina Poincaré yari uzayt modeli denir [7].

Simdi 1 yaricapli Poincaré yar1 uzayr modelinin sabit (—1) kesit egrilikli bir uzay
oldugunu gosterelim.
R" nin

H" ={(x1,....x,) € R";x, > 0}
ile tantmlanan yar1 uzay1 ve H" de indirgenmis metrik
ij(X1,00%n) = —5 (3.1.9)
xn
ile verilsin.
F, H" iizerinde pozitif diferensiyellenebilir fonksiyon olmak iizere H" nin
8ij = ﬁ
metrigi R" nin aligilmig metrigine konformaldir.
gij nin tersi g/ ve logF = f olmak iizere g'/ = F?§; ; dir. E?TJ; = f; yazilirsa
Jgik 5 2

dik
i kg3t =—2731;

olur. Boylece Cristoffel sembolleri

0 0 0
k o _ ISP o . S,k
1—‘ij = ;{axigjm+ axjgmz 8xmg”}g

PN
9 ax,-g’k axjgkl axkgl_]

= —Qjfi—Ouifj+0ifk

}F?

olarak elde edilir. Eger ii¢ indisin hepsi birbirinden farkli ise Fﬁfj =0 ve eger iki indis esit
ise

Tij=—fj D=1 Ty =—fi Ti =i
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sonucuna varilir. Riemann egriligin katsayilar1 hesap edilecek olursa

i 1
l
Rijij = LiR(gj=Rlgj; =Rl 72
. d 0
_ 5 J L J J j

elde edilir.

aij = fjj ve a?c Fj = fii oldugundan ¢ # i ve { # j icin

FPRijij = =Y fofe+f7—fi—f+ i+ fi+fi
7
= =Y fi+fit+fi
7

dir. Eger dort indis birbirinden farkli ise R;jr¢ = O ve herhangi ii¢ indis birbirinden farkl

ise
—Sifj— Jijs Ry = Jifk+ Juis R ,~ =0 (3.1.10)

dir. Sonug olarak {-& 3% 9% 91 kesitinin kesit egriligi

R;
Kij = 20 =RyF*
8ii8jj

= (=Y fP+fi+fij)F?
7

olarak elde edilir. Simdi f = logx, icin F? = x% 0zel durumuna bakalim. Bu durumda
i#nve j#nise
dir. i=nve j#nise

1
Knj=(—fi+fi+ fm)F?=—=x5=—1

dir. i # j, j = n igin tekrar K;,=-1 dir. Sonug 2.2.2 ve (3.1.10) esitliginden H" nin kesit
egriligi -1 dir.
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Sonu¢ 3.1.1. x, = 0 hiperdiizlemine dik olan dogrular ile H" nin ¢emberleri x,, = 0
hiperdiizlemine dik olan diizlemlerdir ve bunlarin merkezleri bu hiperdiizlemde olup H"

nin geodezikleridir [2].

Sonu¢ 3.1.2. Standart i¢ carpim ile donatilmig R" ©klid uzay: tiim kesitlerinde kesit
egriligi 0 olan sabit kesit egrilikli uzaydir. r > 0 yaricapli S kiiresel uzay1 tiim
kesitlerinde kesit egriligi r% > 0 olan pozitif sabit kesit egrilikli bir uzaydir. H hiperbolik

uzay1 tiim kesitlerinde kesit egriligi -1 olan sabit kesit egrilikli bir uzaydir [8].

Teorem 3.1.1. [ Schur | M baglantili, izotropik Riemann manifoldu ve boyM > 3 ise M
sabit egrilikli manifolddur [9].

Ispat. M izotropik manifold oldugundan her bir p noktasinda biitiin kesit egrilikleri
esittir. p noktasindaki kesit egrilikleri K, olsun. K, M den R ye, herbir p noktasin
K, sayisina doniistiiren fonksiyondur. K fonksiyonunun sabit fonksiyon oldugunu
gosterilecektir. Bunun i¢in dK = 0 oldugu gostermek yeterlidir.

(U,9), p noktas i¢in koordinat cati alan1 ortonormal olacak bigimde bir koordinat
komsulugu olsun. Bu koordinat komsulugundan elde edilen dual 1-formlar1 8!, ...,0" ile
gosterilsin.

Sonug 2.2.2 den dolay1
Rijke = —K (88 — 8ird )

olur. R;; = deR{}(gGk A0, Rijke = YRl gnj ve gnj = 8y oldugundan R;ji = R{@ dur.
Dolayist ile

R,’j = Z Rijkgek N 9€
k<t

olur. R;jxy = —K(8;x8 0 — 8;¢0 ) oldugu gdzoniine alinirsa

R,’j = Z —K(Sikﬁjg — Sigs_ik)ek A 0’
k<?
= —K Z Sikﬁjgek AB+ K Z 8,-55]'/(9]( e
k<t k<t

bulunur.
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i< jiseR;jj = —K6' A6/ olur.
i=jise R;; =0 dir.
> jise R;jj = K6/ A8 = —K6' A0/ olur. Sonug olarak

Rij=—K0/NO' = —KO' NG/

dir.

! =R;;+Y 6l ne]
k
esitliginden
6! = —K0' nO/+Y 05 N0
k
elde edilir. 46/ = 0 oldugundan

0=—dK A6 A8 — KdO' N6/ + KO Nd0 + Y (d6f A6 — 65 nd8])
k

olur.
do' = ¥,;0/ N6}, d6] =¥, 6f AO{+Ryj, 6% =Y,T}6 oldugundan
0 = —dkAO' NS —K(Y 0°N0) A6+ KO'A (Y 6K 0))
k k
+Y (Y0 A6+ Ra) A0~ Y BE A (Y01 A6 + Ry
k h k h
= —dKNO'ABT—KY 6°ABL NG +KY 0'AONB+) 6 n6kAG]
k k k,h
+ LR A6~ Y0 A0} A0] + Y 0f ARy
k hk k

olur.

Y ok n (Y 0 ne =Y T 6 e nE
k t k.t
= (L T6°N0 + ) T}, 6°A0") A6/
k.t k>t
= (Y (O —Ti)e A8 A8/ =0
kit
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dir. Benzer bigimde 6 A (Y, 6% A Gi) =0 olur.
Y oineine/ =Y 6k neine)
K kh

oldugu agiktir.

ZRik A\ ei = ZRik(ZF{kG’) = ZRik N Fljk N
k k t

k.t

Y OE AR =Y (Y TH8) ARk =Y Rij AT A6
% k t k.t

dir.

Y Ry AT/ A0 = Z (—K8' N OF) A0
kit

= —KZF{'kefAek/\e’ = —K6'A er 0 n0) =
kit

ve benzer bicimde

Y RijATHNO =0
kit

bulunur. Boylece dK A 6' A8/ = 0 elde edilir. Burada
dK = K|0' + K»0% + ... + K,,0"

bicimindedir. Ayrica ¢, i, j indisleri farkli oldugunda 6 A 8/ A8/ # 0 oldugundan ve
dK N8’ N®/ =0 esitliginden dK = 0 dur. O
Sonug 3.1.3. M, K sabit egrilikli bir uzay olsun. Bu takdirde

Q! = do] — ¥, 6% 76/ egrilik formu Q) = —K6' A6/ ile tammhdir.

Tersine M nin herbir noktasinin bir U komsulugunda bu denklemi saglayan 6/, 9{

formlarim bir tek sekilde belirleyen bir {ey,...,e,} ortonormal bazi varsa M, sabit K

egriliklidir [6].
3.2 Cartan Teoremi

M ve M, n-boyutlu Riemann manifoldlari p € M ve p € M olsun. i : T,(M) — T5(M)

bir lineer izometri olsun. V C M, p € M noktasinin bir normal komgulugu olmak iizere

fg) = exppoioexp,’(q)
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olacak sekilde f : V — M doniisiimii tammlansin. Vg € V igin y(0) = p, y(t) = ¢ ola-
cak sekilde bir tek 7y : [0,7] — M normallestirilmis geodezigi vardir. p,, ¥ geodezigi
iizerinde parelel dteleme ve p;, ¥(0) = p ve ¥(0) = i(Y(0)) ile verilen ¥: [0,¢] — M

normallestirilmis geodezigi lizerinde bir parelel 6teleme olsun. Bu takdirde
O; : Ty (M) = Ty () (M)

O (v) = proiop, ' (v)
doniisiimii tanimlanabilir. M ve M manifoldlarinin Riemann egrilik tensor alanlari sirasi

ile R ve R olsun [2].

Teorem 3.2.1. [Cartan ] Ustteki notasyonlar ile Vq € V ve Vx,y,u,v € T,(M) igin

<R, y)u,v >=< R(0:(x), 0r ()01 (), 01 (v) >
ise f:V — f(V) C M bir lokal izometridir ve df, =i dir [2].

Ispat. g € V ve y(0) = p, y(£) = ¢ olacak sekilde y: [0,¢] — M bir normallestirilmis
geodezik olsun. v € T,(M) ve J, v egrisi boyunca J(0) = p ve J({) = v olan bir Jakobi
alan1 olsun. {ej,e,...,e,}, T,(M) nin ortonormal bazlar1 ve i = {1,2,...n} icin ¢;(¢), y

geodezigi lizerinde parelel dteleme olsun.
50 = Eyilr)edts)
i
yazilir ve jakobi esitligi kullanilirsa j = {1,...,n} i¢in
y;-/—f—z < R(ey,ej)eq,ej >y =0,

dir. Simdi ¥(0) = i(Y(0)), ¥(0) = p ile verilen ¥ : [0,¢] — M bir geodezik olsun. J(¢),
t €[0,4] igin

J6)=0,J(1))
ile verilen ¥ boyunca bir Jakobi alan1 olsun.

€j(t) = ¢/(ej(t)) diyelim. Bu takdirde ¢, nin lineerliginden

j(t) = Z)’i(t)éi(t)
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elde edilir.
Hipotezden dolay1

< R(ey,ei)en,ej >=< R(én,e”,-)e”n,ej >
oldugundan j ={1,...,n} i¢in

Yi+ ) <R(€1,6)én,6; >=0
i

elde edilir. Buradan j, j(0) = 0 ile ¥ boyunca bir Jakobi alanidir. Parelel dteleme bir

izometri oldugundan |j(¢)| = | j(¢)| dir. Eger

J(0) =dfy(v) = dfe(i(£))
oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir.

7€) = ¢,(ji(t)) oldugundan j'(0) = i(;/(0)) dir. AyricaJ(¢) ve J(), t = 0 noktasinda

sifir olan jakobi alanlar1 oldugundan Sonug 2.3.1 den

J(t) = (dexpp)ry(0)(t5'(0))

7(6) = (dexpp) 0y (17(0))
dir. Bu nedenle
J(0) = (dexpp) 10 £i(0))
J(0) = (dexpp) g0, 0 i (dexpp) o))~ (i(0)) = dFy ((0))

elde edilir. Bu ise iddianin ispatidir. [

Teorem 3.2.1 sartlari altinda exp,, ve exp; doniisiimleri birer diffeomorfizma ise bu
takdirde bu ispat f doniislimiiniin M nin tamamu lizerinde tanimli oldugunu ve bir izometri

oldugunu gosterir.

Sonug 3.2.1. M ve M aym sabit egrilige sahip n-boyutlu birer Riemann manifoldu
olsunlar. p € M ve p € M olsun. j = {1,...,n} icin {e;} € T,(M) ve {¢;} € T;(M) keyfi
ortonormal bazlari segilsin. Bu takdirde p nin bir V. C M ve p nmn bir V C M komsuluklari

vardir ve d f,(e;) = €; olacak sekilde f: V — V doniisiimii bir izometridir [2].
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Sonug 3.2.2. M sabit egrilikli bir uzay, p ve g noktalar1 M nin herhangi iki noktas1 olsun.
{e;} ve {f;} swrasiyla T),(M) ve T,(M) nin keyfi se¢ilmis ortonormal bazlar1 olsun. Bu
takdirde p nin bir U komsulugu ve ¢ nun bir V komsulugu vardir ki dg,(e;) = f; olacak

sekilde g : U — V doniistimii bir izometridir [2].

3.3 Uzay Formlar

Tanim 3.3.1. Sabit kesit egrilikli tam Riemann manifoldlarina uzay form denir [2].

Tamm 3.3.2. M ve M aym boyutlu iki C* manifold, © : M — M bir C* doéniisiim, M
baglantili ve U, p € M noktasiin bir baglantili komsulugu olmak iizere

i) T stirekli ve 1(M) = M

ii) Vo, M mun ikiser ayrik agik kiimeleri olmak iizere 11 (U) = Uy Va
sartlarin1 saghyorsa 7 doniisiimiine ¢rtii doniigiimii ve M manifolduna, M manifoldunun

ortii manifoldu denir [6].

Teorem 3.3.1. [Hadamart | M, herbir p € M ve herbir ¢ € T,M icin K(p,c) < 0 kesit
egrilikli ile basit baglantili tam bir Riemann manifoldu olsun. Bu takdirde boyM = n ise
M, R" e diffeomorfiktir. Ayrica expp, : T,M — M bir diffeomorfizmadir [2].
Teorem 3.3.2. M sabit K kesit egrilikli bir tam Riemann manifoldu olsun. Bu takdirde M
nin M értiisii

a) Eger K=-1ise H"

b) Eger K=0 ise R"

c) Eger K=1ise S"

‘e izometriktir [2].
Ispat1 yapabilmek icin once asagidaki lemmay1 ispatlayalim.

Lemma 3.3.1. f;: M — N, i = {1,2} icin M baglantili Riemann manifoldundan N
Riemann manifolduna iki lokal izometri olsun. fi(p) = f2(p) ve (df1), = (df2), olacak
sekilde bir p € M noktasi varsa fi = f, dir [2].
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Ispat. V, p nin bir komsulugu f; lv ve fa|v birer diffeomorfizm olmak iizere
S fl_1 o f :V — V olsun. Bu takdirde @(p) = p ve d@,, tamimlidir. g € V ise exp,(v) = ¢
ile bir tek v € T,,(M) vardir. Bu nedenle ¢(g) = g olup V de fi; = f> dir. M baglantih
oldugundan r € M i¢in, o(0) = p, a(1) = r olacak sekilde bir tek o : [0,1] — M yay1
vardir.

A={te[0,1]: fi(at)) = fa(a(t)) ve (df1)ag) = (df2)aq)}
olsun. SupA pozitiftir. Eger supA =ty # 1 ise o(fg) noktasi icin istteki iglem devam

ettirildiginde bir ¢eligki elde edilir. Bu yiizden supA = 1 dir ve herbir r € M i¢in
fl(l’) = fz(r) dir. O

Simdi teoremin ispatini1 yapalim.

Ispat. M, K sabit kesit egrilikli basit baglantili tam bir Riemann manifoldu olsun. Ilk
once (a) ve (b) siklari i¢in ispat1 yapalim. A, H" veya R" uzaylarindan biri olsun. p € A,

P € M sabit noktalar ve i : T,(A) — T5(M) bir lineer izometri olsun. Bu takdirde
f= exppoioexplj1 N =M

fonksiyonu vardir. A\ ve M pozitif olmayan kesit egrilikli tam manifold olduklarindan f
iyi tammmlidir. Cartan teoreminden f bir lokal izometridir. Hadamart teoreminden f bir
diffeomorfizmadir. Boylece (a) ve (b) siklar1 i¢in ispat tamamlanir.

(c) sikki icin sabit bir p € S", p € M ve i : T,,(S") — Tj(M) bir lineer izometri olsun.

g € S", p nin bir antipodal noktas1 ve
f:expﬁoioexp;] :S"—{q} M

tanmimlansin. Cartan teoreminden f bir lokal izometridir. Simdi p’ # p,p’ # g olacak
sekilde bir p’ € §" noktasi secilsin. p' = f(p'),i’ = df,, olmak iizere ¢, p' niin antipodal
noktasi ise

f ' =expsoi oexp;,1 S"—{d}—=M

tanimlansin. Dikkat edilecek olursa S" — ({g}U{q’'}) = W baglantili, p’ € W ve

f)=p =1 )dfy=i=df,
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dir. Lemma (3.3.1) den devam edilirse W da f = f’ olur. Sonug olarak

fr)  res"—{q}

g(r) =
flir) , res"—{q'}

olacak sekilde bir g : S — M doniisiimii tanimlanabilir. g bir lokal izometridir. S nin
kompakthigindan g bir 6rtii doniisiimii ve M basit baglantili oldugundan g bir

diffeomorfizmdir. Boylece g bir izometridir ve ispat tamamlanir. [

Son teorem uzay form kavramini grup teorisinin asagidaki sonuclarina indirger.

Eger M iizerinde

GxM—M

(g:x) — gx

ile taniml1 G grubuna M manifoldunun grup etkisi denir[2].

e, G nin birim eleman1, x € M ve g1, g2 € G olmak lizere

ex=1x, (g182)x = g1(g2x)

dir.

Eger gx = x i¢in g = e ise G ye M lizerine serbest etki denir [2].
Gx={gx:g€G}
kiimesine bir x € M noktasinin yoriingesi denir [2].
Gx = M ise G etkisine gecislidir denir [2]. Tiim yoriingelerin ctimlesi M /G olarak
ifade edilir ve (x) = Gx ile bir t : M — M /G dogal projeksiyonu vardir. M bir
topolojik uzay olsun. Vg € G, g # e igin g(U) (U # 0 olacak sekilde herbir x € M bir U

komsuluguna sahipse G grubuna total siireksiz yapt i¢inde etki eder veya diizgiin siireksiz

yapu icinde etki eder denir [2].
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Tanim 3.3.3. Eger bir ¢ : G x M — M doniisiimii

i) Herbir g € G, ve p € M icin Qg(p) = ¢(g, p) ile verilen @q : M — M
doniisiimii ile bir diffeomorfizmadir ve Q. birim elemandir.

ii) 81,82 € G ise Qg g, = Pg, © Pg, dir.

sartlarini sagliyorsa G grubuna M diferensiyellenebilir manifoldu {izerine etki eder denir
[2]. Genellikle bu etki ¢(g,q) = gp ile tanimlanur.

G, M iizerinde etki ettiginde M de bir ~ bagintis1 bir denklik bagintisidir gerek ve
yeter kosul g € G i¢in pp = gp; olmasidir. M /G denklik sinifina M nin béliim uzayr denir

ve T: M — M /G doniisiimiine bir projeksiyon denir [2].

Onerme 3.3.1. M bir diferensiyellenebilir manifold ve G, M de bir diizgiin siireksiz etki
olsun. Bu takdirde 0 : M — M /G déniisiimii bir diferensiyellenebilir doniigiimdiir [2].

Ispat. Herbir p € Micin, g # e, U g(U) # 0 olacak sekilde p de bir x : V — M koordinat
fonksiyonu segelim. Agikca 7|y birebirdir. Boylece

y=mnox:V — M/G birebirdir. Ayrica {(v,y)} smift M/G yi orter. Boyle bir ailenin
diferensiyellenebilir bir yap1 olmasi i¢in y; (V1) y2(Va2) #0ile y; =mox; : Vi — M /G ve
y2 =Tox; : Vo, — M/G doniisiimlerinin diferensiyellenebilir olugunu géstermek gerekir.

10752’1(61) ve

Bunun i¢in w;, 7;(V;) de © nin kisitlamas1 ¢ € y1 (Vi) Ny2(V2), T = x5
W CVa, (mpox2)(W) C y1(Vi)Ny2(V2) olacak sekilde T nun bir komsulugu olsun. Bu
takdirde

-1 -1 -1
y{ oylw=x{ oW ompoxy

ile verilir. Bu nedenle 1t; ' o7y, p» = m, ' (¢) da diferensiyellenebilirdir.
p1 = Jtl_l oTy(p2) olsun. Bu takdirde gp, = p; olacak sekilde bir g € G vardir.
O halde nl_l 0 Ty, (w)> Pgly,(w) diffeomorfizmi ile cakigirki bu ise n,; ! oMy nin p; de

diferensiyellenebilir oldugunu gosterir. ]

Tamm 3.3.4. 7t : M — M ortii doniisiimii olsun. p € M icin ©~!(p) iizerinde G grubu

gecisli etki ediyorsa 7 doniisiimiine regiiler ortii doniistimii denir [10].
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Onerme 3.3.2. M baglannli, lokal yol baglantily bir topolojik uzay ve G, M nin diizgiin
siireksiz etkisi olsun. ©: M — M /G déniigiimii tamimlansin. Bu takdirde m: M — M /G

doniisiimii regiiler bir ortii doniistimiidiir. G ortii doniisiimiintin grubudur [10].

Ispat. x € M/G olsun. x noktasinin Tanim 3.3.2 un (ii) sartin1 saglayan bir komsuluga
sahip oldugunu gostermek gerekir. 7(p) = x olacak sekilde p € M secilsin. Hipotezden
p nin bir N komgulugu vardir ki g € G i¢in g(N) Tanim 3.3.2 un (ii) sartin1 saglayan
bir komgulugudur. Ciinkii M lokal yol baglantili oldugundan V C N olacak sekilde p
nin bir V yol baglantili acik komsulugu vardir. 7 agik bir doniigiim (agik bir kiimeyi
acik bir kiimeye doniistiiren doniisiim) oldugundan x noktasinin bir yol baglantili, agik
U komsulugu vardir. Ayrica ® doniisiimii V' kiimesini U lizerine birebir doniistiiriir ve
U iizerinde V nin bir homeomorfizmasidir. Eger W kiimesi V den farkli olan ! (U)
kiimelerinin bileskesi ise g(V) = W olacak sekilde bir g € G vardir. g, V den W iizerine
bir homeomorfizma oldugundan U kiimesi x noktasinin Tanim 3.3.2 un (1) sartin1 saglayan
bir komgulugudur. Bu ise G etkisinin geg¢isli oldugunu gosterir. Ohalde 7 nin M /G kiimesi

tizerinde bir regiiler ortii doniisiimii oldugu goriiliir. Bu ise ispat1 tamamlar. ]

Kabul edelimki M bir Riemann manifoldu ve I, M de total siireksiz etki eden grup
izomorfizmalarinin bir altgrubu olsun. ©: M — M/T bir lokal izometri oldugunda yani

herbir u,v € T,(M/T) i¢in
(u,v) = (dn~(u),dn= 1 (v))

oldugunda M /T kiimesi iizerinde bir Riemann metrigi tanimlanabilir. Bu durumda M /T

bir Riemann manifoldudur [2].

Simdi M/I" tamdir < M tamdir ve M /T" sabit egriliklidir < M sabit egriliklidir.
M = S" veya R" veya H" ise M /T tam manifoldunu sirastyla 1 egrilikli, O egrilikli, —1

egrilikli sabit egrilikli bir manifold olur. Simdi bu asagidaki 6nermede gosterilecektir.

Onerme 3.3.3. M sabit kesit egriligi K = 1, K = 0 veya K = —1 olan bir tam Riemann
manifoldu olsun. Bu takdirde M, M /T ya izometriktir. Oyleki K = 1 ise M = ", K = 0 ise
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M =R"ve K = —1 ise M = H" dir. Burada M mn grup izomorfizmalarinn bir altgrubu
[, M iizerinde total siireksiz bir etkidir ve ©: M — M /T bir ortii doniisiimiidiir [2].

Ispat. p: M — M bir ortii doniisiimii I', M grup izomorfizmasinin bir altgrubu ve M da
total siireksiz etki olsun. Bu takdirde 7 : M — M /T" tammlanabilir. p ve T birer ortii
doniisiimii oldugundan %, € M icin (%) = () ve I't = I['§ ise p(%) = p(F) &

% = I'j dir. Bu nedenle M de 7 ve p ile verilen denklik siniflar1 aynidir ve

7 = & o p olacak sekilde bir & : M — M /T birebir doniisiimii vardir. T ve p lokal izometri

olduklarindan & bir lokal izometri ve birebir olup M /T" dan M ye bir izometridir. ]

Sonug 3.3.1. [W.Killing, H.hopf.] n > 2 olmak iizere M n-boyutlu bir Riemann
manifoldu ve K € IR olsun. Bu takdirde M sabit K kesit egrilikli, baglantili, tam bir

Riemann manifoldudur < M manifoldu

a) Eger K > 0ise S"/T,
b) Eger K=0ise R"/T,
c) Eger K <0ise H"/T,

e izometriktir. Burada I', M iizerine serbest ve diizgiin siireksiz etki eder [11].

Tamim 3.3.5. Basit baglantili tam sabit egrilikli Riemann manifolduna K > 0 ise Kiiresel
uzay form, K = 0 ise Oklidyen uzay form veya Eliptik uzay form ve K < 0 ise hiperbolik

uzay form denir [11].

Sabit egrilikli uzaylar non- Oklid geometriyle baglantili olarak Riemann
geometrinin tarihsel gelisiminde 6nemli bir rol oynamustir. Bir non- Oklid geometri, bir
gecisli G grup izomorfizmasiyla birlikte bir tam Riemann manifoldudur. Bu nedenle
non-Oklid geometri uzay formlari icerir. Kiiresel, Oklidyen ve Hiperbolik geometri
olarak isimlendirilen S”, R" ve H" uzaylar1 uzay formlarin simiflandirilmasini saglar.
Clifford-Klein uzay form problemleri olarak bilinen bu siniflandirilma bu uzaylara etki

eden grup izomorfizmalarinin yapisini inceler.
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Simdi burada kurgulanan topolojik yapilar1 daha anlamli hale getirebilmek igin
Kiiresel, Oklidyen ve Eliptik uzay formlarla ilgili taniml1 baz1 yap1 ve drnekleri ifade

edelim.

3.4 Uzay Form Ornekleri

Oncelikle kiiresel uzay formlar ile ilgili yapilardan ve 6rneklerden bahsedelim.

Tamm 3.4.1. [Ortogonal Grup]
On+1)= { Al A:R"™! — R Oklidyen i¢ carpimi korur. }

grubuna ortogonal grup denir [12]. Burada A lineer bir doniigiimdiir. A € O(n+1) &
A'=A"1dr

Simdi O(n+ 1) in S” iizerine etki eden grup izometrisi oldugunu gosterelim.

Teorem 3.4.1. O(n+ 1), S? nin ortonormal bazlart iizerinde gecisli etki eder. Daha agik
olarak p, p, S} nin herhangi iki noktast olmak iizere T,(S7') ve Tj(S}) in sirastyla
ortonormal bazlari e; ve &; olsun. Bu takdirde O(p) = p ve dd(e;) = €; olacak sekilde

&€ O(n+1)vardir [7].
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Ispat. p € S ve e;, T,(S?) de ortonormal baz olmak iizere S7 de N = (0, ...,0,7) kuzey
kutbunu p noktasina ve Ty (S?) nin {9;} bazim {e;} bazina doniistiiren bir ortonormal
doniislimiin var oldugunu gostermek yeterlidir.

Bunu gosterebilmek icin p noktastm R"T! de uzunlugu r olan vektor olarak
diigiinelim. p = p/r birim vektor alinsin. e; ortonormal bazlar kiireye teget oldugundan
bu vektorler p vektoriine ortogonaldir. Boylece {ey,...,e,, p} R"*! de ortonormal bazdr.
¢ sutunu bu vektorler olan bir matris olsun. Bu takdirde ¢ € O(n+ 1) ve {01,...,0,+1}
bazini {ey,...,e,, p} bazina doniistiirir. Bu ise ¢ nin S de gecisli etki ettigini gosterir.
Ozellikle ¢(0,...,0,7) = p dir. Ustelik ¢, R**! e gecisli etki ettiginden d@(9;) = ¢; ve ¢

bir ortogonal doniisiimdiir. U

K = +1 pozitif sabit egrilikli Riemann manifoldlarin1 ifade edebilmek icin S”

tizerine diizgiin ve siireksiz etki eden S” in grup izometrilerinin I" altgruplarini ifade
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etmek gerekir. S” iizerine etki eden grup izomorfizmasi Teorem 3.4.1 geregince O(n+ 1)
oldugundan I' C O(n+ 1) dir. Burada I" sonlu indisli olmalidir. Ciinkii I" sonlu indisli
degilse x € §" i¢in I'x = {Ax : A € T'} bir limit noktasina sahiptir. Bu ise I' nin diizgiin
stireksiz etki olmasiyla celisir. Bu nedenle O(n + 1) in sonlu altgruplarinin ifade edilmesi
gerekir. Pozitif sabit egrilikli uzaylarin en basit 6rnekleri I' = {FI} € O(n+ 1) alinarak

asagidaki gibi soyle ifade edilir [6].

Ornek 3.4.1. n cift bir tamsay1 ise sadece " birim kiiresi ile P"(R) n-boyutlu projektif

uzayt K = +1 olan sabit egrilikli tam manifoldlardir. [6].

Gergektende '€ O(n+1) ve VA €T, (n+ 1) x (n+ 1) tipinde bir ortogonal matris
olsun. Bir ortogonal matrisin karekteristik degeri |1| oldugunda A matrisinin karekteristik
degeri 1 dir. Bu durumda A2 = I dir. Boylece A = I ise A nin karakteristik degeri +1 ve
A = —I ise A nin karakteristik degeri —1 dir. I’ = {F/} alindiginda S"\I" yoriinge uzay1

S" tizerindeki tiim antipodal noktalarin kolleksiyonu ve P"(R) dir.

Sonug 3.4.1. Sadece S' ¢emberi ve 6(x,y,z) = (—x,—y,—z) antipodal déniisiimii ile
iiretilen S? nin boliim uzay1 olan P?(R) projektif uzay1 K = 1 kesit egrilikli iki boyutlu

tam Riemann manifoldlaridir [12].

Ornek 3.4.2. n tek olmasi durumunda uzay kuaternionlarm kiimesi R® e izomorf
diisiiniilerek bir sabit egrilikli manifold 6rnegi olarak ele almabilir. > = j> = k*> = —1,

ij=k=—ji, jk=i= —kj, ki = j = —ik olmak iizere
q=a+bi+cj+dk
ve ¢ nin eglenegi
g=a—bi—cj—dk

olsun. K da aligilmig norm ||¢|| = (q,c]ﬁ dir. Burada K; = {q: ||q|| = 1} birim kuaternion-
larin kiimesi olup S* C R* seklinde ifade edilebilir. Burada énemli olan sey g1,¢> € K|
icin ||q192|| = ||q1]/||g2|| oldugundan K; kuaternion ¢arpimi islemiyle bir grup olmasidir.

Bu nedenle ¢ € K; i¢in K dan K iizerine r-lineer doniisiim olan L, (x) = gx ile taniml
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L, : K — K sol dteleme vardir. L, bir ortogonal doniigiimdiir. Boylece §® = K bir grup
uzayidir ve sol Steleme alisilmis Riemann yapisina sahip S° iin bir izometrisidir.

7 : K1 — SO(3) doniisiimii tanimlansin. R3, x = 0 reel kismuna sahip g = yi+zj +wk
seklindeki K nin bir alt uzay1 olsun. Bu takdirde Vg’ € K icin ¢ — ¢'q(q’) ™! ile verilen
R3 iin 7t(g") dénmesi mevcuttur. 'y € SO(3) iin bir alt grubu ise I' = ©~! ('} ) K; in sonlu
bir alt grubudur. Boylece SO(3) iin sonlu alt gruplari tespit edilerek ii¢ boyutlu, tam sabit
egrilikli uzaylarin Grnekleri verilebilir. Yani I" € SO(3) olmak iizere S /T" boliim uzay iig

boyutlu kiiresel uzay form ornekleri olarak gosterilebilir.

Simdi asagidaki 6rnekte SO(3) iin sonlu bir alt grubu olan z,, devirli grubu alinarak

kiiresel uzay form ornegi olan lens uzay: ifade edilmistir.

Ornek 3.4.3. §° = {(z1,22) € C? : |z1| = |z2| = 1}, C? nin birim kiiresi z, devirli grubu
olmak iizere S°/z,, boliim uzayma lens uzay: denir. Burada (z1,22) € C? igin p ve g sabit

sayilar olmak iizere

3 )2y = (€2™/Pzy,e®™4/P2)) = L(p,q)

olarak tanimlidir. Bu uzay kiiresel bir uzay formdur. Bu durumun bir 6zel 6rnegi 1919 da

J.W. Alexander tarafindan gosterilen L(5,2) uzay1 olarak soyle ifade edilir.
L(5,2) _ (ezni/521,€4m/522)

dir. Bu uzayin sekli asagidaki gibidir [13].
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Sekil 3.4.2

L(p,q) lens uzay1 3-boyutlu iki torun simirlarinin birbirine yapistirilmasiyla elde
edilmistir Oyleki birinci torun meridyen egrileri, ikinci tordaki parelelleri p defa ve

meridyenleri g defa kesen egriden gecer.

Simdide Oklidyen uzay formlarla ilgili yapilardan ve rneklerden bahsedelim.

K = 0 sabit egrilikli tam Riemann manifoldlar1 olan Oklidyen uzay formlarda, R”
oklidyen uzay1 ve R" ile ayn1 boyutlu Riemannian ortii uzaylar1 géz 6niine alinacaktir. Bu
nedenle K = 0 sabit egrilikli tam Riemann manifoldlar1 I', R" in grub izomorfizmalarinin
bir alt grubu olmak iizere R” /T" yoriinge uzayinda sekillenir. R” de herbir izometri
AeT CcO(n+1)veb=(by,..,by) icin x — Ax + b Steleme doniigiimii ile ifade edilir.
Sifir sabit egrilikli uzaylarda I" grup izometrisine ka1 hareket denir [6].

Tarihsel olarak bu uzaylarin caligilmasi, R? Oklidyen uzayin orttiigii diizgiin
prizmalar ve R? yiizeyinin orttiigii diizgiin ¢okgenlere kongruent olan kristal yapilarin

calisgtmiyla dogrudan iligkilidir. K = O kesit egrilikli uzaylarda diizgiin siireksiz etki
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eden kat1 hareketler grubu bu uzaylardaki sekilleri yine bu uzaylar iizerindeki sekillere
tasidigindan boyle kristal yapilar simetriktir. Ayrica bu grublarin elemanlari sabit
noktalari icerebilir. Yani R3 6klidyen uzay1 ve R? yiizeyindeki kristal yapilar kati
hareketle sabit kalabilir. Simdi bu uzaylarin 2 boyutlu 6rnekleri ifade edebilmek icin

donel yiizeyin tanimini ifade edelim.

Tanim 3.4.2. Uzayda bir egrinin bir dogru ¢evresinde dondiiriilmesi ile elde edilen yiizeye
donel yiizey denir [4]. r(t) ve h(t) fonksiyonlari I agik arahigindan R ye fonksiyonlar

olmak tizere y; Oy3 diizleminde

verilsin. M yiizeyinde herhangi bir p noktasi
p = (r(t)cos @, r(t)sin@,h(r))
olarak yazilabilir. Buna gore

f : IxR—R?
(t,9) — f(t,9) = (r(t) cos@,r(t) sin®,h(t))

alinirsa f(I x R) = M olur. I x R =U C R? diyelim. Ayrica diizlemdeki dik koordinat

sistemi (x1,x) olsun. g = (¢, ) olmak iizere
x1(q) =1, x2(q) =9
oldugundan Vg € U igin
fla) = (r(t)xi(g)cos(xa(q)),r(r)(x1(q)) sin(x2(q)), h(x1(q)))
dir. Vg € U ig¢in bu esitlik saglandigindan
fl@) = ((roxi)cosxy,(r(t)ox;)sinxg,hoxy)
olur. Simdi donel yiizeyin bir f(fo,g) noktasini alalim.

a(t) = f(to+1,90)
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esitligi ile tanimli o egrisi, f(fo, Po) noktasindan gecen x; parametre egrisidir.

B(@) = f(t0, o+ @)

esitligi ile belirli B egrisi, f (9, @p) noktasindan gegen x, parametre egrisidir.

x1 parametre egrilerine donel ylizeyin meridyenleri, x, parametre egrilerine donel

yiizeyin paralelleri denir [4].

Ornek 3.4.4. R?, silindir, mobius seridi ve flat tor K = 0 sabit egrilikli iki boyutlu tam
Riemann manifoldlaridir. Ger¢ektende

1) Ty = I ise ¥(x1,x2) € R? igin R*/I = R? oldugundan R?/T"; = R? olup R? sifir
sabit egrilikli bir uzay formdur.

2) I, t(x,y) = (x— 1,y) oteleme doniigiimii ile iiretilsin. Bu takdirde
R? /Ty = ((x—1)cos @, (x— 1) sin@, z) bir silindir olup silindir sifir sabit egrilikli bir uzay
formdur.

3) I3, a? = ¢ olacak sekilde yansima doniisiimii ve o = (x + %, —y) alinsin. Bu
takdirde R?/T'3 = (cos@ + (x — 1) cos T cos @, sin@ + (x — 1) cos £ sin@, (x — 1) sin ¥) bir

mobius seridi olup mobius seridi sifir sabit egrilikli bir uzay formdur.

- e e,
of
4 e
.* + _,-".r '\.l‘
¢ *’ \‘l\.. i
X P
l.‘\‘. ...
Ca Sl
Sekil 3.4.3

Flat tor (Kare ve altigen)
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4) Ty, t1(x,y) = (x+1,y) ve r2(x,y) = (x+a,y+b) b # 0 6teleme doniisiimleri ile
iiretilsin. Bu takdirde R? /T"4 boliim uzay1 bir flat tordur. Burada 6zel olarak (a,b) = (0,1)
alinirsa bolim uzay kare tor ve (a,b) = (3, 51/3) alinirsa boliim uzay: altigen tordur.

5Ts, o =11,

tl(xvy) = (X—|— 1,—)7),

2y) = (1), o) = -+ 3,)

olacak sekilde 71,1, o ile iiretilsin. Bu takdirde R?/T's boliim uzay1 bir flat klein sisesidir.
Flat Klein sisesi a = 0,b = 1 i¢in flat torun veya Mobius Seridinin boliim uzay: olarak

goriilebilir [12].

Son olarak hiperbolik uzay formlar ile ilgili yapilardan ve 6rneklerden bahsedelim.

Tanmim 3.4.3. a,b,c,d € Z ve ad — bc = 1 olmak iizere

az+b
cz+d

Z—

doniisiimiine lineer fraktal doniigiim denir [14]. Ust kompleks yar1 yiizeyinin lineer fraktal

doniistimlerin grubu olan I' grubuna modiiler grup denir [14]

K = —1 negatif sabit egrilikli Riemann manifoldlarinda H" de etki eden grup
izometrilerinin ifade edilmesi gerekir. a,b,c,d € C icin ad — bc # 0 olmak iizere

z— (az+Db)/(cz+d) lineer fraktal doniisiimii H" in izometrisidir.

n=_2igin H?, (x,y) +> z = x+iy olacak sekilde C kompleks sayilarn iist yar1 yiizeyi
olarak tanimlanabilir. Bu takdirde H2, imz > 0 olacak sekilde tiim z kompleks sayilarini
iceren C nin bir agik alt uzayidir. C nin iist yari yiizeyinde tanimhi H? nin grup etkileri

asagidaki ornekle ifade edilir.

Ornek 3.4.5. M = {(x,y) € R? : y > 0} C nin iist yan yiizeyi olsun. M de SI(2,R) nin
etkisi soyle ifade edilir. R?, C kompleks sayilari olarak alinsin. z = x + iy, w = u -+ iv,

i =+/—1olsun. g € SI(2,R) i¢in ad — bc = F1 olmak iizere
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g:
c d

ve w=0(g,z) = (az+b)/(cz+d) olarak tanimlansin. y = imz > 0 ise imw > 0 dir ve
Vg1,82 € SI(2,R) icin 6(g1,0(g2,2)) = 0(g182,2) dir. Ayrica (x,y) veya z = x+ iy i¢in

lokal koordinatlarda Riemann metrigi

1

=)

-2
gii=\|"
0

=

SI(2,R) etkisi altinda invaryantdir. Bu nedenle bu grup bu metrigin bir grup izometrisi

olarak etki eder.

i noktasindan zo = u + iv noktasina alinan g € SI(2,R)

1w
g:\ﬁﬁ
U

olsun. Bu takdirde 6(g,z) = *gii(—lu/\%v) = u+vz dir. Burada z = i alinirsa 0(g,i) = u+iv

dir. Bu ise 6 grup etkisinin ge¢isli oldugunu gosterir.

Ayricai = % almirsa ai +b = —c+di oldugundan a = d ve b = —c olup

ad — be = 1 oldugundan a? + b> = 1 dir. O halde

cos0 sin©
8= )
—sin® cos 0

H? nin bir grup izometrisidir [6].

Sonug 3.4.2. C nin iist yar1 yiizeyinde tanimli H? nin grup izometrileri, a,b,c,d € R icin

ad — bc = 1 olmak tizere lineer fraktal doniistimlerin bir G grubudur.
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z— w= (az+b)/(cz+d) lineer fraktal doniisiimiine tekabiil eden

a b
c d

matrisi ile tamml F : SI(2,R) — G doniisiimii ¢cekF = FI olan G nin bir homeomor-

fizmidir [6].
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