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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Lineer Olmayan Nonhomojen Kuadratik
Volterra Integral Denklemleri” baslikli bu ¢alismamin bilimsel ahlak ve geleneklere
aykirt diisecek bir yardima basvurmaksizin tarafimdan yazildi§im1 ve yararlandigim
biitiin kaynaklarin, hem metin icinde hem de kaynak¢ada yontemine uygun bicimde
gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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Dort boliimden olusan bu tezin birinci boliimiinde, integral denklemler ve li-
neer olmayan nonhomojen kuadratik Volterra integral denklemlerinin ¢6ziimiiniin varlig1
hakkinda bilgi verildi.

Ikinci boliimde, diger boliimlerin daha kolay anlasilmasinm saglayacak temel
tanimlar ve teoremler verildi. Lineer uzay, normlu uzay, topolojik uzay, siirekli operator
ve kompaktlik gibi kavramlardan bahsedildi.

Ugiincii boliimde, Luitzen Egbertus Jan Brouwer’in siirekli fonksiyonlar icin ifade
ve ispat ettigi sabit nokta teoremleri verildi.

Dordiincii boliimde, lineer olmayan nonhomojen kuadratik Volterra integral denk-
lemlerinin, sabit nokta teoremi kullanilarak, [0,7] aralifinda tanimli, reel degerli ve
stirekli biitiin fonksiyonlarin C[0,7] Banach uzaylarinda ¢oziimiiniin varhig: incelendi.
Ayrica, bu boliimde, sonuglarin daha 1yi anlagilmasini saglayacak bazi uygulamalara yer
verildi.

ANAHTAR KELIMELER: Volterra integral denklemleri, Nonkompaktlik ol¢iisii,
Sabit nokta teoremi.
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The present thesis consists of four chapter. In the first chapter of this thesis, some
knowledge about the integral equations and the existence of solution of nonlinear nonho-
mogen quadratic Volterra integral equations were given.

In the second chapter, some basic definitions and theorems were given to understand
other chapters easily. Basic concepts such as linear space, metric space, normed space,
topological space, continuous operator and compact set were given.

In the third chapter, the fixed point theorems which were expressed and proved by
Luitzen Egbertus Jan Brouwer were explained.

In the fourth chapter, the existence of solution of nonlinear nonhomogen quadratic
Volterra integral equations in the classical Banach space C[0, T'] consisting of all real func-
tions defined and continuous on the interval [0, 7] were investigated by using of the fixed
point theorem. Moreover, in this chapter, some applications were given to understand
results more clearly.

KEYWORDS: Volterra integral equations, Measure of noncompactness, Fixed
point theorem.
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KAYNAKLAR

OZGECMIS



SEMBOLLER

R : Reel sayilar ciimlesi,

R, : [0,00) araligt,

N : Dogal sayilar ciimlesi,

C : Kompleks sayilar climlesi,

C(I) : I araliginda tanimli, reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin uzayi,
BC(R4+,R) : R, dataniml, reel degerli, siirekli ve sinirli fonksiyonlarin uzayi,
sup : Supremum,

inf : Infimum,

E : Banach Uzayi,

D(T) : T doniistimiiniin tanim ctimlest,

R(T) : T dontisiimiiniin goriintii ciimlesi,

Mg : E Banach uzayinin bostan farkli ve sinirh alt kiimelerinin ailesi,
NEg : E’nin bostan farkl ve 6n-kompakt alt kiimelerinin ailesi,

A : A kiimesinin kapanisi,

B(x,r) : x merkezli r yaricapli agik yuvar,

Blx,r] : x merkezli r yarigapl kapali yuvar,

S(x,r) : x merkezli r yarigaph yuvar yiizeyi,

conv X : X’iihtiva eden konveks ve kapali kiimelerin en kiigiigii,

w(x,€) : x’in, € > 0 sayisina kargilik gelen siireklilik modiilii.
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1. GIRIS

Integral isareti altinda bilinmeyen bir fonksiyonu ihtiva eden denklemler olarak
tanimlanan integral denklemler, uygulamali matematik ve matematiksel fizikteki bir cok
problemin doniistiigii en onemli denklem tiplerindendir. Bu denklemler, matematiksel
analizin giiniimiiz diinya problemleri lizerine uygulanmasinda da 6nemli bir yere sahiptir.
Mesela, trafik arac teorisi ve biyoloji bilimindeki bazi problemlerin ¢6ziimii,

1

(1) = F(t,x(1) / u(t,s,x(s))ds, 1 € [0,1]

0
formundaki lineer olmayan fonksiyonel integral denkleme dayanir, [13], [15].

Integral denklemler, genelde integral sinirlarina gére Fredholm ve Volterra olmak
tizere iki tipten olugsmaktadir. Fredholm integral denkleminde integralin sinirlar1 sabittir.

Volterra tipi integral denklemlerde ise integral sinirlarindan biri degiskendir, [15].

Integral denklem tabiri, ilk olarak 1888 yilinda Bois Reymand tarafindan
kullanilmig olmakla beraber, bu denklemlere ilk olarak 1782 yilinda Laplace’in lineer

fark denklemleri ve integral deklemlerin ¢oziimiinde kullandigi,

70 = [ e olay

integral doniisiimiinde rastlanmaktadir, [11].

Volterra tipi integral denklemlere ait caligmalar ilk olarak, 1860-1940 yillari
arasinda yasamis olan Italyan matematikcilerinden Vito Volterra tarafindan yapilmistir,

[15].

veE
t

x(1) = f(t,x(1)) / u(t, s, x(s))ds

0

formundaki lineer olmayan kuadratik Volterra tipi denklemlerin, ¢oziilebilirligine dair

incelemeler daha 6nce yapilmistir, [3], [4], [13].



Bu calismada,

() = alt) +201) [ (e, % x(T))d

0

veE

0) =)+ (T)0) [ F0(1.9)0(x(5))ds

esitlikleriyle verilen lineer olmayan nonhomojen kuadratik Volterra tipi integral denk-

lemlerin ¢6ziilebilirligi incelendi, [6], [7].



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde, sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi temel tanimlar ile teoremler

verildi.
2.1 Temel Kavramlar

Tanimm 2.1.1. (Lineer Uzay) [10, syf. 69] Bos olmayan bir L ciimlesi ve bir [F cismi
verilmis olsun. Eger x,y € L, A € F i¢in +(x,y) = x+y ve -(A,x) = Ax ile tanimlanan
+:LxL— L, -:FxL— L fonksiyonlari, her x,y,z € L ve A,y € F i¢in asagidaki
esitlikleri sagliyorsa, L climlesine, IF cismi iizerinde bir lineer uzay (vektor uzay1) denir.
a) x+y=y+x,

b) (x+y)+z=x+(y+2),

¢) Vx € Ligin x+ 8 = 8+ x = x olacak sekilde bir 6 € L vardir,

e) (A+PB)x =Ax+Px,
f) Mx+y) =Ax+4y,
(AB)x = A(Bx),

1x=

8

(

(

(

(d) Vx € Ligin x+ (—x) = (—x) +x = 0 olacak sekilde bir (—x) € L vardur,
(

(

(

(h

)
)
F = R olmasi halinde L’ye reel, F = C olmasi halinde ise L’ye kompleks lineer

uzay denir.

Tanim 2.1.2. (Topolojik Yap) [1, syf. 23] X, bir kiime ve T da P(X) in bir alt kiimesi ol-
sun. Eger asagidaki aksiyomlar saglanirsa, T ya X iizerinde bir topoloji (topolojik yapi)
denir.

(t1) X,0€1

(f2) 7 da alinan herhangi sayida elemanin birlesimi T ya aittir. Yani, V(A;);e; C T (I, her-
hangi bir indis ciimlesi) i¢in (J;c;A; € T dir.

(13) T da alinan sonlu sayida elemanlarin kesisimi T ya aittir. Yani, V(A;);c;y C T (J, sonlu

indis kiimesi) i¢in (;c;A; € T dir.



Tanim 2.1.3. (Topolojik Uzay) [1, syf. 24] T topolojisi ile donatilmis X kiimesine veya

(X,7) ikilisine topolojik uzay denir.

Tanim 2.1.4. (Acik Kiime) [1, syf. 24] T nin her elemanina, X iizerinde 7T tarafindan

tanimlanan topolojiye gore bir acik kiime denir.

Tamm 2.1.5. (Kapal Kiime) [1, syf. 24] X uzayina gore tiimleyeni acik olan kiimeye T
tarafindan tanimlanan topolojiye gore kapali kiime denir. Yani; F C X kapali < F€ et
dir.

Tanim 2.1.6. (Kapams) [1, syf. 66] X topolojik uzay ve A C X olsun. A nin tiim kapali

iist kiimelerinin arakesitine A’nin kapamsi denir ve A ile gosterilir.

Tamim 2.1.7. (Siirekli fonksiyon) [1, syf. 81] (X, 1) ve (X’,7’) iki topolojik uzay,
f: X — X’ bir fonksiyon ve xyp € X olsun. X’ uzayinda f(xo) mn her N’ komgulugu i¢in
f(N) C N’ olacak sekilde, X uzayinda xo in bir N komsulugu varsa, f fonksiyonuna x

noktasinda T ve T’ ye gore siireklidir denir.

Tanim 2.1.8. (Normlu Lineer Uzay) [10, syf. 103] X, bir lineer uzay olsun. ||-||: X — R

fonksiyonu, Vx,y € X ve Va € R i¢gin asagidaki sartlar1 saghyorsa, || -|| fonksiyonuna X
tizerinde bir norm ve (X, || - ||) ikilisine de normlu lineer uzay veya kisaca normlu uzay
denir.

() [lx] =0,

() x| =0 x =86,
() [lax]l = lalllx[],
(

d) eyl < [lxll +llyll

Tanmm 2.1.9. (Yakmsak Dizi) [12, syf. 75] (x,), (X,]|-||) normlu uzaymda bir dizi
ve xp € X olsun. lim, . ||x, —xo|| = 0 ise (x,) dizisi xp noktasina yakinsiyor denir ve

Xp — Xo veya lim,_.. X, = xo seklinde gosterilir.

Tanm 2.1.10. [12, syf. 75] Bir (X, || - ||) normlu uzay1, xo € X noktasi ve pozitif r sayist
verilsin. O zaman

B(xop,r) ={x€X : ||lx—xo| < r}



kiimesine xo merkezli r yaricaplh a¢ik yuvar,
Blxo,rj={xe€X :|x—x0|| <r}

kiimesine xop merkezli r yaricapli kapali yuvar ve
S(xo,r)={xeX:|x—x0|| =r}

kiimesine ise xo merkezli r yaricapli yuvar yiizeyi denir.

Tamm 2.1.11. (Cauchy Dizisi) [12, syf. 77] (x,), (X,] - ||) normlu uzayinda bir dizi
olsun. Her € > 0 igin m,n > ng oldugunda, ||x,, — x,|| < € olacak sekilde €’a bagli bir ng

dogal sayis1 bulunabiliyorsa (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tamim 2.1.12. (Banach Uzay) [12, syf. 82] (X, || -||) normlu uzayindaki her Cauchy
dizisi X i¢inde bir limite yakinsiyorsa, bu (X, || - ||) normlu uzayina tam normlu uzay veya

Banach Uzay1 denir.

[a,b] arahiginda tanimli, reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin Cla,b] lineer uzayi,
||x|| = max{|x(z)| : t € [a,D]} normuna gore bir Banach uzayidir.

(xn) C Cla,b] ve lim,_,x, = x olmasi halinde, her € > 0 sayis1 i¢in m > N oldugunda,

max |x, (1) —x(t)] <€
t€[a,b]

olacak sekilde €’a bagh bir N dogal sayisi bulunacagindan, her 7 € [a, b] i¢in
() —x(1)] <€

olur. Bu ise, C[a,b] uzayindaki yakinsak bir dizinin aym1 zamanda diizgiin yakinsak

oldugunu gosterir, [9, syf. 36-37].

Tanim 2.1.13. (Operator) [12, syf. 123] X ve Y bos olmayan kiimeler ve D C X olsun.
D’nin her elemanina Y ’nin bir elemanini kargilik getiren bir kurala D’den Y’ye bir opera-
tor veya doniisiim denir ve 7 : D — Y ile gosterilir. Burada D’ye, T operatdriiniin tanim

kiimesi denir ve D(T) ile gosterilir.

R=R(T)={yeY:y=T(x),xeD(T)}



kiimesine 7" operatoriiniin goriintii kiimesi denir. 7" operatoriiniin yaptig1 islem,

X>D(T) S R(T)CY

seklinde veya kisaca T : X — Y biciminde gosterilir. Bu gosterimde,
D(T)# X veyaR(T) #Y
olabilir.

Tanim 2.1.14. (Bir operatoriin Bir Noktadaki Siirekliligi) [12, syf. 125] X ve Y
normlu uzaylari ve 7 : X — Y operatorii verilsin. Asagidakilerden biri saglandiginda, T
operatorii (doniisiimii) xo € D(T) noktasinda siireklidir denir.

(a) Ve > 01i¢in 38 = 8(¢,x0) > 0> x € D(T) ve ||x —xp|| < & iken;
IT(x) =T (x0)l| <,

(b) xo noktasina yakinsayan V(x,) C D(T') dizisi i¢in lim, . T (x,) = T (xp) dir.

Tanim 2.1.15. (Siirekli Operator) [12, syf. 126] X ve Y normlu uzaylar olmak {izere
T : X — Y operatorii D(T)’nin her noktasinda siirekli ise 7 operatorii D(T') iizerinde

siireklidir denir.

Tanim 2.1.16. (Diizgiin Siirekli Operator) [8, syf. 336] X ve Y normlu uzaylar ve
T : X — Y operatorii verilsin. Ve > 0i¢in 38 = 8(¢) > 0 > ||x —y|| <  olacak sekildeki
her x,y € D(T) igin ||T (x) — T (y)|| < € oluyorsa T’ye D(T) iizerinde diizgiin siireklidir

denir.

Tanm 2.1.17. (Essiireklilik) [14, syf. 276] X C Cla,b] olsun. Bu durumda, Ve > 0
sayisina kargilik |r; — #p| < O esitsizligini saglayan her #1,f, € [a,b] ve her x € X i¢in

|x(t1) —x(t2)| < € olacak sekilde bir & > 0 sayisi varsa X kiimesine egsiireklidir denir.

Tamm 2.1.18. (Smurh Operator) [12, syf. 127] X ve Y iki normlu uzay ve T : X — Y
operatorii verilsin. Vx € D(T') igin || Tx|| < c||x|| olacak sekilde sabit bir ¢ > 0 say1s1 varsa

T operatorii D(T) tizerinde sinirlidir denir.



Teorem 2.1.1. [12, Teorem 3.2.3 | X ve Y iki normlu uzay olsun. T : X — Y lineer ope-
ratriiniin D(T) iizerinde simirli olmast icin gerekli ve yeterli kosul T operatoriiniin D(T )

lizerinde siirekli olmasiduir.

Tamim 2.1.19. [12, syf. 223] (X, || - ||) normlu uzayinda agik kiimelerin bir ailesi D =
(Dy)xea olsun. Eger bir E C X kiimesi i¢in E C [Jy cp Dj, oluyorsa D ailesine E kiimesinin
bir agik drtiisii denir. Eger Ag C A sonlu ve E C Uycp, Dy, ise Do = (Dy)rcna, ailesine E
kiimesinin sonlu alt ortiisii ad1 verilir. E kiimesini orten [ ailesinin her kiimesinin ¢ap1

€ > (0’den biiyiik degilse DD ortiisiine £ kiimesinin €- ortiisii denir.

Teorem 2.1.2. [12, syf 89] (X, -|) normlu uzay ve A C X olsun. x € A olmast igin

gerek ve yeter sart A icinde x’e yakinsayan bir (x,) dizisinin olmasidur.

Teorem 2.1.3. (Weierstrass Yaklasim Teoremi) [9, syf. 280] W, reel katsayili biitiin
polinomlarin ciimlesi olsun. Bu durumda, X = Cla,b] olacak sekilde sayilabilir bir X C W

ciimlesi vardir.

Buna gore x € Cla,b] iken, Teorem 2.1.2’den, lim,,_,. X, = x yakinsamas diizgiin

olacak sekilde polinomlarin bir (x,) dizisi vardir.

Tanim 2.1.20. (Kompakt Kiime) [12, syf. 224] (X, || -||) uzaynn bir altkiimesi E olsun.
Eger E kiimesinin her agik Ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa E kiimesine X~ te kompakt
kiime denir. Eger E kiimesinin E kapanis1 X ’te kompakt bir kiime ise E’ye X te bir 6n-
kompakt kiime denir. X kompakt (6n-kompakt) bir kiime ise (X, || - ||) normlu uzayma

kompakt (6n-kompakt) normlu uzay1 adi verilir.

Tanm 2.1.21. (Dizisel Kompakt) [12, syf. 224] (X,|| - ||) uzaymm bir alt kiimesi E
olsun. E icindeki her dizinin, limiti £’de olan yakinsak bir alt dizisi varsa E kiimesine,
X te dizisel kompakt kiime denir. Eger E’nin E kapanis1 X ’te dizisel kompakt kiime ise

E’ye, X te dizisel on-kompakt kiime ad1 verilir.

Lemma 2.1.1. [12, syf. 225] (X,||-||) normlu uzay: ve E C X verilsin. E kiimesi X ’te

kompakt ise, bu kiime X ’te dizisel kompakt bir kiimedir.



3. BROUWER SABIT NOKTA TEOREMI VE UYGULAMALARI

Bu boliimde, once Brouwer Sabit Nokta Teoremi ifade edilecek daha sonra Brouwer

Sabit Nokta Teoreminin baz1 uygulamalarina yer verilecektir.

3.1 Brouwer Sabit Nokta Teoremi

Bu kisimda, once Brouwer Sabit Nokta Teoremi ifade edilecek ve daha sonra
kistirma fonksiyonlar ile bu teorem arasindaki iligkiyi belirleyen teoremin ispati1 verile-

cektir.

Teorem 3.1.1. (Brouwer Sabit Nokta Teoremi) /2, syf. 6] B,[0,1],R" deki éklidyen
birim yuvar olmak iizere; f : By[0,1] — B,[0,1] siirekli bir fonksiyon ise, f(xo) = xo

olacak sekilde bir xo € B,[0,1] vardr.

Tamim 3.1.1. (Retraction) [2, syf. 7] X ve X iki topolojik uzay olsun. Asagidaki sartlar

saglanirsa, X1 e X in kistirilmis1 denir.
(a) X1 C X'tir,
(b) Vx € X; i¢in r(x) = x olacak sekilde siirekli bir r : X — X fonksiyonu mevcut-

tur. Buradaki r fonksiyonuna, X’1 X;’e kistirma (geri ¢cekme) fonksiyonu denir.

Brouwer sabit nokta teoremi ile kistirma fonksiyonu arasindaki iligki asagidaki teo-

rem ile verilebilir:

Teorem 3.1.2. [2, syf. 7] Brouwer sabit nokta teoremi ile asagidaki iddia birbirine
denktir. ”B,[0,1] oklidyen birim yuvarindan S,(0,1) yiizeyinin iizerine her mertebeden

tiirevlenebilen kistirma fonksiyonu yoktur.”

Ispat. =) : Kabul edelim edelim ki Brouwer Teoremi dogru olsun, fakat buna ilaveten
B,[0,1]’den S,(0, 1) iizerine her mertebeden tiirevlenebilen bir r kistirma fonksiyonu da
mevcut olsun. O zaman r;’i r; (x) = —r(x) olarak tammlayalim. Burada r;’in B,,[0, 1]’den

S»(0,1) tizerine siirekli bir fonksiyon oldugu aciktir. Zira; x’ler xo’a yaklagirken r; (x)’ler



de r(xp)’lara yaklagir. Nitekim ri’in tanmimi ve r’nin kistirma fonksiyonu oldugu goz

Oniine alinirsa,

[r1(x) =ri(xo)|| = || —r(x)+r(xo)]

= l[=x+xol = lx = x0l[ = 0 (x = x0)

sonucuna ulagiriz. Ancak ry, siirekli oldugu halde sabit biraktig1 bir nokta yoktur. Ciinkii
tanim geregi | (xg) = —r(xp) = —xo # xo’dir. Bu durum, Brouwer Teoremi ile ¢elisir. Bu
da Brouwer Teoreminin gecerli olmasi halinde bdyle bir kistirma fonksiyonunun olama-

yacagi anlamina gelir.

<): Karsit olarak kabul edelim ki her mertebeden tiirevlenebilen bir kistirma

fonksiyonu mevcut olmasin.

Oncelikle gosterecegiz ki f : B,[0,1] — B,[0, 1], her mertebeden tiirevlenebilen bir

fonksiyon ise, o zaman f’nin sabit biraktig1 bir nokta vardir.

Gergekten, eger f’nin sabit biraktifi boyle bir nokta olmasaydi o zaman Vx €
B,[0,1] i¢in x # f(x) olurdu. Bu durumda f(x)’i x’e birlestiren yonlii dogru parcasi
(vektor), ylizeyi bir noktada keser. Buna g(x) diyelim. g fonksiyonunu,
g:B,[0,1] — S,(0,1), Vx € B,[0, 1] i¢cin g(x) # f(x) ve Vx € S,,(0, 1) icin g(x) = x seklinde
tamimlayalim. Simdi, g’nin her mertebeden tiirevlenebilen bir fonksiyon oldugunu ispat-

layacagiz. Gergekten,Vx € B,[0, 1] igin

g(x) = a(x)x+ (1 —afx)) f (x)

esitligi vardir. Burada o : R" — R fonksiyonu, < g(x), g(x) >= 1 i¢ ¢arpimini saglayacak

sekilde secilmelidir. Buna gore,

< g(x),8(x) >= 1 & a(x)* x| +20u(x) (1 — a(x))xf (x) + (1 — ex(x))? | f(x) |2 = 1

olur. Her mertebeden tiirevlenebilen katsayili, 2. dereceden bir denklemin ou(x) ¢6ziimii
mevcutsa, ¢oziim de ayni Ozelige (yani her mertebeden tiirevlenebilir olma 6zeligine)
sahiptir. Boylece, g fonksiyonu, B,[0,1]’den S, (0, 1) iizerine tanimli olan her mertebeden

tiirevlenebilen bir kistirma fonksiyonudur.



Demek ki, her mertebeden tiirevlenebilen f’nin bir noktayi sabit birakmamasi ka-
bulii, bir kistirma fonksiyonunun mevcudiyetini gerektirmektedir. Bu da her mer-
tebeden tiirevlenebilen bir kistirma fonksiyonunun olmamas: halinde her mertebeden
tiirevlenebilen f’nin sabit biraktig1 bir noktanin olacagini gosterir. Boylece ilk iddianin
ispati tamamdir. Yani, f : B,[0, 1] — B,[0, 1], her mertebeden tiirevlenebilen bir fonksiyon

ise, 0 zaman f’nin sabit biraktig1 bir nokta vardir.

Simdi de, f : B,[0,1] — B,[0, 1] siirekli fonksiyonunun sabit biraktig1 bir noktanin

oldugunu gosterelim:

Weierstrass Yaklasim Teoremi, lim, .. f, = f yakinsamasi diizgiin olacak sekil-
de her mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlarin bir (f,) C B,[0, 1] dizisini verir. Buna
gore, f, : By[0,1] — B,[0,1], Vn € N i¢in her mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlardir.
Bu da f,(x,) = x, olacak sekilde B,[0, 1] de bir (x,) dizisinin mevcut oldugunu gosterir.
(xn), kompakt B,[0, 1] yuvarinda bir dizi oldugundan bu dizi, x9 € B,[0, 1] noktasina
yakinsayan bir (x,,) alt dizisine sahiptir. Burada, limg_.c fi(xn,) = f(xo)’dir. Zira,
Jn i By[0,1] — B,[0,1] siirekli ve B,[0,1] de kompakt oldugundan max,cp, (o 1] [ fn (%)l

mevcuttur. Ayrica,

0 < lfiCane) = FOro)ll = [ facCtn) = f (on) + f () = f (0) |
< i) = S Qan )| 4 1S (o) = f (0) |

olup, ¢; = MaXy, ep,o,1] || fe(xn,) — f (x, ) || alinursa, f,, f’ye diizgiin yakinsak oldugundan

¢k — 0 (k — o) olur.

[ faeCene) = f Com )l 11 Gome) = F (o) [| < e+ {1 G ) = f (x0)
esitsizliginde k — oo igin limit alinirsa, f siirekli oldugundan || f(x,,) — f(x0)|| — O ve su
halde || f(xn,) — f(x0)|| — O olur.

Sonug olarak, limy_,e fi(xn,) = f(x0) olur. Ayrica,
limy o0 fic (%, ) = limy_e0 X, = X0 yazilabilir. Bu nedenle f(xo) = xo’dir. Bdylece xo, f

fonksiyonunun sabit biraktig1 bir noktadir. O]
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f” nin sabit biraktig1 noktalarin kiimesini F (f) ile gosterelim. Bu kiime kapalidir.
Gergekten, xg € W ise Teorem 2.1.2°den, lim,_,.x, = xo olacak sekilde bir (x,) C
F(f) dizisi mevcuttur. Bu durumda, f(x,) = x, olacagi agiktir. f siirekli oldugundan
lim,, e X, = X0 iken lim, e f(x,) = f(x0) esitligi saglanir.

Boylece, f(x,) = x, esitliginde limit alinirsa, f(x9) = xo olacagindan, xo € F (f) olur.

Su halde, ¥ (f) C F(f) elde edilir. Halbuki, ¥ (f) C F(f) kapsamast daima gecerli

oldugundan 7 (f) = F (f) olur ki bu da 7 (f) nin kapali olmas1 demektir.

3.2 Brouwer Sabit Nokta Teoreminin Baz1 Uygulamalari

Bu kisimda, Brouwer Sabit nokta teoreminin bazi uygulamalar verilecektir.

Teorem 3.2.1. [2, syf. 8] F,B,[0,1] i¢cindeki bos olmayan kapali bir kiime olsun. O
zaman F (f) = F olacak gekilde siirekli bir f : B,[0,1] — B,[0, 1] fonksiyonu vardur.

Ispat. d(.,F) fonksiyonunu, Vx € B,[0,1] icin
d(x,F) = inf{[lx—y[ :y € F}
olarak alalim. Bu fonksiyon siireklidir. Ciinkii Ve > 0 i¢in
llx—x0l| < 8= |d(x,F)—d(xo,F)| <€

onermesi dogru olacak sekilde en az bir 8 > 0 sayis1 vardir.

infA —inf B < inf(A — B) esitsizliginden,

inf [x—vyl|—inf o —y[I| < |inf (Ix=] = |lxo —
inflle—1 = inflao 1| < |in (=31~ o 1)

< inff[lx—y[| = llxo —yll| < [lx—xol| <8 =e¢
yeF

olur. Su halde; d(x,F) — d(xo,F) (x — xo) olur. f: B,[0,1] — B,[0,1] ve xo € F olmak

lizere,

x—d(x,F)7==2_  x#xgise
o) = O F s+ X7 %0

X0 , X=Xxqlise
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seklinde tanimlanan f fonksiyonu siireklidir. Ciinkii,

X — Xo
0<|[f(x)=fxo)l = x—d(x,F)m—xo
X — X
= x—xo—d(x,F)m'
< |lx—xo|| + d(x,F)|||x—xo
| I T 1 (x, F) ] |

= | =xoll + lld(x, F)|

olup d(x,F) siirekli oldugundan, ||x — xo|| + ||d(x,F)|| — d(x0,F) =0 (x — xp) olur.
Ustelik her kapali kiimeye siirekli bir fonksiyon karsilik gelir ve # (f) = F oldugu ko-
layca goriilebilir. [

Teorem 3.2.2. [2, syf. 9] Eger C, R" nin bos olmayan, kompakt ve konveks bir alt kiimesi
ve f, C iizerinde herhangi bir siirekli fonksiyon ise o zaman f’nin sabit biraktigi bir nokta

vardur.

Ispat. Gerekli carpma ve oteleme islemleriyle C’yi B,[0,1] icine getirebiliriz. C’yi
B,[0,1])’in i¢inde kabul edelim. Daha 6nce bildigimiz teorem geregince, Vx € B,[0, 1]
igin ||x — P.(x)|| = infyec ||x — y|| olacak sekilde birtek P.(x) € C noktas1 vardir. Burada,
P, : B,[0,1] — C doniistimii sireklidir ve Vx € C i¢in P,(x) = x’tir.

Boylece, P, : B,[0, 1] — C fonksiyonu bir kistirma (retraction) fonksiyonudur.
foP.:By0,1] — C olup, Brouwer Sabit Nokta Teoremi geregince, (f o P.)(xp) = Xo
olacak gekilde bir xo € C vardir ve f(xg) = xo’dir. C’yi B,[0, 1]’e genisletirsek;

(foPc)()C()) =x0 = f(Pc(xO)) =X = PC()C()) =X
oldugundan f(xp) = xp ve xog € C’dir. O

Teorem 3.2.3. [2, syf. 9] f: R" — R” siirekli bir fonksiyon ve her pozitif A sayisi ve
||u|| = r olan her u € R" icin f(u) + Au # 0 olacak sekilde en az bir r > 0 sayist mevcut

olsun. O zaman |lug|| < r ve f(ug) = 0 olacak sekilde bir ug noktasi vardur.

Ispat. Kabul edelim ki Vu € B,[0,7] icin f(ug) # O olsun.
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g : B,y[0,r] — B,[0,r], g(u) = w:(—%)ﬁ ile tanimlanan g fonksiyonu siireklidir. Bu

durumda Brouwer Teoremi geregince, g(i1) = u olacak sekilde bir @ € B,[0,r] mevcut

oldugundan,
o —f@r
=u= 3.2.1

= ) .20
ve boylece (3.2.1) den,

f@r+||f @]z =0 (3.2.2)
ve (3.2.2) den de,

P L

.
/@]

r

f(u) + Au # 0 kabuliiyle ¢elisir. Demek ki f(ug) = 0 olacak sekilde bir ug € B,[0, 7]

esitligi elde edilir. = A alinirsa, f(u) + A = 0 sonucuna ulagilir. Bu da

vardir. ]

Teorem 3.2.4. [2, syf. 9-10] f: B,[0,1] — R”" siirekli bir fonksiyon ve ||x|| = 1 olan
Vx € B,[0,1] icin || f(x)|| < 1 olsun. O zaman f(xo) = xo olacak sekilde bir xy € B,[0,1]

noktast vardr.

Ispat. ilk olarak f’nin her mertebeden tiirevlenebilen bir fonksiyon oldugunu gosterelim.
Vx € B,[0,1] i¢in f(x) # x oldugunu kabul edelim. g(x), f(x)’i x’e birlestiren yonlii dogru
parcasinin (vektoriin) yiizeyi kestigi nokta olsun. Teorem 3.1.2°den g fonksiyonunun,
B,[0,1])’den S,(0,1) iizerine bir kistirma fonksiyonu oldugu kolayca goriilebilir. Eger f
stirekli bir fonksiyon ise Weierstrass Yaklasim Teoreminden, f’ye diizgiin yakinsak ola-
cak sekilde her mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlarin bir (f,,) C B,[0, 1] dizisi vardur.
B,[0,1])’de f,(x,) = x, olacak sekilde bir x;, dizisi oldugu, Teorem 3.1.2’den bilinmekte-
dir. (x,), kompakt B, [0, 1] yuvarinda bir dizi oldugundan bu dizi, limy_,.x,, = xo olacak
sekilde bir (x,,) alt dizisine sahiptir. (f,) dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi,
f’nin siirekliligi ve f,(x,) = x, esitligi dikkate alinarak lim, .« f,,(x,) = f(x0) oldugu,
Teorem 3.1.2°nin ispatindan goriilebilir.  lim, e f;,(x;) = f(x0) ve lim,_ewx, = Xxo

oldugundan f(xp) = xo olur. Yani, xo, f fonksiyonunun sabit biraktig1 bir noktadir. ~ [J
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4. KUADRATIK VOLTERRA INTEGRAL DENKLEMLERININ MONOTON
COZUMLERI

Bu boliimde, kuadratik Volterra integral denklemleri i¢in temel kavram ve teoremler

verilerek, bazi uygulamalara deginilecektir.
4.1 Gosterimler, Tammlar ve Yardimc1 Sonuclar

Bu boliimde, daha sonra kullanacagimiz bazi sonuglar1 verecegiz. Kabul edelim ki
(E,|| -||), sonsuz boyutlu bir Banach uzay1 ve bu uzayn sifir elemani1 6 olsun. x merkezli
r yarigaph kapali yuvar Blx,r| ile ve B[6,r] yuvari da kisaca B, sembolii ile gosterilir.
Eger X kiimesi E’nin bir alt kiimesi ise 0 zaman X ve ConvX sembolleriyle, sirasiyla,
X’in kapanisi ve konveks kapanigi gosterilir. Kiimeler tizerindeki cebirsel islemler AX ve
X +Y ile, E kiimesinin bos olmayan ve sinirl biitiin alt kiimelerinin ailesi g ile ve 6n

kompakt alt kiimelerinden olusan aile de Mg ile gosterilir, [6].

Tanmm 4.1.1. [5, syf. 9] Bir u: 9MMg — Ry = [0,) fonksiyonu, asagidaki sartlari
saglarsa, bu fonksiyona E’de bir nonkompakthk o6lciisii denir.

(1) keru={X € Mg : u(X) =0} # 0 ve keru C Ng’dir,

(2) X C¥ = u(X) < u(Y),

(3) u(X) = p(ConvX) = u(X),

(4) p(AX + (1 = )Y) < Wa(X) + (1 = A)u(¥), A € [0, 1],

(5) Eger (X,,),(n=1,2,...),Mg deki kapali kiimelerin, X+ C X, ve

lim,, e p(X,) = 0 sartlarin1 saglayan bir dizisi ise o zaman X.. = (;,_; X,, kiimesi bos

degildir.

(1) de tanimlanan keru ailesi, ”u nonkompaktlik 6l¢iistiniin ¢ekirdegi” olarak ad-

landirilir. Simdi, agsagidaki sabit nokta teoremini verelim:

Teorem 4.1.1. Q.E uzayinin bos olmayan, sumirli, kapali ve konveks bir alt kiimesi ve

F : Q — Q stirekli bir doniisiim olsun. X ,Q’ nun bos olmayan herhangi bir alt kiimesi ve
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k € [0, 1) bir sabit olmak iizere, u(FX) < ku(X) olsun. O zaman F 'nin Q kiimesinde sabit
biraktig1 bir nokta vardir, [6].

Uyan 4.1.1. Yukaridaki hipotezler altinda, F fonksiyonunun Q kiimesinde sabit biraktigi

noktalarin kiimesi, keru ailesinin bir elemamidir, [6].

Caligmalarimizi, [0,7] iizerinde tamimli ve reel degerli siirekli fonksiyonlarin
C[0, T] Banach uzayinda yapacagiz. Kolaylik olmasi agisindan I = [0, 7] ve C(I) = C[0,T]
yazacagiz. C(I) uzay: lizerindeki norm, ||x|| = max{|x(¢)| : # € I} normudur, [6].

X, C(I) nin bos olmayan, sabit ve sinirl bir alt kiimesi olsun. x € X ve € > 0 icin

w(x,€) ile, x’in
w(x,€) = sup{|x(¢) —x(s)| : t,s € I, |t —s| < €}
esitligiyle tanimli siireklilik modiiliinii gosterecegiz. Bunlara ilaveten;

w(X,€) = sup{w(x,€) :x € X}

wo(X) = limw(X,€)

e—0

olarak tanimhidir. Ayrica,

d(x) =sup{|x(s) —x(t)| — [x(s) —x(r)] : t,s € I,t <},

i(x) =sup{|x(t) —x(s)| — [x(z) —x(s)] : t,s € I,t < s},

d(X) =sup{d(x):xeX},

i(X) =sup{i(x):xeX},
ile tanimlansin. Buna gore,

d(X)=0< X in [ iizerinde kapsadig biitiin fonksiyonlar azalmayandir, [6].
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Bunu gorelim:

=):d(X)=0olsun. d(X) =0 < Vx € X igin d(x) = 0 dir.
d(x) =0< |x(s) —x(t)] — [x(s) —x(t)] =0 =t < s i¢in x(s) > x(t)

oldugundan x azalmayandir.

&) : x azalmayan olsun. Yani < s icin, x(¢) < x(s) olsun. O zaman
[x(s) —x(1)] = 0= [x(s) —x(¢)| — [x(s) —x(1)] = 0
olup buradan,
d(x) = sup{lx(s) —x(r)| — [x(s) ~x(1)] : 1.5 € T ve 1 < 5} =0

olacagindan,

d(X)=sup{d(x):x€X}=0

esitligine ulasiriz. Benzer bir yolla, X kiimesi ile i(X) = O esitligi karakterize edilebilir.
Sonug olarak u fonksiyonunu, D¢ ailesi iizerinde u(X) = wo(X) + d(X) olarak
tanimlayabiliriz. Bu 6lciiniin ¢ekirdegi keru # 0 olup, sinirli X kiimelerini kapsar, X teki

fonksiyonlar / araliginda egsiireklidir ve azalmayandir, [6].
4.2 Temel Sonug I

Bu kisimda,
t

(1) = a(t) +x(1) /0 v(t,1,x(1))dx, 1 €1 4.2.1)

olarak verilen denklem iizerinde ¢alisacagiz. Burada, a = a(t) ve v = v(z,7,x) fonksiyon-
lar1 bilinen fonksiyonlar ve x = x(¢) de bilinmeyen fonksiyondur. (4.2.1) denklemindeki
fonksiyonlar asagidaki sartlari saglar:

(i) a € C(I) olup, a, I araliginda azalmayan ve negatif olmayan bir fonksiyondur,

(if) v: I x I x R — R fonksiyonu siireklidir ve v: I x I x Ry — R4 olmak iizere, keyfi bir
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T € [ sabiti ve x € R i¢in t — v(¢,7,x) fonksiyonu / aralhiginda azalmayandir,

(iii) Vt,m € I ve x € R i¢in |v(7,7,x)| < f(|x|) olacak sekilde azalmayan bir f: Ry — R,
fonksiyonu vardir,

(iv) ||la|| + rT f(r) < r esitsizliginin, T f(rg) < 1 sartin1 saglayan bir ry pozitif ¢6ziimii

vardir.

Simdi temel sonucu ifade edebiliriz.

Teorem 4.2.1. (i) — (iv) hipotezleri altinda (4.2.1) denkleminin C(I) uzayinda en az bir

x = x(t) ¢oziimii vardwr ve bu ¢oziim I araliginda azalmayandur, [6].

Ispat. C(I) uzayinda V operatoriinii,

(V) (t) = a(t) +x(t) /O (e, % x(%))d

esitligiyle tammlayalim. (i) ve (ii) sartlarindan, herhangi bir x € C(I) fonksiyonu i¢in
Vx fonksiyonu 7 araliginda siireklidir. Yani, V doniisiimii, C(/) uzayindan C(I) uzayima

tanimlidir. Ayrica, (iii) kabuliinii de aklimizda tutarak,

VO] < )]+ [ e wta)e
< lall+ Il [ (s

< Jall+ il | £(lelae
< Jall+ 7 (e @22)

esitsizligine ulasiriz. (4.2.2)’den,
Vx|l < llall + [1x[| 77 (llx])

elde edilir. Boylece,(iv) hipotezini de dikkate alarak, ro > 0 ve T f(rg) < 1 olacak sekilde
bir 79’1 mevcut oldugu sonucuna ulagiriz. Boylece V' doniiglimii, B,, yuvarindan B,

yuvarina bir doniisiimdiir. B, yuvarinin alt kiimesi olan B:g kiimesi,

B ={xeB, :x(t)>0,r 1} (4.2.3)
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esitligiyle tanimlansin. Acik olarak B:B, bostan farkli, kapali ve konveks bir kiimedir.
Boylece (i) ve (ii) hipotezlerini de dikkate alarak V doniisiimiiniin, B dan B ’a tanimli

oldugu sonucunu kolayca elde edebiliriz.
Simdi V’nin, B}, kiimesinde siirekli oldugunu gosterelim:
€ > 0 sabitini ve ||x —y|| < & olacak sekildeki keyfi x,y € B, elemanlarini alalim.

Bu durumda ¢ € I icin,

|(Vx) () — (Vy)(2)]
X(1) /0 v(t, %, x(t))dT— (1) /O w17, y(1))dr

IA

t

x(t) /0 (e, 6(T) )T — (1) /0 v(t,7, x(x))dx

t

—|—‘y(t) /0 (e, x(7))dT — (1) /0 W(t,7,y(1))d
e/()tv(t,‘c,x(r))dr—kro/ot (2,7, (1)) — v(t,7,y(1))|dT

E/Otf(ro)d’C—Fro /OtBrO(e)dT
eT f(ro) + roT B, (€) (4.2.4)

IN

IN

IN

elde edilir.
By, (€) = sup{|v(t,T,x) —v(t,T,y)| : t,7 € Lx,y € [0,r], |x —y| <€}

olmak iizere, v’nin diizgiin siirekliligi ve (if)’den € — 0 oldugunda B,,(€) — O olacag:
agiktir. Ciinkii v fonksiyonu 7 x I x [0, ry] kompakt bolgesinde siirekli oldugundan diizgiin

stireklidir. (4.2.4)’ten,
[Vx—Vyl <eTf(ro) +roT By, (€)

olacagindan V operatorii B% tizerinde siireklidir.
Simdi bir X C B;; kiimesini ve ¢,s € [0,T] olmak iizere |t —s| < € olacak sekildeki

€ > 0 sabiti ile x € X noktasim secelim. Genelligi bozmaksizin ¢t < s oldugunu kabul
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edelim. Bu taktirde,

IN

IA

IN

IA

<

|(Vx)(s) — (Vx)(1)]
la(t) —a(s)| + |x(s) /0 v(s,7,%(1))dT — x(1) / v(t,7,x(7))dr

0

w(a,€) +

(x(s) — x(£)) /O (5,7, x(7))dx

+ x(t)/osv(s,’t,x(‘l:))d‘l:—x(t)/0 v(t,T,x(1))dT

+|x(e) /0 (e, 7, x(%) )dt — x(1) /0 (7 (1) )dn

w(a,€) + [x(s) —x(1), /0 Co(s,1,x(1) )dr
+x(1) /Os lv(s,T,x(1)) —v(t,T,x(7T))|dT + x(1) /[S lv(t,T,x(T))|dT

N

w(a,€) +w(x,e) /0 " F(ro)dT+ro /0 o (€) 410 /t Flro)dr
w(a, &)+ T f(ro)w(x,€) + roT Yy, (€) + roef(ro) (4.2.5)

esitsizliklerini elde ederiz. Boylece,

Yro(g) = sup{]v(s,r,x) —v(t,‘c,x)| . ‘S_t| SEgxe [0,7'0]}

olmak iizere v fonksiyonu IxI x [0,rg]| ilizerinde diizgiin siirekli oldugundan € — 0

oldugunda vy,,(€) — 0 olur. Buna gore, (4.2.5) esitsizliginde 6nce

w(X,€) =sup{w(x,€) :x € X}

esitligi dikkate alinarak x € X’ler lizerinden supremum ve daha sonra

wo(X) = limw(X,¢)

e—0

esitligi dikkate alinarak € — 0 icin limit alinirsa,

Wo(VX) S Tf(ro)W()(X) (4.2.6)
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elde edilir. Simdi x € X sabit, 7,5 € I ve t < s olsun. Bu durumda,

[(Vx)(s) = (Vx) ()| = [(Vx)(s) — (Vx)(2)]
a(s) +x(s) /

0
- [a(s) +x(s) /OSV(S»T,xm)dT—a(f) —x( )/o
(la(s) —a(t)] — [a(s) —a(t)]) +

x(s) /0 v(s,7,x(t))dt — x(1) /0 W(t,7,x(1))d
- [x(s) /0 o(s,7,x(1) )dT— x(t) /0
x(s) /O v(s,7,%(1))dT — x(1) /O v(s,7,x(1))d
x(t) /O (s, %,x(1))dT —x(1) /O (e, 70T )d
- [x(s) /0 (5,7, x(%) ) — x(t) /O '
_ [x(l) /O " (5,5, x(%))dT — x() /0 tv(t,‘c,x(’t))d’t}
1x(s) — x(1)] /O Vs, %, x(7))dT+

x(0)| /0 (s, 7,x(1))dT — /0 (e, % 6(T))d
—[x(s) —x(1)] /0 v(s,7,%(1))dT —

*(t) [ /O (s, 7,x(1))dT — /O lv(t,’c,x(’c))d’c] 42.7)

t

v(s,7,%(1))dT — a(t) —x(1) / v(t,7,x())dr

0

t

v(t, t,x(r))dr}

IN

t

v(t,ﬂ:,x('c))dr]

IN

_|_

v(s,r,x('c))d'c}

IN

olup, v: I x I xR, — R, olmak iizere keyfi bir T € [ sabiti ve x € R, igint — v(z,7,x)

fonksiyonunun 7 araliginda azalmayan oldugu hipotezi de dikkate alinarak, (4.2.7)
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esitsizliginden,

[(Vx)(s) = (Vx) (1) = [(Vx)(s) = (V) (1)]
(be(s) = x(1)] = [x(s) —x(2)]) /O v(s,T,x(1))d1

/Otv(s,’C,X(’C))d’C+/tsv(s,’t,x(’t))d’t— /Otv(t,‘t,x(’c))d'c
—x(t) [/Osv(s,ﬂ:,x(”c))d’c—/Otv(t,‘c,x(’c))dr]

IA

+x(1)

IN
=
=
~—~
%)
~—
|
=
—~
~
=
|
=
~—~
]
N—
|
=
—~
~
N~—
=
\%
)
—~
S
N——
U
a

+x(r) ( /O ' (s,7x(1)) — vt %, x(2))] de| +

| /O Co(s,1,x(1) )dT — /0 tv(t,r,x(r))dr]
T f(ro) (Jx(s) = x(1)] = [x(s) —x(r)])
+x(1) /v(s,‘c,x(r))dt+/t v(sfl:,x(‘c))d‘c—/o v(t,‘c,x(’t))dt}

[ rs t

()| [ v(s,tx(t))de— / v(t,‘c,x(‘c))d‘c]

/o 0

= T£(ro) (|x(s) —x(t)| — [x(s) —x(1)])
— T f(ro)d(x) 4.2.8)

/t (s, 1,x(1) )

)

IN

o

esitsizliine ve (4.2.8) esitsizliginden de
d(Vx) <T f(ro)d(x)
esitsizligine, yani
d(VX) <Tf(r0)d(X) (4.2.9)

esitsizligine ulagilir. Sonug olarak (4.2.6) ve (4.2.9) esitsizliklerini taraf tarafa toplayip

(1). bolimdeki nonkompaktlik Sl¢iilerini aklimizda tutarak,
u(VX) <Tf(ro)u(X) (4.2.10)

esitsizligine ulaginz. (4.2.9) ve Tf(ro) < 1 esitsizligi ile birlikte, Teorem 4.1.1 de kul-

lanilarak ispat tamamlanir. Yani V, B,*O’ln en az bir x noktasini sabit birakir. Bu durumda,

Vx=x= (Vx)(t) =x(t) = a(t) +x(t) /Ot v(t,T,x(T))dT = x(t)
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olur. ]

(4.2.1) integral denkleminin ¢oziimleri, B, kiimesindedir, / = [0, T] araliginda azal-
mayandir ve siireklidir. Ustelik her ¢ € I igin a(t) > 0 ise (4.2.1) denkleminin ¢oziimleri

pozitiftir.

4.3 Ornekler

Baslangicta, (iii) ve (iv) hipotezlerine iliskin baz1 6rnekler verelim:

Ornek 4.3.1. Kabul edelim ki v = v(t,7,x) fonksiyonu, I x I x R kiimesinde sinirly olsun.
Yani; t,T € I =[0,T] ve x € R icin, k negatif olmayan bir sabit olmak iizere |v(t,T,x)| < k
olsun. Bu durumda (iii) sarti, r > 0 ve f(r) = k fonksiyonu icin saglanwr. (iv) hipotezin-

den,
lal| +krT <r (4.3.1)

esitsizligi elde edilir. kT < 1 alimirsa, f(ro) =k ve T f(ro) = Tk < 1 olacagindan; ry =

1H—ak”T’ (4.3.1) esitsizliginin bir ¢éziimii olur.

Ornek 4.3.2. Kabul edelim ki (iii) deki f(r) fonksiyonu, f(r) = cr olsun. Burada c,
¢ < lla|| olacak sekildeki bir sabit ve T = 1 olsun. O zaman (iv) esitsizliginden,
la| +er* < (43.2)

esitsizligi elde edilir. Buradan; ry = 1=y]ldac V21;4“C sayisun, (4.3.2) egitsizliginin pozitif bir
coziimii oldugu ve

Tf(ro)=f(ro)=——F—<
esitsizliginin saglandig anlagilir.
Ornek 4.3.3. a € C[0,1] olmak iizere; a, [0,1] araliginda azalmayan ve ||a|| < % olsun.
Kabul edelim ki (iii) hipotezindeki f fonksiyonu, f(r) = \/r esitligiyle tanimlansin. Bu

durumda T = 1 i¢in (iv) esitsizligi,

lal| + 7T f(r) = |lal| +rvVr <r (4.3.3)

22



halini alir. Bu da ry = g’un (4.3.3) esitsizliginin bir ¢oziimii oldugunu gdsterir. Burada,

Tf(ro) = f(ro) = 3 < 1 dir.
Teorem 4.2.1°deki sonug oldukc¢a kullaniglidir. Bunu asagidaki 6rnekle gorelim:

Ornek 4.3.4. Asagidaki nonhomojen lineer olmayan kuadratik integral denklemi
gozoniine alalim.

1+ 1)x(1)

x(t) = 2 +x(t) /0 i O (4.3.4)

Simdi bu denklemin, T < 1 olmak iizere C|0,T| uzayindaki ¢oziimiinii arastiralum. Denk-

lemden a(t) = 12, ||a|| = T? ve v(t,7,x) = (i:—?zx oldugu a¢iktir. Burada Vt,t € [0,T] ve
x € Ricin
1+71 2Tx 2x
1,7 = < = T <
o5 = [ < || = e <

olur. Béylece, |v(t,t,x)| < T elde edilir. Bu esitsizlikten f(r) fonksiyonu f(r) =T
seklindedir. Ustelik t — v(t,7,x) fonksiyonu, [0,T| araligi iizerinde azalmayandir. Buna
gore, (4.3.4) denkleminin C|0,T| uzayinda bir x = x(t) ¢dziimiiniin mevcut ve bu ¢éoziimiin

[0,T] araliginda pozitif ve azalmayan oldugu anlasilir.

Ornek 4.3.5.

() = a(t) +x0) [ il +ax(D)]) 43.5)

0o 2exp(t+7)

esitligiyle verilen kuadratik integral denklemi gizoniine alalim. Bu denklemin C|0,2]

uzayindaki ¢oziimlerini arastiralim. Burada T =2,a € C[0,2] ve a, [0,2] araliginda azal-

_ In(141)x|)

= Zexp(i 1) olarak verilmektedir.

mayan olsun. Burada, v(t,T,x)

[v(t,7,2)] = v(r,7,x) < 5 (P exp(—1)) (vexp(—1)) x| < 4[x]

| =

oldugundan, f(r) = 4r olur. Simdi,

lall +Trf(r) <r
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esitsizligini, yani,
82+ |la|| < r
esitsizligini veya buna denk olan
82+ |lal| —r <0 (4.3.6)

all < % olmast durumunda ry = % sayist, (4.3.6)

esitsizligini ele alalim. Bu taktirde;
esitsizliginin bir ¢oziimiidiir. Diger taraftan; T f(ro) = 8ro < lolur. Su halde; Teorem
4.2.1’in sartlart saglamir. Buna gire, (4.3.5) denkleminin C|0,2] uzayinda bir ¢éziimiiniin

mevcut ve bu ¢éziimiin [0, 2] araliginda pozitif ve azalmayan oldugu anlasilir:

4.4 Yardimca Bilgiler

Simdi, M kiimesinin £ Banach uzaymin bos olmayan bir alt kiimesi oldugunu
ve T : M — E operatoriiniin de sinirli kiimelerden sinirli kiimeler {izerine tanimli ve
stirekli oldugunu kabul edelim. k& > 0O bir sabit ve u nankompaktlik 6l¢iisii olmak iizere
M’nin herhangi bir X alt kiimesi i¢in u(TX) < ku(X) esitsizligi saglanirsa, T doniigimii
Darbo sartini saglar denir. 7 doniistimii Darbo sartin1 £ < 1 icin sagliyorsa o zaman T

doniigiimii u ol¢iisiiniin bir daralmasi olarak adlandirilir, [7].

Simdi, asagidaki sabit nokta teoremini verelim:

Teorem 4.4.1. Q,E Banach uzaymin bos olmayan, sunirli, kapali, konveks bir alt kiimesi
ve u de E Banach uzaywnda bir nonkompaktlik olciisii olsun. F : Q — Q, u olciisiine
gore bir daralma fonksiyonu olsun. O zaman F’nin Q kiimesinde sabit biraktig bir nokta

vardrr, [7].

Uyan 4.4.1. Yukaridaki teoremin kabulleri altinda Q ya ait olan ve F nin sabit biraktigi

noktalarin kiimesinin keru niin bir elemant oldugu goriilebilir.

X,C(I) uzayinin bog olmayan ve sinirh bir alt kiimesi olmak iizere € > 0 ve x € X

icin w(x, €) ile gosterilen x’in siireklilik modiild,

w(x,€) = sup{|x(t) —x(s)| : t,s € I,|t —s| < €}

24



esitligiyle,
w(X,€) =sup{w(x,€) :x € X} ve wyp(X) = lin(l)(X,s)

€

ile tanimlanir. Bunlara ilaveten,

i(x) = sup{|x(s) —x(¢)| — [x(s) —x(¢)] : s, € [,t < s}

ve

i(X) =sup{i(x):xeX}

olarak tanimhidir ve
”i(X) = 0 < X'e ait olan biitiin fonksiyonlar / araliginda azalmayandir ”

Oonermesi dogrudur.

4.5 Temel Sonuc IT

x(t) =a(t)+ (Tx)(t) /Otf(q)(t,s))(p(x(s))ds,t el 4.5.1)

lineer olmayan nonhomojen Volterra integral denklemini gbzoniine alalim.

a(t), f(u),e(u),d(t,s) ve (Tx)(¢t) bilinen fonksiyonlar ve x = x(¢) bilinmeyen
fonksiyondur. Bu denklem i¢in asagidaki hipotezlerin saglandigim1 kabul edelim.
(i) a € C(I) ve a, I araliginda azalmayan ve negatif olmayan bir fonksiyondur.
(if) ¢ : I x I — R fonksiyonu siireklidir. # — 0(¢,s), Vs € I i¢in azalmayan bir fonksiyon-
dur.
(iii) f : Imo — R fonksiyonu siireklidir ve kompakt Im¢ (¢ nin goriintii kiimesi) tizerinde
azalmayandir.
(iv) @ : R — R fonksiyonu, @ : Ry — R oldugunda siirekli bir fonksiyondur.
(v) T :C(I) — C(I) operatorii siireklidir ve sabit Q ile birlikte 4 nonkompaktlik 6l¢iisii

icin Darbo sartin1 saglar. Ayrica T pozitif bir operatordiir. Yani x > 0 i¢in (7Tx) > 0 dir.
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(vi) Vx € C(I) ve Vt € I igin |(Tx)(t)| < c+d||x| esitsizligini saglayan negatif olmayan ¢
ve d sabitleri vardur.

(vii) |\al| + (c+dy)|| fl|Me,r, < ro esitsizligini saglayan ro vardir ve Q|| f||My, -, < 1 dir.
Burada My, ,, = max{|Q(u)| : u € [—ro, 7o)} dir.

Teorem 4.5.1. Yukaridaki (i) — (vii) hipotezleri altinda (4.5.1) denkleminin C(I)

uzaymnda en az bir x = x(t) ¢oziimii vardir ve bu ¢dziim I araliginda azalmayandur, [7].

Ispat. C(I) uzayinda A ve B operatorlerini,

(AX)(0) = ale) +(T2)(0) [ £(0(0,5))p(x(5))ds

veE

= [ stott.9)0x(s)s

olarak tanimlayalim ve x € C(I) ise Ax € C(I) oldugunu gorelim:

Ax € C(I) oldugunu gostermek i¢in Bx € C(I) oldugunu gostermek yeterlidir. € > 0

bir sabit, x € C(I),t1,tr € I, 1) <ty ve t; —t; < € olsun. O zaman,

Bx)(12) — (Bx)(11)]
_ ‘ / ” £(0(t2,5))0(x(s))ds — /0 £ (0(01,5))@(x(s))ds

< \ /tzf(d)(fz,S))(P(X(S))ds— F(0(0,9)0(x(s))ds
[ plotanspotats)ds = [ o(t,5)0(x(5)ds
< [" 1700205 - £(001,5)) [9(a(s)]ds

[ 15000, otets s

olur. Boylece,

Wrop(€,-) = sup{|F(0(t,5)) — F(0(t,5))| s 1,8 s € L]t —1 | <€}
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olup, My, ||x| = max{|@(u)|: u € [—|x||,[]x||]} almursa,

|(Bx)(12) = (Bx)(11)| < wrog(€, )M, |12+ || fI[ Mg, |1 (22 — 11)

< wrog(€, )Mo x) + £ Mo, 15 €

esitsizligi elde edilir. f o ¢ fonksiyonunun / x [ lizerindeki diizgiin siirekliliginden, € — 0
igin w rog (€, .) — 0 elde edilir. Boylece, Bx € C(I) ve sonug olarak, Ax € C(I) olur. Ustelik

vt € I icin,

((Ax)(1)] =

o)+ ()0 [ 7(0(0.5)9(x(5)ds

< ||a||+(c+d||XI|)/0l £(0(,9))[|@(x(s))|ds
< lall+ (c+dllxDII 1M, x|

dir. Buna gore, [|Ax|| < [|la[| + (c +d||x||)||f[|Mg,)x| olur. Bdylece [|x|| < ro ise (vii)
sartindan,

1Ax]| < llall + (¢ +dro) |l f[|Mg.r, < ro

esitsizligine ulasiriz. Sonug olarak A operatorii, B,, = B|[0,rg] yuvarindaki eleman-
lar1 yine B,, yuvarma tagir. Simdide, A operatoriiniin B,, lizerinde siirekli oldugunu
gorelim. Bunun i¢in (x,), B[0, ro|’da bir dizi olmak iizere, x,, — x iken Ax,, — Ax oldugunu

gosterelim. Vr € [ igin

(4,)(0) ~ (Ax) (1)
= [0 [ 705000 6)ds - 100 [ 700.5)0((5)as

< |T5)0 [ oot~ T [ 700500 (5)as

H0) [ lote.)otls)ds - (T0) [ 706.5)0(x(5)as
< 1T 0 — O] [ 100l [9bo)]ds
0] [ 17600, on(5)) — 0x(5)lds

< [T = T|[| £ Me.ro + (€ + iy ) | £1] /Ot |0(xn(s)) — @(x(s))|ds
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ve ¢ fonksiyonu, [—rg, ro| iizerinde diizgiin siirekli oldugundan € > 0 igin, |u—u | < & ve
uu € [—ro,70] iken;
/ €
o) —o(u )| < m
olacak sekilde en az bir 6 > 0 vardir. Ayrica, 6 > 0 i¢in n > n esitsizligini saglayan biitiin
n’ler igin ||x, —x|| < & olacak sekilde ng € N vardir. Yani Vr € I i¢in |x, () —x(¢)| < d dur.
Sonug olarak; Vs € I i¢in,

€
|0(x,(s)) —@(x(s))] < m

dir. Buna gore,
|(Axa) (1) = (AX)(1)] < (1T — Tx[[| f[| Mg, ry +

et 1] [ 1000(5)) — 0(x(5)lds

esitsizliginden,
€
Ax, —Ax|| < ||[Tx,—x||||fl[Mo,r, + (c+dei) || fll 55
1A%, — Ax]| 1720 = x[| 1 £ ([ Mg, ry + (€ + el )| |!2<C+dr0)||f”
€
< 1T =LA My + 5 452)

esitsizligini elde ederiz. T siirekli oldugundan Vn > n; i¢in

€

Txp—Tx| <
! 2[1 1Mo, r,

esitsizligini saglayan en az bir n; € N vardir.
Sonug olarak n > max{ng,n; } alimirsa, (4.5.2) esitsizliginden,

€ €

Ax, —Ax _ Mgy o+ =
H n H 2Hf||M(P,ronH ®,ro 2
< 8+8 _e

-2 2

esitsizligine ulagilir. Bu da A operatdriiniin B, da siirekli oldugunu gosterir.

A operatoriiniin, B,, yuvarmin alt kiimesi olan B;B tizerinde tanimli oldugunu
g0zOniine alarak,

B ={x€B,:x(t)>0,r I}
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olarak tanimlayalim. Bj(“) kiimesinin bostan farkli, sinirli, kapali ve konveks bir kiime
oldugu agiktir. x € B} olsun. (i), (iii), (iv), (v) hipotezlerinden, 7 € I igin x(z) > 0 ise
(Ax)(r) > 0 dur. Boylece, A, B! *daki elemanlari yine B, *a tagir. Ustelik, A, B, iizerinde

stireklidir.

Genelligi bozmaksizin #; <t oldugunu kabul edelim. O zaman B operatoriiniin

tanimindan,

(Bx)(12) = f(¢(tz, 5))0(x(s))ds,
(Bx) (1) = f(¢(t1, 5))9(x(s))ds

olup,

(4%)(12) = (A0) (1)
= fa(t2) + (Tx)(12) (Bx) (12) — atr) ~ (T) (1)) (Bo) (1)
i) = ()] + |(T)(12)(Bx)(12) — (T)(0) (B) 1)
H1(T20)(0) (B) (12) = (T) (1) (B) 1)
FIT)(00) (B) (12) = (T2) (1) (B) 1)
)] [ 10l s)llo(s)lds

+[(Tx)(n) !/O [f(0(22,5)) — f(0(t1,5))[[@(x(s))|ds

+(Tx) (1) /: £(0(1,9))[[9(x(s))lds
w(a,&) +w(Tx,e) || fl|Mg,ryt2+ (¢ +dry )W rop (€, ) Mo, gt
He+dy) | flIMg,ry (12 —11)

< w(a,&) +w(Tx,e)[|f[|Me,r, + (¢ +dry) Mg, r,(Wrop(e,-) +€[LF])

IN

IN

w(a,e)+|(Tx

IA

olur. Boylece,
w(Ax,€) <w(a,&) +w(Tx,€)| fl|Mg,r, + (c+dry) Mg r,(Wroo(€,.) +€[ 1))
olur. Sonug olarak;

w(AX,€) <w(a,e) +w(TX, )| f|[Mg,r, + (¢ +dry) Mo, r,(Wrop (€, .) + £ f1])
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dir. f o ¢ fonksiyonu I x I kiimesi lizerinde ve a fonksiyonu da [/ iizerinde siirekli

oldugundan € — 0 i¢in wyo¢(€,.) — 0 ve w(a,&) — 0 elde edilir. € — 0 i¢in
wo(AX) < || fl|Mg,r,wo(TX) (4.5.3)

esitsizligi elde edilir. x € X, #1,p € I ve t; < 1 olsun. O zaman,

|(Ax)(22) = (Ax) (11)] = [(Ax) (12) = (Ax) (11)]

= la(t2) + (Tx)(12)(Bx) (22) — a(t1) = (Tx) (1) (Bx) (11)|
= (a(t2) + (Tx)(12) (Bx) (12) — a(t1) = (Tx) (1) (Bx)(11))

[la(r2) —a(n)] = (a(t2) —a(n1))]

+[(Tx)(12) (Bx)(12) = (Tx) (11) (Bx) (11|
(

— ((Tx)(22) (Bx) (12) — (Tx) (1) (Bx) (11))
)

IN

( (
|(Tx)(22) (Bx) (t2) — (Tx) (11) (Bx) (12))|
+[(Tx)(11) (Bx)(12) = (Tx) (11) (Bx) (11|
= ((Tx)(12) (Bx) (12) — (Tx)(11) (Bx) (12))
(11)(Bx) (11) (Bx)(

)
—((Tx)(t1)(Bx)(t2) — (Tx)(t1)(Bx)(t1))

(

)

IN

)
x)

IN

[1(Tx)(22) = (Tx)(01)| = (Tx)(22) = (Tx) (11))] (Bx) (22)
+(Tx) (1) [|(Bx)(r2) — (Bx)(11)| = ((Bx)(22) — (Bx)(11))] (4.5.4)

olur. Simdi, (Bx)(t2) — (Bx)(t;) > 0 oldugunu gorelim:
/0 " F(002,5))9(x(5))ds — /0 " F(0(1.5)9(x(5))ds
= [" st ettds— [ riotn.9)olx(s)ds
+ / " foln.s) / " st D
= [0 ~ st )ott)ds+ [ 500.)00(s)ds

1
yazilabilir. ¢+ — ¢(¢,s) fonksiyonu azalmayan oldugundan ¢(p,s) > ¢(t1,s) dir. Diger

tarafan, f azalmayan oldugundan (iii) hipotezinden,

f(0(t2,5)) = f(§(t1,5)) = 0
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dir. Ayrica, x(s) > 0 oldugundan @(x(s)) > 0 dir. O zaman

[ r0te9) — rlot,9))ota(s))ds 2 0 5.5)

esitsizligi gecerlidir. Diger taraftan; f > 0 ve @(x(s)) > 0 oldugundan

/ % 1(0(01,5))0(x(s))ds > 0 (4.5.6)

131

olur. Sonug olarak (4.5.5) ve (4.5.6) esitsizliklerinden,
1] 151
| S@9))ex(s)ds— | f(0(t1,5))9(x(s))ds 2 0
esitsizliine ve (4.5.4) esitsizliginden,

|(Ax)(22) = (Ax) ()] = ((Ax)(12) — (Ax) (1))
< H(TX)(tz)—(Tx)(tl)|—((TX)(tz)—(Tx)(tl))]/Ozf(¢(t278))<P(X(S))ds

< [[fIMg,ri(Tx)
esitsizligine ulasilir. Boylece,
i(Ax) <[ f[|Mg,r,i(Tx)
olur. Sonug olarak,
i(AX) <[ f[|Mg,r,i(TX) (4.5.7)
olur. (4.5.3) ve (4.5.7) esitsizliklerinden,

u(AX) = wo(AX)+i(AX)
£l Mg, ru(TX)

< ||fHM(P,r()Q‘u(X)

IN

esitsizligi elde edilir. Teorem 4.4.1, || f||M¢, ,,Q < 1 olmak iizere (4.5.1) denkleminin bir
X € Bj(') ¢oziimiiniin varligini garanti eder. Ayrica bu ¢6ziim, Teorem 4.4.1 ve (1). boliimde

verilen y nonkompaktlik dlciisiiniin tanimina gore azalmayandir. [
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4.6 Uyarilar

Uyan 4.6.1. Teorem 4.5.1°deki sartlar altinda,

1

X(0) = alt) +(T)() [ F(0(0.5)0(x())ds, 1 €1

0

(Urysohn tipi) Volterra integral denkleminin C(I) uzayna ait ve I araliginda azalmayan

en az bir x = x(t) ¢dziimiiniin mevcut oldugu gosterilebilir.

Uyari 4.6.2. ¢(x) = x olsun. O zaman bu fonksiyon (iv) hipotezini saglar ve (4.5.1)

integral denklemi,
1) = al0)+ (1)) [ 7(600.9))x()ds
olur.

Uyar1 4.6.3. 0(¢,s) =1t — s alalim. § fonksiyonun (ii) hipotezini sagladigint gérmek ko-
laydir. Bu durumda (4.5.1) integral denklemi,

t
x(1) =alr) + (TX)(t)/O [t —5)o(x(s))ds
halini alir. Bu da konvoliisyon tipi integral denklemlerin ozel bir seklidir.

Uyar1 4.6.4.
lall + (c+dr)||fl| Mg, < r (4.6.1)
esitsizliginin pozitif coziimlerinin varligr asagida incelenmektedir.

(vii) hipotezindeki esitsizlik, (4.6.1) esitsizliginin 6zel bir halidir. M , = Ar’ ve
A > 0 oldugunu kabul edelim. @(x) = Ax> olsun. O zaman asagidaki durumlar1 gozoniine
alabiliriz:

Eger d =0 ve ¢ > 0 ise (4.6.1) esitsizligi,

lal| +ellfAr < r
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halini alir.

y(r) =cllflIAr* —r+ ]
alalim. y(0) = ||a|| > 0 ve lim,—_o Y(r) = —oo igin r| € (—o0,0) ve Y(r;) = 0 olacak
sekilde bir r| vardir.

Simdi, y(r)’nin diger koklerinin kompleks oldugunu kabul edelim ve bu kokleri

o+ i ve oo — i3 ile gosterelim. Bu durumda,

w(r) = cll fIIMr—r) ((r— 0)* +B?)

ve sonug olarak r > 0 i¢in y(r) > 0 olur. Boylece, esitsizligin pozitif ¢6ziimlerinin ol-

madi81 anlagilir.

Simdi, y(r)’nin {ot1, 00, 03} koklerinin reel ve o < 0 oldugunu kabul edelim. Bu

durumda,

v(r) = cllFIMr—on)(r—on)(r—as)

= cllfIM (P — (00 4 0+ 03)r7 + (041 0tg + 041 03 + 0063 ) r — 0L 02 43 )

olur. Buradan, c||f||A(o; + 0z + 03) = 0 veya buna denk olan o + o + a3 = 0 esitligi
elde edilir. oy < 0 ve y(r) nin kokii varsa, ||a|| > 0 olmak iizere o, > 0 ya da oz > 0 dur.

Sonug olarak esitsizligin pozitif bir ¢oziimii vardir.
d > 0ve y(r) =d| fl[Ar* +c| f|Ar —r+ ]

alahm ve y(r) nin {a;, 0, 03,04 } koklerinin negatif oldugunu kabul edelim. O zaman
Cardano’nun basit uygulamalarindan ), ; a;0; = 0 esitligini elde ederiz. Bu esitlikteki
herbir terim pozitif oldugundan toplam pozitiftir ve bu bir ¢eligkidir. Boylece esitsizligin
en az bir ¢oziimiiniin pozitif olmas1 gerektigi anlagilir.

Simdi, y(r) nin a; + if1,0 — Py, 02 + P2, 0 — By seklinde dort kompleks

kokiiniin oldugunu kabul edelim. O zaman,

y(r) =d||fIIA((r—a1)* +BT) ((r—a2)*+B3) (4.6.2)
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olur. (4.6.2) esitliginden, r > 0 i¢in y(r) > 0 oldugu goriiliir. Boylece,
lall +cll £l1Ar> < r
esitsizliginin pozitif ¢oziimlerinin olmadig1 anlagilir.
Uyan 4.6.5. Simdi, Teorem 4.5.1 de verilen hipotezlere iliskin bazi ornekler verecegiz.

Ornek 4.6.1. a(1) = % alalim. O zaman bu fonksiyon (i) kabuliinii saglar ve ||a|| = % olur.
O(t,s) =t aldigmmuzda bu fonksiyonun (ii) kabuliinii sagladigin kolayca gorebiliriz. f=1
aldigimizda bu fonksiyon (iii) kabuliinii saglar ve || f|| = 1 dir. @ ézdeslik fonksiyonu olsun
bu durumda @ fonksiyonu (iv) kabuliinii saglar ve My , = r dir. (Tx)(t) = —a, o> 0
alalim. Bu durumda T, pozitif bir operatir olmadigindan (v) kabuliinii saglamaz. Burada
c=o,d=0,0 =0 alalum. (vii) kabiiliiniin ilk esitsizligi, % + ar < r seklindedir. Burada
ro = m (o < 1) olarak alinan ry bu esitsizligin pozitif bir ¢oziimiidiir. Ustelik Q = 0

icin (vii) kabuliindeki ikinci egitsizlik saglanir. Bu durumda integral denklem,

x(t) = %— Oc/otx(s)ds

olur. x(0) = § aliirsa integral denklemin azalmayan bir x(t) ¢oziimii vardir bu ¢oziim
t €10,1] icin x(t) > % esitsizligini saglar. Ozellikle, x(1) > % dir. Diger taraftan, integral

denklemden,

esitligi elde edilir.

1
o / x(s)ds >0
0
oldugundan, x(1) < % olur ki bu bir ¢eliskidir.

Ornek 4.6.2. a,0 ve f fonksiyonlarim Ornek 4.6.1°deki gibi alalim. Q(x) =x—1 olsun.
Bu fonksiyon (iv) kabuliinii saglamaz. Ustelik Mg, = r+ 1 dir. (Tx)(t) = 3 alalim. Bu
operator, (v) ve (vi) kabullerini saglar. ¢ = %,d = 0,0 = 0 olmak iizere (vii) kabuliindeki

ilk esitsizlik,

(r+1)<r (4.6.3)

| =

_|_

| =
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seklindedir. ro =2, (4.6.3) esitsizliginin pozitif bir ¢oziimiidiir. Ayrica Q = 0 igin (vii)
kabuliindeki ikinci egitsizlik saglanir. Bu durumda integral denklem,

x(t) = %—F% Ot(x(s) —1)ds

seklinde olur. x(0) = % alindiginda bu integral denklem azalmayan bir x(t) ¢oziimiine

sahip olur ve integral denklemden,

2/ —1ds<;+;( (1) —1)

ve boylece x(1) < %x(l) esitsizligi elde edilir.  Sonug olarak, x(1) < 0 ve x(0) =

NI—

oldugundan bu bir celigkidir.

Ornek 4.6.3. a(t) = 1 alalim. O zaman ||a|| = 1 olur ve (i) kabuliinii saglar. §(t,s) =1 ve
(Tx)(t) = § alahm. ¢ = },d = 0,Q = 0 almrsa, (ii), (iv), (v) kabulleri saglamr. f(u) =
—% olarak alinan f fonksiyonu (iii) kabuliinii saglamaz. @ bir ozdeslik fonksiyonu olsun

bu takdirde My, , = r olur ve (vii) kabuliindeki esitsizlik,

11
1+ 35" < <r (4.6.4)

olur ve ry = %, (4.6.4) esitsizliginin bir ¢dziimiidiir. Bu durumda denklem,

_1__/

olup, Ornek 4.6.1°deki nedenlerle bu integral denklemin azalmayan ¢éziimlere sahip ol-

madig kolayca goriilebilir.

Uyar1 4.6.6.

1) = a()+ (1)) [ F(000.5)9(x(5)ds 463

integral denklemi; a,f,0 ve @ fonsiyonlart ile T operatoriine baghdr. a,T,f,d ve @
fonksiyonlart (i) — (vii) hipotezlerini saglarsa 1(a,T, f,0,¢) ya ”’kabul edilebilirdir”
denir. Buna gore, Asagidakilerin saglandigini gormek kolaydir.

(a) Kabul edelim ki ay,ay € C(I) fonksiyonlar: (i) sartim saglasin. O zaman

Ahai + (1 —A)ay fonksiyonu da A € [0, 1] icin (i) sartint saglar. Yani ha; + (1 —1A)ap € C(I)
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drr,

(b) 01,02 : I X I — R fonksiyonlar: (ii) kabuliinii saglasin. Bu takdirde Mp; + (1 —X)do
fonksiyonu da \ € [0, 1] igin (it) sartint saglar,

(¢) f1, fa fonksiyonlart kompakt D kiimesi iizerinde tanmimlanan ve (iii) sartim saglayan
iki fonksiyon olsun. O zaman (iii) kabulii, A € [0, 1] olmak iizere Afi + (1 — L) f2 fonksi-
yonu i¢in de saglanir,

(d) @1 ve @2, R iizerinde tammlanan ve (iv) sartimt saglayan iki fonksiyon olsun. Bu tak-
tirde \ € [0,1] olmak iizere (iv) sart, A1 + (1 — X) @2 fonksiyonu igin de saglamr,

(e) T1,T» : C(I) — C(I) iki operator olsun. Bu operatirler (v) ve (vi) sartlarin
Q;,ci,d; (i = 1,2) sabitleri icin sagladiklar: takdirde A € [0,1] icin AT} + (1 — M) T op-
eratorii de (v) ve (vi) kabullerini AQ; + (1 —AX)Q,,Aci + (1 —A)c2 ve Ady + (1 —N)d>
sabitleri ile birlikte saglar

(f) (vii) kabulii ile agsagidaki sonuglar elde edilir:

Kabul edelim ki I(ay, Ty, f1,01,91) ve (a2, Ta, f2,02,92) “kabul edilebilir” olsunlar yani
(i) — (vii) hipotezlerini saglasinlar. O zaman

I(Aay + (1 —=N)az, ATy + (1 =N T, Afi + (1 = A) f2,A01 + (1 — L) 02, A1+

(1 =A)@2) “kabul edilebilir” olmayacak sekilde bir A € [0,1] bulunabilir. Asagidaki
ornek buna iliskindir.

Kabul edelim ki 1(ay, Ty, fi,01,91),a1(t) = t,(T1x)(t) = 3,01(t,s) =t ve fi : I — R
fi(u) =uve @1 : R — R bir dzdeslik fonksiyonu olsun. Bu durumda (vii) kabuliindeki
esitsizlik, 1+ %r < r olup ro = 2, bu esitsizligin pozitif bir ¢oziimiidiir. Ustelik Q; =
0 icin (vii) kabuliindeki ikinci esitsizlik saglamr. Boylece, 1(ay, Ty, f1,01,91) “kabul
edilebilir”dir.

Simdi, I(az, T2, f2,02,92),a2(t) = %, (Tox)(2) = %x(t),q)l =02, f1 = f> ve @1 = @, olarak
verilsin. Bu durumda (vii) hipotezindeki ilk esitsizlik, %4— %rz <rolur. ro=1, bu

esitsizligin bir ¢oziimiidiir. Ustelik,

1
Ol 2IMe,,ry = Qs ll f2lr0 = 3< 1

olur. Boylece, I(ay,Ts, f2,02,02) "kabul edilebilir” dir. Bu durumda,
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I(Aay + (1 =A)ag, AT + (1 = M) To, A fi + (1 = A) f2, A1 + (1 = A)d2, A1 +
(1 =AN)@2) “kabul edilebilir” olmayacak sekilde bir A € (0,1) in oldugunu gosterecegiz.
Su halde,

Ay + (1 - AJas]| = ]

m+(1—x)%H :H%“ - %(7»+1)

dir. Ayrica,

|(AT1+ (1 =A)T) (x)(7)]

IN

() (1) + (1= M) [(Tox) (1))

< et +(1=Nea+ My + (1= N)dy) x|
A 1
= 5 (I=A)5lkl

ve fi = f icin,
Afi+ (=MLl =All=]rAl=1

olur. Ustelik, ¢1 = @ =1 ise 0 zaman,

Mg, +(1-2)gy,r = M1,r =71

ve (vii) deki ilk egitsizlik,

1 A 1—A
5(7L+1)+(E+ 3 r)rgr

veya buna denk olan

2(1—=A)rP 4+ (3A—6)r+3(A+1) <0
esitsizligidir. Boylece,

2(1=A)rP 4+ (3A—6)r+3(A+1) <0

esitsizliginin diskriminantt A = 33\* — 36\ +8 dir. A € (0,1) icin A < O oldugu
kolayca goriilebilir.  Sonug olarak esitsizligin pozitif bir ¢oziimiiniin olmadigi yani,
I(Aay + (1 =Nag, ATy + (1 = A)To, A f1 + (1 = A) fo, A0y + (1 = X) 2, Ay +

(1 —A)@2) nin “kabul edilebilir” olmadigr anlasilir.
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Simdi, “kabul edilebilir” iki fonksiyonun herhangi lineer konveks kombinasyonu-

nun da “’kabul edilebilir” olmasi i¢in yeterli olan sart1 verelim:

Teorem 4.6.1. Kabul edelim ki I(ay,Ti,f1,01,91) ve I(az,Tr,f2,02,¢02) “kabul

edilebilir” olsunlar ve Imd| = Imd; ve ry > 0 sayisi,
max([|ai1]], laz[|) + (max(c1, c2) +max(di, dz)r) max(|| fi[|, || f2]]) max (M, ,r, Mg, ) < r
esitsizligini saglasin ve iistelik

max(Qy, Q) max (|| fi, [lf2[)) max(Me, -, Me,,r) < 1

olsun. O zaman 1(7\.1(11 + (1 — 7\.1)612,7\,2T1 + (l — 7\,2)T2,7\.3f1 + (1 — 7\,3)f2,7\,4¢1 + (1 —
Aa)d2, As@1 + (1 —As)@2, A; € [0,1] (i =1,2,3,4,5) icin "kabul edilebilir”dir, [7].

Ispat. (i) — (vi) hipotezlerinin saglandig1 aciktir. Simdi, (vii) kabuliindeki esitsizligi

saglayalim. Bu esitsizlik,

H}"lal + (1 —7»1)612” + (}\ch + (1 — 7L2)Cz

+  (Aadi + (1 =A2)d2) r) [[A31 + (1 = A3) 2| Mg, +(1-a5)p.r S 7 (4.6.6)
seklindedir. (4.6.6) esitsizliginden,

Hklal + (1 — 7\1)(12“ + (7»201 + (1 — 7\,2)C2+
Madi + (1= A2)d2) rl| A3 fi + (1 = A3) 2| Mo+ (1-s) s, r
< (max(ci,c2) +max(dy,dy)r) max(|| f1 ]|, || f2]]) max (M, -, Mg, /)

+max([la ], |az]) (4.6.7)

esitsizligi elde edilir. Hipotezler de dikkate alinarak (4.6.7) esitsizliginin bir ry > 0
¢oziimiine sahip oldugu goriiliir. (vii) kabuliindeki ikinci esitsizligin saglandigi da benzer

sekilde goriilebilir. Boylece ispat tamamlanir. ]

Teorem 4.6.1°in 6zel bir durumunu, asagidaki teorem ile sonug olarak verelim:
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Teorem 4.6.2. Kabul edelim ki I(ay,Ti,f1,01,91) ve I(az, Tz, f2,02,¢02) “kabul
edilebilir” olsunlar ve Teorem 4.6.1 deki hipotezleri saglasinlar. O zaman

I(Aa1 +(1=N)az, ATi + (1 —=A) Do, Afi +(1=A) fo, A1 + (1 —=A)d2, A@1 + (1 —A) @y kabul
edilebilirdir, [7].

4.7 Ornekler

Bu kisimda Teorem 4.5.1 deki ¢oziimiin varligiyla ilgili basit 6rnekler verecegiz.

Ornek 4.7.1.

x(t) = £+ x(t) /O ’ ln(izz)v : TS) ds

denklemini gézoniine alalum. Burada a(t) = t3 tiir. Bu fonksiyon (i) sartin saglar.

lla|| = 1 dir. Bu durumda ¢(t,s) = \/t + s olup 0, (ii) kabuliinii saglar.

£:[0,v/2] = Ry, f(u) =1In(1+u) olarak verilen f fonksiyonu, (iii) kabuliinii saglar ve
7]l = In(14++/2) dir. ¢(v) = ﬁ dir ve bu fonksiyon (iv) kabuliinii saglar. Ustelik bu
fonksiyon vo = 0 i¢in mutlak maksimuma sahiptir ve Mg , = @(0) = 1 olur. (Tx)(t) = x(t)
olup T operatorii, c = 0,d = 1 ve Q = 1 ile birlikte (v) ve (vi) kabullerini saglar. Bu

durumda (vii) deki ilk egitsizlik,

14+rin(1+v2) <r 4.7.1)

seklinde olup ro = m (4.7.1) esitsizliginin pozitif bir ¢oziimiidiir. Ayrica,

Q“fHM(p,r = ln(l + \/5) <Ilne=1

oldugundan Teorem 4.5.1, verilen integral denklemin azalmayan bir ¢oziimii oldugunu

garanti eder.

Ornek 4.7.2.

x(t) =i+ /0[ ¢V /x(s)ds (4.7.2)
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denklemini gozoniine alalim. a(t) = \/t olsun. Bu fonksiyon (i) kabuliinii saglar ve ||a|| =
1 dir. 0(t,s) =t + /s alalim. Bu fonksiyon da (ii) kabuliinii saglar. f :[0,2] — R olsun.
f(u) = e* ile verilen f fonksiyonu, (iii) kabuliinii saglar ve || f| = €* dir. @ : R — R ve

0, v<Oise

Vv o, v>0ise

o(v) =

olarak tammlanan @ fonksiyonu (iv) kabuliinii saglar ve Mg , = \/r dir. (Tx)(t) =1
olsun. T operatirii (v) ve (vi) sartini, Q =0,c = 1 ve d = 0 icin saglar. Bu durumda (vii)
kabulii, 1 + €>\/r < r olur ve ry = 100, bu esitsizligin bir ¢oziimiidiir. Ustelik Q = 0 icin
(vii) deki ikinci egitsizlik saglanir. Teorem 4.5.1, (4.7.2) integral denkleminin azalmayan

bir ¢oziimii oldugunu garanti eder.
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