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Klasik tiirev ve integralleri kompleks sayir derecelerine genellestiren kompleks
dereceli matematik, kesirli analizin bir genellemesi olarak ele alinabilir. Kompleks dereceli
sistemler iizerine yapilan ¢alismalar oldukga sinirlidir ve beraberinde bir¢ok agik problem
icermektedir. Ciinkii bu sistemlerin fiziksel anlami, zaman cevaplarinda karsilasilan sanal
bilesen ve bu bilesenin Olgiilememesi nedeniyle tam olarak anlasilamamaktadir. Bu
sorunun istesinden gelmek icin eslenik dereceli tlirev ve integral operatorleri
kullanilmaktadir. Kompleks dereceli operatorler ancak eslenik dereceli operatoriiyle
eslestirildiginde, reel degerli yanitlarin ortaya ¢iktigr goriilmiistiir. Bu tez kapsaminda,
kompleks eslenik dereceli sistemlerin kararlilik analizleri ve kontrol islemlerinin
gerceklestirilmesi hedeflenmistir. Kompleks ve kompleks eslenik dereceli sistemlerin
birim darbe ve birim basamak cevaplar1 elde edilmis ve karakteristik ozellikleri
incelenmistir. Kompleks eslenik dereceli sistemlerin kararlilik analizleri i¢in grafiksel bir
yontem olan genellestirilen degistirilmis Mikhailov (GD Mikhailov) kararlilik metodu bu
sistemlere uyarlanmigtir. GD Mikhailov kararlilik metodu kullanilarak elde edilen
sonuclar, kutup analizi tabanli farkli yontemler ile kiyaslanarak dogrulanmistir. D-
ayristirma yontemi ile kompleks eslenik dereceli sistemlerin PI, PID ve kesir dereceli Pl
kontrolor ile kararlilagtirilmasi gergeklestirilmistir. Parametre belirsizligine sahip kompleks
eslenik dereceli sistemlerin dayanikli kararlilii incelenmistir ve bu tiir sistemler igin
Kharitonov teoreminin ve kenar teoreminin kullanilamayacagi gosterilmistir. Kompleks
eslenik dereceli sistem ailesinin dayaniklt kararhilik analizi deger kiimelerinin
gorsellestirilmesi ile desteklenen sifirin dislanma prensibi kullanilarak ve ayrica GD
Mikhailov kararlilik kriteri tabanli bir yontem kullanilarak gerceklestirilmistir. Son olarak,
parametre belirsizligine sahip kompleks eslenik dereceli sistemler i¢in dayanikli kontrolor
tasarimi yapilmustir.

Anahtar Kelimeler: Kompleks dereceli sistemler, kompleks eslenik dereceli sistemler,
kesir dereceli sistemler, Mikhailov kararlilik kriteri, kararlilastirma, parametre belirsizligi,
deger kiimesi, sifirin diglanma prensibi, dayanikli kontrol.
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Complex order mathematics, which generalizes the classical derivatives and
integrals to degrees of complex numbers, can be considered as a generalization of
fractional calculus. Studies on complex order systems are very limited and include many
open problems. Because the physical meaning of these systems cannot be fully understood
due to the imaginary part encountered in time responses and the inability to measure this
part. To overcome this problem, the conjugate order derivative and integral operators are
used. It has been observed that the real valued responses occur only when the complex
order operators are paired with their conjugated orders. In this thesis, it is aimed to perform
the stability analyzes and control processes of the complex conjugate order systems. The
unit impulse and unit step responses of the complex order and the complex conjugate order
systems are obtained and their characteristic features are investigated. The generalized
modified Mikhailov (GD Mikhailov) stability method, which is a graphical method for the
stability analysis of complex conjugate order systems, is adapted to these systems. The
results obtained using the GD Mikhailov stability method are verified by comparing with
different pole analysis based methods. The stabilization of complex conjugate order
systems with PI, PID and fractional order Pl controller has been performed with D-
decomposition method. The robust stability of complex conjugate order systems with
parameter uncertainty is investigated and it is shown that the Kharitonov theorem and the
edge theorem cannot be used for such systems. The robust stability analysis of the family
of complex conjugate order systems is performed using the zero exclusion principle
supported by the visualization of the value sets, and also a method based on the GD
Mikhailov stability criterion. Finally, the robust controller design is made for the complex
conjugate order systems with parameter uncertainty.

Keywords: Complex order systems, complex conjugate order systems, fractional order
systems, Mikhailov stability criterion, stabilization, parameter uncertainty, value set, zero
exclusion principle, robust control.
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1. GIRIS
1.1 Konu ile Tlgili Genel Bir Bakis

Tam say1 dereceli matematik (integer-order calculus), gz Oniine alinan tiirev, integral ve
bunlardan olusan diferansiyel denklemlerin derecesinin tam say1r oldugu klasik
matematigin bir alt tiiriinii ifade eder. Matematigin erken donemlerinde Ingiliz bilim adami
Isaac Newton bir f(x) fonksiyonunun farkli tam say1 dereceli tiirevlerini ifade etmek igin
'), f"(x),..., f™(x) seklinde bir gosterim kullanirken (n pozitif bir tam say1), Alman

d"f(x)

semboluni
dxn

matematik¢i Gottfried Wilhelm Leibniz ise daha genel olarak D™ f (x) =

g6z Oniine almistir (Xue, 2017). Bu genel tanimlamalarla birlikte, tiirev derecesinin tam
say1 olmadig1 durumlar hakkindaki sorgulamalar da matematik diinyasinda siirekli olarak
giindeme gelmistir. 1695 yilinda Fransiz matematik¢i Guillaume Frangois Antoine
L’Hopital’in, Leibniz’e gonderdigi bir mektupta yukarida verilen gdsterim i¢in sordugu
“Derece 1/2 olsa ne olurdu?” sorusuna Leibniz’in yaniti “Bir giin faydali sonuc¢larin
¢tkartlacagi bir paradoksa yol acacak.” seklinde olmustur (Leibniz, 1695a). Benzer bir
yazismanin yine Leibniz ile Isvigreli matematik¢i Johann Bernoulli arasinda gergeklestigi
bilinmektedir (Leibniz, 1695b). Yine Leibniz, ingiliz matematik¢i John Wallis ile /2 icin
sonsuz carpim iizerine olan yazismasinda, (1/2). dereceden tiirevi ifade etmek i¢in d/?y
gosterimini  kullanmigtir (Leibniz, 1697; Ross, 1977). Bu tartismalar sonucunda bir
fonksiyonunun tiirevine ait tam say1r olmayan farkli dereceleri belirtmek i¢in Newton'un
kullandig1 gosterim yerine Leibniz'in gosteriminin kullanilmas1 daha ¢ok kabul gérmiistiir.
L’Hopital ve Leibniz tarafindan tam sayili olmayan tiirev i¢in yapilan yukaridaki yazisma
ti¢ asirdan fazla bir siiredir tartisilan bir matematiksel konudur ve literatiirde kesir dereceli
matematik (fractional calculus) olarak bilinmektedir (Xue, 2017). ilerleyen zamanlarda bu
yazisma matematik diinyasinda hem tiirev hem de integralin derecesi ig¢in “n derecesi
kesirli, irrasyonel veya kompleks gibi herhangi bir sayt olabilir mi?” seklinde daha genel
bir hale doniigmiistiir. Bu sorunun cevabi olumlu olarak karsilik bulmus ve bu sekildeki

daha genel tiirev ve integral icin kesir dereceli tiirev ve integral yerine keyfi dereceli



(arbitrary order) tirev ve integral tabirlerinin kullanilmasinin daha dogru olabilecegi
belirtilmistir (Das, 2011).

Kesir dereceli matematik alanindaki ilk sistematik caligmalar 18. ylizyilin ortalarindan
baslayarak 19. yiizy1l boyunca devam etmistir. Isvicreli matematik¢i Leonhard Euler
(Euler, 1738), Italyan matematik¢i ve astronom Joseph-Louis Lagrange (Lagrange, 1849)
ve Fransiz arastirmaci Pierre-Simon Laplace (Laplace, 1820) kesir dereceli tiirev
mantiginin felsefesini ortaya koymuslardir. 1819°da Fransiz matematik¢i Sylvestre
Francois Lacroix, x’in (1/2). tlirevinin 2\/x_/7r oldugunu gostermistir (Lacroix, 1819).
Buraya kadar yapilan calismalarda kesir dereceli tiireve ait bir uygulama ornegine
rastlanilmamaktadir. Bu kapsamda yapilan ilk c¢alisma, 1823 yilinda Norvegli bir
matematik¢i olan Niels Henrik Abel tarafindan es zamanli egri (tautochrone veya
izochrone) probleminde karsilagtig1 bir integral denkleminin ¢éziimiinde kullandig: kesirli
hesap uygulamasidir (Ross, 1975). Abel’in bu ¢alismast Fransiz matematik¢i ve miithendis
Joseph Liouville, Alman matematik¢i Bernhard Riemann, Isve¢li matematik¢i Hjalmar
Holmgren, Alman matematik¢i Anton Griinwald, Rus matematik¢i Aleksey Vasil’evich
Letnikov, Isvecli matematik¢i Magnus Gustaf Mittag-Leffler gibi ¢ok sayida
matematik¢iye 151k tutmus, kesir dereceli tiirev ve integral i¢in kendi tanimlarini literatiire
katmalarini saglamistir (Ross,1977; Hilfer, 2000). Kesir dereceli matematigin tarihsel
gelisimi iizerine daha detayl bilgi i¢in Oldham ve Spainer (1974) ve Miller ve Ross (1993)
incelenebilir. Oldham ve Spanier (1974) yaptiklar1 ¢alismada 1695°ten giliniimiize rapor
edilen gelismelerin yildan yila tarihsel gelisimini kronolojik olarak ele alirken; Miller ve
Ross (1993), Euler’den giinlimiize kadar olan tarihsel gelisimi ve matematiksel teoriyi

ayrintili bir sekilde sunmustur.

Literatiirde kesir dereceli matematigin temelleri ve teorisine odaklanan ¢ok sayida temel
kitap bulunmaktadir. Bunlardan bazilar1 yil sirasmna gore Caputo (1969), Oldham ve
Spanier (1974), Samko ve dig. (1993), Kiryakova (1993), Miller ve Ross (1993), Rubin
(1996), Podlubny (1999), Hilfer (2000), Diethelm ve Ford (2002), Sabatier ve dig. (2007),
Baleanu ve dig. (2012) ve Zhou (2014) olarak sayilabilir. Yukarida bahsedilen tarihsel
stire¢ icinde kesir dereceli matematik ve uygulamalar {izerine ¢ok sayida konferans
diizenlenmis, konu iizerine yeni gelismeler ve calismalar bilim diinyasina sunulmustur. Bu
alanda ilk uluslararas1 konferans Ross tarafindan 1974 yilinda New Haven Universitesinde
94 matematik¢inin katilimi ve 26 makalenin incelenmesi ile gerceklestirilmistir (Hilfer,

2000). 1975'ten giliniimiize kadar olan donemde kesir dereceli matematik ile ilgili olarak



degisik alanlarda bircok konferans diizenlenmis olup, bunlardan en dikkat ¢ekeni bir
calistay olarak baslayip ilerleyen siirecte katilimin artmasi nedeniyle diizenli bir konferans
haline doniisen Fractional Differentiation and its Applications (FDA) serisidir. Kesir
dereceli matematik {izerine olusturulan kitap, konferans, dergi, paket program ve patent

listesi icin Machado ve dig. (2011) referansi incelenebilir.

Tiirev ve integral operatdrleri gbz Oniine alindiginda, kesir dereceli analizin tam sayi
dereceli analiz kadar yaygin olarak kabul edilen fiziksel veya geometrik tam bir agiklamasi
neredeyse yoktur. Bu nedenle, kesir dereceli bir operatoriin tam say1 dereceli operatore
gore tanimlarini ve analizlerini yapmak kolay degildir. Bu zorluktan dolayr uzun yillar
boyunca yapilan ¢alismalarin biiyiikk ¢ogunlugu, tam say1 dereceli tiirevlerin kullanildigi
diferansiyel denklemlerle modellenen klasik tam say1 dereceli sistemlere odaklanmuistir.
Zamanla hesaplama tekniklerinin ve uygulamali matematigin gelismesiyle birlikte, bazi
fiziksel sistemlerin kesir dereceli diferansiyel denklemlerle gergege daha uygun bir sekilde
tanimlandig1 kesfedilmistir (Matignon, 1996; Monje ve dig, 2010). Boylece kesir dereceli
bu diferansiyel denklemler ile modellenebilen dinamik sistemler, kesir dereceli sistemler
olarak adlandirilmistir. Bunun sonucu olarak, kesir dereceli sistemler klasik tam sayi
dereceli sistemleri i¢ine alan daha genis bir sistem kiimesi olarak ortaya ¢ikmistir (Naifar

ve Makhlouf, 2022).

Bilimin gelismesi ile birlikte 6zellikle son otuz yilda kesir dereceli matematik caligmalar
degisik miihendislik alanlarinda, 6zellikle de bu tez ¢alismasinin iginde bulundugu kontrol
miithendisligi alaninda kendisini gostermeye baslamistir. Japon bilim adami Shunji
Manabe’nin tam say1 dereceli olmayan sistem analizini gerceklestirmesi (Manabe, 1960),
Fransiz bilim adami Denis Matignon’un kesirli dereceli sistemler i¢in kararlilik analiz
yontemi gelistirmesi (Matignon, 1996), yine Fransiz bilim adami Alain Oustaloup’un
kesirli dereceli sistemler icin matematiksel yaklasiklik metodlarini 6nererek kontrol sistem
tasarim1 yapmast (Oustaloup, 1991) kesirli matematigin gercek diinyadaki kontrol
uygulamalarinda bir kilometre tasi olarak kabul edilir. Sistemlerin modellenmesi,
filtreleme, kararlilik analizi, zaman ve frekans analizleri, kontrol sistem tasarimi, belirsiz
yapili sistemler iizerine kesir dereceli diferansiyel denklemlerin kullanimi biiyiik ilgi
gormis, konu flizerine ¢ok sayida temel kaynak yazilmistir. Bunlardan one c¢ikanlar
arasinda Sabatier ve dig. (2007), Das (2008), Lakshmikantham ve dig. (2009), Monje ve
dig. (2010), Caponetto ve dig. (2010), Baleanu ve dig. (2011), Petras (2011a), Jiao ve dig.



(2012), Valério ve Costa (2013), Padula ve Visioli (2015) vb. kaynaklar sayilabilir. 2015

yilindan sonra konu iizerine basilan kitap ve yayin sayisi ise ¢ok fazladir.

Kesir dereceli operatorlerin sistem modelleme ve kontrol alaninda kullanimini
kolaylastirmak i¢in ¢ok sayida yazilim paketi gelistirilmistir. MATLAB/Simulink
platformu optimizasyon, modelleme, kontrol sistem analizi ve tasarimi ile ilgili cok cesitli
araca sahip oldugundan kesir dereceli sistemlerin analizi i¢in en ¢ok tercih edilen ¢aligma
ortamlarindan birisi olmustur (Matusu, 2011). Bu platform {izerinde olusturulan arag
kutular1 i¢cinde en yaygin olarak kullanilanlari: Oustaloup ve ekibi tarafindan gelistirilen
CRONE (Oustaloup ve dig, 2000a), Valério tarafindan olusturulan Ninteger (Valério ve
Costa, 2004; Valério, 2005a), Xue ve arkadaslarinin tasarladigi FOTF (Chen ve dig, 2009;
Xue ve Chen, 2015) ve Tepljakov'un gelistirdigi FOMCON (Tepljakov ve dig, 2011;
Tepljakov, 2017a; Tepljakov ve dig, 2020) seklinde siralanabilir.

1.1.1 Kompleks dereceli analizin tarihsel gelisimi ve literatiir 6zeti

Genel anlamda tanimlamak gerekirse, kesir dereceli matematik (veya kisaca kesirli analiz)
tirev ya da integral operatorlerine ait iislerin keyfi dereceden secildigi bir matematiksel
alandir. Burada keyfi dereceden kasit tiirev veya integral operatoriiniin derecesinin sadece
tam say1 olmayip, reel sayilardan kompleks sayilara kadar tiim sayi tiirlerini kapsamasidir.
Yani keyfi derece ile operatoriin Sekil 1.1°de goriilen sayilar kiimesindeki biitiin say1
tirlerini  derece olarak alabilecegi anlasilmalidir. Fakat literatiirdeki kavram
karmasikligindan dolayr ¢cogu kaynakta kesir dereceli analiz kavrami sadece reel dereceli
durumlar i¢in kullanmilmustir. Klasik tiirevlerin ve integrallerin derecelerini kompleks
sayilara kadar genellestiren “kompleks dereceli analiz”, kesirli analizin dogal bir
genellemesi olarak ele almabilir. Bu agidan bakildiginda, kompleks dereceli analiz
kavraminin en genis tanmim oldugu acgiktir. Bu tez calismasinda tiirev ve integral
elemanlarina ait operatorlerin islerinin kompleks oldugu durumlar “kompleks dereceli

analiz”, reel oldugu durumlar ise “kesir dereceli analiz” ad1 altinda ele alinip incelenmistir.

Literatiirde bulunan caligmalar goz Oniine alindiginda, tam say1 dereceli olmayan analiz
izerine simdiye kadar yapilan ¢alismalarin ¢cogu reel dereceli kesirli analizin kullanimina
yonelik olup, kompleks dereceli analiz iizerine yapilan g¢alismalar ise oldukca smirh
kalmistir ve beraberinde bir¢ok acik problem igermektedir (Miller ve Ross, 1993; Samko
ve dig, 1993; Valerio ve Costa, 2013; Sabatier ve dig, 2015). Bunun en 6nemli nedeni

kompleks sayilar1 ifade eden j’nin tiirev ve integral derecesinde kullaniminin fiziksel



olarak anlasilmasindaki giicliiktiir. Kompleks bir sayr sanal bilesene sahip oldugundan
kompleks dereceli operatorlerle ugrasmak reel ve tam sayr dereceli operatorlerle
ugragsmaya gore daha zordur, ayrica analitik olarak ¢ok daha fazla parametre ile ugrasmak
zorunda kalinmaktadir (Abdulwahhab, 2020). Ayrica kompleks dereceli bir sistemin
zaman cevabi kompleks degerlidir, yani hem reel hem de sanal bilesenleri bulunmaktadir.
Dolayisiyla, sanal bilesene ait zaman cevabinin anlami da heniiz tam olarak izah
edilememektedir (Hartley ve dig, 2005; Tare ve dig, 2018; Ortigueira, 2022). Bunun yani
sira, kompleks dereceli analizde ¢alisma alan1 Riemann yiizeyi ile sinirhidir (Adams ve dig,
2010a; Ortigueira ve dig, 2011). Bu zorluklardan 6tiirii kompleks dereceli analiz {izerine

yapilan ¢alismalar uzun yillar boyunca oldukea sinirl kalmistir.
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Sekil 1.1 : Matematikte kullanilan genel say1 kiimeleri semasi.

Geleneksel tam say1 dereceli diferansiyel denklemler kullanilarak yapilan modellemenin
yetersiz kaldigt durumlarda, kesir ve kompleks dereceli diferansiyel denklemleri
kullanarak dinamik sistemleri modelleme islemi daha gercek¢i ve dogru bir modelleme
imkani1 saglamaktadir. Bu durum, kompleks dereceli sistem modellerinin kontrol
problemlerinde kullanilmasinin 6niinii agmaktadir (Tare ve dig, 2018). Bununla birlikte,
kompleks dereceli analizin matematigi uzun zaman Once kesfedilmis ve gelistirilmis
olmasina ragmen, kompleks dereceli sistem modellemesinde kullanimi tam say1 ve reel
dereceli fonksiyonlar kadar kolay degildir. Makris ve Constantinou’nun bu konuda yapmis
oldugu “Herhangi bir fonksiyonun kompleks dereceli tiirevi, harmonik fonksiyonlarinin

kompleks tiirevierinin toplami olarak yorumlanabilir. Buna gore, kompleks dereceli



tiirevler zamana bagl bir fonksiyonun harmonik bilegenlerinin fazini ve genligini kesir
dereceli tiirevlerden daha karmasik bir sekilde modiile eder. Reel degerli ve kompleks
degerli zaman tiirevleri arasindaki en onemli fark, ikinci durumda faz modiilasyonunun
frekansa bagl olmasina karsin birinci durumda olmamasidir.” seklindeki acgiklamasi bu
durumu en iyi agiklayan izah olarak kabul edilir (Makris ve Constantinou, 1993).
Kompleks dereceli tiirevler hem faz hem de genlik agisindan frekansa bagli fonksiyonlar
iiretebildiginden, bu 6zellik kompleks dereceli modellerin gelistirilmesinde kilit bir rol

oynamaktadir (Hollkamp ve dig, 2018).

Kompleks dereceli tiireve ait ilk tanimlar heniiz erken donemlerde 1930 yilinda Post
tarafindan verilmistir (Post, 1930). Kompleks dereceli tlirev operatorii ilk kez Ross ve
Northover tarafindan Euler tipi bir denklemi ¢6zmek i¢in kullanilmistir (Ross ve
Northover, 1978). Saf yani tamamen sanal dereceli integrallere ait tanimlara Kober’in
(1941) calismasinda, sanal dereceli tiirevlere ise Love’in (1971) c¢alismasinda
rastlanilmaktadir. Kompleks dereceli tiirev ve integrallere ait genel tanim, incelemeler ve
Laplace dontisiimleri igin Samko ve dig. (1993), Kilbas ve dig. (2006) ve Valério ve Costa
(2011) arastirmalar1 incelenebilir. ilk kompleks dereceli tiirev uygulamasmin 1991'de
Makris tarafindan yapildigi rapor edilmektedir (Makris, 1991). Makris ve Constantinou
calismalarinda kompleks dereceli analizi basarili bir sekilde viskoelatisiteye uygulayarak,
lineer viskoelastik modellerde zaman tiirevinin derecesinin ve katsayilarmim kompleks
sayilara genellestirilebilecegini gostermistir (Makris ve Constantinou, 1993). Bu
yaklasimda, depolama ve kayip modiilleri iki bagimsiz reel fonksiyon olarak degil,
kompleks bir fonksiyonun reel ve sanal bilesenleri olarak kabul edilmistir. Bu durumda
basit viskoelastik modellerin daha giiglii hale geldigi gézlemlenmistir. Modeldeki degisken
katsayilarinin kompleks yapilmasinin modelde daha yiiksek dereceli zaman tiirevlerinin
eklenmesine esdeger oldugu, iislerinin kompleks hale doniistiiriilmesinin ise zamana bagh
fonksiyonun harmonik bilesenlerinin fazinin frekansa bagli modiilasyon iirettigi seklinde
bir sonuca neden oldugu bulunmustur. Reel katsay1 ve reel dereceli tiirevler ile bu durumun
gerceklestirilemeyecegi fark edilmistir. Ayrica Makris bir bagka tamamlayict makalesinde,
elastik temellerin tepkisinin modellenmesinde Kelvin tipi kompleks dereceli tiirev igeren
bir model Onermistir (Makris, 1994). Bu makalede kompleks dereceden diferansiyel
denklemleri ¢6zmek igin frekans ve zaman alani algoritmalari gelistirilmistir. Makris,
kompleks parametreli modelleri yapisal modellemede bu kadar c¢ekici kilan seyin

sonuglarin milkemmel uyumu ve parametre sayisindaki ekonomi oldugunu vurgulamustir.



Bundan bagka, Atanackovi¢ ve dig. (2018), kompleks dereceli Caputo tiirevlerini igeren

dogrusal olmayan sinir deger problemlerini ¢aligmistir.

Kompleks dereceli integralin geometrik ve fiziksel anlami iizerine ¢alismalar Nigmatullin
ve Mehaute (2005) tarafindan sunulmustur. Bu ¢alismada, kesirli integralin sanal kisminin
ayrik olgekli degismezlik olgusuyla iligkili oldugu ve yalnizca gercek diizenli (ayrik)
fraktallar i¢in gozlendigi sonucuna varimistir. Agik¢a ifade edilen ayrik yapiya sahip
fraktallar i¢in var olan 6l¢ek degismezligi 6zelligine dayanarak, kompleks dereceli tiirev ve
integrallerin geometrik ve fiziksel anlamimi anlamanin miimkiin hale geldigi
vurgulanmstir. Silva ve dig. (2006) tarafindan yapilan ¢aligmada alt1 bacakli robotlar i¢in
ayak-zemin etkilesiminin kompleks dereceli dinamikleri incelenmistir. Kompleks dereceli
dinamiklerin anlaminin ve sistem parametrelerine etkisinin ¢alismaya acgik problemler

icerdigi rapor edilmistir.

Reel kesir dereceli elektriksel elemanlarin kompleks dereceli karsiligina genellestirilmesi
konusu Machado (2013) ve Si ve dig. (2017) tarafindan ¢alisiimistir. Ozellikle Si ve dig.
(2017) tarafindan yapilan calismada siniizoidal voltaj sinyali tarafindan uyarildiginda bir
kompleks dereceli kondansatoriin akim yanitina ait faz ve genligin kondansator
empedansinin kompleks derecesinin reel ve sanal kisimlarindan etkilendigi gosterilmistir.
Derecenin reel kisminin ¢ikis sinyalinin fazini etkiledigi ve sanal kisminin ise hem
kompleks dereceli kondansatér hem de kompleks dereceli memristdr icin genligi
etkiledigine dair bazi ilging sonuglar elde edilmistir. Hollkamp ve dig. (2018) tarafindan
yapilan calismada homojen olmayan ayrik sistemlerin dinamik tepkisinin benzetimini
yapmak ve yiiksek dogruluk ile model derecesini indirgemek igin kompleks dereceli
diferansiyel modellerin kullanimi arastirilmistir. Kompleks dereceli diferansiyel
denklemlerin kullaniminin geleneksel tam say1 dereceli modellere gore uygulanabilir ve

giiclii bir alternatif sagladigi gosterilmistir.

Kompleks dereceli sistemler, kompleks dereceli tiirevlerle karakterize edilen bir
diferansiyel denklem tarafindan olusturulan sistemlerdir. 2001 yilinda Cois ve arkadaslari
tarafindan kompleks dereceli durum-uzay gosterimine sahip sistemleri incelemek i¢in yeni
bir modelleme araci Onerilmis ve bu sistemler ic¢in kararlilik kosullar1 olusturulmustur
(Cois ve dig, 2001). Bununla birlikte, yukarida bahsedildigi gibi kompleks dereceli tlirevler
tek basina kullanildig1 zaman kompleks degerli zaman cevabi sonuglari verir ve bu nedenle
siurlt ilgi alanmna sahiptir. Ayrica Ortigueira (2022) kompleks dereceli tiirevlerin tek

basina hermityan olmadigini, dolayisiyla gercek hayattaki olaylar1 modellemek i¢in her



zaman uygun olmadigin1 géstermistir. Bu sinirliliin iistesinden gelmek igin, modellemede
eslenik dereceli tiirevlerin yani dereceleri kompleks eslenik olan tiirev ¢iftlerinin beraber
kullanilmas1 &nerilmistir. Ik defa Hartley ve dig. (2005), reel degerli bir giris isareti i¢in
yine reel degerli bir ¢ikis isareti veren kompleks eslenik dereceli integro-tiirev kavramini
tanitmiglardir. Bir kompleks eslenikli tiirev operator ¢ifti, dereceleri itibar ile goriiniiste
kompleks dereceli olup ancak birbirinin eslenigi oldugu i¢in sonugta reel kesir dereceli
tiireve karsilik gelen operatorlerdir. Hartley ve arkadaglari, bu calismada reel degerli
zaman cevabr elde etmek icin kompleks dereceli tiirevleri eslenigi ile birlestirerek
kompleks eslenik dereceli tiirevler olusturmuslar ve bu tiirevlerin frekans tepkilerini elde
etmislerdir. Bu sonuclar, kompleks eslenik dereceli tiirevlerin ayn1 zamanda kontrol sistem
tasariminda faydali olabilecegini gostermistir. Devam eden ¢aligmalarda, kompleks eslenik
dereceli sistemlerin kararlilik analizleri gergeklestirilmis, zaman ve frekans bolgesindeki
davraniglart arastirilmistir (Adams ve dig, 2007; Adams ve dig, 2010a; Adams ve dig,
2010b). Bu g¢alismalarin sonucunda kompleks eslenik dereceli bir sistemde kompleks
derecenin (q = u + jv) hangi deger araliginda kararli ve nedensel oldugu belirlenmistir.
Tiim kararli ve nedensel kompleks eslenik dereceli sistemlerin derecelerinin, +1 merkezli
veya (u,v)-derece diizleminde bulunan birim yarigapli ¢emberler icginde yer aldigi
goriilmiistiir. Adams ve dig. (2012) c¢alismalarinda kompleks eslenik dereceli sistemlerin
hem zaman hem de frekans alanlarinda bir 6lgek degismezligi 6zelligine sahip oldugunu
gostermistir. Ayrica temel bir kompleks eslenik dereceli sistemin frekans alani 6zellikleri

icin tasarim ilkeleri gelistirilmistir.

Kompleks eslenik dereceli tiirev operatorleri kullanilarak Pinto ve Machado (2011a)
kompleks dereceli Van der Pol osilatorii, Pinto ve Machado (2011b) zorlanmis bir Van der
Pol osilatorii ve Pinto ve Machado (2011c¢) iki ayaklilarda hareket i¢in yeni bir kompleks
dereceli merkezi model iireteci modelini ele almiglardir. Pinto ve Machado (2011c),
bipedlerde bacak ritimleri ile tanimlanan periyodik ¢oziimlerin meydana geldigi parametre
bolgelerini analiz etmistir. Ayrica bu c¢alismada kompleks eslenik dereceli tiirev ile
periyodik ¢ozlimlerin genliginin ve periyodunun degisimi de gézlemlenmistir. Atanackovi¢
ve dig. (2015), kompleks eslenik dereceli Kelvin-Voigt modeli ile tanimlanan viskoelastik
temel lizerine yerlestirilmis elastik bir cubugun yanal titresimlerinin kararlilik problemini
analiz etmistir. Ayrica Atanackovi¢ ve dig. (2016) Kelvin-Voigt tipi viskoelastik cisim,
Atanackovi¢ ve dig. (2017) genellestirilmis Zener tipi viskoelastik cisim ve Atanackovi¢

ve Pilipovic (2017) ise 1sinin iletimi i¢in kompleks eslenik dereceli tlirevleri iceren



denklem tanimlarini 6nermislerdir. Pinto ve Carvalho (2015a) ve (2015b), caligsmalarinda
HIV enfeksiyonunda ilag direnci i¢in lineer olmayan kompleks eslenik dereceli bir model
Oonermistir. Bu modelde kompleks derecenin sanal kismi sabit tutularak reel kisminin
degisen degerleri i¢cin benzetim ¢alismalar1 yapilmis ve sonuglarin tam say1 dereceli zaman

gecikmeli esdegerine benzer oldugu gosterilmistir.

1.1.2 Kontrol miihendisligi alaninda Kkesir dereceli ve kompleks dereceli analiz

20. yiizyilin ortalarindan itibaren, kontrol miihendisligi alanina kesir dereceli analizin
uygulanmasina yonelik ilk caligmalar ortaya ¢ikmaya baslamistir. 1945°te Bode’nin geri
beslemeli yiikseltec lizerine yaptig1 ve ideal kesim frekansina dayali tasarim, kesir dereceli
kontrol iizerine rapor edilen ilk calismadir (Bode, 1940, 1945). Bode’nin tanimlamig
oldugu acik ¢evrim ideal transfer fonksiyonu, ilerleyen zamanlarda kesir dereceli kontrol
sistem tasariminda temel kilometre taslarindan biri olmustur (Bandyopadhyay ve Kamal,
2015). 1958 yilinda Tustin kesir dereceli kontrol mantig1 ile agir nesnelerin konum
kontrolii i¢in bir tasarim Onermistir (Tustin ve dig, 1958). 1960 yilinda Manabe, kesir
dereceli integratoriin frekans cevabi ve gecici zaman cevabini derecenin kesirli degisimine
gore ayrintili olarak incelemis, elde edilen sonuglar1 kontrol sistem tasarimina uygulamistir
(Manabe, 1960). Oustaloup liderligindeki Fransiz aragtirma grubu CRONE (Oustaloup,
1991; Oustaloup ve dig, 1999), kesirli dinamik sistemlerin tanimlanmasi ve kontrolii i¢in
bir dizi ara¢ gelistirmistir (Tepljakov, 2017b). Oustaloup (1991), dinamik sistemlerin
kontrolii i¢in kesir dereceli algoritmalari1 incelemis ve CRONE adi verilen kontroldriin
klasik PID kontrolére gore daha iistiin bir performans sergiledigini gostermistir. Zaman
icinde CRONE kontrolor ti¢ farkli nesil seklinde tiiretilmis olup, bu kontrolorlerin birinci
ve ikinci nesilleri reel kesir dereceli integro-tiirev konseptine dayanmaktadir (Oustaloup ve
dig, 1999).

1994 yilinda Lurie tarafindan 6nerilen TID (Tilted Integral Derivative) kontrolorii, klasik
PID kontroloriin kesir dereceli alandaki ilk 6rnegi olarak karsimiza ¢ikmaktadir (Lurie,
1994). PID kontrolérden en onemli farki, TID kontroloriin ayri bir oransal parametre
icermeksizin tam say1 dereceli integratoriin yanina ilave olarak T ile adlandirilan ve s~/"
ile ifade edilen kesir dereceli bir integratdr icermesidir. Bununla birlikte, TID kontrolor
zaman i¢inde beklenen ilgiyi gormemis ve ilizerinde fazla ¢alisma rapor edilmemistir. Kesir

dereceli kontrol i¢in buraya kadar bahsedilen ilk c¢aligmalara ait daha ayrintili bilgi i¢in

Manabe (2003), Chen ve dig. (2009) ve Shah ve Agashe (2016) referanslar1 incelenebilir.



Podlubny (1999b), geleneksel PID kontroloriine bir genelleme olarak tiirev ve integral
derecelerini reel kesirli sayilar icerecek sekilde genisletmeyi dnermis ve genellestirilmis
bu kontrolorii kesirli dereceli PID veya kisaca PI*D# kontrolor olarak adlandirmustir. Bu
kontroldr yapisi, kontroloriin kazanglari (kp, k;, kd) ve integral ile tiirevin dereceleri (A, 1)
olmak iizere ayarlanmasi gereken bes parametreye sahiptir. Bu 6zellik tasarimcinin tasarim
gereksinimlerini karsilayabilmesi i¢in daha fazla esneklik saglamaktadir. Podlubny ayrica
tam sayil1 ve kesir dereceli kontrol sistemlerini karsilastirarak geleneksel PID kontroloriine
kiyasla kesir dereceli PID kontroldriiniin iistiinliigiinii gostermistir. Podlubny’nin kesir
dereceli PID kontrolorleri literatiire kazandirmasiyla, kesir dereceli kontrol alani kontrol
mithendisliginin son zamanlarda en ¢ok ilgi goren alanlarindan birisi haline gelmistir (Shah

ve Agashe, 2016). Kesir dereceli bir PID kontroldriin avantajlari su sekilde 6zetlenebilir:

v Bes farkli parametreye sahip oldugundan, klasik PID kontrolérde miimkiin olmayan
bes farkli spesifikasyon ayni anda basarilabilir.

v' Daha yiiksek dereceli sistemler i¢in klasik PID kontroloriin performans: diiserken,
kesirli PID kontrolér daha iyi sonuglar verir (Das ve dig, 2011a; Shah ve Agashe,
2013).

v" Uzun zaman gecikmeli bir sistem i¢in, kesir dereceli bir PID kontrolér, klasik PID
kontrolérden daha iyi sonuglar saglar (Cheng ve Hwang, 2006; Feliu-Batlle ve dig,
2009; Pan ve dig, 2011; Muresan ve dig, 2015)

v" Klasik PID kontrolore gore kesirli PID kontrolér daha dayanikli ve kararhidir (Monje
ve dig, 2008; Petras, 2008; Tavazoei ve Haeri, 2009).

v Klasik PID kontrolor kullanarak dogrusal olmayan sistemleri kontrol etmek zordur,
halbuki kesir dereceli PID kontrolér daha 1yi performans gosterebilir (Barbosa ve dig,

2007; Das ve dig, 2011b).

Kesir dereceli PID kontrolorler; dogrusal zamanla degismeyen (LTI) sistemler (Kesarkar
ve Selvaganesan, 2015; Zhong ve Li, 2015), dogrusal olmayan sistemler (Barbosa ve dig,
2007; Jjaz ve dig, 2015; Junyi ve Chen, 2015), ¢ok girisli ¢ok ¢ikislt sistemler (Sharma ve
dig, 2015), zaman gecikmeli sistemler (Hamamci, 2007; Bettayeb ve dig, 2017) vb. gibi
farkli 6zelliklerdeki sistemler igin basari ile kullanilmistir. Goriildigii tizere, yapisindaki
kesir dereceli 6zellik nedeniyle kesir dereceli PID kontroloriin literatiirde 6nemli bir

arastirma alani haline geldigi aciktir.

Kesir dereceli matematik, PID kontrol stratejilerinden farkli olarak diger kontrol

yontemlerinde de kendisini gostermektedir. Ornegin, Hz ve H. kontrolérleri icin Malti ve
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dig. (2003) calismasinda kesir dereceli bir SISO sisteminin H> normunun hesaplanmasi
gosterilmekte, Petra§ ve Hypiusova’nin (2002) c¢alismasinda ise H. denetleyicilerinin
sayisal minimizasyon yoluyla tasarimi verilmektedir. Ayrica adaptif kayan kipli kontrol,
model referans adaptif kontrol, yliksek kazang¢li adaptif kontrol, ileri-geri fazli kontrol
sistemleri gibi degisik alanlarda kesir dereceli matematigin farkli uygulamalari rapor

edilmistir (Hamamci ve dig, 2008; Ladaci ve Charef, 2011; Shah ve Agashe, 2016).

Kontrol alaninda kompleks dereceli tiirev operatdrlerinin kullanimi, {i¢iincii nesil CRONE
kontroldriin tanitilmasiyla beraber kullanilmaya basland1 (Lanusse ve dig, 1993). Ugiincii
nesili CRONE kontrolii, birinci ve ikinci nesil CRONE kontrol tekniklerinin
genellestirilmesini temsil eder. Bu yeni yapida, kontrol sistemlerinin dayanikli tasarimini
saglamak ve daha fazla belirsizligin iistesinden gelmek icin agik c¢evrim transfer
fonksiyonunda kompleks dereceli bir integratdr kullanilmistir. Boyle bir kontrolor
kullanmanin avantaji, reel kesir dereceli muadilinden daha fazla esneklik saglamasidir.
Integratoriin reel ve sanal kisimlarmin, kazang ve faz yamtlarinin bagimsiz bir sekilde
tasarimina yol actigi ve dolayisiyla kontrol sistemlerinin dayanikli tasarimi i¢in uygun
oldugu goriilmiistiir (Jacob ve dig, 2016). Boylelikle kompleks dereceli operatorlerin
kontrol sistemlerinde kullanimi artan bir ilgi gérmeye baslamistir. Tam say1 ve kesir
dereceli kontroloriin bir uzantis1 olarak, kompleks dereceli kontrolor daha fazla sayida
ayarlanabilir parametreye sahiptir, bu da kontrolor tasarimimi daha esnek hale getirmekte,
daha fazla gereksinimi karsilayabilmekte ve sistem i¢in daha iyi dinamik ve kararli durum
performansi elde edilmesini saglamaktadir (Guefrachi ve dig, 2017a; Zheng ve dig, 2021).
CRONE ekibinin aragtirmalari bu baglamda en gelismis c¢alismalardan biri olmustur
(Lanusse ve dig, 1993; Sabatier ve dig, 2015). CRONE kontroliinden esinlenerek Khandani
ve dig. (2012), DC motorun hizin1 kontrol etmek i¢in kompleks dereceli integral
kullanilarak frekans bolgesi analizine dayali kompleks dereceli kontroldr tasarlamistir.
Kontrol6riin parametreleri, istenen gegis frekansi, kazang ve faz marj1 ile ayarlanmistir.
Shahiri ve dig. (2015) tarafindan dogrusal olmayan ve zamanla degisen bir proton degisim
membranli yakit pili sisteminde oksijen fazlalig1 oranini diizenlemek igin bir kompleks
dereceli kontrolor gelistirilmistir. Bu kontrolor, model belirsizligine kars1 yakit pili i¢in
dayanikli performans ile birlikte iyilestirilmis zaman alan1 indeksleri saglayan {iciincii nesil
CRONE kontrolor kavramina dayanmaktadir. Ayrica proton degisim membranli yakit pili
icin standartlastirilmis K-semasi (K-chart) kullanilarak kompleks dereceli kontrolor

tasartm1  Shahiri ve dig. (2016a)’da ve geleneksel MIGO (M-kisith integral kazang
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optimizasyonu) algoritmasinin genisletilmis sekli olan kompleks dereceli-MIGO
algoritmasi kullanilarak bir kompleks dereceli PI kontrolor tasarimi ise Shahiri ve dig.

(2016b)’de yapilmustir.

Kompleks dereceli PID kontroldr igin degisik oneriler literatiire girmeye baslamistir. ikinci
dereceden zaman gecikmeli rezonans sistemlerini kontrol etmek i¢in kompleks dereceli
PID**Y Kkontroldr yapist Guefrachi ve dig. (2017a) ve kompleks dereceli PI**™D
kontrolor yapisi ise Guefrachi ve dig. (2017b) tarafindan yapilan ¢alismalarda onerilmistir.
Her iki kontrolor yapisinda da optimize edilmesi gereken bes parametre (x, Y, kp, ki, kd)
bulunmaktadir. Kontroloriin bes parametresi ile bes tasarim gereksinimi karsilanmaktadir.
Kompleks dereceli kontrollii sistemin parametrik belirsizliklere, yiiksek frekansl giiriiltiiye
ve c¢ikis bozukluklarina karsi dayanikliliga sahip oldugu gosterilmistir. Hanif ve dig.
(2018) tarafindan yapilan c¢alismada Genetik Algoritma ayarlama yontemi kullanilarak
kompleks dereceli PID (PI**Y D) kontroldr tasarimi yapilmistir. Moghadam ve dig. (2018)
tarafindan yapilan c¢alismada kesir ve kompleks dereceli PI kontroldr i¢in bir ayarlama
yontemi sunulmustur. Onerilen yaklasim, Integral Mutlak Hata (IAE: Integral Absolute
Error) duyarliliginin degistirilmis bir versiyonuna dayanmaktadir. Tare ve dig. (2018)
tarafindan yapilan ¢alismada kesir dereceli sistemleri kontrol etmek i¢in iki farkli tipte
kompleks dereceli PID kontrolor oOnerilmistir. Kontrolorler genetik algoritma teknigi
kullanilarak tasarlanmistir. Onerilen kontroldrlerin etkinligi, optimum sekilde tasarlanmis
tam say1 dereceli ve kesir dereceli PID kontroldrler ile karsilastirilmistir. Onerilen
kompleks dereceli PID kontroloriiniin daha iyi performans gosterdigi ve iyilestirilmis
zaman alani yanitlariyla sonuglandigi simiilasyonlar araciligiyla kanitlanmistir. Zheng ve
dig. (2019) tarafindan yapilan calismada D-ayristirma yontemi kullanilarak zaman
gecikmeli sistemler i¢in kompleks dereceli PI (PI**#%) kontroldr tasarimi yapilmustir,
Abdulwahhab (2020) tarafindan yapilan ¢alismada birinci dereceden zaman gecikmeli bir
diisiik basin¢l akan su devresi i¢in hem kompleks dereceli PID kontrolér hem de reel
dereceli bir PID kontrolor tasarimi sunulmustur. Kompleks dereceli PID kontrol6riiniin
tasarimi, reel dereceli PID kontroldriinden daha karmasik olmasina ragmen, kompleks
dereceli PID kontroldr ile gerekli tasarim spesifikasyonunun daha dogru bir sekilde elde
edildigi goriilmiistiir.

Son zamanlarda, daha karmasik yapida ve daha g¢ok kontroldr parametresine sahip
kompleks dereceli PID kontrolor tasarimlart 6nerilmistir. Sekhar ve dig. (2020) tarafindan

yapilan c¢alismada CNT AIl-Mg hibritlerinin kompozit islenmesi sirasinda yiizey
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pliriizlilligi olusumunu etkili bir sekilde kontrol etmek i¢in kompleks dereceli bir PID
(PI¥*JBDY*+i®) Kontrolorii tasarlanmistir. Tasarlanan kompleks dereceli kontroldriin
performansi, islenmis yiizey piirtizliiliik sistemi i¢in geleneksel PID ve kesirli dereceli PID
kontrolorlerle karsilagtirilmistir. Sonuglar, kompleks dereceli PID kontroldriin kontrol
sinyali (besleme hizi) ve c¢ikis sinyali (ylizey piriizliliigi) yanitlarindaki tepe asma
yiizdelerini en aza indirme ve ortadan kaldirma yetenegini kesin olarak ortaya koymustur.
Shah ve dig. (2021) tarafindan yapilan ¢alismada dogru akim (DC) motor sisteminin kesir
dereceli modeli igin kompleks dereceli bir PI¢*/?Dc+id kontroldr yapist tasarlanmustir.
Karsilagtirmalar i¢in, DC motor sistem modeli ayrica geleneksel PI, PID, orantisal-
rezonans (PR) ve kesir dereceli PID kontrolor kullanilarak kontrol edilmistir. Kontrol ve
c¢ikis sinyallerinde tepe asimlarini basariyla en aza indiren kontroloriin yalnizca kompleks
dereceli PID kontrolor oldugu goriilmiistiir. Ayrica kompleks dereceli PID kontroldriin
yiikselme, tepe ve yerlesme siirelerini sinirlamada da basarili oldugu anlasilmistir. Onerilen
kompleks dereceli PID kontroldriiniin dayanikliligin1 dogrulamak icin Bode diyagrami ile
kok yer egrisi elde edilerek sistem kazang parametreleri degistirilmistir. Boylece kompleks
dereceli PID kontroloriin, modern imalatta dogru ve saglam aktiiator kontroliine yonelik
etkili bir ¢oziim olmay1 vaat ettigi kanaatine varilmis, akilli aktliatorler ve isbirlikei
robotlar gibi gelismis endiistriyel kontrol sistemlerinin endiistri 4.0 odakli uygulanmasina

yonelik olarak kapsamli ve giivenli bir sekilde uygulanabilecegi vurgulanmistir.

Zheng ve dig. (2021) tarafindan dogru akim motorunun hiz kontrolii i¢in kompleks
dereceli kontrolor dnerilmistir. Onerilen kontroldriin parametreleri frekans alani analizine
dayali olarak kazang gegis frekansi, kesme frekansi, faz marji ve genlik marji entegre
edilerek ayarlanmistir. Elde edilen sonuglar, kesir dereceli kontrolér ve tam say1 dereceli
kontroldr ile karsilastirilmis ve kompleks dereceli kontroliin daha iyi dinamik performansa
ve dayanikliliga sahip oldugu goriilmiistiir. Sathishkumar ve Selvaganesan (2021)
tarafindan evrensel yapilar i¢cin kompleks katsayili PI/PD/PID kontroldr ayarlamasi ele

alinmastir.

Sonug olarak, son zamanlarda yapilan ¢alismalar kompleks dereceli kontroldrlerin 6zellikle
de PID kontrolorlerin daha ¢ok parametre icermeleri sebebiyle daha iyi kontrol
performansi sagladiklarini gostermektedir. Bununla birlikte kompleks dereceli kontrol
sistemlerinin kendine ozgii bazi simirliliklart bulunmakta ve halen bunlarn fiziksel

anlamlandirmasinda agik problemler bulunmaktadir. Bir sonraki boliimde bu problemler
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anlatilarak kompleks eslenik dereceli sistem gosterimini kullanmanin daha uygun

olacagina deginilecektir.

1.2 Motivasyon ve Problem Sunumu

Yillar boyunca tam say1 dereceli sistem gosterimi hem sistem modellemesinde hem de
kontrol sistem tasariminda kullanilan ana ara¢ olarak karsimiza c¢ikmaktadir. Son otuz
yilda, kesir dereceli sistem gosterimi bazi fiziksel olaylar1 tanimlamak ve onlar1 kontrol
etmek icin tam say1 dereceli sistemlere gore daha iyi sonuglar alinabilecegini ortaya
koymustur. Son zamanlarda ise dinamikleri zor ve karmasik olan bazi sistemlerin
modellenmesinde kompleks dereceli sistem modeli kullaniminin daha uygun sonuglar
verebilecegi lizerine caligmalar ve tartismalar yapilmaktadir. Elde edilen sonuglar,
endiistriyel sistemlerin modellenmesi ve kontroliinde kompleks dereceli diferansiyel
denklem kullaniminin daha iyi performans ve verimlilik ile daha az maliyet agisindan

olumlu etkiler sagladigin1 géstermektedir.

Kompleks dereceli sistem gosteriminin en 6nemli sinirliligi, kompleks dereceli bir tlirev ya
da integral i¢in anlami su anda tam olarak anlasilamayan kompleks degerli bir zaman
yanit1 liretmesidir. Bu sorunun iistesinden gelmek i¢cin kompleks eslenik dereceli tiirev ve
integral operatorleri kullanilmistir. Kompleks dereceli operatorler ancak eslenik dereceli
operatoriiyle eslestirildiginde reel degerli zaman yanitlarinin ortaya ¢iktigir goriilmistiir.
Dolayisiyla sistem modellemesinde de kompleks dereceli transfer fonksiyonuna veya
durum uzay gosterimine sahip bir sisteme reel degerli bir giris isareti uygulandiginda
sistemin ¢ikisinda kompleks degerli bir zaman yanit1 elde edilmektedir. Zaman yanit1 hem
reel hem de sanal olmak tizere iki bilesene sahip oldugundan ve sanal zaman yanitinin nasil
yorumlanacagi heniiz tam bilinemediginden, Adams (2009) zaman yaniti tamamen reel
degerli olan kompleks eslenik dereceli sistem gosterimini Onermistir. Yapilan literatiir
calismasinda bu sistemlerin zaman ve frekans bolgesinde analizlerinin gercgeklestirilmesi
tizerine c¢ok kisitli calismalarin mevcut oldugu ve ayrica bu sistem yapisinin kontrol
alaninda fazlaca kullanilmadig1r goriilmiistiir. Bu problem ve acik noktalardan yola
cikilarak bu tez caligmasinin en 6nemli motivasyon kaynagi, Adams (2009) tarafindan
literatiire ilk kez tanitilan ve kompleks eslenik dereceli operatdrler kullanilarak olusturulan
kompleks eslenik dereceli sistem yapilarimi analiz etmek, kararlilastirma ve kontrol

islemleri iizerinde durmaktir.
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Kontrol sistem tasarimi ve analizinde kararlilik problemi goz 6niine alinmasi gereken en
onemli konulardan birisidir. Klasik kararlilik incelemelerinde, dogrusal zamanla
degismeyen tam say1 dereceli sistemlerde karakteristik denklemin kokleri kompleks sol
yari s-diizleminde (LHP) ise sistemin asimptotik kararli oldugu bilinmektedir. Tam say1
dereceli sistemlerin kararliligini analiz etmek i¢in kullanilan analiz metodlariin ¢ogu kesir
dereceli sistemler icin dogrudan kullanilamamaktir. Kesir dereceli sistemlerin kararlilig
i¢cin ya en genel kararlilik tanimi1 olan smirli-giris sinirli-¢ikis (BIBO) kararliligi kullanilir
veya Matignon (1996) tarafindan 6nerilen kompleks tiirevin derecesi sonucu belirlenen bir
ac1 ile diizlem f{izerinde sinirhi bir alan géz Oniine alinarak ve yalnizca birinci Riemann
tabakasinda kalan kokler incelenir. Matignon tarafindan Onerilen ve c¢ogunlukla kabul
goren bu kararlilik analiz yonteminin yani sira ¢ok sayida nlimerik analiz ve frekans
bolgesi kararlilik test metotlar1 onerilmistir (Hwang ve dig, 2002; Casagrande ve dig, 2020;
Zhang ve dig, 2020). Bununla birlikte, tam say1 dereceli sistemlerdeki Routh-Hurwitz
kriterine benzer sekilde, kesir dereceli sistemler i¢in olduk¢a basit bir kararlilik kriteri
olusturma sorunu hala ¢6ziilmemis bir problemdir (Lozynskyy ve dig, 2020). Bu yiizden
bu sistemlerin kararlilik analizlerinde ¢ogunlukla argiiman prensibine dayanan frekans
tabanli yontemler tercih edilmektedir (PetraS ve Dorcék, 1999; Petras, 2011b; De ve Sen,
2011). Bu yontemler genellikle Nyquist, Mikhailov ve kok-yer kararlilik kriteri tabanli
olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bununla birlikte, kompleks ve dolayisiyla kompleks eslenik
dereceli sistemlerin kararlilik analizi {izerine yapilan ¢alismalar ¢ok azdir (Cois ve dig,
2001; Adams ve dig, 2010a; Adams ve dig, 2010b). Bu nedenle, kompleks ve kompleks
eslenik dereceli sistemlerin kararlilik analizinde kullanilabilecek etkin ydntemlerin

gelistirilmesi problemi bu tez ¢caligmasinin diger bir motivasyon kaynagini olusturmaktadir.

Oransal-Integral-Tirev  (PID) kontrolorler, endiistride son elli yildir kontrol
uygulamalarinda sik¢a kullanilmaktadir (Astrém ve Higglund, 1995). Bunun en énemli
sebebi yapisinin basitligi ile nispeten dayanikli ve 1yi performans saglamalaridir. Bununla
birlikte kararli, kararsiz, integratorlii, minimum olmayan fazli ve zaman gecikmeli gibi
genis yelpazedeki sistem tiirleri i¢in kabul géren bir parametre belirleme yontemi mevcut
degildir. Bu 6nemli sorun nedeniyle Onerilen PID kararlilastirma teknigi, tasarimciya
mutlak manada kontrol sistem kararlilig1 saglayan tim PID kontrolor setini veren 6nemli
bir kontrol tasarim stratejisidir. Bu sayede tasarimci, istenilen kriterlere uygun kontrolorii
elde etme konusunda genis bir 6zgiirliige sahip olmaktadir. Bu siire¢ 6zellikle tasarimin

basinda tasarim kriterlerini net bir sekilde tanimlamanin veya tasarim kriterleri arasinda
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dengeli bir karar vermenin zor oldugu durumlarda avantajlidir. Ele alinan bir sistemi
kararli yapan tiim kontrolor parametre setlerini bulmak i¢in literatiirde bir¢ok alternatif
yontemler mevcuttur. Ornegin, Hermite-Biehler teoremi (Bhattacharyya ve dig, 1995),
kararlilik sinir egrisi yontemi (Tan ve dig, 2003; Tan ve Atherton, 2006; Deniz ve dig,
2015), Nyquist grafigine dayali hizli yaklasim (Soylemez ve dig, 2003), parametre uzay1
yontemi (Ackermann ve Kaesbauer, 2001; Bajcinca, 2004), Kronecker toplama yontemi
(Zheng ve Ren, 2009), D-Ayristirma yontemi (Cheng ve Hwang, 2006; Hamamci, 2007,
2012). Yapilan literatiir c¢alismasinda kompleks dereceli sistemlerin PID benzeri
kontrolorler ile tasarimi {izerine bir 6nceki boliimde anlatilan bazi ¢alismalar bulunsa bile
kompleks eslenik dereceli sistemlerin kararlilastirilmasi lizerine herhangi bir ¢alismaya
rastlanilamamaktadir. Dolayisiyla yapisal olarak zor bir dinamige sahip olan kompleks
eslenik dereceli sistemlerin PI, PID ve kesir dereceli PI kontrolorler ile kararlilastirilmasi
problemine ¢oziim getirmek ve dolayisiyla kontrolor tasarimi yapmak bir diger motivasyon

kaynag1 olarak sayilabilir.

Kontrol sistem tasariminda kontrolér, nominal sistem modeline gore tasarlanir ve sistem
parametrelerindeki degisiklige karst dayanikli bir performans sergilemesi beklenir.
Parametre belirsizligi, sistem transfer fonksiyonunun katsayilar1 veya derecelerinin belirli
bir aralikta degismesi durumunda olusabilecek belirsizlik olarak tanimlanabilir. Bu
nedenle, sistemlerin kararlilik analizlerinin ve kontrol islemlerinin ger¢eklestirilmesinde bu
belirsizlikleri hesaba katmak gerekmektedir. Konu ile ilgili yapilan literatiir ¢aligmasinda
kompleks ve kompleks eslenik dereceli sistemlerin parametre belirsizligi ve derece
belirsizligi igermesi durumunda bu sistemlerin dayanikli kararlilik analizi ve kontrol
islemlerinin gerceklestirilmesine dair herhangi bir calismaya rastlanilmamistir. Bu
sebepten dolay1 parametre belirsizligi iceren kompleks eslenik dereceli sistemlerin kontrol
sistemlerine uyarlanmasi ve bu sistemlerin dayanikli kararlilik ve dayanikli kontrol
analizlerinin gergeklestirilmesi problemi bu tez calismasmin diger bir motivasyon

kaynagini teskil etmektedir.

1.3 Bilimsel Katki

Kompleks dereceli tiirev ve integralin analitik olarak analizlerinin zor olmas1 ve fiziksel
anlamlarinin hala bir tartisma konusu olmasindan dolayi, literatiirde bu alanda yeterli
sayida caligmanin olmadig1 goriilmektedir. Bu tez kapsaminda, Adams (2009) tarafindan

literatiire yakin zamanda tanitilan kompleks eslenik dereceli sistemlerin temel 6zellikleri,
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frekans analizi, kararlilig1 ve bu sistemlerin kontrol iglemleri gergeklestirilerek, PID tabanli
kontroldrler ile kararlilagtirilmasi amaglanmaktadir. Bunun yani sira bu sistemlerin belirsiz
parametre durumunda tiim sistem ailesi i¢in dayanikli kararlilik analizlerinin ve dayanikh

kontrolor tasarimlarinin gergeklestirilmesi hedeflenmektedir.

Bu tez kapsaminda asagidaki agik problemlere bilimsel ¢oziimler getirilmesi

amaglanmistir:

1. Kompleks eslenik dereceli sistemler i¢in kararlilik analizinin frekans tabanli grafiksel bir
yontem olan genellestirilen degistirilmis Mikhailov (GD Mikhailov) kararlilik kriteri

kullanilarak gerceklestirilmesi:

+ Literatiire katki: Kompleks eslenik dereceli sistem gosterimini literatiire kazandiran

Adams (2009), karmasik matematiksel hesaplamalar kullanan bir kararlilik analiz
yontemi onermistir. Bu ¢aligmada ise matematiksel hesaplart minimuma indirmek ve
daha basit grafiksel bir yontem sunmak amaciyla bir frekans bolgesi kararlilik analiz
yontemi olan GD Mikhailov kararlilik kriteri (Bustowicz, 2008a, 2008b) kullanilarak
kompleks eslenik dereceli sistemlerin kararlilik analizi gergeklestirilmistir. Sunulan
yontemin avantaji basitliginin yani sira Adams tarafindan onerilen yontemden farkli
olarak kaskat yapili kompleks eslenik dereceli sistemlerin kararlilik analizi ig¢in de
kullanilmasiin kolay ve pratik olmasidir. Ayrica Onerilen grafiksel yonteme ait
sonuclar, Adams (2009) ve Cois ve dig. (2001) tarafindan kararlilik analizi i¢in

sunulan kutup-konum analizi tabanli cebirsel yontemler kullanilarak dogrulanmustir.

2. Kompleks eslenik dereceli sistemlerin PID tabanli kontrolorler kullanilarak

kararlilastirilmasi:

Kontrol sistem tasarimi i¢in en temel gereksinim, kapali dongii sisteminin mutlak
kararliligidir. Bir kontroldr kullanilarak bir sistemi kararlilagtirma tekniginin temel amaci,
sistemin mutlak kararliligini saglayan tiim kontrolor setini belirlemektir. Bu amag
dogrultusunda kompleks eslenik dereceli sistemler i¢in ilk defa D-ayristirma yontemi
kullanilarak PI ve PID kontroldrler ile kararlilagtirilmasi islemi gergeklestirilmistir. D-
ayristirma yontemi ile kararlilik sinirlar1 elde edilerek kontroldre ait parametreler analitik
olarak formiilize edilmistir. Bu sinirlar kullanilarak kararli kontroldr setini veren kararlilik
bolgeleri elde edilmistir. Bu bolgelerin kararliligini test etmek i¢in bir dnceki maddede
bahsedilen GD Mikhailov kararlilik kriteri D-ayristirma yontemine dahil edilmistir.

Simiilasyon sonuglari, sunulan PID tabanli kararlilastirma yonteminin kompleks eslenik
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dereceli sistemlerin analizi ve kontroliinde etkili ve pratik olarak faydali oldugunu

gostermistir.

+ Literatiire katki: Literatiirde kompleks eslenik dereceli sistemler ve kontrolii ile ilgili

caligmalar yok denecek kadar az oldugundan, bu sistemlerin Pl ve PID kontrolorler ile
birlikte kullanildig1 bir yontem ilk kez bu tez kapsaminda kararlilastirma teknigi
perspektifinden sunulmustur. Bu yontemle elde edilen kararlilik bolgesi grafiksel bir

gosterime sahip olup kontrol sistemine ait ¢ok sayida bilgiyi icermektedir.

3. Kompleks eslenik dereceli sistemler i¢in kazang pay1 ve faz pay1 gibi frekans bolgesi

ozelliklerine gore kesir dereceli Pl (PI*) kontrolér tasarmmu:

+ Literatiire katki: Kompleks eslenik dereceli sistemlerin kesir dereceli kontrolorler ile

kontroliine ait herhangi bir sonuca rastlanmamaktadir. Bu ¢alismada, kazang-faz payi
test edicisi (Chang ve Han, 1989) kullanilarak kompleks eslenik dereceli sistemler igin
istenilen kazang ve faz payma sahip PI* kontrol sistemlerinin tasarimi
gerceklestirilmistir. Onerilen metodun avantaji belirli kazang ve faz paylari igin sistem
parametrelere bagl olarak yine grafiksel yolla tasarim yapmanin daha sade ve kolay
olmasidir. Bu yontemle parametrelerdeki degisimin kazang ve faz paylar lizerindeki
etkisi daha kolay bir sekilde belirlenebilmektedir. Kullanilan yontem kompleks eslenik

dereceli sistemlerin kesir dereceli Pl kontrolor ile tasarimi igin bir ilktir.

4. Parametre belirsizligine sahip kompleks eslenik dereceli sistemlerin dayanikli kararlilik

analizinin gerceklestirilmesi:

+ Literatiire katki: Karmagik dinamik sistem yapisina ilave olarak parametre

belirsizligine sahip olan kompleks eslenik dereceli sistemlerin dayanikli kararlilik
analizinin gerceklestirilmesi tam sayr dereceli sistemlere gore daha zordur. Bu
calismada, parametre belirsizligi igeren siirekli zamanli kompleks eslenik dereceli
sistemlerin dayanikli kararlilik analizi i¢in frekans bolgesi analizlerine dayali iki farkl
yaklasim sunulmustur. Bunlardan birincisi, deger kiimesi kavrami ve sifirin diglanma
kosulunun kombinasyonuna dayanmaktadir. Ikincisi ise GD Mikhailov kararlilik
kriteri tabanlidir. Su ana kadar bu konuda literatiirde yapilmis herhangi bir ¢aligma

bulunmamaktadir.

5. Parametre belirsizligine sahip kompleks eslenik dereceli sistemler i¢in dayanikli PI ve

PID kontrolor tasariminin yapilmasi:
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+ Literatiire katki: Deger kiimesinden sifirin diglanma prensibi, D-ayristirma metodu ve
GD Mikhailov kararlilik kriteri kullanilarak belirsiz parametreli kompleks eslenik
dereceli bir sistem i¢in dayanikli PI ve PID kontrolor tasarimu literatiirde ilk kez bu tez
calismasinda gergeklestirilmistir. Onerilen metot kullanilarak farkli kontroldr yapilar:

icin de tasarim yapmak miimkiindiir.

1.4 Tezin Organizasyonu

Bu tez calismasi 8 kisimdan olusmaktadir.
Boliim 1: Giris

Giris kisminda konu ile ilgili tarihsel siire¢ ve literatiir 6zeti verilerek daha dnce yapilmisg
olan akademik ¢aligmalar ile bu ¢alismalarda konunun ele alinig bigimleri incelenmistir.
Tez konusunun se¢ilmesine sebep olan agik problemler ve motivasyon kaynaklar1 ayrintili
bir sekilde agiklanmistir. Ayrica bu tez calismasi sonucunda tezin literatiire yapacagi
bilimsel katkinin ne oldugu maddeler halinde verilerek, yapilan ¢alismanin 6zgiin ve yeni
oldugu disiiniilen taraflarma deginilmistir. Tezin organizasyonu bdoliimler bazinda ele

alinmustir.
Boliim 2: Kesir ve Kompleks Dereceli Matematik

Bu boliimde kesir dereceli ve kompleks dereceli analizin temel kavramlari tanitilmaktadir.
Once kesir dereceli integro-tiirev kavrami tanitilmustir. Kesirli dereceli matematigin analiz
islemlerinde kullanilmak {izere gamma fonksiyonu, Mittag-Leffler fonksiyonu ve Miller-
Ross fonksiyonu gibi bazi yardimci fonksiyonlardan bahsedilmistir. Literatiirde kesir
dereceli tiirev ve integral tanimlarindan en ¢ok ilgi géren Riemann-Liouville, Caputo ve
Griinwald-Letnikov tanimlar1 ve bu tanimlarin Laplace doniisiimleri verilmistir. Daha
sonra kompleks dereceli integro-tiirev kavrami tanitilmigtir. Tiirev ve integral operatoriiniin
tisstiniin kompleks olmasi durumu igin Riemann-Liouville, Caputo ve Griinwald-Letnikov
tanimlar1 tanitilmis ve bunlarin Laplace doniisiimleri verilmistir. Ayrica kompleks eslenik

dereceli integro-tiirev kavramindan bahsedilmistir.
Boliim 3: Kompleks Dereceli ve Kompleks Eslenik Dereceli Sistemler

Bu boliim, dinamik sistemlerin kompleks dereceli ve kompleks eslenik dereceli modellerle
tanimlanmasina ayrilmigtir. Kompleks dereceli ve kompleks eslenik dereceli sistemlerin

tanittim1 yapilmis ve bu sistemlerin zaman/frekans bolgesi analizleri gerceklestirilmistir.
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Kompleks dereceli transfer fonksiyonlarin tam sayi dereceli yaklasim modellerine
deginilmis ve Oustaloup yaklasiklik metodu detayli bir sekilde ele alinmigtir. Ayrica

kompleks ve kompleks eslenik dereceli PI ve PID kontrolor yapilari tanimlanmustir.

Bolim 4: Kompleks Eslenik Dereceli Sistemlerin Kararhihk Analizlerinin

Gerceklestirilmesi

Bu boéliimde oncelikle Mikhailov egrisinin 6zellikleri ve Mikhailov’un kararlilik kriterlerine
deginilmistir. Kesir dereceli sistemler i¢in 6nerilen GD Mikhailov kararlilik kriteri kompleks
eslenik dereceli sistemler i¢in uyarlanmistir. Kompleks eslenik dereceli sistemlerin kararlilik
analizi GD Mikhailov kararlilik kriteri kullanilarak gerceklestirilmistir. Ayrica literatiirde var
olan kutup-konum analizinden yola g¢ikarak Riemann ylizeyinin birinci tabakasinda
bulunan kutuplarin konumu metodu ve koordinat diizleminde elde edilen ¢ember metoduna
ait sonuglar kullanilarak GD Mikhailov kararlilik kriteri tabanli kararlilik analizinin sonuglari

dogrulanmistir. Kararlilik kriterlerinin uygulanmasina yonelik 6rnekler verilmistir.

Béliim 5: Kompleks Eslenik Dereceli Sistemlerin PI, PID ve Kesir Dereceli PI (PI%)

Kontrolor ile Kararhlastirilmasi

Bu béliimde D-ayristirma yontemi tanitilarak kompleks eslenik dereceli sistemleri kararlt
yapan tiim Pl ve PID kontrolor setinin hesabi yapilmistir. Bunun i¢in, kararlilik simirlari
elde edilerek bir kompleks dereceli sistem i¢in parametre uzaymnda kararlilik bolgesini
veren kontrolor parametrelerine ait formiilasyonlar elde edilmistir. Kararlilik sinirlart tiim
parametre uzaymi ¢ok sayida kararli ve kararsiz bolgelere ayirdigindan, bu bdlgelerin
kararlilig: test etmek i¢in GD Mikhailov kararlilik kriteri kullanilmistir. Sonug olarak ele
aliman herhangi bir kompleks eslenik dereceli sistemi kararli ve kararsiz yapan tiim
kontroldrler belirlenmistir. Ayrica kesir dereceli PI kontrol6r kullanilarak kompleks eslenik
dereceli sistemler igin kazang pay1 ve faz pay1 gibi temel frekans bolgesi 6zelliklerine gore
kontrolor tasarimi gergeklestirilmistir. Benzetim uygulamalar1 yapilarak elde edilen

sonuglarin MATLAB ortaminda zaman cevaplari verilmistir.

Boliim 6: Parametre Belirsizligine Sahip Kompleks Eslenik Dereceli Sistemlerin

Dayanikh Kararhhik Analizi

Bu boliimde, parametre belirsizligine sahip sistemlerden bahsedilip sistemlerdeki
belirsizlik tilirline deginilmigtir. Parametre belirsizligi durumunda dayanikli kararlilik
analizinde kullanilan yontemlerden deger kiimesi kavrami, sifirin diglanma prensibi,

Kharitonov teoremi ve kenar teoremi ele alimmistir. Kharitonov teoreminin aralik
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belirsizlik yapisina sahip kompleks dereceli polinom ailelerine uygulanamayacagi
gosterilmigtir. Kenar teoreminin aralik ve afin dogrusal belirsizlik polinom yapisina sahip
kompleks dereceli polinom aileleri i¢in kullanilabilegi vurgulanmistir. Fakat, ¢oklu
dogrusal ve polinom belirsizligine sahip kompleks dereceli polinom aileleri i¢in kenar
teoreminin kesin bir sonug¢ vermedigi belirtilmistir. Parametre belirsizligine sahip siirekli
zamanli kompleks eslenik dereceli sistemlerin dayanikli kararlilik analizi igin frekans
bolgesi analizlerine dayali iki ayri yontem sunulmustur. Bu yontemlerin birincisinde bu
sistem ailesinin dayanikli kararlilik analizi deger kiimelerinin gorsellestirilmesi ile
desteklenen sifirin dislanma prensibi kullanilarak arastirilmistir. ikincisinde ise dayanikli
kararlilik analizi GD Mikhailov kararlilik kriteri tabanli bir yontem kullanilarak

gerceklestirilmistir. Onerilen yontemlerin uygulanmasina yonelik érnekler verilmistir.

Boliim 7: Parametre Belirsizligine Sahip Kompleks Eslenik Dereceli Sistemler icin

Dayanikh Kontrolor Tasarim

Bu baslik altinda parametre belirsizligine sahip bir kompleks eslenik dereceli sistem igin
dayanikli PI ve PID kontrolér tasarimi sunulmustur. Bunun ic¢in frekans bolgesi
analizlerine dayali iki farkli yontem verilmistir. Tasarlanan kontroldrlerin dayanikli
kararlilik testi deger kiimelerinin gorsellestirilmesi ile desteklenen sifirin diglanma prensibi
ve GD Mihailov kararlilik kriteri kullanilarak gergeklestirilmistir. Onerilen yontemlerin

uygulanmasina yonelik 6rnekler verilmistir.
Boliim 8: Sonuclar ve Oneriler

Bu béliimde ise genel bir degerlendirme yapilarak tezde elde edilen sonuglar sunulmus ve
yorumlanmistir. Ayrica gelecekte yapilabilecek c¢alismalar igin ¢esitli Onerilerde

bulunulmustur.
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2. KESIiR VE KOMPLEKS DERECELI MATEMATIK

Bolim 1’de bahsedildigi gibi tam say1 olmayan veya baska bir deyisle keyfi dereceden
tirev ve integral islemleri literatiirde “kesirli analiz/matematik” kavrami adi altinda
birlestirilmistir. Fakat literatirdeki kavram karmasikliindan dolay1 kesirli analiz kavrami
cogunlukla sadece reel dereceli durumlar i¢in kullanilmistir. Klasik tiirevlerin ve
integrallerin derecelerini kompleks sayilara kadar genellestiren “kompleks dereceli analiz
(kompleks analiz, kompleks dereceli matematik)”, kesirli analizin dogal bir genellemesi
olarak ele alinabilir. Bu a¢idan bakildiginda, kompleks dereceli analiz kavraminin en genis
tanim oldugu agiktir. Bu tez calismasinda derecesi reel sayi olan tiirev ve integral
operatorleri kesir dereceli operatdr, derecesi kompleks sayr olan tiirev ve integral

operatorleri ise kompleks dereceli operator olarak ele alinmistir.

Bu boliimde kesir ve kompleks dereceli matematikte kullanilan bazi 6zel fonksiyonlar
verildikten sonra kesir, kompleks ve kompleks eslenik dereceli integro-tiirev kavramlari
tanitilmistir. Kesir ve kompleks dereceli tiirev ve integral tanimlari ile bu tanimlarin

Laplace doniisiimleri ayr1 ayr1 incelenmistir.

2.1 Kesir ve Kompleks Dereceli Matematik icin Ozel Fonksiyonlar

Keyfi dereceli matematigin teorisini ve kullanimmi anlamak i¢in bazi Onemli
matematiksel tanimlar iy1 bilmek gerekir. Bu baslik altinda, kesir ve kompleks dereceli
matematik teorisinde siklikla kullanilan Gamma fonksiyonu, Mittag-Leffler fonksiyonu ve
Miller-Ross fonksiyonu olmak {izere ii¢ temel fonksiyon verilmektedir. Bu fonksiyonlar
kesir, kompleks ve kompleks eslenik dereceli sistemlerin zaman cevaplarini elde etmek

i¢in siklikla kullanilmaktadir.

2.1.1 Gamma fonksiyonu

Tanim 2.1: Gamma fonksiyonu matematikte faktoriyel isleminin tam say1 olmayan reel
sayilar ve kompleks sayilara genellenmesi i¢in kullanilan bir fonksiyondur. “I"” simgesiyle

gosterilir. n € N igin tam say1 degerlerinin gamma fonksiyonu;

rn)=(mn-1)! (2.2)
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bi¢iminde tanimlanir. Burada analitik devamlilik i¢in n pozitif tam say1 olmalidir. Gamma

fonksiyonunun kompleks sayilar1 da i¢ine alan genellestirilmis tanima,
rz) = f t? e tdt (2.2)
0

seklinde verilir. Burada z € C ve Re(z) > 0’dir. Bu fonksiyon 6zellikle karmasik belirli

integrallerin ¢6ziimiinde kolaylik sagladigindan kesir ve kompleks dereceli hesaplamalarda

sikca kullanilmaktadir (Samko ve dig, 1993; Valério ve Costa, 2013).

2.1.2 Mittag-Leffler fonksiyonu

Mittag-Leffler fonksiyonlar1 fizik, matematik ve miihendislik gibi birgok bilim alaninda
problemlerin tanimlanmasi ve ¢dziimiinde anahtar rol oynayan bir fonksiyon kiimesidir.
Fen ve miihendislik bilimlerinde fiziksel siirecleri temsil eden diferansiyel denklemlerin
¢oziimiinde ¢ogunlukla tistel fonksiyonlar karsimiza ¢ikmaktadir. Kesir dereceli analizde
iistel fonksiyonlarin yerini Mittag-Leffler fonksiyonlari almaktadir. Baska bir deyisle
Mittag-Leffler fonksiyonu kesir dereceli diferansiyel denklemler veya integral
denklemlerinin ifade edilmesinde ve ¢ozlimlerinin elde edilmesinde kullanilmaktadir
(Shukla ve Prajapati, 2007). Ozellikle Mittag-Leffler fonksiyonlari, iistel fonksiyon ve
ardillar1 gibi klasik fonksiyonlar tarafindan temsil edilemeyecek kadar yavas ilerleyen veya
bozulan siireclerdeki olgular1 tanimlamamiza izin verir. Bu durum Mittag-Leffler
fonksiyonunun bir¢ok ¢esidi olmasindan kaynaklanmaktadir. Bu kisimda iki ¢esit Mittag-
Leffler fonksiyonu g6z Oniine alinacaktir (Gorenflo ve dig, 2014; Samko ve dig, 1993;
Valério ve Costa, 2013).

Tamm 2.2: E,(z) seklinde gosterilen 1-parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu Isvegli
matematik¢i Gustaf Magnus Mittag-Leffler (1903) tarafindan tanitilmis olup asagidaki gibi

bir kuvvet serisi gosterimi ile tanimlanir:

Eq(z) = ;m (2.3)

Burada «, z € C olmak tizere R(a) > 0’dir. « = 1 i¢in Mittag-Leffler fonksiyonu,

o Sk
El(Z) = ;m =e (24)
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seklinde temel tistel fonksiyona indirgenir. z = —at® i¢in Denklem 2.3’teki 1-parametreli
Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace doniisiimii su sekilde bulunur:

a—-1

(2.5)

L{Fa(-at)} = ———

Burada Re{s} > |a|Y/% dr.

Tamim 2.3: 1-parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun genellestirmesi olarak bilinen ve
Wiman (1905) tarafindan tanitilan 2-parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu, kuvvet
serisinin gamma fonksiyonunda ikinci bir parametre olan 8 elemanini igerir ve asagidaki

gibi tanimlanir.

Eqp(2) = kzzom (2.6)

Burada E, (z), 2-parametreli Mittag-Leffler fonksiyonudur ve a,f,z € C olmak iizere
R(a) >0 ve R(B) > 0°dur. Goriildiigii lizere; E,(z) = Eq41(2) dir. Ozel olarak zaman
agirlikli Mittag-Leffler fonksiyonunun (time-weighted Mittag-Leffler function) Laplace
dontlistimi

-1 a sa—B 1
L]z Eq p(taz®)] = s*Fa sP(1F as—%) @7

seklinde verilir (Re{s} > |a|/%). Denklem 2.5 ve 2.7, bu tiirden reel veya kompleks
dereceli transfer fonksiyonlarinin ters Laplace islemi sonucunda zaman bdlgesinde mutlaka

Mittag-Leffler fonksiyonunun ortaya ¢ikacagini gostermektedir.

2.1.3 Miller-Ross fonksiyonu

Tamm 2.4: Ustel fonksiyonun v dereceden integrali olarak bilinen ve Mittag-Leffler
fonksiyonunun bir genellemesi olan Miller-Ross fonksiyonu (€,), Kenneth S. Miller ve
Bertram Ross (1993) tarafindan tanitilmigtir ve asagidaki gibi tanimlanir.

d=v +o akzk+v
€ a)=—_—e¥= ToTkTD 2"E1p41(az) (2.8)
k=0

Burada v ve a, reel say1 olmak tizere v > 0’dir. Bu fonksiyonun baz1 6zellikleri su sekilde

verilir (Das, 2011; Gorenflo ve dig, 2014; Valério ve Costa, 2013):
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2 K 2k
(00 = Ei(2) = Eyy(2) = ) s = ) = e 29)
k=0 k=0

€,(0,a) = Ey(az) = E; 1(az) = e** (2.10)

2.2 Kesir Dereceli Integro-Tiirev Kavram

Tanim 2.5: Matematiksel analizin bir dali olan keyfi dereceli analizde, tam say1 olmayan
tirev ve integral islemleri integro-ziirev (differintegral) kavrami altinda birlestirilir
(Podlubny, 1999a). Yani integro-tiirev terimi, birlesik bir tiirev ve integral operatoriidiir.
Siirekli zamanl kesir dereceli integro-tiirev operatorii asagidaki gibi tanimlanir (Chen ve

dig, 2009; Petras, 2011a; Tepljakov, 2017D).

(a”
I W, a >0,
Df = { L a=0, (2.11)

lft(d‘r)“, a < 0.

Burada « tiirev ve integral operatoriiniin keyfi derecesini ifade ederken, c ve t ise tiirev ve
integral operatoriiniin limitlerini ifade etmektedir. Dolayisiyla, .Dff operatorii @ degerine
bagl olarak kesir dereceli tiirev veya integral operatorii olarak degismektedir. a € R ig¢in,
D¢ ifadesi a > 0 degerlerinde reel dereceli kesirli tiirev olarak davranirken; a < 0
durumunda reel dereceli kesirli integral olarak davranir. @ = 0 durumu sifirinc1 dereceden
tiirev veya integrali, yani fonksiyonun kendisini ifade eder. Integro-tiirev operatoriiniin
derecesi olan a’nin bir tam say1 olmast durumunda ise klasik tam say1 dereceli tiirev ve

integral islemleri elde edilir. Dolayisiyla bir f(t) fonksiyonunun Kesirli dereceden integro-

tirevi
(d*
S ©, a>0,
DEF() = i f®, a=0, (2.12)

U f(@)(dr)*, a < 0.

seklinde bir gosterim ile ifade edilir.
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2.3 Kesir Dereceli Tiirev-integral Tanimlar1 ve Laplace Déniisiimleri

Kesir dereceli tiirev ve integral icin literatiirde ¢ok sayida tanim (Akdemir ve dig, 2020;
Petras, 2011a; Valério ve Costa, 2013) bulunmakta olup bu baslik altinda en sik kullanilan
Riemann-Liouville, Caputo ve Griinwald-Letnikov tanimlar1 ile bunlarin Laplace
doniistimleri verilecektir. Bu tanimlar verilmeden 6nce, tam say1 dereceli ¢ok katli integral
ve tiirevlerin tek kathi integral ve tiirev tanimlarinin nasil elde edildiginin anlasilmasi
gerekir. Elde edilecek formiilasyonlar kesir dereceli tiirev ve integral tanimlarimin temelini

olusturmaktadir (Monje ve dig, 2010).

Bir f(t) fonksiyonunun integrali D~1f(t) basitge
t
D@ = [ fedx (213
0
seklinde verilir. Fonksiyonun cift katli integrali ise

D2f(t) = f ] F)dydsx (2.14)
00

biciminde elde edilir. Denklem 2.14’te verilen ¢ift katl integralin ifade ettigi bolge Sekil
2.1°de (x,y) diizleminde gosterilmistir. Integral limitlerinde uygun degisiklikler yapilarak

integrallerin siras1 degistirilebilir:

tt
p2f@ = [ [ Foddxdy (215)

0y
f(¥), x degiskenine gore sabit oldugundan iki katli integral ifadesi

t
D2f(© = [ ¢ - Iy (216)

0
seklinde ifade edilebilir. Benzer sekilde 3-katli integral,

’ t
DO =3 [ =3Py (217)

0
seklinde elde edilir. Bu ifadeler n katli integral icin genellestirilirse
t t -
£ — )1
Df(t) = j ...ff(y) dy ...dy = f(yzi_ 13;)' dy (2.18)
0 n 0
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bulunur. Bu denklemde, ¢ok katli bir integralin basit bir agirliklandirma isleviyle tek kath
bir integral olarak ifade edilebildigi goriilmektedir.

Benzer sekilde, bir f(t) fonksiyonunun birinci dereceden tiirevi D! f(t)

DUf(t) = f(t) T A0k Z(t —h (2.19)

h—0

seklinde elde edilir. ikinci ve iigiincii dereceden tiirevler

d? 1
D2 = T2t [p0) —2£ (e~ 1) + £e — 2m) 2.20)
3
pr@ =T im Lir0) -3 -m +3fc 2w~ fe-3m] (22D

olarak bulunur. Bu ifadeler n. dereceden tiirev i¢in genellestirilirse

dn
prrey = D iy h1n2< " () £~ kh) (2.22)

dtm
k=0

elde edilir. Burada

(n) _ nn—-1)n-2)..(n—k+1)

; N (2.23)

seklindedir. Denklem 2.18 ve 2.22, n € R i¢in Riemann-Liouville, Caputo ve Griinwald-

Letnikov kesirli tiirev ve kesirli integral tanimlarinin temelini olugturmaktadir.

(2.13)

(2.13)

Y

(2.12) ot

|

Sekil 2.1 : x-y diizleminde integralin gosterimi (Monje ve dig, 2010).
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2.3.1 Riemann-Liouville tanimi

Liouville tarafindan 1832’de ve Riemann tarafindan 1876’da bir f(t) fonksiyonunun a €
R dereceli integrali i¢in ayr1 ayr1 formiiller tiiretilmistir. Denklemlerin ilging tarafi tek bir
denklemde birlestirilebilecek kadar benzer olmasiydi (Liouville, 1832; Riemann, 1876).
Dolayisiyla tiirev ifadesi de eklenmis Riemann Liouville integro-tiirev formiilii su sekilde

verilir (Valério ve Costa, 2013):

- .
J; Wf(l’)dl’, a€ER
DEf®) =4 f@, a=0 (2.24)
| dlel
g D@, a € R*

Burada, [. ] operatorii bir iist tam say1ya yuvarlama (ceiling) islemini ifade eder. Denklemin
ilk satirindaki integral formiiliinde ¢ = 0 durumu Riemann’in formiiliini, ¢ = co durumu
ise Liouville’nin formiiliinii vermektedir. Denklem 2.24’te verilen integro-tiirev ifadesinin

Laplace doniistimii

{SaF(S)' a € R™
F(s), a=0
L{ DEf(®)} = -1 (2.25)
SOF(s) — sk \DEFT1£(0), a € R*
(O

seklinde verilir.

2.3.2 Caputo tanim

Caputo (1967), Riemann-Liouville tarafindan verilen formiilasyonu gelistirerek bir f(t)
fonksiyonunun a dereceli tiirevini yeniden tanimlamistir. Buna gore bir fonksiyonun kesir

dereceli integro-tiirevi asagidaki gibi tanimlanir (Valério ve Costa, 2013):

(Jt(t%)a—:_lf(r)dr, @ €R"
D f() = 4 f(@®), a=0 (2.26)
dlal
L Df Serar /() a € RY

Denkleme dikkat edilirse, kesir dereceli integral formiilii Riemann-Liouville’nin formiilii
ile aynidir. Bunun sebebi Caputo’nun kesir dereceli integral i¢in ayr1 bir formiil

tiiretmemesidir. Denklem 2.26 kullanilarak, Riemann-Liouville tiirevi ile Caputo tiirevinin
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aynit homojen baslangi¢ kosullar1 kiimesi altinda esdeger oldugu gosterilebilir. Pek c¢ok
miithendislik uygulamasinda Caputo tiirevi, matematik¢iler arasinda yaygin olarak
kullanilan Riemann-Liouville tiirevine tercih edilir. Ciinkii Riemann-Liouville tiirevinde,
f(t) fonksiyonunun kesirli tiirevlerinin t = 0 baslangi¢ noktasindaki degerlerinin
bilinmesi gerekmektedir. Gergek bir fiziksel uygulama disiiniildigiinde, bir f(t)
fonksiyonunun kesirli tiirevlerin fiziksel anlami bilinmeyebilir ve dolayisiyla t =0
anindaki degerleri Olglilemez. Buna karsin, Caputo tiirevi dikkate alindiginda f(t)
fonksiyonunun tam sayi tiirevlerinin ¢ = 0 baslangi¢c anindaki degerlerinin bilinmesi
gerekmektedir. Bu ise iyi anlasilmis bir fiziksel anlama sahiptir ve 6l¢iilebilir (Gorenflo ve
Mainardi, 1997; Cafagna, 2007). Riemann-Liouville kesirli tiirevi *.Dft(t) ile Caputo

tiirev tanimu1 ise SDEf(t) ile gosterilirse, aralarindaki iliski (Petras, 2011a);

(_)k(x

e AO 227)

RLDEF () = EDEF(E) + Z ik

ile ifade edilebilir. Burada f(k) (¢)=0, (k=0,1,..,n—1) oldugundan iki tiirev tanim1

birbirine esit olur.

Caputo integro-tiirev taniminin Laplace dontisiimii

(SYF(s), a € R™
F(s), a=0
L{ DI (D)} = lal-1 (2.28)
LS“F(S) — z s¥k=1pk£(0), a € RY
k=0

seklinde elde edilir. Denklem 2.25 ile 2.28 karsilastirildiginda bir kesir dereceli tiirevin
Laplace doniistimii icin Riemann-Liouville denkleminde kesir dereceli tiireve ait baslangi¢
sartlarim1 kullanmak gerekirken, Caputo denkleminde ise tam say1 dereceli tiirevler icin
baslangic sartlarin1  bilmek yeterlidir. Yukarida izah edildigi gibi miihendislik
uygulamalarinda kesir dereceli tiirev i¢in Caputo denklemini kullanmak Riemann-Liouville

tiirev denklemini kullanmaya gore her konuda daha avantajlidir.

2.3.3 Griinwald-Letnikov tanim

1867'de Anton Karl Griinwald, sonlu fark bdliintiilerinin genellestirmesine dayali olarak
bir kesir dereceli tlirev tanimi gelistirmistir (Griinwald, 1867). Bir yil sonra Alexey
Vasil'evich Letnikov (1868), Griinwald’in formiilasyonunu gelistirerek su anki Griinwald-

Letnikov tanimini ortaya koymustur. Bu metot geriye doniik sonlu fark terimleri
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icerdiginden bir fonksiyonun kesirli tlirev veya integralinin niimerik ¢éziimii i¢in yaygin
olarak kullanilmaktadir (Das ve Pan, 2011; Tepljakov, 2017b). Griinwald-Letnikov
yontemiyle, bir f(t) fonksiyonunun « dereceli integro-tirevi asagidaki gibi

tanimlanmaktadir (Valério ve Costa, 2013):

(5
— ['(a+k) _
}llil’(l)h kzzo(—l)kmf(t—kh), a €R
DEF) =4 f(O), a=0 (2.29)
]
1 ['(a+1) .
o e Z (_1)kl“(k T Dl@—k+n/ E~ kD, a€R
\ k=0

Burada h adim boyutunu ve |. | operatdrii bir asagi tam sayiya yuvarlama (floor) islemini

ifade etmektedir.

Riemann-Liouville tanimi ile Griinwald-Letnikov tanimi birbirine esdegerdir, ancak
kullanim alanlarina gore kolaylik/zorluk durumlari mevcuttur. Kesir dereceli integral ve
tirev i¢in Riemann-Liouville tanimi, tanimi nedeniyle nispeten basit fonksiyonlarin
(x%, e*,sinx, vb.) analitik ¢6ziimiinii bulmak i¢in uygun iken niimerik hesaplamalar igin

Griinwald-Letnikov tanimi1 bagariyla kullanilmaktadir (Cafagna, 2007).

Griinwald-Letnikov Kesirli integro-tiirev taniminin Laplace doniisiimii i¢in belirli sartlar
altinda Denklem 2.25’te Riemann-Liouville doniisiimiinde verilen ifade aynen

kullanilabilir (Valério ve Costa, 2013).

2.3.4 Kesir dereceli integro-tiirevin temel o6zellikleri

Kesir dereceli integral ve tiirevin temel 6zellikleri asagidaki gibi 6zetlenebilir (Miller ve
Ross, 1993; Cafagna, 2007; Chen ve dig, 2009; Petras, 2011a):

1. Bir f(t) fonksiyonu t’nin analitik bir fonksiyonu ise onun kesir dereceli tiirevi olan
oDEf(t), t ve a’nin analitik bir fonksiyonudur.

2. n tam say1 olmak iizere @ = n igin (D¢ f(t) operatorii klasik tam say1 derece n ile elde
edilen sonucu verir.

3. a = 0igin (Dff(t) operatorii fonksiyona 6zdes operatordiir, yani:

oD2f () = f(B) (2.30)
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4. Kesir dereceli tlirev ve integral dogrusal islemlerdir:

oD (af (£) + bg(t)) = a oD f () + b (D g(t) (2.31)
5. f(t) fonksiyonunun bazi kisitlamalar altinda iis indekslerinin toplami (yar1 grup
Ozelligi) miimkiindiir:

oDf oD f(1) = oDf oDEF() = oD F (D) (2.32)

6. t = a oldugu durumda (f¥(a) =0, k =0,1,2,..,n — 1) kesir dereceli tiirev ve tam

say1 dereceli tiirev arasindaki degisme 6zelligi su sekilde ifade edilir.

dr dr
@(aDé"f(t)) = aDé"f(t)< d];(f)> = JDFTf (D) (2.33)

7. Kesir dereceli tiirev operatorii yerel (local) degildir. Bu ozellik Df f(t) degerinin
[to, t] araligindaki tiim f degerlerine yani f fonksiyonunun tiim gegmis degerlerine bagl
oldugu anlamina gelir. Tam say1 dereceli tiirev operatorlerinin ise her zaman yerel oldugu

Iyi bilinen bir konudur.

Kesir dereceli tiirev ve integralin geometrik ve fiziksel yorumu Podlubny (2001) tarafindan
yapilan calismada detayl bir sekilde agiklanmistir. Kesirli tlirev ve integrallerin diger bazi
onemli oOzellikleri Ornegin Oteleme, zincir kurali, davranis ve limite bagimlilik vb.
ozellikler Miller ve Ross (1993), Oldham ve Spanier (1974) ve Podlubny (1999a)
referanslarinda detayli bir sekilde bulunabilir. Diger bazi tanmimlar ise De Oliveira ve

Machado (2014) ve Ortigueira ve Machado (2015) referanslarinda incelenmistir.

2.4 Kompleks Dereceli Integro-Tiirev Kavram

Tanmm 2.6: Derecesi kompleks bir say1 olan birlestirilmis tiirev ve integral operatdriine
kompleks dereceli integro-tiirev denilmektedir. Siirekli zamanl bir kompleks dereceli

birlesik tiirev ve integral operatorii asagidaki gibi tanimlanir (Tepljakov, 2017b; Valério ve

Costa, 2013):
dd
AL R{q} >0,
Dlfy =L f®, q=0, (2.34)

|| ro@, s <o
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Burada g € C tiirev ve integral operatoriiniin kompleks degerli derecesini, ¢ ve t ise
integral operatdriinlin limitlerini ifade etmektedir. Kompleks derece, ¢ = u + iv seklinde

tanimlanir. g’nun reel ve sanal kisimlart sirasiyla R{q} = u ve T{q} = v’dir. Dolayisiyla,
D operatdrii q degerine bagl olarak kompleks dereceli tiirev veya integral operatdrii

olarak degismektedir. D, ifadesi R{q} > 0 degerlerinde kompleks dereceli tiirev olarak
davranirken, R{q} < 0 durumunda kompleks dereceli integral olarak davranir. ¢ = 0
durumu sifirinc1 dereceden tiirev veya integrali, yani fonksiyonun kendisini ifade eder.
Integro-tiirev operatoriiniin derecesi olan g’nun reel kismmn sifir olmasi durumunda
operator saf kompleks dereceli integro-tiirev operatoriine doniisiirken, g’nun sanal
kisminin sifir olmasi durumunda ise kesir dereceli integro-tiireve doniisiir. Bu noktadan
bakildiginda, kompleks dereceli integro-tiirev reel ve tam sayr dereceli tiim integro-

tiirevleri i¢ine alan en genel tanim olarak diisiiniilebilir.

Son zamanlarda gergek sistemlerin modellenmesinde ve analizlerinde reel dereceli integro-
tirevlerin kullanilmasinin da kisith kaldigi ve kompleks dereceli integro-tiirevlerin
kullanilmaya baslandig1 goriilmektedir (Hartley ve dig, 2005). Literatiire bakildig1 zaman,
reel dereceli integro-tiirevler tizerine ¢ok fazla ¢alismalar mevcut iken kompleks dereceli
integro-tiirevler lizerine yapilan ¢alismalarin sinirli oldugu goriiliir. Kompleks dereceli
integro-tiirevler, reel fonksiyonlara uygulandiginda genel olarak kompleks degerli

fonksiyonlara dontistiiglinden dolay: ¢ok sayida agik probleme sahiptirler.

2.5 Kompleks Dereceli Tiirev-integral Tanimlar1 ve Laplace Déniisiimleri

Kompleks dereceli analizde yani g € C igin analitik islemler yapilirken genellikle
Riemann-Liouville ve Caputo tanimlari tercih edilmektedir. Bununla birlikte, kesir dereceli
analizde oldugu gibi niimerik uygulamalarda yine Griinwald-Letnikov teoreminin

kullanilmasi 6nerilmektedir.

2.5.1 Riemann-Liouville tanimi

Riemann-Liouville formiilii ile f(t) fonksiyonunun q = u + jv dereceden tiirev ve

integrali asagidaki gibi tanimlanmaktadir (Valério ve Costa, 2013):
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((t(t—1)"91 _
f Tq)f(l')dl', u€eR
. f(@), q=
DIF(t) = B
eSO <%Upf?ﬂ0, U=0Av#0
dl i
oo DE©, wER

(2.35)

Kompleks Riemann-Liouville tanimi kullanildiginda Denklem 2.35’te verilen integro-

tiirevin Laplace doniisiimii su sekilde verilir:

L{ DIf )} = 3

\

2.5.2 Caputo tani

(s9F(s), u € R
F(s), q=0
sTF(s) — (DI7'f(0), u=0AvV#0

[ul-1

sIF(s) — Z sk o DIFT1E(0), u € R*

k=0

mi

(2.36)

Bir f(t) fonksiyonunun g = u + jv dereceden tiirev ve integrali Caputo tanimi ile

asagidaki gibi tanimlanmaktadir (Valério ve Costa, 2013):

| 2 R
——F f(v)dr, u€R”
c F(_Q)
q f(t), q= 0
D/ f(t) =5 . d
D Df lEf(t), u=0Av#0
Coodh
| D! Mmf(t), u € R*
Denklem 2.37’nin Laplace doniisiimii
(s1F(s), u € R
F(s), q=
u=0Av+0

L{ DI f (1)} = S

sIF(s) = s171£(0),

[u]-1

seklinde verilir.

s9F(s) — Z s k=1pkf(0), u € R*

\ k=0
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2.5.3 Griinwald-Letnikov tanim

Bir f(t) fonksiyonunun Griinwald-Letnikov formiilii ile ¢ = u + jv dereceden tiirev ve
integrali, Denklem 2.29’daki kesir dereceli tanimda a yerine g konularak kolayca elde
edilebilir (Valério ve Costa, 2013):

r lt—CJ
: ['(g +Fk) -
}llil’(l)hqu( 1)kmf(t—kh), u€eER
DIfF®) =< f (t) q=0 (2.39)

I'(qg+1) +
\L‘i%hq Z( 1)k1“(k+1)F(q—k+1)f(t_kh)’ ueR

Griinwald-Letnikov Kesirli integro-tiirev taniminin Laplace doniisiimii i¢in belirli sartlar
altinda Denklem 2.36’da Riemann-Liouville donilistimiinde verilen ifade aynen

kullanilabilir.

2.5.4 Kompleks dereceli integro-tiirev ve kompleks deger kavrami

Bir f(t) fonksiyonunun kompleks dereceli tiirev ve integrali kompleks degerli
fonksiyonlar iiretmektedir. ¢ = u + jv igin bir f(t) fonksiyonuna etki eden kompleks

dereceli integro-tiirev asagidaki gibi tanimlanir:

D f(t) = Dy (), (2.40)

Denklem 2.40’ta tanimlanan kompleks dereceli integro-tiirev operatoriiniin Laplace

doniigiimii
L{Dt_qf(t)} — S—(u+jv)F(S) — S—uS—ij(S) — S—ue—jvln(s)F(S)’ (2.41)

formunda elde edilir. Bu operatoriin birim darbe cevabini elde etmek i¢in ters Laplace

dontisiimiine ihtiyag vardir. ¢ = u + jv olmak iizere s~ nun ters Laplace doniisiimi,
£a-1
r(g

seklinde elde edilir. Denklem 2.42’deki doniisiim kullanilarak, operatoriin birim darbe

L5 = (2.42)

cevabi,

" ) tu+jv—1 tu—l tu—l ©
/ —1fe—q) — [ —1f —(utjv = = tjv = Jjuln(t 243
7%} {S } Fu+jv) T(u+jv) ['(u+jv) € ( )
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bigiminde elde edilir. e/"*®) i¢cin Euler formiilii (Stegun ve Abramowitz, 1964) Denklem
2.43’te yerine yazilirsa birim darbe cevabi,

u—1

L Ys™9} = (cos(vin(t)) + jsin(vin(t))) (2.44)

r'u+jv)

seklinde elde edilir. Goriildiigii iizere v # 0 i¢in birim darbe cevabi kompleks degerlidir,
yani hem reel hem de sanal bilesenlerine sahiptir. Sanal bilesenin fiziksel anlaminin
yorumlanmasindaki gli¢liik nedeniyle kompleks dereceli integro-tiirev operatoriiniin sistem
ve kontrol mithendisliginde kullanimi sinirlidir. Bu sebepten dolayi, Hartley ve dig. (2005)
kompleks eslenik dereceli integro-tiirev kavramini 6nermislerdir. Bu yeni kavram bir f(t)
fonksiyonunun kompleks dereceli integro-tiirevinde sanal bileseni ortadan kaldiracagindan

kontrol sistem uygulamalarinda daha uygulanabilir sonuglar vermektedir.

2.6 Kompleks Eslenik Dereceli Integro-Tiirev Kavram

Tamm 2.7: Derecesi kompleks bir say1 olan birlestirilmis tlirev ve integral operatdriine
kompleks esleniginin ilave edilmesiyle elde edilen kompleks dereceli operatére kompleks
eslenik dereceli integro-tiirev denilmektedir. Siirekli zamanl bir kompleks eslenik dereceli
integro-tiirev operatorii asagidaki gibi tanmimlanir (Hartley ve dig, 2005; Adams ve dig,
2007):

DAf() = DFF(©) + D7) (2.45)
Bu durumda kompleks eslenik dereceli integro-tiirev operatoriiniin Laplace gosterimi
LD F(O)} = (s74HY + s7¥IV)F(s) = s74(s/V + sTIV)F(s), (2.46)

seklinde ifade edilir. Denklemde Euler’in a¢ilimi (Stegun ve Abramowitz, 1964)

uygulanirsa

LD (0)} = s7H(e/) eI F ()

=s ¥ [(cos(vln(s)) +jsin(vln(s))) + (cos(vln(s)) —jsin(vln(s)))] F(s) (2.47)
= 25"“cos(vln(s))F(s)

bulunur. Denklem 2.47°den agikca goriildiigii lizere bir fonksiyonun kompleks eslenikli

integro-tiirevinde sanal kisim ortadan kalkmaktadir. Dolayisiyla kompleks eslenik dereceli

integro-tiirev operatdriiniin birim darbe cevabi da tamamen reel degerli bir fonksiyondur
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(Hartley ve dig, 2005; Adams ve dig, 2007). Bu nedenle, kompleks dereceli bir operator,
eslenik dereceli operatorii ile birlestirildiginde gergek degerli bir birim darbe cevabi
olusturulur. Bu durum, tam sayr dereceli bir sistemin kompleks kutup tanimina
benzemektedir. Transfer fonksiyonu tek bir kompleks kutba sahip olan bir sistem,
kompleks degerli bir birim darbe cevabina sahiptir, ancak transfer fonksiyonu bir kompleks
eslenik kutup ¢ifti olan bir sistem reel degerli bir birim darbe cevabina sahiptir. Bu nedenle
kontrol sistem tasarimi uygulamalarinda kompleks dereceli integro-tiirev operatorii yerine
kompleks eslenik dereceli integro-tirevin kullanilmas1 daha uygundur. Bu tez
calismasinda, bundan sonra yapilan islemlerin tiimiinde kompleks eslenik dereceli tanimlar

kullanilacaktir.
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3. KOMPLEKS DERECELI VE KOMPLEKS ESLENIK DERECELI SISTEMLER

Kompleks dereceli sistemler, kompleks dereceli integro-tiirevlerle karakterize edilen bir
diferansiyel denklem tarafindan ifade edilen sistemlerdir (Adams ve dig, 2010a; Cois ve
dig, 2001). Son zamanlarda kompleks dereceli integro-tiirevlerin, reel dereceli integro-
tiirevlerle iyi agiklanamayan modelleme problemlerinde 6ne ¢iktig1 goriilmektedir (Monje
ve dig, 2010; Matignon, 1996). Geleneksel tam say1 ve reel dereceli diferansiyel
denklemler kullanilarak modellemenin gerceklestirilemedigi veya yetersiz kaldigi
durumlarda kompleks dereceli diferansiyel denklemler kullanilarak ¢esitli dinamik
sistemleri modellemenin yarar1 daha gergek¢i ve dogru bir modelleme imkan1 saglamasidir
(Tare ve dig, 2018). Yapilan modellemelerde kompleks katsayilarin eklenmesinin yiiksek
dereceli zaman tiirevlerine esdeger oldugu ve kompleks dereceli tiirevlerin ise hem genligi
hem de fazi frekansa bagli fonksiyonlar iirettigi bulunmustur. Bu nitelikler kompleks
dereceli modellerin gelistirilmesinde kilit bir rol oynamaktadir (Makris ve Constantinou,
1993; Ortigueira, 2022). Bdylece kompleks dereceli sistemlerin teorisi, analizi ve

uygulamalari son yillarda sicak bir konu haline gelmistir.

Yapilan literatiir ¢alismasinda keyfi dereceli analiz {izerine simdiye kadar yapilan
calismalarin ¢ogu reel dereceli kesirli analizin kullanimina yénelik olup, kompleks dereceli
analiz lizerine yapilan ¢alismalarin ise olduk¢a sinirli oldugu goriilmiistiir ve beraberinde
bir ¢ok acik problemi barindirmaktadir (Oldham ve Spanier, 1974; Miller ve Ross, 1993;

Samko ve dig, 1993). Bunun nedeni su sekilde siralanabilir:

1. Fiziksel olarak agiklanmasi zor olan sanal saymin ( j ) yorumlanmasinda agik
problemler bulunmaktadir.

2. Kompleks dereceli operatorlerle ugragmak kesirli ve tam say1 dereceli operatorlerle
ugrasmaktan ¢ok daha zordur. Ciinkii analitik olarak ¢ok fazla parametre ile ugragsmak
zorunda kalinmaktadir (Abdulwahhab, 2020).

3. Kompleks dereceli bir sistemin zaman yaniti, kompleks degerli olup hem reel hem de
sanal kisimdan olusmaktadir. Kompleks zaman yanitinin fiziksel anlam1 su anda tam
olarak anlagilamamaktadir (Hartley ve dig, 2005; Tare ve dig, 2018; Ortigueira, 2022).

4. Kompleks dereceli analizde ¢aligma alan1 Riemann yiizeyi ile sinirlidir (Adams ve dig,

2010a; Ortigueira ve dig, 2011).
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Bu boliimde, kompleks dereceli sistemlerin, kompleks eslenik dereceli sistemlerin ve
kaskat kompleks eslenik dereceli sistemlerin tanimi verildikten sonra bu sistemlerin zaman
ve frekans bolgesi analizleri gerceklestirilmistir. Ayrica kompleks dereceli transfer
fonksiyonlarinin tam say1 dereceli yaklasim modellerinin elde edilmesine deginilmistir.
Kompleks eslenik dereceli sistemlerin kararlilastirilmasinda kullanilacak olan tam say1 ve

kesir dereceli PI ve PID kontroldr yapilari tanitilmastir.

3.1 Kompleks Dereceli Sistemler

Tamm 3.1: Kompleks dereceli sistemler, en az bir elemaninin derecesi kompleks say1 olan
diferansiyel denklemler tarafindan temsil edilen dinamik sistemler olarak tanimlanir. Tek-
girisli tek-¢ikisli ve siirekli zamanli kompleks dereceli bir kontrol sisteminin en genel

gosterimi asagida verilen kompleks dereceli diferansiyel denklem ile tanimlanir:

anDy(t) + a1 Dm=1y(t) + -+ + agDy ()

3.1)
= by DPmu(t) + by DPm-1u(t) + - + byDPou(t)

Burada DY = D), Riemann-Liouville veya Caputo kompleks dereceli tiirevlerini

gostermektedir. u(t) sistemin girisi, y(t) ise sistemin ¢ikigidir.

Kontrol sistem teorisinde, bir sistemin dinamik davraniglarinin analizi genellikle Denklem
3.1°deki diferansiyel denklemin Laplace doniisiimii sonucu elde edilen transfer
fonksiyonlarindan yararlanilarak yapilir. Buna gore, kompleks dereceli bir sistem ig¢in
transfer fonksiyonunun alabilecegi en genel bigim

N(s) bpsPm + by,_1sPm=1 + ... + pysPo

= = 3.2
D(s) a,sin+a,_;sn-1 4 -4 q,s90 (3:2)

seklinde ifade edilir (Podlubny, 1999a; Monje ve dig, 2010; Caponetto ve dig, 2010).

Burada, N(s) transfer fonksiyonun payini ve D (s) ise paydasini temsil eder:

N(s) = z:’zo b, sPk, (3.3)

D(s) = Y=o axs, (3.4)

Burada, q,, 9t{g,} = 0 olmak iizere paydanin derecesini ve fB,,, {L} = 0 olmak iizere
payin derecesini ifade eder. N(s) ve D(s)’e dikkat edilirse, klasik polinom yapisindan

farkli olarak polinomsu (pseudo polinom) yapisinda olduklart goriiliir. Denklem 3.2°de
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tanimlanan kompleks dereceli bir sistemde q;, ve S derecelerinden en az birinin kompleks
say1 olmasi zorunludur. Pay ve payda polinomsularimin a;, ve b, katsayilar1 reel veya

kompleks degerlerden olugsmaktadir.

Tamm 3.2: Kompleks dereceli bir transfer fonksiyonunda q; ve S dereceleri bir ortak
bolen olarak g kompleks sayisinin katlar1 oldugunda (yani q; = Bx = kq ), bu sisteme
orantili (commensurate) kompleks dereceli sistem ad1 verilir. Bu durumda sistemin transfer

fonksiyonu asagidaki formda ifade edilir:

N(S) _ Sfobes™

= = 3.5
¢s) D(s)  Xik=oars* (39)
Kompleks dereceli sistemlerin en temel ve basit tiirii
G(s) = (3.6)

si—p

seklinde tanimlanir. Burada q € C olmak iizere ¢ = u + jv ve r,p € C (veya R) olarak
verilir (Podlubny, 1999a; Monje ve dig, 2010; Cois ve dig, 2001).

3.2 Kompleks Dereceli Sistemlerin Zaman Boélgesi Analizi

Sekil 3.1°de verilen kompleks dereceli bir sistemi géz oniine alalim. Sekilde u(t), sisteme
uygulanan giris isaretini ve y(t) ise ¢ikis isaretini ifade etmektedir. Bu sisteme uygulanan
reel degerli bir giris isareti icin sistemin ¢ikisi sekilden de goriilecegi gibi kompleks degerli
bir zaman cevabina sahip olmaktadir. Yani y(t)’nin hem reel bileseni hem de sanal
bileseni vardir. Sistem ¢ikiginin reel kismi klasik tam sayir dereceli sistemlerin fiziksel
anlami olan ve oOl¢iilebilen ¢ikis isaretine karsilik gelirken, sanal kismi ise fiziksel olarak
kullanishi olmadig: diisiiniilen ve dlgiilemeyen bir isaret olarak karsimiza ¢ikmaktadir (Cois

ve dig, 2001).

u(t) Kompleks y(®
—r =

Dereceli Sistem »  R{Y()}: Sistem cikisinin reel kismi

> 3O} : Sistem ctkisinin sanal kismi
(Olciilemeyen sinyal)

Sekil 3.1 : Kompleks dereceli bir sistem ve zaman cevabi.

Kesir ve kompleks dereceli kontrol sistemlerinin zaman cevabi analizlerinde genellikle tam

say1 dereceli ve niimerik yaklasim yontemleri kullanilmaktadir (Chen ve dig, 2009;
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Krishna, 2011). Bu kisimda Mittag-Leffler fonksiyonu, Gamma fonksiyonu ve bazi 6zel
Laplace doniistimleri araciligryla Denklem 3.6’da en basit formu ile tanimlanan kompleks
dereceli bir sistemin birim darbe ve birim basamak cevaplar1 verilecektir. Kompleks
dereceli bir sistemin birim darbe ve birim basamak cevaplarin1 elde ederken kullanilacak

olan bazi formiiller asagidaki gibidir (Monje ve dig, 2010; Petras, 2011a):

1. Denklem 2.6’da verilen iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunda a = f =gq

oldugu durumda E, ,(t) fonksiyonu asagidaki gibi olur.

Eqq(t) = ;Z:(; Tk + ) 3.7)

2. Denklem 2.7°de verilen zaman agirlikli Mittag-Leffler fonksiyonunda a = f = q
oldugu durumda Denklem 3.6’da en basit formu ile tanimlanan kompleks dereceli bir

sistemin ters Laplace donlisiimii asagidaki gibi elde edilir.

=L = ream1g, (o)
si—pS | a.q\P (3.8)

3. Basamak (Heaviside) fonksiyonu H(t) ve 1 parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu
E,(t) = Eq4(t) olmak lizere;

=~ H O - Eyr0)] 39)
EE)

seklinde tanimlanir.

3.2.1 Birim darbe cevabi

Teorem 3.1: Denklem 3.2 ile verilen kompleks dereceli sistemlerin birim darbe cevabi

kompleks degerlidir.

Ispat 3.1: Teoremin ispati icin Denklem 3.2°de verilen kompleks dereceli sistem ailesinin
en basit liyesi olan Denklem 3.6’daki sistemin birim darbe cevabiin kompleks degerli
oldugunu ispat etmek yeterlidir. Denklem 3.6’daki sistemin girisine birim darbe
fonksiyonu u(t) = &(t) (yani U(s) = 1) uygulandiginda sistemin birim darbe fonksiyonu
cevab1 asagidaki gibi elde edilebilir:

Y(s) =G(s).U(s) =G(s) (3.10)
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y(© =LY ()} =L {(sqr—_p)} (3.11)
Denklem 3.8 kullanilarak;
y(t) = 1t E, 4 (pt?) (3.12)

elde edilir. Denklem 3.7°den faydalanarak E, ,(pt?) icin elde edilen 2 parametreli Mittag-

Leffler fonksiyonu Denklem 3.12°de yerine konulursa;

(ptD)*
y@)=rti™t ) ————— (3.13)
L T(q(k + 1))
ve gerekli islemler yapilirsa;
had pkt(k+1)q—1

O =r) s 3.14
YO =T 2 Tt ) (314
bulunur. g = u + jv yerine konulursa,

N p* (k+1) (+ )
y(t) — z f——— ¢t k+1)(u+jv)-1 (3.15)
£ T(qlk+ 1))
elde edilir. Buradan,
had kyj(k+1)v
rp*t

(t) — Z t(k+1)u_1 <—> 316
r9=2, M(qtc+ 1) (319
i¢in Denklem 3.16 diizenlenirse,
y(t) — Z t(k+1)u—1(cbktj(k+1)v) (3.17)

k=0
bi¢iminde elde edilir. Burada
k
rp

o, = ——— (3.18)

ERECICESD)!
seklindedir. Bu noktada matematikte 1yi bilinen
t/EFDY = cos((k + Dvin(t)) + jsin((k + Dvin(t)) (3.19)

acilimi1 Denklem 3.17°de yerine yazilirsa
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o)

y(t) = Z t*tVu=1g, (cos((k + Dvin(t)) + jsin((k + Vvin(t))) (3.20)
k=0

olarak sistemin birim darbe cevabi elde edilir. Denklem 3.20°den gorildiigi tizere,
Denklem 3.6’da verilen kompleks dereceli basit sistemin birim darbe cevabi kompleks
degerli bir seridir. Buradan yola ¢ikilarak, Denklem 3.2°de verilen lineer kompleks dereceli
sistem ailesinin birim darbe cevabinin da kompleks degerli oldugu sdylenebilir (Jacob ve
dig, 2016). Sekil 3.2 (a)’da kompleks dereceli ornek bir sistemin birim darbe cevabi
verilmektedir. Sekilden de goriildiigii iizere kompleks degerli bir sistemin birim darbe
cevabi, reel (mavi ¢izgi) ve sanal (kirmizi ¢izgi) kisitmdan olusan kompleks degerli bir

¢ikis sinyalidir.

3.2.2 Birim basamak cevabi

Teorem 3.2: Transfer fonksiyonu Denklem 3.2°de verilen lineer kompleks dereceli
sistemler kompleks degerli bir birim basamak cevabina sahiptir.

Ispat 3.2: Teoremin ispati icin yine kompleks dereceli sistem ailesinin en basit {iyesi olan
Denklem 3.6’daki sistemin birim basamak cevabinin kompleks degerli oldugunu ispat
etmek yeterlidir. Sistemin girisine ¢t > 0 i¢in birim basamak fonksiyonu u(t) =

1 (yani U(s) = 1/s ) uygulandiginda sistemin birim basamak fonksiyonu cevabi asagidaki

gibi elde edilir:

1
Y(s) = G(s)U(s) = (Sq _ p); (3.21)
y() =LY (s)} =L {S(Sqr—_p)} (3.22)

Denklem 3.22’ye, Denklem 3.9°da verilen tanim uygulanirsa;

r

y(t) = > [H(t) — Eq(ptD)] (3.23)
—r r ® pkt(u+jv)k (3.24)
y(e) = He) [?] * p L T(qk+1)
_ o k-1
y(t) = H(t) [?r] + Z tuk % tivk (3.25)
k=0
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y(t) = H(t) [_?r] + i tuk g, t/Vk (3.26)
k=0

olacak sekilde birim basamak cevabi elde edilir. Burada,

k-1

p

Pk =T 7 1~ (3.27)
I'(gk+1)

seklindedir. Asagidaki agilim kullanilarak,
t/kv = cos(kvin(t)) + jsin(kvin(t)) (3.28)
Denklem 3.26 yeniden yazilirsa,

—r
y(t) = [?] H(t) + Z t”kq)k[cos(kvln(t)) +jsin(kvln(t))] (3.29)

k=0

elde edilir. Denklem 3.29’dan goriildiigii tizere, Denklem 3.6°da verilen kompleks dereceli
basit sistemin birim basamak fonksiyonu cevabi kompleks degerli bir seridir. Buradan yola
cikilarak, Denklem 3.2°de verilen lineer kompleks dereceli sistem ailesinin birim basamak
cevabinin da kompleks degerli oldugu sdylenebilir (Jacob ve dig, 2016). Sekil 3.2 (b)’de
kompleks dereceli 6rnek bir sistemin birim basamak cevabi1 verilmektedir. Sekilde
kompleks dereceli sistemin birim basamak cevabi, reel (mavi ¢izgi) ve sanal (kirmizi ¢izgi)

kisimdan olusan kompleks degerli bir ¢ikis sinyalidir.

‘ Birim Darbe Cevabi 5 Birim Basamak Cevabi
— R{y®} — R{y®)}
3| — 3y} | N — 3{yy |
y(t) o
3
-6 : . . -1 . . .
0 2.5 5 7.5 10 0 2.5 5 7.5 10

t(sn) (@) t(sn) (b)

Sekil 3.2 : Transfer fonksiyonu G (s) = Go7e 0"

bir sistem i¢in zaman bdlgesi analizi: a) Birim darbe cevabi, b) Birim basamak cevabi
(mavi ¢izgi: ¢ikis sinyalinin reel kismi; kirmizi ¢izgi: ¢ikis sinyalinin sanal kismi).

o9 seklinde olan kompleks dereceli
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Sonug olarak, kompleks degerli birim darbe cevabi ve birim basamak cevabi su anda
anlasilamadigindan reel degerli bir zaman cevabi elde etmek icin kompleks dereceli sistem

kompleks eslenigi ile birlestirilmelidir (Adams, 2009; Adams ve dig, 2010a).

3.3 Kompleks Dereceli Sistemlerin Frekans Bolgesi Analizi

Kontrol sistemlerinin analiz ve tasariminda sistemlerin frekans tabanli davranislarini
degerlendirmek biiyiik avantajlar saglamaktadir. Bunlar arasinda Bode, Nyquist, Nichols
gibi grafiksel yontemler bulunmaktadir. Kompleks dereceli bir kontrol sisteminde frekans
cevabi transfer fonksiyonunda s yerine jw doniisiimii yapilarak elde edilir. Bu analitik
¢Oziim ozelligi, tam say1 dereceli kontrol sistemleri i¢in frekans bolgesinde gelistirilen tiim
analiz metotlarinin kompleks dereceli kontrol sistemleri i¢in de kullanilmasi konusunda

biiyiik bir avantaj saglamaktadir.

Bu kisimda, 6rnek olarak ¢ = u + jv i¢in G(s) = s9’nun frekans cevabini inceleyecegiz.

S = jw i¢in sistemin frekans cevabi

6(jw) = ()7 = ()7 = jhotj Ve (3.30)

bi¢iminde elde edilir. Burada,

AT _ umy Lo U

jt=e 2’ = (Cos( > ) + jsin( > ) (3.31)
. v vrt v

j7¥ =e"2 = cos(vlog(j)) + jsin(vlog(j)) = cos (j 7) +jsin('7) (3.32)

wl? = e/V109% = cos(vlog(w)) + jsin(vlog(w)) (3.33)

olarak matematiksel agilimlar tanimlanir. Buna gére G (jw) fonksiyonu
G(jw) = o [cos (uz—”) jsin(uz—n)] [cos (j v?n) + jsin (j v?n)] [cos(viog(w)) + jsin(viog(w))] (3.34)

sekline dondisiir. G (s) fonksiyonunun genligi (veya kazanci)

_vr _yr
201logq0|G(jw)| = 201og;, (w“e 2 ) = 20ulog,ow + 20log, e 2 (3.35)
ve fazi
um
2G(jw) = > + vlog(10) log,o w (3.36)

bi¢iminde hesaplanir (Valério ve Costa, 2013). Sekil 3.3’te G(s) = s?nun Bode

diyagramlar1 sematik olarak verilmektedir. Sekilden de goriildiigii gibi hem kazang hem de
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faz diyagramlar1 log,ow ile dogrusaldir. Burada, kompleks derecenin reel kisminin
(R{q} = u) isareti kazang egiminin isaretini ve kompleks derecenin sanal kisminin

(3{q} = v) isareti ise faz egiminin igaretini belirler.

u>0,v>0 u>0, v<0
dB 4 dB 4
A 6@09‘ Q 660%@%
o _— A >
>~ DA g
o de o
4laec? A
\ \Ogﬂ'm e ’ /Og(lo) ra
> o % 1)
e
u<o, v>0 u<o0, v<0
dB 4 20"0’3 dB a 20"0’@
06 > "Gt >
LQO,G \,QO,@ Ll
°A Idecade °A
1oga®) 1% “Tog(1gy ,,

Sekil 3.3 : G(s) = s9 = s**V (v # 0) icin Bode diyagramlar1 (Valério ve Costa, 2013).

3.4 Kompleks Dereceli Transfer Fonksiyonlarin Tam Sayr Dereceli Yaklasim

Modellerinin Elde Edilmesi

Kesir dereceli sistemler sonsuz boyutlu sistemler olduklarindan dolayr zaman bdlgesinde
gergeklestirme islemleri oldukca zordur. Bu sebepten o6tiirii bu sistemlerin frekans calisma
bolgesinde analizlerinin gergeklestirilmesi biiylik bir avantaj saglamaktadir. Altmish
yillardan beri bazi aragtirmacilar, kesir dereceli sistemlerin sonlu boyutlu modellerini yani
yaklagik tam say1 dereceli modellerini elde etmek i¢in ¢alismislardir (Vinagre ve dig,
2000). Bunun en 6nemli sebebi kesir dereceli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiiniin tam
sayil1 diferansiyel denklemlere gore daha zor olmasi ve donanim uygulamalari i¢in var

olan elektronik elemanlarin tam sayr transfer fonksiyonlarima daha kolay
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uygulanabilmesidir (Valério, 2005b; Valério ve Costa, 2013). Bu yilizden kontrol sistem
tasariminda kullanilmast amaclanan kesir veya kompleks dereceli tiirev ve integral
operatorlerinin uygulanabilir olmasi i¢in tam say1 dereceli yaklasim modellerinin elde
edilmesi gerekmektedir. Tam say1 dereceli yaklasim yontemleri; frekans bolgesinde stirekli
zamanli yaklagim yoOntemleri ve zaman bdlgesinde ayrik zamanli yaklasim yontemleri
olmak tizere iki sinifa ayrilmaktadir. Stirekli zamanli yaklagim yontemlerinden Matsuda ve
Carlson metotlar siirekli kesir agilimlarin1 (CFE: Continued Fraction Expansion) kullanan
yontemler olmakla beraber, Oustaloup ve Chareff metotlar ise egri uydurma veya tanilama
tekniklerini kullanan yaklasimlardir (Vinagre ve dig, 2000). Siirekli kesir agilimlari,
genellikle kuvvet serisi agilimlarina (PSE: Power Series Expansion) gore ¢ok daha hizli
yakinsayan fonksiyonlarin degerlendirilmesi ic¢in kullanilabilen bir yontem oldugu iyi
bilinmektedir ve kompleks diizlemde ¢cok daha biiyiik bir alanda yakinsamaktadir (Press ve
dig, 2007; Vinagre ve dig, 2000). Carlson ve Halijak (1964) tarafindan 6nerilen Carlson
yontemi, Newton’un diizenli bir iteratif metoduna dayanmaktadir. Matsuda ve Fujii (1993)
tarafindan 6nerilen Matsuda yontemi, CFE ile elde edilen ve orjinal fonksiyonu logaritmik
olarak aralikl1 bir dizi noktaya sigdiran irrasyonel bir fonksiyonun rasyonel bir fonksiyonla
yaklagimina dayanmaktadir. Oustaloup ve dig. (2000b) ise sinirli bir frekans araliginda
kutuplarin ve sifirlarin 6zyinelemeli dagilimina dayanan bir yaklasim metodu sunmustur.
Charef ve dig. (1992) tarafindan Onerilen Chareff yontemi ise Oustaloup yontemine gok
yakin bir yontemdir. Kesir dereceli sistemlerin frekans bolgesinde tam say1 dereceli
yaklasim modellerinin elde edilmesi icin ayrintili bilgi i¢in Li ve Zhao (2011), Meng ve
Xue (2012), Wei ve dig. (2014) referanslar1 incelenebilir. Ayrik zamanli yaklasim
yontemleri ise kendi aralarinda kuvvet serileri ag¢ilimini kullananlar ve stirekli kesir
acilimini kullananlar seklinde iki alt kola ayrilmaktadir (Vinagre ve dig, 2000). Bahsedilen
tim bu yaklagimlar i¢in hangisinin en iyi yontem oldugunu séylemek miimkiin degildir.
Ciinkii her bir yaklagim integro-tiirevin derecesine ve elde edilecek olan tam say1 dereceli
transfer fonksiyonunun derecesine vb. gibi ¢ok sayida faktore olarak farkli sonuglar

verebilmektedir (Valério, 2005b).

Kesir dereceli sistemlerde oldugu gibi kompleks dereceli bir transfer fonksiyonunun
dinamik davranisina uygun tam say1 dereceli yaklasik bir transfer fonksiyonu elde etmek
miimkiindiir. Derecesi reel bir say1 olan kesir dereceli sistemler i¢in kullanilan ve yukarida
anlatilan yaklasim metotlarinin  ¢ogu, kompleks dereceli sistemler icin gegersiz

kalmaktadir. Var olan yaklasiklik yontemlerinden CRONE iiciincii nesil yaklagiklik
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metodu bagka bir adiyla Oustaloup yaklasiklik metodu (ORA=Oustaloup Recursive
Approximations), kompleks dereceli transfer fonksiyonlari i¢in su an i¢in en iyi
performans gosteren metot olarak kabul gormektedir (Valério ve Costa, 2013). Bu tez
calismasinda da, g € C olmak iizere s?’nun tam say1 dereceli yaklasimi i¢in Oustaloup

yaklasiklik metodu (Oustaloup ve dig, 2000b) kullanilmstir.

Oustaloup yaklasiklik metodunda, G(s) = s? (g € C) seklinde kompleks dereceli bir tiirev
operatori igin [wy, wy] alt ve st frekans araliginda N tane sifir ve N tane kutup degerine

sahip olan tam say1 dereceli yaklasik transfer fonksiyonu

N

s + w;
5= G(s) ~ C 1_[ — w’; (3.37)

m=1

seklinde bir Oustaloup filtresinin standart formu ile elde edilir (Monje ve dig, 2010;

Valério ve Costa, 2013; Xue, 2017). Denklemde bulunan Cy, ), Ve w; degerleri su sekilde

hesaplanir:
2k—-1—-q
Wl = w, (Z—’;) 2N (3.38)
2k—-1+q
W = W, (‘;’)—’;) 2N (3.39)
Co = w}! (3.40)
h

Denklem 3.38 ve 3.39'un ortak bir 6zelligi olarak,

Ges _ Qs _ (ﬂ)l/ N (3.41)

a)k (0} w]

elde edilir. Bu, g’nun degeri ne olursa olsun kutup ve sifirlarin negatif reel yar1 eksende
degisecegini gosteririr. Bu sabit oran, logaritmik bir frekans dl¢geginde hem kutuplarin hem
de sifirlarin esit uzaklikta oldugunu ima eder. Her kutup fazi 90 derece diisiirken ve her
sifir 90 derece yiikseltir. Dolayisiyla, g’nun 90 derece civarinda salinan bir faz ile
sonuglanan bu etkilerin toplami olarak ortaya ¢ikar. Benzer sekilde, her kutup kazanci 20
dB/decade asag1 biiker ve her sifir 20 dB/decade yukari biiker. Dolayisiyla, g 20 dB/decade
egimli bir kazangla sonuclanan bu etkilerin iist {iste binmesi seklinde yorumlanabilir

(Valério ve Costa, 2013).
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Ornek 3.1 : G(s) = s%57/%5°in tam say1 dereceli yaklasikligini elde edelim.

N=5, w;=10"%? rad/sn ve w, =10? rad/sn secildiginde Denklem 3.37-3.40

kullanilarak Crone yaklasimi ile tam say1 dereceli yaklasik transfer fonksiyonu

(—6.682 + j7.44)s° — (79.98 — j287.6)s* + (229.1 + j1196)s3
0.54j05 o +(465 + j611.9)s? + (67.16 + j33.32)s + (1 — j2.776e716)
s5+ (67.16 + j33.32)s* + (465 + j611.9)s3 + (229.1 + j1196)s2
—(79.98 — j287.6)s — (6682 — j7.44)

S

(3.42)

seklinde elde edilir. Yaklagik denkleme dikkat edilirse isler tam say1r ancak katsayilar
kompleks say1 bigimindedir. Bu tiir sistem gosterimine kompleks katsayili sistem adi

verilir. s%5+/05in Bode diyagranu Sekil 3.4’te goriilmektedir.

Bode Diyagrami
40

20 F -

Genlik (dB)

O | —

_4|:| PR [ S S T TR AT ST [ R S TP S SR |

i /._%_'; _

-180

Faz (deg)

102 Tk 104 104

Frekans (rad/sn)

Sekil 3.4 : s%5t/%5°in N =5, w, = 1072 rad/sn ve w, = 10? rad/sn igin
Crone/Oustaloup yaklagiminin Bode diyagrami.

3.5 Kompleks Eslenik Dereceli Sistemler

Kompleks eslenik dereceli sistemler, Hartley ve dig. (2005) tarafindan 6nerilen kompleks
eslenik dereceli tiirev tanimindan yola ¢ikilarak ilk kez Adams (2009) tarafindan literatiire
tanitilan sistemlerdir. Sekil 3.1°de verilen kompleks degerli zaman yanitlarinin anlami tam

olarak anlagilamadigindan, kompleks dereceli bir sistemi eslenigi ile birlestirerek elde

48



edilen ve zaman yanit1 Sekil 3.5’te goriildigi gibi tamamen reel degerli olan kompleks
eslenik dereceli sistemler kontrol miihendisliginin yeni ¢aligma konularindan birisi olarak

karsimiza ¢ikmaktadir.

u(t) Kompleks y(t)
— > Eslenik - » Reel degerli sistem ¢ikist

Dereceli Sistem

Sekil 3.5 : Kompleks eslenik dereceli bir sistem ve zaman cevabi.

Tamm 3.3 : Kompleks eslenik dereceli diferansiyel denklemler ile ifade edilen sistemlere
kompleks eslenik dereceli sistemler denir. Bir kompleks eslenik dereceli sistemin en temel
gosterimi

r (3.43)

r
G(s) = =
(s) Sq_p+sq_ﬁ
seklinde olup, burada g = u + jv € C ve r,p € C (veya R)’dir. g, p ve 7, sirasiyla q, p ve
r’nin eslenigidir.
Tanim 3.4: Bir kaskat kompleks eslenik dereceli sistem, Denklem 3.43’te verilen
kompleks eslenik dereceli sistemlerin genellestirilmis hali olup su sekilde ifade edilir:

n

6 = [+ Tk =) (3.44)

k=1

Burada g, = uy, + jvy € C; 1, px € R (veya C) ve (k =1~n) € N’dir. g, 7, Ve py,

sirastyla qy, 13, Ve py ’nin eslenigidir.

3.6 Kompleks Eslenik Dereceli Sistemlerin Zaman Boélgesi Analizi

Sekil 3.5’te verilen kompleks eslenik dereceli bir sistemi goz oniline alalim. Bu sisteme
uygulanan reel degerli bir giris isareti i¢in sistemin ¢ikisi sekilden de goriilecegi gibi
kompleks dereceli sistemlerin aksine yalnizca reel degerli bir zaman cevabina sahip
olmaktadir. Yani y(t)’nin, fiziksel anlam1 anlagilamayan ve Ol¢iilemeyen sanal bileseni
bulunmamaktadir. Dolayisiyla, klasik tam say1 dereceli veya kesir dereceli sistemlerin
zaman cevabi gibi kullaniglt bir ara¢ elde edilmis olmaktadir. Bu kisimda, Denklem

3.43’te en basit formu ile tanimlanan kompleks eslenik dereceli bir sistemin birim darbe ve
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birim basamak cevaplari elde edilerek, sistemin yalnizca reel zaman cevabina sahip oldugu
ispat edilecektir.
3.6.1 Birim darbe cevabi

Teorem 3.3: Denklem 3.43 ve 3.44 ile verilen kompleks eslenik dereceli sistemlerin birim

darbe cevabi reel degerlidir.

Ispat 3.3: Denklem 3.43’teki sistemin girisine birim darbe fonksiyonu u(t) = &§(t) (yani
U(s) = 1) uygulandiginda sistemin birim darbe fonksiyonu cevabi asagidaki gibi elde
edilebilir:

Y(s) =G(s).U(s) =G(s) (3.45)

y(@) =LY ()} =L

(GEn (S‘j—ﬁ)} (3.46)

Denklem 3.8°de verilen tanim kullanilarak;
y(@) = rt?E, ,(pt?) + 7t E; - (5t9) (3.47)

elde edilir. Burada Ez 5, Denklem 3.7°de g yerine g konularak elde edilir. Dolayisiyla

yukaridaki denklem
(Pt N (Bt
t) = rtd-1 _— td-1 _— 3.48
YO=T L Tk T L TG ) (349
k=0 k=0
sekline dontisiir. Gerekli diizenlemeler yapilarak
rpktt+Da-1 rpkt(k+1)q 1
t) = 4
YO = 2 Tt ) T L TGk + 1) (349
k=0 k=0
N (k+1) P e
t k+1)(u+jv)-1 = t k+1)(u—jv)-1 3.50
kz(,["r(q(m)) TG ) (550
it kyj(k ~k—ji(k
G A i (351)
rigtk+1)) r@k+1)) '
_ Z (DU [p, (fH DY 4 G, =i+ 1)Y] (3.52)
k=0
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elde edilir. Burada @, Denklem 3.18’de tamimlanmistir ve ¢, ¢, nin eslenegidir.
Denklem 3.19 kullanilarak gerekli sadelestirmeler yapilirsa kompleks eslenik dereceli bir

sistemin birim darbe cevabi,

y(t) =2 z t(k“)”_l[iR{CDk} cos((k + Dvin(t)) — 3{@y}sin((k + Dvin(D))] (3.53)

k=0
seklinde elde edilir. Denklem 3.53’ten de goriildiigii lizere, kompleks dereceli bir sistem
eslenigi ile birlestirildigi zaman, birim darbe fonksiyonu cevabi reel degerli olmaktadir
(Adams ve dig, 2010a; Jacob ve dig, 2016). Sekil 3.6 (a)’da kompleks eslenik dereceli
ornek bir sistemin birim darbe cevabi verilmektedir. Sekilden de goriildigi gibi cikis
sinyalinin sanal bileseni (kirmizi ¢izgi) sifirdir. Yani kompleks eslenik dereceli bir sistemin

birim darbe cevab1 sadece reel degerli bir ¢ikis sinyali (mavi ¢izgi) olarak elde edilir.

3.6.2 Birim basamak cevabi

Teorem 3.4: Transfer fonksiyonu Denklem 3.43 ve 3.44’te verilen kompleks eslenik
dereceli sistemler reel degerli birim basamak fonksiyonu cevabina sahiptir.

Ispat 3.4: Denklem 3.43’teki sistemin girisine t > 0 igin birim basamak fonksiyonu
u(t) =1 (yani U(s) = 1/s) uygulandiginda sistemin birim basamak fonksiyonu cevabi

asagidaki gibi elde edilir:

r r
t)y =LY = L7YHG(s)U =L‘1{ = } .
y® = £HY () = LHEOUO) = L7 o= + 57— (354)
elde edilir. Denklem 3.54’e Denklem 3.9’da verilen tanim uygulanirsa ve gerekli islemler
yapilirsa;
r T _
y(t) = - > [H(t) — Eq(pt?)] - > [H(t) — Eq(pt?)] (3.55)
= Ok (u+jv)k =, Ak (u—jv)k
r 7] rpit TPt
y© =—HO [+ + DY B DN 356
p pl p&l(ge+1) p&aT(gh+1) (559
= ot k-1 e = ~k—1
r T p . D .
t) = —H(t —+—_]+Ztuk—t1”k+2t”k_—t‘1”k 3,57
y(®) ()[p p [(qk + 1) Mgk + 1) (3:57)
k=0 k=0
r T = ) = .
y(t) = —H(t) [— + —_] + Z t¥* gy tIVF + Z ¥k gy t=IvE (3.58)
PPl = k=0
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elde edilir. Burada ¢, Denklem 3.27’de tanimlanmistir ve @, @, nin eslenegidir.

Denklem 3.28 kullanilarak kompleks eslenik dereceli bir sistemin birim basamak cevabi,

Y@ = - l%l [N} + SESEIHE)

" (3.59)
+2) B [Rfp,} cos(kvin()) — 3{p,} sin(kvin(®))]
k=0

bi¢iminde elde edilir. Denklem 3.59’dan, kompleks dereceli bir sistem kendi eslenigi olan
sistemle birlestirildiginde, birim basamak cevabinin ger¢ek zamanli bir fonksiyon oldugu
goriilmektedir. Sekil 3.6 (b)’de kompleks eslenik dereceli 6rnek bir sistemin birim
basamak cevabi verilmektedir. Sekilden de goriildiigi iizere ¢ikis sinyalinin sanal (kirmizi
cizgi) kismi sifirdir. Yani kompleks eslenik dereceli bir sistemin birim basamak cevabi

sadece reel (mavi ¢izgi) degerli bir ¢ikis sinyali olarak elde edilir.

h: Birim Darbe Cevabi 4 Birim Basamak Cevabi
— R{y®} — R{y®}
10 — {3 2| 3y}
5 4
y() [\/\,\,\AA y@® 1y
0 V V \V AR
. \/ L
10 — 1 —
0 25 5 75 10 0 2.5 5 7.5 10
t(sn) (@) t(sn) (b)
1 1

Sekil 3.6 : Transfer fonksiyonu G(s) = 5 5706 705 | 0609 106109 seklinde olan

kompleks eslenik dereceli bir sistem igin zaman bolgesi analizi: a) Birim darbe cevabi, b)
Birim basamak cevabi (mavi ¢izgi: ¢ikis sinyalinin reel kismi; kirmizi ¢izgi: ¢ikis
sinyalinin sanal kismi).

3.7 Tam Say1 ve Kesir Dereceli PID Kontrolor

Klasik PID Kontrolor

Tammm 3.5 (Damarla ve Kundu, 2018; Valério ve Costa, 2013): Bir PID (Oransal—
Integral-Tiirev) kontroldr, asagidaki denklem ile tanimlanan ve girisindeki hata isaretini
kullanarak uygun bir u(t) kontrol isareti iireten ii¢ parametreli bir kontrolor olarak

tanimlanir:

u(t) = kye(t) + k; oD te(t) + kq oDie(t) (3.60)
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Burada e(t) hata isareti olup, ayarlanabilir kontroldr parametreleri olan ki, k; ve kg
sirastyla oransal, integral ve tlirev kazancglaridir. Denklem 3.60, kontrol isaretinin sirasiyla
hatayla orantili, hatanin integraliyle orantili ve hatanin tiireviyle orantili olarak iiretilen {i¢
durumun toplami oldugunu ifade eder (Damarla ve Kundu, 2018). PID kontroldriiniin

transfer fonksiyonu.
ki
C(s) =k, + " + kgs (3.61)

seklinde verilir. Burada k; = 0 i¢in PI kontrolor, k; = 0 i¢in PD kontrolor ve k; = kg =
0 i¢in basit P kontrolor gesitleri elde edilebilir. Endiistride kullanilan kontrol6r tiirlerinin
halen biiyiik ¢ogunlugu PID kontrolér ve onun bu sekilde daha basit gesitlerinden
olusmaktadir (Astrém ve Hagglund, 1995)

Klasik PID kontroloriin oransal, integral ve tiirev eylemleri kontrollii sistem davranisi
tizerinde olumlu ve olumsuz etkilere sahiptir. Oransal eylem, yanitin hizin1 arttirir, kalici
durum hatas1 ve bagil kararliligi azaltir. integral eylemi, kalict durum hatasini ortadan
kaldirir ancak bagil kararliligi azaltir. Tirev eylemi, bagil kararliligi arttirir, ancak
kontrollii sistemi yiiksek frekansli giiriiltilii sinyallere duyarli hale getirir. Klasik PID
kontroldr yapisinin basitligi avantaji ile birlikte sadece ii¢ performans o6zelligini
karsilayabilme seklinde &nemli bir dezavantaja sahiptir (Astrom ve Hagglund, 1995;
Ogata, 1997).

Kesir Dereceli PID Kontrol

Geleneksel/klasik PID kontrolériine bir genelleme olarak, tiirev ve integral derecelerini
reel kesirli sayilari igerecek sekilde kesir dereceli PID kontrolor kavrami Podlubny (1999)
tarafindan tanitilmistir. Bu genellestirilmis kontroldr ayni zamanda PI*D# kontroldr olarak
da adlandirilir ve 4 derecesinde bir integratére ve x4 derecesinde bir tlirev aliciya sahiptir.
Boylelikle, kontroloriin kazanglari (kp, k;, kd) ile integral ve tiirevin derecesi olan (4, u)
parametreleri olmak iizere bes farkli parametre ortaya cikmaktadir. Podlubny, kesirli
dereceli bir sistemin kontrol dongiisiinde kesir dereceli kontrolor kullanildiginda tam sayil

bir kontrole kiyasla {istiin performans sundugunu gostermistir.

Tamim 3.6: PI*D* kontrolorii olarak da bilinen bir kesir dereceli PID kontrolorii, asagida

verilen kesir dereceli integro-tiirev denklemi ile tanimlanir:

u(t) = kye(t) + k; oDite(t) + ky oDfe(t) (3.62)
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Kesir dereceli PID kontroloriiniin transfer fonksiyonu

ues) _

ki
7 —L I
E(s) ky, + i +kgs*, ALuUER (3.63)

C(s) =

olarak verilir. Bu kontrolor (kp, ki kg, A, ,u) olmak iizere bes parametreye sahiptir. A = 0
ve u = 0 olursa kesir dereceli PID kontrolor klasik PID kontrolére, A = 1 ve u = 0 olursa
klasik Pl kontrolére, A =0 ve u =1 olursa klasik PD kontrolore, k; = 0 olursa kesir
dereceli PI kontrolore, k; = 0 olursa kesir dereceli PD kontrolére doniisiir. Sekil 3.7'de
klasik P, PI, PD, PID ve kesir dereceli PID kontroloriiniin 6zel durumlar1 gérilmektedir.
Sekil 3.7 (a)’da goriildiigii lizere PID kontrolor ile miimkiin olan sadece dort kontrol
konfigiirasyonu mevcut iken degisik 4 ve u degerleri segilerek kesir dereceli PID kontrolor
yapisindan ¢ok sayida kontrolor cesidi elde edilebilir. Bu durum Sekil 3.7 (b)’de
gosterilmektedir (Damarla ve Kundu, 2018; Petras, 2011).

n A n A
PD PID PD PID
=l @ o n=l @ [
P PI P PI
® ® > ® ® >
0 A =1 A 0 A=1 %
(@) (b)

Sekil 3.7 : Klasik PID ile kesir dereceli PID kontrolériin A ve u degerlerine gore
karsilastirilmasi: (a) tam say1 dereceli (noktasal), (b) kesir dereceli (diizlemsel) (Monje ve
dig, 2010).
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4. KOMPLEKS ESLENIK DERECELI SISTEMLERIN KARARLILIK
ANALIZLERININ GERCEKLESTIRILMESI

Mutlak kararlilik problemi, kontrol sistemlerinin tasariminda ve incelenmesinde
karsilasilan en temel sorunlardan birisidir. Kararsiz bir sistem genel olarak kullanilamaz
kabul edilir ve bir kontroloér yardimi ile kararli hale getirilmeye ¢alisilir. Lineer, lineer
olmayan, zamanla degisen, zamanla degismeyen, tam say1 dereceli ve keyfi dereceli tiim
sistemler goz Oniinde bulunduruldugunda kararlilik analizi farklh sekillerde verilir. Lineer
ve zamanla degismeyen (Linear Time Invariant-LTI) sistemlerde kararlilik analizi
karakteristik polinom yardimiyla basit¢ce yapilmaktadir. Buna gore, tam say1 dereceli bir
LTI sistemin karakteristik denkleminin kokleri negatif reel veya negatif reel kisma sahip
bir kompleks eslenik c¢ift seklinde ise bu durumda sisteme ait kutuplar kompleks s-
diizleminin sol yarisinda bulunur ve sistem asimptotik manada mutlak kararlidir denir
(Chen ve dig, 2009) Kesir dereceli sistemlerde kararlilik analizi w-diizleminde biraz daha
farkli bir mantikla gergeklestirilir, ¢iinkii kararli bir kesir dereceli sistem kompleks
diizleminin hem sag hem de sol yar1 diizleminde koklere sahip olabilmektedir. Bu konuda
literatiirde en ¢ok kabul goren analiz metodu Matignon'un kararlilik teoremidir (Matignon,
1996). Matignon’un kararlilik teoreminde kesir derecesinin olusturdugu agiya gore olusan
bolge ve birinci Riemann tabakasina dayali bir yontem sunulmaktadir. Kompleks ve
kompleks eslenik dereceli sistemler yeni bir konu olup, yapilan literatiir taramasinda bu
sistemlerin kararlilik analizi {izerine ¢ok fazla calisma bulunmadig goriilmektedir.
Kompleks dereceli sistemler i¢in kararlilik analizi yine Riemann yiizeyi kullanilarak
gerceklestirilir. Bu sistemlerin kararli olabilmesi i¢in sistemin kutuplarinin, Riemann
yiizeyinin birinci tabakasinin sol yar1 diizleminde olmasi gerekmektedir. Denklem 3.6’da
transfer fonksiyonu tanimlanan kompleks dereceli bir sistem i¢in kararlilik analizi Cois ve
dig. (2001) tarafindan ele alinmistir. Kompleks dereceli sistemin kutup-konum analizinden
elde edilen denklem takimi tek bir koordinat ekseni lizerinden yorumlanarak kararlilik
analizi gergeklestirilmistir. Adams (2009), Denklem 3.43 ile tanimlanan kompleks eslenik
dereceli sistemlerin kutup-konum analizinden elde edilen denklem takimini kompleks
diizlemde olusturulan ¢emberler iizerinden yorumlayarak kararlilbik analizini

gerceklestirmistir. Bununla birlikte, her iki yontemin ¢ok fazla matematiksel analiz
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gerektirdigi goriilmektedir. Bu boliimde, kompleks eslenik dereceli sistemlerin kararlilik
analizi tam say1 dereceli sistemlerin kararlilik teorisinden bilinen Mikhailov kararlilik
kriterine dayanan genellestirilen degistirilmis Mikhailov (GD Mikhailov) kararhilik kriteri
kullanilarak gerceklestirilecektir. Bu yontemin giivenirliligi ve basitligini ortaya koymak
icin elde edilen sonuglar, Adams’mn (2009) kompleks eslenik dereceli sistemler ve Cois ve
dig. (2001) kompleks dereceli sistemler i¢in Onerdigi kararlilik analiz yontemlerinin
sonuglart ile karsilastirilacaktir. Bunun i¢in Cois ve dig. (2001) yontemi kompleks eslenik
dereceli sistemler icin genisletilecektir. Ayrica onerilen GD Mikhailov tabanli yontem
kaskat yapili kompleks eslenik dereceli sistemlerin kararlilik analizi i¢in de uyarlanacaktir.
Onerilen yontem grafiksel bir yontem olup karmasik matematiksel hesaplamalar1 ortadan
kaldirmaktadir.

Kararlilik kosullarinin frekansa dayali grafiksel bir sekilde incelenmesi uzun bir gegmise
dayanmaktadir. En genel bicimiyle, 1829 yilinda Cauchy'nin argiiman ilkesi tarafindan
konuya ait ilk kosullar rapor edilmistir. Argiiman ilkesinin grafiksel kullanim1 miithendislik
camiasina Nyquist (1932) tarafindan tanitilmistir. Mikhailov (1938)—polinomlarin
kararliligin1 analiz etmek icin basit grafiksel kosullar 6nermistir. Ayrica 1944 ve 1947'de
sirastyla Leonhard (1944) ve Cremer (1947), birbirlerinden ve Mikhailov’dan habersiz
benzer kosullar 6ne siirmiistiir. Bu ytizden Alman literatiiriinde bu kriter Cremer-Leonhard
kriteri olarak bilinirken; Fransiz literatiiriinde ise Leonhard kriteri olarak bilinmektedir.
Rus teknik literatiiriinde ise bu kriter Mikhailov kriteri olarak adlandirilirken; Nyquist
kararlilik kriteri de genellikle Mikhailov-Nyquist kriteri olarak adlandirilmaktadir
(MacFarlane, 1979).

Tiim frekans degerleri i¢in bir polinomun degerini hesaplamak ve bunu kompleks
diizlemde ¢izmek, o polinoma ait frekans grafigini olusturmaktadir. Bir polinomun frekans
grafigine Mikhailov egrisi denir (Mikhailov, 1938). Bu egrinin incelenmesi, polinomun
kararliligr hakkinda bilgi verir. Mikhailov'un grafiksel prosediirleri, goreceli kararlilik
problemi i¢in Nyquist'e benzer bir yaklasimi kullanir (Stojic ve Siljak, 1965). Nyquist
yaklasimi kompleks diizlemde (—1,0) noktasini temel alirken, Mikhailov yaklasimi
merkezi yani (0, 0) noktasin1 temel almaktadir. Mikhailov kararlilik kriteri, stirekli zamanl
tam say1 dereceli sistemler i¢in klasik frekans bolgesi kararlilik testlerinden biridir (Popov,
1962). Dogrusal zamanla degismeyen sistemler icin Mikhailov tarafindan Onerilen
kararlilik kriterinin zaman i¢inde farkl: tiirdeki sistemler i¢in yetersiz kaldig1 goriilmiistiir.

Ornegin Kashiwagi (1965), Mikhailov kararlilik kriterinin tam say1 dereceli zaman
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gecikmeli sistemler i¢in sinirli bir bagari ile kullanilabilecegini belirtmis, Barker (1979) ise
Mikhailov kriterinin zaman gecikmeli lineer, zamanla degismeyen sistemler i¢in gegerli ve
gecersiz uygulamalarini incelemistir. Bu probleme ¢oziim bulmak amaciyla farkli sistem
tiirleri i¢in Mikhailov kararlilik kriterinin degistirilmis sekilleri Onerilmistir. Biiyiik
dereceli sistemlerin Mikhailov kararlilik kriteri ile incelenmesinde ortaya ¢ikan
problemlere bir ¢dziim sunmak amaciyla Wright ve Kerlin (1968, 1969) Mikhailov
kararlilik kriterinin degistirilmis bir seklini 6nermis ve tam say1 dereceli zaman gecikmeli
sistemlere uygulamistir. Daha sonra bu kriterin degistirilmis bir baska sekli Tsypkin ve
Polyak (1991, 1992) tarafindan dayanikli kararlilik igin Onerilmistir. Kesir dereceli
sistemlerin kararlilik analizi i¢in Mikhailov kararlilik kriterinin uygulanmasina iliskin ilk
sonuclar Bustowicz (2008a, 2008b) tarafindan verilmistir. Bu kriterin degistirilmis baska
versiyonlari, orantili (commensurate)-orantisiz (incommensurate) kesir dereceli sistemlerin
(Mendiola-Fuentes ve Melchor-Aguilar, 2018; Stanistawski, 2022) ve zaman gecikmeli
kesir dereceli sistemlerin (Melchor-Aguilar ve Mendiola-Fuentes, 2022) analizi i¢in

Onerilmistir.

Frekans bolgesine dayali grafiksel yontemlerin kullanilmasi kesir dereceli sistemlerinin
kararlilik analizini basitlestirmektedir. Tam say1 dereceli sistemler i¢in klasik kararlilik
testlerinin dogrudan kesirli dereceli sistemlere uygulanamayacagi 1yi bilinmektedir. Bu
yiizden klasik Mikhailov kararlilik kriteri de dogrudan bu sistemlere uygulanamamaktadir.
Kesir dereceli sistemleri analiz etmek icin Buslowicz tarafindan genellestirilen
degistirilmis Mikhailov (GD Mikhailov) kararlilik kriteri Onerilmistir. GD Mikhailov
kararlilik kriterinde kompleks diizlemde kapali egriler elde edildiginden, kesir dereceli
sistemin kararlilik analizi oldukg¢a basitlesmektedir. GD Mikhailov kriteri ayrica yakin
zamanda gecikmeli sistemlerin farkli uygulamalarinda kararlilik analizi i¢in kullanilmigtir
(Celik, 2015; Cetintas ve Celik, 2015; Celik ve dig, 2019) .

Bu boliimde, kompleks eslenik dereceli sistemlerin kararlilik analizlerini gerceklestirmek
amaciyla Bustowicz (2008a, 2008b) tarafindan 6nerilen GD Mikhailov kararlilik kriterinin
yeniden ele alinarak gerekli uyarlamalarin yapilmasi ve elde edilen sonuglarin Cois ve dig.
(2001) ve Adams (2009) tarafindan Onerilen kutup-konum analizleri ile karsilastirilarak
giivenirliliginin ve basitliginin ortaya konulmasi hedeflenmektedir. Ciinkii yukarida
bahsedildigi gibi sistemin dinamigi zorlastik¢a Mikhailov kriterinin her seferinde yeniden
uyarlanmasi gerektiginden ve kompleks eslenik dereceli sistemler reel degerli sistem ailesi

icinde en karmagsik dinamige sahip sistemler oldugundan, Buslowicz tarafindan Onerilen
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degistirilmis versiyonun da yeniden gozden gecirilmesi zorunludur. Uyarlanmis versiyon,
kompleks eslenik dereceli sistemler ve kaskat yapidaki kompleks eslenik dereceli
sistemlerin kararlilik analizi i¢in uygulanabilir hale gelmesi i¢in gerekli diizenlemeleri

igerecektir.

4.1 Kutup-Konum Analizi ile Kararhlik Analizinin Gergeklestirilmesi

Cok degerli fonksiyon kavrami ileri matematiksel analiz konularindan biri olup, bu
fonksiyonlarin incelenmesinde Riemann yiizeyleri sik¢a kullanilmaktadir. Riemann yiizeyi
kavramu ilk olarak 1851 yilinda Georg Friedrich Bernhard Riemann tarafindan incelenmis
ve isimlendirilmistir. Riemann yiizeyleri manifold seklinde bir topolojik yapiya sahip olup,
cok sayida tabakadan olusmaktadir (Petras, 2011a). Cok degerli fonksiyonlarin kararlilik
analizi i¢in yalnizca Riemann yiizeyinin birinci tabakasinin fiziksel bir 6nemi vardir (Gross
ve Braga, 1961; Monje ve dig, 2010). Kompleks dereceli tiirev olan s? (g € C), kompleks
diizlemde c¢ok degerli bir fonksiyon olup, dolayisiyla kompleks ve kompleks eslenik
dereceli sistemlerin karakteristik denklemi sonsuz sayida koke sahip olup, aralarinda
sadece sinirlt sayida kok Riemann ylizeyinin birinci tabakasinda bulunmaktadir. Bu yiizden
kompleks dereceli bir karakteristik denklemin kararlilik analizinde sadece Riemann

yiizeyinin birinci tabakasindaki kokleri incelemek yeterli olacaktir.

Tamim 4.1: Riemann yiizeyinin tabakalar1 agsagidaki gibi tanimlanmaktadir (Monje ve dig,
2010):

s =|sle’®, Qk+1m<¢ < (2k+3)m, k=-1,01,.2,.. (4.1)
k = —1" e karsilik gelen tabaka, Riemann ylizeyinin birinci/ana tabakasi olup, genel
adlandirma

-1, —-m<arg(s)<m (Riemann ylzeyinin birinci tabakast)
k={0  m<arg(s)<3m, (Riemann ylizeyinin ikinci tabakast) 4.2)

1, 3w <arg(s) <5m, (Riemann ylzeyinin lgiinci tabakast)

seklinde yapilmaktadir. Riemann yiizeyine ait verilen bu bilgiler kullanilarak Cois ve dig.

(2001) ile Adams’n (2009) kutup konum analizi asagida kisaca tanitilacaktir.
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4.1.1 Riemann yiizeyinin birinci tabakasinda bulunan kutuplarin konumuna gore

kararhlik analizinin gerceklestirilmesi

Bu kisimda, Cois ve dig. (2001) tarafindan kompleks dereceli sistemler i¢in gelistirilen
kararlilik analiz metodu, kompleks eslenik dereceli sistemlerin kararlilik analizi igin
uyarlanarak agiklanacaktir. Denklem 3.43’te verilen kompleks eslenik dereceli bir sistem

sonsuz sayida kompleks eslenik kutuplara sahiptir. Bu kutuplar

1
(s9=p)=0 = s,=p/a=pei=p*W (43)

ve
_ 1 1 ; (4.4)
(sT-p)=0 = s,=p/1=@@wPF =G

seklinde elde edilir. Burada, x ve 'y

u

X= a2 (4.5)
v

T 5)

olarak verilir. p ve p kompleks sayilari i¢cin genlik ve faz bilgilerini iceren p =
|ple/Arg@+2mn) ye 5 = |p|le~/Arg@+2mn) oisterimleri Denklem 4.3 ve 4.4’te yerine

yazilirsa, bu durumda sistemin kutuplari,

Sy = (|p|ej(arg(p)+2ﬂn))x_]y = |p|*~ Y e ATg(P)x=jATg(P)y+2mnx—j2mNy)
= |p|¥e~/YIniplgiATg(®)x+ATg(P)y+j2mnx+2mNy) 4.7)

= eXxinlpl+Arg(p)y+2mny o j(Arg(p)x—yin|p|+2mnx)

ve

— —j(Ar +2nn)\x+jy — x+jy ,—j(Ar x+jAr +2nnx+j2nn
sy = (Iple~/Ara®) NX+IY = |p|¥+y g=i(Arg(p)x+jArg()y jamny) (4.8)
= |p|xefylnlple—J'Arg(p)x+Arg(p)y—j2ﬂnx+2nny

— exln|p|+Arg(p)y+2n'nye—j(Arg(p)x—yln|p|+27mx)

seklinde elde edilir. Goriildiigii lizere her iki durum i¢in kutuplar birbirinin kompleks
eslenigidir ve kutup analizleri ayn1 sonucu vermektedir. Bu ylizden sadece birinin kutup
analizini gerceklestirmek yeterli olacaktir. Denklem 4.7 ve 4.8’den sistemin sonsuz sayida
kutba sahip oldugu goriilmektedir. Fakat bunlardan sadece sinirli sayida kutup Riemann

yiizeyinin birinci tabakasinda bulunmaktadir. Kompleks eslenik dereceli sistemin kararli
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olabilmesi i¢in kompleks diizlemde Riemann yiizeyinin kapali sag yarisinda kutba sahip

olmamasi gerekir. Denklem 4.7, s,, = pnefgn formuna benzetilirse;
P = eXxinlpl+Arg(p)y+2mny (4.9)

0, = Arg(p)x — yln|p| + 2mnx (4.10)

olup, x ve y degerleri 6,,’de yerine yazilirsa,

u u
0, —vaTg(p) - In|p| + mZTl’Tl (4.11)

Cu?+ u? + v?

elde edilir. Denklem 4.11°de kutuplarin agisin1 veren ifade, Denklem 4.12’deki gibi daha
sade bir sekilde ifade edilebilir:

T
6, = 7 (K +n) (4.12)
Burada,
o (udrg(p) — vin|pl) (4.13)
2um
2 2
- u“+v (4.14)
2u

seklinde formiile edilir.
Kararhhk Sart1 1: Bir kompleks eslenik dereceli sistemin Denklem 4.7 ve 4.8’de verilen
kutuplarinin (2 ile tanimlanan Riemann yiizeyinin birinci tabakasinda olabilmesi i¢in

Denklem 4.10°da verilen kutup agilarmin asagidaki sarti saglamasi gerekir (Matignon,
1996; 1998; Cois, 1998).

0 = {p,el|p, >0, —-m<0,<m} (4.15)

Bu durumda 6,, agisinin
—n < Arg(p)x — yln|p| + 2nnx < m (4.16)
araliginda olmasi gerekir. Buradan tam say1 olan n degeri cekilirse,

-1 — Ar x + yln m— Ar x + yln
g(@)x + yln|p| < g(@)x + yln|p| 4.17)
27X 27X

araliginda bulunmalidir. Denklem 4.17°de x ve y degerleri yerine yazilirsa;
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—W?+v)r  (uArg(p) — vin|p|) W? +v)m  (udrg(p) —vinlpl) ;g
— <n< — (4.18)
2um 2um 2um 2UT

elde edilir. Denklem 4.13 ve 4.14 kullanilarak, yukaridaki denklem
—-L-K<n<L-K (4.19)

seklinde daha basit bir sekilde ifade edilebilir. Denklemden anlasilacag lizere Q; = [—L —
K,L — K] araliginda sonlu sayida n degerleri bulunmaktadir. Yani, Riemann yiizeyinin
birinci tabakasinda sonlu sayida kutup bulunmaktadir. Kararlilik sartinin saglanabilmesi
icin n € (Z N Q;) olmalidir (Cois ve dig, 2001).

Kararhhk Sart1 2: Kompleks eslenik dereceli bir sistemin kararli olabilmesi i¢in Riemann
yiizeyinin birinci tabakasinda elde edilen sonlu sayidaki kutbun tabakanin sol yar
diizleminde olmasi gerekir. Yani, Riemann yiizeyinin birinci tabakasinda bulunan her bir

kutbun agis1 (—m/2)’den kiigiik ve (1r/2)’den biiyiik olmalidir. Bagka bir deyisle, herhangi

bir kutbun agis1 —g <6,< g araliginda ise sistem kararsizdir denir. Bu durumda kararsiz
bir kompleks eslenik dereceli bir sistemde 6,,;

s
2

T

. (4.20)

< Arg(p)x — yln|p| + 2nnx <

araliginda bulunur. Yukaridaki denklemde x ve y degerleri yerine yazilirsa bu durumda

tam say1 n degerinin bulunmamasi gereken aralik asagidaki gibi belirlenir.

—(w?* +v*)r  (uArg(p) — vin|p|) w? +v¥)r  (uArg(p) — vin|p|) 5
- <n< - (4.21)
um 2um 4um 2um

Denklem 4.13 ve 4.14 kullamilarak yukaridaki denklem basit formda asagidaki gibi

yazilabilir.
—L/2—-K<n<L/2-K (4.22)

Yukaridaki denklemden de anlasilacag: iizere, eger herhangi bir tam say1 n degeri H; =
[-L/2 —K,L/2 — K] araliginda ise, bir kararsiz kutup mevcut demektir. Bu durumda
kompleks eslenik dereceli sistem kararsizdir denir. BIBO kararlilik i¢in Z N H; = @ olmasi
gerekmektedir. Tam sayr n degeri tizerinden kararlilik sarti, tek boyutlu bir eksen
tizerinden Sekil 4.1 ve Denklem 4.23’teki gibi kisaca 6zetlenebilir (Cois ve dig, 2001).
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( Kararlilik Sarti 1

—-L-K<n<L-K
HnZZ(K-l'n) n€(Zn Q)
A — I s
K = (udrg®) —v n|p|)< Kararlilik Sarti 2
2um L L
2 2
uc+v ———K<n<=--K
L L= 2 2
H H, = L KL K
L2 T2

Kararli Bélge Kararsiz Bélge Kararli Bolge
Qi H Qi

AV4

N/

7/
- | J -
- S b

|
LK -(L/2)-K (L/2)-K L-K

(4.23)

Sekil 4.1 : Tek boyutlu bir eksen tlizerinde kararlilik sart1 i¢in tam say1 n degerinin

konumu.

4.1.2 Kompleks diizlemde olusturulan cemberler aracihigiyla kararhhk analizinin

gerceklestirilmesi

Kompleks eslenik dereceli bir sistemin kararli olabilmesi i¢in yukarida 2. kararlilik

sartinda belirtildigi gibi her bir kutbun agist (—m/2)’den kiicik ve (m/2)’den biiyiik

olmalidir. Adams (2009) ile Adams ve dig. (2010a) bu sart1 baz alarak matematiksel

hesaplamalar sonucunda kompleks diizlemde bir ¢ember olusturarak kararlilik analizini

daha gorsel bir bicimde vermeyi Onermislerdir. Kompleks eslenik dereceli bir sistemin

kompleks eslenik derecesinin bu c¢emberin i¢inde yer alip almamast durumuna gore

kararhilik analizi gerceklestirilir. Ikinci kararlilk sartin1 goz &niine alarak 6, >§

durumunu ele alalim:
I
0, = Arg(p)x — yln|p| + 2nnx > >
x ve y degerleri yukarida yerine yazilirsa;
u I
2 lnlpl + mZT[T’l > =

L ) v
w2 I Ty 2

elde edilir. Denklem 4.25°te her iki taraf %(u2 + v?2) ile carpilirsa;
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2ulr 2vin 2u2mn
7Tg(p)_ n|p|+ > 1 + 12 (4.26)

bulunur. Esitsizlikteki tiim ifadeler sag tarafa alinirsa

Ar + 2mn In
0>u2—2u< 9®) 7T>+vz+2v%

/A

(4.27)

elde edilir. Bu denklem asagidaki gibi bir quadratik forma doniistiiriilebilir:

<Arg(p) + 27'm>2 N <ln_|m>2 S (u B (Arg(p) + 2nn>>2 N <v N ln_|m>2 (4.28)
T s T T

Denklem 4.28’deki ifade, merkezi Denklem 4.29’da ve yaricapt Denklem 4.30°da verilen

bir gemberin denklemine benzemektedir.

Cemberin Merkezi » M (Arg (p)+2mm ‘”‘"") (4.29)

s s

T

Cemberin Yaricapt = 1 (\/(Ar‘g(p)ﬂnn)z+(ln|p|)2) (4.30)

Benzer sekilde, 6,, < — g durumunu g6z 6ntine alalim. Bu durumda;

s
6, = Arg(p)x — yln|p| + 2mnx < -3 (4.31)
x ve y degerleri yukarida yerine yazilirsa

_" 4 Y v z 4.32
u? + v? rg(p)_u2+v2 n|p|+u2+v2 msT3 (4.32)

olur. Denklem 4.32’de her iki taraf %(u2 + v2) ile carpilirsa;

<0 (4.33)

Ar + 2mn In
u2+2u< 9@) >+v2—2v 7|Tp|

T

elde edilir. Denklem 4.33 quadratik forma doniistiiriiliirse

<u N (Arg(p) + 2nn)>2 N (v B M)Z - <Arg(p) + 27m>2 N (ln_lﬂ)z (4.34)
T s 7T T

bulunur. Esitsizlikten de goriildiigii iizere Denklem 4.34, merkezi Denklem 4.35’te ve

yarigapt Denklem 4.30’°da verilen bir ¢gemberin denklemine benzemektedir.

Cemberin Merkezi - M (_Arg(p)_znn,lnm') (4.35)

s s
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Dikkat edilirse yaricaplar aym1 olup, Denklem 4.29 ve 4.35’te verilen ¢emberlerin
merkezleri birbirinin simetrisi seklindedir.

Kararhhk Sarti: Denklem 3.43 ile tanimlanan kompleks eslenik dereceli bir sistemin g =
u + iv ve g = u — iv dereceleri, (u, v)-diizleminde merkezleri Denklem 4.29 ile 4.35 ve

yaricapt Denklem 4.30 ile belirtilen ¢emberlerin i¢inde yer aliyorsa bu sistem kararlidir

denir (Adams, 2009; Adams ve dig, 2010a).

4.2 Genellestirilen Degistirilmis Mikhailov Kararhlhik Kriteri ile Kararhilik Analizinin

Gergeklestirilmesi

Bu kisimda, Popov (1962) tarafindan ayrintis1 verilen Mikhailov egrisinin 6zellikleri ve
Mikhailov kararlilik kriterlerine kisaca deginilerek, kesir dereceli sistemler i¢in Onerilen
GD Mikhailov kararlilik kriteri tanitilmaktadir. Daha sonra GD Mikhailov kararlilik kriteri
kompleks eslenik dereceli sistemler ve kaskat kompleks eslenik dereceli sistemler igin
uyarlanarak, kullanimi kolay ve grafiksel bir yontem ortaya konulacaktir.

4.2.1 Mikhailov egrisi ve ozellikleri

1938’de Mikhailov, n. dereceden sabit katsayili dogrusal sistemlerin kararlilig1 i¢in gerekli
ve yeterli sart1 saglayacak bir frekans cevap kriteri tanitmistir. Sistemlerin kararliligi,
Mikhailov hodograf olarak adlandirilan egrinin sekline baglh olarak ifade edilmektedir

(Mikhailov, 1938; Popov, 1962; Cetintas, 2016).

Dogrusal tam say1 dereceli bir sistemin karakteristik denklemi asagidaki gibi olsun.
P(s) = aps™+ ap_1s" 1+ -+ ays + a (4.36)

Burada n € N sistemin derecesini ve a; (i = 0~n) ise denklemin katsayilarini temsil eder.

s yerine jw yazilirsa,

P(jw) = X(w) +jY(w) (4.37)
P(jw)’nin reel ve sanal kisimlari
X(w) = NP(w)} = ay — a,0? + a,0* — - (4.38)

Y(w) =3{P(w)}=a,w—azw?+asw® — - (4.39)
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seklinde ayristirilabilir. Denklem 4.38 ve 4.39 kullanilarak ve w frekans degeri 0 < w < o
araliginda degistirilerek, P(s) polinomu i¢in Mikhailov egrisi Sekil 4.2°de goriildiigii gibi
kompleks diizlem iizerinde elde edilir.

A Im

Re

v

Sekil 4.2 : Mikhailov egrisi.

Denklem 4.36’daki karakteristik denklemin kokleri s;, Sy,...,5, olmak iizere, P(s)

polinomu asagidaki formda ifade edilebilir:

P(s) = ap(s —s1)(s —53) ... (S —Sp) (4.40)
Yukaridaki denklemde s yerine jw yazilirsa bu durumda Mikhailov egrisinin ifadesi

P(w)=a,(jow—s)(Jw —53) ... w — sp) (4.42)

bulunur. 0 < w < oo araliginda P(jw) egrisinin donme agis1 yukaridaki denklemde verilen

(jw—=51)(Jw = s3) ... jw — s,,) ¢arpanlarinin agilarinin toplamina esittir. Yani toplam agt

n

0 =argP(jw) =6, +0,+--+06, =Zarg (w —s;) (4.42)

i=1
seklinde ifade edilebilir. Bu toplamda reel koklerin her birine bir —(7r/2) veya +(1r/2)
bileseni karsilik gelmekte, buna karsin her karmasik kok ¢ifti ise —(2m/2) veya +(2m/2)
bilesenine karsilik gelmektedir. n. dereceden bir P(s) polinomu m tane pozitif reel kisimli
koke ve dolayisiyla (n —m) tane de negatif reel koke sahip ise 0 < w < oo aralif1 igin

P(jw) Mikhailov egrisinin agis1
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9=(n—m)%—mg=(n—2m)g (4.43)

olarak belirlenir. Eger karakteristik denklem s = 0°da bir koke sahipse, Denklem 4.36’da
verilen polinomun sabit terimi olan a, yok olur ve bdéylece Mikhailov egrisi kompleks
diizlemin merkezinden baglar. Bundan baska, saf imajiner kok c¢ifti (s = tjwg)
durumunda ise Mikhailov egrisi w = wy’a denk gelen frekans degerinde kompleks

diizlemin merkezinden gecer. Bu iki durum Sekil 4.3’te goriilmektedir.

L Im A Im

y
w /\ s
4
0 Re 0 Re

W ~— o

v

(@) (b)
Sekil 4.3 : Mikhailov egrisinin; a) sifir kok durumu ve b) saf imajiner kok durumu.

Denklem 4.38 ve 4.39’un w’ye gore tiirevleri alinirsa,

dX 3

% = —2a2a) + 4(14(1) — e dy )

ar 2 s sagat | B X .
e a; — 3azw* + S5asw™ — - dow

denklemleri elde edilir. Bu denklemler g6z Oniine alindiginda pozitif katsayili polinomlar

i¢in ¢izdirilen bir Mikhailov egrisinin genel 6zellikleri su sekilde siralanabilir (Sekil 4.4):

1. w =0’da egrinin baslangict daima reel X ekseni iizerinde kompleks diizlemin
merkezinden a, kadar uzakliga yerlestirilir ve bu egri sola dogru i¢ biikeydir.

2. w = +o0’ da egrinin sonu daima sonsuza gider.

3. Re{P(Jw)} =0 ve Im{P(jw)} = 0 noktalar1 yani koordinat eksenleri ile kesisen
noktalarin sayis1 polinomun derecesi n’i gegemez.

4. dX/dw =0 ve dY/dw = 0 noktalar1 yani yatay ve dikey tegetli noktalarin toplam

sayis1 n’1 gecemez.
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5. Ozellik 3 ve 4’ten de goriildiigii gibi 0 < w < oo araliginda Mikhailov egrisinin
kompleks diizlemin merkezi etrafinda kuadrantlar1 (kompleks diizlemin ¢eyreklerini)
gecme sayisl n’i gecemez.

6. Eger egri n kuadrant boyunca birbirini takip ederse monoton bir spiral sekil olusur.

A Im

n=2.,6.,10.,.. n=1. kuadrant
kuadrant

R ™ A
n=5.,9.,13,,...

w = +oo

@ = +oo \ kuadrant
» Re
A
n=3.,7.,11.,...
kuadrant n=4.8.12.,...
¢ Wrant
w = +oo S
w = +oo

Sekil 4.4 : Mikhailov egrisinin 6zellikleri.

4.2.2 Mikhailov’un kararhhik kriterleri

Dogrusal zamanla degismeyen sistemler icin Mikhailov’un iki tane kararlilik kriteri vardir
(Popov, 1962).

4.2.2.1 Mikhailov’un birinci kararhhik Kkriteri

Bir sistemin kararli olabilmesi i¢in yeterli ve gerekli sart karakteristik denklemin tiim
koklerinin negatif reel kisma sahip olmasidir. Yani, Denklem 4.43’te m=0 olmali ve
dolayisiyla P(jw) ifadesinin agist,

=n-— 4.4
0 ns (4.45)

sekline doniismelidir. Eger 6 = nm/2 ise sistem kararlidir, 8 < nm/2 ise sistem
kararsizdir. Bu sart, sistemin karakteristik denklemi i¢in ¢izilen Mikhailov egrisinin
kompleks diizlemin merkezini gevreleyerek saat yoniiniin tersinde n tane kuadrant boyunca
art arda ge¢mesidir. Sekil 4.5’te n. dereceden bir sistemin kararli oldugu Mikhailov egrileri

verilmistir.
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A M 4 Im

n:Z\

A A
\ &

\n=4 n=7

Re

v

n=3

(@ (b)
Sekil 4.5 : n. dereceden bir sistemin kararli Mikhailov egrileri.

4.2.2.2 Mikhailov’un ikinci kararhlik Kriteri

Mikhailov’un ikinci kararlilik kriterinde, g6z Oniine alinan bir sistem i¢in kompleks
diizlemde ¢izdirilen tek bir P(jw) egrisi yerine Denklem 4.38 ve 4.39°da verilen X (w) ve
Y (w) ifadeleri w eksenine gore iki ayr1 egri olarak ¢izdirilir. Derecesi n olan bir sistem igin
kararlilik sart1, X(w) ve Y (w) egrilerinin 0 < w < o0 i¢in w eksenini sira ile doniistimlii
olarak n defa kesmesidir. Sekil 4.6’da ii¢ farkli sistemin X(w) ve Y(w) egrileri
goriilmektedir. Sekil 4.6 (a)’da Mikhailov’un ikinci kararlilik kriterine gore dordiincii
dereceden bir sistemin kararli oldugu ornegi gosterilirken Sekil 4.6 (b) ve (c)’de ise

strastyla dordiincii ve besinci dereceden iki ayri sistemin kararsiz oldugu 6rnege ait egriler

gosterilmistir.
4 X(@),Y(w) _ 2 K@) Y(0) L@)Y(@)  R{P(o)}
n=4  F{PU)} =4 R{P(o)}
AN TN I~ N o7
A N -
L . » @ \ > © " ’l >
u \\ U \ -_ /
L ‘ 3{P(w)}
StPGe RGN
(@) (b) (©

Sekil 4.6 : Mikhailov’un ikinci kararlilik kriterine gore; a) n = 4 i¢in kararli bir sistem, b)
n = 4 i¢in kararsiz bir sistem ve ¢) n = 5 i¢in kararsiz bir sistem.
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Mikhailov’un her iki kararlilik kriteri lineer zamanla degismeyen sistemler i¢in esdeger
olup, birbirini tamamlayic1 olarak diisiiniilebilir. Bu konu hakkinda ayrintili bilgi igin
okuyuculara (Popov, 1962) referansinin incelenmesi tavsiye edilir. Bununla birlikte farkli
tiirdeki sistemler i¢in bu kriterler yeterli olmayip, genellestirilmis ve degistirilmis
sekillerinin gelistirilmesine ihtiya¢ duyulmustur (Stojic ve Siljak, 1965; Saleh ve dig,
2010; Vyhlidal ve Zitek, 2009). Bundan sonraki iki kisimda kesir dereceli sistemler i¢in
onerilen GD Mikhailov kararlilik kriterinin kompleks eslenik dereceli sistemler igin

uyarlanmis sekli verilecektir.

4.2.3 Genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararhlik kriteri

Kesir dereceli sistemlerin kararlilik analizi i¢in Mikhailov kararlilik kriterinin
uygulanmasina iliskin ilk sonuglar Bustowicz (2008a, 2008b) tarafindan verilmistir.
Bustowicz’in (2008a) calismasinda genellestirilen Mikhailov egrisinin dogrusal zamanla
degismeyen siirekli zamanli kesir dereceli istemler i¢in de ¢izdirilebilecegi ve bu egrinin
ozelliginden faydalanilarak sistemlerin kararlilik analizinin gergeklestirilebilecegine vurgu
yapilmis ancak sistem derecesinin ¢ok biiylik oldugu durumlarda Mikhailov egrisinin
analizinin zorlasacagindan bir rasyonel fonksiyon tanimlanarak Mikhailov’un kararlilik
kriterine ve degistirilmis Mikhailov kararlilik kriterine dayalt bir yontem gelistirilmistir.
Bu yontem genellestirilen degistirilmis Mikhailov (GD Mikhailov) kararlilik kriteri olarak
adlandirilmistir. Daha sonra Bustowicz, GD Mikhailov kararlilik kriterini kullanarak
durum gecikmeli kesir dereceli sistemlerin kararliligin1 incelemistir (Bustowicz, 2008b).
Bu baglik altinda, Bustowicz tarafindan kesir dereceli sistemler i¢in oOnerilen GD

Mikhailov kararlilik kriterine deginilmektedir.

Dogrusal kesir dereceli bir sistemin karakteristik denklemi
P(s) = aps™ + a,_;S%m=1 4 - 4 qs%0 (4.46)

bi¢iminde olsun. Burada sistemin derecesi a,, € R igin a, > ap_1 > > a; > ay =0
olup, ay (k =0~n) ise reel katsayilardir. Denklemden kesir dereceli sistemlerin
karakteristik denkleminin kesir dereceli bir polinom seklinde oldugu goriilmektedir. Eger
aj = ka ise Denklem 4.46’da verilen kesir dereceli sistem orantili dereceli (commensurate

order) olur. Bu durumda orantil1 kesir dereceli sistemin karakteristik denklemi

P(s) = an(s)" + an_1 (s ™V + - ay(s9) + a (4.47)
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seklinde ifade edilir. Orantili kesir dereceli karakteristik denklem i¢in Mikhailov
teoreminin genellestirilmesiyle asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1 : Denklem 4.47 ile tanimlanan bir orantili kesir dereceli sistemin karakteristik
denklemi

AargP((jo)*)=nz/2 (4.48)

0<w<w

olmast durumunda kararlidir. Burada n sol yar1 s-diizleminde yer alan sistemin

kutuplarinin sayisini ifade ederken, /2 ise kompleks diizlemin bir ¢eyregini temsil eder.

Yani, kompleks diizlemde w, 0’dan oo’a arttirildigit zaman P((jw)%)’nin ¢izimi

genellestirilen Mikhailov egrisi olarak adlandirilir. Genellestirilen Mikhailov egrisi w = 0

icin reel eksen iizerinde P(0) noktasinda baslar ve w, 0’dan oo’a arttirildig1 zaman saat

yoniiniin tersinde diizlemde n kuadrant kadar déner. Ancak,

e (@ sonsuza gittigi zaman P(jw)’nin sonsuza dogru degisiminin hizli bir sekilde
olmasi,

e Biiyiik n degerlerinde Teorem 4.1’in uygulanmasinin zorlagmasi,

e Buteoremin sadece orantili kesir dereceli sistemler i¢in uygulanabilir olmasi,

e P(jw)’nin zaman gecikmesi igermesi durumunda @ € [0,00) icin Mikhailov egrisinin
sonsuz sayida spiral seklinde bir egriye sebep olmasi,

e Baz kararli kesir dereceli polinomlar i¢cin Mikhailov egrisinin saat yoniiniin tersinde
donmedigi ve egrinin yoniinii degistiren salinimlarin varligi

gibi durumlardan dolayr Teorem 4.1°in uygulanmasinin zor oldugu ve giivenilir olmadigi

gorililmiistiir. Bu ylizden Bustowicz, dogrusal zamanla degismeyen kesir dereceli sistemler

icin Mikhailov kararlilik kriteri ve degistirilmis Mikhailov kararlilik kriterine dayali daha

farkl1 bir yontem dnermistir. Onerilen yontem su sekildedir.

Yukarida bahsedilen zorluklar1 gidermek igin karakteristik denklem kesir dereceli bir

polinoma boliinerek
P
Ps) = ((SS)) (4.49)

seklinde bir 1 (s) rasyonel fonksiyon tanimlanir. Burada w;,.(s), Denklem 4.46 ile ifade
edilen karakteristik denklem ile ayn1 dereceye sahip kesir dereceli bir referans polinom

olarak segilir. Bu polinom, 9t{s} > 0 i¢in kararli olmasi1 gerektiginden
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wy(s) = a,(s + &) e>0 (4.50)

bi¢iminde segilir. Burada a,,, P(s) polinomundaki en yiiksek dereceli terimin yani s%*’nin
katsayisidir. Denklem 4.50°deki &’un degeri, w,.(s)’in kararli olmasi i¢in € > 0 olacak
sekilde keyfi olarak segilir. Cizdirilen 1 (s)’in daha diizgiin bir formda belirgin bir sekil
olusturmasi icin &’nin biiylikliigii veya kiigiikliigii ayarlanabilir. Bu durumda, Teorem
4.1°deki kararlilik kriteri su sekle dontistir:

Teorem 4.2: Denklem 4.46 ile ifade edilen kesir dereceli bir karakteristik polinom ancak

ve ancak,

Aarg v ( jo)

we(—o,0)

0 (4.51)

olmasi durumunda kararhidir. —oo < w < oo araliginda Denklem 4.49’da verilen Y (jw)
rasyonel fonksiyonunun gizimi sonucu elde edilen egri GD Mikhailov egrisi olarak
adlandirilir. Bu durumda kesir dereceli bir sistem, ancak ve ancak —o0 < w < oo araliginda
GD Mikhailov egrisinin kompleks diizlemin merkezini ¢evrelememesi durumunda
kararhidir. Kararlilik sartinin  saglanmasi igin Denklem 4.49°da verilen rasyonel

fonksiyonun asagida verilen su sartlar1 saglamasi gerekir:

PGw) _,

1.wl_i)7$nool/)(ja)) = wl_i)%noo G (4.52)
2. (jo) = PUY) _ 4o (4.53)

w,(jO)  a,&e%n

ao/a, < 0 oldugu durumda ¥ (j0) < 0 oldugu i¢in sistem kararsiz olacaktir. Teorem 4.2,
oncekinin aksine sistemin orantili veya orantisiz olmasindan bagimsiz tiim kesir dereceli
sistemlere uygulanabilmektedir. Her iki teoreme ait ayrintili bilgi ve teoremlerin ispati i¢in

Bustowicz (2008a, 2008b) referanslar1 incelenebilir.

4.2.4 Kompleks eslenik dereceli sistemler icin genellestirilen Mikhailov kararhhk

kriterinin uyarlanmasi

Kompleks eslenik dereceli sistemlerin kararlilik analizi i¢cin Teorem 4.2°de verilen GD
Mikhailov kararlilik kriterinin yeniden ele alinmasi gerekmektedir. Bunun i¢in, Denklem

3.43’te transfer fonksiyonu verilen kompleks eslenik dereceli bir sistemi gz oniine alalim:

7 rsT+7s1—(fp +1p) (4.54)

r
i B TR ey
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Bu denklemin paydasi olan karakteristik denklem
P(s) = (s?=p)(sT —p) = s™ —ps**V — ps* " + pp (4.55)

seklinde elde edilir. Denklem 4.55’teki gibi kompleks dereceli bir karakteristik denklemde
en bliylik dereceli terimin hangisi oldugunu tespit etmek reel dereceli denklemlerdeki gibi
basit degildir. Ciinkii kompleks sayilarda biiyiikliik/kiigiikliik siralamasi yapmak i¢in genel
bir kural bulunmamaktadir. Bu yiizden siralama ve karsilagtirma islemlerinin kompleks
sayilar kiimesinde tek bir karsilig1 yoktur. Bower (2008), kompleks sayilarin siralamasinin
reel kisimlarina gore yapilmasini onermektedir. Dolayisiyla Denklem 4.55°te sadece reel

kisimlar dikkate alindiginda;
2u > u+jv (4.56)

oldugu goriilmektedir. Bu durumda referans polinom w,.(s),
w,(s) = a,(s + &)%* >0 (4.57)

seklinde belirlenir. a,, Denklem 4.55°te verilen kompleks dereceli karakteristik denklemde
en biiyiik dereceli terimin katsayisidir. Bu durumda Denklem 4.49°da belirtilen rasyonel
fonksiyon;

P(S) B SZu _ ﬁsu+jv _ psu—jv + pﬁ
wy.(s) an(s + &)

Y(s) = (4.58)
biciminde olur. Rasyonel fonksiyonun Denklem 4.52 ve 4.53’te verilen sartlar1 saglamasi
gerektigi unutulmamalidir. Denklem 4.58°de verilen rasyonel fonksiyonun —oo < w < o0
araliginda cizdirilmesi ile elde edilen GD Mikhailov kararlilik egrisinin kompleks
diizlemin merkezini ¢evreleme ve cevrelememe durumuna gore sistemin kararli olup
olmadigina karar verilir. Eger GD Mikhailov egrisi merkezi ¢evrelemiyorsa kararli, aksi
taktirde kararsiz bir sistemdir denir. Bu yontem ile elde edilen egri daha diizgiin ve kapali
bir formda sekil elde etmemizi saglar. Dikkat edilirse Mikhailov’un birinci kararlilik
kriterinde egrinin koordinatlarin orjinini saat yoniiniin tersinde ¢evrelemesi gerekiyordu
ancak GD Mikhailov egrisinde artik bu durum ortadan kalkmaktadir (Cetintas ve
Hamamci, 2021).

Bu kisimda kompleks eslenik dereceli sistemler i¢in yukarida verilen kararlilik analiz
yontemi Denklem 3.44’°te tanimlanan ve daha karmasik yapidaki kaskat kompleks eslenik

dereceli sistemlerin kararlilik analizlerinin gerceklestirilmesi i¢in genellestirilebilir. Buna
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gore Denklem 3.44’teki gibi bir kaskat kompleks eslenik dereceli sistemin karakteristik
denklemi,

P(s) = (s = p)(sT = p;)(s%2 — p,)(s%2 = Pp) ... (s —py)(sI — py) (4.59)

P(s) = (s — pysT — pysT + pypy) (s242 — PosTz — p,sT2
_ X _ _ ) (4.60)
+ p2p3) . (s°%1 — PpsIn — pyusin + p,py)

seklinde elde edilir. Yukaridaki denklemde verilen karakteristik denklemin en biiyiik
derecesi 2u; + 2u, + -+ + 2u,,’dir. Bu durumda, Denklem 4.59 i¢in gerekli olan referans

polinom
wy(s) = (s + g)2at2uztt2un >0 (4.61)

seklinde secilir. Bu durumda rasyonel fonksiyon

P(s) _ P(s)

w,(s) N (s + 8)2u1+2u2+~~+2un

Y(s) = (4.62)

biciminde olur. —o0 < w < oo araliinda rasyonel fonksiyon Y (jw)’nin ¢izdirilmesi ile
elde edilen GM Mikhailov kararlilik egrisinin orjini gevreleyip ¢evrelememe durumuna
gore kaskat kompleks eslenik dereceli bir sistemin kararlhilik analizi hakkinda yorum
yapilmaktadir. Kompleks eslenik dereceli sistemlerin ve kaskat kompleks eslenik dereceli
sistemlerin kararlilik analizleri i¢in Onerdigimiz bu yontem grafiksel bir yontem olup
literatiirde mevcut kararlilik yontemleri ile kiyaslandigi zaman agir matematiksel
hesaplamalara ihtiya¢ duyulmadan basit, dogru ve giivenilir bir sekilde kararlhilik
analizlerini gerceklestirdigi goriilmektedir. Sonraki boliimde benzetim ornekleri verilerek,
Onerilen yonteme ait sonuglarin kutup-konum analizi sonuglar1 ile dogrulamasi

yapilacaktir.

4.3 Uygulama Ornekleri

Bu boliimde kompleks eslenik dereceli sistemlerin kararlilik analizi igin degisik

ozelliklerdeki dort farkli sistem g6z Oniine alinacaktir.

Ornek 4.1 (Adams ve dig, 2010a): Transfer fonksiyonu asagidaki gibi verilen kompleks
eslenik dereceli sistemi goz Oniine alalim:

1 1

G = - -
() = 5557705 1 05 =70.75 | 50505 + 0.5 +j0.75

(4.63)
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¢+ GD Mikhailov kararlilik kriteri ile kararlilik analizi: Denklem 4.63’teki sistemin

kompleks dereceli karakteristik denklemi,
P(s) = s — (=0.5—0.75)s%5+/05 — (—-0.5 + j0.75)s%57/05 + 0.8125 (4.64)

seklinde elde edilir. Karakteristik denklemle ayni dereceye sahip ve Denklem 4.57

formunda bir referans polinom & = 10 keyfi degeri segilerek
wy(s) = (s + 10) (4.65)

belirlenir. Karakteristik denklemin derecesi 1 oldugundan, referans polinom da birinci
dereceden bir polinom olarak tanimlanmaktadir. Buna gére, Denklem 4.58’deki (s)
rasyonel fonksiyonu

P(s) _s—(=0.5-0.75)s%5*/%5 — (0.5 + j0.75)s%57/%% + 0.8125

= (4.66)
wy(s) (s + 10)

Y(s) =

olarak bulunur. MATLAB ortaminda —o0 < @w < oo araliginda rasyonel fonksiyonun
cizdirilmesi ile elde edilen GD Mikhailov egrisi Sekil 4.7°de goriilmektedir. Sekilden,
w’nin hem negatif degerleri hem de pozitif degerleri i¢in ¢izdirilen egri pargalarinin
birbirine simetrik olarak toplamda kapali bir egri olusturdugu goriilmektedir. Elde edilen
GD Mikhailov egrisi kompleks diizlemin merkezini c¢evrelemediginden dolayr sistem

kararlidir denir.

0.4

0.2

-0.2

-0.4

Sekil 4.7 : Ornek 4.1°de verilen kompleks eslenik dereceli sistem igin —oo < @ <
araliginda ¢izilen GD Mikhailov egrisi.

¢ Riemann vizeyi kullanarak kutup-konum kararlilik analizi: Denklem 4.19 ve 4.22°de

verilen kararlilik sartlarinin incelenebilmesi i¢in 6nce K ve L degerlerinin

hesaplanmasi gerekir. u = v = 0.5, In|p| = —0.1038 ve Arg(p) = 2.1588 degerleri
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Denklem 4.13 ve 4.14’te yerine konulursa K = 0.3601 ve L = 0.5 olarak bulunur.
Denklem 4.19 kullanilarak hangi n degerlerinde karakteristik denklem koklerinin

Riemann yiizeyinin birinci tabakasinda bulundugu asagidaki gibi tespit edilir:
—0.8601 < n < 0.1399 (4.67)

Goriildiigi tizere bu aralikta n = 0 degeri mevcuttur. Sadece n = 0’da kokler Riemann
yiizeyinin birinci tabakasi iizerindedir. Denklem 4.7 ve 4.8 kullanilarak sistemin kokleri
s = —49802 + j6.0118 olarak bulunur. Kararlilik sartinin saglanmasi i¢in, Denklem
4.22°den de gorildiigii lizere, koklerin Riemann ylizeyinin birinci katmanimin sol yari

diizleminde olmasi, yani n = 0 degerinin asagida belirtilen aralikta bulunmamasi gerekir:
—-0.6101 <n < -0.1101 (4.68)

Dolayisiyla, Denklem 4.63’te verilen kompleks eslenik dereceli sistem kararlidir. Tam say1
n i¢in kararlhilik aralig1 Sekil 4.8’de gosterilmektedir. Sekilden de goriildiigii tizere n degeri

kararsiz bolge (H;) i¢inde bulunmadigindan sistem kararlidir denir.

K=0.3601 Kararsiz Bolge
L=0.5 ¢ H q=0.5+j0.5
- | — n
-0.8601 -0.6101 -0.1101 0.1399

Sekil 4.8 : Tam say1 n i¢in kararlilik aralig1.

7

< Cember olusturularak kutup-konum kararhilik analizi: Bu yontemde kararlilik analizi

icin ¢emberlerin (u, v) parametre diizlemindeki konumlarmin belirlenmesi gerekir.
Buna gore, Denklem 4.29 ve 4.35’ten ¢cemberlerin merkezi M (0.6872,0.0330) ve
M(—0.6872,—0.0330), Denklem 4.30’dan ¢emberlerin yarigapt r = 0.6880 olarak
bulunur. Matlab ortaminda ¢izdirilen cemberler Sekil 4.9°da goriilmektedir. Sekilden
de goriildiigii tizere sistemin g = 0.5 4 j0.5 ve g = 0.5 —j0.5 dereceleri ¢emberin

icinde kalmaktadir. Bu durumda sistem kararlidir denir.

Sonug¢ olarak, GD Mikhailov kararlilik kriteri ile elde edilen kararlilik sonucu diger iki
kutup-konum analizinin sonuglari ile dogrulanmistir. Sonuglart dogrulamanin bir bagka
yolu da sistemin birim darbe ve birim basamak cevaplarin1 incelemektir. Sekil 4.10°da

verilen birim darbe ve birim basamak cevaplarindan sistemin kararli oldugu goriilmekedir.
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Sekil 4.9 : Ornek 4.1°de verilen kompleks eslenik dereceli sistem igin gember olusturma
yontemi ile kararlilik analizi.

15 . 2
10 1 1.5}
y(t) 57 1y 14§
0r 0.5}
5 ' 0 -
0 5 10 0 5 10
t(sn) (a) t(sn) (b)

Sekil 4.10 : Ornek 4.1°de verilen kompeks eslenik dereceli sistemin: (a) Birim darbe
cevabi, (b) Birim basamak cevabi.

Ornek 4.2 (Jacob ve dig, 2016): Transfer fonksiyonu asagidaki gibi verilen kompleks

eslenik dereceli sistemin kararliligin1 analiz edelim.

1 1
50.9+0.893 +1 —j0-3 + 50.9-j0.893 +1 +j0-3

G(s) = (4.69)

%+ GD Mikhailov kararlilik kriteri ile kararlilik analizi: Denklem 4.69°daki sistemin

kompleks dereceli karakteristik denklemi,
P(s) = s*® — (=1 — j0.3)s%9+/08%3 — (—1 + j0.3)s*97/08%3 4. 1,09 (4.70)
seklinde elde edilir. w,(s) referans polinomu i¢in € = 10 olarak segilirse

w,(s) = (s + 10)1#8 (4.71)
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biciminde belirlenir. Karakteristik denklemin derecesi 1.8 oldugundan, referans polinom
kesir dereceli bir yapida ve 1.8 dereceli olarak tanimlanmaktadir. Bu durumda (s)
rasyonel fonksiyonu

P(s) _ s'®—(-1-0.3)s%9708% — (—1 +0.3)s%97/98% 4 1,09
wy(s) (s +10)138

Y(s) = (4.72)

seklinde elde edilir. Matlab ortammnda —oo < w < oo araliginda (s) rasyonel
fonksiyonun ¢izdirilmesi ile elde edilen GD Mikhailov egrisi Sekil 4.11°de goriilmektedir.
Sekilden de goriildugii tizere egri kompleks diizlemin merkezini ¢evrelemediginden dolay1
sistem kararlidir denir. Bununla birlikte egrinin merkezden ¢ok yakin bir sekilde gegcmesi

sistemin nisbi olarak az kararli oldugunu gostermektedir.

Sekil 4.11 : Ornek 4.2°de verilen kompleks eslenik dereceli sistem igin —c0 < w < o0
araliginda ¢izdirilen GD Mikhailov egrisi.

¢ Riemann yiizeyi kullanarak kutup-konum kararhilik analizi: Simdi sistemin kutuplari

aracilifiyla kompleks eslenik dereceli sistemin kararliligini test edelim. Denklem 4.13
ve 4.14’te verilen K ve L degerlerini hesaplamak i¢in u = 0.9, v = 0.893, In|p| =
0.0431 ve Arg(p) = 2.8501 degerleri yerine konulursa, K = 0.4468 ve L = 0.8930
olarak bulunur. Denklem 4.19 kullanilarak asagidaki denklemde hangi n degerlerinde

koklerin Riemann yiizeyinin birinci tabakasinda bulundugu tespit edilir.
—1.3398 < n < 0.4462 (4.73)

Goriildiigi tizere bu araliktan = 0 ve n = —1 tam say1 degerleri mevcuttur ve bu tam say1

degerlerinde kokler Riemann ylizeyinin birinci katman tizerindedir. Denklem 4.7 ve 4.8
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kullanilarak sistemin n =0’da s = —0.0052 £;4.9902 ve n=-1’de ise s=
—0.0558 £+ j0.1415 kokleri bulunur. Kararlilik sartinin saglanmasi icin n =0 ve n =

—1 tam say1 degerlerinin asagidaki denklemde belirtilen aralikta bulunmamasi gerekir.
—0.8933 < n < —-0.0003 (4.74)

Goriildiigii tizere n = 0 ve n = —1 tam say1 degerleri bu araligin i¢inde bulunmamaktadir.
Yani Denklem 4.69°da verilen kompleks eslenik dereceli sistem kararlidir. Elde edilen n

degerleri i¢in kararlilik aralig1 Sekil 4.12°de gosterilmektedir. Sekilden de goriildigi lizere

n =0 ve n = —1 degerleri kararsiz bolge (H;) i¢inde bulunmadigindan sistem kararlidir
denir.
K=0.4468 Kararsiz Bélge
L.=0.8930 H q=0.9+j0.893
n=-1 n=0
b se \ d - s n
| >€ ‘ S >€ e
-1.3398 -0.8933 -0.0003 0.4462

Sekil 4.12 : Tam say1 n i¢in kararlilik aralig1.

« Cember olusturularak kutup-konum kararlilik analizi: Denklem 4.29, 4.30 ve 4.35
kullanilarak ¢emberlerin  merkezleri n =0 igin M(0.9072,-0.0137) ve

M(—0.9072,0.0137) ve ¢emberlerin yaricapt r = 0.9073; n = —1 i¢in ¢cemberlerin
merkezleri M(—1.0928,—-0.0137) ve M(1.0928,0.0137) ve g¢emberlerin yarigapi
r = 1.0929 olarak hesaplanir. Matlab ortaminda n = 0 ve n = —1 i¢in ¢izdirilen
cemberler Sekil 4.13’te goriilmektedir. Sekilden de goriildiigii tizere sistemin
kompleks derecesi g = 0.9 +,0.893 ve g = 0.9 —;0.893 noktalar1 ¢emberlerin
icinde kalmaktadir. Bu durumda sistem kararlidir denir. Sekil 4.14(a)’da bu sistemin

birim darbe cevabi ve Sekil 4.14(b)’de ise birim basamak cevabi verilmistir.
Ornek 4.3: Transfer fonksiyonu asagidaki gibi verilen kompleks eslenik dereceli sistemin

kararliligin1 analiz edelim.

1 1
0.8+j0.4 _ (2 +]) + SO.S—jO.4 _ (2 _])

G(s) = - (4.75)
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[9=0.9+j0.893| n=0

1
W
|
\S)
1
—

c O
—
\S)
(O8]

Sekil 4.13 : Ornek 4.2°de verilen kompleks eslenik dereceli sistem i¢in gember olusturma
yontemi ile kararlilik analizi.

10 - 4
3 L
2 L
y(t) .
0 L
. q .

0 5 10 0 5 10
t(sn) (@) t(sn) (b)

Sekil 4.14 : Ornek 4.2°de verilen kompeks eslenik dereceli sistemin: (a) Birim darbe
cevabi, (b) Birim basamak cevabi.

% GD Mikhailov kararlilik kriteri ile kararlilik analizi: Sistemin kompleks dereceli

karakteristik denklemi,
P(S) — Sl.6 _ (2 _j)SO.8+j0.4 _ (2 +j)50.8—j0.4 +5 (4.76)

seklinde elde edilir. Karakteristik denklemin derecesi 1.6 oldugundan, w,.(s) referans

polinomu da asagidaki gibi kesir dereceli bir yapida tanimlanir:
w,(s) = (s + 5)%° (4.77)

Referans polinoma dikkat edilirse, €’un degeri bu sefer keyfi olarak € =5 seklinde

se¢ilmistir. Bu durumda vy (s) rasyonel fonksiyonu,
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Sekil 4.15 : Ornek 4.3’te verilen kompleks eslenik dereceli sistem igin —o0 < @ < o
araliginda ¢izdirilen GD Mikhailov egrisi.

Pz(S) _ 16 _ (2 _j)so.8+jo.4 —(2 +j)SO.8—j0.4 +5
wy(s) (s +5)16
seklinde bulunur. Matlab ortaminda —o < w < o aralifinda ¢izdirilen GD Mikhailov

Y(s) = (4.78)

egrisi Sekil 4.15’te gortilmektedir. Sekilden de goriildiigii iizere egri kompleks diizlemin

merkezini ¢evrelediginden dolay1 sistem kararsizdir denir.

¢ Riemann yiizeyi kullanarak kutup-konum kararlhilik analizi: u = 0.8, v = 0.4, In|p| =

0.8047 ve Arg(p) = 0.4636 degerleri igin, Denklem 4.13 ve 4.14 kullanilarak K =

0.0098 ve L = 0.5 olarak bulunur. Hangi n tam say1 degerlerinde koklerin Riemann

yiizeyinin birinci tabakasinda bulundugu asagidaki denklem ile tespit edilir.

—0.5098 < n < 0.4902 (4.79)

Gorildigii lizere bu aralikta yalmizca n = 0 degeri mevcuttur ve bu n degerinde kokler
Riemann yiizeyinin birinci tabakasi iizerindedir. n =0 i¢in Denklem 4.7 ve 4.8
kullanilarak, sistemin Riemann yiizeyi birinci tabakasindaki kokii s = —0.0052 + j4.9902
olarak bulunur. Kararlilik sartinin saglanmasi i¢in n = 0 tam say1 degerinin Denklem 4.22

ile belirlenen asagidaki aralikta bulunmamasi gerekir:
—0.2598 < n < 0.2402 (4.80)

Goriildigii tizere n = 0 degeri bu araligin i¢ginde bulunmaktadir. Yani Denklem 4.75’te
verilen kompleks eslenik dereceli sistem kararsizdir. Tam say1 n i¢in kararlilik araligi Sekil
4.16’da gosterilmektedir. Sekilden de goriildiigii tizere n = 0 degeri kararsiz bolgede (H;)

bulundugundan sistem kararsizdir denir.
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K=0.0098 Kararsiz Bolge

L=05 H 4=0.8+j0.4
=0
-0.5098 -0.2598 0.2402 0.4902

Sekil 4.16 : Tam say1 n i¢in kararlilik araligi.

« Cember olusturularak kutup-konum kararlilik analizi: Denklem 4.29, 4.30 ve 4.35
kullanilarak ¢gemberlerin merkezleri n = 0 igin M(0.1476,—0.2561) ve M(—0.1476,

0.2561) ve yaricapt r = 0.2956 olarak hesaplanir. Matlab ortaminda n = 0 igin

cizdirilen ¢emberler Sekil 4.17°de goriilmektedir. Sekilden de goriildiiglii {izere

sistemin derecesi ¢ = 0.8+ 0.4 ve g = 0.8—;0.4 noktalar1 ¢emberin disinda

kalmaktadir. Bu durumda sistem kararsizdir denir. Sekil 4.18’de verilen sistemin birim

darbe ve birim basamak cevaplarindan sistemin kararsizlig1 agik¢a goriilmektedir.

0.5 q=0.8+j0:4 .
q
v Of
q
*
-0.5
-1 -0.5 0 0.5 1

Sekil 4.17 : Ornek 4.3’te verilen kompleks eslenik dereceli sistem i¢in ¢gember olusturma
yontemi ile kararlilik analizi.

11

3 x 10 . . . . 15 x 10
2 10
y(t) 17 1y 5t
0 0
2 4 6 8 10 0 5 10
t(sn) (@) t(sn) (b)

Sekil 4.18 : Ornek 4.3 te verilen kompeks eslenik dereceli sistemin: (a) Birim darbe
cevabi, (b) Birim basamak cevabi.
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Ornek 4.4: Transfer fonksiyonu

6+ j2 6—j2 1+ j0.1
G(s) = <SO.6+j0.6 —(=j2) + 50.6-j0.6 _ (12)> X <50.55+j0.44 —(G-))
1-j0.1 5+ 2
+ §055-j044 _ (5 +])) X (50.89+j0.32 — (04— j4) (4.81)

4 5—j2 )
50.89—j0.32 _ (0_4 +j4‘)
seklinde verilen kaskat kompleks eslenik dereceli sistemin kararlilignt GD Mikhailov

kararlilik kriteri ile incelenecektir. Sistemin kompleks dereceli karakteristik denklemi,

P(s) = (So.s—jo.s _ (—jZ)) (50.6—j0.6 _ (]-2)) (50.55+j0.44 — —j)) (50.55—j0.44

(4.82)
— +j)) (50.89+j0.32 — (0.4 —j4)) (50.89—j0.32 — (0.4 +j4))

seklinde elde edilir. Karakteristik denklemin derecesi Denklem 4.60’dan 2u; + 2u, +
2uz = 4.08 olarak belirlenir. Bu durumda, Denklem 4.61 ile tanimlanan w,.(s) referans

polinomu kesir dereceli yapida belirlenir ve € = 5 alinarak,
wy(s) = (s +5)*% (4.83)

bi¢iminde segilebilir. Bu durumda Denklem 4.62’de tamimlanan (s) rasyonel
fonksiyonun ¢izilmesi ile elde edilen GD Mikhailov kararlilik egrisi Sekil 4.19°da
gosterilmektedir. Sekilden de goriildiigii lizere GD Mikhailov egrisi kompleks diizlemin
merkezini ¢evrelemediginden dolayi sistem kararlidir denir. Sekil 4.20°de sisteme ait birim

basamak cevabi goriilmektedir.

Re

Sekil 4.19 : Ornek 4.4’te verilen kaskat kompleks eslenik dereceli sistem i¢in —o0 < w <
oo araliginda ¢izdirilen GD Mikhailov egrisi.
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Sekil 4.20 : Ornek 4.4°te verilen kaskat kompeks eslenik dereceli sistemin birim basamak
cevabl.

Goriildugi tizere bu yontem ile kompleks matematiksel islemlere gerek duyulmadan kaskat
kompleks eslenik dereceli sistemlerin  kararlilik analizi pratik bir sekilde
gerceklestirilebilmektedir. Aksi durumda ayr1 ayri her bir kompleks eslenik dereceli
sistemin kutup analizi gerceklestirilerek veya ¢emberleri olusturularak kararlilik analizinin

uzun bir iglem sonucunda gergeklestirilmesi gerekmektedir.
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5. KOMPLEKS ESLENIK DERECELI SISTEMLERIN PI, PID VE KESIiR
DERECELI PI (PI*) KONTROLOR iLE KARARLILASTIRILMASI

5.1 Giris

Bu bolimde, kompleks eslenik dereceli sistemlerin PID tabanli kontrolorler ile
kararlilastirilmasi tizerinde durulacaktir. Kararlilastirma islemi, seg¢ilen bir kontrolor i¢in
kontroldr parametre uzayinda kararlilik sinirlarinin elde edilmesi ve bu smirlar yardimiyla
sistemi kararli yapan tiim kontrolor setini veren kararlilik bolgelerinin elde edilmesi
seklinde tanimlanir. Dolayisiyla kararlilagtirma yonteminin temel basamaklar1 kontrolor
tipinin belirlenmesi, kararlilastirma yonteminin se¢ilmesi ve parametre uzayinda kararlilik

bolgesinin elde edilmesi seklinde 6zetlenebilir.

Endiistride kullanilan kontrolorler i¢inde PID kontrolorler basitlikleri, dayanikli olmalar
ve bagarili pratik uygulamalar1 nedeniyle halen yaygin olarak kullanilmaktadirlar (Astrém
ve Higglund, 1995; Astrom ve dig, 2006). PID kontrolérde P, I ve D olarak adlandirilan
parametreler, Ingilizce karsiliklar1 olan (P)roportional-oransal, (I)ntegral-integral ve
(D)erivative-tirev kelimelerinin bas harflerinden olusmaktadir. PID kontrolorler hata
degerini azaltmak icin ¢ ayr1 degisken parametreyi kontrol etmektedir. Bazi
uygulamalarda, sistemin kontrolii i¢in sadece bir veya iki parametrenin kullanilmasi yeterli
olmaktadir. Bu durumda P, PI veya PD gibi kontrolor yapilar tiiretilebilmektedir. Olgiim
giiriiltiisiinden dolay1 tiirevsel eylem genellikle kullanilmamaktadir. Dolayisiyla P ve daha
cok PI kontrolorler endiistriyel kontrol sistemlerinde yaygin bir sekilde tercih edilen

kontrolor yapilari olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Bir kontrolor tasariminda en 6nemli islem kontrolor parametrelerinin uygun bir sekilde
secilmesidir. Uygun se¢ilmeyen parametreler sistemi arzu edilmeyen bir kontrol
performansina ve hatta kararsiz bir sonuca gotiirebilmektedir. Asim yiizdesi, yerlesme
stiresi, kalict hal hatasi, parametre degisimleri ve bozucu isarete kars1 dayaniklilik gibi arzu
edilen kontrol hedeflerine dayali olarak daha iyi ve daha kabul edilebilir kontrol sistemi
yanit1 elde etmek amaciyla PID kontrolorler icin 1942'den bugiine kadar birgok farkli
parametre belirleme yontemi Onerilmistir. Bu yontemlerinden bir kismi, ayarlama (tuning)

algoritmalar1 i¢in bu hedeflerden yalnizca birini bir kriter olarak kabul ederken, bir kismi
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ise bahsedilen kriterlerden birden fazlasim1 dikkate almaktadir. Bununla birlikte, degisik
yelpazedeki sistem tiirleri i¢in PID parametrelerinin belirlenmesinde kullanilan genel bir
yontem bulunmamaktadir. Ziegler-Nichols (Ziegler ve Nichols, 1942), Cohen-Coon
(Cohen ve Coon, 1953), Astrom-Higglund (Astrém ve Higglund, 1995), Chien-Hrones-
Reswick (Chien ve dig, 1952), Tyreus-Luyben (Luyben ve Luyben, 1997), dahili model
kontrol (IMC-Internal Model Control) (Morari ve Zafiriou, 1989; Rivera ve dig, 1986),
kazang-faz pay1 (Astrom ve Higglund, 1984; Ho ve dig, 1995; Wang ve dig, 1999) gibi
metotlar su an en yaygin olarak kullanilan yontemler olarak karsimiza ¢ikmakta olup, her
metod belli tiir sistemlerin kontroliinde basarili performans gostermektedir. Shahrokhi ve
Zomorrodi (2013) tarafindan yapilan calismada, tek girisli tek ¢ikigh sistemler i¢in bu
ayarlama yontemlerinin bilgisayar simiilasyonu kullanilarak karsilastirilmasi verilmektedir.
PID kontrolor parametrelerinin elde edilmesi problemine karsi literatiirde Onerilen
kararlilagtirma teknikleri PID kontrolor tasarimi icin tasarimciya sunulan alternatif bir

yontem olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Kontrol6r tasarimi i¢in temel gereksinim, kapali dongii sisteminin asimptotik kararliligidir.
Bir kontrolor kullanarak ele alinan bir sistemi kararlilastirmanin temel amaci, sistemin
kararliligini saglayan tiim kontrolor setini belirlemektir. Kararli kontrolor parametrelerinin
tamami, kontrolor parametre uzayinda kararlilik bolgesi olarak adlandirilan bir bolgeye
karsilik gelir. Son zamanlarda, bazi arastirmacilar dogrudan tek bir optimal bir kontrolor
bulmak yerine sistemi kararli yapan tiim kontrolor setini igeren kararlilik boélgesini
bulmaya odaklanmistir (Bajcinca, 2004; Hohenbichler ve Abel, 2008; Silva ve dig, 2005;
Soylemez ve dig, 2003). Kararlilik bolgesi elde edildikten sonra tasarimcinin istedigi
performans1 veren kontrolorii segcmesi daha kolay olmaktadir. Literatiirde, kontroldr
parametre uzayinda kararli tim kontrolor setini veren kararlilik bolgesini bulmayi
amaglayan ¢ok sayida yontem Onerilmistir. Hermite-Biehler Teoremi (Bhattacharyya ve
dig, 1995), parametre uzay yontemi (Ackermann ve Kaesbauer, 2001; Bajcinca, 2004),
kararlilik sinir egrisi yontemi (Tan ve dig, 2003; Tan ve Atherton, 2006), Nyquist egrisi
tabanli hizli yaklasim yontemi (Soylemez ve dig, 2003), kronecker toplama ydntemi
(Zheng ve Ren, 2009) ve D-ayristirma yontemi (Cheng ve Hwang, 2006; Hamamci, 2007,

2012) temel kararlilastirma yontemleri olarak sayilabilir.

Bu boliimde, kompleks eslenik dereceli sistemlerin PI ve PID kontrolorler ile
kararlilagtirllmas1 i¢in D-ayristirma yontemi kullanilmakta, elde edilen kararlilik

bolgelerinin kararliligini test etmek i¢in de bir 6nceki boliimde verilen GD Mikhailov
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kararlilik kriteri D-ayristirma metoduna dahil edilmektedir. Kararlilik bélgesi iginde arzu
edilen performansta kontrolor se¢iminin nasil yapilacagini gostermek icin Ornek bir
uygulama olarak, kazang-faz pay1 test edicisi yardimiyla kesir dereceli bir PI kontrol6riin

parametrelerinin belirlenmesi slireci boliimiin sonunda verilmektedir.

5.1.1 D-ayristirma yontemi

Bir diizlemde kararlilik bolgelerinin grafiksel olarak elde edilmesi fikri, ti¢lincii dereceden
bir karakteristik denklemin iki orta katsayisinin etkisini analiz eden Vishnegradsky’ya
(1876) kadar uzanmaktadir. Degisken katsayilar diizleminde bir diyagram g¢izilmis ve
kararlilik alaninin yapisi belirlenmistir. Neimark (1948, 1949), Vishnegradsky'nin
calismasin1 dogrusal olarak iki parametreye bagli olan daha yiiksek dereceli polinomlar
icin genigletmistir ve parametre diizlemi sabit sayida kararli koke sahip bolgelere
ayrnigtirtldigir i¢in  buna D-ayristrma (D-decomposition/D-partition) yontemi adini
vermistir. Bati literatiiriinde Mitrovi¢ (1959) ve Siljak (1964, 1966, 1969) benzer sekilde
kompleks sol yar1 diizlemden parametre uzayma haritalama yaparak kararlilik bolgelerini
belirlemis ve yaklagimi parametre diizlemi yontemi (parameter plane method) olarak
adlandirmistir. Bununla birlikte arastirmacilar, parametre uzayinda sistemin kararliligini
saglayan tim kontrolér parametre setini bir grafik {izerinde gorsellestirmeye dayali
calismalar yapmaya devam etmislerdir. Clinkii bir grafik, sistem hakkinda "optimal™ bir
noktadan daha fazla bilgi vermektedir (Schrodel, 2016).

Karakteristik denklemi P (s, k) olan lineer bir sistemi ele alalim. Kararlilik bolgesinin siniri

k vzayinda asagidaki denklem tarafindan ifade edilir:
P(jw,k) =0, —o<w<o (5.1)

Denklem 5.1 ile kompleks diizlemde kararsizligin smiri olan sanal eksen haritalama
(mapping) islemi ile parametre uzayma eslenir. Eger k € R? (veya k € C) ise, Denklem
5.1’in reel ve sanal kisimlarindan iki degiskenli iki denklem elde edilir ve genel olarak
kararlilik alaninin sinirin1 tanimlayan parametrik bir egri —o0 < w < oo i¢in elde edilir. Bu
egri, diizlemi kok degismez (root invariant) bolgelere yani sabit sayida kararli ve kararsiz
kok igeren bolgelere ayirir. D-ayristirma yonteminin temeli bu fikre dayanmaktadir
(Gryazina ve Polyak, 2006). D-ayristirma yontemi, kontrol sistemlerinin kararlilik analizi

ve tasarimi i¢in giiclii bir grafiksel tekniktir.
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5.1.2 Parametre uzayinda kararhhk simirlar:

Kararlilik sinir1, bir karakteristik denklemin kokleri goz oniine alindiginda kararli kokler
ile kararsiz kokleri birbirinden ayiran siir olarak tanimlanir. En temel manada, kararlilik
sinir1 karakteristik denklem koklerinin sematize edildigi kompleks diizlemde sanal eksen
olarak bilinmektedir. Kararlilik sinir1 kavrami sadece kompleks diizlem gdsterimi ile sinirlt
olmayip haritalama (mapping) teknigi ile farkli diizlemlerde de tanimlanabilir. Ornegin
kontrolor parametrelerinin olusturdugu parametre uzayinda kararlilik ve kararsizlik
bolgelerini birbirinden ayiran dogru ve egriler yine kararlilik sinirlar1 olarak adlandirilir.
(Ackermann ve Kaesbauer, 2001). Kararlilik sinirlart parametre diizlemini/uzayini ¢ok
sayida bolgeye ayirir. Bu bdlgelerin temel 6zelligi, bir bolgeden segilen kontrolor
parametreleri ile olusturulan karakteristik denklemlerin tiimiiniin hep ayn1 sayida kararli ve
kararsiz koklere sahip olmasidir. Degismez kok prensibi (Cheng ve Hwang, 2006) olarak
tanimlanan bu 6zellige gore, eger bir bolgedeki tiim karakteristik denklemlerin kokii sol

yar1 diizlemde ise bu bolge kararlilik bolgesi olarak adlandirilir.

Kararlilik sinir1 kavraminin diger bir manasi, ele alinan bir kontroldr parametresi i¢in
parametrenin degeri degistirildiginde kok-yer egrisi metodunda oldugu gibi kompleks
diizlem tizerinde koklerin kararli/kararsiz bir bolgeden digerine yer degistirdigi
noktalarinin olusturdugu sinirlar olarak anlasilmalidir. Bu noktadan bakildiginda bir kokiin
tic farkli sekilde kararlilik sinir1 iizerinden ge¢me ihtimali bulundugundan, ii¢ farkl
kararlilik smur1 taniminin yapilmasi gerekir. Asagida parametre diizleminde/uzayinda

meydana gelen kararlilik sinirlarinin gesitleri tanitilarak, fiziksel anlamlart verilecektir.

Sekil 5.1°de verilen genel bir kontrol sistem yapisini géz Oniine alalim. Burada G(s)
kontrol edilecek sistemin transfer fonksiyonunu ve C(s) ise kontrolor transfer
fonksiyonunu ifade eder. r,e,uvey ise sirasiyla referans giris, hata, kontrol ve ¢ikis

isaretlerine karsilik

C(s)

Y
\4

G(s)

Kontrolor Sistem

Sekil 5.1 : Geri beslemeli genel bir kontrol sistem yapisi.
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gelir. Bu kisimda PID tabanli kontrolorler kullanilarak kararlilagtirma islemi
yapilacagindan kontrolor olarak en genel haliyle PID kontrolér gbz oniine alinacaktir.

Sistem ve kontroldre ait transfer fonksiyonlari sirastyla

N(s)  ams™+am_ 15" "+ +a;s+ag

G = = 5.2

(s) D(s) bps™ + by_1S™ 1+ -+ b;s + by (62)
k; kys? +k,s+k; K(sk

C(s) = ky +— +kas = d Sp L (S ) (5.3)

seklinde tanimlanir. Denklem 5.2°de m, pay polinomunun ve n ise payda polinomun
derecesi olup, uygunluk (properness) Ozelligi agisindan m <n olmalidir. Transfer
fonksiyonunda goriilen a;(i = 0~m) ve b;(i =0~n) degerleri, pay ve payda
polinomlarinin  katsayilaridir. Denklem 5.3’te k,, k; ve k; ise PID kontroloriin
parametreleri olup, K(s, k) kontrolériin pay polinomunu ifade eder. Burada kontrolor
parametre vektori k = [kp,kl-,kd] € KX olup, bilinmeyen ve hesaplanmasi gereken

parametreleri igermektedir.

Denklem 5.2°deki PID kontroloér kullanilarak, Sekil 5.1°deki geri beslemeli kontrol

sisteminin karakteristik denklemi

P(s,k) =1+ G(s)C(s) = N(s)K(s, k) + sD(s) (5.4)
seklinde verilir. Burada genelligi bozmamak icin D(s) = sD(s) alinarak Denklem 5.3
P(s,k) = N(s)K(s, k) + D(s) (5.5)
seklinde yeniden ifade edilebilir. Bu durumda D(s) polinomunun derecesi (n + 1) olur.

Kararlilastirma isleminde amag, kontrol sistemini kararli yapan tiim k € K kontrolor
vektor setini elde etmektir. Bunun i¢in Denklem 5.1°de verilen esitlik, Denklem 5.5 igin
gbz Oniline alinip ¢oziilerek kararlilik smirlarinin elde edilmesi gerekmektedir. Bundan
sonraki alt kisimlarda D-ayristirma yontemi ile kararlhilastirma teknigi i¢in gerekli olan

kararlilik sinirlarinin tiirleri ve tanimlar verilecektir.

5.1.2.1 Gerg¢ek kok simir1 (GKS - Real Root Boundary)

Bu kararlilik smir1 reel eksen iizerinde bulunan bir kok ile alakalidir. Buna gore, bir
parametre degisimi ile kompleks diizlemin bir yar1 bolgesinden digerine diizlemin merkezi
tizerinden meydana gelen bir kok gecisi kararlilik degisikligine neden olur. Bu durum,

kontroldr parametre uzayinda Gergek Kok Sinir1 (GKS) olarak adlandirilan bir sinirt ifade
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eder ve karakteristik denklemde s yerine 0 konularak elde edilir. Yani kararlilik durumu,

P(s,k)|s=9 = 0°da degisir. Denklem 5.5 i¢in bu sinir
P(0)=aok; =0 = k;=0 (5.6)

seklinde elde edilir.

5.1.2.2 Sonsuz kok simr1 (SKS — Infinite Root Boundary)

Bu kararlilik sinir1 da reel eksen {izerinde bulunan bir kok ile alakalidir. Buna gore, bir
parametre degisimi ile kompleks diizlemin bir yar1 bolgesinden digerine diizlemin sonsuz
uclan iizerinden meydana gelen bir kok gecisi kararlilik degisikligine neden olur. Bu
durum, kontrolor parametre uzayinda Sonsuz Kok Sinir1 (SKS) olarak adlandirilan bir
siir1 ifade eder ve karakteristik denklemde en biiyiik dereceli terimin katsayisi sifira
esitlenerek elde edilir. Yani kararlilik durumu P(s, k)||sj=0 = 0°da degisir. Denklem 5.5

icin en biiylik dereceli terimin katsayisi

amkg +b, n=m+1 (5.7)

{ amkg n<m+1
b, n>m+1

seklinde ti¢ farkli durumda olabilir. Bu durumda SKS

—-b,/a, n=m+1 (5.8)

0 n<m+1
kd={
yok n>m+1

seklinde elde edilir.

5.1.2.3 Kompleks kok sinir1 (KKS — Complex Root Boundary)

Bu kararlilik smir1 bir kompleks eslenik kok ¢ifti ile alakalidir. Buna gore, bir parametre
degisimi ile kompleks diizlemin bir yari bolgesinden digerine sanal eksen iizerinden
meydana gelen bir kok ¢ifti gecisi kararlilik degisikligine neden olur. Bu durum, kontrolor
parametre uzayinda Kompleks Kok Sinir1 (KKS) olarak adlandirilan bir sinir1 ifade eder ve
karakteristik denklemde s yerine jw konularak elde edilir. Yani kararlilik durumu,
P(s,k)|s=ju = 0’da degisir. O halde Denklem 5.5’te s yerine jw Yyazilarak, reel ve sanal

kisimlarina ayrilirsa

P(fw, k) =Rp +jlp = (RN +jIN)(RK +jIK) + (Rﬁ +j15) (5-9)
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elde edilir. Burada, Rp— R{P(jw,k)}, Ip= I{P(jw, k)}, Ry= R{N(w)}, Iy= I{N(w)},
Ry R{K(w)}, Ix= I{K(jw)}, Rp= iR{ﬁ(jw)}, Ip= S{ﬁ(jw)} seklinde tamimlanir. Bu

ifadenin sifira esitlenmesi reel ve sanal kisimlarinin sifira esitlenmesi anlamina gelir:

RyRyg — Iyl + RE] _ [0
[ ] [RNIK+INRK+I§ o [0] (5.10)

Burada
k = —kqw® +k; (5.11)
Ix = kyw (5.12)

olarak, Denklem 5.10°da yerine yazilirsa

(5.13)

k
_(I.)IN RN _(,UZRN P _ I:_RA
(A)RN IN _(UZIN - D

seklinde ti¢ bilinmeyenli iki denklem elde edilir. Bu tiir denklem takimlarinin ¢6ziimii i¢in
bilinmeyen ii¢ parametreden biri biliniyor kabul edilerek denklem sistemi iki bilinmeyenli
iki denklem haline getirilerek ¢oziim yapilir. Ornegin k, sabit bir deger olarak kabul
edilirse, Denklem 5.13

—wly RN” ] [ w?Ryky — ]
5.14
[wRN k; w?lyky — I (6.14)

haline doniisiir. Bu durumda matris denklemi ¢oziiliirse,

RﬁIN - RNIB

_ 1
P w(RE+13) (5.15)
Iyl — RyRp
k: = Zk - - .

seklinde k, ve k; parametreleri w ve k,;’ye bagl olarak elde edilir. Denklem 5.15 ve 5.16,

k4 nin sabit bir degeri i¢in ve w sifirdan sonsuza dogru degistirilerek (kp, kl-)-dﬁzleminde
bir egri olusturur. Kompleks diizlemde kararlilik sinir1 olan sanal eksene karsilik gelen bu
egri tim diizlemi kararli ve kararsiz bolgelere ayirir. k;’nin degisik degerleri igin yeni
egriler elde edilerek (kp, ki, kd)-uzaymda lic boyutlu kararlilik ve kararsizlik bolgeleri elde

edilir.
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Not 5.1: Denklem 5.15 ve 5.16’da k; = 0 alinarak PI kontrolore ait kararlilastirma
denklemleri ilave bir islem yapmaya gerek kalmadan dogrudan elde edilir. Bu durumda k;

ifadesi icermeyen Denklem 5.15 ayni1 kalirken, Denklem 5.16

Inlp — RyRp
k. = NID NIi'p

| = 5.17
l RZ + I} (5.17)

seklini alir.

Denklem 5.13’te k; parametresi sabit tutularak Denklem 5.15 ve 5.16, k, ve kg4
parametrelerine ait formiiller olarak elde edilebilir. Bu denklemler, k;’nin sabit bir degeri
icin ve w sifirdan sonsuza dogru degistirilerek (kp,kd)-dﬁzleminde bir egri olusturur.
k;’nin degisik degerleri i¢in yeni egriler elde edilerek (kp,kl-, kd)-uzaylnda iic boyutlu
kararlilik ve kararsizlik bolgeleri elde edilir. Benzer sekilde, Denklem 5.13’te k,
parametresi sabit tutularak, k; ve k,; parametrelerine ait formiiller elde edilebilir. k;,’nin
sabit bir degeri i¢in ve w sifirdan sonsuza dogru degistirilerek (k;, kq)-diizlemi araciligiyla
ky’nin degisik degerleri igin (kp,kl-,kd)-uzaylnda iic boyutlu kararlilik ve kararsizlik
bolgeleri elde edilir. k, parametresinin sabit tutuldugu bu Ugiincii yolda, parametre
denklemlerine ait payda polinomlar sifir ¢ikacagindan bir belirsizlik durumu ortaya ¢ikar.
Bu durumu agmak i¢in parametre uzay metodu veya kararlilik sinir egrisi metodu
kullanilarak yardimer dogrular yardimiyla {i¢ boyutlu kararlilik bolgesi elde edilir. Bunun

icin Ackermann ve Kaesbauer (2001) ve Tan ve dig. (2003) referanslar1 incelenebilir.

Sifir kok sinir1, sonsuz kok sinirt ve kompleks kok sinirina ait tanimlarin grafiksel bir 6zeti
Sekil 5.2°de goriilmektedir. Kompleks diizlemde meydana gelen kok gegisleri parametre
diizleminde kararlilik sinirlarinin olusmasina neden olmaktadir. Bu sinirlarin ¢evreledigi
alan kararlilik bolgesi olarak tanimlanir. Bunun igin kararlilik sinirlari ile pargalara ayrilan
parametre diizlemindeki her bolgeden secilen birer keyfi kontrolor parametre seti
karakteristik denklemde yerine konulur ve bu denklemin kararlilig1 incelenir. Her bir bolge
kok degismezlik 6zelligine sahip oldugundan bir bolgeden secilen rastgele bir karakteristik
polimun kararli ve kararsiz kok sayisi o bolgeden segilen tiim karakteristik polinomun
kokleri icin aymi Ozellige sahip olmaktadir. Sonug¢ olarak tiim kokleri kararli olan
karakteristik polinomun ait oldugu bolge kararlilik bolgesi olarak belirlenir. PI kontrolor

icin bu bolge iki boyutlu iken, PID kontroldr i¢in {i¢ boyutlu olmak zorundadir.
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(a) SKS geqisi (b) GKS gegisi (c) KKS gegisi
=== GKS
— SKS
KKS

Karars1z kenar
wem Kararl: bolge

(@)

(b) I

(d) Parametre diizleminde kararly'kararsiz bolgeler

Sekil 5.2 : Sistemin kokleri ve kararlilik sinirlari arasindaki iliski.
5.2 Kompleks Eslenik Dereceli Sistemlerin PI Kontrolor ile Kararhlastirilmasi

Sekil 5.1°de verilen geri beslemeli kontrolor sisteminde G (s) kompleks eslenik dereceli bir

sistem olmak tizere transfer fonksiyonu

r T
G(s) = +——- (5.18)
si—p s?1-—p

seklinde wverilsin. Burada q=u+jv, r=a+jb ve p=c+jd (u>0 and
u,v,a,b,c,d € R) formunda olmaldir. C(s) ise sistemi kararlilagtirmak i¢in kullanilan ve

transfer fonksiyonu
k:
C(s,k) =k, + ?‘ (5.19)

bigiminde olan bir PI kontrolordiir. Burada k, ve k; sirasiyla kontroloriin oransal ve
integral kazanglarin1 gostermekte olup, k = {kp,ki}’dir. Amacimiz, kompleks eslenik
dereceli sistem iceren kontrol sistemini mutlak kararli hale getiren PI kontrolorlerinin
parametre uzayinda kararlililk bolgesini elde etmektir. Geri beslemeli sisteminin

karakteristik denklemi

P( k)—1+( r T )(k +ki) 5.20
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seklinde elde edilir. Denklem 5.20 diizenlenirse
P(s,k) =s(s?—p)(sT—p) + [r(sT = p) + 7(s7 — p)1(kps + k;) (5.21)

veq=u+jv,r=a+jband p = c + jd yukarida yerine yazilirsa, asagidaki kompleks
dereceli karakteristik denklem elde edilir:
P(s k) = s + [(ak, — ¢) + j(d — bk, )]s**1HY

+ [(aky, — ) + j(bk, — d)]s**+17v

+ [c? + d? — 2(ac + bd)ky|s + (a — jb)k;s*HI?

+ (a + jb)k;s* 7V — 2(ac + bd)k;

(5.22)

Gorildiig tizere, karakteristik denklem hem kompleks dereceye hem de kompleks
katsayilara sahiptir. Bu durum kompleks eslenik dereceli sistemlerin kontrol islemlerini
zorlastirmaktadir. Bununla birlikte, Sekil 5.1'deki kompleks eslenik dereceli kontrol
sisteminin tim elemanlar1 reel degerli 6zellige sahip oldugundan, GKS, SKS ve KKS
denklemlerinin hepsinin reel degerli olacag: agiktir. D-ayristirma yontemi Denklem 5.22

icin uygulanirsa, GKS simir1 agagidaki sekilde verilen diiz bir ¢izgi olusturur:
—2(ac+bd)k; =0 = k; =0 (5.23)

SKS'yi hesaplarken, kompleks dereceli karakteristik denklemde terimlerden hangisinin
derecesinin daha biiylik oldugunu belirlemek gerekir. Bolim 4.2.4’te anlatildigi gibi
kompleks sayilar arasinda gegerli bir kiyaslama kurali bulunmadigindan dolay1 bu sayilari
reel kisimlarina gore kiyaslayabiliriz (Bower, 2008). Denklem 5.22’de derecelerin reel
kisimlar1 dikkate alindigi zaman en biiylik derecenin ‘2u + 1’ oldugu goriilmektedir. En
bliylik dereceli terimin katsayisi 1 oldugundan ve bir kontrolor parametresi igermediginden

Denklem 5.18’deki sistem i¢in herhangi bir SKS bulunmamaktadir.

KKS egrisinin elde edilmesi i¢in Denklem 5.22°de s = jw yazilarak karakteristik denklem

sifira esitlenirse
P(jw,k) = Rp + jlp =0+ j0 (5.24)

yardimiyla karakteristik denklemin reel ve sanal kisimlar1 asagidaki gibi elde edilir.
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Rp = R{P(w)} = m3x3

+w(cmyy, + cnyx, + dmyx, — dnyy, + cmyy; + cngxy — dmyx; +dnqyy;)
+k,w(—am,y, — anyx; — bmyx, + bnyy, — amyy; — anyx; + bmyx; — bnyy,)
+k;(amyx, — anyy, — bmyy, — bnyx, + amyx; — anyy; + bmyy, + bnyx; — 2ac —

2bd)=0

Ip = 3{P(w)} = nzx3 + w(—cmyx; + cnyy, + dmyy, + dnyx, — cmyxqy + cngy, —
dmyy, —dnix; + c? + dz) + k,w(amyx, — anyy, — bmyy, — bnyx, + amqx; —
aniy, + bmyy, + bnyxy — 2ac — 2bd) + k;(amyy, + anyx; + bmyx, — bnyy, +

amyy, +anyx; — bmyx; + bnyy,)=0

Burada, Denklem 3.31-3.33de verilen ag¢ilimlar kullanilarak

u+jv _ . U+ jv :
o'V =x; + jy, JUIT =my + jny

u—jv _ : U— v .
w7 =x, + jy, JUIN =my + jn,
w2u+1 — x3 j2u+1 — m3 +jn3-

(5.25)

(5.26)

(5.27a)
(5.27b)

(5.27¢)

seklinde hesaplanir. Denklem 5.25 ve 5.26’da 2 bilinmeyenli 2 denklem halinde yeniden

diizenlenirse
ky,A(w) + k;B(w) = C(w)
kpyD(w) + k;E(w) = F(w)

bulunur. Burada,

A(w) = w(—amyy, — anyx, — bmyx, + bn,y, —amyy; —anyx; + bmyx;

—bnyy;)

B(w) = amyx, — an,y, — bm,y, — bn,x, + am;x; — anyy; + bmyy,;

+ bnyx; — 2ac — 2bd

C(w) = —m3x3 — w(cmyy, + cnyx, + dmyx, — dnyy, + cmyy; + cnqixy

- dmlxl + dnlyl)

D(w) = w(amyx, — anyy, — bmy,y, — bny,x, + amyx; — anyy, + bmyy;

+ bnyx,; — 2ac — 2bd)
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E(w) = am,y, + an,x, + bmyx, — bn,y, + amyy; + an;x; — bmyx;

+ by, (5.30e)

F(w) = —n3x3 — w(—cmyx, + cnyy, + dmyy, + dnyx, —dmyy; + cngy, —

dn,x, — cmyxq + ¢? + d?). (5.300)

seklinde hesaplanir. Goriildiigii tlizere bilinmeyen kontrolor parametrelerinin sayisi

denklemlerin sayisina esittir. Bu durumda;

B C(w)E(w) — B(w)F(w) (5.31)
P A(w)E(w) — B(w)D(w)

B C(w)D(w) — A(w)F(w)
7 B(w)D(w) — A(w)E(w)

(5.32)

elde edilir. Denklem 5.31 ve 5.32 kullanilarak ve w frekansi sifirdan sonsuza dogru
degistirilerek KKS egrisi (ky, k;)-diizleminde bir egriye denk gelir. Kararlilik smirlarini
olusturan KKS egrisi ve Denklem 5.23’te verilen GKS dogrusu parametre diizlemi olan
(kp, k;)-diizlemini ¢ok sayida bolgeye ayirir. Parametre diizleminde hangi bolgenin kararl
oldugunu belirlemek i¢in Bolim 4’te tamitilan GD Mikhailov kararlilik kriteri
kullanilacaktir. Bunun igin gerekli olan (s) rasyonel fonksiyonu asagidaki gibi elde
edilir:

P(s)

Wypr(S) (5:33)

Y(s) =

Burada w,.p;(s), referans polinomdur ve kontrol sisteminin kompleks dereceli karakteristik
denklemi ile aym1 dereceye sahip olmalidir. PI kontrolor ile kontrol edilen kompleks
eslenik dereceli bir sistemin Denklem 5.22°de verilen karakteristik denklemi i¢in referans

polinomu w,.p;(s),
Wyp(s) = (s + £)2utt £>0, (5.34)

seklinde belirlenir. € > 0 i¢in Denklem 5.34’{in kararli oldugu farzedilsin. Yukarida
tanimlanan kompleks dereceli rasyonel fonksiyon ancak ve ancak asagidaki sart1 saglamasi

durumunda kararhdir:

4 argY(jw) =0 (5.35)

WE(—00,00)
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Ayrica Denklem 5.22, 5.33 ve 5.34'ten anlasilacagi gibi kararlilik sart1 i¢in asagida verilen

kosullarin saglanmas1 gerekir.

L PGe)

L im wie) =l g = 1 (5:36)
__ P(0) __ —2(act+bd)k;

2. (0) = 1o = ZERIN > (5.37)

KKS ve GKS egrileri tarafindan elde edilen bolgelerden hangisinin kararli olduguna karar
vermek i¢in her bir bolgeden test i¢in kontrolor parametreleri segilir. Daha sonra, segilen
bu test noktalar1 dogrultusunda Denklem 5.33'te verilen rasyonel fonksiyon (s) ¢izdirilir.
—o0 < w < oo araliginda rasyonel fonksiyon (s)’in ¢izdirilmesi ile elde edilen GD
Mikhailov egrisi kompleks diizlemin orjini ¢evrelemiyorsa, bolgenin kararli olduguna

karar verilir.
Ornek 5.1: Transfer fonksiyonu

1—j y 1+j
s05+j0.5 + 0.5 —j0.75 = s957J05 4 0.5 + j0.75

G(s) = (5.38)

seklinde verilen kompleks eslenik dereceli bir sistemin PI kontroldr ile kararlilagtirilmasini
g6z Oniline alalim. Burada amag, kontrol sistemini kararli yapan tiim PI kontrolor setini
bulmaktir. PI kontrol6rlii kompleks eslenik dereceli sistemin karakteristik denklemi
P(s) = s?> + (0.5 + j0.75)s*5+/0%5 4+ (0.5 — j0.75)s57/%5 4 0.8125s
. . (5.39)
+ ((1 +j)s05HO0S 4 (1 — j)s057/05 ¢ 2.5) (kps + k;)
seklinde hesaplanir. GKS, Denklem 5.23’ten k; = 0 olarak belirlenir. KKS egrisi icin
Denklem 5.31 ve 5.32 kullamilarak k,, ve k; denklemleri analitik olarak elde edilir. w €
[0,20] rad/sn araligr icin GKS ve KKS egrileri tarafindan olusturulan kararlilik sinirlari
Sekil 5.3'te gosterilmektedir. Sekilden de goriildiigii lizere KKS ile GKS egrisi, (ky, k;)-
parametre diizlemini R;, R,, R; ve R, olmak iizere 4 farkli bolgeye ayirmaktadir. Bu
bolgelerden test noktalar1 secilerek her bir bolgenin kararliligi, GD Mikhailov kararlilik
kriteri kullamlarak test edilmistir. Cizelge 5.1°de bu bdlgelerden segilen bazi k, ve k;
degerleri goriilmektedir. Denklem 5.34’ten kompleks dereceli karakteristik denklem ile

ayni dereceye sahip kararli bir referans polinom asagidaki gibi segilir.

Wyp(8) = (s + 4)? (5.40)
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w=17.19]

C rad/sn |
i Kararh Bolge !
0 ~ ~
GKS ‘ Rs3 » =20
-1 egrisi @ =0rad/sn rad/sn ]
-0 ' : '
1 05 0 0.5 1
Kp

Sekil 5.3 : (k,, k;)-diizleminde kararlilik sinirlari.

Cizelge 5.1: Sekil 5.3'teki bolgelerden test i¢in segilen {kp, ki} degerleri.

R1 R2 R3 R4
Kp 0.2 -0.8 -0.4 1
ki 1 3 -2 -1

Cizelge 5.1°de verilen kontolor parametreleri dogrultusunda, Denklem 5.33’te tanimlanan
rasyonel fonksiyonun Matlab ortaminda —oo < w < oo araliginda ¢izdirilmesi ile elde
edilen GD Mikhailov egrisi Sekil 5.4’te gosterilmektedir. Sekil 5.4(a)’da GD Mikhailov
egrisinin kompleks diizlemin merkezini ¢evrelemedigi Sekil 5.4(b-d)’de ise ¢evreledigi
goriilmektedir. Dolayisiyla kontrol sisteminin R; bdlgesinde kararli kontrolor
parametrelerine sahip oldugu anlagilmaktadir. Kararli R; bolgesi Sekil 5.3’te tarali alan ile

gosterilmistir.

Cizelge 5.1°deki degerler kullanilarak her bir bolge icin kontrol sisteminin zaman bolgesi
simiilasyonu Sekil 5.5’te Oustaloup’un yaklasim metodu kullanilarak elde edilmistir.
Yaklasim metodunda N =5 ve w =[0.01100] rad/sec alinmustir. Sekilden kontrol
sisteminin R; bolgesinde sistem kararli bir zaman cevabina; R, , R; ve R, bolgelerinde ise

kararsiz bir zaman cevabina sahip oldugu goriilmektedir.
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Sekil 5.4 : GD Mikhailov egrisi: (a) R, bolgesi i¢in (b) R, bolgesi i¢in (¢) R; bolgesi igin
(d) R, bolgesi igin.

8
1.5 10 210
1
5
y() 0.5 y(t)
. 0
0.5 5
0 5 10 0 5 10
(a) t (b)
12 5
5 x 10 . x 10
0 0
NG ) \
5 1
.10 )
0 5 10 0 10 20
(c) t (d)

Sekil 5.5 : Kapali1 dongii birim basamak zaman cevaplari (a) R; bolgesi igin (b) R, bolgesi
icin (c) R3 bolgesi i¢in (d) R, bolgesi igin.

98



5.3 Kompleks Eslenik Dereceli Sistemlerin PID Kontrolor ile Kararhlagtirilmasi

Sekil 5.1°de verilen geri beslemeli kontrol sisteminde kontroldr tipini PID kontroldr olarak
ele alalim ve kompleks eslenik dereceli sistemin PID kontrolor ile kararlilagtirilmasini
gerceklestirelim. Kontrol edilen sistemin transfer fonksiyonu G(s), Denklem 5.18’de

verilmektedir. PID kontroloriin taransfer fonksiyonu,
ki
C(s, k) =k, + " + kys (5.41)

seklindedir. Burada ky, k; ve kg sirasiyla kontroldriin oransal, integral ve tiirev kazanglari

olmak tizere k = {kp, k;, kd} olarak tanimlanir. Bu kisimda amag, kontrol sistemini mutlak

kararl1 hale getiren PID kontroloriin parametre uzayinda kararlilik bolgesini elde etmektir.

Kapali ¢evrim sisteminin PID kontroldr i¢in karakteristik denklemi

L r T k;
P(s,k)—1+(sq_p+sq_ﬁ)(p+?+kds) (5.42)

seklinde elde edilir. Karakteristik denklemin mutlak kararliligini garanti eden k =
{kp, ki, kq} kiimesini D-ayrigma yontemini kullanarak elde edelim. Kapali dongii

sisteminin kompleks dereceli karakteristik denklemi daha agik bir ifade ile yazilirsa;
P(s;k) =s(s?—p)(sT—p) + [r(sT—p) + 7(s? — p)](kas? + kps + k;) (5.43)

ve g =u+jv, r=a+jb and p = c + jd ifadeleri Denklem 5.43’te yerine yazilirsa,
asagidaki kompleks dereceli karakteristik denklem elde edilir.
P(s;k) = s + (a — jb)kys*?V + (a + jb)kys*+27/V — 2(ac + bd)kys?
+ [(ak, — ) +j(d — bk,)]s“H1H7v
+ [(ak, — ) + j(bk, — d)]s**17v (5.44)
+ [c? + d? — 2(ac + bd)k,|s + (a — jb)k;s**/
+ (a + jb)k;s* 7V — 2(ac + bd)k;

D-ayristirma yontemi uygulanirsa, GKS denklemi asagidaki gibi elde edilir.
2k;(ac+bd) =0 = k; =0 (5.45)

Denklem 5.44'teki s24+1, s2+utjv ye ¢2+u=JV derece terimlerinin SKS’nin belirlenmesinde
etkili oldugu goriilmektedir. Bu nedenle, bu terimlerin sadece reel kisimlari dikkate

alindiginda, SKS asagidaki gibi ifade edilebilir:
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kqg=20 foru<1
SKS: {kg=-1/2a foru=1 (5.46)
yok foru>1

KKS denklemi igin karakteristik denklemde s yerine jw yazilarak reel ve sanal kisimlarina
ayristirilarak

P(jw, k) = Rp + jIp = 0+ jO (5.47)

reel kisim i¢in Denklem 5.48 ve sanal kisim i¢inse Denklem 5.49 elde edilir.
Rp = R{P(w)} = m3x3 + w(cmyy, + cnyx, + dmyx; — dnyy, + cmyy, + cnqxg
—dmyx; +dnyy,) + k,o(—amyy, — anyx; — bmyx, + bnyy,

—amyy, —anyx; + bmyxy — bnyy,) + ki(amyx, — anyy, — bm,y,

(5.48)
— bnyx; + amyxq —anyy, + bmyy, + bnyx; — 2ac — 2bd)
+ kyw?(—amyx, + anyy, + bmyy, + bnyx, — amyx; + anqy,
— bmyy, — bnyxq + 2ac + 2bd)
Ip = 3{P(w)} = n3x3 + w(—cmyx, + cnyy, + dmyy, + dnyx, — emyxy + cngy,
—dmyy, —dnix; + c? + d2) + k,w(amyx; — anyy, — bmyy,
— bnyx, + amyxqy —anyy, + bmyy, + bnix; — 2ac — 2bd)
(5.49)
+ ki(amyy, + anyx, + bmyx; — bnyy, + amyy, + anyxy — myx1b
+ bnlyl) + kda)z(—amzy2 — anyx, — bmyx, + bnzy2 —amyy,
—anyx; + bmyx; — bnyy,)
Burada, Denklem 3.31-3.33de verilen a¢ilimlar kullanilarak
0"V = x; + jy, Ut =my + jn, (5.502)
W =2, +jy, JUIY =my + jn, (5.500)
Wt = x, JP = mg + jns. (5.50c)

seklinde hesaplanilir. Reel ve sanal kisimlar ayr1 ayr1 0'a esitlenerek, asagidaki verilen 3

bilinmeyenli 2 boyutlu denklem seti elde edilir:

ky,A(w) + k;B(w) + kqC(w) = D(w) (5.51)
kyE(w) + kiF (w) + kG (w) = H(w) (5.52)
Burada,
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A(w) = w(—am,y, — anyx, — bmyx, + bnyy, —amyy; — anyx, + bmyx, —

5.53a
bnyy,) ( )
B(w) = amyx, — anyy, — bmyy, — bnyx, + amyx, — anyy; + bmyy, + bnix,
(5.53Db)
—2ac — 2bd
C(w) = —w?(amyx, — anyy, — bmyy, — bnyx, + am x; — anyy, + bmyy, (5.53c)
+bnyx; — 2ac — 2bd) '
D(w) = —m3x3 — w(cmyy, + cnyx, + dmyx, — dnyy, +cmyy; + cnyxy —dmyx, (5.53d)
+dnyy,) .
E(w) = w(amyx, — anyy, — bmyy, — bnyx, + amyx; — anyy; + bmyy, + bnyx;
(5.53e)
—2ac — 2bd)
F(w) = amyy, + anyx, + bmyx, — bnyy, + amyy, + anyx; — bmyx; + bnyy, (5.53f)
G(w) = —w?(amyy, + anyx, + bmyx, — bn,y, + am,y, + anyx; — bmyx; (5.530)
+bnyy;)
H(w) = —n3zx3 — w(—cmyx, + cnyy, + dmyy, + dnyx, —dmyy, + cngy, —
dnyx; — cmyx, + c? +d?). (5.53h)

Boliim 5.1.2.3°te de bahsedildigi gibi, bilinmeyenlerin sayis1 denklemlerin sayisindan fazla
oldugundan dolayr KKS i¢in ¢6ziim, kontrolor parametrelerinden birine bagl olarak elde

edilebilir. Bu parametre k,; olarak secilirse k,, ve k; formiilleri

_ B(w)H(w) — D(w)F(w) + kyg[C(w)F(w) — B(w)G(w)] (5.54)
P [B()E(w) — A(w)F (w)]

ki = D(w)E(w) — A(w)H(w) + kq[A(0)G(w) — C(w)E (w)]
t [B(@)E(w) — A(@)F ()] (5.55)

seklinde bulunur.

Denklem 5.54 ve 5.55 kullamlarak KKS egrisi (k,, k;)-diizleminde sabit bir k; degeri i¢in
w’ya bagh olarak ¢izdirilir. Benzer sekilde, k;'ye baglh (ky, kq)- diizlemi ve k,'ye bagh
(k;, kg)-diizlemi i¢in Denklem 5.54 ve 5.55'teki gibi formiilasyonlar elde edilerek KKS
egrileri cizilebilir. Ugiincii durumda, k; ve k, formiillerindeki her w degeri i¢in payda sifir

olacagindan, KKS'yi dogrudan elde etmenin miimkiin olmadigina dikkat edilmelidir. Bu
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durumda KKS, Tan ve dig. (2003) tarafindan onerilen ve yardime1 dogrularin kullanildig:
kararlilik sinir egrisi yontemi ile dolayli olarak elde edilebilir. Ancak sonug olarak her ii¢

formiilasyon ile elde edilecek kararlilik bolgeleri ayni olacaktir.

Denklem 5.45’ten elde edilen GKS, Denklem 5.46’dan elde edilen SKS ve Denklem 5.54-
5.55’ten elde edilen KKS egrilerinin olusturdugu kararlilik smnirlart (kp, k;)-diizlemini
kararli ve kararsiz bolgelere ayirir. Her bir bolgeden segilen test noktalar1 ile GD
Mikhailov kararlilik kriteri kullanilarak kararli bélgenin tespiti gerceklestirilir. —oo < w <
oo araliginda rasyonel fonksiyon ¥(s)’nin ¢izilmesi ile elde edilen GD Mikhailov egrisi
kompleks diizlemin merkezini ¢evrelemiyorsa bdlgenin kararli olduguna karar verilir. Ilk
olarak, sabit bir k; degeri i¢in (kp, kl-)-dﬁzleminde 2-D kararlilik bolgesi belirlenir. Daha

sonra farkli k; degerleri i¢in tiim kararl {kp,ki,kd} kontrolor parametrelerini igeren 3

boyutlu kararlilik bolgesi (kp, k;, kd)-uzayl elde edilir.
PID kontrolor i¢in sunulan kararlilastirma algoritmasi asagidaki gibi 6zetlenebilir:

Adim 1: Denklem 5.45 ve 5.46’dan sirasiyla GKS ve SKS’nin varlig1 arastirilir.

Admm 2: KKS icin kg, cinsinden k, ve k; formiilleri Denklem 5.54 ve 5.55 kullamilarak

elde edilir.

Adim 3: k; nin sabit bir degeri i¢in;

(@) Aym (kp, k;)-parametre diizleminde GKS, SSK ve KKS egrileri gizdirilerek tiim
bolgeler elde edilir.

(b) Her bir bolgeden test noktalar1 secilerek GD Mikhailov kararlilik kriteri ile genel
kararlilik bolgesi tespit edilir.

(c) Her bir bolgeden segilen kontrolor parametre degerleri kullanilarak kapali dongii

sisteminin zaman cevabi elde edilerek genel kararlilik bolgesi dogrulanir.
Adim 4: Farkli k; degerleri i¢in 3 boyutlu (kp,ki,kd)-parametre uzayinda 3 boyutlu
kararlilik bolgesi elde edilir.

Ornek 5.2: Transfer fonksiyonu asagidaki gibi verilen kompleks eslenik dereceli sistemin

PID kontolér ile kararlilastirilmasini géz oniine alalim.

0.1 -,0.2 + 0.1 +,0.2
1.2+j08 — (=1 —j0.1) 12708 — (-1 +0.1)

G(s) = - (5.56)
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Burada amag, Sekil 5.1'deki kapali dongii sistemini kararli hale getiren tiim {kp, ki,kd}
kontrolor parametre setini elde etmektir. Kompleks eslenik dereceli sistemin kapali dongii

karakteristik denklemi P(s) su sekilde yazilabilir.

. _ (5.57)
P(s) = s** 4+ (1 —j0.1)s*2*/%8 + (1 4+ j0.1)s**7798 + 1.01s

+(kgs? + kys + k;) ((0.1 +j0.2)s12+/08 4 (0.1 — j0.2)s127/08 4 0.16)

Karakteristik denklemden GKS denklemi k; = 0 olarak elde edilir. Denklemin en biyiik
dereceli teriminin katsayisi herhangi bir kontrolér parametresi igcermediginden, SKS sinir1
bulunmamaktadir. KKS egrisini (kp, k;)-dlizleminde k; cinsinden elde etmek igin
Denklem 5.54 ve 5.55 kullanilarak k,, ve k; formiilleri analitik olarak hesaplanir. kg = 0
icin (ky, k;)-diizleminde GKS ve KKS egrileri tarafindan olusturulan kararlilik sinirlari
Sekil 5.6'da gosterilmektedir. Sekilden de gorildigi tizere, KKS egrisi ve GKS egrisi
(kp, ki)-parametre diizlemini R;, R, R3, Ry ve Rs olmak iizere bes farkli bolgeye
ayirmaktadir. Her bolgedeki kararli ve kararsiz kutup sayisi sabit oldugundan, her
bolgeden rastgele secilen test noktalar1 Cizelge 5.2'de verilmistir. Bu bolgelerin kararlilig
GD Mikhailov kararlilik kriteri kullanilarak test edilir. Sekil 5.7, Cizelge 5.2°de verilen k,,
ve k; degerleri kullanilarak elde edilen GD Mikhailov test grafiklerini gdstermektedir. Bu

grafikler i¢in referans polinom asagidaki gibi secilir.

Wypip(s) = (s +1)3* (5.58)
6 | o / _\.
KKS egrisi -~ > Ry
: \
_ 8
ky=Oigin | & JI8
ki 2 GKS egrisi ©=032 | kararhhk | & =
rad/sn . ||. bolgesi |
0 1 =y L
——— L
w =3.7 R
-2 R;  ®=0rad/sn Rq rad/sn °
-8 -6 -4 -2 0 2 4
Kp

Sekil 5.6 : kg = 0 i¢in (ky, k;)-dlizleminde kararlilik sinirlari.
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Cizelge 5.2: Sekil 5.6'daki bolgelerden test igin segilen {kp, kl-} degerleri.

R1 R> Rs3 R4 Rs
kp 0.5 -14 -6 -3 4
Ki 2 4.2 -2 -0.2 -2
0.5
[0) :’ioo
Im o * |
-0.5 : : : : :
-02 0 02 04 06 0.8 1 1.2
Re @
1 3

-0.4 0 04 08 12

® =+

1 05 0 05 1 15
Re (d) Re (e)

Sekil 5.7 : GD Mikhailov egrileri: (a) Ry bolgesi i¢in (b) R, bolgesi i¢in (¢) R; bdlgesi igin
(d) R, bolgesi i¢in (e) Ry bolgesi igin.

Sekil 5.7(a)’da R; bolgesi i¢in GD Mikhailov egrisinin kompleks diizlemin merkezini

cevrelemedigi, bununla birlikte Sekil 5.7(b-e)’de GD Mikhailov egrilerinin R,-R5 bolgeleri

icin kompleks diizlemin merkezini cevreledigi goriilmektedir. Bu, Denklem 5.57'deki

kompleks dereceli karakteristik denklemin GD Mikhailov kararlilik kriterine gore k; = 0
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icin Ry bolgesindeki tiim {kp, ki} degerlerinde kararli oldugu anlamina gelmektedir.

GD Mikhailov kararlilik kriteriyle elde edilen kararlilik sonuglarini dogrulamak igin
Cizelge 5.2'de verilen parametre degerleri i¢in kapali ¢evrim sisteminin birim basamak
cevaplar1 Sekil 5.8'de gosterilmistir. Sekilden agik¢a goriilmektedir ki, kontrol sistemi R,
bolgesinden segilen k,, ve k; degerleri igin kararli bir zaman yanmitina sahipken, diger
bolgelerde kararsiz zaman yanitlar liretmektedir. Zaman alani simiilasyonlart igin, [0.01-
100] rad/s frekans bandi iizerinde besinci mertebeden (N = 5) Oustaloup yaklasimi

kullanilmaistir.

Kontrolor parametresi k; degistirilerek, farkli k,; degerleri i¢in benzer sekilde 2 boyutlu
kararlilik bolgeleri elde edilebilir. Bunun i¢in yukarida k; = 0 i¢in yapilan islem farkl k4
degerleri i¢in tekrarlanir. Bu bolgeler birlestirilerek, kararlilagtiricr kp, k; ve kg
degerlerini iceren 3 boyutlu kararlilik bolgesi Sekil 5.9°da goriildiigi gibi elde edilir.
Sekilden de anlasilacagi gibi 3 boyutlu kararlilik bolgesi kapali bolge seklindedir.

1.5
l L
y(t) 057
0
-0.5 .
0 10 20 30 40 50
t (@)
6
5000 5 <10
0
Yo 0 yo
-5
-5000 10
50 100 0 10 20
t (b) t ©)
7 4
5 x 10 ) x 10
0
v w ¥ o
5
-10 -2
0 100 200 0 10 20
t (d) t )

Sekil 5.8 : Kapali dongii birim basamak fonksiyonu cevaplari (a) R; bolgesi i¢in (b) R,
bolgesi i¢in (¢) R3 bolgesi i¢in (d) R, bolgesi igin (e) Rs bolgesi i¢in.
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116

20 114

Sekil 5.9 : Ornek 5.2 i¢in kararlilik bolgesi.

Bu ornekte verilen sonuglardan, sunulan PID kararlhilastirma algoritmasimin kompleks
eslenik dereceli sistemler i¢in tiim kararlilastirict PID kontrolor setini elde etmek igin

giivenilir bir yontem oldugu agik¢a goriilmektedir.
Ornek 5.3: Transfer fonksiyonu,

0.1—j02  0.1+,0.2

$15+j07 31 T 5157707 1 1 (5.59)

G(s) =

seklinde verilen kompleks eslenik dereceli sistemi ele alalim. PID kontrolorlii kompleks

eslenik dereceli sisteminin kapali dongii karakteristik denklemi su sekilde elde edilir:

P(s) = s* + s25HL7 4 §257007 4 5 4 (kys? + kps + k;)x (5.60)

(0.1 4 j0.2)s*51%7 + (0.1 —j0.2)s>7107 + 0.2
J

Herhangi bir k,; degeri (k; = —0.5) i¢in parametre diizleminde kararlilik sinirlari ve bu
sinirlarin olusturdugu bolgeler Sekil 5.10'da gosterilmistir. Sekilden de goriildiigi lizere,
KKS egrisi ve GKS egrisi (kp, k;)-parametre diizlemini Ry, R, R3, R4 Ve Rs olmak iizere
bes farkli bolgeye ayirmaktadir. Kararlilik testi i¢in her bolgeden segilen rastgele (kp, ki)
test noktalar1 Cizelge 5.3'te verilmistir. Bolgelerin kararlilik testi i¢in referans polinom

asagidaki gibi segilir.

Wypip(s) = (s + 1)* (5.61)
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3 L I Li

R KKS
2 3 egrisi ]
w =2.01
1 eG,K.S. w =0.46 rad/sn
&t rad/sn
ki 0 \E/ _l 4
. kq=-0.5 icin
-1 L o=0 kararhilik
rad/sn R, bélgesi
-2
-6 -4 -2 0 2
Kp

Sekil 5.10 : k; = —0.5 i¢in (k,, k;)-diizleminde kararlilik smrlari.

Cizelge 5.3: Sekil 5.10'daki bolgelerden test igin segilen {kp, ki} degerleri.

R1 R2 R3 R4 Rs
Kp -0.2 -3 -3 -2 2
ki 1.4 -0.2 2 -2 -1

Cizelge 5.3’teki degerler kullanilarak elde edilen GD Mikhailov egrileri Sekil 5.11'de
goriilmektedir. Sekilden de goriildiigii iizere sadece Sekil 5.11(a)'da R; bolgesi icin GD
Mikhailov egrisinin kompleks diizlemin merkezini ¢evrelemedigi, Sekil 5.11(b-e)’de GD
Mikhailov egrileri, R,-Rs; bdlgeleri i¢in kompleks diizlemin merkezini c¢evreledigi
goriilmektedir. Bu durum, kompleks dereceli karakteristik denklemin (k; = —0.5) degeri
icin GD Mikhailov kararlilik kriterine gore Sekil 5.10'daki mavi renkli R, bolgesindeki
kontrolor degerleri i¢in kararli oldugu anlamina gelmektedir. Verilen prosediirii farkli ky
degerleri icin tekrarlayarak, kararlilastirict k,,, k; ve kg degerlerini igeren ii¢ boyutlu

kararlilik bolgesi Sekil 5.12'te ¢izdirilmistir.

Ornek 5.4: Sistemin derecesinin irrasyonel bir say1 oldugu ve transfer fonksiyonu
asagidaki gibi verilen kompleks eslenik dereceli bir sistemin PID kontrolor ile

kararlilastirilmasi islemini gerceklestirelim.

1 1

G(s) = 7 + X
s3I (—02-)) sPTI—(-02+))

(5.62)

107



Im 0
-1 !
-0.5 0 0.5 1 1.5
Re (@
1 1
o =0 ® =00 oy
Im O p--- ’ -\/-\\" Im 0 *\L‘\_‘I
_/\-) 0 =0
-1 -1
-1 0 1 2 -0.6 0 0.6 1.2
Re (b) Re (©)
1 1

-0.6 0 0.6 1.2 1.5
Re (d) Re (e)

Sekil 5.11 : GD Mikhailov egrisi: (a) Ry bdlgesi i¢in (b) R, bolgesi igin (c) R5 bolgesi igin
(d) R, bolgesi igin (e) Rg bolgesi igin.

Sekil 5.12 : Ornek 5.3 i¢in kararlilik bolgesi.
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Kontrol sisteminin kompleks dereceli karakteristik denklemi su sekilde elde edilir.

TT Tt
P(s) = s1*2V3 4 (0.2 — sV + (0.2 + )s* 177 + 1.04s
+ (kgs? + kps + k;) (s Vg4 sVTT 4 0.4)
k; = —0.01 igin, (kp, ki)-dﬁzlemindeki kararlilik smirlart ve 2-D boyutlu kararlilik
bolgesi Sekil 5.13'te gosterilmektedir. Bolgelerin kararlilik testi i¢in referans polinom

asagidaki gibi secilir.
Wrpip(s) = (s + 1)1+23 (5.64)

Cizelge 5.4’teki degerler kullanilarak elde edilen GD Mikhailov egrileri Sekil 5.14'te
goriilmektedir. Sekilden de goriildiigii iizere sadece Sekil 5.14(a)'daki GD Mikhailov egrisi
kompleks diizlemin merkezini c¢evrelememektedir. Bu durum, kompleks dereceli
karakteristik denklemin verilen k; degerinde GD Mikhailov kararlilik kriterine gore Sekil
5.13'teki mavi renkli bolgedeki kontrolér degerleri igin kararli oldugu anlamina
gelmektedir. Diger ky degerleri igin prosediir tekrarlanarak, tim kararlilagtiric ky, k; ve

kg degerlerini igeren ii¢ boyutlu kararlilik bolgesi, Sekil 5.15'te gosterilmektedir.

3 .

KKS

egrisi_ Rs
21 ; (Kararl Bolge)

R, "
ki 1}
o =0 rad/sn
’ 9 - 35
w =o.
GVK.S. R rad/sn \ Rs

| egrisi . . ;.J

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Sekil 5.13 : kg = —0.01 igin (ky, k;)-diizleminde kararlilik sinirlari.

Cizelge 5.4: Sekil 5.13'teki bolgelerden test i¢in secilen {kp, ki} degerleri.

R R» R3 R4 Rs
kp 1 -0.5 3 -2 3
Ki 1 1 4 -1 -1
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0.8

04| oo
T —" ¥

RN

-0.8

-02 0 02 04 06 08 1 1.2

Sekil 5.14 : GD Mikhailov egrisi: (a) Ry bdlgesi i¢in (b) R, bolgesi igin (c) R5 bolgesi igin
(d) R, bolgesi igin (e) Rs bolgesi igin.

ro

Sekil 5.15 : Ornek 5.4 i¢in kararlilik bolgesi.
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5.4 Kompleks Eslenik Dereceli Sistemler icin Frekans Ozelliklerine Gore Kesir

Dereceli Pl (PI*) Kontrolor Tasarim

Bu boliimde, kompleks eslenik dereceli sistemler i¢in kararlilastirma isleminin bir
uygulamasi olmasi amaciyla belli frekans spesifikasyonlarini saglayan kesir dereceli Pl
(PI ’1) kontrolor tasarimi gergeklestirilecektir. Bunun icin once ele alinan bir kompleks
eslenik dereceli sistem i¢in kontroloriin degisik A degerleri icin kararlilik bolgeleri elde
edilecek, ardindan bu kararlilik bdlgeleri i¢in degisik faz ve kazang paylarmna ait
kontrolorler belirlenecektir. Boylece bir tasarimci elde edilen kararlilik bolgesi iginden
hangi kontrolor parametrelerini segecegine dair bilgiler edinmis olacaktir. D-ayrigtirma
yontemi ile kararlilagtirma islemi bir frekans bolgesi teknigi oldugundan kontrolor
tasarimina dair spesifikasyonlarin frekans bolgesine ait olan kazang ve faz pay1 cinsinden
olmasi biiyiik kolaylik saglamaktadir. Bununla birlikte zaman bolgesi spesifikasyonlar1 da
kontrolor tasarimina dahil edilebilir. Bunun i¢in Hamamci ve Tan (2006) tarafindan
onerilen FTDP-map metodu kullanilabilir. Parametre diizleminde kararlilik bolgesi i¢inde
belli kazang ve faz payma sahip kontrolorleri elde etmek icin Sekil 5.1°de verilen kontrol
sistemine bir Kazan¢-Faz Pay1 Test Edicisi (KFPT) (Chang ve Han,1989) eklenecektir.
Sekil 5.16’da goriilen sistemin yeni halinde KFPT sabit bir say1 olup istenilen kazang ve

faz paylarinda kontrolor etkisi olugturmak icin kullanilacaktir.

Sekil 5.16°da gosterilen tek girisli-tek ¢ikislt geri beslemeli kontroldr sisteminde kompleks
eslenik dereceli sistemlerin kesir dereceli PI (PIA) kontrolér yapismi ele alalm. PI*

kontroldriin transfer fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir.

ki kpst+k (5.69)
Cs,k)=k,+—==——7—
(s, k) = kyp oA S2
rs) + y(s)
> » C(A®) —» C(s) —» G5 >
Kazang¢-Faz payt Kesir dereceli Kompleks eslenik
test edicisi PI kontrolor dereceli sistem

Sekil 5.16 : Kompleks eslenik dereceli sistemler igin PI* kontrolor tasarimi.
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Burada k, oransal kazang, k; integral kazang ve A ise integratdr elemaninin kesirli
derecesidir. Dolayisiyla k vektorii k = {kp, kl-,/l} seklinde tanimlanir. Sekilden, kompleks
eslenik dereceli bir sistemin tasarimci tarafindan istenilen faz ve kazang¢ paylarini
saglayacak sekilde kontrol edilmesini saglamak igin PI* kontroloriin 6niine KFPT

yerlestirilmistir. Bu test edici elemanin transfer fonksiyonu
Ci(A,®)=A.eI® (5.66)

bi¢imindedir. Burada A, kontrol sisteminin kazang payini, ¢ ise kontrol sisteminin faz
paym temsil etmektedir. Bu blok frekanstan bagimsizdir ve bir “sanal kompanzator”
olarak diisiiniilebilir. Sekil 5.16’da verilen kontrol sisteminin belirli bir kazang payi i¢in
kontrolor parametrelerinin - bulunmasi amaciyla Denklem 5.66’da ¢ = 0° olarak
ayarlanmas1 gerekir. Ote yandan, A = 1 ayan yapildiginda, belirli bir faz payr igin
kontrolor parametreleri elde edilir. Sekil 5.16’da gosterilen kapali ¢evrim sisteminin

karakteristik denklemi

P(s, k,A, @) =1+ C.(A,®)C(s,k)G(s) (5.67)

seklinde elde edilir. Denklem 5.18, 5.65 ve 5.66 yukaridaki denklemde yerine yazilirsa,

kst + k; ib — jb 5.68
P(S,k,A,¢)=1+Ae‘f¢’<pS >( at) a-J ) (568)

st SUHY — (c + jd) T (c—jd)

elde edilir. Gerekli matematiksel islemler yapilirsa;

P(s, k, A, @) = s?¥+4 — (¢ — jd)sM¥HY — (¢ + jd)s* ¥ I 4 (c? + d?)s?
+(Acos(¢)(a — jb)s*V + Acos(¢p)(a + jb)s* ¥ (5.69)
— Acos(¢)(2ac + 2bd) — jAsin(¢p)(a — jb)s*H¥
— jAsin(¢)(a + jb)s* /¥ + jAsin(¢)(2ac + 2bd))x(k7[,s)l + k;)

ve

P(s, k, A, @) = s?** 4 (—c +jd + k,Acos(¢)(a — jb) — jk,Asin(¢)(a — jb))sAtutiv
+ (—c —jd + kpAcos(¢p)(a + jb) — jkpAsin(¢p)(a +jb))s’1+“‘j"
+ (% + d? — kyAcos(¢)(2ac + 2bd) + jk,Asin(p)(2ac + 2bd))s*
+ (kiAcos(¢)(a — jb) — jkiAsin(¢)(a — jb))s**7”
+ (kjAcos(p)(a + jb) — jk;Asin(¢)(a + jb))s* /¥
+ (=k;Acos(¢)(2ac + 2bd) + jk;Asin(¢p)(2ac + 2bd))

(5.70)

112



bulunur. Denklem 5.70 i¢in GKS sinir1 igin s yerine 0 konulursa

ki[—Acos®(2ac + 2bd) + jAsin®(2ac + 2bd)] = 0 (5.71)
ve sonug olarak

ki=0 (5.72)

dogrusu elde edilir. SKS'yi hesaplarken, Denklem 5.70’teki karakteristik denklemde
terimlerden hangisinin derecesinin daha biiyiik oldugunu belirlemek gerekir. En bliyiik
derece 2u + A olup, katsayist bir kontrolor parametresi igermediginden karakteristik
denklem i¢in herhangi bir SKS bulunmamaktadir. KKS denklemini elde etmek igin,
Denklem 5.70’te s yerine jw konularak, reel ve sanal kisimlarina ayrilirsa asagidaki

denklem elde edilir:
P(jw, kA @) = RIP(j0)} + S{P(w)} = Rp + jlp = 0 + jO (5.73)
Denklem 3.31-3.33’teki agilimlar kullanilarak reel ve sanal kisimlar sifira esitlenirse
Rp =k, [Acos(¢) (axsms + bxsns + by ms — ay.ns + axemg — bxgng — by me
— ayng — (2ac + 2bd)x;my + (2ac + Zbd)ylnl)
+ Asin(¢)(—bx5m5 + axsns + ay.ms + by ns + bxgme + axgng
+ ay,mg — by ne — (2ac + 2bd)x;ny — (2ac + 2bd)y1m1)]
+ k; [Acos(qb) (ax3m3 + bxgng + by,mz — ay,ng + axym, — bxyn, (5.74)
— by,my — ay,ny — (2ac + Zbd)) + Asin(¢)(—bxsmsz + axzng
+ ay,ms + by,nz + bx,my + axyng + ay,my — by4n4)]
+ [xzmz — Y, N — CXsMs + Y N5 — dxsng — dy ms — CxgMg

+ cygne + dxgng + dy mg + (c2 + dz)xlml —(* + dz)ylnl] =0
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Ip =k, [Acos(¢)(—bxsms + axsns + ay.ms + by ns + bxgmg + axgng + ay,me
— by ng — (2ac + 2bd)xn; — (2ac + Zbd)ylml)
+ Asin(¢) (—axsms — bxgns — by.ms + ay ns — axeme + bxgng
+ by mg + ay ne + (2ac + 2bd)x;m; — (2ac + 2bd)y1n1)]

+ ki[Acos(¢)(—bx3m3 + axgng + ay,ms + by,ng + bxymy + axyny

+ay,my — by4n4) (5.75)

+ Asin(qb)(—ax3m3 — bxgng — by,mz + ay,ng — axymy + bxsn,

+ by,my + ay4n4) + (2ac + Zbd)]

+ [xznz + ¥,My — CX5N5 — CY M5 + dxsms — dy N5 — CXgNg

— Yy Mg — dxegmg + dy ne + (02 + dz)xlnjL —(* + dz)ylml] =0
bulunur. Burada,
wh = x + jy; jh=my +jny (5.762)
W = x, + jy, JAFA =, + jn, (5.76b)
WY = x5+ jys JUY =ms + jn, (5.76c)
W' = x4 + jy, JU = my + jny (5.76d)
WY = o+ jy. JAUHY = e+ jing (5.76e)
WM = x + iy, JAUY = m, 4 jng (5.76f)

seklinde hesaplanir. Denklem 5.74 ve 5.75 diizenlenerek asagida verilen iki bilinmeyenli

iki denklem elde edilir:

ky,K(w) + k;L(w) = M(w) (5.77)
k,P(w) + k;R(w) = S(w) (5.78)
Burada;

K(w) = Acos(¢)(axsmg + bxgng + bysms — aysng + axgmg — bxgng — bygmg — aygng
— (2ac + 2bd)x;mq + (2ac + 2bd)yin,)
+ Asin(¢)(—bxsms + axsng + aysms + bysng + bxgmg + axgng + aygsme

— bygng — (2Qac + 2bd)xyny — (2ac + 2bd)y;m;)

L(w) = Acos(¢) (ax3m3 + bxszn; + bysms — aysns + axymy — bxy,n, — by,m, —ay,n,
— (2ac + 2bd)) + Asin(¢)(—bxzms + axsnz + aysms + bysns + bx,m,

+ axyn, + ay,my — bysn,)
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M(w) = —[x,my, — Yony — CXsMs + Cyshs — dxsng — dYsMs — CXgMg + CYeNg + dxgNng

+ dygmg + (c? + d®)x;my — (c? + d?)yn,]

P(w) = Acos(¢)(—bxsmsg + axsng + aysms + bysng + bxgmg + axgng + aysmeg — bygneg
— (2ac + 2bd)xny — (2ac + 2bd)y;m;)
+ Asin(¢p)(—axsms — bxsng — bysms + aysns — axgmg + bxgng + bygmg

+ aygne + (2ac + 2bd)x;m; — (2ac + 2bd)yin,)

R(w) = Acos(¢)(—bxzms + axzns + aysms + bysns + bx,my + axyng + ay,my — by,n,)
+ Asin(¢p)(—axsms — bxzny — bysmsz + aysns — ax,my + bxyn, + by,m,

+ ay,n,) + (2ac + 2bd)

S(w) = —[xanz + y,my — cX5n5 — cYsMs + dXsms — dYsns — CXeN — CYsMe — dXsMs

+ dygng + (c? + d*)xyn; — (c? + d?)y;my]

(5.79a-f)
bi¢imindedir. Denklem sistemi ¢oziilerek, k,, ve k; parametreleri
" _ R(w)M(w) — S(w)L(w) (5.80)
p(@) = R(w)K(w) — P(w)L(w)
k(@) = M(w)P(w) — S(w)K(w) (5.81)

P(w)L(w) — K(w)R(w)

seklinde hesaplanir. Denklem 5.80 ve 5.81 kullanilarak, énce A =1, A=1 ve ¢ =0
almarak (ky, k;)-diizleminde tam say1 dereceli PI kontrolor igin kararlilik bolgesi elde
edilir. Daha sonra degisik A degerleri i¢in kararlilik bolgesinin degisimi gézlemlenir. Bu
islem esnasinda karakteristik denklemin en biiylik derecesi 2u + A oldugundan GD
Mikhailov kararlilik kriteri ile her bir bolgenin kararlilik durumu test edilirken referans

polinom asagidaki gibi secilir:
wpa(s) = (s+e)** >0 (5.82)

Kararlilik bélgesinin tayininin ardindan, arzu edilen kazang payma gore A’ya degerler
verilerek ilgili kazan¢ payma ait kontrolor degerlerini veren KKS egrileri elde edilir.
Ayrica istenilen faz payina karsilik gelecek sekilde ¢’ye degerler verilerek ilgili faz payina
ait KKS egrileri bulunur. Son olarak, tasarimcinin istedigi kazang payr ve faz payi
degerlerine ait iki egri tek bir grafikte cizdirilerek, grafiklerin kesistigi noktadaki ilgili

kazang ve faz payina karsilik gelen kontrolor parametreleri dogrudan elde edilebilir.
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Kompleks eslenik dereceli bir sistemin kesir dereceli PI* kontrolér kullanilarak kararlilik
bolgesinin elde edilmesi ve bu bolge iginde istenilen kazang ve faz payr degerlerine sahip
kontroloriin elde edilmesi i¢in yukarida verilen prosediir su sekilde maddeler halinde

Ozetlenebilir:
Adim 1: Sekil 5.16’da verilen kontrol sisteminin karakteristik denklemi elde edilir.

Adim 2: Denklem 5.71 kullanilarak GKS dogrusu elde edilir. Denklem 5.80 ve 5.81
kullanilarak KKS egrisinin ¢izimi igin gerekli olan k,, ve k; formiilleri elde edilir.

Adim 3: Her hangi bir A degeri igin;

(@) GKS dogrusu ve KKS egrisi ¢izdirilerek, (k,,k;)-parametre diizlemi bdlgelere

ayristirilir.

(b) Her bir bolgeden test noktalar1 segilerek bolgelerin kararliligt GD Mikhailov kararlilik
kriteri ile test edilir ve kararli bolge tespit edilir.

(c) Her bir bolgeden segilen kontrolor parametre degerleri kullanilarak kapali dongii

sisteminin zaman cevabi elde edilerek kararli bolge dogrulanir.

Adim 4: Integratdriin kesir derecesinin (A) farkli degerleri icin kararlilik bélgesinin

degisimi gozlemlenir.

Adim 5: Herhangi bir A degeri igin istenilen kazang ve faz payma ait kontrolor seti elde

edilir. Bunun i¢in:

(@) ¢ = 0 ve farkli kazang pay: degerleri icin (k,, k;)-parametre diizleminde KKS egrileri
elde edilir.

(b) A =1 ve farkh faz pay1 degerleri igin (ky, k;)-parametre diizleminde KKS egrileri

elde edilir.

Adimm 6: 1 =1 degeri icin istenilen kazan¢ ve faz pay1 egrileri tek bir grafik {izerinde
cizdirilerek, kesisim noktasindaki ilgili kazang ve faz paymi veren PI kontrolor belirlenir.
A’nin degeri (0, 2) araliginda degistirilerek, istenilen kazang ve faz payina sahip olan tiim

PI# kontrolor seti elde edilir.

Sonug olarak, tasarimci tasarimin basinda arzu etti§i kazang ve faz payir degerlerini
saglayan ve her bir A degeri i¢in birer tane PI* kontrolér elde etmis olur. Her bir kontroldr
icin kontrol sisteminin zaman cevabini c¢izdirerek, altinct adimda elde ettigi set i¢inde

istegi PI* kontrolorii belirlemis olur.
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Ornek 5.5: Transfer fonksiyonu

1 1 (5.83)

G(s) = §05+j05 _ (—0.5 + j0.75) + §0-5-J05 — (=0.5 —j0.75)

seklinde verilen kompleks eslenik dereceli bir sistemi goz Oniline alalim. Bu sistem igin
genlik paymm 2 ve faz paymm ise 45° oldugu bir PI* kontrol sistem tasarimi

hedeflenmektedir. Kapali gevrim sisteminin karakteristik denklemi

P(s) = s'™* — (=0.5 — j0.75)s**0-5+/05 — (—0.5 + j0.75)sA*+0-5-/0.75 (5.84)
+ 0.812551 +Ae—j¢(kps/1 + ki)(50.5+j0.5 +SO.5—j0.5 + 1)
seklinde elde edilir. Tasarima baslamadan once, sistemin kararlilik bolgesi elde edilir.

Herhangi bir A degeri igin A =1 ve ¢ = 0 alinarak kararlilik sinirlar1 bulunur. GKS

denklemi;
k; =0 (5.85)

olarak elde edilirken, SKS sinir1 bulunmamaktadir. (k,, k;)-parametre diizleminde KKS
egrisini elde etmek i¢in analitik olarak k, ve k; formiilleri Denklem 5.80 ve 5.81
kullanilarak hesaplanir. Sekil 5.17°de 4 = 0.9 segilerek (k,, k;) diizleminde KKS ve GKS
sinirlart gizdirilmigtir. Sekilden de gorildigi tizere KKS egrisi ile GKS egrisi, (kp, k;)

parametre diizlemini R4, R,, R3, R4 , Rs Ve Rg olmak {izere 6 ayr1 bolgeye ayirmaktadir.

Sekil 5.17°de her bir noktadan segilen k, ve k; degerleri Cizelge 5.5’te verilmistir.
Denklem 5.84’te verilen karakteristik denklemde en biiyiik derece "(1 + 1)" oldugu i¢in

referans polinom asagidaki gibi segcilir.

w,pa(s) = (s + 5)1* = (s + 5)*° (5.86)

Cizelge 5.5: Sekil 5.17'deki bolgelerden test icin segilen {kp, ki} degerleri.

R1 R» R3 R4 Rs Re
Ko 15 1 4 2 -0.8 -1.25
ki 5 30 -10 -20 -0.05 0.005
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20 - -
A=0.9 | KKS egrisi
A=1 J
10} ©=0° R, Ra
_—— Kararli Bélge
i | l
! U [ | A
Re & '
10 GKS egrisi R3
V .
20 : - :
-2 -1 0 1 2 3 4
K

=300 o=

Sekil 5.18 : GD Mikhailov egrisi: (a) Ry bdlgesi i¢in (b) R, bolgesi igin (c) R3 bolgesi i¢in
(d) R, bolgesi icin (e) Rg bolgesi igin (f) Rg bolgesi igin.
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Bu durumda rasyonel fonksiyon;

P(s)

LR (587)

formunda elde edilir. Cizelge 5.5'te her bir bolgeden segilen k), ve k; degerleri kullanilarak
Denklem 5.87'deki rasyonel fonksiyon i¢in elde edilen GD Mikhailov egrileri Sekil 5.18'de
gosterilmektedir. Sekilden, R; bdlgesinin kararlilik bolgesi oldugu goriilmektedir. Bu
sonucu dogrulamak i¢in, Cizelge 5.5’teki degerler kullanilarak her bir bdlge i¢in kontrol
sisteminin zaman bdlgesi simiilasyonu Sekil 5.19’da Oustaloup’un yaklagim metodu
kullanilarak elde edilmistir. Yaklasim metodunda N=5 ve w = [0.01 100] rad/sec
alimmustir. Sekilden de goriildiigli lizere, R, bolgesinde kontrol sistem kararli bir zaman

cevabina sahiptir.

2 1000
1
y(t) , y(t) o
0
-1 -1000
0 1 2 3 0 5 10
t (@) t (b)
8 31
5 x 10 5 x 10
’ v
y(t) s -5 \
-10 -10
0 5 10 0 5 10
(c) t (d)
4 24
1 x 10 ) x 10
0 0
yo y(t)., \
2 -4
0 5 10 0 5 10
t (e) t ()

Sekil 5.19 : Kapali dongii zaman cevaplari (a) Ry bolgesi i¢in (b) R, bdlgesi i¢in (¢) R3
bolgesi i¢in (d) R, bolgesi icin (e) Rs bolgesi igin (f) Ry bolgesi igin.
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Sekil 5.16’da verilen kontrol sisteminde kararlilik tizerine etkisi bulunan parametrelerden
biri de kesir dereceli PI kontroldriin (PI )‘) integrator derecesidir. A’nin farkli degerleri i¢in
kararlilik bolgeleri Sekil 5.20, 5.21 ve 5.22°de verilmistir. 0 < A < 1 araligindaki degerler
icin elde edilen kararlilik bolgeleri Sekil 5.20°de; 1 < A < 1.7 araligindaki degerler igin
elde edilen kararlilik bolgeleri Sekil 5.21°de ve 1.7 < A < 1.9 araligindaki degerler i¢in
elde edilen kararlilik bolgeleri ise Sekil 5.22°de gosterilmistir. Sekil 5.20 ve 5.21°den de
goriildiigii tizere; 0.1 < A < 0.3 araliginda integrator derecesi arttik¢a sistemin kararlilik
bolgesi azalmistir. A = 0.3’te kararlilik bolgesindeki azalma durmus ve 0.3 <A <1
aralifinda A degerinin artisina bagli olarak kararlilik bolgeleri tekrar biiylimeye baslamistir.
Bu aralikta Sekil 5.21°den de goriildiigii lizere en biiyiik kararlilik bolgesi A = 1.7°de
gbozlemlenmistir. Ancak Sekil 5.22°ye bakildigt zaman 1.7 <A1 <19 araliginda A
degerinin artisina bagl kararlilik bolgesinin tekrardan g¢ok kiigiilerek sifira yaklagtig
goriilmiistiir. Kesirli integral derecesi A = 2 degeri i¢in herhangi bir kararlilik bolgesi

olusmamustir.

Sekil 5.23’te istenilen kazan¢ paymna sahip olan kontrolorleri ifade eden egriler
goriilmektedir. Bunun i¢in Denklem 5.80 ve 81’deki A yerine farkli degerler verilerek
KKS egrileri ¢izdirilmistir. Normalde kararlilik sinirini ifade eden KKS egrisi, A’nin
degisik degerlerinde ilgili kazan¢g paymi veren egriye doniisiir. Bu egri, ilgili A kazang
paymi saglayan kontroldrlerin setini ifade etmektedir. Sekilde kontrol sisteminin diger
parametrelerinden integrator derecesi 4 = 0.9 ve faz pay1 ¢ = 0° kabul edilmis ve kazang
payr 0.4 < A < 2 aralifinda belirli oranlarla degistirilerek secilen kazan¢ payr degerini
saglayan kontrolorleri ifade eden egriler goriilmektedir. Sekilden de goriildiigl tizere
kazan¢ paymndaki artis kararlilik sinirlarmin daralmasima ve dolayisiyla daha kiigiik
kararlilik bdlgerinin olusmasina neden olmustur. S6z konusu kazang pay1 araliginda A = 2
icin en kii¢iik kararlilik bolgesi elde edilirken A = 0.4 i¢in en biiyiik kararlilik bolgesi elde

edilmistir.

Kararlilik bolgelerinin degisimi {lizerinde etkili olan bir diger parametre ise faz payidir.
Bilindigi iizere faz paymin asma miktar1 ve kararlilik bolgesi lizerine dogrudan bir etkisi
bulundugundan dolay1 tasarlanan kontrol sisteminde faz paymin Onceden ayarlanma
imkaninin bulunmasi sistem i¢in uygun kontrolor tasariminda biiyiik dnem arz etmektedir.
Sekil 5.24°te istenilen faz payina sahip olan kontrolorleri ifade eden egriler goriilmektedir.
Bunun i¢in Denklem 5.80 ve 81°deki ¢ yerine farkli degerler verilerek KKS egrileri

cizdirilmistir. Normalde kararlilik smirin1 ifade eden KKS egrisi, ¢’nin degisik
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degerlerinde ilgili faz paymi veren egriye doniisiir. Bu egri, ilgili ¢ faz payim saglayan
kontrolorlerin setini ifade etmektedir. Sekilde integrator derecesi A = 0.9, kazang pay1 A =
1 i¢in farkli faz pay1 (¢) degerlerinin kararlilik bolgesi tizerindeki etkisi gosterilmistir. Faz
paymin kararlilik bolgesi iizerindeki etkilerini incelemek igin faz payr 0° < ¢ < 90°
araliginda degistirilmis ve sirlarin olusturuldugu kararlilik bolgelerindeki degisim
gozlemlenmistir. Sekilden de anlagildig: iizere, faz payindaki artis kararlilik bolgesinde
kiiciilmeye sebep olmustur. En biiyiik kararlilik bolgesi ¢ = 0° i¢in ve en kiiciik kararlilik
bolgesi de ¢ = 90° degeri igin elde edilmistir.

25 T T T T
— A1=0.1 _
— i
20T A=04 P=0y
— A=0.5
- A=0.6
151 A=07 1
— i3
ki 10— %<1 1
5 L .
0 ~
GKS egrisi
_5 1 1 1 1
-6 4 2 0 2 4

600

500 ¢

400 |

P o )
L L 1V | L Y
PREREEE e
~Nooh~wNE

-100 .

i
)
(=

Sekil 5.21 : 1 < A < 1.7 aralifindaki integral derecesinin kararlilik bolgesi {izerine etkisi.
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500 F
400 | 1
300 F 8
ki
200 8
100 F &
0
_IDD 1 1 1 L 1 1 L 1
-1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
K
Sekil 5.22 : 1.7 < A < 1.9 araligindaki integral derecesinin kararlilik bolgesi lizerine
etkisi.
50 ' ' T ' '
—_— A=0.4 A =0.9
—— A=038 o |
0 A2 ¢ =0
— A=1.6

30 F— A=2 J

ki 20 .
10 ¢ 1
0 ~
10 Lo . GKS egrisi .
-2 0 2 4 6 8
Ko
Sekil 5.23 : 0.4 < A < 2 araliginda kazang pay1 degisimin kararlilik bolgelerine etkisi.
ED T T T T
— 00 2=0.9
—_— =15
15¢ ¢ =30° A=1 |
—_— =45°
@ =60°
1 D i I =75° 1
ki —_— =90°
5 I -~ ".-.--- T
0 el
/:'\
_ GKS egrisi
_j i i i i
-1 0 1 2 3
K

Sekil 5.24 : 0° < ¢ < 90" araliginda faz pay1 degisimin kararlilik bolgelerine etkisi.
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t (b)

1.2 T T T T
1 ————
0-8 ky=0.2; ki=1 1
y(t) 0.6 -
0.4 —¢=0° |4
$=30°
0.2 A=1 $=60° |
A=0.9 $=90°
O 1 1 1
10 15 20 25
t (©)

Sekil 5.25 : Kapali dongii zaman cevaplari (a) Farkli kesirli integral derecesi (4) degerleri
icin (b) Farkli kazang pay1 (4) degerleri icin (c) Farkl faz pay1 (¢) degerleri igin.
Sekil 5.25(a-c)’de sistemi kararli yapan sabit kontrolor parametreleri kullanilarak farkli
integral derecesi, kazan¢ pay1r ve faz payr degerleri i¢cin elde edilen birim basamak
cevaplar1 verilmistir. Sekil 5.25 (a)’da sabit A = 1, ¢ = 0" degerlerinde kararli kontrolor
parametreleri k, = 1.5 ve k; = 4 degerleri kullanilarak farkli integral derecelerine ait
birim basamak cevaplari verilmistir. Sekilden de goriildiigii iizere 4 degerinde meydana

gelen artisin  sistemin asma miktarin1 azalttii fakat yerlesme siiresini uzattig1
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goriilmektedir. Sekil 5.25 (b)’de sabit A = 0.9, ¢ = 0  degerlerinde kararli kontrolor
parametreleri k, =1 ve k; = 4 degerleri i¢in farkli kazang pay1 degerlerine ait birim
basamak cevaplar1 verilmistir. Sekilden de goriildiigli lizere A degerinde meydana gelen
artisin sistemin agma miktarmi arttirdigi fakat yerlesme siiresini azaltarak daha iyi cevap
verilmesini sagladig1 goriilmektedir. Sekil 5.25 (c)’de sabit A = 0.9, A = 1 degerlerinde
kararli kontrolor parametreleri k, = 0.2 ve k; = 1 degerleri kullanilarak igin farkl faz
payt degerlerine ait birim basamak cevaplart verilmistir. Sekilden de goriildigi iizere ¢

degerinde meydana gelen artisin sistemin agma miktarini arttirdig1 gézlemlenmektedir.

Sekil 5.26’da A = 1 i¢in kazang pay1 A = 2 (dolayistyla ¢p = 0°) olan ve faz pay1 ¢ = 45
(dolayisiyla A = 1) olan iki egri goriilmektedir. iki egrinin kesistigi nokta kazang pay1 A =
2 ve faz pay1 ¢ = 45’ olan kontrolor degerlerini bize vermektedir. Dolayisiyla tam say1
dereceli PI kontrolor, k, = —0.02126 ve k; = 2.98 parametre degerleri i¢in baslangigta
arzu edilen kazang ve faz payr degerlerini saglayan bir kontrolor olarak tasarlanmis
olmaktadir. Bununla birlikte, kesir dereceli PI kontrolorde A degeri 0’dan 2’ye kadar
degisebilecegi icin farkli kesir derecelerinde istenilen kazang ve faz paymi saglayan
kontrolor parametreleri ise Sekil 5.27°de goriilmektedir. Kesir dereceli kontrolor
kullanmanin bir avantaji olarak aym1 kazan¢ ve faz paymi saglayan cok sayida kontrolor
tasarimcinin se¢im alani i¢inde bulunacaktir. Tasarimcinin her bir kontrolor i¢in zaman
cevaplarina da bakarak istedigi kontrolorii se¢me esnekligine sahip olmasi biiyiik bir

avantaj saglayacaktir.

14

A=l

12y A=2, ¢ =0°

10 - "4

| A=1
K; k,=-0.02126
6 ki=2.98

4t A=1
A=1, ¢ =45°|

Sekil 5.26 : A = 2 kazang pay1 ve ¢ = 45’ faz payina sahip olan PI kontrolor
parametrelerinin elde edilmesi.
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2=12
k,=-0.005984
3571 ki=3.394 n
~»0 /=1
k,=-0.02126
2=0.2 v
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ki=2.348 2=0.8 . #7L4
K 25- v k,=-0.071 k,=-0.05671 |
b 3 k=2.453 | »O ki=2.651
4=04
4‘ """ =
2r k,=-0.3835 -3 O #2068 1
k=1 925 k,=-0.1682
= ki=2.072
15k A=15 i
k,=-0.1495
k=1.252 >
1 1 1 1 1 1 1 1
-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 04
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Sekil 5.27 : Cesitli A degerleri icin, A = 2 kazang pay1 ve ¢ = 45 faz payina sahip olan

PI* kontroldr parametrelerinin elde edilmesi.
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6. PARAMETRE BELIRSiZLiGIiNE SAHiP KOMPLEKS ESLENiK DERECELI
SISTEMLERIN DAYANIKLI KARARLILIK ANALIZI

6.1 Giris

Kontrol sistem tasariminda ¢ogunlukla sistemin nominal modeli goz 6niine alinarak isleme
baslanir. Bununla birlikte, ger¢ek sistemin davranisi neredeyse her zaman modelin
davranisindan farklidir. Ciinkii miihendislik sistemlerinde matematiksel olarak modelleme
yapilirken ¢evresel faktorler, fiziksel parametrelerdeki degisiklikler ve parca iiretim
toleranslar1 gibi sistem parametrelerini etkileyen bir¢cok faktor bulundugundan elde edilen
model higbir zaman sistemin davranigini tam olarak tanimlayamamaktadir. (Matust, 2008).
Tasarlanan bir kontroloriin sistemde meydana gelebilecek bu tiir degisikliklerle basa
cikabilmesi gerekmektedir. Bir kontrol sisteminin bu yetenegi dayanikiiitk (robustness)
olarak bilinir. Dolayisiyla dayanikli kontrol, gesitli tiirden belirsizliklere sahip sistemlerin
kontroliinii ifade eder. Dayanikli kontrol problemi, belirsizligin varliginda kabul edilebilir
performans1 garanti eden sabit tek bir kontrolor tasarlamaktir. Dayanikli kontroliin
olmadig1 ortamlarda sistem parametrelerindeki her degisim i¢in kontroldriin yeniden
tasarlanarak kontrol sistemine dahil edilmesi gerekmektedir. Bu durum maliyet, zaman
kaybt ve performans diismesi gibi sorunlar1 beraberinde getirmektedir. Kontrol
sistemlerindeki  belirsizlikler genel olarak yapilandirilmis ve yapilandirilmamis
belirsizlikler olmak tizere iki kategori altinda smiflandirilabilir (Tan, 1999). Parametrik
belirsizlik olarak da adlandirilan yapilandirilmis belirsizlik, sistem parametreleri hakkinda
bilginin kesin veya hassas olarak bilinmedigi durumlari ifade eder. Bu belirsizlik tiiriinde
sistemin genel matematiksel modeli bilinir ancak model parametrelerinde belli araliklarda
degisimler s6z konusudur. Parametrik olmayan belirsizlik olarak da adlandirilan
yapilandirilmamis belirsizlik ise modellenmemis dinamikleri, yiiksek frekans modlarinin
thmal edilmesi, dogrusal olmayan durumlar ve dogrusallastirmadan kaynaklanan hatalar
ifade etmektedir. Bununla birlikte, bir sistem modelinde hem parametrik hem de
parametrik olmayan belirsizlikler birlikte bulunabilir. Karisik belirsizlik olarak adlandirilan
bu durum dayanikli kontroliin en zor kismuni ifade eder (Bhattacharyya ve dig, 1995;

Sanchez-Pena ve Sznaier, 1998; Tan ve Atherton, 2002).
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1970'1i yillardan itibaren parametre belirsizligi igeren sistemler kontrol sistem
arastirmacilarinin dikkatini ¢ekmeye baslamis, bircok arastirmaci parametrik belirsizlik
altindaki sistemlerin dayanikli kararlilik analizi ve dayanikli kontrolor tasarimi {izerine
caligmalara baglamistir (Ackermann ve dig, 1993; Barmish, 1994; Bhattacharyya ve dig,
1995; Dijaferis, 1995). Kharitonov teoremi (Kharitonov, 1979) bu alandaki ger¢ek bir
doniim noktasi olmustur. Bu teorem; aralikli bir polinomun dayanikli kararliligint 6zel
olarak dort tane polinomun kararlii§inin test edilmesiyle belirlenebilecegini
kanitlamaktadir. Daha sonra, bir¢ok arastirmaci, daha karmasik belirsizlik igeren yapilar
icin bir dizi yontem gelistirmistir. Bu yontemler kenar teoremi (Bartlett ve dig, 1988),
Genellestirilmis Kharitonov teoreminin bir sonucu olan otuz iki kenar teoremi (Chapellat
ve Bhattacharyya, 1989), on alt1i sistem teoremi (Barmish ve dig, 1992) ve
haritalama/mapping teoremi (Barmish ve Jury, 1994; Bhattacharyya ve dig, 1995; Zadeh
ve Desoer, 1963) vb. seklinde siralanabilir. Kenar teoremi sadece dogrusal belirsizlik
yapilart icin kullanilabilmektedir. Bu teoreme gore, dogrusal belirsizlik yapisina sahip
polinom ailesinin tiim etkin kenarlar1 kararli ise tiim aile kararlidir. Coklu dogrusal ve
polinom belirsizlik yapilarina sahip polinom aileleri i¢in u¢ noktalara veya kenarlara dayali
yontemler ise yaramamaktadir. Coklu dogrusal belirsiz sistemlerin dayanikli kararlilik
analizi i¢in mapping/haritalama teoremi kullanilirken, polinom belirsizlik yapilart igin
deger kiimesi kavraminin sifirin diglanma kosulu ile birlikte kullanilmasi dnerilmektedir
(Matust ve dig, 2017). Belirsiz parametreli polinomlarin deger kiimesinden sifirin hari¢
tutulmas1 hesabina dayali dayanikli kararlilik analizi her parametre belirsizligi igin
kullanilabilen evrensel bir grafiksel yontemdir (Matust, 2008). Sifirin dislanma prensibini
kullanan deger kiimesi yaklasimi, 1950'lerde polinom aileleri i¢in bir frekans grafigi
yontemi O6neren Curtis’e kadar dayanmaktadir. Zaman i¢inde Zadeh ve Desoer (1963) ve
Barmish (1988) tarafindan yapilan ¢alismalarla bu yaklasim kontrol tasarimcilari arasinda
bilinir hale gelmistir (Ackermann, 2002).

Mikhailov kriterinin dayanikli kararlilik icin kullanilabilecegine dair ilk ipucu
Kharitonov'un makalesinde {inlii Kharitonov teoreminin (Kharitonov, 1979) kanitinda
belirtilmistir. Mikhailov kararlilik kriterine olan ilgi, dayanikli kararlilik analizinde Routh-
Hurwitz kriterinin diislik performans gosterdigi yerlerde potansiyel uygulamasi nedeniyle
1990’11 yillarda yeniden ortaya cikmistir (Fu ve Tsypkin, 1993). Dayanikli kararlilik
analizi i¢in Mikhailov kriterinin ilk dogrudan kullanimi Tsypkin ve Polyak (1991,1992)

tarafindan yapilan caligmalarda karsimiza cikmaktadir. Bu calismalarda hem nominal
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polinomun Kararliliginin hem de maksimum dayanikli kararlilik marjinin tek bir

degistirilmis Mikhailov grafigi kullanilarak elde edilebilecegini gosterdiler.

Bu boliimde oOncelikle polinom ailelerinin belirsizlik yapilar1 tanitilacak, parametre
belirsizligi iceren polinom ailelerinin dayanikli kararlilik analizi i¢in literatiirde siklikla
kullanilan yontemler ele alinacaktir. Ele alinan yontemlerin kompleks ve kompleks eslenik
dereceli sistem ailelerinin dayanikli kararlilik analizi i¢in uygulanabilirligi ayr1 ayri
incelenecektir. Bu boliimiin temel amaci, parametre belirsizligi igeren siirekli zamanli
kompleks eslenik dereceli sistemlerin dayanikli kararlilik analizine yonelik frekans
cizimlerine dayali iki farkli yaklagim sunmaktir. Sunulan yaklagimin birincisinde
parametre belirsizligine sahip kompleks eslenik dereceli sistemlerin dayanikli kararlilik
analizi, deger kiimelerinin gorsellestirilmesi ile desteklenen sifirin dislanma prensibi
kullanilarak arastirilacaktir. Ikincisinde ise parametre belirsizligine sahip kompleks eslenik
dereceli sistemlerin dayanikli kararlilik analizi GD Mikhailov kararlilik kriteri kullanilarak
gerceklestirilecektir. Parametre belirsizligine sahip kompleks eslenik dereceli sistemlerin
dayanikli kararlilik analizi {izerine literatiirde higbir ¢alisma bulunmadigindan dolay1 her

iki yontem birbirinin ispat1 niteliginde sunulacaktir.

6.2 Polinom Ailelerinin Belirsizlik Yapilar:

Bir sistemin P(s) karakteristik polinomu, parametre belirsizligi iceren bir polinom olsun
ve parametre belirsizligi vektorii p = [pq, p2, P3, -, pm]” ile ifade edilsin. Belirsizlik

kiimesi/kutusu Q, R™’de

0 ={plpi €|pi; 7], i=12..,m} (6.1)
seklinde tanimlanir. Burada p; ve pi,» pi parametresindeki degisimin alt ve iist limitlerini
gostermektedir. Bu durumda,

P(s,Q) = {P(s,p)| p € R™} (6.2)

kiimesine polinom ailesi denir. Bu durumda belirsiz parametreli polinom, p belirsizlik

vektoriine bagli olarak daha genel bir sekilde yazilirsa;

P(s,p) = an(p)s™ + ap_1(p)s™ " + -+ + a1 (p)s + ao(p) (6.3)

seklinde ifade edilir. Burada a;(p), i = 1,2, ..., n polinomun katsayilar1 olup, p belirsizlik

vektoriine baghdir. Belirsiz parametreli polinom ailesinin kararlilik analizinde Denklem
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6.3’teki polinomun katsayilarinin yapisi 6nemli bir rol oynamaktadir. a;(p) katsayilarinin
yapisina bagli olarak dort cesit belirsiz polinom yapis1 vardir (Barmish ve Jury, 1994; Tan,
1999):

1. Bagumsiz Belirsizlik Yapisi: Denklem 6.3’teki her bir a;(p) katsayisi ay(p) = po,
a,(p) = p1,..., an(p) = p, gibi yalnizca tek bir parametreye bagliysa, bu polinom
tiirii bagimsiz belirsizlik yapisina sahip bir polinomdur. Bu polinomlar ayn1 zamanda

aralik polinomlar (interval polynomials) olarak da adlandirilirlar. Ornegin;

P(s,p) = p25*+p1s + po (6.4)
polinomu bagimsiz (aralik) belirsizlik yapisini icermektedir. Aralik belirsizlik yapisina

sahip polinomlarin deger kiimesi bir kutudur.

2. Afin (Iligkili) Dogrusal Belirsizlik Yapist: Bu belirsizlik yapisinda, Denklem 6.3’te
verilen P(s,p) belirsiz polinom ailesinin «a;(p) katsayisi belirsiz parametrelerin

dogrusal fonksiyonudur. Ornek olarak asagidaki polinom verilebilir:

P(s,p) = (p1 + p3)s® + (2p1 — pp + p3 + 5)s + (p2 + p3) (6.5)

Bu tiir polinomlar ayn1 zamanda politopik polinom ailesi olarak da bilinmektedir. Afin

belirsizlik yapisina sahip polinomlarin deger kiimeleri disbiikey ¢okgenlerdir.

3. Coklu Dogrusal (Multilineer) Belirsizlik Yapisi: Denklem 6.3’te verilen P(s, p)
belirsiz polinomunda eger her bir a;(p)  katsayisi asagidaki gibi belirsiz
parametrelerin ¢oklu fonksiyonu ise ¢oklu dogrusal belirsizlik yapist vardir denir.

Ornek olarak asagidaki polinom verilebilir.

P(s,p) = 501020357 + (3p1p2 — p3)s + (4p2p3 + 2p1p2P3) (6.6)

4. Dogrusal olmayan (Polinom) Belirsizlik Yapisi: P(s,p) belirsiz polinomun a;(p)
katsayilar1 belirsiz parametrelerin dogrusal olmayan fonksiyonlari ise bu durumda
polinom belirsizlik yapis1 vardir denir. Ornek olarak asagidaki polinom yapisi

verilebilir.

P(s,p) = 3p1p3 — (5p1p2 + p2°)s + p1°s? (6.7)

Parametrik belirsizlie sahip sistemlerin, belirsizlik yapisina gore polinom tiirleri

arasindaki siralama
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Bagimsiz (Aralik) c Afin (iliskili) Dogrusal € Coklu Dogrusal (Multilineer)

c Dogrusal Olmayan (Polinom)

seklinde yazilabilir. Bu siralamadan anlasildig: lizere en basit belirsizlik yapisi, bagimsiz
belirsizlik yapist oldugu goriilmektedir. Bu dort belirsizlik yapisinin tiimii i¢in de gegerli
olmak tizere, bir polinom ailesi P(s, Q) verildiginde, eger P(s, Q) ’daki her polinom kararl
ise 0 zaman P(s, Q) ’nun dayanikli kararli oldugu sdylenir. Aksine, eger P(s, Q)’daki bir

veya daha fazla polinom kararsizsa o zaman P(s, Q) dayanikli kararli degildir denir.

6.3 Deger Kiimesi Kavrami

Deger kiimesi kavrami, parametre belirsizligine sahip sistemlerin kararliligini kontrol
etmek ve frekans yanitlarin1 hesaplamak i¢in dayanikli kontrolde yaygin olarak kullanilan
onemli bir kavramdir. Sabit bir polinom i¢in, polinomun sabit bir frekanstaki goriintiisii
kompleks diizlemde bir noktadir. Ancak parametre belirsizligine sahip bir polinom
ailesinin sabit bir frekanstaki goriintiisii noktalar kiimesidir. Bu kiimelere deger kiimeleri
ya da deger setleri denilmektedir. P(s,p)’nin, Denklem 6.3 ile tanimlanan belirsiz
parametreli bir polinom ailesi oldugunu varsayalim ve sabit bir frekansta w € R deger

kiimesi,

P(jw,Q) ={P(s,p)lp € 0} (6.8)

seklinde ifade edilir. Bagka bir deyisle, P(jw,Q), @’ nun P(jw,p)’deki goriintiistidiir.
Pratikte deger kiimeleri, P(s, Q) = {P(s,p)| p € Q} ailesinde s yerine jw yazildig1 zaman,
sabit bir frekans w degeri icin Q kiimesi iizerinde p belirsiz parametre vektoriinin

orneklendirilmesi (grid) ile deger kiimeleri elde edilir.

6.4 Sifirin Dislanma Prensibi

Denklem 6.3’te tanimlanan siirekli zamanli polinomlar ailesinin degismez dereceli
oldugunu farz edelim ve @ belirsizlik sinirlayici kiime i¢inde en az bir kararli polinoma
sahip olsun. Bu durumda smir gegis teoremine (Barmish ve Jury, 1994) gore, Denklem
6.3’te verilen P(s, p) belirsiz parametreli polinom kiimesinin dayanikli kararli olabilmesi
icin ancak ve ancak tim w > 0 frekans degerlerinde, deger kiimesi P(jw, @)’ ’nin kompleks
diizlemin merkezini yani sifir noktasini igine almamasi gerekir. Sifirin diglanma prensibi

olarak tanimlanan bu durum
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0¢P(w,Q) VYw=0 (6.9)

seklinde ifade edilir. Sifirin dislanma prensibinin gecerliligi oldukga evrenseldir ve
kullanim1 kapsamli bir alana sahiptir. Zaman gecikmeli sistemlerden kompleks belirsiz
yapili sistemlere kadar uygulanabilmektedir (Matust, 2008). Sifirin dislanma prensibiyle
birlestirilen deger kiimesi kavrami, belirsiz parametreli polinomlarin dayanikli kararliligi
analizinde kullanilan etkili bir yontemdir. Bu, belirsiz bir polinomun deger kiimesine
orjinin dahil edilmesi veya hari¢ tutulmasinin, deger kiimesinin sinir1 kullanilarak kontrol
edilebilmesi ger¢eginden kaynaklanmaktadir. Bu nedenle, belirsiz bir polinomun deger
kiimeleri kolaylikla olusturulabilir oldugunda bdyle bir polinomun analizi de kolay

olmaktadir.

6.5 Kharitonov Teoremi

Parametrik belirsizlik altindaki sistemlerin dayanikli kararlilik analizindeki gercek doniim
noktasi, Kharitonov teoremi ile olmustur (Kharitonov, 1979). Teoremin bat1 literatiiri
tarafindan kesfi Barmish (Barmish, 1984; Barmish ve Jury, 1994) ve Bialas’in (1983)
calismalar1 ile gerceklesmistir. Kharitonov teoremi, degismez dereceli bagimsiz belirsiz
polinom ailesinin dayanikli kararliligint bilinmeyen parametrelerin iist ve alt degerleri
kullanilarak sadece dort polinomun kararliliginin test edilmesiyle belirlenebilecegini
kanitlamaktadir. Aralik belirsizlik yapisina sahip bir polinomun katsayilarinin reel ve
kompleks olmasi durumunda iki sekilde Kharitonov polinomlari olusturulur

(Bhattacharyya ve dig, 1995):

1. Reel Katsayilh Aralik Belirsizligine Sahip Polinomlar i¢cin Kharitonov Teoremi:
Asagida verilen reel katsayili bagimsiz belirsizlik yapisina sahip bir tam say1 dereceli

aralik polinomunu ele alalim.
P(s) = pg + p15 + P52 + p3s3 + -+ p,s™ (6.10)

Bu polinomun katsayilar1 pg, p1,p2, .-, Pn  parametre belirsizligi yapisinda olup, p, €
[x0, Yol, P1 € [x1,¥1], o) Pn € [Xn, V] seklinde ifade edilsin. Burada x; degerleri
belirsizligin alt sinirini, y; degerleri ise st smirin1 ifade eder. Bu polinomun her bir
katsayis1 sadece bir parametreye bagli oldugundan dolayr bagimsiz belirsizlik yapisina
sahiptir. Kharitonov teoremine gore, Denklem 6.10°da verilen parametre belirsizligi
yapisindaki aralik kiimesinin kararli olabilmesi i¢in Denklem 6.11°de verilen dort

Kharitonov polinomunun Hurwitz kararli olmas1 gerekmektedir.
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KY(s) = x¢ + %15 + ¥,52 + y35% 4+ x48% + x55° + ygs® + -
K2(s) = xo + V15 + 252 + x353 4+ x45% + y55° + y¢s6 + - 610
K3(s) = yo + %15 + %352 + y35% + y,5% + x55° + x45° + -+ :

K*(s) = yo + y15 + %352 + x35% + y,5% + yc5® + x45° + -+

Yukaridaki dort Kharitonov polinomu asagidaki gibi basit bir kural ile kolay bir sekilde

olusturulabilir.
Kl=——-+4+-— .
KP=—+4+-—-+ ..
(6.12)
K3=4+-—-—4++— ..
Kt=+4+-—++ ..

Denklem 6.10’da verilen aralik polinomun her bir belirsiz parametresi i¢in elde edilecek
sonsuz sayidaki polinom ailesinin kararliligini incelemeye gerek kalmadan sadece bu dort
Kharitonov polinomu test edilerek aralik polinomun kararliligi hakkinda fikir sahibi
olunabilir. Bu dort polinomun kararliligi da Routh-Hurwitz ya da herhangi bir yontemle
test edilebilir. Kharitonov teoremi, aralik belirsizlik yapisina sahip tam say1 dereceli

polinomlarin dayanikl kararlilik analizi i¢in olduk¢a 6nemli sonuglar saglamaktadir.

2. Kompleks Katsayili Aralik Belirsizligine Sahip Polinomlar icin Kharitonov Teoremi:
Asagida verilen kompleks katsayili bagimsiz belirsizlik yapisina sahip bir tam sayi

dereceli aralik polinomunu ele alalim.

P(s) = (ap +jBo) + (a1 + jB)s + -+ (an + jBr)s" (6.13)

Bu polinomun katsayzilart,

@y € [x0, Y0l @1 € [X1,¥1], ., @ € [Xp, Y] (6.14)

:80 € [ZO' tO]' :81 € [Zli tl]l ---;,Bn € [an tn] (615)

seklinde ifade edilsin. Burada x; ve z; degerleri belirsizligin alt smirlarmi, y; ve
t; degerleri ise list sinirlarini ifade eder. Denklem 6.13’te verilen kompleks katsayili aralik
polinom ailesinin kararli olabilmesi igin asagida verilen 8 tane Kharitonov polinomunun
Hurwitz kararli olmasi gerekir. Bu durumda Kharitonov polinomlar1 agagidaki gibi

olusturulur:

Ki (s) = (xo + jzo) + (x1 + jt)s + (vo + jty)s? + (y3 + jz3)s®

(6.16)
+ (x4 + jza)s* + (x5 + jts)s® + -,
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K (s) = (xo + jto) + (1 +jt)s + (¥, + jzu)s% + (x5 + jz3)s3
+ (g +jtg)s* + (ys + jits)s® + -+,

K3 (s) = (yo +jzo) + (x1 +jz1)s + (xz + jtz)s? + (y3 + jitz)s®
+ (Vs +jza)s* + (x5 + jz5)s® + -+,

Ky (s) = (yo +jto) + (1 +jz1)s + (xz +jzz)s? + (x5 + jit3)s®
+ (Vs +jta)s* + (s +jzs)s® + -,

ve

K7 (s) = (xo +jzo) + (y1 +Jjz1)s + (y2 + jitz)s? + (x5 + jit3)s®
+ (x4 + jza)s* + (vs + jz5)s® + -,

Ky (s) = (xo +jto) + (x1 +jz1)s + (y2 +jzz)s* + (y3 + jit3)s®
+ (g +jty)s* + (x5 + jzs)s® + -,

K3 (s) = (vo +jz0) + (y1 +jz1)s + (x2 + jtz)s? + (x3 + jz3)s®
+ (s +jza)s" + (ys + jts)s® + -+,

Ky (s) = (yo +jto) + (x1 +jit)s + (xz + jzz)s? + (v + jz3)s®
+ (ya +jta)s* + (x5 + jits)s® + -,

(6.17)

Kharitonov'un orjinal teoreminin kaniti karmasiktir ve anlagilmasi nispeten zordur

(Anagnost ve dig, 1989; Dasgupta, 1988; Minnichelli ve dig, 1989). Denklem 6.11°de

verilen Kharitonov polinomlari, Kf,fgfc(s) ve Kg{rf (s) olmak tizere iki farkli ¢ift ve

Kiek (s) ve KLk (s) olmak iizere iki farkli tek kistmdan olusmaktadir. Denklem 6.11

yeniden diizenlenirse;

K'(s) = KST5(s) + KL (s)

min

K2(s) = K515 (s) + KLk (s)

.ft (6.18)
L

Kg(s) = Krilax(s) + KrI;LeiIf’L(S)

K*(s) = Kjphu(s) + Kk (s)

olur. Burada,

Kﬁg;(s) = Vo + x25% + V,5* + x65° + ygs® + -+,
Krgrf{nt(s) = xo + V252 + x45% + Y5 + xg5% + -, 6.19)
K5k () = y15 + x35% + y55° + 2757 + yo5° + -+,

Krtnellﬁl(s) = X5+ y353 + XSSS + y7S7 + _x959 + -,
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seklinde olusturulur. Denklem 6.10°da verilen aralikli polinomun sabit bir s = jw*
frekansinda deger kiimesi, kompleks diizlemde ortaya ¢ikan tiim olas1 kompleks degerlerin
iki boyutlu bir kiimesidir ve buna Kharitonov dikdortgeni de denir. Kharitonov
dikdortgeni, deger kiimesinin Ozel bir tiiriidiir. Sekil 6.1’de, Denklem 6.10’da verilen
aralik belirsizligine sahip polinomun s = jw* frekansinda deger kiimesinin olusturdugu
Kharitonov dikdortgeni ve Kharitonov polinomlarindan birine ait Mikhailov egrisi
goriilmektedir. Dort Kharitonov polinomu, Sekil 6.1'de goriildiigii gibi dikdortgenin

koselerini olusturmaktadir.

Imik] A
K K2 K*
Kr:fax @ ]
K(io*p)
/ Ki(0)
1 < -
<3 K Rel
K'(jo)

Sekil 6.1 : Kharitonov dikdortgeni ve K*(s)’in Mikhailov egrisi.

Genellikle sifirin diglanma prensibiyle birlikte deger kiimesi kavrami kullanildiginda,
Kharitonov teoreminin arkasindaki mantik anlasilabilir. Bu teoremin temeli aslinda
Mikhailov kararlilik kriterine dayanmaktadir. Boliim 4’te de ele alindig1 gibi n. dereceden
bir dogrusal bir sistemin kararlilig i¢in gerekli ve yeterli sart verilen sistemin karakteristik
denklemi icin ¢izilen Mikhailov egrisinin pozitif reel eksenden baslayarak saat yoniiniin
tersinde koordinatlarin orjinini ¢evreleyerek n ekseni art arda kesmesi gerekir (Popov,
1962). Mikhailov egrisinin sifirin diglanmas1 kuralina gore saat yoniiniin tersine orjini
cevrelememesi ya da orjinden ge¢cmemesi gerekir. Aralik polinomunun sabit bir
frekanstaki deger kiimesinin, kenarlar1 reel ve sanal eksenlere paralel olan bir dikdortgen
(Kharitonov dikdortgeni) oldugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla dikdortgen seklindeki
deger kiimesinin kenarlar1 reel ve sanal eksene paralel oldugundan, Kharitonov

polinomlarma karsilik gelen kdse noktalar kullanilarak orjinin bu dikdértgenin iginde veya
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disinda oldugu kolayca test edilebilir. Kharitonov teoremi sadece aralik belirsiz

parametreler i¢in uygulanabilmektedir.

Ornek 6.1: Uciincii dereceden aralik belirsizlik yapisina sahip bir polinom asagidaki gibi

tanimlanmais olsun.

P(s,p) = po + P15 + pp5* + pss® (6.20)
Burada p, € [2.2,3.8], p; € [5,6], p; € [3,4.3] ve p3 € [0.5,1.5] olarak verilsin. Dort
Kharitonov polinomu;

K'(s,p) = 2.2+ 55 + 4.35s% + 1.5s3
K?(s,p) = 2.2+ 65 + 4.35% + 0.5s3
K3(s,p) = 3.8+ 5s + 3s? + 1.5s3
K*(s,p) = 3.8+ 65 + 3s% + 0.553

(6.21)

bi¢ciminde elde edilir. Yukarida verilen dort Kharitonov polinomu kararli ise Denklem
6.20’de verilen parametre belirsizligine sahip aralikli polinomu ailesinin Hurwitz kararli
oldugu sonucuna varilir. 0 < w < 3 icin deger kiimeleri Sekil 6.2°de gosterilmistir. Her bir
frekans icin deger kiimeleri, koseleri Kharitonov polinomlarmma karsilik gelen bir
dikdortgendir. Sekil 6.2°de goriildigi tlizere Kharitonov dikdortgenleri orjini (sifir
noktasini) kapsamadigindan dolay1 sistem kararlidir yorumu yapilir. Ayrica w = 2 rad/sn
icin Denklem 6.20°deki aralik polinomunda her bir katsay1r parametresinin belirli adim
araliginda elde edilen deger kiimesi Sekil 6.3’te verilmektedir. Sekilden de goriildigi

tizere deger kiimesi Kharitonov dikddrtgenin i¢inde ve yiizeyinde bulunmaktadir.

10
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Sekil 6.2 : Denklem 6.20°deki aralik polinomun w € [0,3] rad/sn araliginda deger
kiimelerinin olusturdugu Kharitonov dikdortgenleri.
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Sekil 6.3 : w = 2 rad/sn i¢in Denklem 6.20’deki aralik polinomun deger kiimesi.

6.5.1 Kharitonov teoremi parametre belirsizligine sahip kompleks dereceli polinom

ailesine uygulanabilir mi?

Belirsiz parametreye sahip tam sayi dereceli aralikli bir polinomun dayanikli kararlilik
analizi Kharitonov teoremi kullanilarak gerceklestirilir. Fakat aralikli polinomun derecesi
kompleks bir say1 olmast durumunda Kharitonov teoreminin gecerli olup olmadigini analiz

edelim.

Ornek 6.2 : Asagida verilen parametre belirsizligine sahip kompleks dereceli aralikli bir

polinom yapisini ele alalim.

P(S, ,D) =po + p150.4+j0.5 + ,0250'6+j0'2 (622)
Burada p, € [6,8], p1 € [3,4] ve p, € [1,2] olsun. Denklem 6.22°deki polinomda s
yerine jw yazildiginda,

_ 0.4m . 04m .
P(w,p) = py + prw’* (cos (T) + ]sm(T)> (cos(0.5In(w))

+ jsin(0.5In(jw)))

+ pw%® (cos (g) +jsin(g)) (cos(0.2In(jw))

+ jsin(0.2In(jw)))

(6.23)

elde edilir. Yukaridaki polinomu reel ve sanal kisimlarina ayristirdigimiz zaman p; Ve p,

belirsiz parametrelerinin her iki denklemde de bulundugu goriilmektedir. Bdyle bir
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polinom yapisinin, bagimsiz belirsizlik yapisina uymadigi goriilmektedir. Denklem 6.24°te

dort Kharitonov polinomu verilmektedir. Denklem 6.22°nin her bir belirsiz parametresinin

degisim araliginda 10 nokta alinarak ve w = 2 rad/sn igin elde edilen 1000 polinomun

goriintiisii ve Kharitonov dikdortgeni Sekil 6.4’te gosterilmistir. Sekilden de goriildigi

gibi deger kiimesi bu dikdortgenin disina ¢ikmaktadir. Bu sebeple Kharitonov teoreminin

kompleks dereceli aralik belirsizligine sahip polinomu aileleri i¢in uygulanabilir olmadig:

sonucuna varilmaktadir.

K1(s) = 6 + 3s04+/05 4 2g0.6+j0.2
K2(s) = 6 + 4504+J05 4 250.6+j02
K3(s) = 8 + 3504+J05 4 1506+j02
K*(s) = 8 + 4504+J05 4 150-6+)02

(6.24)

[
3]

7 7.5 8 8.5 9 9.5 10 10.5 11

Sekil 6.4 : Denklem 6.22°deki kompleks dereceli belirsiz polinom ailesinin w = 2 rad/sn

i¢in dort Kharitonov polinomunun goriintiileri.

6.6 Kenar Teoremi

Kharitonov teoreminin uygulama alaninda iki temel kisitlama ile karsilagilmaktadir.

1.

Kharitonov teoreminin uygulama alani, aralik belirsizlik yapisina sahip tam sayi
dereceli polinom aileleri ile sinirlidir. Aralik belirsizlik yapisina sahip polinomlarda,
katsay1 fonksiyonlarinin bagimsiz olarak degistigi varsayilmaktadir. Yani, hicbir p;

katsayis1 baska katsayilar ile etkilesimde bulunmamalidir. Bu sebepten Gtiirii
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Kharitonov teoremi afin dogrusal, ¢coklu dogrusal ve polinom belirsizlik yapilari igin
kullanilamamaktadir.

2. Ayrica Kharitonov teoremi, kararlilik alaninin agik sol yar1 diizlemde kesistigi
polinomlara veya sistemlere uygulanabilmektedir. Bilindigi {izere kesir dereceli veya
kompleks dereceli sistemlerin kararlilik alan1 sadece sol yar1 s-diizlemi ile smirl
degildir. Bu yiizden kompleks dereceli polinom aileleri aralik belirsizlik yapisina sahip

olsa dahi Kharitonov teoremi uygulanamamaktadir.

Bir polinom ailesi, her zaman bagimsiz aralik yapisina sahip degildir. Belirsiz
parametrelerin birbirine dogrusal bir sekilde bagimli oldugu durumlar da mevcuttur. Bu tiir
polinom yapilart afin belirsizlik yapisina sahiptir (Bhattacharyya ve dig, 1995). Kompleks
diizlemde boyle bir polinomun deger kiimesi bir poligondur. Bu yiizden bu polinomlarin
belirsiz parametre sayisina bagli olarak kose polinomlar1 ve etkin kenarlari parametre
diizleminde g¢okgenler seklinde bir belirsizlik kiimesi olustururlar. Kenar teoremi, afin
dogrusal belirsizlik yapisina sahip polinom aileleri i¢in kullanilmaktadir. Kenar teoremi
icin “m” tane belirsiz parametre igeren bir belirsiz polinomda, parametre diizlemindeki
belirsizlik kutusu 2™ tane koseye, 2(M~Dx(2™ — 1) tane kenara ve bu kenarlarin
icerisinden mx2(™~1 tane etkin kenara sahiptir. “m” tane belirsiz parametre igeren bir
polinom kiimesinin kararli olabilmesi i¢in mx2(~1 tane etkin kenarin kararli olmasi
gerekmektedir (Bartlett ve dig, 1988). Belirsiz parametrelerin alt ve st degerleri

kullanilarak P(s)’in tiim 2™ kdse noktasi polinomlart Denklem 6.25’teki gibi yazilabilir.

ki(s) = pos™ + p15™t + pas®2 + -+ 4 ppsn
kz () = Pos™ + pys™ + pps® + o4 prsn
k3 () = pos™ +Pys™ + pps® + 4 prsn

(6.25)
ky(s) = pos™ + p1s™ + s + -+ + ppsn

kom(s) = pos® + p1s* 4+ p,s%2 + -+ + p,sn

Bu kose polinomlart kullanilarak etkin kenarlar elde edilebilir. kq(s) ile k,(s) kose
polinomlarma baktigimiz zaman p, parametresi disinda diger parametrelerin ayni oldugu
goriilmektedir. Dolayisiyla k4 (s) ile k,(s) kOse polinomlar: arasindaki bu fark, iki koseyi
birbirine baglayan bir kenarin mevcut oldugunu gosterir. Bir etkin kenar sOyle ifade
edilebilir.
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e(ky, ky) = (1 — Dky(s) + Ay () (6.26)

Burada A € [0,1] dir. Benzer sekilde diger etkin kenarlarda bu sekilde olusturulabilir. Tiim

etkin kenarlari iceren kiime asagidaki gibi tanimlanir.

Pr(s) ={ey, ey ..., €m-1}
= {(1 = Dky(s) + Ak (s), (1 — Dk () (6.27)
+ k3 (s), ..., (1 = Dkym-1(s) + Ak,m(s)}

Ormegin 3 tane parametre belirsizligine sahip bir polinomun; Sekil 6.5(a)’da parametre
uzayindaki belirsizlik kutusu ve Sekil 6.5(b)’de ise kdse polinomlart ile etkin kenarlar
arasindaki iligki gosterilmistir. Sekilden de goriildiigii {izere bu polinom; 23 = 8 tane kose

polinoma ve 3x2% = 12 tane etkin kenara sahiptir.

P2 4 Kose

Kenar  pi1p,p3

Ps
Belirsizlik Kutusu Q

(@) (b)

Sekil 6.5 : 3 tane parametre belirsizligine sahip bir polinomun; (a) parametre uzayindaki
belirsizlik kutusu (b) kdse polinomlari ile etkin kenarlar arasindaki iliski.

Denklem 6.3’te verilen polinomun s = jw’da deger kiimesinin sinirlari,
0P(jw, p) € Pr(jw) (6.28)

sartint1 saglamalidir. Burada 0 smurlart gostermektedir. Prp ise Denklem 6.27°de
tanimlanmistir. Denklem 6.3’te verilen polinomun s = jw’da deger kiimesinin sinirlar

etkin kenarlarin goriintiisiinden elde edilebilir. Bdylece biitiin w’ler i¢in dP(jw,p) C
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Pr(jw) yazilabilir. Denklem 6.28’den de anlasildigr iizere P(s, p) polinomunun deger
kiimesinin sinirlari, etkin kenarlar kiimesi Pg(s)’nin igerisindedir. Pg(s) konveks bir
poligondur. Boylelikle P(s, p) polinomunun kararliligint belirlemek i¢in etkin kenarlarin
kararliligini test etmek yeterlidir. Pg(s)’nin kararliligi, P(s, p) polinomunun kararliligin
garantiler. Sifirin dislanma prensibi deger kiimesi kavramiyla birlikte kullanarak; Denklem
6.3’te tamimlanan P(s,p) polinom en az bir kararli polinoma sahipse ve tiim frekans
degerlerinde Pg(s)’nin kenarlar1 orjini yani sifir noktasini i¢ermiyor ise dayanikli

kararlidir denir (Bhattacharyya ve dig, 1995).

6.6.1 Kenar teoremi parametre belirsizligine sahip kompleks dereceli polinom ailesine

uygulanabilir mi?
Ornek 6.3 : Asagidaki gibi kompleks dereceli bir aralik polinom ailesi verilsin.
P(s,p) = pg + p15°0H0* + p, 1508 4 9g22 (6.29)

Burada p, € [8,14], p1 €[7,10] ve p, € [0.5,1.5] olsun. Kompleks dereceli polinom
ailesi 3 tane belirsiz parametreye sahiptir. 23 = 8 tane kdse polinoma ve 3x22 = 12 tane
etkin kenara sahiptir. Kose polinomlari Denklem 6.30°da, etkin kenarlar kiimesi ise

Denklem 6.31°de verilmistir.

kl(s) — 8 4 7506+j04 4 () 5gl.5+j08 4 92.2

ky(s) = 14 + 75064704 4 0,5515+/08 4 2522

k3(s) = 8+ 10s06+/04 4 05515708 4 522

ko(s) = 14 + 105961704 4 0.551:5+/08 4 2522

ks(s) = 8 + 75064104 4 1,5515+/08 4 922 (6.30)
ke(s) = 14 + 75064704 4 1 5515408 4 7522

k;(s) = 8+ 10s06+/04 4 1 551.5+/08 4 3522

kg(s) = 14 + 10s06+/04 4 1 551.5+/08 4 2522

(e(ky(5),kz(5)), e(ky(s), ks(5)), e(ky(5), ks(s)))
e(kz(5), ka($))e(ky(5), ke (), e(ks(s), ka(s))

L e(ks(s), k7 (5))e(ka(s), kg (s))e(ks(s), ke () J (6.31)
e(ks(s), ky (5))e (kg (s), kg (s))e (k7 (s), kg(s))

Pp(s) =

Kenar teoremine gore, Denklem 6.29 ile verilen kompleks dereceli aralik polinomun deger

kiimesi, sabit w = w* frekansinda Denklem 6.31 ile verilen etkin kenarlarin olusturdugu
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goriintiileriyle sinirlanir. Her bir belirsiz parametrenin 0.2 adim araliklarla 6rneklenmesi
(grid) ile w = 3 rad/sn i¢in Denklem 6.29’da verilen polinom ailesinin deger kiimesi Sekil
6.6’da noktalar halinde gosterilmistir. Sekilde, w = 3 rad/sn i¢in deger kiimesinin etkin

kenarlar kiimesi tarafindan sinirlandirildig agikga goriilmektedir.

35 T T T T T T T T

Sekil 6.6 : Denklem 6.29’un w = 3 rad/sn’deki deger kiimeleri ve etkin kenarlarin
goruntust.
Sifirin diglanma prensibine gore Denklem 6.29 ile verilen belirsiz parametreli polinom
ailesinin en az bir tane kararli polinoma sahip olmasi gerekmektedir. Verilmis olan belirsiz

polinom ailesinin bir eleman1 Denklem 6.32’deki gibidir.
P(s,p) = 12 + 9506104 4 0 551.5+/08 4 2522 (6.32)

Denklem 6.32’de verilen polinomun kararliligini test etmek icin Bo6liim 4’te anlatilan GD
Mikhailov kararlilik kriterinden faydalanabiliriz. Referans polinom w,.(s) = 2(s + 5)??2
formunda segilerek, rasyonel fonksiyonun 0 < w < oo araliginda ¢izdirilmesi ile elde
edilen GD Mikhailov egrisi Sekil 6.7°de verilmektedir. Sekilden de goriildiigl iizere egri
kompleks diizlemin merkezini kapsamadigindan dolayr Denklem 6.32’de verilen polinom
kararlidir denir. Dolayisiyla verilmis olan belirsiz parametreli kompleks dereceli polinom
ailesinin en az bir kararli elemani mevcuttur ve polinom ailesinin w € [0,5] rad/sn
araliginda araliginda 0.5 adim aralikli frekans degerleri i¢in etkin kenarlarin goriintiisii
Sekil 6.8’de goriilmektedir. Sekil 6.8 incelendiginde tiim frekans degerlerinde Pg(s)’nin

kenarlar1 orjini yani sifir noktasini kapsamamaktadir ve ayrica Denklem 6.29°da verilen
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polinom ailesi bir kararli polinoma sahiptir. Dolayisiyla Denklem 6.29°da verilen belirsiz

parametreli kompleks dereceli polinom ailesi dayanikli kararlidir denir.

0.8

0.6

Sekil 6.7 : Denklem 6.32’de verilen polinomun 0 < w < oo frekans araliginda GD
Mikhailov egrisi.
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Re
Sekil 6.8 : Denklem 6.29°daki polinom ailesinin w € [0,5] rad/sn i¢in deger kiimelerini

icine alan kenarlar kiimesinin goriintiileri.

6.6.2 Kenar teoremi parametre belirsizligine sahip kompleks eslenik dereceli

sistemler icin uygulanabilir mi?
Ornek 6.4 : Asagida verilen belirsiz parametreli kompleks eslenik dereceli sistem ailesini
ele alalim.

1 1
G(s) = §0.7+j0.6 _ (c+jd) + §0.7—-j0.6 _ (c—jd)

(6.33)
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Burada c € [c,c] ve d € [Q,H] parametreleri belirsiz parametreler olsun. Bu sistem

ailesinin karakteristik denklemi

P(s) = s** — ([¢,c] —j[d,d])s*7+%6 — ([c, €] +j[d,d])s®7 % + [c, €] ?

_ (6.34)
+[d,d]?

seklinde yazilabilir. Karakteristik denklemden de goriildiigii tizere belirsiz parametrelerin

kareleri mevcuttur. Bu sebepten oOtiirii Denklem 6.34’te verilen karakteristik denklem

polinom belirsizligine sahiptir. d = 0 ve d # 0 i¢in olmak {izere kenar teoremini her iki

durum i¢in uygulayalim.

e d=0 oldugu durumda; c € [-1,—0.5] araliginda degissin. Bu sistem ailesinin

karakteristik denklemi,
P(s) = s** — [-1,-0.5]s%7+/%6 — [-1,-0.5]s%77/%¢ + [-1, —0.5]? (6.35)

seklinde yazilir. Bu durumda Denklem 6.35°te verilen polinom ailesinde bir tane (m = 1)
parametre belirsizligi mevcuttur. Kenar teoremine gére bu polinomun ailesi, 2™ = 21 = 2
tane koseye ve mx2(m=1 = 1x2° = 1 tane etkin koseye sahip olmalidir. Bu durumda kose

polinomu c’nin alt ve st sinirlar1 kullanilarak asagidaki gibi olusturulur.

kl(s) — Sl.4- + 150.7+j0.6 + 150.7—j0.6 + 1

. . (6.36)
k,(s) = st* + 0.55%7%/06 4 0,5507-J0-6 4 (.25
Etkin kenarlar1 i¢eren kiime ise;
Pg(s) = {e(ky(s), k2(s))} (6.37)

seklindedir. Kenar teoremine gore Denklem 6.35’te verilen polinom ailesinin deger kiimesi
sabit frekans degerinde Denklem 6.37°de tanimlanan etkin kenarlarin olusturdugu goriintii
kiimesi ile sinirlanmalidir. Yani deger kiimesi etkin kenarlarin olusturdugu seklin i¢inde
veya lizerinde olmalidir. w = 1 rad/sn ve w = 2 rad/sn i¢in ¢ € [—1,—0.5] araligindan
0.01 adim aralikli degerler alinarak elde edilen Denklem 6.35’in deger kiimesi Sekil 6.9’da
noktalar ile gosterilmistir. Ayn1 zamanda ayn1 frekans degerlerinde Denklem 6.36 ve 6.37
kullanilarak elde edilen etkin kenarlarin goriintiisii de Sekil 6.9°da siyah c¢izgi halinde
goriilmektedir. Sekilden de goriildigl ilizere deger kiimeleri etkin kenarlarin digina

kaymaktadir.

e d # 0 oldugu durumda c € [—0.9,—0.4] ve d € [—0.9,—0.5] araliginda degissin. Bu

sistemin karakteristik denklemi;
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P(s) = s** — ([-0.9,—0.4] — j[—0.9, —0.5])s*7*/06
— ([-0.9,-0.4] + j[-0.9,~0.5])s*77/%6 + [-0.9, ~0.4]° (6.38)
+[-0.9,-0.5]°

seklinde yazilabilir. Karakteristik denklemin polinom belirsiz yapiya sahip oldugu
goriilmektedir ve iki tane (m = 2) bilinmeyen parametresi mevcuttur. Kenar teoremi igin
Denklem 6.33’te verilen polinom ailesi, 2™ = 22 = 4 tane koseye ve m2(™~1 = 2,21 =
4 tane etkin kdseye sahip olmalidir. Bu durumda kose polinomlar1 belirsiz parametrelerin

alt ve tist sinirlar kullanilarak asagidaki gibi olusturulur.
ky(s) = s — (E _ji)50.7+j0.6 _ (E +jg)s°'7_j°'6 + 2 + d?

ky(s) = sl4 — (E _ji)50.7+j0.6 _ (E +jg)so.7—j0.6 + EZ + QZ
_ . r . —2 (6.39)
k3($) — Sl.4 _ (£ _jd)SO.7+]O.6 _ (E +jd)SO.7—]O.6 + £2 +d

— _ i _ —2
k,(s) = st — (E —jd)so'”fo'6 — (E +jd)s°'7_10'6 +7%+d
Etkin kenarlari i¢ceren kiime ise;

Pg(s) = {e(kq(s), k2(5)), e(kq(s), k3 (5)), e(kz(s), ka(s)), e(ks(s), ka(s))} (6.40)

seklindedir. w € [0,1] rad/sn arasinda 0.2 adim aralikli alinan frekans degerleri ve ¢ €
[-0.9,—0.4] ve d € [—0.9,—0.5] parametre araligindan 0.05 adim araliklarla alinan
parametre degerleri icin elde edilen Denklem 6.38’in deger kiimesi Sekil 6.10(a)’da
noktalar ile gosterilmistir. Ayni frekans degerleri i¢in Denklem 6.39 ve 6.40 tarafindan
olusan etkin kenarlarin goriintiisii de Sekil 6.10(a)’da goriilmektedir. Sekilden de
goriildiigii lizere deger kiimeleri yine etkin kenarlarin digina kaymaktadir. Sekil 6.10(b)’de
ise belirsiz parametreler daha yogun bir sekilde orneklendirilerek w = 1 rad/sn igin
ayrintili olarak deger kiimesi ve kose polinomlarinin olusturdugu etkin kenarlarin

goriintiisii goriilmektedir.

Sonug olarak Ornek 6.4’ten de goriildiigii iizere, kenar teoremi belirsiz parametreye sahip
kompleks eslenik dereceli sistemlere uygulanamamaktadir. Ciinkii bu sistemlerin
karakteristik denklemleri kompleks dereceli sistemlerin aksine polinom belirsizligine
sahiptir. Bu tiir polinom ailelerinin koseleri diiz bir kenara sahip olmamaktadir ve deger
kiimeleri bu kenarlarin digina tasabilmektedir. Bu yiizden kenar teoremi ile yapilan
dayanikli kararlilik analizi kararlilig1 garantilememektedir. Ozetle, kenar teoremi aralik ve
afin dogrusal belirsizlik polinom yapisina sahip kesir ve kompleks dereceli polinomu

aileleri icin kullanilabilmektedir. Fakat, ¢coklu dogrusal ve polinom belirsizligine sahip

144



kompleks dereceli polinom aileleri i¢in kenar teoremi kesin bir sonu¢ vermediginden

kompleks eslenik dereceli sistemler igin gecerli degildir.

5.5

w =2 rad/sn

o » =1 rad/sn

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Re

Sekil 6.9 : Denklem 6.35°te verilen polinom ailesinin w = 1 rad/sh ve w = 2 rad/sn i¢in
deger kiimesi ve etkin kenarlar kiimesinin goriintiisii.

5 ; ‘ ‘ ‘ ‘ 45
4 L
4 L
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35+
Im 2 Im
3 L
l L
ol 25}
-1 L L L L L 2 . . .
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 -1 0.5 0 0.5 1
Re (@) Re (b)

Sekil 6.10 : Denklem 6.38’in deger kiimesi ve etkin kenarlar kiimesinin goriintiisii (8) w =
[0:0.2: 1] rad/sn (b) w = 1 rad/sn.
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6.7 Parametre Belirsizligine Sahip Kompleks Eslenik Dereceli Sistemlerin Dayamkh

Kararhlik Analizi Uygulamalar:

Coklu dogrusal ve polinom belirsizlik yapilarina sahip polinom aileleri i¢in u¢ noktalara
veya kenarlara dayali yontemler ise yaramamaktadir. Bunun nedeni, 6rnegin g¢oklu
dogrusal belirsizlige sahip polinomlar ailesi i¢in deger kiimeleri yalnizca digbiikey degildir,
ayrica deger kiimelerinin sinirlar1 yalnizca kenarlarin goriintiilerinden degil, ayn1 zamanda
i¢ noktalarin goriintiilerinden de olusmaktadir. Coklu dogrusal belirsiz sistemlerin
dayanikli kararlilik analizi i¢in muhtemelen en iyi bilinen yontem mapping/haritalama
teoremidir (Barmish ve Jury, 1994; Bhattacharyya ve dig, 1995; Zadeh ve Desoer, 1963).
Ayrica, polinom belirsizlik yapisina sahip polinom ailesi i¢in deger kiimesi sadece
disbiikey degil, ayn1 zamanda disa dogru egriler u¢c noktalarin digbiikey goévdesini
olusturmaktadir. Bu yiizden Q’nun i¢ noktalarmin da test edilmesi gerekir. Polinom
belirsizlik yapisi, her bir polinom derecesi i¢in yeni parametrelerin eklenmesi ile ¢oklu
dogrusal belirsizlik yapisina doniistiiriilebilir. Bu teknik aslinda yapiy:r basitlestirir, ancak
parametre sayisini arttirir ve belirsizlik smirlayict kiime Q’nun seklini  degistirir.
Dolayistyla haritalama teoremi hicbir sekilde kullanilamamaktadir. Bu nedenle, ¢oklu
dogrusal ve polinom belirsizlik yapilart igin deger kiimesi kavrami ile sifirin diglanma
prensibinin beraber kullanilmasi Onerilmektedir. Aslinda, daha genel ve karmagik
belirsizlik yapilar i¢in tek olasilik budur, ¢iinkii bu polinom yapilart i¢in gegerli bir
herhangi bir teorik yontem bulunmamaktadir. Deger kiimesi kavrami evrensel bir yontem
olup polinom belirsizligi yapisina sahip polinomlar i¢in kullanilan tek yontemdir. Sifirin
diglanma prensibinin kullanilmasi i¢in 6n kosul, polinom katsayilarinin dikkate alinan

araliklarda siirekli fonksiyonlar olmasi1 gerektigidir (Matust, 2008).

Belirsiz parametre durumunda kompleks eslenik dereceli sistemlerin karakteristik
denklemi, polinom belirsizlik yapisina sahip olmaktadir. Bu nedenle bu sistemlerin belirsiz
parametre durumunda kararlilik analizlerinin gergeklestirilmesi olduk¢a zordur ve gecerli
bir yontem bulunmamaktadir. Bu boliimde, parametre belirsizligi iceren siirekli zamanh
kompleks eslenik dereceli sistemlerin dayanikli kararlilik analizine yonelik frekans
cizimlerine dayali iki farkli yaklagim sunulmaktadir. Belirsiz parametreli kompleks eslenik
dereceli sistemlerin dayanikli kararlilig1 analizi i¢in Onerilen yontemlerin birincisi, deger
kiimesi kavrami ve sifirin diglanma kosulunun kombinasyonuna dayanmaktadir. ikincisi
ise GD Mikhailov kararlilik kriteri tabanlidir. Bilgimiz dahilinde su ana kadar bu konuda

literatlirde yapilmis her hangi bir calisma bulunmamaktadir. Literatiirde ilk defa belirsiz
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parametreye sahip kompleks eslenik dereceli sistemlerin dayanikli kararlilik analizleri bu
tez kapsaminda gergeklestirilmistir. Her iki yontemde frekansa dayali grafik tabanli bir
yontem olup en basitinden ¢ok karmasik olanlara kadar ¢ok ¢esitli belirsizlik yapilari ig¢in

uygulanabilmektedir.

6.7.1 Deger kiimesinden sifirin dislanma prensibine dayal dayamikh kararhhk analizi

Transfer fonksiyon gosterimi en genel formu ile asagidaki gibi verilen belirsiz parametreli

kompleks eslenik dereceli bir sistem ailesini ele alalim.

[r, 7
G(s) =—== — 4+ == (6.41)

Burada G (s), belirsiz parametrelerin tiim kombinasyonlari altinda olusan kompleks eslenik

dereceli sistem ailesini gostermek tizere bu sistem ailesinde q € [q,q], r € [r,7] ve p €

[p,p] arahiginda degisen belirsiz parametreler olsun. [, belirsiz parametrenin alt sinirini,

[0 ise ist siurim gostermektedir. [Q,E] ise belirsiz parametrenin eslenigini ifade

etmektedir. q,7,p € C olmak tizere g =u+jv, r=a+jb ve p=c+jd (u>0 ve

u, v, a, b, c ve d belirsiz parametrelerinin alt sinirin1 ve u, v, a, E, T Ve d ise iist sinirmi
gostermek lizere u € [g,ﬂ], VE[vV], a€ [Q,E], b € [Q,E], c€lcc] ve de
[g, E] araliginda degissin. Sistem parametreleri daha acik bir bigimde Denklem 6.41°de

yerine yazilirsa, parametre belirsizligi iceren kompleks eslenik dereceli bir sistem ailesinin

en genel transfer fonksiyon formu

[a.@] +j[b,b] [a.@] - j[b,b]
sl — ([¢,¢] +j[d,d])  skem-iw? — ([¢,¢] - j[d, d])

G(s) = (6.42)

seklinde olusturulabilir. Bu baglhik altindaki amacimiz, yukarida transfer fonksiyon
gosterimi verilen sistemin parametre belirsizligi igermesi durumunda dayanikli kararlilik
analizini gergeklestirmek igin deger kiimesi kavrami ve sifirin diglanma prensibine dayali
bir grafiksel yontem sunmaktir. Parametre belirsizligine sahip kompleks eslenik dereceli
bir sistem ailesinin karakteristik denkleminin en genel formu

P(s) = s2lwdl — ([, €] - j[d. d]) slwal+ipy] _ ([¢,€] +j[d,d]) slwal-ilwv]

L, (6.43)
+[ec]” +[d, 4]
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biciminde ifade edilir. Onceki béliimlerde P(s) simgesi tek bir polinoma ait bir
karakteristik denklemi ifade ederken, P(s) ise parametre belirsizligi iceren bir polinom
ailesine ait karakteristik denklemi ifade etmektedir. Denklem 6.43’ten, karakteristik
polinom ailesinde sadece kompleks eslenik derece q = u + jv ve katsayr p = c + jd
parametrelerinin belirsiz olmast sistemin kararlilik durumunu etkilemektedir. Bir polinom
ailesinde polinom belirsizlik tiirli, katsayilar arasindaki iliski ile belirlenir. Bu durumda
katsay1 p = ¢ + jd parametresinin belirsiz olmasi durumunda, Denklem 6.43°ten de
gorildugi tizere P(s)’in katsay1 fonksiyonunda belirsiz parametrelerin kareleri mevcuttur.
Bu yiizden karakteristik denklem, dogrusal olmayan (polinom) belirsizlik yapisina sahip

olmaktadir.

Dayanikli kararlilik analizi igin en genel sekli ile belirsizlik kiimesi/kutusu @ € R™;

Q ={u,v,a,b,c,d,|un € [un; E],vn € [vn; v_n],an € [an; E],bn

E[b_n:E],an[c_n:a],dne[@;d_n] n=1,2,...,m} (6.44)

biciminde elde edilir. Denklem 6.43’te tanimlanan P(s) polinom ailesinin deger kiimeleri,
P(s, Q) = {P(s,u,v,a,b,c,d)|u,v,a,b,c,d € Q} ailesinde s yerine jw yazildig1 zaman,
sabit bir frekans w degeri i¢in Q kiimesi tlizerinde belirsiz parametre vektoriiniin
orneklendirilmesi (grid) ile deger kiimeleri elde edilir. Karakteristik denklem kompleks
dereceli bir forma sahip oldugu i¢in s’nin kompleks giicii i¢in deger kiimeleri Denklem
3.31-3.33 kullanilarak elde edilir. Tiim pozitif frekans degerlerinde P(s) polinom ailesinin
deger kimesi P(jw,Q) ancak ve ancak, 0 ¢ P(jw,u,v,a,b,c,d) sartin1 saglamasi
durumunda P(s) dayanikli kararlidir denir. Bagka bir deyisle, deger kiimesi kompleks
diizlemin merkezini yani sifir noktasini icermiyor ise ve en az bir tane kararli polinoma
sahip ise Denklem 6.41°de verilen belirsiz parametreli kompleks eslenik dereceli sistem

dayanikl kararhdir.

Deger kiimelerinin gorsellestirilmesi, belirsiz parametrelerin uygun bir sekilde
orneklenmesine (grid) ve belli bir frekans aralig1 i¢in deger kiimelerinin ilgili noktalarin
dogrudan hesaplanmasina dayanmaktadir. Denklem 6.41°de verilen aralikli polinomun
sabit bir s = jw™ frekansinda deger kiimesi, kompleks diizlemde ortaya ¢ikan tiim olasi
kompleks degerlerin iki boyutlu bir kiimesidir. Bu yontemin avantaji, yiiksek boyutlu bir @
calisma alani, her zaman iki boyutlu kompleks diizlem ile eslesebilmektedir. Bu nedenle,

deger kiimelerinin olusturulmasi grafiksel bir gosterime c¢ok uygundur. Kiimeler bir
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bilgisayar ortaminda ¢esitli frekanslar i¢in gorsellestirebilir ve kullanici, kiimeleri gorsel
olarak inceleyerek parametre belirsizligine sahip polinomun kararliligini arastirabilir. Bu
teknigin kullanim1 nispeten kolaydir ve gerekli ve yeterli kosulla dayanikli kararlilik
analizi gerceklestirilmektedir. Deger kiimesi kavrami ve sifirin diglanmasi prensibinin
kombinasyonuna dayanan grafiksel yontemin, en basit belirsizlik yapilarindan daha
karmagik belirsizlik yapilarina kadar ¢ok cesitli belirsizlik yapilarina uygulanabilmesi
bityiik bir avantajdir. Ote yandan, ¢ok sayida belirsiz parametre i¢in uzun bir hesaplama
siiresi bir dezavantaj olsa da gelisen bilgisayar teknolojileri ile birlikte bu sorun ortadan

kalkmaktadir.

6.7.2 Genellestirilen degistirilmis Mikhailov kararhhk Kkriteri tabanh dayamikh

kararhhk analizi

Tiim frekans degerleri icin bir polinomun degerini hesaplamak ve bunu kompleks
diizlemde c¢izmek, polinom frekans grafigini olusturmaktadir. Bir polinomun frekans
grafigine Mikhailov grafigi denir. Bu grafigin incelenmesi, polinomun kararlilig1 hakkinda
bilgi verir. Frekans alanina dayali grafik yontemlerin kullanilmasi, kompleks dereceli
sistemlerin kararlilik analizini basitlestirmektedir. Mikhailov kararlilik kriteri, siirekli
zamanli tam say1 dereceli sistemler i¢in klasik frekans alani kararlilik testlerinden biridir.
Kompleks dereceli sistemler sonsuz sayida koke sahip olduklarindan dolayr Mikhailov
kararlilik kriterini dogrudan bu sistemlere uygulamak zordur. Bu yiizden kompleks
dereceli bir polinoma ait GD Mikhailov egrisi polinomun kararlili§1 hakkinda daha kolay
bir sekilde bilgi vermektedir. Mikhailov kararlilik kriteri ve GD Mikhailov kararlilik kriteri
hakkinda detayl bir bilgi Boliim 4’te verilmistir.

Bu kisimda, Denklem 6.41°de transfer fonksiyonu verilen belirsiz parametreli kompleks
eslenik dereceli bir sistem ailesinin dayanikli kararlilik analizi i¢in GD Mikhailov
kararlilik kriteri tabanli bir yontem Onerilmistir. Belirsiz parametreli kompleks eslenik
dereceli bir sistem ailesinin Denklem 6.43’te verilen karakteristik denklem ailesinin her bir
denklemi bir referans polinoma bdliinerek asagidaki gibi bir rasyonel fonksiyon ailesi

olusturulur.
Y(s)

_ 5?07 — (o] [, sk 7 — (e, +jd, sl 4 [ o] +[4,9)  (649)

wy(s)
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Burada ¥(s), polinom ailesine ait rasyonel fonksiyonu; w,.(s) ise polinom ailesine ait
referans polinomu ifade etmektedir. Polinom ailesi i¢in bir referans polinom w,.(s)

asagidaki gibi secilir.
w,(s) = (s + &)2Mwdl >0 (6.46)

seklinde belirlenir. Goriildiigli lizere referans polinom ailesi sadece sistemin kompleks
eslenik derecesinin reel kismi (Re(q) = u) degistiginde degismektedir. Belirsiz parametre
kiimesinin alt ve iist sinirlar1 araliginda belirli adim araliklarla parametre degerleri alinarak
W € (—o0,) i¢in Denklem 6.45’te verilen rasyonel fonksiyon ailesinin ¥ (s = jw)’nin
¢izimi birden fazla GD Mikhailov egrilerinin olusmasini saglayacaktir. Belirsiz parametre
kiimesinin yogun bir sekilde 6rneklendirilmesi ile elde edilen GD Mikhailov egrileri tek bir
grafik iizerinde birlestirilir. Olusan tim GD Mikhailov egrilerinin sifir1 ¢cevrelemiyor ise
belirsiz parametreli kompleks eslenik dereceli sistem ailesi dayanikli kararlidir denir.
Cizdirilen ¥(s)’in daha diizgiin bir formda belirgin bir sekil olusturmasi igin &’nun
biliyiikliigli veya kiiciikliigli ayarlanabilir. GD Mikhailov kararlilik kriteri kutupsal
diizlemde kapali egriler sagladigindan, sistemin dayanikli kararlilik analizini
basitlestirmektedir. Kararlilik sartinin saglanmasi igin Denklem 6.45’te verilen rasyonel

fonksiyon ailesinin Denklem 6.47 ve 6.48°de belirtilen sartlar1 saglamasi gerekir.

L lim ¥(jw) = JL%’ME%% =1. (6.47)
2.9(j0) = ;%93) > 0. (6.48)

Denklem 6.47 ile 6.48’in Boliim 4’te verilen Denklem 4.24 ve 4.25°ten farki, belirsiz
parametrelerin 0rneklenmesi ile olusan tiim kombinasyonlarin olusturdugu tiim polinom

ailesini kapsamasidir.

Hatirlatma 6.1: Onerilen birinci yontemde, sifirin dislanma prensibine gore karakteristik
denklem ailesinden en az bir polinomun kararli olma sarti aranmaktadir. Bilindigi {izere
Boliim 4’te kompleks eslenik dereceli bir sistemin kararliligit GD Mikhailov kararlilik
kriteri ile test edilmektedir. Onerilen ikinci yontemde ise GD Mikhailov egrisi, tek bir egri
olmayip belirsiz parametre kiimesinin oOrneklendirilmesi elde edilen bir egri ailesi
bi¢imindedir. Yani bu egri igerisinde en az bir sistemin kararlilik durumunu icermektedir.

Ayrica onerilen her iki yontem de birbirini ispatlar nitelikte oldugundan dolayi, asagida
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verilen Orneklerde karakteristik denklem ailesinden en az bir polinomunun kararli olma

sartin1 tekrardan kontrol etme ihtiyacini ortadan kaldirmaktadir.

6.8 Uygulama Ornekleri

Bu kisimda sunulan iki farkli yontemin gecerliligini gostermek {izere, asagida dort farkl
belirsizlik yapisina sahip kompleks eslenik dereceli sistem i¢in dayanikli kararlilik analizi
Ornegi incelenecektir. Birinci 6rnekte yalnizca p parametresinin reel olarak, ikinci drnekte
yine yalnizca p parametresin hem reel hem de sanal olarak, tigiincii 6rnekte yalnizca g
parametresinin hem reel hem de sanal olarak ve dordiincii 6rnekte ise hem p ve hem de p
parametreleri birlikte olarak hem reel hem de sanal bir sekilde parametrik belirsizlige sahip

durumlar i¢in dayanikli kararlilik incelemesi yapilacaktir.

Ornek 6.5: Transfer fonksiyonu,

1
G(s) = §05+j05 [, 7] + §0:5-J05 — ¢, ]

(6.49)

seklinde verilen belirsiz parametreli kompleks eslenik dereceli sistem ailesini ele alalim.

¢ € R oldugu i¢in [c, c] = [c, c] olur (yani belirsiz parametrenin eslenigi yine kendisine

esit olur). Bu durumda sistem ailesinin karakteristik denklemi asagidaki gibi elde edilir.
P(s) = s — [,c]s*¥%% — [¢,T]s >3 + [¢,¢][¢, T] (6.50)

Karakteristik denklemden de goriildiigti tizere P(s), belirsiz parametrenin karesini
icerdiginden dolay1 dogrusal olmayan (polinom) belirsizlik yapisina sahiptir ve sadece tek
bir belirsiz parametresi vardir. Bu durumda iki u¢ noktast P(s, ¢) ve P(s,c) olan polinom
ailesi elde edilir. Bu polinom ailesinin deger kiimesi, P(s, c) ve P(s,c)’yi birlestiren bir
egri parcasi seklinde olur. Denklem 6.49°da verilen sistem ailesinin dayanikli kararliligini

ve dayanikli kararsizligini iki farkli belirsiz parametre durumu i¢in analiz edelim.

e Birinci durumda, c € [5.8, 6.6] araliginda degissin. Bu durumda sistemin karakteristik

denklemi asagidaki gibi yazilabilir.

P(s) = s — [5.8,6.6] %5105 — [5.8,6.6] s>57/ 95 + [5.8,6.6] [5.8, 6.6] (6.51)
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Sekil 6.11 : Denklem 6.51°de verilen polinomu ailesinin w € [0,22] rad/sn araliginda 0.5
adim aralikli deger kiimeleri.

Re

Sekil 6.12 : Denklem 6.51’in p = [5.8, 6.6] araliginda 0.01 adim aralikli GD Mikhailov
egrileri.
Karakteristik denklem i¢in w € [0,22] rad/sn arasinda 0.5 araliklarla, sistemin belirsiz
parametre araliginda ise 0.05 adim aralikla parametre degerleri alinarak elde edilen deger
kiimeleri Sekil 6.11°de gosterilmistir. Deger kiimeleri sifir noktasini igermediginden dolay1
Denklem 6.51°de incelenen polinom ailesinin dayanikli bir sekilde kararli oldugu sonucuna

varilir. Dikkat edilirse deger kiimeleri P(s, 5.8) ve P(s, 6.6)’yi birlestiren bir egri parcasi
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seklindedir. Belirsiz parametre [5.8, 6.6] araligindan 0.01 adim araliklarla alinan parametre
degerleri i¢in Denklem 6.45°teki rasyonel fonksiyonun ailesinin ¢izdirilmesi ile elde edilen
GD Mikhailov egrileri Sekil 6.12°de verilmistir. Sekilden de goriildigli tizere GD
Mikhailov egri ailesi sifir noktasini kapsamamaktadir. Bu yiizden ¢ € [5.8,6.6] igin
kompleks eslenik dereceli sistem ailesi dayanikli kararlidir denir. GD Mikhailov egrisi

ailesi ¢izdirilirken kullanilan referans polinom asagidaki gibi se¢ilmistir:
w,(s) = (s + 10) (6.52)

e Ikinci durumda belirsiz parametre ¢ € [4, 6] araliginda degissin. Bu durumda sistemin

karakteristik denklemi asagidaki gibi yazilabilir.
P(s) = 5 — [4,6] s*°*/05 — [4,6] 505775 4 [4,6][4, 6] (6.53)

w € [0,20] rad/sn arasinda 0.5 araliklarla; sistemin belirsiz parametre araliginda ise 0.01
adim aralikla parametre degerleri alinarak elde edilen deger kiimeleri Sekil 6.13°te
gosterilmistir. Deger kiimeleri sifir noktasini igerdiginden dolayr Denklem 6.53°te
incelenen polinom ailesinin kararsiz oldugu sonucuna varilir. Yukaridaki karakteristik
denklemin belirsiz parametre araligindan 0.05 adim araliklarla alinan parametre degerleri
icin Denklem 6.52°deki referans polinom kullanilarak rasyonel fonksiyon ailesinin
cizdirilmesi ile elde edilen GD Mikhailov egrileri Sekil 6.14’te verilmistir. Sekilden de
goriildiigii tizere GD Mikhailov egrileri sifir noktasini kapsadigindan dolay1 ¢ € [4, 6] i¢in

Denklem 6.49°da verilen kompleks eslenik dereceli sistem ailesi dayanikli kararli degildir.
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Sekil 6.13 : Denklem 6.53’te verilen polinom ailesinin w € [0,20] rad/sn araliginda 0.5
adim aralikli deger kiimeleri.
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Re
Sekil 6.14 : Denklem 6.53’{in ¢ € [4, 6] araliginda 0.05 adim aralikli GD Mikhailov
egrileri.
Ornek 6.6 : Transfer fonksiyonu,
1 1

G(s) =

50.632+j0.638 _ ([Q E] +j[i» E]) v 063270638 _ ([g, E] —j[Q, E]) (6.54)

seklinde verilen belirsiz parametreli kompleks eslenik dereceli bir sistem ailesini ele
alalim. Bu 6rnekte belirsiz katsay1 parametresi kompleks bir say1 olup iki farkli parametre

durumu i¢in sistem ailesinin dayanikli kararliligini analiz edelim.

e Ilk durumda belirsiz parametreler ¢ € [—1,—0.7] ve d € [0.2,0.5] araliginda degissin.

Sistemin karakteristik denklemi;

P(s) = s+26* — ([-1,-0.7] —[0.2,0.5])s*632+/0.638 659
, 6.55
— ([-1,-0.7] + j[0.2,0.5])s%6327/0638 4 [_1,—0.7] * 4+ [0.2,0.5]*

seklinde elde edilir. Sekil 6.15’te karakteristik denklemin w € [0,10] rad/sn arasinda 0.2
adim aralikli deger kiimesi gosterilmistir. Sekilden goriildiigii tizere, deger kiimeleri uygun
sekilde orneklenmis belirsiz parametrelerin tiim varyasyonlarinin goriintiilerine karsilik
gelen noktalardan olusmaktadir. Uygun deger kiimeleri elde edildiginde, kompleks
diizlemin merkezine gore konumlarinin kontrol edilmesi kararlilik hakkinda bilgi
vermektedir. Sekilden de goriildiigii tizere deger kiimesi kompleks diizlemin merkezini
icermemektedir ve sonug olarak Denklem 6.54°te verilen kompleks eslenik dereceli sistem

ailesi ¢ € [-1,—0.7] ve d € [0.2,0.5] araliginda dayanikli kararhidir. Asagidaki referans
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polinom kullanilarak, belirsiz parametre araligindan 0.05 adim aralikli parametre degerleri
icin elde edilen GD Mikhailov egrileri Sekil 6.16’da verilmistir. GD Mikhailov egrilerinin
sifir noktasini kapsamadigir goriilmektedir. GD Mikhailov egrisi ile de kompleks eslenik
dereceli sistem ailesinin belirsiz parametre araliginda dayanikli kararli oldugu teyit

edilmistir.

w,.(s) = (s + 5)1-264 (6.56)

S

Sekil 6.15 : Denklem 6.55’te verilen polinom ailesinin w € [0,10] rad/sn araliginda 0.2
adim aralikli deger kiimeler:.

Re

Sekil 6.16 : Denklem 6.55’in ¢ € [-1,—0.7] ve d € [0.2,0.5] araliginda 0.05 adim aralikli
GD Mikhailov egrileri.

155



e lkinci durumda belirsiz parametreler olan ¢ € [7,9] ve d € [1,1.5] araliginda

degissin. Bu durumda sistemin karakteristik denklemi;

'P(S) — 51.264 _ ([7, 9] —j[l, 1.5])50.632+j0.638

6.57
—([7,9] +j[1,1.5])s%6327/0638 4 [7,9]2 4 [1,1.5]? (657)

bi¢iminde yazilir. w € [0,10] rad/sn araliginda 0.5 adim araliklarla frekans degerlerinin
kullanilmast ve her iki belirsiz parametrelerin 0.01 adim aralikla 6rneklenmesi, Sekil
6.17’de gosterilen deger kiimelerine yol acar. Sekilden de goriildiigii iizere deger kiimeleri,
kompleks diizlemin orjinini igermektedir. Bu ylizden Denklem 6.54’te verilen kompleks
eslenik dereceli sistem ailesi ¢ €[7,9] ve d € [1,1.5] araliginda dayanikli kararl
degildir. Denklem 6.56°da verilen referans polinom kullanilarak, her iki belirsiz parametre
araligindan 0.2 adim aralikli parametre degerleri i¢in elde edilen GD Mikhailov egrileri
Sekil 6.18’de verilmistir. Sekilden de goriildiigii tizere GD Mikhailov egrileri sifir
noktasini kapsadigindan dolay1 sistem ailesi verilen belirsiz parametre araliginda dayanikli

kararli olmadig1 anlagilmaktadir.
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Sekil 6.17 : Denklem 6.57’de verilen polinom ailesinin w € [0,10] rad/sn araliginda 0.5
adim aralikli deger kiimeleri.
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Re

Sekil 6.18 : Denklem 6.57’nin ¢ € [7,9] ve d € [1, 1.5] araliginda 0.2 adim aralikli GD
Mikhailov egrileri.
Ornek 6.7 : Transfer fonksiyon gdsterimi

1 1
slwul+jlvyl 4 .25 * sleEl-il] 4 0,25

G(s) = (6.58)

seklinde verilen bir sistem ailesinde u € [0.9,1.2] ve v € [0.2,0.4] araliginda degissin.

Kompleks eslenik derecesi belirsiz olan bu sistem ailesinin karakteristik denklem ailesi;
P(s) = 52[0912] 4 (25 50912]1+00204] 4 ( 255[091.2]-j[0204] 4 () 25 2 (6.59)

bigiminde olur. Karakteristik denklemin, w € [0,1] rad/sn araliginda 0.05 adim aralikli
frekans degerleri i¢in her iki belirsiz parametrenin 0.005 adim araliklarla 6rneklenmesi ile
elde edilen deger kiimeleri Sekil 6.19°da gosterilmektedir. Sekilden de goriildiigl iizere
deger kiimeleri, kompleks diizlemin orjinini igermemektedir. Bu yiizden Denklem 6.58°de
verilen kompleks eslenik dereceli sistem ailesi u € [0.9,1.2] ve v € [0.2,0.4] belirsiz
parametre araliginda dayanikli kararlidir. Bu 6rnekte belirsiz parametre u’nun degisimi
referans polinomu da degistirmektedir. Asagidaki referans polinom kullanilarak, u ve v
belirsiz parametre araligindan 0.05 adim aralikli parametre degerlerleri alinarak elde edilen
GD Mikhailov egrileri Sekil 6.20’de verilmistir. Sekilden de goriildiigii tizere GD
Mikhailov egrileri sifir noktasini kapsamadigindan dolay: kompleks eslenik dereceli sistem

ailesi verilen belirsiz parametre araliginda dayanikli kararlidir.
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w,(s) = (s + 1)2[0-912] (6.60)
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Sekil 6.19: Denklem 6.59°da verilen polinom ailesinin w € [0,1] rad/sn araliginda 0.05
adim aralikli deger kiimeleri.

Sekil 6.20 : Denklem 6.59’unu € [0.9,1.2] ve v € [0.2,0.4] araliginda 0.05 adim aralikli
GD Mikhailov egrileri.

Ornek 6.8: Transfer fonksiyon gdsterimi,

1 1
_ — =
swa+ie?l — ([¢,¢] +j[d, d])  skH-ieY — ([¢,2] - j[d, d])

G(s) = (6.61)

158



seklinde verilen bir sistem ailesinde; kompleks eslenik derece parametreleri u € [1.1, 1.3]
ve v € [0.3,0.5] araliginda, sabit katsayr parametreleri ise ¢ € [—2.2,—2.1] ve d €

[0.3,0.4] degissin. Sistem ailesinin karakteristik denklem ailesi;

fP(S) — 52[1.1,1.3] _ ([_22’ _21] _][03’ 0.4])5[1.1,1.3]+j[0.3,0.5]

_ (6.62)
—([-2.2,—2.1] +j[0.3, 0.4])s[t-11:31-j103.05] 4 [_2 2 —2.1] 2 + [0.3, 0.4]?

bi¢giminde olur. Karakteristik denklemin, w € [0,6] rad/sn araliginda 0.2 adim aralikl
frekans degerleri icin her dort belirsiz parametrelerin 0.005 adim araliklarla drneklenmesi
ile elde edilen deger kiimeleri Sekil 6.21°de gosterilmektedir. Sekilden de goriildiigii lizere
deger kiimeleri, kompleks diizlemin orjinini igermemektedir. Bu ylizden Denklem 6.61°de
verilen kompleks eslenik dereceli sistem ailesi verilen belirsiz parametre araliinda
dayanikli kararlidir. Bu 6rnekte belirsiz parametre u’nun degisimi referans polinomu da
degistirmektedir. Asagidaki referans polinom kullanilarak, u, v, ¢ ve d belirsiz
parametrelerin 0.1 adim aralikli parametre degerlerleri alinarak elde edilen GD Mikhailov
egrileri Sekil 6.22°de verilmistir. Sekilden de goriildiigii tizere GD Mikhailov egrileri sifir
noktasint kapsamadigindan dolayr kompleks eslenik dereceli sistem ailesi dayanikli

kararhidir.

w,(s) = (s + 4)?[1113] (6.63)

700 60 500 400 300 2200 -10 0 10

A\

-

Sekil 6.21 : Denklem 6.62°de verilen polinom ailesinin w € [0,6] rad/sn araliginda 0.2
adim aralikli deger kiimeler.
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Sekil 6.22: Denklem 6.62°nin u € [1.1,1.3], v € [0.3,0.5], c € [-2.2,-2.1] ved €
[0.3,0.4] belirsiz parametre aralifinda 0.1 adim aralikli GD Mikhailov egrileri.
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7. PARAMETRE BELIRSiZLiGIiNE SAHiP KOMPLEKS ESLENiK DERECELI
SISTEMLER ICiN DAYANIKLI KONTROLOR TASARIMI

7.1 Giris

Kontrol sistem tasariminda, kapali ¢gevrimde sistemi kararli yapan kontrolor tipinin se¢imi,
kontroldr parametrelerinin tespit edilmesi ve sistem cevaplarinin istenilen bazi performans
kriterlerini saglamasi amaglanir. Bunun i¢in daha once Bolim 6°da da belirtildigi gibi
yapilacak ilk sey, kontrol edilecek sistemin matematiksel bir modelini olusturmaktir. Basit
bir model olusturma cabasi, 6zellikle sistemin hizli dinamik etkilerinin, dogrusal olmama
durumlarinin veya sistemin zamanla degisen davranislarinin ihmal edilmesi, nerdeyse her
zaman belirsizligin kaynagina yol agmaktadir. Fiziksel sistemlerde parametre belirsizligi
varlig1 istenen performans kriterlerinin saglanamamasina ve 6zellikle kararsizliga neden
olabilmektedir. Biitin bu bozucu etkilere ragmen, sistemin verimli c¢alisabilmesi
istenebilmektedir. Dolayisiyla bir sistemde dayanikli kararlilik ve performans elde
edebilmek icin sistemdeki belirsizligi de hesaba katmak gerekir. Dayanikli kontrol teorisi,
daha kararli ve tutarl bir sistem elde etmek igin biitiin bu tutarsizliklardan gelen etkileri
minimize etmek adina ugrasir. Bu sebeplerden 6tiirii bu sistemleri dayanikli kararli kilacak
kontrolorlerin tasarlanmasi1 giiniimiizde olduk¢a ©Onem kazanmaktadir. Dolayisiyla
parametrik dayanikli kontrol alani, gergek kontrol sistemlerinin tasariminda ve kararlilik
analizinde olduk¢a dnemlidir. Dayanikli olarak tasarlanan kontroldrler, tiim sistem ailesi
icin segilen tasarim kriterleri agisindan optimal kontrol yanitini her zaman garanti etmez.
Bununla birlikte, kontrol devresinin kararlilik ve asimptotik izleme gibi 6zelliklerinin
garantisiyle veya en fazla verilen sinirlar arasinda bazi kriterlerin degerlerinin korunmasini

saglarlar. (Kucera, 2001; Matust, 2008)

Bu bolimde parametre belirsizligine sahip kompleks eslenik dereceli sistemler icin
dayanikli PI ve PID kontrolor tasariminin gergeklestirilmesi hedeflenmektedir. Bunun i¢in
daha 6nce Boliim 5’te sunulan kompleks eslenik dereceli bir sistemin PI ve PID kontrolor
ile kararlilastirilmasi konusundan yola ¢ikilarak, bu kararli bolgeden segilen sabit degerli
bir kontroloriin kompleks eslenik dereceli sistemin belirsiz parametre igermesi durumunda

tim sistem ailesi i¢in kararlilik 6zelligini koruyup koruyamayacagi arastirilacaktir.
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Dolayisiyla, bu boliimde ele alinan parametrik belirsizlige sahip kompleks eslenik dereceli
sistemlerin PID tabanli dayanikli kontrolii konusu Boliim 5 ve 6’daki ¢ikarimlarin bir araya
getirilmesi ile elde edilen bir tasarim prosediiriinii sunacaktir. Bunun i¢in frekans bdlgesi
analizlerine dayali iki farkli yontem Onerilecektir. Bir sistem i¢in tasarlanan kontroloriin
parametre belirsizligine sahip kompleks eslenik dereceli bir sistem ailesi i¢in dayanikli
kararlilik testi, deger kiimelerinin gorsellestirilmesi ile desteklenen sifirin dislanma kosulu

ve GD Mikhailov kararlilik kriteri kullanilarak gergeklestirilecektir.

7.2 Belirsiz Parametre Uzayinda Dayamikh Kontrolor Testi ve Tasarimi

Bu boliimde, belirli performans ve dayaniklilik gereksinimleri goz 6niinde bulundurularak
bazi sabit kontrol yapilarinin dayanikli kararlilik testi ve dayanikli kontrolor tasarimi igin
bir yontem gelistirilmistir. Gelistirilen yontem Sekil 7.1°den de gorildiig tizere bir
sistemin se¢ilmesi, sentez asamasi ve analiz asamasi olmak ilizere ili¢ adimdan
olusmaktadir. Burada temel yaklasim, belirsiz parametreli sistem ailesini belirlemek, bu
aileye uygun dayanikli kontrolor tasarimi yapmak ve en sonunda dayanikli kontroldriin

dayanikli kararlilik analizini yaparak sonuglar1 dogrulamak {izerinedir.

Secilen belirsiz Kararli bolgeler iginden
o > bit kontrold
Belirsiz parametrelerin paraslileltrele(:)r? srgg(i)lrerek
parametrelerin E— olusturdugu sistem . dayanikli kontrolor
belirlenmesi ailesi i¢in tiim kararl analizinin
bdlgelerin bulunmasi e i
gergeklestirilmesi
() (b) (©)

Sekil 7.1 : Belirsiz parametre uzaymda dayanikli kontroldr testi ve tasarimi asamalari : (a)
Bir sistemin se¢ilmesi (b) Sentez asamasi (¢) Analiz agamasi.

r(s) y(s)
——( > c» —> 60O

T Parametre
Kontrolor belirsizligine sahip
kompleks eslenik
dereceli sistem

Sekil 7.2 : Parametre belirsizligine sahip kompleks eslenik dereceli bir kontrol sistemi.
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Sekil 7.2°de verilen kontrol sistemi i¢in parametre belirsizligine sahip kompleks eslenik
dereceli sistemler i¢in dayanikli kontroldr tasariminin gergeklestirilmesine yonelik

sunulacak olan prosediir su sekilde 6zetlenebilir:

1. Belirsiz Parametrelerin Belirlenmesi: Denklem 6.41 ile tanimlanan belirsiz parametreli
kompleks eslenik dereceli sistemin, Ornek 6.5-6.8’den de goriildiigii gibi bir parametresi
belirsiz olabildigi gibi tiim parametreleri de belirsiz olabilmektedir. Bu nedenle, dncelikle

sistem ailesinin igerdigi belirsiz parametreler belirlenir.

2. Belirsiz yapili sistem ailesi i¢cin PID tabanli kontrolor ile tiim kararlilik bolgelerinin elde
edilmesi (Sentez Asamast): Bolim 5°te anlatilan D-ayristirma yontemi ve kararlilik sinirlar
kullanilarak Denklem 6.41 ile verilen parametrik belirsizlige sahip sistem ailesinin her biri
icin PID tabanli kararlilik bolgeleri elde edilir. Tek bir parametrik diizlem grafigi iizerinde
tim ailenin kararlilik bolgeleri cizdirilir. Bu kararlilik bolgelerinin kesisimi dayanikli
kararlilik bolgesi olarak adlandirilir. Bu bolgenin 6zelligi, bu bolge iginde segilen bir
kontroldriin tiim belirsiz yapili sistem ailesini kararli yapma yetenegine sahip olmasidir.
Dolayisiyla verilen aralik i¢indeki tiim belirsizliklerin tiimiinii elimine ederek kararlilig

koruyan dayanikli bir kontrol sistemi elde edilmis olmaktadir.

3. Dayanikly kararlilik analizi ile sonu¢larin dogrulanmasi (Analiz Asamast): Dayanikli
kararlilik bolgesi i¢inden bir kontrolor segilir. Bu kontroloriin, belirsiz parametreli
kompleks eslenik dereceli sistem ailesi i¢in dayanikli kararliligr test edilir. Bunun igin
Boliim 6°da verilen prosediiriin kontrolor dahil edilen gelistirilmis bir sekli hem deger
kiimelerinin gorsellestirilmesi ile desteklenen sifirin dislanma prensibi ve hem de GD
Mikhailov kararlilik kriteri tabanli yontem kullanilarak, ikinci adimda elde edilen dayanikli

kontroldr sonuglart dogrulanir.

Yukarida verilen dayanikli kontroldr tasarim prosediiriiniin yaninda, bu bolimde farkl
olarak belirsiz yapili sistem ailesi i¢inden secilen bir nominal sistem i¢in elde edilen tek bir
kararlilik bolgesinden belirlenen kontroloriin dayanikli kararli olup olmadigini anlamak
icin dayanikli kararlilik analizinin nasil yapilacagina dair bilgiler ve uygulama 6rnekleri
verilecektir. Burada, dayanikli kararlilik analizi i¢in Onerilecek olan yontem yukarida
verilen prosediiriin {igiincli adiminda bahsedilen test prosediirii ile aynidir. Dolayisiyla
bundan sonraki iki boliimde 6nce kontroloriin dahil edildigi belirsiz yapili kompleks
eslenik dereceli kapali dongii sisteminin dayanikli kararlilik analizinin nasil yapilacagi

anlatilacak, daha sonra nominal sistem i¢in ele alinan bir PID tabanli kontrol sisteminin bu
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paragrafta anlatilan dayanikli kontrol analizi uygulamalarina 6rnekler verilecek, son olarak
da parametrik belirsizlige sahip bir sistem i¢in dayanikli PI ve PID kontrolor tasarimina ait

uygulama 6rnekleri verilecektir.

7.3 Deger Kiimesinden Sifirin Dislanma Prensibine Dayali PI ve PID Kontrol Sistemi

icin Dayanikh Kararhhk Analizi

Bu boliimde kompleks eslenik dereceli sistemler ic¢in tasarlanan PI ve PID kontrol
sistemlerinin dayanikli kontrol analizi, deger kiimesinden sifirin dislanma prensibine dayali
olarak gerceklestirilecektir. Sekil 7.2'de verilen kontrol sisteminde G(s), Bolim 6’da
Denklem 6.41°de verilen belirsiz parametreli kompleks eslenik dereceli sistem ailesi; C(s)

ise bu sistem ailesini kararlastirmak i¢in kullanilan herhangi bir kontrol6r olsun.

e Kullanilan kontrolériin Bolim 5’te Denklem 5.19’da transfer fonksiyon gosterimi
verilen bir Pl kontrolor olmasi durumunda; Sekil 7.2'de verilen kapali dongi

sisteminin karakteristik denklemi su sekilde yazilabilir.

TF] ki
Pl k) = 14| =+ — kp+—) (7.1)

Burada q,7,p € C (u> 0 ve u,v,a,b,c,d € R) bigimindedir. q = u + jv olmak iizere
ue [g, ﬂ] ve v € [v,v] araliginda; r = a + jb olmak iizere a € [g, E] ve b € [b, E]
araliginda ve p = ¢ + jd olmak tizere ¢ € [c,c] ve d € [Q, H] araliginda degisen belirsiz

parametreler olsun. Sistemin belirsiz parametreleri yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

en genel formu ile PI kontrol6rlii karakteristik denklem ailesi,

1+ [g,ﬂ] -j [yﬁ]

P(s, ) = 5?41 — ([ 7] — j[a, d])s 107 — ([ 2] + j[a, d])
+([e 2] +[2.d]")s + ([ @] - j[b,B])sle+ 7] (7.2)
+([a @] + jlb, Y)s™~127 — 2[q,@][c, €] - 2[b, B][d, d]Ix[kps + ki)

seklinde elde edilir.

e Kullanilan kontroldriin Bolim 5’te Denklem 5.41°de transfer fonksiyon gosterimi
verilen bir PID kontrolér olmasi durumunda; Sekil 7.2'de verilen kapali dongii

sisteminin karakteristik denklemi su sekilde yazilabilir.
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P(s, k) =1+ — 7] + _[E'F]__ (kp +%+ Skd) (7.3)

Sistemin belirsiz parametreleri yukaridaki denklemde yerine yazilirsa en genel formu ile

PID kontrolorlii karakteristik denklem ailesi en genel formu ile;

P(s, k) = 241 — (¢, 7] — j[d, d]) s Hledl i)

) 1+ [Eﬂ] —jlvv]

— ([¢, €] + j[d, d] + ([¢, €] + [d,d]?)s

+ [([a, @] — j[b, b])s&¥+/2¥] 1 ([a,a] + j[b, b])slwHl-ilz?]

(7.4)

— 2[a,a][c, €] - 2[b, b][d, d]1x[k; + kps + kqs?]

seklinde elde edilir. Yukarida PI ve PID icin verilen karakteristik denklemlerin, belirsiz
parametrelerin karelerini igerdiginden dolayr polinom belirsiz yapisina sahip oldugu
goriilmektedir. Kontrolor parametre vektori k = [kg, kq, ko, ..., k;] € K baz alinarak,
kullanilan kontrol6riin tiim sistem ailesi i¢in dayanikli kararliligini deger kiimesinden
stfirin hari¢ tutulmas1 kosulu ile test edelim. Sabit kontrolér parametre degerlerinde
Denklem 7.2 ve 7.4 i¢in en genel sekli ile belirsizlik kiimesi/kutusu Denklem 6.44’teki gibi
olur. Denklem 7.2 ve 7.4’de tamimlanan karakteristik denklem P(s) ailesinin deger
kiimeleri, P(s,k,Q) = {P(s,k,u,v,a,b,c,d)|u,v,a,b,c,d € Q} ailesinde s yerine jw
yazildig1 zaman, sabit bir frekans w degeri icin Q kiimesi iizerinde belirsiz parametrelerin
(belirsiz parametre vektoriiniin) orneklendirilmesi (grid) ile elde edilir. Sabit kontrolor
parametre degerlerinde w > 0 i¢in P(s) polinom ailesinin deger kiimeleri P(jw, k, Q)
ancak ve ancak, 0 ¢ P(jw,k,u,v,a,b,c,d) sartin1 saglamast durumunda kullanilan

kontroldr dayanikli kararlidir denir.

7.4 Genellestirilen Degistirilmis Mikhailov Kararhlik Kriteri ile PI ve PID Kontrol

Sistemi i¢cin Dayanikh Kararhhk Analizi

Bolim 4-6’dan da bilindigi iizere, oncelikle Sekil 7.2°de kontrol edilen sistemin
karakteristik denklem ailesinde her bir karakteristik denklem (PI kontrolér i¢in Denklem
7.2, PID kontrolor i¢in Denklem 7.4) bir referans polinoma bdliinerek yeni bir rasyonel
fonksiyon ailesi olusturulur. Kontroldr yapilari i¢in referans polinomun se¢imi Boliim 5’°te
detayli bir sekilde anlatilmistir. Her bir belirsiz parametrenin belli adim araliklarla
orneklenmesi ile rasyonel fonksiyon ailesinin —oo < @ < oo araliginda ¢izdirilmesi ile GD

Mikhailov kararlilik egrileri elde edilir. Burada GD Mikhailov egrisi, tek bir egri olmayip
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belirsiz parametre kiimesinin drneklendirilmesi elde edilen bir egri ailesi bi¢imindedir. GD
Mikhailov kararlilik egri ailesi kompleks diizlemin merkezini yani sifir noktasin
cevrelemiyor ise secilen kontrolor parametre setinde kullanilan kontrolér dayaniklidir

denir.

7.5 Uygulama Ornekleri

Asagida, belirsizlik igermeyen bir sistem i¢in tasarlanan PI veya PID kontrol sisteminin,
calisma esnasinda sistem parametrelerinde sonradan beklenmeyen bir sekilde meydana
gelen parametrik belirsizlik durumunda dayanmiklilik anlaminda kararliligini siirdiirtip
siirdiiremeyecegini anlamak amaciyla dayanikli kararlilik analiz 6rnekleri verilecektir.
Buradaki uygulama orneklerinin Bolim 6’daki 6rneklerden farki, onceki boliimde tek
basima sistemin dayanikli kararlilik analizi yapilirken bu boliimde kontrolér ilave
edildikten sonra kontrol sisteminin tiimiiniin dayanikli kararlilik analizinin yapilmasidir.
Dolayisiyla bu boliimdeki uygulama ornekleri daha karmasik bir dinamik {izerine

gergeklestirilmektedir.

7.5.1 PI kontrolor i¢cin dayanikh kararhlik analizi uygulamalar

Ornek 7.1: Sekil 7.2°de verilen kontrol sisteminde, transfer fonksiyonu asagidaki gibi olan
ve baslangicta belirsizlik icermeyen kompleks eslenik dereceli bir sistemi géz Oniine
alalim:

1
p + SO.S—jO.S _ Ij

G(s) = $05+j05 _ (7.5)

Bu ornekte p degeri reel bir say1 olup degeri p = —1.6 olarak verilsin. Tasarimcinin,
Boliim 5.2°de verilen yontem uygulanarak elde edilen kararlilik bolgesinden k, = 1.5 ve
k; = 30 kontrolor parametre degerlerini sectigi varsayilsin. Dolayistyla bu kontrolor i¢in
kontrol sistemi mutlak manada kararli bir ¢calisma sekli sergileyecektir. Uzun bir ¢calisma
siiresinden sonra, gesitli sebeplerden dolayr sistem parametrelerinde p € [—2.1, —1.4]
aralifinda bir degisim oldugu fark edilsin. Bu durumda PI kontrol sisteminin p
parametresinin de8isim araliginda mutlak kararliligi siirdiiriip siirdiirmeyeceginin
aragtirtlmas1 gerekir. Artik parametrik belirsiz yapili bir sekle doniisen PI kontrol

sisteminin karakteristik denklem ailesi,
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P(s, k) = s? — [-2.1,—1.4]s¥5H/05 — [-2.1, —1.4]*57/05 4+ [-2.1,—1.4]%s

_ _ (7.6)
+ (s05H/05 4 5057705 _ 21-2.1,—1.4]) (kps + k;)

seklinde olur. Karakteristik denklem ailesinin w € [0,90] rad/sn arasinda 1 adim
araliklarla; sistemin belirsiz parametre araliginda ise 0.01 adim aralikla parametre degerleri

aliarak elde edilen deger kiimeleri Sekil 7.3°te gosterilmistir.

HUU T T T T T 5|
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Sekil 7.3 : Denklem 7.6’da verilen polinom ailesinin w € [0,90] rad/sn araliginda 1 adim
aralikli deger kiimeleri.

Sekil 7.3’ten de goriildiigii lizere tek bir bilinmeyen parametre oldugu i¢in sabit bir w*
frekans degerinde deger kiimesi egri seklindedir. Deger kiimeleri sifir noktasini
igermediginden dolay; k,, = 1.5 ve k; = 30 degerlerinde PI kontrolériin p parametresinin
degisim araliginda dayanikli kararli oldugu sonucuna varilmaktadir. Belirsiz parametre p €
[—2.1,—1.4] araligindan 0.05 adim araliklarla alinan parametre degerleri i¢in asagidaki
referans polinom kullanilarak —o0 < w < 00 i¢in rasyonel fonksiyon ailesinin ¢izdirilmesi
ile elde edilen GD Mikhailov egrileri Sekil 7.4’te verilmistir. Sekilden de goriildiigii iizere
GD Mikhailov egri ailesi sifir noktasim kapsamadigindan dolayr k, = 1.5 ve k; = 30

degerlerinde PI kontrolér dayanikli kararlidir.

w,(s) = (s + 10)2 (7.7)
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Re
Sekil 7.4 : Denklem 7.6’nin p € [—2.1, —1.4] araliginda 0.05 adim aralikli GD Mikhailov
egrileri.
Ornek 7.2: Sekil 7.2°de verilen kontrol sisteminde, transfer fonksiyonu asagidaki gibi olan
ve baslangicta belirsizlik icermeyen kompleks eslenik dereceli bir sistemi goéz Oniine

alalim:

1 1
sL4+j08 — (¢ + jd) + s14=j08 — (¢ — jd)

G(s) = (7.8)

Bu sistemde ¢ = —2.95 ve d = —3.85 degerlerinin baslangicta bilindigi ve buna gore
Denklem 7.8°de verilen sistem i¢in elde edilen kararlilik bolgesinden tasarimcinin k,, =
0.1 ve k; =5 degerlerini sectigi farz edilsin. Uzun bir c¢aligma siiresinden sonra,
beklenmeyen bir sekilde sistem parametrelerinde ¢ € [-3.2,—2.7] ve d € [—4.1,—3.6]
araliginda bir degisim oldugu fark edilsin. Bu durumda PI kontrol sisteminin ¢ ve d
parametrelerinin degisim araliginda mutlak kararliligi siirdiirip siirdiirmeyeceginin
aragtirtlmas1 gerekir. Artik parametrik belirsiz yapili bir sekle doniisen PI kontrol

sisteminin karakteristik denklem ailesi,

P(s) = 538 — ([-3.2,-2.7] — j[—4.1,—3.6] )st+ut/¥
— ([-3.2,-2.7] + j[—4.1,—3.6] )1*u~ TV
+ ([-3.2,-2.7]* + [-4.1,-3.6] *)s
+ (swHv 4 sV = 2[-3.2,-2.7])(kps + k;)

(7.9)
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seklini alir. Karakteristik denklemin w € [0, 8] rad/sn araliginda 0.5 adim aralikli frekans
degerleri i¢in her iki belirsiz parametrenin 0.005 adim araliklarla 6rneklenmesi ile elde
edilen deger kiimeleri Sekil 7.5’te gosterilmistir. Sekilden de gorildiigii lizere deger
kiimeleri, kompleks diizlemin merkezini igermemektedir. Bu ylizden k, = 0.1 ve k; = 5
kontrolor parametre degerlerinde PI kontrolor Denklem 7.8’de verilen belirsiz parametreli
kompleks eslenik dereceli sistem ailesi i¢in dayanikli kararlidir denir. Asagidaki referans
polinom kullanilarak, ¢ ve d belirsiz parametre araligindan 0.1 adim araliklarla parametre
degerlerleri alinarak elde edilen 36 tane sistemin —oo < w < oo araliginda elde edilen GD
Mikhailov egrileri Sekil 7.6’da verilmistir. Sekilden de goriildiigii tizere GD Mikhailov
egrileri sifir noktasini kapsamadigindan dolay1 k, = 0.1 ve k; =5 i¢in PI kontrolor

dayanikli kararlidir.

w,(s) = (s + 2)38 (7.10)
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Sekil 7.5 : Denklem 7.9°da verilen polinom ailesinin w € [0,8] rad/sn araliginda 0.5 adim
aralikli deger kiimeleri.

169



Re

Sekil 7.6 : Denklem 7.9’un c € [-3.2,—2.7] ve d € [—4.1,—3.6] araliginda 0.1 adim
aralikli GD Mikhailov egrileri.

7.5.2 PID kontrolor i¢in dayanikh kararhlik analizi uygulamalari

Ornek 7.3 : Sekil 7.2°de verilen kontrol sisteminde, transfer fonksiyonu asagidaki gibi
olan ve baslangicta belirsizlik igermeyen kompleks eslenik dereceli bir sistemi gz Oniine
alalim:

0.1 — 0.2 0.1+ 0.2

G(s) = s12H/08 — (¢ + jd) * 1208 = (c—jd)

(7.11)

Bu sistemde ¢ = —1 ve d = —0.1 degerlerinin baslangigta bilindigi ve buna gére Denklem
7.11°de verilen sistem igin elde edilen kararlilik bolgesinden tasarimcimin k, = 0.5, k; =
3.5 ve k; =0.1 degerlerinde PID kontrolor sectigi farz edilsin. Uzun bir g¢alisma
stiresinden sonra, beklenmeyen bir sekilde sistem parametrelerinde ¢ € [—1.2,—0.8] ve
d € [-0.3,—0.1] araliginda bir degisim oldugu fark edilsin. Bu durumda PID kontrol
sisteminin ¢ ve d parametrelerinin degisim araliginda mutlak kararliligi siirdiiriip
siirdiirmeyeceginin aragtirilmasi gerekir. Parametrik belirsiz yapili bir sekle doniisen PID

kontrol sisteminin karakteristik denklem ailesi,
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P(s, k) = s3* — ([-1.2,—0.8] — j[—0.3,—0.1])s%2+/08
— ([-1.2,-0.8] + j[—0.3,—0.1])%27/08
+ ([-1.2,-0.8]? + [-0.3,—0.1]?)s + ((0.1 + j0.2)s'2*/08 (7.12)
+ (0.1 — j0.2)s'27/08 — 0,2[-1.2,—0.8]
+0.4[—0.3,—0.1]) (kgs? + kps + k;)

seklini alir. Karakteristik denklemin w € [0,1.5] rad/sn araliginda 0.1 adim aralikli
frekans degerleri i¢in her iki belirsiz parametrenin 0.001 adim araliklarla 6rneklenmesi ile
elde edilen deger kiimeleri Sekil 7.7°de gosterilmektedir. Sekilden de goriildiigii tlizere
deger kiimeleri, kompleks diizlemin merkezini igermemektedir. Bu ylizden k, = 0.5, k; =
3.5 ve k; = 0.1 kontrolér parametre degerlerinde PID kontrolér Denklem 7.11°de verilen
belirsiz parametreli kompleks eslenik dereceli sistem ailesi i¢in dayanikli kararlidir denir.
Asagidaki referans polinom kullanilarak, ¢ ve d belirsiz parametrelerinin 0.05 adim
araliklarla orneklenmesi ile elde edilen 45 tane kompleks eslenik dereceli sistem igin
—oo < w < oo araliginda elde edilen GD Mikhailov egrileri Sekil 7.8’de verilmistir.
Sekilden de goriildiigii tizere GD Mikhailov egrileri sifir noktasini kapsamadigindan PID

kontroldr dayanikli kararlidir.

w,(s) = (s + 1)34 (7.13)

\T’? |

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1
Re

Sekil 7.7 : Denklem 7.12°de verilen polinom ailesinin w € [0,1.5] rad/sn araliginda 0.1
adim aralikli deger kiimeleri.
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Im 0r
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Re

Sekil 7.8 : Denklem 7.12°nin ¢ € [-1.2,—0.8] ve d € [—0.3, —0.1] araliginda 0.05 adim
aralikli GD Mikhailov egrileri.

7.5.3 Parametre belirsizligine sahip kompleks eslenik dereceli sistem icin dayanikh PI

kontrolor tasarimi

Ornek 7.4: Bu 6rnekte hem kompleks eslenik derecenin hem de katsayr parametresinin
belirsiz oldugu durum i¢in asagida transfer fonksiyonu verilen kompleks eslenik dereceli

sistem ailesinin dayanikli PI kontrolor tasarimini gergeklestirelim.

1 1
— - + U v g
sl — (e c] +j[d d]) - skHTRI - ([ e] +j[d,d])

G(s) = (7.14)

Burada belirsiz parametreler u €[0.9,1.1], v €[0.5,0.7], c€[-2.3,-2] ve dE€
[—3.8,—3.5] araliginda degissin. Bu durumda PI kontroldrlii kontrol sistem ailesinin

karakteristik denklem ailesi,
P(S, k) — SZ[O.9,1.1]+1 _ ([_2_3’ _2] —j[—3.8, _3_5])51+[O.9,1.1]+j[0.5,0.7]
— ([-2.3,—2] + j[-3.8,—3.5])t+l091.1l-jl0:507]
+([-2.3,=2]% + [-3.8,—3.5]?)s + (s!0-211]+jl0.5,07] (7.15)
+5l0:0141=j105071 — 2123, —2]) (ks + k;)

seklinde olusturulur. Bolim 5.2°de bahsedilen kararlilastirma prosediirii  belirsiz

parametrelerin 0.1 adim araliklarla 6rneklenmesi ile olusan 3x3x4x4=144 tane sistem i¢in
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uygularsak elde edilen kararlilik bolgeleri Sekil 7.9°da gosterilmistir. Sekilden de

goriildiigii iizere tarali olan bolge ortak kararlilik bolgesidir.

Sekil 7.9’da belirtilen bolgelerden sabit kontrolor parametreleri segerek u ve v belirsiz
parametrelerinin 0.1, ¢ ve d belirsiz parametrelerinin ise 0.005 adim araliklarla
orneklenmesi ile elde edilen karakteristik denklem ailesi i¢in PI kontroldriin dayanikhi
kararlihigmi test edelim. (1) nolu bolgeden segilen k, =1 ve k; = 10 kontrolér parametre
degerlerinde karakteristik denklem ailesinin w € [0,10] rad/sn araliginda 0.5 adim aralikli
frekans degerleri i¢in deger kiimeleri Sekil 7.10°da gosterilmistir. Sekil 7.10°da deger
kiimeleri saat yoniiniin tersinde sifir noktasini dislamaktadir. Bu (1) nolu bblgeden segilen
kontrolor parametre degerlerinde PI kontrolor, Denklem 7.14’te verilen belirsiz parametreli
kompleks eslenik dereceli sistem ailesi i¢in dayanikli oldugu anlamina gelmektedir. (2)
nolu bolgeden segilen k, = 8 ve k; = 50 ve @ nolu bolgeden segilen k, = 8 ve k; =
170 kontrolor parametre degerlerinde karakteristik denklem ailesinin w € [0,20] rad/sn
araliginda 0.5 adim aralikli frekans degerleri icin deger kiimeleri sirasiyla Sekil 7.11 ve
7.12°de gosterilmistir. Sekil 7.11°e bakildigi zaman sistem ailesinin bazi parametre
degerlerinde saat yoniinde sifir noktasini dislarken; bazi parametre degerlerinde ise saat
yoniiniin tersine sifir noktasmi disladigi goriilmektedir. (2) nolu bolge Sekil 7.9’da
incelendigi zaman bazi belirsiz parametre degerlerinde bir kararli bolgeyi temsil ederken
baz1 parametre araliginda ise kararsiz bir bolgeyi temsil ettigi goriilmektedir. Baska bir
deyisle, k, = 8 ve k; = 50 kontroldr parametre degerleri bu sistem ailesini bazi belirsiz
parametre degerlerinde kararli bazilarin da ise kararsiz yaptigindan dolayr dayanikli
kararliligindan soz edilemez. Sekil 7.12°e bakildig1 zaman sistem ailesinin tiim belirsiz
parametre degerlerinde saat yoniinde sifir noktasini disladigi goriilmektedir. (3) nolu bélge
Sekil 7.9°da incelendigi zaman tiim belirsiz parametre araliginda sistem ailesi i¢in kararsiz
bir bolgeyi temsil ettigi goriilmektedir. Bagka bir deyisle, k, = 8 ve k; = 170 kontrolor
parametre degerleri bu sistem ailesini tiim belirsiz parametre aralifinda kararsiz
yaptigindan dolay1 kontrolor bu degerlerde dayaniklilik anlaminda kararsizdir denir. —oo <
w < oo araliginda her bir belirsiz parametrenin 0.1 adim araliklarla 6rneklenmesi ile elde
edilen 144 tane sistemin asagidaki referans polinom ailesi kullanilarak k, = 1 ve k; = 10
i¢in elde edilen GD Mikhailov egrileri Sekil 7.13(a)’da, k,, = 8 ve k; = 50 i¢in elde edilen
GD Mikhailov egrileri Sekil 7.13(b)’de ve k, =8 ve k; = 170 igin elde edilen GD
Mikhailov egrileri Sekil 7.13(c)’de verilmistir. Sekil 7.13 (a)’da gorildiigi tizere GD

Mikhailov egrileri sifir noktasini kapsamadigindan dolay1 kullanilan PI kontrolér dayanikli
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kararlidir denir. Sekil 7.13 (b-c)’de ise GD Mikhailov egrileri sifir noktasini kapsadigindan

dolay1 sistem ailesi i¢in kullanilan kontroldriin dayanikli kararli olmadig1 anlagilmaktadir.

w,(s) = (s + 2)2wul+1

(7.16)

Sonu¢ olarak, Denklem 7.14’teki parametrik belirsiz yapiya sahip kompleks eslenik

dereceli sistem Sekil 7.9°da goriilen tarali bolgeden secilen herhangi bir PI kontrolor ile

kontrol edildiginde kontrol sistemi kesin olarak dayanikli kararliliga sahip olacaktir.
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Sekil 7.9 : Denklem 7.14’te verilen sistem ailesinde belirsiz parametrelerin 0.1 adim
araliklarla 6rneklenmesi ile elde edilen kararlilik bolgeleri.
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Sekil 7.10 : k,, = 1 ve k; = 10 kontrolor parametre degerlerinde karakteristik denklem
ailesinin w € [0,10] rad/sn araliginda 0.5 adim aralikli deger kiimeleri.
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Sekil 7.11 : k,, = 8 ve k; = 50 kontrolor parametre degerlerinde karakteristik denklem
ailesinin w € [0,20] rad/sn araliginda 0.5 adim aralikli deger kiimeleri.
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Sekil 7.12 : k,, = 8 ve k; = 170 kontrolor parametre degerlerinde karakteristik denklem
ailesinin w € [0,20] rad/sn araliginda 0.5 adim aralikli deger kiimeleri.
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(b)

Sekil 7.13 : Denklem 7.157{in u, v, c ve d belirsiz parametrelerinin 0.1 adim araliklarla
orneklenmesi ile elde edilen GD Mikhailov egrileri : (a) k, = 1 ve k; = 10 i¢in (b) k,, =
8 ve k; = 50 i¢in () k, = 8 ve k; = 170 igin.

7.5.4 Parametre belirsizligine sahip kompleks eslenik dereceli sistem i¢cin dayamikh

PID kontrolor tasarimi

Ornek 7.5: Bu 6rnekte hem kompleks eslenik derecenin hem de katsay! parametresinin
belirsiz oldugu durum icin asagida transfer fonksiyonu verilen kompleks eslenik dereceli
sistem ailesini ele alalim ve dayanikli PID kontrolor tasarimini gergeklestirelim:
1
G(s) = - -
s[1:3151+j[05,07] — ([—1.2,—1] + j[—0.6, —0.4])

1
s[1:3.15]-j[0507] — ([=1.2,—1] — j[—0.6, —0.4])

(7.17)
+

Bu durumda PID kontrolérlii kontrol sisteminin karakteristik denklem ailesi,
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P(s, kp, ki, kq) = s34 — ([-1.2,-1] —
j[—0.6,—0.4])s 1 L-3L514/10.507] — ([—1.2, 1] +

j[—=0.6, —0.4])1+[1:3.151-j1050.7] 4 ([—1.2, —1]2 + [<0.6, —0.4]?)s +
(5[1.3,1.5]+j[0.5,0.7] + S[1.3,1.5]—j[0.5,0.7] _ 2[_1_2‘ _1])(ki + kps + kdsz)

(7.18)

seklinde elde edilir. Bashk 5.3’te bahsedilen kararhilastirma prosediirii, belirsiz
parametrelerin 0.1 adim araliklarla 6rneklenmesi ile olusan 3x3x3x3=81 tane sistem i¢in
uygularsak k; = 0.1 igin elde edilen kararlilik bolgeleri Sekil 7.14’te gosterilmistir. Sekilden

de goriildiigii iizere taral1 olan bdlge, 81 sistemin dayanikli kararlilik bolgesidir.

Sekil 7.14’te belirtilen bolgelerden sabit kontrolor parametreleri segerek u ve v belirsiz
parametrelerinin 0.1, ¢ ve d belirsiz parametrelerinin de 0.005 adim araliklarla 6rneklenmesi
ile elde edilen karakteristik denklem ailesi igin kullanilan PID kontroloriin dayanikli
kararliligini test edelim. (1) nolu bélgeden segilen k, = 0.5, k; = 1.2 ve k4 = 0.1 kontrolor
parametre degerlerinde karakteristik denklem ailesinin w € [0, 2] rad/sn araliginda 0.2 adim
aralikli frekans degerleri igin deger kiimeleri Sekil 7.15°te gosterilmistir. Sekil 7.15’te deger
kiimeleri saat yoniiniin tersinde sifir noktasini dislamaktadir. Bu (1) nolu bolgeden segilen
kontrolor parametre degerlerinde verilen belirsiz parametre araliginda PID kontroloriin
dayanikli kararli oldugu anlamina gelmektedir. (2) nolu bélgeden segilen k, =8,k =2ve
ks = 0.1 kontrolor parametre degerlerinde karakteristik denklem ailesinin w € [0, 7.5]
rad/sn araliginda 0.3 adim aralikli frekans degerleri i¢in deger kiimeleri Sekil 7.16’da
gosterilmistir. Sekilden de goriildiigii iizere sistem ailesinin bazi parametre degerlerinde saat
yoniinde sifir noktasini diglarken; bazi1 parametre degerlerinde ise saat yoniiniin tersine sifir
noktasmi digladigi goriilmektedir. Bu durum segilen kontrolor parametre degerinin bazi
sistem parametreleri igin kararlilifa bazilarinda ise kararsizliga sebep oldugunu
gostermektedir. (2) nolu bolge Sekil 7.14’te incelendigi zaman bazi belirsiz parametre
degerlerinde bir kararli bolgeyi temsil ederken diger parametre araliginda ise kararsiz bir
bolgeyi temsil ettigi goriilmektedir. Bu yiizden (2) nolu bélgeden segilen kontroldr parametre
degerlerinde verilen belirsiz parametre araliginda PID kontroloriin dayanikli kararliligindan
soz edilemez. (3) nolu bolgeden segilen ky, =5, k; =25 ve kg = 0.1 kontrolor parametre
degerlerinde karakteristik denklem ailesinin w € [0, 6] rad/sn araliginda 0.3 adim aralikli
frekans degerleri igin deger kiimeleri Sekil 7.17’de gosterilmistir. Sekil 7.17’ye bakildigi
zaman sistem ailesinin tiim belirsiz parametre degerlerinde saat yoniinde sifir noktasim

disladigr goriilmektedir. (3) nolu bolge Sekil 7.14’te incelendigi zaman tim belirsiz
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parametre araliginda sistem ailesi i¢in kararsiz bir bolgeyi temsil ettigi goriilmektedir. Bagka
bir deyisle, (3) nolu bolgeden segilen kontroldr parametre degerleri bu sistem ailesini tiim

belirsiz parametre araliginda kararsiz yaptigindan dolay1 dayanikl kararli degildir.

Sekil 7.14 : Denklem 7.17’de verilen sistem ailesinde belirsiz parametrelerin 0.1 adim
araliklarla 6rneklenmesi ile elde edilen kararlilik bolgeleri (k; = 0.1).

\\\ ?c_

\ |

Re

Sekil 7.15 : k, = 0.5, k; = 1.2 ve k; = 0.1 kontrolor parametre degerlerinde karakteristik
denklem ailesinin w € [0,2] rad/sn araliginda 0.2 adim aralikli deger kiimeleri.
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Sekil 7.16 : k, = 8, k; = 2 ve ks = 0.1 kontroldr parametre degerlerinde Karakteristik
denklem ailesinin w € [0,7.5] rad/sn araliginda 0.3 adim aralikli deger kiimeleri.
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Sekil 7.17 : k, = 5, k; = 25 ve k; = 0.1 kontroldr parametre degerlerinde karakteristik
denklem ailesinin w € [0,6] rad/sn araliginda 0.3 adim aralikli deger kiimeleri.
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—o00 < w < oo araliginda her bir belirsiz parametrenin 0.1 adim araliklarla 6rneklenmesi
ile elde edilen 81 tane sistemin asagidaki referans polinom kullanilarak k,, = 0.5, k; = 1.2
ve k; = 0.1 kontrolor parametre degerleri i¢in elde edilen GD Mikhailov egrileri Sekil
7.18(a)’da, k, = 8, k; = 2 ve ks = 0.1 kontrolor parametre degerleri igin elde edilen GD
Mikhailov egrileri Sekil 7.18(b)’de ve k, =5, k; = 25 ve kg = 0.1 igin elde edilen GD
Mikhailov egrileri Sekil 7.18(c)’de verilmistir. Sekil 7.18 (a)’da gorildigi lizere GD
Mikhailov egrileri sifir noktasini kapsamadigindan dolay:r kullanilan PID kontrolor
dayanikli kararlidir denir. Sekil 7.18 (b-c)’de ise GD Mikhailov egrileri sifir noktasini
kapsadigindan dolay1 sistem ailesi i¢in kullanilan kontrol6riin dayanikli kararli olmadigi

anlasilmaktadir.

w,(s) = (s + 2)%ut! (7.19)

Sekil 7.18 : Denklem 7.18’in u, v, ¢ ve d belirsiz parametrelerinin 0.1 adim araliklarla
orneklenmesi ile elde edilen GD Mikhailov egrileri : (a) k, = 0.5, k; = 1.2 ve kg = 0.1
i¢in (b) k, =8, k; = 2ve ky = 0.1i¢in (c) k, = 5, k; = 25 ve k; = 0.1 igin.
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8. SONUCLAR VE ONERILER

8.1 Bu Tez Kapsaminda Elde Edilen Sonuclar

Kompleks dereceli integro-tiirev operatorleri, son zamanlarda sistem modellemesi ve
kontrol sistem tasariminda artan bir ilgi gormeye baslamistir. Kompleks dereceli tiirev
operatorleri kullanilarak olusturulan diferansiyel denklemlerle modellenen kompleks
dereceli dinamik sistemlerin analiz ve kontrol problemleri olduk¢a zor bir konu olup birgok
acik problemi barindirmaktadir. Ciinkii kompleks bir tlirev ya da integral kullanimi, anlami1
su anda tam olarak anlasilamayan ve aym1 zamanda Olclilemeyen kompleks degerli bir
zaman yanitiyla sonuglanmaktadir. Zaman tepkisinin sanal kisminin varligir bu alandaki
caligmalar1 sinirlandirmaktadir. Bu zorlugun istesinden gelmek i¢in kompleks eslenik
dereceli integro-tiirev operatorlerinin kullanimi onerilmistir. Kompleks dereceli operatorler
ancak, eslenik dereceli operatoriiyle eslestirildiginde reel degerli zamanl yanitlarin ortaya
ciktigr goriilmiistiir. Boylelikle, kompleks dereceli bir sistem kendi eslenegi ile
birlestirilerek kompleks eslenik dereceli sistem yapist olusturulmustur.

Bu tez ¢alismasinda, kompleks eslenik dereceli sistemlerin kararlilik analizleri ve kontrol

islemlerinin gerceklestirilmesine dair ¢alismalar yer almaktadir. Tezde yer alan caligmalar

asagidaki gibi 6zetlenebilir.

1. Konuyla ilgili detayli literatiir arastirmasi yapilarak kesir ve kompleks dereceli
analizin tarihsel siireci ve gelisimi ele alinmis, kontrol miithendisliginde kullanimina
dair yapilan ¢alismalar ve bu ¢alismalarda konunun ele alinis bigimleri hakkinda 6zet
bir bilgi sunulmustur.

2. Kesir dereceli ve kompleks dereceli analizin temelini olusturan matematiksel
kavramlar tamtilmistir. Once kesir dereceli integro-tiirev kavrami tanitilmistir. Kesirli
dereceli matematigin analiz islemlerinde kullanilmak itizere Gamma fonksiyonu,
Mittag-Leffler fonksiyonu ve Miller-Ross fonksiyonu gibi bazi yardimci
fonksiyonlardan bahsedilmistir. Literatiirde kesir dereceli tiirev ve integral
tanimlarindan en ¢ok ilgi géren Riemann-Liouville, Caputo ve Griinwald-Letnikov
tanimlar1 ile bu tanimlarin Laplace doniistimleri verilmistir. Daha sonra kompleks

dereceli integro-tiirev kavrami tanitilmistir. Tiirev ve integral operatoriiniin {issiiniin
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kompleks olmasi durumu i¢in Riemann-Liouville, Caputo ve Griinwald-Letnikov
tanimlar1 yeniden tanitilmis ve bunlarin Laplace doniistimleri verilmistir. Ayrica
kompleks eslenik dereceli integro-tiirev kavramindan bahsedilmistir.

Kompleks dereceli ve kompeks eslenik dereceli sistemlerin transfer fonksiyon
gosterimi lizerinden tanimi1 yapilmis ve bu sistemlerin zaman/frekans bolgesi analizleri
gerceklestirilmistir. Kompleks dereceli transfer fonksiyonlarin tam sayr dereceli
yaklasim modellerine deginilmis ve bu islem i¢in Oustaloup yaklasiklik metodu
tanitilmustir.

Kesir dereceli sistemler i¢in onerilen GD Mikhailov kararlilik kriteri kompleks eslenik
dereceli sistemler ve kaskat kompleks eslenik dereceli sistemlerin kararlilik analizi i¢in
uyarlanmistir. GD Mikhailov kararlilik kriterine gore —oo < w < oo  aralifinda
cizdirilen rasyonel fonksiyonun kompleks diizlemin merkezini ¢evreleme ya da
cevrelememe durumuna gore kompleks eslenik dereceli sistemlerin  kararliligi
hakkinda yorum yapilabilmektedir. Kompleks eslenik dereceli sistemlerin kararlilik
analizi ayrica kutup-konum analizinden yola c¢ikarak literatiirde var olan iki ayri
yontem ile gergeklestirilerek Onerilen yontem cebirsel olarak da dogrulanmis ve
giivenirliligi ortaya konulmustur. Kararlilik kriterlerinin uygulanmasina yonelik 6rnekler
verilmistir. Onerilen GD Mikhailov kararlilik analiz yontemin avantajlar1 su sekilde
siralanabilir:

Kompleks ve kompleks eslenik dereceli sistemlerin analizi i¢in literatiirde kullanilan
yontemler ¢ok fazla matematiksel analiz gerektirmektedir. Onerilen yontem frekans
tabanli grafiksel bir yontem olup matematiksel hesaplama zorluklarini ortadan
kaldirmaktadir.

Mikhailov’un birinci kararlilik kriterinde Mikhailov egrisinin yoniine (saat yoniinde
veya saat yOoniiniin tersinde sifir noktasini diglamasina) bakmak kararlilik analizi i¢in
onem arzetmekte idi. Fakat onerilen bu yontem kapali formda bir egri tanimladig: i¢in
sifir noktasinin saat yoniinde mi yoksa tersinde mi dislandiginin bir Onemi
bulunmamaktadir.

Sistem derecesinin biiyiik olmas1 durumunda kompleks diizlemin merkezi diizlemdeki
grafigin i¢inde kaybolmamaktadir.

Onerilen yéntem orantili-orantisiz kompleks eslenik dereceli sistemlerin tiimiine

uygulanabilmektedir.
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Bu tez c¢aligmasinda, kompleks eslenik dereceli sistemler i¢in sistemi kararli hale
getiren tiim PI, PID veya kesir dereceli PI (PI*) kontrolér setini elde eden
kararlilastirma islemi ilk kez gerceklestirilmistir. Onerilen algoritmanm temeli, D-
ayristirma yontemiyle kararlilik alaninin smirlarint belirlemeye ve bu sinirlar
kullanarak parametre uzayinda kararlilik bolgelerini elde etmeye dayanmaktadir.
Kompleks eslenik dereceli sistemler i¢in D-ayristirma yontemi kullanilarak;

PI kontrolér ile kararlilastirma islemi gergeklestirilmistir. Bu uygulamada; D-
ayristirma yontemi ile kontrolor parametreleri analitik olarak formiile edilmistir.
Kararlilik sinirlarinin belirleyicisi olan GKS, KKS ve SKS’nin varlig1 arastirilmistir.
PI kontrolor i¢in SKS’nin bulunmadigir goriilmiistir. GKS dogrusu ve KKS egrisi
(kp, k;)-diizleminde w frekansi belirli bir aralik iginde degistirilerek ¢izdirilmistir. Bu
siirlar parametre diizlemini kararli ve kararsiz bolgelere ayirmistir. Bu bolgelerin
kararliligini test etmek icin GD Mikhailov kararlilik kriteri kullanilmigtir. Ayrica
kontrol edilen her bir sistemin zaman cevaplar elde edilerek kararlilik bolgeleri test
edilmistir. Onerilen yontem igin bir uygulama &rnegi yapilarak, elde edilen simiilasyon
sonuclarinin sunulan PI kararlilastirma yonteminin kompleks eslenik dereceli

sistemlerin analizi ve kontroliinde etkili ve pratik olarak faydali oldugu gosterilmistir.

PID kontrolor ile kararlilastirilmasi islemi gergeklestirilmistir. Bu uygulamada; D-
ayristirma yontemi ile kontrolor parametreleri analitik olarak formiile edilmistir.
Kararlilik sinirlar1 olan GKS, KKS ve SKS’nin varlig arastirilmistir ve analitik olarak
elde edilmistir. Sabit bir k,; degeri i¢in kararhilik sinirlart (ky, k;)-diizleminde belirli
bir aralik icinde @ frekansi degistirilerek c¢izdirilmistir. Egrilerinin olusturdugu
kararlilik sinirlart (kp, k;)-dlizlemini kararli ve kararsiz bolgelere ayirmigtir. Her bir
bolgeden secilen test noktalari ile GD Mikhailov kararlilik kriteri kullanilarak
kararlilik bolgesinin tespiti gergeklestirilmistir. Daha sonra farkli k; degerleri icin
islemler tekrarlanarak tim kararli (ky, k;, kq) kontrolor parametrelerini igeren fig
boyutlu kararlilik bolgesi (kp, k;, kd)-uzaylnda elde edilmistir. Bu bolge, bir kompleks
eslenik dereceli sistem i¢in kapali dongii kararliligmmi saglayan tiim kararli PID
kontrolor parametre setini igermektedir. Kullanilan yontemler ve metotlar ii¢ 6rnek
tizerinden pekistirilmistir. Simiilasyon sonuglari, sunulan PID kararlilagtirma
yonteminin kompleks eslenik dereceli sistemlerin analizi ve kontroliinde etkili ve

pratik olarak faydali oldugunu gdstermistir.
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Kazang ve faz pay1 gibi frekans bolgesi 6zelliklerine gore kesir dereceli Pl (PIA)
kontroldr tasarimi gerceklestirilmistir. Parametre diizleminde kararlilik bolgesi iginde
belirli kazang ve faz pay1 degerlerini veren kontrolorleri tespit etmek amaciyla kapali
cevrim kontrol sisteminin ileri kismina bir kazang-faz payi test edicisi eklenmistir. D-
ayristirma yontemiyle degisik A dereceleri i¢in kararlilik bolgeleri belirlenmis ve bu
bolgeler iginde arzu edilen kazang ve faz payima karsilik gelen kontrolor parametreleri
belirlenmistir. Bu ¢alismada, kazang pay1 (A) ve faz pay1 (¢p) parametrelerindeki
artigin kararlilik bolgelerinde kiiclilmeye neden oldugu goriilmiistiir. Ayrica sistemi
kararli yapan sabit kontrolor parametreleri kullanilarak farkli integral derecesi, kazang
pay1 ve faz payi1 degerleri icin elde edilen birim basamak cevaplar elde edilmistir.

Literatiirde kompleks eslenik dereceli sistemlerin kontrolii ile ilgili yeterli calisma
bulunmadigindan, bu sistemlerin Pl, PID ve kesir dereceli Pl (PIA) kontrolii i¢in bir

yontem ilk kez bu tez kapsaminda kararlilagtirilma perspektifinden sunulmustur.

Dayanikli kararliligin arastirilmasi i¢in kullanilacak yontemin se¢imi esas olarak
belirsizligin yapisina bagl olarak degigsmektedir. Genel olarak ifade etmek gerekirse,
bir polinomda katsayilar arasindaki iligki belirsizlik yapisin1 daha karmasik bir hale
getirir ve bu sebepten otiirli dayanikli kararlilik analizi daha da zorlagir. Literatiirde
tam say1 dereceli polinom aileleri igin bir¢ok yontem mevcut iken kompleks ve kesir
dereceli polinom aileleri i¢in se¢im daha siirhidir. Bu tez caligmasinda, parametre
belirsizligine sahip kompleks ve kompleks eslenik dereceli polinomlarin dayanikli
kararlilig1 incelenmistir. Bu amag dogrultusunda, parametre belirsizligi iceren tam say1
dereceli polinom ailelerinin dayanikli kararlilik analizi igin literatiirde kullanilan
yontemler ele alinarak bu yontemlerin kompleks ve kompleks eslenik dereceli sistem
ailelerinin dayanikli kararlilik analizi i¢in uygulanabilirligi ayr1 ayr1 incelenmistir.
Kharitonov teoreminin; aralik belirsizlik yapisina sahip tam sayi dereceli polinom
aileleri i¢in uygulanabildigi fakat aralik belirsizlik yapisina sahip kompleks dereceli
polinom aileleri i¢in uygulanamadig gosterilmistir. Clinkii boyle bir polinomun deger
kiimesinin bir poligon oldugu goriilmiistiir. Kompleks dereceli aralik ve afin belirsizlik
yapisina sahip polinom aileleri i¢in kenar teoreminin uygulanabilecegi gdsterilmistir.
Fakat parametre belirsizligine sahip kompleks eslenik dereceli sistemlerin dayanikli
kararlilik analizi i¢in kenar teoreminin gegersiz oldugu gosterilmistir. Parametre
belirsizligine sahip kompleks eslenik dereceli sistemlerin karakteristik denklemleri

polinom belirsizlik yapisina sahip oldugundan dolayr kenar teoreminin dayanikli
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kararlilik analizi i¢in kullanilamadigi anlasilmistir. Kompleks eslenik dereceli
sistemlerin dayanikli kararlilik analizi i¢in frekans ¢izimlerinin grafiksel kullanimina
dayali olarak iki farkli ydéntem Onerilmistir. Onerilen yontemlerin ilkinde belirsiz
parametreli kompleks eslenik dereceli bir sistem ailesinin dayanikli kararlilik analizi,
deger kiimelerinin gorsellestirilmesi ile desteklenen sifirin  diglanma prensibi
kullanilarak arastirilmistir. Ikincisinde ise belirsiz parametreli kompleks eslenik
dereceli bir sistem ailesinin dayanikli kararlilik analizi GD Mikhailov kararlilik kriteri
kullanilarak gergeklestirilmistir. Her iki yontemde de, sonuglar grafiksel bir gésterim
ile verilmistir. Bu caligmalarda elde edilen sonuglar, belirsiz parametre igeren
kompleks dereceli ve kompleks eslenik dereceli sistemlerin dayanikli kararlilik analizi
icin bir temel olusturmaktadir. Bilgimiz dahilinde su ana kadar bu konuda literatiirde
yapilmis her hangi bir calisma bulunmamaktadir. Parametre belirsizligine sahip
kompleks eslenik dereceli sistemlerin dayanikli kararlilik analizi {izerine yapmis
oldugumuz caligmalar literatliirde bir ilk 6zelligindedir ve bu konu {izerine caligan
arastirmacilara yeni bir bakis acist kazandiracaktir. Ayrica dayanikli kararlilik
alaninda bu sistemlere uygulanabilecek yeni yontemlerin kesfi a¢ik bir alandir.
Parametre belirsizligine sahip kompleks eslenik dereceli sistemler i¢in dayanikli PI ve
PID kontrolor tasarimi gercgeklestirilmistir. Parametre belirsizligine sahip sistem
ailesinin her bir tiyesi i¢in Boliim 5°te verilen kararlilagtirma yontemi ile kararlilik
bolgeleri elde edilmis, bu bolgelerin kesisimi ile dayanikli kararlilik bolgesi elde
edilmistir. Bu kararli bolgeden secilen kontrolor parametre degerleri igin kullanilan
kontroldriin dayanikli kararlilik testi i¢in

Deger kiimelerinin gorsellestirilmesi ile desteklenen sifirin dislanma prensibi

GD Mikhailov kararlilik kriteri

olmak iizere iki ayr1 yontem &nerilmistir. Ornek sistemler iizerinde nerilen her iki yontem

tim 6zellikleriyle gosterilmistir ve anlatilan teknigin detaylar1 uygulanmistir. Bu baglamda

bir caligma literatiirde ilk kez bu tezde gerceklestirilmistir. Ayrica Onerilen yontemlerin

diger kontroldr yapilarina uygulanabilmesi de miimkiindiir.

8.2 Gelecekte Yapilabilecek Calismalar icin Oneriler

1.

Son zamanlarda modelleme ve kontrol problemlerinde daha gercek¢i ve dogru bir

modelleme sagladigi i¢in kompleks dereceli diferansiyel denklemlerin 6ne ¢iktigi
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goriilmektedir. Kompleks dereceli sistemlerin modellenmesi ve simiilasyonlarinin
olusturulmasi {izerine daha detayli ¢aligmalarin yapilmasi1 gerekmektedir.

Kompleks dereceli integro-tiirev operatorlerinin ayrik zaman esdegerleri sayisal
kontrol uygulamalarinda kullanilabilir ve klasik sayisal kontrol i¢in gelistirilen
metotlar kompleks dereceli operatorler i¢in de genellestirilebilir.

Kompleks dereceli matematigin teorik alt yapisi giiclendirilerek bu konunun isaret
isleme uygulamalari, ayrik (dijital) kontrol uygulamalari, zaman gecikmeli sistem
uygulamalari, uyarlamali1 (adaptive) kontrol, yapay sinir aglar1 (neural network) gibi
pek cok farkli alanlarda kullanimma ve gergek hayat uygulamalarma bir katki
saglayabilir.

Matematiksel olarak kompleks dereceli analizin altyapisina ihtiyag duyulmadan
kompleks ve kompleks eslenik dereceli sistemlerin analizinde arastirmacilarin kolayca
kullanabilecegi arayiiz programlari gelistirilebilir.

Kompleks dereceli sistemlerin zaman yanitini elde etmek oldukca zordur ve kompleks
bir matematiksel analiz ile ugrasilmak zorunda kalinmaktadir. Bu yiizden bu
sistemlerin tam say1 dereceli esdegerlerini elde etmek i¢in farkli yaklagim metotlar:
gelistirilebilir.

Kompleks dereceli bir operatoriin dogrudan gerceklestirmesini yapmak miimkiin
degildir. Ciinkii kompleks dereceli integro-tiirev operatorleri ile modellenen sistemler
sonsuz bir boyuta sahip olmaktadir. Dolayisiyla bu kompleks dereceli sistemlerin
realize edilebilmesi i¢in biitiin gegmis girdilerin dikkate alinmasi gerekmektedir. Bu
da ger¢cek hayat uygulamalarinda su an miimkiin gériinmemektedir. Bu sistemlerin
realizasyonlarinin gerceklestirilmesi acik bir konu olarak devam etmektedir.

Yapilan literatiir caligmasinda da goriildiigli lizere kompleks dereceli sistemlerin
kararlilik analizi iizerine yetersiz ¢alisma mevcut olmakla beraber bu sistemlerin
kararlilik analizi i¢in pratik yontemler bulunmamaktadir. Yeni yoOntemlerin
gelistirilmesi, genel kullanilabilecek tekniklerin elde edilebilmesi i¢in hala ¢ok ciddi
calismalara ihtiya¢ vardir.

Bu tez calismasinin bir boliimiinde kompleks eslenik dereceli sistemlerin PI, PID ve
kesir dereceli PI* tasarimi gergeklestirilmistir. ileride bu sistemlerin kontrolii igin
kompleks dereceli kontroldr yapilar1 kullanilarak literatiire farkli ¢alismalar
kazandirilabilir. Ayrica kullanilan kontroldriin parametrelerini elde etmek icin farkl
yontem ve teknikler gelistirilebilir. Kararlilik boélgelerinin ¢esitli optimizasyon

teknikleriyle analiz edilip kullanilan kontrolor tipi i¢in en iyi birim basamak cevabi
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10.

11.

12.

veren parametreler secilebilir. Ayrica bu yontemin parametre belirsizligine sahip
kompleks dereceli sistemlere genisletilmesi gelecekteki ¢alismalarin konusu olabilir.
Kompleks eslenik dereceli sistemlerin karakteristik denklemleri polinom belirsizlik
yapisina sahiptir. Bu belirsizlik tiirline sahip polinomlarin dayanikli kararlilik analizi
icin farkli yontemler gelistirilebilir. Dayanikli kararlilik alaninda bu sistemlere
uygulanabilecek yeni yontemlerin kesfi acik bir alandir. Ayrica gelecege yonelik
olarak farkli belirsizlik yapilarina sahip kompleks dereceli kontrol sistemlerinin
dayanikli kararlilik analizleri incelenebilir.

Kompleks dereceli kontroloér yapilari kullanilarak tam say1r ve kesir dereceli
sistemlerin analizleri gerceklestirilerek daha Onceden klasik kontrolor yapilari
kullanilarak yapilan ¢alismalar ile kiyaslanabilir.

Kompleks dereceli sistemlerin zaman yaniti hem reel hem de sanal kisimdan
olusmaktadir. Zaman yanitinin sanal kisminin anlami giiniimiizde hala tam olarak
anlasilamamistir. Bu durum bu sistemlerin  kontrol alaninda kullanimini
kisitlamaktadir. Kompleks dereceli sistemlerin durum uzayr modelleri, durum uzay
denklemlerinin ¢Oziimii, Asimtotik ve BIBO kararlilik, kontrol edilebilirlik ve
gozlemlenebilirlik, durum geri besleme ile kok yerlestirme, gdzlemleyici tasarimi gibi
konular tizerine ¢alismalar yapilabilir.

Zaman gecikmeli kompleks eslenik dereceli sistemlerin kararlilik analizi ve kontrol

islemlerininin gerceklestirilmesi iizerine ¢alismalar genisletilebilir.

Ozetle, bu konuda gelistirilecek her yeni donanmim ve yazilim, yapilacak her ¢alisma

kompleks dereceli kontrol sistemlerinin kullanilabilirligine ve uygulanabilirligine

matematik ve mithendislik anlaminda ytiksek katki saglayacaktir.
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