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OZET

Bu caligma dort bolum halinde diizenlenmigtir. Birinci b&lim .
uzay hareketlerine aypyilmig olup, burada genel anlamda hareketler, bir
parametreli uzay hareketleri, diferensiyél geometrinin egriler teorisi,
diferensiyel formlar ve geritler teorisinden kisaca bahsedilmigtir. I-
kinci b8limde regle yiizeylerin hareket geometrisinde &nemli rol oyna-
yan invaryantlatina ait dzelikler siralanmigtir. Uglincli b&liimde kapali
ve kiiresel bir efri boyunca tanimlanan harekete bagli olarak, bu egrinin
kiiresel gosterge efrileri boyunca meydana gelen harekette, esas eﬁrlye
ait hazi dogrultularln kiiresel gistergeler boyunca olusturduklari regle
viizeylerin agilim ipvaryantlari ve bunlay ardalndakl bagintilar aragti-
rilmigtair. '

Bu ¢aligmanin orijinal say11a5i1erek kismi ise dirdiincii boliim—
dedir, Bu biiliimde, b{r reglé ylizeyin agilim invaryantiarini, regle yi -
zey lUzerinde dayanak cgrisi beyunca alinan bir geridin serit elemanlari
cinsinden hesaplamak suretivle, acilabilirlikie ilgili bazi karakterizas-

yonlar ifade edilmistir.




1.BOLUM
UZAY HAREKETLERI
1.1 OKLID UZAYLART
TANIM 1.1.1 (I¢ Garpim Uzaya):
V sonlu boyutlu bir reel vektdr uzayi olsun. Eger bir
B: VxV ——> IR
fonksiyonu bilineer,simetrik ve pozitif tanimli olarak veril-

mis ise t) ye V lizerinde bir ig garpim fonksiyonu ve V ye de
i¢ garpim uzayi denir [l]. |

TANIM 1.1,2:
V bir n-boyutlu reel vektdr uzayl ve V nin iizerinde de Oklid

iq Carpimi tanimlanmis olsun, V ile birlesen bir A afin uzayi-

na n-boyutlu Oklid Uzayi denir {1].

TANIM 1.1.3:

n-boyutlu Oklid Uzayinda bir nokta X ve bir afin koordinat sis

temine gore X in koordinatlari (xl,x?. P .xn)'olsun.

X.: A

» IR

fonksiyonuna A Oklid Uzayinin i~yinci koordinat fonksiyonu adi
verilir [l] 4

n-boyutlu reel standard afin uzayl,n—bojutlu standard vektor

uzayl IR ile egleyelim. IR vektdr uzayinda bir

< +> IR x IR" — IR

i¢ garpimini WX, YEIR" , X = (xl’XE""'Xn) g ¥ = (yl.yz.....yn)
igin
n

< I> (X'Y) = <X'Y> = 2 xiyi (1‘1.1-)

i=1
geklinde ‘tanimlayalim. Bu i¢ ¢arpima IRDR de standard ig¢ carpim veya
Oklid Ig Garpimi adi verilir. { IR < v 2 } ¢ garpim uzayi ile eg
lenen reel standard afin uzay,n-boyutlu Oklid Uzayi adini alir ve ER

ile gosterilir,
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TANIM 1.1.4 (Uzaklak):

n-boyntin bir reel i¢ garpim uzayr IRD ile birlesen Oklid Uza-

yi1 E" olsun. Bir
d: TP x B' ——yv IR
fonksiyonu “X,Y& ED i¢in IRM dekill | norm ile
=
d:(X,Y) — d(X,Y* = 0FW = \/ {38, %0> V1.3 .85

seklinde tanimlanar.ve E" de X ile V¥ noktalari arasindaki uzak

lIik adini alar [1].
TEOREM 1.1.1:

. n-boyutlu Oklid Uzayinda uzaklik fonksiyonu bir metriktir,

L
ISPAT :

VX,Y.2€E" icin - | _ K
i) E® ile birlegen IR® reél i¢ garpim uzayinda ig¢ garpim pozi-
— A
tif tanmimly oldujfundan Vel E® jein

=2} > o

dir. © halde o = EV olmak uzare

1t

ax,Y) = [|xvll 2 0

elde edilir. Il B =56 =g olacagindan

1t

dl{x;¥) = llzxvll =0
buradan
IX¥[] = 0== XV = 6
veya
X = ¥
clur.
Tersine X = Y ise XV = 0 == in%i] = O dir., Buradan

d(X,Y) = 0 olur. 0 halde
Cd(X,Y) = 0 &=> X = Y
bulunur,
ii) X¥ = -¥% oy IIK?H = ||¥%|| olur. Buradan

d(X’Y) = d(va)




elde ediiir.

iii) Ig ¢Arpim uzayinda normun ozelliklerinden
HEZH = 1Y + Y31 £ JXY)) + (vl
olur ki bu da
d(Xx,2) = diX ¥ 4 a(y,z)
olmasi demektir
TANIM 1.1.5:

E" n-boyutlu Oklid Uzayinda tanimlanan uzaklik fonksiyonuna B
de Oklid Metrigi denir [1],

TANIM 1.1.6€0k1id Catisi):

Bir n-boyutlu reel ig qarplm.uzayl IR" olsun. IR® ile birlesgen
E" Oklid Uzayinda siral: bir{.Pﬂ’P1=ng---vPH.} nokta n+i1-lisi

} o “ J— i i : = } ity i : n ‘ 4

igin eper l_popl..pmpa.....popn velt r sistemi IR nin bir or
tonormal bazi ise {bo.pl,p?,...,pn} nokta ciimlesine E" de bir
Oklid Gatrsi (veya dik gati) denir. Boyle bir gati ig¢in tanim-
lanan (xl,x?.....xn) koordinat sistemine ise Oklid Koordirat

Sistemi (veya dik koordinat sistemi) denir [1].

TANIM 1.1.7 (Izometri):

ET ve Eg,51r351 ile,IRT ve IRS n-boyutlu i¢ garpim uzaylari ile

birlegen birer Oklid Uzayxr olsunlar. Efer bir

n n
ks Wy * Ba
afin dﬁnﬁgumﬁ\iéi,l?kfrﬁ? igin
—
<",V(c’i),\!/(ﬁ)>:<0<.ﬁ> - (1.1.3)

olacak gekilde bir

VW, IR? WY IR;

lineer doniisiimi ile birlegiyorsa f ye bir izometri denir [1].

TEOREM 1.1.2:

Bir f: E? SR Eg dbniiglimii izometri ise,

i) d(£(A),£(B)) = d(a,B) A BEED
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ii) f birebir ve lizerinedir;
= n pcs = e . :
118 El ve Eg Oklid Uzaylarindaki dik koordinat sistemleri,si-
rasi ile (xl’XEf""xn) ve (yl,ya,...,yn) ise f izometrisi,
A = [a..] y 1 £1i,75 € n , A%0(n) olmak iizere
¥ A c X
. 1% ‘ (1.1.4)
e
geklinde ifade edilebilir. Burada C,X,YGEIRnl dir{ 1]

Bir n-boyutlu vektir uzayi £ olmak iizere
R(n) = { £| . g izometri E“}

ciimlesini ele alalim. R(n) de d&niisiimlerin birlegimi iglemi "o" ile

gosterilir ise (R(n),o) ikilisi hir gruptur. Bu gruba izometriler gru
bu denir [1 ],
¥ F y

1.2 HAREKETLER

TANIM 1.2.1:

n-boyutlu bir E® ©klid Uzayinin izometrilerinden biri f olsun.
E" deki bir (xl,xe,...,xn) Oklid Koordinat Sistemine gore T

nin matrisel ifadesi; AGO(n) ve Cf'-":IRn1 olmak lizere

X a ¢l (% _
Ea | § ; (1.2.1)
1 | O 1 I 1
formundadir. f ye E™ de bir hareket adi verilir [1].
A€ 1(n) oldupundan
det A = ¥ 1 ' (1,2.2)

dir. Eger det A = +1 ise f hareketine direkt hareket, det A = -1 ise
kargit hareket denir. Hareket deyince daha ¢ok direkt hareketleri an-
layacagiz. Direkt hareketler de iki gegit hareketin birlegimidir; di-

rekt donme ve Gteleme.
TANIM 1.2.2 (Donme):
E" Oklid Uzayinin bir f izometrisi igin

f(0) =0




olacak sekilde bir 0< g™ noktasi varsa f ye "0" noktasi etra-
finda bir donme denir. Eger f direkt hareket ise f ye direkt

donme,karsit hareket ise kargit donme adi verilir [1].

TEOREM 1.2.1:

EY de baslangici OE E" olan bir Oklid Koordinat Sistemi
(xl,x2,...,xn) olsun, Bir f: E® —— & g8 izometrisi igin;
i) O noktasi etrafinda bir dénme f ise f nin bu Oklid Koordi-

nat Sistemine gire ifadesi -
¥

X = AX

geklindedir. Burada A& 0(n) ve X.X'E IRnl dir.

ii) £ bir direkt donmedir = X'= AX ve A€ SO(n) dir.

ISPAT:

i) f: 8" ey B bir,izometri oldupundan f nin E® deki
(xl ,xz,...,xn) dik koordinat sistemine gore ifadesi Teorem (1.1 .2)
den

X:f(}():@ =
1 .O 1 1

dir, ¥ xeg" i¢in dogru olan bu ifade X = O iginde dogru olacagindan,

I

1§ { 1

A C 0

r
o
|1 lo 1

f
j
i
J

olur. Buradan ¢ = 0 olur. Biylece ! dormesinin matrisel ifadesi,

X A 0 ?x]

1 -! 0 1 ; 1j

veya ayni gey demek olan

t

X = AX (1.2.3)

gekline doniigiir.
ii) s==3 T bir direkt d&ame ise f bir hareket olacafindan
Tanim(1.2.1) den A= S0(n) olur.




il

X = A%

ve AES0(n) ise

veya

1 0 1 i

L E L

olur. Bu ifadeyi Tanim (1.2.1) deki ifade ile kargilagtirirsak C = O

oldugunu ve dolayisi ile f nin hem bir hareket ,hem de O noktasi etra-

finda bir dénme oldufunu gdrmiis oluruz [q 1

TANIM 1.2.3 (Oteleme): i
E® n-boyutlu Oklid Uzayinin bir f izometrisi igin
£f(X) =X + h ,VIcE"

blacak sekilde bir tek h = (hl'hg""'h )EfE noktasi varsa f

ye E® in h ile belirtilen bir &telemesi denlr [M
1.3 B> OKLID UZAYINDA BGRILER

TANIM 1.3.1 (Parametrik Ejri):

IR reel sayilar ekseni iizerinde bir agik -aralik I olsun, E° de

bir diferensiyellenebilir

x: I — E3

doniigiimii B> de bir epri belirtir [2]

Burada I interwvali a,b&IR ve tE&I olmak iizere a<t<b,
-0t b, a<t <+® ve hatta I=IR olarakta gegilebilir, t degerine
egrinin parametresi denir. {'tEEIRI a'%t<b} ise efriye kapali
egri, I {tEEIRI a®t s b} ise aq1k egri adi verilir.Vt&IR igin
' X egrisi lizerinde degisken bir noktayl E3 de bir 0 = (0,0,0) baglan-
©B1g noktasina gore bir vektor ile

=4¢)) _{'c<(t), (), o) | ok E3 —> IR,14i£3)
(1.3.1)

=6 =



geklinde gostermek miimkiindiir.

TANIM 1.3.2 (Hiz Vektorii): -

e F—iiy e bir egri olsun. ¥V t€1I igin o¢nin o<(t) nokta
sindaki hiz vektorii diye

E%_(ddl ddé dxj )
s DR * 3x
dt dt L T dt g | dt £ ) A LE)

veya

deX dox det,
i B )

4 1 2 :
(t) :(-EE_ Ft) » g A s )
olmak iizere of(t)E Tg3(e<(t)) tanjant vektbriine denir [2].
Hiz vektorii, egrinin tegetinin dogrultu ve ¢izilme yoniindedir.
TANIM 1.3.3 (Parametre Degigimi):
IR reel sayilar ekseni iizerinde iki aglk aralik I ve j oisun.

o(: I —— E3 bir egri ve h = c&”lqzsz'J —> I diferensi-

yellenebilir reel degerli bir fonksiyon olsun. O zaman

/Ezocoh:.j-—--—b-E}

bileske fonksiyonuna pérametresi h ile degigtirilmis bir egri

denir [2].
/”'—' \\\\“
h (/ =
/ t=heey ey D= ol () i X
Q (\ I o 'ﬁ"'—'—“**—-—-w“.%. ﬂ/,ﬁ_~_,./g (5) }}

Vb
~

\i‘\ /-t/»\ eral |

- e e {4 g

T
Sekil 1,3.1 .
Burada ,5(s) = (=<oh)(s) alindiginda & (s) = o<(h(s)) olur.

h(s) = t yazilirsa 2 (s) = =<(t) bulunur, J intervalinde her s degeri
ne egri lizerinde 2(s) = o< (%) noktasi kargilik gelir. Bu nokta I in-
tervalindeki h(s) = t deferine tekabiil eder. Dolayisiyla otve 4 ay-
n1 egriyi belirtmis olur gekil (I.3.1).

TANIM 1.3.4:

x: [ —— E3 egrisi verildiginde ¥ t& T icin




X (t4T) = X (t)

olacak gekilde bir O TE IR sayisi varsa o€ egrisine peryodik-

tir,T sayisinin en kiigliiine ise peryod denir [2].
TANIM 1.3.5 (Regiiler Epri)

x<: I ——> E3 bir efri olsun, \/tGEI igin & egrlslnln CK(t)
noktasindak® hiz vektoru sifirdan farkll ise & egrlsine regii-

ler egri denir [2]

TANIM 1.3.6:

xX: I ———> E3 bir s parametresine gore ifade edilmig bir efri
olsun, ¥sg€1I igin K (s)ET 3(0((5)) hiz vektdriiniin boyu

le<tdll =1 (1.3.3)

ise o egrisine yayi cinsinden parametrik olarak ifade edilmig
tir denir, Burada TE3(0<(S)) ile E3 iin ©<(s) noktasindaki %an-
jant uzay:i gdsteriliyor [2]°

TEOREM 1.3.1:
E3 de herbir parametfik regiiler egri, daima kendi yay: cinsin-

den parametrik olarak ifade edilebilir.
ISPAT:

3

E” de bir

= Y AR
N

egri olsun. o( egrlslnln ilk parametr951 t ise,yay uzunlugu s(t) olup

s(t) = /”o((t)H at _/‘ /L, 52> dt

geklindedir. O halde

s s(t)

"

fonksiyonunun %% tirevi

-

egrisinin
P I
= e (1.3.4)




skalar hizidir, <X regiler bir egri , yani Vt& I igin G{(t) £0
oldugundan T 3 (e (t)) deki i¢ garpimmnin pozitif tanimlilik aksiyomu

B
le<cty]] = \/(m >0 |

geregince

dt ' dt

olur, Bu durumda Vt&I icin

ds 0 . |
It~ : ‘
elde edilir, Bu ise |

|
s = s(t)

fonksiyonun monoton artan oldugunu gosterir, O halde t = t(s) -ters

fonksiyonu vardair ve bu ters fonksiyonun tiirevi

at _ L
ds — ds ™ y
(A%
seklindedir,
dsl 1 dt
== = = ===
d.h>0*>g£>0 = >0
d."r

oldugjundan t = t(s) ters fonksiyonuda monoton artandir. Sekil (1.3.1)

den, /3;/8 (s) efrisi icin
</3f(5)g,/f(r-’-)> | =
(s)

pa]

% o ]
oldugunu giterecegiz, Bunun ig¢in L = s(b), I = {a,ﬁ] i o = [a,bﬂ

olmak iizere gekil (1,3.1) de a'= 0 , b' = I alarak bir

h: \T St I
h: [0,1] —> [a,b]
§ w3 t(s) = h(s)

'fonksiyonu tanimlanabilir. O zaman
A(s) = (Xon)(s): [0,1] ——> &
—3

—_‘"——‘) s ae »
fonksiyonu o< = ¢X(t) egrisinin s parametresine gore [O,] tizerin-

‘de tanimlanmig olur,., Buradan




olur, Buradan da zincir k.idesine gore

. X dh
A3 2] = ‘—ﬁ«— C
file) dh " ds

elde edilir. + = h(s) olduﬁundan.

at d= ds (-1
O R A e 8]

bulunur. O halde

! ! . @ = K, ds L =1%

) s fry =L FOFILR R

ve
%f = Jle' (|l & 1m

oldugundan
- : ’ ds -2 » dX  dof

<{As) 4 As)D = (537) £ o5 T

sy, s> = (2252 oy, o)

sy o s > = (327 ||| 2 (1.3.5)

{
elde ediliv. (l.3.4) dén '|C<(t)H deferi (1.3.5) de yerine yazilirsa

’ /
{AGsYy fls)
bulunur, O halde bir efri kendi yayi cinsinden parametrik olarak ifade
edilebilir [ 3].
TANIM 1.3.7 (Fpilim Gizgisi):

3

E” de bir ylizey M olzun. I& IR olmak ilizere

okl L —— M

egrisi s yay parametresi ile verilsin, E3 de sabit bir birim
vektdr U olsun. Vs(’I igin o« efrisinin o<(s) noktasindaki hiz
vektori C<(5) ve c\(s) jle U birim vektdrii arasindaki sabit aga

U0 olmak iizere

x
2

<:°{(S)L><(s)” W> = cosll = sabit , O0F (1.3.6)

bagintisl var ise o< egrisine M lizerinde bir egilim ¢izgisi denir [3].

- 10 -



TEOREM 1,3,2:

M bir yiizey ve o(: I =————> M bir diﬁerensiyelienebilir egri
olsun. otbir efilim gizgisidire=> > = sabitdir.

; &

ISPAT:
: =——>bir egilim c¢izgisi olsun. Diger taraftan T teget vek-

tor alani

—~

-)i O(S)
R =)

lt=<Cs)))

olup,s yay-parametresi oldugundan ”Oﬂ(s)” = 1 dir. 0 halde \

n

T = CKtS)

olur, O zaman
fol(s) , 1 = <8, i> = sabit

vazilabilir, Buradan tiirev alinirsa | 3

<:¥., 535 + <:% r 0){ = 0

{7, 3 =0
bulunur, Frenet—Serreﬁ formiillerinden

<klﬁ, ﬁ> ==0

k<N, @)

<(ﬁ " E::_: O

i1

0, K#o,

dir. Buradan tekrar tiirev alinirsa;

<Ry 8> 4+ (N, 0 =0

(F‘, 3> = ()

olup,fFrenetnSerret formiillerinden

ke, T s kB, > =0

ST, B> e k2<ﬁ , s 20 (1.3.7)
elde edilir, Tanim (1.3.7) den

<T , 0> = cos (1.3.8)
ve <ﬁ , U =0 oldugundan

=¥

<f§ » UN = singp C1a309)

=11 -




olur, Dolayisiyla (1.3.8) ve (1.3.9) -deferleri (1.3.7) de yerine yazi-
larak

sy

—klcosw + k,sing = 0O

z2
klcosw = kesinw

k2# 0 ve pp # %%— oldugundan

k
1 o
T = tany = sabit ALy 59dB)
2 !
elde edilir, 1
kl :
&——: ¢ # 0 ve sabit olmak iizere T =¢ ise k= k,c yazilabilir
Dijer taraftan 2
d T, 4 14
- - oy
3= (B+3) =53 (B) + T ge L5
=¥ kﬁ 3
d’ e 7 4 1
S (B + C) = ~kaN + i
ve kl: ck? oldugundan
a - &'- - . -
7 (B + E) = _kEN + kN
d g0
e (B +'&)—O
dir, Ayrica
d
£ (W) =0
oldugundan
B+2=1
c

geklinde ya21lébilir. Her iki tarafi T ile i¢ garpima tabl tutarsak

1
c

b

B 2= , T = <, T>

KB, T) +1/c T, T> = LT ,1
olur., Buradan

P 1 ;
<T ’ u> :-C'-: sabit

bulunur, ¢ = sabit oldupundan X bir egilim ¢izgisidir [3].
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TANIM 1.3.8
. Bir o : I—>E3 efrisi verildiginde, kl bu egrinin egriligi,

k2 de burulmasi olmak Uzere,

=

kg

defrine bu o egrisinin harmonik egriligi denir L5 1.

0 halde teorem (1.3.2) yi sbyle 1fade etmek miimkiindiif:
TEOREM 1.3.3

Bir e ¢ 1

ve yeter gart harmonik efriliginin sabit olmasidir [5].
TANIM 1.3.9

Bir o : I —;rE3 efrisinin Frenet vektdrleri -'i'.:ﬁ, B olsun. VS&I

—_—
igin o((s) noktasindaki tefet vektdr alani T = PQ olacak gekilde a-

-—)E3 efrisinin egilim cizgisi olmasi icin gerek

linmak tlizere, O merkezli birim yar1gap11 52 kiiresi iizerinde 56‘ 0qQ!
olacak gekiide, P noktas:Lo((I) efrisi {izerinde gezerken Q' nun 5
kiiresi {izerinde olusturdugu egrtye a(nln tegetler gosterge31 denir
(Sek.1.3.2). Buna gbre & nin terfretler gosterge31n1

O(T R

—5 - -7
s —>%(s) T T(s) '
seklinde formile edebiliriz.dT nin yay-parametresini S ile gdste-—
rirsek, dsT E kl ds oldugu gdriiliir, burada kl,o( nin efriligi ve s

de = nin yay-parametresidir. - :

(Sek.1.3.2)

- '_.‘ . -9 _? . -
Benzer gekilde T yerine N ve B almak suretiylee nin asli normaller

gostergesl ve binormaller gdstergesi tanimlanir.

1.4 E3 DE DIFERENSTYEL FORMLAR
TANTM 1.4.1

3w . ; o A
E™ Oklid uzaylpda bir vektér alani sistemi iV s V2’ V3} ol=

-—)—-3—)

sun.Eger VP€E3 icin {V 3} sistemi P noktasindaki
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TEj(p) tanjant uzayainin bir b321ise{ VI'VE'.VB} liclisiine E3 dé bir
gati alani denir [5].
' E}

Oklid Uzayinda Y/ pﬁ':E3 igin

el(P) - (l.O’O)IP' GE(PJ = (0’1’0)‘}9' 93(13) = (O'Oal) p

: (1.4.1)
geklindeki {el,eg,ej} gatl alanina dogal gati alani denir. E° de di-
ger bir ortonormal c¢ati alani {EI'EE'EB} olsun, v pEE3 igin

T

ey El
e = 92 g  B.= E2 (1.4.2)
s .
°3 3

clarak alinir ise, A€0(3) olmak iizere

E = Ae (1.4.3)
geklinde yazilabilir. s
TANIM 1.4,2:

B’ deki bir ortonormal El,E2,E3} gat1 alami verildiginde
\;{pEEB igin : }

det [B)(p),E,(p),E5(p) | = 1
ise bu ¢at1i alanina pozitif olarak yonlendirilmigtir denir [6].

TANIM 1.4.3:

V vektdr uzayl ile birlegen bir afin uzay A olsun. pEA ve V&V
igin (p,v) sirali ikilisine A afin uzayinin p noktasindaki bir

tanjant vektorii denir [2].

Ozel olarak A afin uzay yerine-E° Oklid Uzay1 alinarak, ES Ok-

3

lid Uzayinin p&EE” noktasindaki tanjant vektorlerinin climlesini

TE3(p) ile gOsterebiliriz. Buna gore ‘ | -

Tg3(p) = {(p.\r)'lpEE3 ; x‘r*ev}
dir,

TE3(p) de toplama ve skalar ile garpma iglemleri sirasi ile
Q: TEj,(p) x TE3(p) —— ng(p)
((pyv) 4+ (Pou)) ——— (p,v) @ (p,u) = (p,v+u) ,

—14~




® i IR & TE3(p) S TE3(P)

(A, (p,v))

> A 0 (P’V) = (P!_AV)

bi¢iminde tanimlayalim, Buradn { E3(p) $9,IR 4+, Oi} altilisi reel bir

vektor uzayidir. Bu reel vektir uzayina E3 Oklid Uzayinin pCZE3 nokta—

sindaki tanjant uzayi denir ve klsallgxn hatiri igin TE3(p) seklinde
gosterllir. Bu tanjant uzay pr-__F3 i¢in reel bir vektdr uzay:r oldugun-
dan dualinden bahsedebiliriz. Bunun igin \¥p€3E3 noktasindaki tanJant

uzay TEj(p) olmak iizerc ﬂp fonksiyonlarina

pr: Tp3(p) lineer .,

olarak tanimlayalim. Bu sekilde elde edilen

* o [ . a}nee }
T.3(p) = | P T3 2SS IR

ciimlesi IR reel sayilar cilimlesi flzerinde bir vektor uzayidir. Bu uzaya
(p) tanjaht uzayinin dual {Kotanjant) uzayl denir, ‘dﬁ EZT 3(9) ele-

manina ise kovektdr ada verilir,

TANIM 1.4.4 (1-Form):

P3 Oklid U?avlnln pﬁ?Ej

noktasindaki kotanjant uzay: TE3CP) 0l-
sun. Ve E° iin biitiin ghoktasl lizerindeki kotanjant uzaylarin bir
legimi 3(p) ile gosterilmek iizere bir
\»j(:b‘f’ 5
3 e e g
: & T
7 S pe:Ej-Ejkp)

fonksiyonu igin

Mo = 1: g- Ozdeglik .3

olacak sekilde bir

-1
M2 1) —Es e
. PEE
(#,) — @) =

1l doniiglimii var ise @ fonksiyonuna (doniisiimiine) E3 lizerinde bir
l-form denir [2].

E3 iistiinde l-formlarin ciimlesini

}{ij) :{Pf l g: B0 ——> W TE3(p)}
' pé& E7
ile'gﬁsterelim;'K(Ej) de toplama iglemini:




o: X x ¥B¥) — %)
3 . W) ——sgoV
6yleki; WpEE> icin
(g 6W)(p) = @(p) + W(p)
ve skalar ile garpma islemini,
* o 3 ; :
0: IR x H(B2) ——> H¥(B°)
(A, g)——=2ayg
oyleki; &prEEj igin
(Ao #)(p) = Ag(p)

bigiminde tanimlarsak
#*
{?{(E3).@.1R.+.-.®}
- #

altilisina l-formlarin vektdr nzayi denir. Bu uzay ?{(EB) ile goste-
rilir. '

l-formlar vektdr alanlarini reel deferli fonksiyonlara doniligtii-
rirler. $(V) diferensiyellenabilir ise ¢ 1-formuna da diferensiyellene

bilirdir denir. @#(V) fonksiyoneli hem # ve hemde V ye gore lineerdir,

Yani

F(fv + gw) = f‘ﬂ(v) + g @(w)

ve

(7 + gW(v) = 18(v) + gv(v)

dir, Burada

3

f,g: E7 =—> IR , \Jf,g(ZC(E3,IR)

dir, Buradan verilen her fonksiyonu l-formlara doniligtiren d-cperatorii-

nii tanimlavabiliriz,
TANIM 1.4.5:

d: C(E2,IR) —— X(E8°)

£ ey df
olsun. Burada f fonksiyonu,
f1 B2 —— 5 TR

verildifinde f nin ar diferensiyeli,¥/VpE£T 3(p) igin
E




o

p 9%

[N
il

df(v 3y = z af | . o
( p) Vp (2] = 2 \p vi e L E1 53

3

geklinde tanimli bir l-formdur. (Buradaki xi: EXY ———> IR koor-
dinat fonksiyonlari ve V = (vi.vg.VB)dir.) Bu sekilde tanimla-
nan d fonksiyonuna C(E3,IR) cebri tizerinde diferensiyel opéra-
tori denir [2]. 7

TANIM 1.4,6 (Dual Baz):

V vektdr uzayinin bir bazi {:0&, % G%-} ve duali olan bir di-

per vektdr uzay:r da V'ise
* e x = &

*
olarak tanimlanan A, oL, oAl bazina | &, 00, % bazi~
1 2 3 1 2 3

nin dual bazi denir [3].
TEOREM 1.4.1:

7

Oklid Uzayinda Oklid Koordinat Fonksiyonlari X)Xy 0Xy  fin
diferensiyelleri iln teskil edilen { dxl,dx?.dx3} sistemi

v pE£E3 noktasindaki T;;(p) kotanjant uzayinin bir bazini olug-

turur,
iSPAT:
_TFj(p) tanjant uzayinin bir ortonormal bazi
21,2 _s*»__i}'
5 ” »
‘h oxq p ax, " alep‘
' R -
) _ . oL g e e & 8.
olsun., Tanim (1.4.5) den, f = X5 oo Isi = 3 Vp- 3% . (ésl'cag* JB)
alinarak . . J :
;|
3 d Q%5
dx. | (=— | ) = ( =] ) [x ] = ;{: —= .
ilp axj B éx: . i | éxk ik
3
.Y S. §
k= ik Jk
dx, —ﬁi— y ég_ : : (1.4.4)
ilp axj . ij

elde edilir ki bu da Tanim (l.4.6) geregince ispati tamamlar [3].
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TEOREM 1,4,.2:

E3 de herbir ¢ E%*(EB) 1-formu

et s " it B LB
g = i}“sl G ve 5 = 05| ), g P ——

geklinde yazilabilir.

ISPAT:
- d
‘ e L \J. — 3 - : -
IP £ axi vy oldugundan ¥ pc:TEj(p) igin Tanim (1.4.5)
den s y
a*y S
dx. (V. .) = V [Xi]: 2 5‘“’*' -V, = AR g4
jeL Ry 1B 4 4 A
veya
dx; (V) = v, (1050
olur! Difer taraftan ' R
3 v .
Pa) .
AV d= B( 4 e iz /g P —1{ I N
P Mg im0 p !

i qQ
gV ) = ?‘"1 v —-;-lg)

s it
bulunur ve hipotezden @( ——| } nin deferini yerine yazacak olursak
p :

axi

giv ) = Z £, V.
B i=1 *!p b

elde edilir. (1.4.,5) den dxi(v.) = vy oldugundan
o -
S}
v = ; f.dx,(V
00E) = o g L)
veya 3
v =
@( p) ( gilfidxi)(vp)
olur, Fonksiyonlarin egitligi tanimindan

3 a
g= ) tax, (1.4.6)
i=k




bulunur. Bbylece teoremin ispata tamamlanmis olur [5]

E3 Oklid Uzayinda bir gaty alan1<[P EE.Ej}volsun Frenet vek-

L1’
torlerinde oldufu gibi, her vektoriin tiirevinin kendi cinsinden ifade

edilebilecefi gozdniinde tutularak, \jpe:Pj noktasindaki dE (1 £ 3 &3)

.diferensiyelleri T 3(p) uzayina ait vektdrler olacagindan
E (p) B (p) E (p) sistemi cinsinden .ifade edilebilirler. Buna gore
wlj(p)e:IR, (i,j = 1,2,3) olmak iizere

e, (p) = Wi Ey(p) o+ Wy Es(p) + w5 Z‘(p)
dE,(p) = W,y By (p) + WooEs(p) + w23 3(P)
dE3(p) = Wy E,(p) + Vo E;(p) + W 3(p)

seklinde veya matris formunda,

e ] — % iy
dEy i Va Wl BB
dE2 = oy L w23 E‘2 '_ (1.4.7)
e i
dﬁ W w W E.
. 1 A
3, 13 3 e L 31,

yazilabilir,

TEOREM 1.4.3:

.3 Oklid Uzayinda bir caty alan1 {fl,E EBI olsun. O zaman
\fP€3E3 igin
Higp) = <dE;(p) , E5(p)Y o (1, =1,2,3) (1.4.8)

reel degerli fonksiyonlari anti-simetrik l-formlardir.

ISPAT:
{EI’EE’EB} Oklid Cati Alani ve v@e;EB icin
| E. l "
' i> p

oldugundan diferensiyel alinirsa -

<@E, , E£> ‘p + <Ei, dEi> |p o
veya

w..l =D (1.4.9)
13 {P 31|P

bulunur, Ayrica W l € IR reel degerli fonksiyonlar olduklarindan
anti-simetrik olduklarl gosterllmls olur [5]
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Eger,

2
W1 Wiz Wiy
Q= 91 Yep Vam .
"R s Vg
~dersek, i=j igin (1.4.9) dan dolayi
W..= -W..
ii ii
2W..= 0 ise W..= 0O
1 i
dir, Ve i -# j ig¢in Wijz —Wji olacagindan W .= Wy oy WygS SWpy WosE W)
olarak alinirsa () matrisi
0 wB -w2.
-(1.: — ' L3 ®
Wy 0 ! (1.4.10)

Wo -W, 0

L -

olarak bulunur, Son bulunan (2 matrisinin w elemanlarina E3 Ok

1 Mgy
. 1id Uzayindaki {EI'EE'EB} gati alani ic¢cin bag-formlari denir.

TEOREM 1.4.4:

g Gklid Uzayinda {el,ea,ej}- dogal ¢ati alani ve El'EE'EB}
de difer bir ortonormal gati alani olsun. Bu taktirde AE 0(3)
ve fL da El’EE'EB} sistemi igin bag-formlarinin matrisi ol-

mak lizere

Q= an AT
veya 1= {wijJ ve A = FijJ i Ciyd = 1,2,5) cipsinden
3
W= ) o da 124,553
ij oy ki ikt ’
geklindedir,
ISPAT:
PEE’ deki bir tanjant vektor V, olsun. Teorem (1.4.3) den




W) = la,, B> | (1.4.8)
dir. Difer taraftan A ortogonal bir matris oldugu igin

3.

=
|

e

=

k=1

dir. Buradan her iki tarafain diferensiyeli alinir ve df(V ) = V [jf]

oldugu gozoniinde tutulursa

dEi(VP) = vp [Fl] = 15’;1 v [ails] e, (p)

olur., Ayrica Ei{p) e §f a.k(p) ek(p) vektdrii ile i¢ garpima tabl

o <
tutulursa k=l
e 3
aE, (Vv E. = v . e a. e
< aE,( P)}. J(p)>. - 'y [alk] k(p)._ - Jk(p) 3 k(p)>
- ;_VP [alk] I[Zajk(p)< Sir B> ,p
= z:ﬁp [aiq ajk(p)
bulunur, Halbuki diferensiyel tanimindan V ’é. ] = da, (V) ve
p ik ik

(1.4.8) den <dE.(V ), E.( = W, .(V) oldupundan
$Vp)e By(p) > 2 Wy (V) oldup

&
—~
=

e
S
1}

?_ajk(p) daik(Vp)

i i ( E:ﬁa. a

‘13 B ik

olur, \{VPEZTEB(p) i¢in, bu esitlik dofiru oldugundan
%j daik a

bulunur. Burada diger matris formiilleri ile baginti kurulabilir. A nin

transpozu AT ise

veya

=
~
=<
o
~—
]

o

jic' V),

u




dir. Buradan: W, , = E: da, aT, s (1 £1i,3 2 3) veya matris olarak
: ij % ik "kj -

4

[wij] B [ kz T an ]

olur. Matris garpiminin tanimi kullanilir ve hipotezden [Wij]_zll
yazilirsa ' L

Q.= da aT FISAs (1.4,11)
clde edilir. Bu da teoremin ispatini tamamlamig olur [5].
TANIM 1.4.7 (Bagla Vektor):

Bir & serbest vektorii ile, uzayin bir A noktasinin ciimlesine
bagly vekttr denir ve (A,d) ile gosterilir [7].

TANIM 1.4.8 (Kayan Vektor):
Bir a serbest vektorii ile, uzayin, a ya paralel olan belirli
bir D dogrusunun ciimlessine kayan vektor denir ve (D,3) ile gos-
terilir. D dogrusuna da kayan vektériin tesir Gizgisi denir [7].
Tesir gizgisi D olan bir @ kayan vektoriinii gGzonline alalim ve D

lzerindeki keyfi bir A noktasindan itibaren & y1 temsil eden AB yﬁnlég

mig dogrusunu gizelim $ekil (1.4.1).

)

I
|
|
]
\
]
\
'
|
1
4

e} ekil 1.4,1
TANIM 1,4,9:

A kayan vektdriinlin O noktasina gore vektdrel momenti diye
— — et oy
at= 0AA AB = DAAZR
vektoriine denir, Bu vektér bagli bir vektor gibi dﬁsﬁnﬁlﬁr ise
de tatbik edilen moment A noktasina bagli defiildir [?].
Buna gore (&,a) ikilisi bir dojru belirtir,

an = 1

|

Nal = 0AARI = 1| OA I I1a)l Isingj

veya A noktasi M ile gakistifginda © = 6ﬁh = 90° oldugundan




e
Il a"ii=1 omAal =§
olur, - -
1- [la%l =§ ile aranan dogrunun baglangigtan uzaklifi bellidir.
— - g . 2 i <
2- a" an dofrultusu OA ve @ nin tegkil ettikleri diizleme dik
ve giddeti bu paralel kenarin alanina esitdir, Boylece & nin diizlemide
bellidir, ,
3~ a nin diizleminde 0] merkezli<§ yarigapli gember aranan dog
ruya tegetdir,
—y — — e 4 i 2 & ' —
4~ 0 dan a alinirsa a"= OAA a sisteni sag olacak sekilde & ya

paralel olan tepiet, aranan dojirudur.

— —y
Burada a ve a“vektdriiniin bilesenleri sirasi ile;

3
— 2
a= (a%,a?,aBJ == 2;1 a; = 1
] (1.4.13)
ats (1* a s 5' a.a, =0 ‘
j o L 4

dir. Ileride bahsedileceffi gibi bu bilesenlere E° de bir dogrunun norm

lanmig Pliicker Koordinatlari denir.,

Bir eksen etrafinda donen kati bir cisim gozdniine alalim. Koor-
dinat sisteminin O baslangig noktasida, donme ekseni ‘ilizerinde olsun.
—
Bu cismin bir p noktasinin eksenden uzaklifgini r, yer vektoriinii P, hi-

i —
zin1 V ile gdsterclim Sekil (1.4,2), Eksen iizerinde tyle bir 4 vektdri
] ;

Sekil 1.4.2

alallm ki d etrafindaki donme pozitif yonde olsun velldil_ w bulunsun.

Burada W agisal hiz vektoridiir.
TANIM 1,4.16:

Bir cismin, bir eksen etrafinda donme hizi;

. —

v d/\P

dir. Burada d vektcriine hareketin eksen etrafinda ani donme

vektdri adi verilir [4].



9imdi bir uzay efrisinin bir X noktasi etrafindan birim hizla,
yani parametre yerine s yay uzunlugu alinarak g1211d1g1n1 dusunellm

Béyle bir hareket!s Frenet Ugylizlisii katl bir cisim gibi hareket eder.
TANTM 1.4.11:
Bu hareketin ani ddnme vektdri
We=kTa+kB ' 4,14
= kT 4 lB (1.4.14)
dir. Bu hareketin ani donme vektdriine C., Darboux (1887) vektori

denir. Burada k ve k sirasi 1le, bir egrinin egrlllk ve burul

masi,T,B de egrinln b1r1m teget ve binormal vektor alanlarldlﬂﬂ-

1.5 GIZGILER UZAYINDA HAREKETLER -

g

Oklid Uzayinda l-parametreli hareketlerde E3 iin dogrulara
regle ylizeyler teorigi ig¢in ©nemlidir, Dogrular E3 iin 11neer nokta ciim
leleridir. Bu yuzden E3 Oklid Uzayini yalnizca-dofrulardan meydana gel
mig bir uzay olarak diigiinecek ve bunu belirtmek igin-de gizgiler uzayi
adini verecegiz.

Uzayda hareketin gdzlenebilmesi icin bir refarans noktas;na ihe
tiyag vardir. Bu noktanin sabit veya aynli nokta da bulunan gidzleyicife
gore sabit oldufu farz edilir. Bu noktayi OEEE3 ile gusterelim ve hare
keti inceleyebilmek igin ortonormal bir

[e@) )5} = Jo; €088}
sistemi tesbit edelim. Ayrica bu uzayda blitiin noktalarin sabit kaldigy
yani hareket otmedlgl farz edilerek bu halde Ej uzayina sabit gizgiler

uzayil denir ve H'ile gosterilir. Yanl;

= SP {91(03,92(05,é;ffs} l @

dir,
Diger taraftan "O" noktasina gbre hareketli bir p noktasini ve

bu noktaya siki bir gekilde bagli olan ortonormal bir{:ﬁl,ﬁe,i3}

- sistemini diigiinelim. Yani; _
w8 { 5:1(p),E2(p),E3(p)} 15825
olsun,

Gizgiler uzayinda artik noktalarin hareketi yerine dogrularin

hareketi alinabilir, Bu sebeble uzayin en basit elemani olarak dogru-




larr aliriz. Hareketli. bir p noktasinin op yer vektori ve bu noktaya

yerlegtirilen bir @ birim vektori ile belirlenen dogrunun parametrik

denklemi: =%

A
X //<§;=3?+ AT
X

~ Sekil 1.5.1

¥ = T 435 ' (1.5.3)

geklindedir. P noktasinin dogru iizerinde keyfi bir nokta olmasi igin,

A i vektorel carpimi gstermek iizere,(1.4.13) den
F = XAR = YAR _ (1.5.4)
vektorel momentini kullanarak,dogruyu (a,2 ) ¢ifti ile belirliyébili-

riz. @ ve & vektdrlerinin bilesenlerine normlanmig Pliicker dogru koor-
dinatlary denir ve (1.4.13) deki gibidirm i

Cizgiler uzayinda harekatlerl lig gruba ayiracagiz:

1) (&,%) doprusunun H sabit uzaylina gore hareketi,

2) (4,a) dofrusunun H hareketli uzayina gore hareketi,
j) H hareketli uzayinan ' sabit uzayina gore hareketi,,

0

H nin H'uzaylna gore l-parametreli hareketine k1saca uzay hare-
keti diyerek H/H' ile gosterecepiz.

H/H' hareketini 0 noktasi etrafinda bir dénme ve O nokta51na go
re bir &teleme olmak tizere iki kisma ayirmak mimkindir:
Dier sablt ve hareketli gizgiler uzayinda iki Oklid Koordinat

- - - t L] L) .
sistemi, sirasi ile, {xl,xo,xj} ve.fxl,XE,xB} ise;
o i
: i P :

) %]
% xé s X 3K, | (1.5.5)
_ o -
3 1 *3

olmak lizere (1.2.1) den dolay: H/H'uzay hareketini matris formunda

X A C X

0|

1 0 1 1
5

geklinde posterebiliriz, Burada AEO0(3) , CEIR dir.




TANIM l.5,1:
H/H' uzay hareketinin:
AC | 3 |
¢ 1 i ‘
matrisinde dénmeye karsilik éelen A€0(3) ve tBtelemeye kafsl_
11k gelen CGEIR31 matrisleri

A

i

ACE) | LUf1.5.83

C = C(t) (1.5.7)

it

olacak gekilde bir tek reel t parametresinin diferensiyellenc-
bilir fonksiyonlarl‘iseler H/H'uzay hareketine bir parametreli

uzay hareketi denir [6];

TANIM 1.5.2:

i : ¥

H/H'uzay hareketini belirliyen ACO0(3) ve cEIR31 matrisleri,

Yt E€IR igin
ACt+2T) = A(L) ' : . {1.548) .
C(t+21) = C(t) (1.5.9) .

olacak gekilde peryodik iseler H/H'uzay hareketine kapali,aksi

halde agik hareket adi wverilir [6];

n/u' uzay hareketinin degisimini incelemek igin (1.4.3) iin difg

rensiyeli alinirsa

E=Ae , AEO0(3)

oldugundan ‘
dE = dA e + A de = dA e .

elde edilir. Ayrice

‘s ATUE , AED(E =% 1le at
oldugu igin

e:ATE

olacagindan

dE = dA ATE

bulunur. Bag-formlarinin (L = dA AT matrisini kullanarak



aE = g (1.5,10)
yazilabilir,

Simdi de hareketli uzayda bir (3.? ) dofrusu diigiinelim, @ bi-

rim dogrultman vektdrini Wp&H igin,

[a, (El
i A i, = 0
a=|a, E = E2 (1.5.11)
= a
3 | 1
olmak tizere &
X = a'® j . (1.5.12)

geklinde yazalim. Dogrunun hareketinin degisimi igin diferensiyel
“alirsak,

—
da = da"p 4 4T ag :

ayrica (1.5.10) dan dolaya,
—
da = daTE + a?O_E

—

da

fl

(da +Jj‘Ta)TE (1.5.13)

elde edilir. (&,a*) dogrusu H hareketli uzayinda sabit ise;

da = 0 ' (1.5.14)
clacafindan _ ' .
; —
da = alQ)E (1.5.15)
bulunur, Efer_ (). matrisinin (1.4.10) daki ifadesinden bir Ervektﬁrﬁnﬁ
W = (wl,we,wj) {d o5 L6
geklinde alacak olursak (1.5.15) ifadesi
P O T
’ (_O wj_ Wy E1
a’ .
a [al a2 a3] -w3 0 wy f E2
Wy oWy 0 } "Ejj
veya
ia = WA8 (1:5:17)




geklinde yazilabilir, Burada /\ vektbrel garpimi gdsterir. Darboux

donme vektdriiniin roliinii oynayan W vektoriine H/H' hareketinin ani
Pfaff vektorii denir,

TANIM 1.5.3 (Steiner Vektorii):
5

o¢: I ——> E” bir kapali efri olsun, Bir ortonormal gata ala—
ni {EIJEE,EB} ,efriye siki bir gekilde bagli ve ayricaV/ te€l

igin o (t) noktasindaki hareketli gizgiler uzayl

S LT NS,

olsun, H/H'uzay hareketindeki ﬁ.Pfaff Vektoriiniin o< egrisi bo=-

yunca egirisel integrali ile belirtilen -

?)':_5%}' (1.5.18)

vektiriine H/H hareketinin Steiner Vektérii denir [6].
3 : . 3
TANIM 1.5.4 (Steiner Oteleme Vektorii):
(s I ———— E3 diferensiyellenebilir kapali bir egri ve bu eg-
riye siki bir gekilde bagli olarak hareket eden bir ortonormal
’{EI'E2'E3} sistemi H hareketli nzayi olarak segilsin,
d{€T (X (1)) oldugundan -

dX = OB, + opB,+ O3B, ‘ (1.5.19)

geklinde tek tirlii olarak ifade edilebilir. c¢ efrisi boyunca

egrisel integrali ile belirtilen

\7‘35&3%_ ' ' (1.5.20)

vektOrine H/H' uzay hareketinin Steiner Oteleme Vektorii denir[6]

H hareketli uzayinin, bir oft: I —> E3 egrisini g¢izen bir

X (s) noktasina siki bir gekilde bagli olarak hareket eden {jﬁ'ﬁ'ﬁ}(s)
o

Frenet ¢ati alani olarak alalim. O zaman E3 deki hareketli gizgiler u-

zayl olan H y2
= T,N,B \ .5.21
K s sP{T,N,B} e (1.5.21)
geklinde diiglinebiliriz.

otr 1 ———=% E3 egrisinin s yay parametresine gﬁre‘{T,N;ﬁ

}o((S)



sisteminin’ defigimini, (1.5.10) daki {1 matrisinde W, = k2 > Wy = 0 ve
Wy = kl olmak iizere tesgkil edersek,
-If —_
e . 1 :
=¥ — . &
R = N e = €, s A T3 aein
f:S | 4 '
R = Ae & = AT R, AT = A_l .
dir. Buradan /
dR Z dA e
veya dR = dA ATR
olur. Teorem (1.4.4) den (2 = da AT oldugundan,
dR = (L R
elde edilir. Buradan ' '
5 s
i 0 Ky 0 il
= -5
dN| = —kl 0 k2 N 1.5, 22)
-— —
dB 0 —k2 0 B
= L.
seklinde yazabiliriz. Burada k1 ve k, sirasi ile v eprisinin egrilik ve
burulmasidir.
1.6 SERITLER TEORIST
TANIM 1.6.1

E® de bir yiizey M ve M iizerinde bir efri

pog ] g M B
—
s —> r(s)
olmak iizere { r(I),M} = {_egri s yﬂzey} ikilisine bir gerit ada
verilir ve kisaca
—
_‘
r(S) > (S)
t L{C) S | B |
ile gosterilir. Burada S(s) , M yiizeyinin r(I) egrisi boyunca bil-
rim normalini ve s de efrinin yay-parametresini gistermektedir.

Bir seride ait tiirev deklemleri gdyledir:
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i = tlg 4 CY

dﬁ? i? o)
it g A
d?? =y —»
o e |
Burada

—_—

g ~ ﬁEﬁ* ' ox
> C o

—
dir ve a,b,c gerit egrilikleridir. Bir geride ait E ;? ,§

—
+ -b§

_?
+ a (1.6.1)
+ 0%

T =3A%

— ey
birim vek-
oty —F

S a . - - = S . =P s -
térleriyle, bu geridin efirisine ait T,N,B Frenet vektdérleri arasinda aga-

gidaki bagintilar vardir:
=

] - —
-—}v c'? +—b§

14

N*=
l/bz + c2

rad —r
5 CS +b"z

Jbz-l—cz

(§2.1.6.1)

1

Ayrica (Sek.1.6.1) den goriildisi gibi,

3>

<ﬁ5’,—-1\:1’ = sin(P

(1.6.2)
.
g S
(P N
7
T-T
(1.6.3)

olmak lizere a, b, ¢ serit egrilikleriyle efrinin ki, K, efrilikleri ara-

sinda,

b —k1 cos({J
c = kl sin(P

!

(1.6.4)
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bagintilari da mevecuttur. Burada b ve c¢ gerit efriliklerinin geometrik
yorumu gdyle verilebilir:

Seridin b normal efriligi, efrinin ky egriliginin normal diiz—
lem lzerindeki izdiigiimine egittir. Bir bagka ifade ile b, gerit eprisi-
nin normal diizlem {izerindeki izdﬁ@ﬁmﬁnﬁnuegriligine egittir.

Seridin c geodezik egrilifi, egrinin kl efriliginin teget diiz-

lem iizerindeki izdiigiimine egittir. Veya, gerit egrisinin teget diizlem ii-
zerindeki izdigliminin egrilifine egittir.
TANIM 1.6.2

4, b, ¢ gerit efrisinin efirilikleri olmak lizere,
a =0 ise efirilik seridi elde edilir.
b = 0 ise oskilatdr serit elde edilir.
e = ) gy J',(’(J(il‘?,l’k :_;'vri't clde edilir. '

i P
_g ,3? ’-ga} serit 3-ayakli alaninin elemanlarini, egrinin T
— .

N, B Frenet elemanlart cinsinden giyle ifade edebiliriz:

-7_?:’ Sin(P—N)— Cos({)_B}'
g

(1.6:5)

cos @ T\T\‘. + sin(F !
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2. BOLUM
REGLE YUZEYLER UZERINE

TANIM 2.1.1

Bir MCE3 yiizeyl verilsin, VP EM noktasinda E3 iin tamamen M de

kalan bir dogrusu varsa M ye bir regle ylizey ve P&M noktasindan

gecen ve M de kalan bu dofruya da regle yilizeyin dogrultmani denir.

Regle yiizeylerin parametrik denklemini elde etmek ig¢in doZrult-
manlar: kesen ve yiizey iizerinde bulunan diferensiyellenebilir bir

r: I ——»F E3
t ——= T (t) '
egrisi sec¢ilir ve regle yiizeyin dayanak efrisi olarak bilinir. M regle yu-
zeyinin r dayanak egrisinin,;?t) nokt351pdaki dogrultmani {izerinde defi -
gen bir nokta
AR ——> M
v =28 (W) =T (D) + v & (1) (2.1.1)
geklindedir, burada = (t)::(algt),az(t),aj(t) j birim dogrultman vektdrii-
nii gistermektedir. Boylece regle yiizey,
f: xR —> £
k- ;
@ (t,v)=( r ()4 v a (0),r, (D)4 V a,(t),r (D)4 v a ()
diniigiimii ile belirtilmis olur. Boylece {(IXIR,W )}. sistemi M regle yilizeyl
igin bir atlastir.
TANTEY 2502
Piix R —— 1’
@ (t,v) —~—3 @ (t,v) =P (t)+v 7 (1) (3.71..2)
regle yiizeyi V té€1 icin '
CRTEY EROERCRERS

olacak sekilde peryodik ise regle ylizeye kapalidir denir.Buradan
giriliir ki v nin sabit birakilmasiyla elde edilen t-parametre ef-
risi( dayanak e@risi ) kapali hir efridir.
TANIM 2.1.3 ' :

Bir @ (t,v) regle yiizeyinin ana dogrularinin her birini dik olarak

kesen efriye regle yiizeyin ortogonal yériingesi denir.
TANIM 2.1.4

Bir @ (t,v) regle ylizeyinde komsu iki dogrultmanin ortak dikmesinin

dogrultmanlar {izerindeki dyaklarina bogaz noktasi adi verilir.

_3 2-




TANIM 2.1.5
Bir O (t,v) regle ylizeyinin dayanak egrisi boyunca H/H' uzay ha-
reketinde bofaz noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin Eo =
gaz ( striksiyon ) c¢izgisi (efrisi) adi verilir.

: Bir @ (s,v) regle yiizeyinin merkez nokta51n1n'¥b)yer vektori,
dayanak efrisinin ?’(s) yer velktorii, ??(s) dogrultman vektdri ve dayanak
efrisine olan T uzaklifi cinsinden

?(5,3)2?(5)—%??(3) (2.1.3)
seklinde ifade edilebilir. u parametresi regle yiizeyin dayanak efrisinin
yer vektiri ve dofrultman cinsinden bulunabilir. Regle yiizeyin ilk ikisi

3 (s) ve E?(s)4—d-3(s) olan komgu ii¢ ana dofrusu verilsin Sekil(Z.l.i).

(Sek.2.1.1)

P,P' VE Q,Q' komsu anadogrularinin ortak dikmelerinin dogrular
tizerindekl ayaklari olsunlar. Ilk iki komsu anadoprusunun ortak dikmesi
: il ) s

A(s) A (F(s)4a'(s) ds)=a(s)~a'(s) ds | (2.1.4)

- - - . ==
bagintisindan dolayl'gfcg' vektdriine paraleldir, Limit halinde FPQ

vektdri PPT O ile gakigacak ve hofaz cizgisinin tepeti olacaktir.Dolayisiyle
Gy =0, ¢ 343" ds, Q> =0 (2.1.5)
olacafindan
La', PQ>=0 (2.1.6)

elde edilir.Ayrica (2.1.3) den dayanak eprisinin s-yayparametresine gbre

tiirevi alinirsa ve (2.1.5) den dolayi,

- =4
< cdla . j;l>:0 (2:.1:7)
s
dZ AT =dT s
s ThESg e =0
<:ds +dS = d :>

o

a4 alfadl T =0 (2.1.8)

bulunur.Bdylece strikisyon efrisinin yer vektdrii i¢in (2.1.3) den
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gﬁilqa;lzi ‘g(s) (2.1.9)

F(s)=T(s)—

N
elde edilir. Eger ”AE’H = 0 ise regle yiizey strikisyon ¢izgisine sa-
hip degildir.
I3')]=0=3=73
:%7'3 — Zabilt

olacafindan bu hal regle yiizeyin silindir olmasini karakterize eder. Reg-
le ylizeyler igin strikisyon efirisi, dayanak efirisi olarak alinabilir. Bu-
nun igin (2.1.8) formiiliinde ’ ;

By, LF T : (2, 1,10}
alinmas: yeterlidir.

TANIM 2.1.6

Bir P (s,v) regle yﬁze&iniu anadofrulari boyunca teget diizlemleri
ayn1 kaliyorsa regle yiizeye acilabilirdir denir.
TANTM 2,1.7 '
Regle yiizeyin komsu iki anadoprusu arasindaki en kisa uzakligin
anadofirular arasindaki agiya oranina regle yilizeyin dafilma para-—
metresi (drali) denir.
Anadogrularinin birim dogrultman vektdri 3@ olan bir regle yilize-
yin dralini LA ile gdsterelim. Komsu anadoprularin ortak dikmesi dogrul -

tusundaki bir vektdr (2.1.4) den dolayi aAa’ oldugundan bu dogrultudaki

birim vektdr

(Sek.2.1.2)

Dayanak efrisinin komsu iki noktasi T(s) ve T(s)4 d¥(s) oldugundan bu nok-
- T

d > e e aA
talar arasindaki en kisa uzaklik dr vektdriiniin

IER

vektdrii lizerindeki

lzdiislimidiir. Biylece en kisa uzakligi,
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1= _detL dx;

I3

(2.1.11)

= |w}

olarak buluruz. Efer anadofrularin kiiresel gdstergelerini gbzbniine alacak

olursak, bu gdstergenin yay elementi olan
dF
ay=[| = || ds (2.1.18)
ds :
komgu iki anadofru arasindaki agi olarak alinabilir. Boylece regle yiizeyin

p oL

_dw

drali igin

P Bl BB L el s .
a T
“a “ , . ¥
o _
det[ ‘g—z il g']
Pa: 2 - (2. 1.13)

[z 2
bulunur. Regle yiizeyler ig¢in dral, koordinat defisimlerine gdre en basit
diferensiyel invaryanttlr[TB 1.
TEOREM 2,1.1

Bir qJ(s,v) regle ylizeyinin agilabilir olmasi igin gerek ve yeter

gart dagilma parametresinin sifir olmasidir.

Tspat: ' 1

1) =

Regle ylizeyin agilabilir olmasi i¢in anadofrular boyunca te@et
diizlemin, dolayisiyle yiizey normallerinin ayni kalmasi gerekir.Regle yiize-
yin -

(F(S,V):"?(S)+ v 2(s)

denkleminden s ve v parametrelerine gbre kismi tiirevleri alinirsa
—_—

% __7
(f’r‘..—:- T4+ v a'(s)
- _ - (2.1.14)
F,= T

elde edilir. Buradan.
— . = >
Cf_.A(P =(T4+v a" )N a :
s ‘ (2.1.15)

—3
— s S
(PS/\(PU— TAad+v a'A a
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ve ayrica ylzey normali

— —p .
-;._ (PS‘A‘(P v
=~ 5 — {2l 16)

{-q;; J\-Ii?;ﬂ' : ‘~$?4€

" = o sl e . :
olduffundan n nin degigmemesi ig¢in v parametresinden bagfimsiz olmasi gereklir.

Bu sebeple (2.1.5) deki 7?/\—2 ve ‘Z',\'Z vektdrlerinin lineer bagimli

olmasi lazimdir. Bdylece

(TAT)IA @A D=0,

a( det[_T',?',—Z] )T ( det[ 3,22 ]) =0

T[T, 3] =0,

] —#]

datgl T , a' ; a = D 1
- : - .
d

det e ,_3 : gEL] = .0
ds ds

veva
P.= 0
a

; elde edilir.
& 5 =
B Tersine hareket ederek Pa:: 0 ise regle yiizey normallerinin
dofirultman boyunca ayni kalacafi, dolayisiyle regle yiizeyin agilabilir
sidupy govElar, | '
NETICE 2.1.1 . , S
Regle ylizeyin a¢ilabilir olmasi ig¢in q’saﬁ(fL nin anadogrular
boyunca sabit kalmasi gerekLri Bunun ig¢in (2.1.15) denkleminin
v-1i teriminin olmamasi gerekir. Bununm icin 3(s) = ( ai, a5, 2y )= st.
vektir olmasi hali ele alinabilir. Bir egriye dayali ve sabit bir doj-
rultuya paralel olarak hareket eden dogrular bir silindir meydana geti -
recefinden, @(s) = st. olmas1 hali bu regle vizeyin bir silindir olmasi
haline karsilik gelecektir. Dolayisiyle bir silindir agilabilir regle
ylizeydir, . .
NETICE 2.1.2
Agilabilir regle yiizeyler i¢in dralin sifr olmasi (2.1.11) deki

komsu anadofrular arasindaki en kisa 1 uzakliginin sifir olma-
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sint, yant bu anadofirularin kesismesini gercktirir, Dolayisiyle bir koni

igin Pa== 0 olacagindan bir koni de agilabilir bir regle yiizeydir,

2.2 REGLE YUZEYLERIN INTEGRAL INVARYANTLARI
2.2.1 ACILIM UZUNLUGU

==

H= Sp{'I N,Bj ve H'= Sp 1,ez,e3} sabit gizgiler uzayi
olmak fizere H' deki her bir efri bir uzay harcketi belirtir.Bu hareket
H/H' ile gdsterilir. Hareketi veren epri kapali ise H/H' de kapal:i uzay
hareketi olur. H/H' kapali uzay hareketinde H uzayinda tesbit edilen her
doéru H' de kapali bir regle yiizey cizer. Bir

W (s,v)= E(s)+ v BS)

regle yiizeyinin andgupruLdrlnln dik VOFUHELlLrl 1g1n 3

<a, d(P>

<Fg -Zr%—dv_gﬁ-v da 5 =
<_3 dL>—1- dv Al 2:
dy =a , AT : (2.2.1)
bulunur. Bu formiiliin regle viizeyin dayanak egfrisi boyunca efirisel integ-
vald To#l e : T
oo ér)< dr, ay = —‘j;(f’) dv’ - (2.2.2)

(
elde edilir. Burada

La == R

seklinde tanimlanmig olan La fonksiyonuna regle ylizeyin agilim uzunlugu
(Adim1) denir.

Acilim uzunlufu regle yilizeylerin bir integral invaryantldlr[é:l
Eger kapali regle yiizeyin ortogonal yiriingelerinin bir tam devri gdzdnii-
ne alinirsa adim hig¢ bir zaman regle yiizeyin strikisyon egrisiniﬁ uzunlu-
funu a§amaL[8 1, fakat egitl?k halil her zaman miimkiindiir. Eger régle yii-
zeyl kapali ve agilabilir farzeder, dayanak efrisinide strikisyon ¢izgi-

si olarak alirsak, S? strikisyon ¢izgisinin uzunlugu olmak iizere

do = By O (2.2.3)

clde edilir. Diger yvandan bu Hzolik regle yiizeyin agilabilir olmaga igin




bir karakterizasyondur, bunu bir teorem ile verelim,

TEOREM 2. 2, 1.
Ag1labilir kapali bir regle yiizeyin agilim uzunlufu bu regle
ylizeyin strikisyon egrisinin uzunlufuna egittir.
Ispat: -
Kapali bir regle yiizey q)(s,v) ve bu regle yilizeyin dayanak eB-
risi r olsun.Ayrica anadogrularinin kiiresel gdstergesi J olsun.
J ve r efrileri basit irtibatli eprilér olsun. Regle yiizeyin

acilim uzunlufu La olmak iizere (2.2.2) geregince

g §(r) Gt (2.2.4)

dir. Regle yiizeyin strikisyon ¢izpisi r , r nin uzunlugu S¥

olsun. O zaman (2.2.4) 'formiilii d

La:f_) < &2 (2.2.5)

olur., Ayrica L nin

a
Iy = S
a r

sinir gartini sapladigi bilinmektedir[hs ] . Eger regle ylizey a-
¢1labilir ise, regle yiizeyin strikisyon cizgisi ile sirt egrisi
ayni ejiri olacaklarindan dolayi, T nin yay-uzunlupu s olmak ii-
Zere
=
— dr
a=
ds

alinabilir (sek.2.2.1).

(2.2.6)

( Sek.2.2.1)
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Su durumda (2.2.5) flormiiliinden

=g <5 =3

ds (2l )
& &
L :j < i __r_> ds (2.2.8)
a —
=2 L (r) ds ds
ve .EE . i :>;: 1 oldufundan
ds ds
L, = §__ " ds Y (2.2.9)
a ) :
L = 85— : (2.2.10)
a T

elde edilir ki ispat biter.
‘ Simqi, verilen bu teoremin kapali agilabilir regle yiizeyler ig¢in
bir karakterizasyon oldufunu bir teorem ile verelim:
TEOREM 2.2.2 ,
Kapali hir R regle yiizeyinin L adimi onun strikisyon gizgisi—_
nin S; uzunluguna esit ise regle yiizey acilabilirdir. .
Ispats

Yukaridaki notasyonlara bagli kalmak lizere,

_dir,.Bu ifade

e
g wif JUE -r% 4. (2.2.11) -
() ds

olarak yazilabilir. Difer yandan - | .

2
S :f ds =}_ is_
i) (N s

=i =¥ fr
s,:ﬁ_ <4t d?>=§_ (= n s (2.19)
v () Vds  ds

r ds

oldufundan (2.2.11 ) 1ifadesi

= = =
dr 3’> <dr dr>
L ,23) ds= —2 " ds  (2.2.13)
f, ds (r) ds
(r) :
Vvl .
I iF &
_j?, ?C> dg - <<._E s B :> ds 0
ds P ds ds

(r)



ya da

= =
{é'—ﬁ . B ds = 0 {2, 2,183
ds ds

: : >
elde edilir. s, T nin yay-parametresi oldupu icin 35 s Aér noktasin-—
da regle ylizeyin tangent diizleminde yatan bir birim vektérdiir. A nokta -

a ; AN ’ S ' dr
sinda a anadogrusuna dik olan bir birim vektdr (teget) T ise, 7;, Ei
= Ve ’ ;
ve T ayni dizlemdedirler ve dolayisiyle -
—
TR (A = Sp{'f ,_'3_}

olur. Bu durumda

d¥ - COS‘.P _;—Fsin‘{) Tf
ds
olur(§ek.2.2.2).

3 . ¥

F
. dr
= ds
—»
T
: ( §ek.2.2.2) : :
Burada q):: C?(s), s nin bir periyodik fonksiyonu olup, peryodu Sz dir.
G’ AATINIT “
a-& _ 2 -sinQ T 2.2.15
a = e (1 -cos®) a -sin (2.2.15)
= = . i
<; - -3—; g il-g-> = (1-cos ¢) coslp -sin 0

cos(P -1 ¢ cos4?- sinz(p )

cosP -1 (2.2 .16)

Biyvlece (2.2.14) ifadesi

j(LF) icos - 1) ds=0 - (2.2.17)

sekline doniisiir.

_1écosw {-—_‘.1

oldusundan
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s

-2 % coslp. -1 5 0
olur. A noktasi r {izerinde r yi gizerken s-parametresi de

monoton artar. Bunun ig¢in s ye A noktasinin monoton artan bir

fonksiyonu gdziyle bakabiliriz. Bundan dolayidir ki (2 .2.17)

deki integralin alt siniri cos{f - 1 ﬁ,() ve ds lgaret defig-
tirmediginden (2.2.17) integralinin 6zdes olarak sifir olmas1
ancak : |

{eosfl =« 1 ) ds = 0 (2.2,18)

olmasi 1le mimkiindiir. Buradan da

cosLP — 7 = ) (2.2.19)

dw = @ ' (2.2.90)

cos@ = T

ige (P = 0 olur, biylece
)
~ 4T
(A LT , (25991
ds '

olmas1 gerekir.Bu ise regle yilizeyin acgilabilir olmasi demektir

a8 = 0

olmasi halinde isge

Sr:ﬁ 0O = 0 2 el 2
(s

olacagiindan @ (s,v) regle yiizeyinin strikisyon efirisinin bir
nokta olmasi1 gerekir. Bu ise regle yiizeyin bir koni (agilabi-
lir bir regle ylzey) olmasi demektir. BSylece teoremin ispati

biter.

2.2.2 ACILIM ACIST

Anadogrusunun birim dogrultman: 7 olan bir(?(s,v)

-



regle ylizeyinin anadofrularina dik bir dogrunun bir peryod sonra ilk konu-
muyla yaptifi agiya regle yiizeyin acilim acisi denir, >\a ile gdsterilir
{ Sely 2,025
$(s,v) regle yiizeyinin 3 dogrultman vektdriini
-

a= a(s)

seklinde bir ortonormal 3-ayaklinin ilk bilegeni olarak alalim, Dogrultmaﬁ'a

dik olan vektsrii 32 birim vektdrii olarak alirsak,

—

Te B AT (2.2.2
- R 2 L)
’ - = — : fod me o - -
seklinde {a1’32’83} ortonormal sistemini tegkil etmig oluruz. Bdylece
regle yiizeyin dayanak egrisi boyunca hareket eden H hareketli uzayini

H= Sp

b

T(s)
e g o o B = o D .
*olarak alabrliriz. Bir tam donmeden sonra dofrultmanin ilk ve son konumla-

N = ; o : -
ri ayni olacagindan @, ve a, ile gdsterilen bu konumlar 1cin

oy 1 L
3 = B (2.2.24)

elde edilir. Ay-nl sekilde 3-ayaklinin diger vektdrlerinin ilk ve son ke -
numlarini, sirayla ?2 i _EB ve '32 5 '5'1’3 ile gisterelim. Boylece sabit

. . - L= 2 ; " - & — B
sistemi {r_(so), al,az,aB} ve hareketli sistemi de {r(s), al,az,a?)}
geklinde alalim. fkinci ve liglincli eksenlerin ilk ve son konumlari ara-

sindaki agi €@ 1ise, bu takdirde

'52: 'z?z cos® — _?_%»,3 sin @
a,= 3@, sin®  + 5'3 cosd , B8=08(s) (2.2:75) ‘

( gek.2.,2,3)
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‘_,iq:(
<

1
H/H harcketinin defisim# igin diferansiyel alinirsa,

— =T = ~

daZ = da, cos® -~ da351n9 + (—5; sin® -~ ﬁgcose Yde

(2:.9.06)
d3.5= d"e'{'2 sing + d’ﬁ}cosa + t‘é’z cos@ - —E{'BSine )de
elde edilir.-ﬁé ve ﬁ; sabit sistemde olduklarindan dolayi,
= = = ;
d&, = d&, =0 (2.5.97)
bulunur. Dolayisiyle
~y . =T + _=r
da2.ﬂ ( ay s1n® a, cos® ) de
= Tt ; = X
d33 =il a, cos@ aq sin@ ) dé
olacagindan (2.2.5) den dolayi
i }
=™ =™~
‘ddz = -ay de
— =y
da3 = a, de ‘ (2.2.28)
olur. Buradan d8 c¢oziliirse,
s 0 e — - =2 — >
8= LdE, > o= = K da’,, a2> (2.2 :29)

elde edilir. Eger (2.2.9) un, P (s,v) regle yiizeyinin dayanak efrisi

bovunca integralini alirsak, acilim agisinin }\a degferi

N, = _§ by ® - (2.2.30)
A, = ﬁ ey K935 5 B = - §(r><d33’_‘3‘72> S

olaral bhulunur. Ayrica {’?(s);'ﬁl,éa,ﬁz:} sisteminin degigimi igin

(1.5:10) daki{) mareisi kullanilarak,

da1 0 w3 ~w2 al
- =0 -
da2 = ™%y 0 Wy a, (2.2.32)
= = _ —
da3 w2 W ] a

1 3
seklinde yazilabilecefinden
- _ 5 . :
<d32 s Ay > = <d33 . a2> = W, (2,2.3%)

ve agilim acisi igin,

P ™= (n "1 (2.2.34)
clde edilir. Difer yvandan H/I' harcketinin (1.5.18) de tanimlanan D

Steiner vektdril i¢in,




—7:' ve dolayisiyle

= ey R

LD .8 F= D, >

B e )Ewl

B elde edilir. (2.2.34) formiiliinden dolayi regle yizeyin acilim agisi icin

A=K D, 2y (2.2.35)

- iladesi bulunur. Ayrica H/H' hareketinin (1.5.10) deki steiner Steleme

:}(I‘) dr

. kullanilarak (2.2.2) deki agilim uzunlugu igin

_;_ = o L

Es L= «Vv,3a> (2.2.36)
- elde edilir. Bdylece su teoremi verebiliriz:

TEOREM 2.2.3

vektari,

Anadogrusunun birim dofrultman vektdrii & olan bir kapali reg -
le yiizeyin L agirlim uzunlufu ve ‘;\a agilim agisi sirasi ile
—

H/H' uzay hareketlnln steiner tteleme vektoru V ve stelner vektd—

ri D tizerindeki dik lzdugumlerlne e§1tt1r yani

= <V » a> : ; b
s TR ; AR RN

dir, w
Agilim agisi da regle yiizeyler lgin bir integral invaryanttir.
Diger taraftan regle yiizeyin dayanak eprisi boyunca H/H' hareketinde H

hareketli uzayini (1.5.21) deki gibi

—=—
H= Sp § T,N,B }r(g)

olarak segelim. Bu durumda hareketin steiner vekt&ri igin

S j((r-) (kz_f-;kl_é’) s ‘ (2.2.38)

. = == - 2 . . . - . nimt
= bulunur. Burada T , B sirasiyle dayanak egrisinin birim tefet vektdr a-

lani ve binormal vekt$r alanidir, kl ve kz ise dayanak efrisinin egrilik
%" fonksiyonlaridir. )
;ﬁ?? Bir P (s,v) regle ylizeyi verilsin. Bu regle ylizeylnh dayanak

efrisi olarak strikisyon efrisini alalim. Strikisyon eprisinin hareketli
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I'renet utlusundL tesbit edilmig bir dogru 4 olsun. a dofrusunun H/H'
hareketinde H' de ¢izmig oldufu regle yiizeyin agilabilir olmasi icin ge-—
rek  ve yeter sart ' : 7 :
= — Y
I'' = a

olmasidir. Buna gire regle yiizeyin )\a acgilim agisi (2.2.37) geregince
- —
P P e T T
}\T: >\a= An k, ds. _ (2:2.39)

elde edilir ki bdylece su teoremi verebiliriz:
TEOREM 2.2.4 _ '

Bir kapall'agllabilir regle ylizeyin agilim agisi onun strikisyon

efrisinin toplam burulmasina esittir. : :

Kapali kiiresel bir egrinin toplam burulmasi sifirdir. Tersine bir
ylizey tizerindeki biitiin kapali egrilerin toplam burulmalari sifir ise bu yii-
zey bir kiiredir [6],

Efer agilabilir bir regle yﬁéeyin strikisyon eprisi kiiresel bir
kapali efiri ise (2.2.39) dan dolayi

Pig = A2

clde edilir. Ayrica @a= T v E?:i? almakla -elde edecefimiz regle yiizeyler

A= jkdsve)\ jrk ds

) i

bulunacaZindan, 3= alT + a2N + ajB alirsak, (2.2.35) geregince

Na=a; Ap 4 - 7\5 (2.2.40)
elde edilir. Dolay151yle'}ﬁ 5= 0 ise (2.2.40) dan dolayx

0=a Ag+ay Ay ’

alf ky ds = aBj k) ds =0 (2.2.41)

icin,

k, ds = 0

a 1

3

bulunur. Burada, a, = 0ised =T olacagindan regle ylizey agilabilir ola-
caktir. § kl ds = 0 ise, ds = O olacagindan strikisyon efrisi bir nokta —
dan ibaret olur, Dolayisiyla regle yiizey bir konli olacagindan yine agila-

bilir bir regle yiizey olacaktirlé].
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3, BOLUM
BAZI OZEL REGLE YUZEYLERTN AGILTM INVARYANTLART
3.1. DAYANAK EGRIST, 'RAPALI KURESEL BIRER EGRI'OLAN REGLE YUZEY- -

LERIN ACILIM INVARYANTLARI: ‘
$(s,v) ile gdsterdigimiz kapali regle yizeyin dayanak egrisinin

yay-parametresi s, dogrultman vektérﬁgzu!sun;Rrgle yiizeyin kapali ve kii -
resel

AR e Efr
dayanak efirisi boyunca tanimlanan H/H' kapali uzay hareketinin Siteiner

Vektdrii (2.2.38) de oldufiu gibi

R — )
= F i 5 0 Zodal
D .A-Jf - k2 ds + B { Ll kl ds ( )
dir, Dayanal efirisinin T,N, Frenet vektdrlerinin ve
ey - —3
W= sz "-i-klﬁ i

Darboux Vektiriiniin H/H' hareketl esnasinda dayanak ofrisi boyunca olugtur-

duklari regle yiizeylerin acgilim acilari, sirasiyle, (2.2.37) geregince,
! . ;
)\T = <:D ,fF),

Ny = f oy 1 48 (3.1.2)

A= b

W= 1 é’(r) 1
dir. Benzer gekilde bu regle yiizeylerin acilim uzunluklari da sirasiyle

Ly = " < vy,

— e .
L, = fm(\fr de o ¥ 3 = f”) ds (3.1.5)

LhH-




L= 0

L= k2‘§ () ds (3.1.6)
dir. (2.2.38), (3.1.2) ve (3.1.4) bagintilari yardimiyla

F=A,T +A,F TN« %

bﬁlunur ki bunun sonucu olarak su teoremi ifade edebiliriz:
TEOREM 3.1.1
-Kapali bir regle yiizeyin dayanak égrisi boyunca{j? ,E? ,3;}
Frenet 3-ayaklisinin hareketinde, hareketin steiner vektdriiniin
bilesenleri bu 3-ayaklinin ayaklarinin temsil ettikleri dopru-
larin gizdiklegi reglé yiizeylerin acilim agilarindan ibarettir.
§imdi de {?:§;§ sistemine siki bir gsekilde bagli olarak hare-
ket eden bir @ dofrusunun ¢izmig oldufu regle yiizeyi dﬁgﬂnelimfg'vektﬁ—
rii bu sisteme gire tek tiirlii olarak
f?-+ aé?-f aig 5 a12 +322 + a32-= 1 * (5:1:8)
geklinde ifade edilebilir. Bu dgrumda. ai.,(i 142,39 bilegenler% H da
sabittirler. & dogrusunun cizdigi regle yiizeyin acilim agisini hesaplaya-

lam, (2.2.37), (3. L7} ve (3.1.8) e@itliklerindeﬁ dolayi ac¢ilim agisi,
—y
>\a=' <D ’“a:'>
Naz={ Nql t AB, aT +aN +aB >,
Na= 7\*1' 1 +>\B 3

clde edilir. Burada gsu teoremleri verebiliriz:

TEOREM 3.1.2
Bir r : I~—> E3 kapali e8risi boyunca tanimlanan bir
H/H' kapali uzay hareketinde H uzayindaki sabit bir dofrunun H'
de gizmis oldufu regle yiizeyin agalim agisi, segilen dofrunun
4511 normal doPrultusundaki bileseninden bagimsizdir.

TEOREM 3.1.3
Bf £ & Y2 EJ kapali egrisi boyunca tanimlanan bir H/H'

. p y i 4 —» o
kapalt uzav harcketinde, H daki sabit bir a dofrusunun E' de

— -




- - . .e . 3 ""; e
¢1zdig1l regle ylizeyin agilim agisi ile harekete katilan T, B

vektdrleriyle belli olan dogrularin H' de cizdigi regle yiizey-
lerin agilim agilari arasinda, . ‘ : v

A = %Ar 7 9N B 619
lineer bagintisi vardair. -

Benzeri sekilde a dofrusunun ¢izdigi regle yiizeyin La acilim uzun-—
lugu ig¢in, (2.2.4) den dolayi,

_ - -
La—§(r)<dr 5 @,

L, Jﬁ(r)<i'r ds , a;T+4 aN+aB >

La = al 5(1:) ds {3.1.10)
ve ayrica (3.1.5) sden dolayi, ol
La = a; LT (Bl

elde edileceginden, su teorem verilebilir:

‘TEOREM 3.1.4

Bir r : I —> E3 kapali egrisi boyunca tanimlanan H/H' ka—
pali uzay hareketinde H daki sabit bir d dofrusunun H' de giz-
digi regle ylizeyin agilim uzunlufu, hareketi belirten r efrisi-
nin T tegetinin ¢izdifii regle yiizeyin acgilim uzunlufu ile @ dog~-

rusuhun teget vyoniindeki bileseninin carpimidir.

Diger taraftan{T s N E}Slstemlne bagli olarak hareket eden a

dogrusunun ¢izdifi regle yiizeyin ag¢ilabilir olmasi icin, regle yiizeyin

dralinin sifir olmasi gerektifinden, (2.1.13) den dolayai,
a¥F d?]
— —_— =1
det[ ds ’ 3.’ ds

olmalidir. (3.1.18) ifadesinden tiirev hesaplanirsa,
da _

kT + (ak kYN KR
ds = 7 gk T lagk) - oagh) Nt oagk,
bulunur. Bbylece,
g -
%g Ad=TAR ,
AT A > > = \
= = - I R )
T a = a,B - a)N _ (3.1.12)




oldugundan

dr — da
det 45’ 2 ] < :)
dr — - = = da
det 9. = 275 ]-(éz B :>
dt -~ da 2
dEt[ds > & ds] 2, 1’2 aj(a k; -azk,} = 0 {3.1:19)
Freissimeg i
(a? +-33 )k2 alaBkl-— 0
K 0¢2-+a32
e S B 8 i
kl a; ag il 2 3 (3.1.14)
2 =
; P L e * (3.1.15)
i _ :
2 a;aq
Ayrica (3.1.9) ve (3.1.11) den a; ve a, ¢bziilecek olursa
Is
.y o
1 Lo
.= . 7\m +a, A
a L T
T
P a,LTAfLahT
3 LT%B
elde edilir. a, ve a, {in bu degerleri (3.1.15) de yerine yazilacak olursa,

1 3

2 2
1*1,_ (I"T = )7\13

o = _
k, (A, Lp = L AL,
oy gy

bulunur. Difier taraftan a dogrusu { T,N,B isisteminde sabit bir dogru

oldufundar bu sisteme gore bilegenleri olan dqsdysdq de sabit olacak ve
dolayisiyle (3.1.15) den
h = +— = st
k2 8
¢lde edilir. Biylece su teorem verilebilir:
TEOREM 3.L1.5
—3—5

Hareketli H= bp{_T uzaflnln sabit H' uzayina gbre kapali bir
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parametreli H/H' hareketinde, H daki sabit bir & dogrusunun H' de
cizdigi regle yiizeyin acilabilir olmasi icin gerek ve yeter sart
bu regle yiizeyin dayanak efirisinin harmonik egriliji,

: 2 2 &
kg (AT AT

% (f\aLT 1. La/ T ) La

olacak gekilde bir efilim ¢izgisi olmasidir.

3.2. KAPALT VE KURESEL BIP EGRI BOYUNCA TANIMLANAN, BIR PARAMETRELT
/1" KAPALL UZAY NAREKETINDE KURESEI, GUSTERGELER BOYUNCA OLUSAN
BAZI OZEL REGLE YUZEYLER VE BUNLARIN AGILIM INVARYANTLART

3.2.1 Kapali ve kiiresel bir r : I )~82CZE3 efrisi boyunca tanimla-

nan H/H' kapali uzay hareketinde, r nin ?;ﬁ;ﬁ Frenet vektﬁrleriyle,ﬁ?:kgij-

k

—_—

B Darboux 'Vektériiniin, r egrisinin r tefietler gdstergesi boyunca olug -

1 T
turduklari regle yiizeylerin ac¢ilim invaryantlarinin hesaplanmasi:

fgéi L, tefetler gdstergesi olmak iizere, E:ﬁ:ﬁ’ve‘ﬁ nin T boyunca ha

i reketini incelerken, bu dogrultularin H da:sabit olduklaryi kabiil edilecek=
tir, bununla kasdedilen, hareketin baslangig anindaki konumlarinin esas a-
11nacag1d1r.{l%&,ﬁT;§%f tefetler gdstergesinin Frenet 3-ayakli alani, (kl)T
ve (kz)T tefietler giistergesinin egrilikleri, T& de tefetler gistergesi bo-

yunca meydana gelen hareketin Steiner Vektdrii olmak {izere,

rp = Tla) dST = kl ds (3:2.1)
El T, = N(s) (3,929
- —le + sz
b= (3.2.3)
P 5 5
v-k + k,
- ST e
’ kB - k,T ke~ + K,
B, ::v : o (kg = K (3.2.4)
.% k1 + k2
.é»l DT = ,r:f(rT) (kz)T dsT + BT J; T) (kl)TdST (3.2.5)
i 2 —_— ]_ -, 1 Z
. D, I (== T 4 B) ¢, Y 14(—)° k.ds (3.2.6)
4 i VE}2+k22_ ey (1) k' 1 |




dir, burada kl’ k2 r nin efrilikleri , dsT tegetler gdstergesinin yay u-
zunlufudur.

H/H' kapali uzay hareketinde T nin o boyunca olugturdugu reg -
le yiizeyin agilim agisi ;ﬁT 119 gosterilirse, (2.2.37) ve (3.2.6) bagin-

tilarindan dolayi
e =¥ - B
;\T_' < Dy > T:>
k k
T g L5 ]/ 5 -
A =21 T 4 B) § (S kyds , T >
. ko

E . 2 7
Vk1+ ity Vkl tk,
: K, ‘fk12+ k22
?\T B e R e i (3,2.7)
2 7 J &) k e
T, 2

dir. Benzer sekilde Lo boyunca asli normalin ve binormalin dofrultularinin
olusturdufu regle yiizeylerin agilim agilary sirayla, ;\; ve ;\g ise,
(2.2.37) ve (3.2.6) egitliklerinden dolayi

A; <FT ’_ﬁ>

o : = (3.2.8)
T_ = = ; :
2= KE GED :
4 l 2 v Ak]: e ek s dk%_’ka,z, SR et e 52 St v ol =
Ay = . - (1), L {3%8)
k1 t kZ

- sy —
elde edilir. Ayni sekilde H/H' kapali uzay hareketinde W = sz.+ le
Darboux vektdriiniin o gosterge efrisi boyunca olusturdufu regle yiizeyin

‘7\5 agilim agisi icin (2.2.37) ve (3.2.6) esitliklerinden dolayi,

2 2
k t k
T o ” 2 2 V 1 2
e kl * k2 Jf rE) i kl ds ., (3.2.10)

2

Burada (3.2.7) ve (3.2.9) bagintilarinin taraf tarafa oranlarindan,

T
A X

S (8.2.11)

Ky
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bulunur ki bu da r efrisinin harmonik egrilifidir. O halde gu teoremi ve
rebiliriz:

TEQREM 3.2.1

2z

Hir ¥ 3 1 > S C.E3 kiiresel kapali efrisinin harmonik

o i e % = ; = =
efrilifi, bu efrinin tefetler gbdstergesi boyunca B ve T ayakla-
rinmin olusturdugu regle yiizeylerin agilim agilari oranina egittir.

Ayni gekilde, yukaridaki agilim acilarinin kareleri”ara51nda;

EAY 51 K0+ k) (Mg )7+ (A3 A

bagintisi vardir.Benzer gekilde bu agilim agilari arasinda
k

T 2 5 T :

P\T 2 7\w , L vk
¥ K 2 1K 2 2 ! . §
1 2
Ye T |

e iy T ' ; hol e

7\3 = 7\w : €3.2.15%)
- N bidg? ' : -
1 2 .

bagintilari da vardir.

Kapali ve kiiresel bir r : I ——> SZCL.Ej efrisi boyunca tanim-
_ - =5 = " 3
lanan H/H' kapali uzay hareketinde r nin T,N,B Frenet vektdr-

: = - %
leriyle W = k;% 4 le Darboux vektoriiniin r, tegetler goster -
gesl boyunca hareketleriyle meydana getirdikleri regle yiizeyle-
rin agilim uzunluklari,sirayla, L$ 3 L; 3 Lg ve Lg olmak iizere,

bu agilim vwzunluklarin: hesaplayalim:

(2.2.2) formiiliinden faydalanarak ilgili deferleri yerine koyacak

olursak,

T R ;
Ly = f(rT)<T , T>c[s (3.2.15)

ﬁ
H =
|
.
A~
!

o
=
—
=
H
[t
4]

i €3 25 18)

LN = :ﬁ ey k1 ds‘ (3.2 17)



elde edilir.

A = =
Ly = f(rrr) { kN, B> ds
T
L= (3.2.18)
B
e =2 =2 =
Ly = §(IT) .(klN » k,T + kB >ds
T
= 3.2.19
Ly= 0 & )
Kapali ve kiiresel bir r : I ——> SZCL E3 efrisi boyunca ta-

—
nimlanan H/H' bir parametrell kapall uzay hareketinde r nin T,
S =
N,B Frenet vektdrleriyle w =k

2’I' + le Darboux vektdriiniin rT_

tefetler gistergesi boyunca hareketleriyle meydana gelen regle
T T

viizeylerin, sirayla PT
L bk ke R ML W

P P ve pl drallerini hesaplayalim:

(2.1.13) bapjintisi geregince,

- aa -
T _ det[T',T , T
B
' Ifr H
P% = 0 : (3.2.20)
= =D o
o det[_T' W N‘}
N L
— =" —_—
oy ;
- st[klN - o N]
Py = 5
NN
'PE B (3.2.21)
i - — i
r det[ kN B, —kzN]
Pp = 7
a2
llkZN |
Pg - 0 (3.2.22)
' - - - d — — & —
T det[klN s T4 B )T 4 kelN- = (k)B- Kk, ]
" dk, 2 dk. 2
(=5 + (=D
ds ds
. ;
T k] (1 / k )' .
vy 5 - 2 e 69.5,253
U‘» } i {l\ =

LB

L sl

5 G vy pik TS




w
'
3
e
£

—

. 8inin Fremet vektdrleri, (k

3.2.2 Kapali ve kiiresel bir r : I —— 55 & B efrisi boyunca
o . —_ — —3 :
tanmimlanan 1/H' kapali uzay hareketinde, r nin T,N,B Frenet vektirleriyle

W=k,T + k. B Darboux ¥ektdriinfin, i r nin r_ = asli normaller gistergesi bo-
o ES IN

yunca meydana getirdikleri regle ylzeylerin agilim invaryantlarini hesap-—

Tlayalim;
-~ e =3 = —4 == - .
Ty asli normaller glstergesi, TN’ NN, BN asli normaller gOsterge-
; -
“ > e > 3
1)N ve (kZ)N bu gdstergenin egrilikleri, DN e
asli normaller gistergesi boyunca meydana gelen hareketin Steiner vektdri

PN 4 48 = Ve #k.Z a {3.2.25)
N~ i e o gocE i

olmak iizere,

K K
'T’N:WL__ T+ : B (3.2.25)
7 7 7 7
¥ kl + k2 ; V kl + k2 g
2 9 2,
(k. “+k.7 ) k.0, Mk, )T o
—BvN T = p ‘Kolky 2
B 7.3 3 , 5 3.3 3 :
. l/(k1 tk, )+k1-(k2/k1)_ V(kl +1<2 ) +k1 (kz_/kl)
2 9
KI5 %4 &
£ L & & (3.2.26)
I ) 3
[/(k1 tk, ) +k1 (kzlkl)
6 7 3 L P
= Vkl [,k ]% = 1, [0 /) ]+ e ™ 1,5
iy — 5, 54
(k)" + k)
2 (3.2.27)
D= T
Dy = Ty ff(rN)(kz)N dsy 4 BN} (ry(ky dsy
N
By BNjf (ry) ety d8y i (3.2.28)
N S
| Vklb[(kz/kl)']?+I'_26[(k1/k2)]. iR,
, k. J..ds. = ds
(rN) llN N (r) é 2.3/2 ‘
(e + 1))
(3.2.29)

Yukarida bahsedilen regle yiizeylerin agilim agilari sira ile,

N N ~\N N y . " s
. Q\M Ay ve Ay olmak iizere, (2.2.37), (3.2.26), (3.2.27), (3.2.28)

formilleri gerefince,

5




N _ rod =
Ap= P> 1>
(3.2,29) ifadesindeki integral degerine Il diyecek olursak,
. kz(k12 + k22) .
A= 1 (3.2.30)
' V(k %1k 2)3+k Atk fk 3 :
e 7 1 2

?\E = <BN —N‘,>

2
k6 kol 3t
AN - s 4 i (3.2.31)
5 VQL e Y AL 1 .
1ty p ik

D)= 1
A= (BB

2 9
ML E R -
A = Lol 4 I (3.2.32)

2o 2 g /) i
kal th, )7+ k) (kz/kl)

2 2.2
(k.” + k.9
;\g - 4 - T £3.72.35)
Ve 2453 & k. 27k
{ - taya) o Ry AR Rl

elde edilir. Bunlardan (3.2.32) bagintisiyla (3.2.30) bagintisinin taraf
tarafa oranlariyla,

L | (3.2.34)
N k
Ar Ko
elde edilir. Bdylece su teorem verilebilir:
TEQREM 3.2.2
Bir kapali ve kiiresel r :I —————%752(: E3 efrisinin boyunca ta-

tanimlanan kapali H/H' uzay hareketinde bu efrinin B binormal
vektdrii 1le T tefet velktdriiniin, asli normaller gdstergesi boyun-—
ca olusturduklar: regle yiizeylerin acilaim agilari orani r efri-
risinin harmonik egrilifiine egictir.

Benzer gekilde, (3.2.30), (3.2.32) ve (3.2.233) bafintilarindan,
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bafintisi da elde edilir.

Yukarida bahsedilen regle yiizeylerin agilim uzunluklari sirasi

1le Lﬁ ,LN , LN VU-LN ise (2.2.2) bagintisindan dolayi,
il B W

N _ d - =¥ :

LT_é(r)<dS(rN) ,T> ds

N

N _ po e

Ly _f (r_)<kl’r t kB ;T . ds

N f a5 : (3.2.36)
e o ¢ Sl Ko ' e
N -5 e ) ; ,
Ly~ 9% <—k11; ohoB N_> ds _ ;
gt

~tg= 0 : (3.2.37)
N _

LB = ;£ (r) kzds
N _

N : _ (3.2.38)
N -

Lw el . : ) (3:2:39)

Kapali bir r efrisi icin, k; bu efrinin egriligi olmak iizere,

j () klds%._ 2T

" oldupu bilinmektedir[]f)]. Bundan faydalanarak gu neticeyi ifade edebili-

rizs
NETICE 3.2.1
Bir kapali ve kiiresel r : I~ﬁ-—_‘78?C‘_E3 efrisi boyunca tanimla-
nan H/H'-kapall uzay hareketinde, % nin.i?tegetinin asli normal-
ler gistergesl boyunca olugturdugu regle yiizeyin agilim uzunlugu
=21 den kiigiik veya ona esittir. Efrinin dijer Frenet vektdrleri
.§:§ ile-a Darboux vektdrinin asli normaller gbstergesi boyunca o-
lustﬁrdugu regle yiizeylerin acilim uzunluklari ise sifirdir.
Simdi de.; yukarida sézii edilen regle ylizeylerin dafilma parametreleri,
N N

. N N .
sirasi 11e’PT ’PN ’PB ve Pw olmak fizere, bu deperleri (2.1.13) bagintisin-

e




dan raydalanarak hesaplayacak olursak,
- — -
det [ N' ,T,T'J &

T

BN - A SO ¢

- 0

B =i -l

elde edilir.

3 ; ¥
3.2.3 Kapali ve kiiresel bir r : I-—-———H*‘?S2 O E3 eprisi boyun
; , : ] T —
ca Lanimlanan H/UY bir parametreli kapali uzay hareketinde, r nin T,N,B

— —

= < o
Frenet vektdrleriyle W = sz + le Darboux Vektdriiniin, i T nin rgu binormal-

ler gistergesi boyunca 61u§turduk1ar1 regle yiizeylerin agilim invaryant-

larini hesaplayalaim:

By o T nin binormaller gbstergesi, (kl)B .

(kZ)B binormaller
gistergesinin egrilikler1, kl, k2 r nin egrilikleri ve Dn de binormaller

gisterpgesi boyunca meydana velen hareketin $teiner Vektdtril olmak lizere,

\

. -
P S Besd .
=5 _4a
Ty = N
1 k
BB =B 1 }?—- 2 7?
2 2 2 /]
kl-fk2 \rklﬂ\z
)
6,2 )
Fie . B 1 g
1B~

—F —_ l—'r
Dy = rlsf e (k) pdsy 1 an (2.1 (ky)g ds:

(rB), kiiresel oldugundan,
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B ] U ‘7§ mms |

B~
Vk +1< | 12+k22 |
(3.2.40)

= I B . s s
elde edilir, burada TB’ NB’ BB p pAn Frenet vektﬁrlerldlr.

Yukarida bahsettigimiz regle yiizeylerin acilim agilariy, sirasiyla
7\1‘ 1 ?\N 7\B 7\ olmak tizere, (2.2.35) ve (3.2. 40) bagintisindan
dolay,

-  —
(5T 7
3.2.41
‘]——'—_“j (r)\(’ Ak )*
)-
LSS _ | (3.2.42)
PN i sz-lkz a (3.2.43) ?
B 3 (B L 2 . ik :
k - : i
| &, 24, _
B 2 iz 4
28 {m | x,° (3.2.44) o

slde edilir. Buradan, (3.2.33) =& (3.2; 313 baglntllarlnln taraf tarafa o-

Ar =

£ r EEME FETE

1

ranlariyla,

. |
s ) (3.2.45)
;KB k2 Co
e
elde edilir. Bbylece teorem (3.2.2) ye benzer olarak gu teorem verilebilir:

TEOREM 3.2.3
Bir r = I _—f4—~f?‘SzC:_E3 kapali kﬁresei egrisinin harmonik
epriligi Ty bincrmaller gistergesi boyunca, H/H' kapali uzay ha-
reketinde B ve T dogrultularinin olugturdugu regle yuzeylerln a-

cilim agilari oranlna ethtlr

Benzeri gekilde, :>\ i)\T 4 ag111m acilar1 arasinda

A2z D (A (ASH? (3.2.46)



bafintlsl mevcuttur.

Yyukarida bahsettifiimiz regle ylizeylerin agilim wzunluklari sira

ile Lg . LBN X Li ve Lg olmak {izere bu deperleri (2.2.2) bagintisina gore .
hesaplarsak,

— B e T
= s § G £ B ods, T
B 5 =
b § (r)< ae 1> ds

By -
: LT = 1l
B LT |
LN = Cx )<i—k2 s ;> ds
B 3 : 3

B .
LN = -§ tr) kz ds

=
P

12 §(r) (kN ,kT—kB>

L = @

elde edilir, burada k, ve k, r nin eprilikleridir. Burada su sonucu ifade

cdeb 1l ,LI‘I 23
NETICE 3.2+2
Bir kapali ve kiiresel r: L-—~_—9-S (;E egrisi b0yunca tanimla-

..:y-—-?—-’)‘
nan H/H' bir parametrell kapali uzay hareketinde egrinin T,N,B

Frenet Vektnrlerlyle w Darboux vektorunun binormaller gdstergesi
boyunca olusturduklari regle yilizeylerin her hirinin agilim uzun-

luklary silirdair.

] s ; . ; B B
g Yukarida adil gegen regle yiizeylerin dralleri sira ile PT 5 PN =
PE ve PE olmak tizere, (2.1.13) bagintisina ghre bunlarin degerleri he-

gsaplanirsa

o

e




det[—,kz_ﬁ ,—'1? 5 kdﬁ'} 3

i (1{32

det [—k;\l J N ,_1\?‘]

Pl B e el |
N =, 2 -
[l
- = —

B_det{_—kzm,n,-kzul i
Py = " = 0

f-te N

PR
B _ 2 | i
Pw_

i 2 e
(kl) +(k2)

elde edilir ki buradan gu teoremleri ifade edebiliriz:

TEOREM 3.

TEOREM 3.

2.4

Bir kapali ve k[‘u}esel r I — 82 C E3 .egrisi boyunca tanlmlla-.-
nan H/H' bir parametreli kapali uzay hareketinde_¥;§;g dogrultu-
larinin b.inormaller gbstergesl boyunca hareketleriyle olugan
regle yiizeyler birer a¢1labilir regle yiizeydir

2.5

Bir kapali ve kiiresel r: I —_ SZC. E3 eprisi boyunca tanim-
lanan H/H' kapali uzay hareketindedﬁ i kg'?-!- kl_g Darboux vektd-—
riiniin binormaller gbstergesi boyunca olusturdugu regle yiizey a-

¢ilabilirdir ancak ve ancak r bir egilim cizgisidir.
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4. BOLUM |

BiR REGLE YUZEYIN ACILIM INVARYANTLARININ DAYANAK EGRIST
BOYUNCA RECGLE YUZEY UZERINDE ALINAN SERIT ELEMANLARININ
CmsmmminMSiVEBM&M&AiMHUZMMINEﬂCHER |

TEQREM 4.1.1

Bir regle ylzeyln agilabilir olmasi i¢cin gerek ve yeter sart, da-
yanak efirisl boyuneca alinan geridin geodezik burulmasinin sifir

vlmasidir.

ispat: . |
Regle ylizeyimiz ‘
[XTR E3
(P(q By = r(s) + v al2) ‘
fonksiyonn ilo tanmml z( IKH\ \P )} atlasy ite verilmis ol;un.

T R L
dayanak efrisinin s yay-parametresi ile verildigini kabiil edelim ve daya-

nak efirisi boyunca allndn §trldl gizonine alalim. Seridin B—ayakllsinl

L

dyle Segullmk{_* g ve 72 da dogrultman vektdri olsun. Buna gbre,

S = 'FA'?

geklinde olacaktir. (2.1.13) baZintisi geregince M regle yiizeyinin drali

i

det[T F ‘? ,7: ]
B (&4,1.1)
_:Z o 71l

olacagindan T , ? ve 7’ niin  degerleri (l.6.4) wve (1.6.5) den bulunup

l/
iy

(4.1.1) de yerine konacak olursa,

.r—_.:.—) _—-}A ¢ --?+ b —3
TAR STAL- 84 B
1 1
— ¢ 4
TAD = Bt W
’? kl kl
= b )
7 = § +af 170= " v e
& — E = — ) b-—!‘ C—}
. B~ N, -¢ T+af5 B3 TT—B ):>
_ 1 1 1 1
1 ot % 2 2
o a b /k 4+ / Ky ) 5 5 5
F - 9 5 ; k1 - b 4 c
? a4+ ¢ )
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by - — | (4.1.2)
£ a4 & )

olde edilir. Burada, eger a = 0 ise P72 = 0 olacagindan Teorem (2.1.1)
gorepince regle ylizey acilabilir olur.

Tersine, régle yiizey agilabilir ise Tvorem (2.1.1) geregince
F%: 0 olacagindan, (4.1.2) den ‘

Sa =

elde edilir.
TEOREM 4.1.2 ‘

M, ¢ # 0 olmak iizere bir kapali regle yiizey olsun. M nin

CP: IxR —— B

s : .
zﬁ(s,v) 2_?(5) +-v_g(s)
fonksiyonu ile tanimli % ( xR, @ )% atlas1 verilsin. O zaman
M nin dogrultmanlari arasinda, ortogonal ydriingeler boyunca en
kisa uzakllk, :

e

2 2
a4 c

=

deperine kargilik gelen

I

eprist boyomea &lgiilen umakliktir.

lepat:

T N T R PR I fir 1 —){ i {1y

: Yolkaradak? 2abillss ajoinda afls) bicfim dofrultmanini,

4 —= i .

S ey  Tlay p =0 N

, L o . g P
olacak gekiltde B birim vektiicl ola.ay alalin. Aroman egri, a(s) ::?(s)

(

alarak  elde wdecedimiz steibisyon eprisladen iparcttir. Bunun icvin

(1.0 Wl DT aloded el @ooud e povyin et et Tidit .
> —
o vt ¢ ‘\
- = < 7Pt
T :

(¢) = Fle) - —= "FT - ?s
WCh_

L
|
o

¢lde edilir. Ayrica

e



ORI LA A T TR N | |
ql‘: —cg + aS , “?"2: ¢4 a
oldugundan, . - |
) = Fe) # ——5— (5] ‘ LA ' |
c +a ; i

bulunur. Bu ise aranan sonug oldugundan ispat biter.

u=0 ise 4‘? , T = 0 olacagindan c=0 elde edilir. Dolaylsiylé da-
yanak efrisi boyunca regle yiizey lizerinde bir qerlt almak suretlyle agafi-
daki teoremi verebiliriz:

TEOREM 4.1.3

Dayanak eprisi boyunca regle ylizey tizerinde alinan bir gerit igin

w

gserit efirisinin, Vs €I icin elde edilen geodezik egriligi sifir
ise, dayanak efrisi striksiyon egrisinden ibarettir.

TEOREM &4.1.4
H = Sp{T N B} ve H'= Spi 1’82’93} olmak iizere regle yuzeyln da-
yanak egrisi boyunca tanimlanan H/H' bir parametreli kapali uzay
hareketinde, i; yiizey normalinin H' de cizdigi regle ylizeyin dra-
11, dayanak efrisi boyunca fegle yiizey ilizerinde alinan geridin
geodezik burulmasina ve normal egriligine baglidir.
Ispat: ==
Burada § nin H da sabit oldugu kabil edlllyor Yani en azindan

baglangi¢ anindakl S esas aliniyor.

el

(Sek.4.1.1)

(2 1.13) formiiliinden ve (gek 4.1.1) den faydalanarak,
st\T ,E g']

R_ = 5
° l|§ { y —

; T/\(cosLPN + sin(B , b T - a? >
£ = 5 4
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— — =3
_._LcosEP—’g—sin(-PN,bT—a"z
g

p. = :
S bZ + a”
—a oS (P <_]%,;E> + a sin(P AN;?>
P =~ = e
S E bz +.12
a {‘.osqu + A Sin‘?(p
P & i “
S h2+ a2
o 2 ; I
§ g+ a

bulunur ki biylece igpat biter.

¢imdi (4.1.2) ve (4.1.4) Un neticesi olarak agagidakl teoremi
i fade edobilirizs
TEOREM &4.1. 5: 3

Kapali bir regle yiizeyin qiyanak egrigi boyunca tanlmlanan B/H'

lkapaly uzay hareketinde, S ylizey normalinin dayanak eprisi

boyunca H-'_ dé--olugturdugm regle yﬂzeyin agllablllr olmasy igin,
¢5as r'ug,lu ylizeyln ag;labilir olmas1 gerck ve yeter garttir. |

Kapal1 blr regle yiizeyln {izerinde dayanak egrisi boyunca alinan geri-
tinin {_E 72 S} gerit 3- liisiiniin H/H' bir parametreli kapali uzay ha-

reketinde dayanak egrisi boyunca meydana getl‘[dlklerl regle yuzeylerln

aglllm agilary sirayla

7= A B PLY,

hg: <Tﬁ Fed k2 ds + “gf (1_}k1 dag ¥
7\§,: § (1) k2 ds R

7\?: <‘_'I‘."(§ 03 kZ ds +T°:‘{ o2} k1 dss siu(?—;l' - uus(.P__B?>

A

>\-?: - !()s(P j‘ tns _, & (Z},l.f)}
P\S: < T | (el kst B (g () < A8 = vos(P —.I\? + sin({’ —]?>
_ 40

“

:\;';'idindcdl“r. Burada (.P ile s = &, haslanglg o ant i¢cin (-P(S } kasdedil
: ' * 0
mektedit.

_._b[l__



TEOREM 4.1.6

Kapal1 bir regle ylizeyin 1 : : ——7 E3 dayanak egrisi boyunca
canimlangn B/0" Bir parametrell kapali uzay hareketinde, bu egri
boyunca regle ylzey iizerinde alinan seridin 92 ve g vektrleri-
nin bu gerit efrisi boyunca H' de olugturduklari régle yuzeylerln

agilim agilari orani,

N\ Ty

seklindedir,burada b ve ¢ dayanak efrisi boyunca alinan geridin

sirayla normal ecprilifii ve geodezik epriligidir.

Kapall blrregle yiizeyin iizerinde dayanak egrisi boyunca alinan seridi-

nln{g '7 ,*S_} gerit figlistniin, dayanak egrisi boyunca tanlmlanan H/H!

uzay hareketinde, dayanak egrisi boyunca Hlude olugturduklarl regle yii-.

zeylerin agilim uwzunluklari, sirasiyla,

dir.

Lg' = <f*d5 ,Tf

(r

Lv = d
E :ﬁ(sz

j(r)<—'?ds - sin(? T\i - cos@ 3 > =0

T i - _ —r
“_)<T ds , cos@ N + sin@ B >

=t
L
|

1! z 0
§

e

T — T

T i R
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NOTASYONLAR

Reel sayilar cimlesi

n-boyutlu stendart reel afin uzay

n——bojutlu bklid uzaya

Reel vektor uwzaylarinds i¢ ¢arpim fonksiyonu

Reel vekttr uzaylaranda norm fonksiyonu

E Oklid uzayinin izmnetril.erinin ciimlesi

nxn tipindeki ortogonal matrislerin cimlesi

nx1 tipindeki reel matrislerin ciimlesi -

Kronecker deltasi

nxn tipinde ve determinanti + 1 olan ortogonal matrislerin cimlesi
A matrisinin transpozu ° A d
{ ...} cimlesinin gardifi uzay

A matrisinin determinantia

PE E3 noktasindaki tanjant uzayi

PE 5 nolaanAREL kotan jent (tanjant uzayin duali) usay
L—fomlarm UESY1L

Vak:t"csralr carpim

Ha.rtketl’i gizgiler uzayi

Sabit gi.;?;.giler uzayi

H wzayinin H' wzayina goére hareketii

Harmonik egrililk

Yervektsrii T olan kapalil egri

Kapali bir efri boyunca eirisel integral

Birim dofrultmen wveliTri Z olan regle yiizeyin dafilma varemetresi

Birim dojrultman vekitri I olan regle yizeyin agilim uzunlugu

Birim dojruliman vekttrii A olan regle ylzeyim agilim agied




