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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum “B-Spline Sonlu Eleman Yontemleri ile Coupled
Diferansiyel Denklemlerin Niimerik Coztimleri” baglikli bu ¢aligmanin bilimsel ahlak
ve geleneklere aykir1 diisecek bir yardima basvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve
yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin i¢cinde hem de kaynakcada yontemine

uygun bicimde gosterilenlerden olugtugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Yusuf UCAR
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Bu tez dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, tezde kullanilacak olan
sonlu eleman yontemleri hakkinda bazi genel bilgiler verildikten sonra, Galerkin,
Petrov-Galerkin, subdomain ve kollokasyon yontemleri ile birlikte spline fonksiyonlar
ve B-spline fonksiyonlar hakkinda temel kavramlar verildi.

Tkinci, fi¢iineii ve dordiineii boliimler bu tezin orijinal kisimlarim olugturmaktadir.
Ikinci boliimde, coupled Burgers denklemi, farkli dereceden B-spline fonksiyonlar
yardimiyla Galerkin, Petrov-Galerkin, subdomain ve kollokasyon sonlu eleman
yontemleri ile ¢oziildii. Bu yontemler géz 6niine alinan ti¢ model probleme uygulandi.
Elde edilen niimerik sonuclar literatiirdeki mevcut sonuclar ile karsilagtirilarak Ly ve
Lo hata normlar: tablolar halinde verildi. Ayrica her bir yontemin uygulanmasiyla
elde edilen sonlu eleman yaklagiminin kararlhilik analizi incelendi.

Uciincii boliimde, coupled Korteweg-de Vries (KdV) denklemi hakkinda genel

bilgiler verildikten sonra farkl dereceden B-spline fonksiyonlar kullanilarak Galerkin,



Petrov-Galerkin, subdomain ve kollokasyon sonlu eleman yontemleri ile ii¢ model
problem ¢ozildii. Elde edilen niimerik sonuclar literatiirdeki mevcut sonuclar ile
karsilastirilarak Ly ve L., hata normlari ile korunum sabitleri tablolar halinde verildi.
Ayrica her bir yontemin uygulanmasiyla elde edilen yaklagimin kararlilik analizi
incelendi.

Dérdiincii boliimde, coupled modified Korteweg-de Vries (mKdV) denklemi farkh
dereceden B-spline fonksiyonlar kullanilarak Galerkin, Petrov-Galerkin, subdomain
ve kollokasyon sonlu eleman yontemleri ile ¢oziildii. Bu yontemler géz 6niine alinan
bes model probleme uygulandi. Elde edilen niimerik sonuclar literatiirdeki mevcut
sonuclar ile karsilagtirilarak Ly ve L., hata normlari ile korunum sabitleri tablolar
halinde verildi. Ayrica her bir yontemin uygulanmasiyla elde edilen yaklagimin

kararlilik analizi yapildi.

ANAHTAR KELIMELER: Coupled Burgers Denklemi, Coupled KdV Denklemi,
Coupled mKdV Denklemi, Sonlu Eleman Yontemleri, B-Spline Fonksiyonlar,
Galerkin Yontemi, Petrov-Galerkin Yontemi, Subdomain Yontemi, Kollokasyon

Yontemi, Kararlilik Analizi.
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This thesis consists of four chapters. In the first chapter, after giving some
general information about the finite element methods which will be used in the thesis,
fundamental concepts about Galerkin, Petrov-Galerkin, subdomain and collocation
methods together with spline functions and B-spline functions are presented.

The second, third and fourth chapters of this thesis make up its original parts. In
the second chapter, coupled Burgers’ equation is solved by Galerkin, Petrov-Galerkin,
subdomain and collocation finite element methods with different degrees B-spline
functions. These methods are applied to three model problems which are taken
into consideration in the thesis. The obtained numerical results are compared with

existing results in the literature, the error norms Ly and L., are given in the form

1l



of tables. The stability analysis of the finite element approximation obtained by
applying each method is also investigated.

In the third chapter, after giving general information about the coupled
Korteweg-de Vries (KdV) equation, the three test problems are solved by Galerkin,
Petrov-Galerkin, subdomain and collocation finite element methods by using different
degrees B-spline functions. The obtained numerical results are compared with
existing results in the literature, and they are given with the error norms L , L., and
the invariants in the form of tables. The stability analysis of the approximation
obtained by applying each method is also investigated.

In the fourth chapter, the coupled modified Korteweg-de Vries (mKdV) equation
is solved by Galerkin, Petrov-Galerkin, subdomain and collocation finite element
methods by using different degrees B-spline functions. These methods are applied
to five model problems which are taken into consideration in the thesis. The obtained
numerical results are compared with existing results in the literature, and they are
given with the error norms L, , L., and the invariants in the form of tables. The
stability analysis of the approximation obtained by applying each method is also

investigated.

KEY WORDS: Coupled Burgers’” Equation, Coupled KdV Equation, Coupled
mKdV Equation, Finite Element Methods, B-Spline Functions, Galerkin Method,
Petrov-Galerkin Method, Subdomain Method, Collocation Method, Stability
Analysis.
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3.30a=0.5,b= -3, A =0.5 ve At = 0.05 igin —25 < x < 25 araliginda
Problem 17 in ntimerik sonuclart. . . . . . .. ... ... ... ...
331a=0.5,b=-3 A=0.5ve h=0.05icin —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in ntimerik sonuclart. . . . . . . . ... ... ...
3.32a=—-0.5,b=3, A= 0.5 ve At = 0.05 i¢in —25 < x < 25 araliginda
Problem 17 in ntimerik sonuclart. . . . . . .. ... ... ... ...
3.33a=—-05,b=3, A=0.5ve h=0.05icin —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in niimerik sonuglari. . . . . . ... .. ...
3.34a = —0.125, b = =3, A = 0.5 ve At = 0.05 igin —25 < x < 25
araliginda Problem 1’ in ntimerik sonuclari. . . . . . . . .. ... ..
3.3ba = —0.125, b = =3, A = 0.5 ve h = 0.05 igin —25 < x < 25

araliginda Problem 1’ in niimerik sonuglari. . . . . . . .. .. .. ..
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3.36a=0.5,b=—3, A = 0.5 ve At = 0.01 i¢in —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in subdomain yontemiyle elde edilen niimerik sonuglari ile
referans [55] dekilerin karsilagtirilmast. . . . . . . ..o
3.37a=—-05b=3, A=0.5ve At = 0.01 igin —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in subdomain yontemiyle elde edilen niimerik sonuglari ile
referans [55] dekilerin karsilagtirlmast. . . . . . ...
3.38a = —0.125, b = =3, A = 0.5 ve At = 0.01 i¢in —25 < x < 25
araliginda Problem 17 in subdomain yontemiyle elde edilen niimerik
sonuglar ile referans [55] dekilerin kargilagtirlmast. . . . . . . . ..
3.39a=0.5,b=-3,h=0.1ve At =0.02 icin —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in subdomain yontemi ile elde edilen niimerik sonuclari.
340a=0.5,b= -3, \y = 1.0, \y = 0.6, 11 = 10, 72 = 30 ve h = 0.05 igin
—10 < x <120 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonucglar1. . . . .
341a=050= -3, \y = 1.0, Ao = 0.6, 74 = 10, 75 = 30 ve At = 0.05
icin —10 < 2 < 120 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuglari. . .
342a = 05, b = =3, \y = 1.0, Ay = 0.6, 1 = 10 ve 7o = 30 i¢in
—10 < x <120 araliginda Problem 2’ nin subdomain yontemiyle elde
edilen niimerik sonuglar ile referans [55] dekilerin kargilagtirilmasi. .
3.43 Problem 2’ nin h = 0.05 ve At = 0.02 i¢in ntimerik sonuglari. . . . .
3.44 Problem 2’ nin h = 0.05 ve At = 0.02 i¢in ntimerik sonuglari. . . . .
3.45a=10.5,0=—3veh=0.0625i¢cin —50 < x < 150 araliginda Problem
3" in nimerik sonuclart. . . .. ..o oo oo
3.46 a = 0.5, b = -3 ve At = 0.02 i¢in —50 < x < 150 araliginda Problem
3’ in numerik sonuglart. . . . ..o oL 0oL
347a = 0.5 ve b = —3 i¢cin —50 < x < 150 araliginda Problem 3’ iin
subdomain yontemiyle elde edilen niimerik sonuglari ile referans [55]
dekilerin kargilagtirilmast. . . . . . . ..o o000
348t =050,a=0.5,b= -3, h =0.0625 ve At = 0.02 i¢in —50 < x < 150
araliginda Problem 3’ in subdomain yontemi ile elde edilen ntimerik

sonuclari. . ... Lo
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349a=0.5,b=—3, A = 0.5 ve At = 0.02 i¢in —25 < x < 25 araliginda
Problem 17 in ntimerik sonuclart. . . . . ... ... ... ... ...
3.50a=0.5,b= -3, A=0.5ve h =0.05icin —25 < z < 25 araliginda
Problem 1’ in ntimerik sonuclart. . . . . . . . ... ... ... ..
3.51a=—-0.5b=3,A=0.5ve At = 0.02 i¢in —25 < x < 25 araliginda
Problem 17 in niimerik sonuglar1. . . . . . .. ... .. ... ...
3.52a=—-05,b=3 A=0.5ve h=0.05icin —25 < x < 25 araliginda
Problem 17 in ntimerik sonuclart. . . . . . .. ... ... ... ...
3.53a = —0.125, b = =3, A = 0.5 ve At = 0.05 igin —25 < x < 25
araliginda Problem 1’ in niimerik sonuglar1. . . . . . ... .. .. ..
354a = —0.125, b = =3, A = 0.5 ve h = 0.05 i¢in —25 < x < 25
araliginda Problem 1’ in niimerik sonuglar. . . . . . . . . .. .. ..
3.55a =05 b= -3, A=05ve h=0.1icin —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in kollokasyon yontemiyle elde edilen niimerik sonuglari
ile referans [55] dekilerin kargilagtirlmast. . . . . . ..o
3.56a =—-0.5,0=3 A=05veh=0.1icn —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in kollokasyon yontemiyle elde edilen niimerik sonuglari
ile referans [55] dekilerin kargilagtirllmast. . . . . ..o 0oL L
3.57Ta=—0.125, b = —3 ve A = 0.5 icin —25 < x < 25 araliginda Problem
17 in kollokasyon yontemiyle elde edilen niimerik sonuclari ile referans
[55] dekilerin karsilagtirilmast. . . . ... oL
3.58a=0.5,b=—-3, h=0.1 ve At = 0.02 i¢in —25 < x < 25 araliginda
Problem 17 in kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik sonuglari.
359a=0.5,b=-3, A\ =1.0, \y =0.6, 13 = 10, 75 = 30 ve h = 0.05 igin
—10 < 2 <120 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuglari.
3.60a =0.5,b= -3, A\ = 1.0, A\ = 0.6, 11 = 10, 7o = 30 ve At = 0.02
icin —10 < x < 120 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuglari. . .
36la =05, b= -3, A\ =10, \y = 0.6, 7 = 10 ve 72 = 30 igin
—10 < x < 120 araliginda Problem 2’ nin kollokasyon yontemiyle
elde edilen niimerik sonuglari ile referans [55] dekilerin kargilagtiriimasi.

3.62 Problem 2’ nin A = 0.05 ve At = 0.02 i¢in niimerik sonuclari. . . . .
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3.63 Problem 2’ nin h = 0.05 ve At = 0.02 i¢in ntimerik sonuglari. . . . .
3.64a=0.5,b=—3ve h=0.05icin —50 < x < 150 araliginda Problem
3’ in numerik sonuglart. . . . ..o
3.65a=0.5,b= -3 ve At = 0.05 i¢in —50 < x < 150 araliginda Problem
3" iin nimerik sonuclart. . . .. ..o oo
3.66a = 0.5 ve b = —3 i¢cin —50 < x < 150 araliginda Problem 3’ iin
kollokasyon yontemiyle elde edilen niimerik sonuglari ile referans [55]
dekilerin kargilagtirilmast. . . . . .. ..o
3.67t=50,a=0.5b=-3, h=0.05 ve At = 0.02 i¢in —50 < z < 150
araliginda Problem 3’ iin kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik

sonuclarl. ...

41 =1, =05c¢c=1ve h = 0.1 igin —25 < x < 45 araliginda
Problem 17 in ntimerik sonuclart. . . . . . . . ... ... ... ..
42 a=1,08=0.5¢c=1ve At = 0.01 icin —25 < z < 45 araliginda
Problem 17 in niimerik sonuglar1. . . . . . . ... ... ..
43 a=1,=05c=1,h=0.1ve At = 0.01 igin =25 < z < 45
araliginda Problem 1’ in Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik
sonuclart. . ..o
44 a=1,0=05,c=1,¢ =07 51 = —10, s5 = 10 ve h = 0.1 icin
—50 < x < 200 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuglari.
45 a=1,=05c=1,¢c =0.7, s1 = —10, s = 10 ve At = 0.1 i¢in
—50 < x < 200 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuglari. . . . .
46 a=1, 0 =05c¢c=1ve h = 0.1 igin —15 < x < 35 araliginda
Problem 3’ in niimerik sonuglar1. . . . . . ... ..o
4.7 a =1, =0.5,¢c=1ve At = 0.01 igin —15 < x < 35 araliginda
Problem 3’ in ntimerik sonuclart. . . . . . .. ... ...
48 a=1,0=05c=1, h=0.1ve At = 0.01 i¢gin —15 <z < 35
araliginda Problem 3’ iin Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik

sonuclari. ... Lo Lo
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49 a=1,=05c¢=1,c=0.1, s; = —10, s = 10 ve At = 0.1 i¢in

—50 < x < 50 araliginda Problem 4’ iin niimerik sonuclari.

4100 =1, 8 =05 A =05 B = —0.5, v = 0.0l ve h = 0.1 i¢in

—50 < x < 50 araliginda Problem 5’ in niimerik sonugclari.

411a=1,8=05 A=05 B=—-05 v =001 ve At = 0.1 icin

—50 < x < 50 araliginda Problem 5’ in niimerik sonuclari.

412a =1, =05, A =05 B =—-0.5ve~y=0.01 i¢cin =50 < x < 50

araliginda Problem 5 in Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik

sonuclari. . .. ... Lo

413a =1, 3 =05,¢c=1ve h = 0.1 igin —25 < x < 45 araliginda

Problem 1’ in niimerik sonuglar1. . . . . .. .. .. .. ..

414 a =1, 8 =0.5, c =1 ve At = 0.01 i¢gin —25 < z < 45 araliginda

Problem 1’ in niimerik sonuglar1. . . . . .. ... ... ..

4150 =1,8=205¢c=1h =01 ve At = 0.01 icin —25 < z <

45 araliginda Problem 1’ in Petrov-Galerkin yontemi ile elde edilen

niimerik sonuglar.. . . . . ... .00

416 =1, =0.5,¢c1=1,¢c =0.7, 57 = —10, s = 10 ve h = 0.1 icin

—50 < 2 <200 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuglari.

417a=1,=05,¢c1=1, o =0.7, s1 = —10, s5 = 10 ve At = 0.1 i¢in

—50 < x < 200 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuglari.

4.18 Problem 2’ nin h = 0.1 ve At = 0.1 i¢in niimerik sonuglari.

419a =1, 8 =05,¢c=1ve h = 0.1 igin —15 < x < 35 araliginda

Problem 3’ in niimerik sonuglar1. . . . . ... ... .. ..

4200 =1, 8 = 0.5, c =1 ve At = 0.01 igin —15 < x < 35 araliginda

Problem 3’ iin niimerik sonuglar1. . . . . . ... .. .. ..

42la =1,8 =105, ¢c=1h =01 ve At = 0.01 icin —15 < z <

35 araliginda Problem 3’ iin Petrov-Galerkin yontemi ile elde edilen

nimerik sonuglar.. . . . . ... o000

4.22a=1,=05,¢c,=1,c=0.1, s; = —10, s = 10 ve At = 0.1 i¢in

—50 < x < 50 araliginda Problem 4’ iin niimerik sonuclari.

4.23 Problem 4’ iin h = 0.1 ve At = 0.1 i¢in niimerik sonuglari.
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4.24 Problem 4’ iin h = 0.1 ve At = 0.1 igin niimerik sonuglari.

4250 =1, 3 =05 A =05 B = —05 v = 001 ve h = 0.1 icin

—50 < x < 50 araliginda Problem 5’ in niimerik sonuglari.

426 =1, f = 0.5, A = 0.5, B = -0.5, v = 0.01 ve At = 0.1 i¢in

—50 < x < 50 araliginda Problem 5’ in niimerik sonuclari.

427 =1, =05, A =05, B=—-0.5vey=0.01icin =50 < z <

50 araliginda Problem 5’ in Petrov-Galerkin yontemi ile elde edilen

nimerik sonuglar.. . . . . ...

428 =1, 3 = 0.5,¢c=1ve h = 0.1 igin —25 < x < 45 araliginda

Problem 1’ in ntimerik sonuc¢lart. . . . . . . ... ... ..

429 =1, 6 =05, ¢c=1ve At = 0.1 igin —25 < x < 45 araliginda

Problem 17 in ntimerik sonuclart. . . . . . .. ... .. ..

430 =1, =05 ¢c=1,h =0.01 ve At = 0.05 i¢cin —25 < x < 45

araliginda Problem 1’ in subdomain yontemi ile elde edilen niimerik

sonuclari. . .. ...

431la=1,0=05,c1=1,¢c =0.7, 57 = —10, s = 10 ve h = 0.1 i¢in

—50 < x < 200 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuclari.

432a=1,0=05,c1=1,c=0.7, 51 = —10, s5 = 10 ve At = 0.1 i¢in

—50 < x < 200 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuglari.

4.33 Problem 2’ nin h = 0.1 ve At = 0.1 i¢in niimerik sonuglari.

434 a =1, 3 =0.5,c=1ve h = 0.05 i¢cin —15 < z < 35 araliginda

Problem 3’ iin niimerik sonuglar1. . . . . ... ... .. ..

435a =1, =05, c=1ve At = 0.05 icin —15 < z < 35 araliginda

Problem 3’ in ntimerik sonuclar1. . . . ... ... ... ..

436 =1, =05, c=1,h=0.1ve At = 0.01 igin —15 < z < 35

araliginda Problem 3’ in subdomain yontemi ile elde edilen ntiimerik

sonuclart. . ...

437Ta=1,0=0.5,¢=1,c=0.1, 51 = —10, s = 10 ve At = 0.1 icin

—50 < z < 50 arahiginda Problem 4’ iin ntimerik sonuclari.
4.38 Problem 4’ iin h = 0.1 ve At = 0.1 igin niimerik sonuglari.
4.39 Problem 4’ iin h = 0.1 ve At = 0.1 i¢in niimerik sonuglari.
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4400 =1, 8 =05, A =05 B = —05,~v = 0.0l ve h = 0.1 icin

—50 < x < 50 araliginda Problem 5’ in niimerik sonuclari.

441a =1, 8 =105 A =05 B = —0.5, v = 0.0l ve At = 0.1 i¢in

—50 < x < 50 araliginda Problem 5’ in niimerik sonugclari.

442a=1,8=05 A=05 B=-05ve~y=0.01i¢in =50 < z < 50

araliginda Problem 5’ in subdomain yontemi ile elde edilen niimerik

sonuclari. . . ... Lo

443 a =1, =05,c=1ve h = 0.1 igin —25 < x < 45 araliginda

Problem 17 in ntimerik sonuclart. . . . . ... .. ... ..

444 =1, 3 =0.5, c =1 ve At = 0.01 igin —25 < x < 45 araliginda

Problem 1’ in niimerik sonuglar1. . . . . .. .. .. .. ..

4450 =1,8=05c=1,h=01ve At = 0.01 icin —25 < z < 45

araliginda Problem 1’ in kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik

sonuclari. . . ... Lo

446 a=1,0=05,c1=1,¢c =0.7, 57 = =10, s5 = 10 ve h = 0.1 i¢in

—50 < x < 200 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuglari.

447 a=1,0=0.5,¢c1 =1, ¢ =0.7, 57 = —10, s = 10 ve At = 0.1 icin

—50 < 2 <200 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuglari.

4.48 Problem 2’ nin h = 0.1 ve At = 0.1 i¢in niimerik sonuglari.

449 a =1, 3 =05,c=1ve h = 0.1 igin —15 < x < 35 araliginda

Problem 3’ in niimerik sonuclar1. . . . . . .. ... .. ..

450 =1, 8 =0.5, c =1 ve At = 0.01 i¢gin —15 < z < 35 araliginda

Problem 3’ in niimerik sonuglar1. . . . . ... ... .. ..

451a=1,8=05c=1h=01ve At = 0.0 icin —15 < 2 < 35

araliginda Problem 3’ iin kollokasyon yontemi ile elde edilen ntimerik

sonuclari. . .. ...

4.52a=1,0=0.5,¢1 =1, ¢ =0.1, 51 = —10, s = 10 ve At = 0.1 icin

—50 < x < 50 araliginda Problem 4’ iin ntimerik sonuclari.
4.53 Problem 4’ iin h = 0.1 ve At = 0.1 igin niimerik sonuglari.

4.54 Problem 4’ {in h = 0.1 ve At = 0.1 igin niimerik sonuglari.
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Tablo 4.55a =1, § = 05, A = 05, B = —0.5, v = 0.01 ve h = 0.1 i¢in
—50 < x < 50 araliginda Problem 5’ in niimerik sonuclari. . . . . .
Tablo 456« =1, 8 = 0.5, A = 0.5, B = —0.5, v = 0.01 ve At = 0.1 i¢in
—50 < x < 50 araliginda Problem 5’ in niimerik sonuglart. . . . . .
Tablo 4.57a=1,3=05, A=05 B =-0.5ve~y=0.01 i¢cin =50 < z < 50
araliginda Problem 5’ in kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik

sonuclari. ... Lo
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SEKILLER LISTESI

1. Dereceden Spline Fonksiyon. . . . . . ... ... ... ... ...
0. Dereceden B-spline Fonksiyon. . . . . . .. ... ... ... ...
Lineer B-spline Sekil Fonksiyonlar1. . . . . . . ... ... ... ...
Kuadratik B-spline Sekil Fonksiyonlar1. . . . . . .. ... ... ...
Kiibik B-spline Sekil Fonksiyonlart. . . . . . . ... .. ... .. ..
Kuartik B-spline Sekil Fonksiyonlar.. . . . . . ... ... ... ...
Kuintik B-spline Sekil Fonksiyonlar1. . . . . . ... ... ... ...
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Problem 17 in farkh ¢t zamanlarindaki ¢oztimleri. . . . . . . . . . ..
n =2ve a = = 10 i¢in Problem 3’ iin farkli £ zamanlarindaki
nimerik ¢oztimleri. . . . . . ... Lo
n =2ve a = = 100 i¢in Problem 3’ iin farkh ¢ zamanlarindaki
niimerik ¢oztimleri. . . . . . . . ... L
n = 20 ve @« = = 10 i¢in Problem 3’ iin farkl ¢ zamanlarindaki
nimerik ¢ozimleri. . . . .. ..o oo
n = 200 ve a = 3 = 10 icin Problem 3’ iin farkh ¢ zamanlarindaki
nimerik ¢oztimleri. . . . . . ... Lo Lo Lo
n = 2000 ve a = 3 = 10 i¢in Problem 3’ {in farkli ¢ zamanlarindaki
nimerik ¢oztimleri. . . . . . . ...
n = 10000 ve a« = 3 = 10 ig¢in Problem 3’ iin farkh ¢ zamanlarindaki

nimerik ¢oztimleri. . . . . . ... Lo Lo

Problem 17 in farkh ¢t zamanlarinda Galerkin yontemi ile elde edilen
nimerik ¢ozimleri ve ¢ = 20 zamanindaki hata dagilimlar:. . . . . .
Problem 2’ nin farkh ¢ zamanlarinda U i¢in Galerkin yontemi ile elde

edilen niimerik ¢oztimleri. . . . . .. .. ... oL
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3.3 Problem 2’ nin farkh ¢ zamanlarinda V i¢in Galerkin yontemi ile elde
edilen niimerik ¢oztimleri. . . . . . ... ... Lo
3.4 Problem 3’ iin farkh ¢ zamanlarinda U i¢in Galerkin yontemi ile elde
edilen nimerik ¢oztimleri. . . . . .. ... L0000
3.5 Problem 3’ iin farkh ¢ zamanlarinda V' i¢in Galerkin yontemi ile elde
edilen niimerik ¢éztimleri. . . . . . . .. ...
3.6 a = —0.5veb = 3ic¢in Problem 1’ in farkli zamanlarda Petrov-Galerkin
yontemi ile elde edilen ntimerik ¢oziimleri ve ¢ = 20 zamanindaki hata
dagilmlari. . . . . . ...
3.7 Problem 2’ nin farkli ¢ zamanlarinda U igin Petrov-Galerkin yontemi
ile elde edilen niimerik ¢oztimleri. . . . . . . .. ...
3.8 Problem 2’ nin farkli £ zamanlarinda V' i¢in Petrov-Galerkin yontemi
ile elde edilen niimerik ¢oztimleri. . . . . . . ... ... L.
3.9 Problem 3’ iin farkli ¢ zamanlarinda U icin Petrov-Galerkin yontemi
ile elde edilen ntimerik ¢oztimleri. . . . . . . . ... ... ... ...
3.10 Problem 3’ iin farkli ¢ zamanlarinda V' icin Petrov-Galerkin yontemi
ile elde edilen ntimerik ¢oztimleri. . . . . . . . ... ... L.
3.11 Problem 1" in A = 0.1 ve At = 0.02 igin ¢ = 20 zamanindaki hata
dagilmlari. . . . . . ...
3.12Problem 1’ in A = 0.1 ve At = 0.02 igin ¢ = 20 zamanindaki hata

dagilmlari. . . . . . ..o

4.1 Problem 1’ in farkli ¢t zamanlarinda Galerkin yontemi ile elde edilen
nimerik ¢ozimleri ve ¢ = 20" deki hata dagihmlari. . . . . . . . ..
4.2 Problem 2’ nin farkli £ zamanlarinda Galerkin yontemi ile elde edilen
niimerik ¢oztimleri. . . . . . .. .o o
4.3 Problem 3’ iin farkli ¢ zamanlarinda Galerkin yontemi ile elde edilen
nimerik ¢ozimleri ve ¢ = 20" deki hata dagihmlar. . . . . . .. ..
4.4 Problem 4’ iin farkli ¢ zamanlarinda Galerkin yontemi ile elde edilen
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GIRIS

Dogadaki biyolojik, jeolojik veya mekanik bircok olay fizik kurallar
yardimiyla cebirsel, diferansiyel veya integral denklemler olarak tanimlanabilir.
Bunlar1 inceleyen bilim adamlarimin bu olaylarin matematiksel modellerini
olugturmak ve bu modellerin sayisal analizini yapmak gibi iki temel gorevi vardir.
Dogadaki olaylarin matematiksel modelini olugturmak o alanda bir altyapiy1 ve
belirli matematiksel araclar1 gerektirir.  Dogadaki bu olaylarin matematiksel
modelleri ¢cogunlukla lineer olmayan diferansiyel denklemler ile sonuclanir. Bu tip
diferansiyel denklemlerin genellikle tam ¢Oztimleri aranir. Ancak boyle diferansiyel
denklemlerin tam ¢oztimlerine ulagmak cogu zaman zor veya hatta mimkiin
olmayabilir. Bu durumda diferansiyel denklemlerin yaklagik ¢oziimlerini bulmak i¢in
niimerik yontemler kullanilir. En yaygin olarak kullanilan niimerik yontemlerden
baglicalar1 sonlu fark, varyasyonel ve sonlu eleman yontemleridir [1].

Sonlu fark ve varyasyonel yontemler bazi problemler ic¢in sonlu eleman
yontemlerinden daha iyi sonucglar verebilir. Fakat keyfi simirlar1 kullanmadaki
esnekligi ve geligmig sonlu eleman yazilimlarinin ortaya c¢ikmasi, sonlu eleman
yontemlerini bir ¢ok pratik problemin ¢oziimi icin tercih edilen yontem haline
getirmigtir [2]. Ayrica sonlu eleman yonteminde verilen bir bolge sonlu elemanlar
diye adlandirilan alt bolgelere ayrildigi ve problemin yaklagik ¢éziimii bu elemanlarin
her biri iizerinde gelistirildigi icin karmasgik geometrilerin, farkli malzeme
ozelliklerinin ve yerel etkilerin tam olarak temsil edilmesi saglanir [1].

Sonlu eleman yontemleri literatiirde lineer ve lineer olmayan birgok
diferansiyel denkleme uygulanmigtir. Bunlardan baghcalar, U = U(x,t) verilen
bolge iizerinde bir fonksiyon ve v, € ve p birer reel parametre olmak tizere,

Burgers denklemi :

U +UU, —vU,, =0



Korteweg-de Vries (KdV denklemi) :
Ui+ cUU, + pUppr =0
modified Korteweg-de Vries (mKdV) denklemi :
U 4+ eUU, + Uz = 0

dir. Bu denklemlerde oldugu gibi bir tek denklemden olusan kismi diferansiyel
denklemlerin diginda, lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin bir sistemi olan
ve eszamanli ¢oziimi gereken, her bir denklemin digerini etkiledigi ve literatiirde
coupled olarak bilinen denklemler de mevcuttur. Sonlu eleman yontemleri bir tek
denklemden olusan kismi diferansiyel denklemlere yaygin olarak uygulanmistir.
Ancak coupled kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii tizerine belirli niimerik
yontemlerle caligmalar olsa da sonlu eleman yontemleri ile bu denklemlerin ¢oziimii
lizerine ¢ok az sayida caligma bulunmaktadir. Bu tezde;

Coupled Burgers :

Uy — U + nUU, + a(UV), = 0

Coupled Korteweg-de Vries (KdV) :

U —6aUU, —2bVV, —alU,z, =0

Coupled modified Korteweg-de Vries (mKdV) :

Up + Upa + [(U? + VAU, + BV, =0
Vi + Vigo + (U + VAV, + BU, =0

denklemlerinin sonlu eleman yontemleri ile yaklagik ¢oziimleri elde edilecektir.



BOLUM 1
TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Sonlu Eleman Yontemleri

Sonlu eleman yontemlerinin ortaya ¢ikigt 1960” larin bagina dayanmaktadir ve o
zamandan beri miithendislik ve fizigin hemen hemen tiim alanlarinda yaygin olarak
kullanilmaktadir. Sonlu eleman yontemlerinin gelisiminde katkisi olan isimlerin
onde gelenlerinden bazilar1 Argyris, Clough ve Zienkiewicz’ dir [3]. Bu yontemlerin
tarihgesi incelendiginde, yiiksek hizli dijital bilgisayarlarin geligsimine paralel olarak
son 50 yilda miithendislik ve fizik problemlerinin ¢éztimiinde pratik bir yol oldugu
goriilmektedir [4].

Fiziksel bir problemin sonlu eleman formiilasyonu bir diferansiyel denklemin
¢ozumil problemini es zamanli cebirsel denklem sisteminin ¢oziimi problemine
indirger. Sonlu eleman yontemleri siirekli bir biitiin i¢indeki ayrik noktalarda
bilinmeyenin yaklagik degerini verir. Bu yontemlerde problemin ¢oziim bolgesi;
iki veya daha fazla ortak diigiim noktalarinda (nodal noktalar veya nodlar), simir
cizgilerinde veya yiizeylerde birbirine baglh daha kiiciik alt bolgelere veya elemanlara
ayrilir. Bu igleme ayriklagtirma (diskritizasyon) denir. Sonlu eleman yontemlerinde,
tek bir igslemle tiim bolge iizerinde problemi ¢ozmek yerine, her bir eleman veya alt
bolge i¢in denklemler formiile edilir ve ¢oziim bulunurken bu denklemler birlestirilir.
Sonlu eleman yontemlerinin en 6nemli avantajlar:

1. Diizgiin olmayan sekilli yapilar1 oldukga kolay bir bicimde modelleyebilmesi,

2. Eleman denklemleri ayr1 ayr1 degerlendirildiginden farkli bir takim

malzemelerden olugan yapilart modelleyebilmesi,

3. Cok cesitli sinir sartlarinin birlikte kullanilabilmesi,

4. Gerektiginde elemanlarin biiytikliiklerinin degistirilebilmesi,

5. Sonlu eleman modelinin istenildigi zaman kolayca degistirilebilmesi,



6. Sonlu eleman yontemlerinin bilgisayar programlama mantigina uygun olmasi
olarak siralanabilir [4].

Yukarida verilen avantajlarinin yaninda sonlu eleman yontemlerinin en onemli
dezavantaji, ¢oziim bolgesinin alt bolgelere ayrilmasi igleminin belirli bir alt yapiy:
gerektirmesidir. Ayriklastirma igleminin uygun yapilmamasi durumunda iyi sonuclar
elde etmek zordur.

Verilen bir probleme sonlu eleman yontemlerinin uygulanmasi agagida verilen

alt1 adimi igerir [1].

1. Verilen bolgenin ayriklagtirilmasi:
a. Onceden belirlenen elemanlarin sonlu eleman kiimesinin olugturulmasi.
b. Elemanlarin ve diigiim noktalarinin numaralandirilmasi.
c. Problem i¢in gerekli olan geometrik 6zelliklerin (6rnegin koordinat ve

kesit alanlarmin) belirlenmesi.
2. Tipik elemanlar i¢in eleman denklemlerinin tiiretilmesi:
a. Tipik bir eleman iizerinde verilen diferansiyel denklemin varyasyonel
formiiliintin olugturulmasi.

b. Tipik bir “u” bagimh degiskeninin

U= Zui%
i=1
formunda oldugu varsayilarak ve bu yaklagimin Adim 2a’ da yerine yazilmasiyla
Kege — Ee

formunda eleman denklemlerinin elde edilmesi.

c. Yaklagim fonksiyonlarinin ve eleman matrislerinin belirlenmesi.
3. Eleman denklemlerinin birlegtirilmesi:
a. Birincil degigkenlerin elemanlar arasi siireklilik sartlarini saglanmasi.
b. Tkincil degigkenler arasinda denge sartlarinin saglanmasi.
c. Adim 3a ve 3b" nin kullanilmasiyla eleman denklemlerinin
birlestirilmesi.
4. Problemin sinir gsartlarinin uygulanmasi:
a. Problemde verilen birincil degiskenlerin uygulanmasi.



b. Problemde verilen ikincil degiskenlerin uygulanmasi.

D. Birlestirilmig denklemlerin ¢oziilmesi.
6. Sonuglarin degerlendirilmesi:
a. Adim 5 de elde edilen birincil degiskenlerden hareketle ¢oztimlerin

degisiminin incelenmesi.

b. Sonugclarin grafik /tablo seklinde sunulmast.

Simdi bu adimlar1 kisaca aciklayalim.

1. Verilen bolgenin ayriklastirilmasi: Sonlu eleman yontemlerinin ana fikri,
¢ozim bolgesinin eleman diye adlandirilan daha basit bir takim alt bolgelere
ayrilmasidir. Gozoniine alinan bir probleme yaklagik ¢oztim, diigiim adi verilen
belirli noktalardaki ¢oziimler kullanilarak bir tipik eleman tizerinde yapilir. Bu adim
bir yapinin ilgili diigtimlerle birlikte sonlu elemanlara boltinmesini ve gercek fiziksel
davranigini en iyi modelleyecek uygun eleman tipinin se¢imini igerir. Kullanilan
elemanlarin toplam sayisi, biiyiikliikleri ve yap1 igerisindeki tipleri temelde
miihendislik konusudur. Elemanlar iyi sonuglar verecek kadar kiigiik fakat hesaplama
islemlerini azaltacak kadar da biiylik olmalidir. Diizgiin geometriye sahip olmayan
yapilar igin sonuglarin hizh degigtigi durumlarda genellikle kii¢iikk elemanlar (ve
muhtemelen yiiksek dereceli yaklagim fonksiyonlari), diizgiin oldugu yerlerde ise
biiyiik elemanlar kullanilir [2, 4].

2. Tipik elemanlar i¢in eleman denklemlerinin tiretilmesi : Tipik bir eleman
i¢in eleman denklemi tiiretilirken, yaklagik ¢oziimiin hesaplanmasinda kullanilacak
bir yaklasim fonksiyonu secilir. Bu fonksiyon eleman iizerinde elemanin diigiim
degerleri kullanilarak tanimlanir. Genellikle sonlu eleman formiilasyonu iginde
caligilmasit kolay olan birinci, ikinci ve {igiincii dereceden polinom fonksiyonlar ile
birlikte basit trigonometrik fonksiyonlar da kullanilabilir [4].

3. Eleman denklemlerinin birlestirilmesi : Bu adimda, 2. adimda tiiretilen her

bir eleman denklemi birlestirilir ve
Ku=F

formunda yazilir. Bu formda yazilan denklem birlestirilmig veya global denklem



olarak adlandirihir. Burada F' global diigiim kuvvet vektorii, K global yap1 veya
toplam stifness matrisi (gogu problem igin global stifness matrisi karesel ve
simetriktir) ve w bilinmeyenlerin olugturdugu vektordiir [4].

4. Problemin sinur sartlarinin uygulanmas: : Sonlu eleman yontemlerinde, sinir
sartlarindan bazilar1 direkt olarak eleman denklemlerinin i¢inde yer alir. Bu tiir
sartlar dogal (natural) smir gartlar, direkt olarak eleman denklemlerinin iginde yer
almayan simir sartlari ise temel (essential) sinir sartlar: olarak adlandirilir [2].

5. Birlestirilmis denklemlerin ¢ozilmesi : 3. ve 4. adimlardan sonra ortaya
¢ikan n—bilinmeyenli n—tane denklemden olusan global denklem sistemi matris
formunda kapali olarak

Ku=F

bicimindedir. Bu cebirsel denklem sistemi, degisik paket programlar veya herhangi
bir programlama dilinde hazirlanan programlar yardimiyla ¢oziilebilir. Hizla geligen
bilgisayar teknolojileriyle birlikte bu tiir coziimler daha hassas hesaplanabilmektedir.

6. Sonuglarin degerlendirilmesi : Bu adim elde edilen sonuglarin tablo ve/veya
grafikler ile sunulmasin igerir [1].

Sonlu eleman yontemleri giintimiizde yapisal ve yapisal olmayan cok sayida
probleme uygulanmaktadir. Yapisal analizin sonlu eleman yontemleri, tasarimciya
tasarim iglemi esnasinda gerilim, titresim, termal vb. problemleri ortaya c¢ikarma
ve olast bir prototipin iiretiminden once tasarim degisikliklerini belirleme imkani
saglar. Dolayisiyla prototipin kabul edilebilirligine olan giiven artar. Bununda
otesinde sonlu eleman yontemleri uygun bir gekilde kullanilirsa insaasina ihtiyag
duyulabilecek prototip sayisini azaltabilir. Ayrica sonlu eleman yontemleri akigkanlar,
1s1 transferi, elektromanyetik potansiyel, zemin mekanigi ve akustik gibi yapisal
olmayan problemlerin analizinde de kullamlmaktadir [4].

Sonlu eleman yontemlerinde tipik bir eleman tizerindeki denklemi formiile ederken
agirhikli kalan veya varyasyonel yontemler kullanilir.  Bu tezde tipik eleman
denklemlerinin olusturulmasinda Galerkin, Petrov-Galerkin, kollokasyon ve
subdomain agirlikli kalan yontemleri kullanilacaktir. Simdi bu yontemleri kisaca

aciklayalim.



1.2 Agirlikli Kalan Yontemleri
Agirlikli kalan yontemlerini ifade etmek icin bir € bolgesinde
A(u) = f (1.2.1)

olarak verilen bir operator denklemini géz oniine alalim. Burada A lineer veya lineer
olmayan bir operator, u bir bagimlh degisken ve f ise bagimsiz degigkenlerin bir
bilinen fonksiyonudur. u ¢oziimiine, bir uy yaklagimi

N

unN = ZCj¢j + ¢0 (122)

j=1
olarak tammlanir. (1.2.2) ile verilen yaklasik ¢oziimde, ¢; uygun yaklagim
fonksiyonlar1 olup ¢; parametreleri yaklasik c¢oziimiin agirhkh integral formunu
saglayacak sekilde belirlenecek olan parametrelerdir.

Agirlikli kalan yontemlerinde agirlik fonksiyonlar: yaklasim fonksiyonlar:
kiimesinden bagimsiz olarak secilebilir. Bu yontemlerde bilinmeyen ¢
parametrelerinin bulunmasi i¢in sadece agirlikli integral formunun kullanilmasi
yeterlidir. uy yaklagik ¢oziimii (1.2.1) denkleminde yerine yazildiginda fx = A(uy)
fonksiyonu elde edilir ki bu fonksiyon genellikle f ye esit degildir. A(uy) ile f
arasindaki farka

N
R = Afuy) = f = A(Y_cj; + ¢0) = f #0 (123)

j=1
yaklagimim kalam (rezidisi) denir. Agikca R kalan fonksiyonu ¢; parametrelerine
baglh oldugu kadar konuma da baghdir. €2 iki boyutlu bir bolge ve W;’ ler ise agirlik

fonksiyonlar1 olmak iizere agirhkh kalan yontemlerinde ¢; parametreleri

/Q\I/i(q:,y)R(:c,y,cj)dxdy =0 (t=1(1)N) (1.2.4)

agirlikll integral formundaki R kalanini sifir yapacak sekilde aramir. (1.2.4)
integralinden elde edilen denklem sisteminde ¢; parametrelerinin tek tiirli

belirlenebilmesi igin W; agirhk fonksiyonlarimin kiimesi lineer bagimsiz olmahdir [1].



1.2.1 Galerkin Yontemi

Galerkin yonteminde W; agirhik fonksiyonlari, ¢; yaklagim fonksiyonlariyla aymi

segilir. Boylece (1.2.4) yaklagim
N
> Ao = F (1.2.1.1)
j=1

olarak elde edilir. Burada A;; ve F;

A :/QgéiA(qﬁj)d:cdy

FhiL@U—AWMM@

olup ¢; parametreleri (1.2.1.1) cebirsel denklem sisteminden kolayca elde edilir [1].

1.2.2 Petrov-Galerkin Yontemi

U, # ¢; olmasi durumunda agirlikh kalan yontemi Petrov-Galerkin yontemi

olarak bilinir. Boylece (1.2.4) yaklagimi, A bir lineer operator olmak fizere,

2

N
[
j=1

[ @ )dedyle; = [ il = Aou))dzy

Q
veya

N
j=1

olarak elde edilir. Burada A;; ve I}

EzL%U—M%WMy

olup A simetrik olmayan bir matristir. ¢; parametreleri (1.2.2.1) cebirsel denklem

sisteminden kolayca elde edilir [1].



1.2.3 Kollokasyon Yontemi

x; = (T4,Y;) (1 = 1(1)n)’ ler © bdlgesinde segilmig n adet nokta olsun.

Kollokasyon yonteminde ¥; agirlik fonksiyonlar: 6(x — x;) olarak gosterilir ve

1, X =X;

/ d(x — x;)dzdy =
Q 0, X # X;

olacak sekilde tanmimlanir. Burada x; lere kollokasyon noktalar1 denir ve keyfi olarak

segilir. (1.2.4) denkleminde W, agirlik fonksiyonlar: yerine d(x — x;) yazilmasiyla
/Q5(x —x;)R(x, ¢j)dxdy = 0 (1.2.3.1)
elde edilir. Buradan (1.2.3.1) denklemi kapali formda
R(x;,¢;) =0 (t=1(1)N) (1.2.3.2)

seklinde yazilabilir. (1.2.3.2) denklemi n adet kollokasyon noktalarinda hesaplanirsa
n—bilinmeyenli n—tane denklemden olugan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir.
c; katsayilar1 bu cebirsel denklem sisteminin ¢oztimiinden kolayca bulunur. x;
noktalarinin se¢imi iyi sarth denklem sisteminin ve sonugta iyi bir yaklagik ¢oztimiin

elde edilmesinde 6nemlidir [1, 5].

1.2.4 Subdomain Yontemi

Subdomain yonteminde agirlik fonksiyonlari: bolgenin belirli bir alt araliginda 1,
diger araliklarda ise 0 olacak gekilde segilir. Matematiksel olarak agirlik fonksiyonlar:
i=0(1)N igin

v, = I, z<x<mip

0, diger durumlar

olarak tammlanir. W; agirhk fonksiyonlarinin (1.2.4) denkleminde yerine yazilmasiyla

/ R(x,y,c;)dzdy = 0, i=0(1)N (1.2.4.1)
Q;

elde edilir. Buradan (1.2.4.1) denklemi n—bilinmeyenli n—tane denklemden olusan
bir cebirsel denklem sistemi olup bu sistemin ¢oziimiinden ¢; katsayilar1 kolayca

bulunur [5].



1.3 Spline Fonksiyonlar

Bu kisimda spline fonksiyonlar hakkinda bazi tanim ve kavramlar verilecektir.
Belirli  diizgiinliik (smoothness) sartlarim  saglayan polinom pargalarinin
birlegtirilmesiyle elde edilen fonksiyona spline fonksiyonu denir. Bunun basit bir
ornegi olan poligonal fonksiyon (veya 1. dereceden spline) sekiz diigiim noktasi

icin Sekil 1.1 de goriildiigii gibi dogrusal polinomlarin birlestirilmesiyle elde edilir.
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Sekil 1.1: 1. Dereceden Spline Fonksiyon.

Bu fonksiyonun karakterini degistirdigi to, 1, to, ..., t, noktalarina diigiim noktalari

denir. S(x) fonksiyonu pargali fonksiyon olarak

[ So(e), z € [to, ],
Sl(l’>, T & [tl,tg],
S(x) = ' (1.3.1)
| Sp_1(x), T € [th_1,tn],

seklinde gosterilir. Burada S;(z) = a;x 4+ b; dir. S(z)’ in her bir parcas: bir lineer
polinomdur. Bu tiir bir S(x) fonksiyonu pargal lineerdir. Eger to, t1, to, ..., t,, digim
noktalar1 verilir ve aq, by, a1, b1, ..., a,_1, b,_1 katsayilarinin tiimi bilinirse, belirli bir
x noktasinda S;(x)’ in hesaplanmasi 6nce z’ i igeren araliginin belirlenmesi ve sonra

bu aralikta uygun bir lineer fonksiyonun kullanilmasiyla gerceklestirilir. (1.3.1) ile
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tanimli S fonksiyonu siirekli ise 1. dereceden spline fonksiyonlar diye adlandirilir

6].

S(z)” in 1. dereceden spline fonksiyonlar olabilmesi i¢in;

e S fonksiyonu [a, b] araliginda taniml,
e S fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli,

o a =1ty <ty <ty <..<t,=>bolmak iizere her bir [t;,t;11] alt arahginda S

lineer polinom olmalidir.

Birinci dereceden daha yiiksek spline fonksiyonlar daha komplikedir. Q(x)
ile gosterilen spline fonksiyonlar siirekli tiirevlenebilir pargali kuadratik

fonksiyonlardir. @(x) kuadratik spline fonksiyonu agagidaki 6zelliklere sahiptir.

e () fonksiyonu [a, b] araliginda taniml,
e () ve () fonksiyonlar [a, b] araliginda siirekli,

o a =1y <t <ty<..<t,=>bolmak iizere her bir [t;, ¢;,1] alt araliginda @ en

cok ikinci dereceden polinom olmalidir.

Birinci ve ikinci dereceden spline fonksiyonlar belirli uygulamalar icin etkili olsa
da yiiksek mertebeli tiirev veya tiirevler iceren denklemlerin yaklagik ¢oziimlerinde,
en az denklemin mertebesi kadar tiirevlenebilecek yiiksek dereceli spline fonksiyonlar
kullanilir.

S(x)" in k. dereceden bir spline fonksiyon olabilmesi i¢in

e S fonksiyonu [a,b] araliginda taniml,
e 5,85 .., 8%V fonksiyonlan [a, b] araliginda siirekli,

ea =1ty <t <ty < ..<t, =0b olmak iizere elde edilen [t;, t;,1] alt
araliklarinda S en cok k. dereceden polinom olmalidir. Spline fonksiyonlarin
niimerik iglemler i¢cin daha uygun ve tiretim tipi programlarda veri yaklagimi

icin daha sik kullanilan 6zel tipine B-spline fonksiyonlar denir [6, 7].
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1.4 B-spline Fonksiyonlar

Bu kisimda B-spline fonksiyonlarin bazi oOzellikleri verilecektir.  B-spline
fonksiyonlar biitiin spline fonksiyonlar i¢in bir baz olugturduklarindan B spline diye
adlandirilir [6].

0. dereceden B-spline fonksiyonlar, Sekil 1.2’ de gosterildigi gibi

B(z) = ! (1.4.1)
0, diger durumlar

seklinde tamimlanir. B?(z)’ in siireksiz oldugu agiktir. Fakat BY(x), sigramalarin

¢ .
| |
| |
| |
| |
| |
| é 1

li—1 l; tin tis2

|
=

Sekil 1.2: 0. Dereceden B-spline Fonksiyon.

oldugu tiim noktalarda sagdan siireklidir. B?(z) parcali sabit bir fonksiyon oldugu

i¢gin 0. dereceden bir spline fonksiyondur. Ayrica her x ve ¢ igin
B}(z) >0

ve

i Bl(z) =1 (1.4.2)

1=—00

oldugu agiktir. Her ne kadar (1.4.2) esitligi sonsuz bir seri igerse de bir yakinsaklik
problemi yoktur. Ciinkii her bir z i¢in bu serideki yalnizca bir terim 0 dan farklhidir.

Yani

> Bw) = B (x) = 1

1=—00

dir. 0. dereceden herhangi bir spline, 0. dereceden B-spline fonksiyonlarin lineer
birlegimi olarak yazilabilir. Dogrusu boyle bir S fonksiyonu, ¢; < = < t;41 (i =

0,£1,4£2,...) olmak {izere,



ile verilen bir kural ile belirlenebilir. O zaman S,

1=—00

olarak yazilabilir.
0. dereceden B-spline fonksiyonlar kullanilarak diger biitiin yiiksek dereceli

B-spline fonksiyonlar

B (x) = (tm;t) Bz + (t“"?*;‘”) B (x), (1.4.3)

itk — ti itkt1 — ti1
k=1,23, .. i=0,+1,42, ..
bagmtisindan kolayca bulunabilir [6, 7]. Ornegin B} fonksiyonu yukaridaki bagmnt:

kullanilarak

[B—tl tig—.’ﬂ
Bl = (0 ) B+ (5 ) B

T—t; . .
Pt tl S T < tz—‘rl
= _tizmr o4 ,
ti+2_ti+1 bl t’L+1 S m < tl+2
0, diger durumlar

olarak elde edilir.

Bu tezde ele alinan coupled denklemlerin sonlu eleman yontemleri ile ntimerik
¢oztimleri bulunurken, baz ve/veya agirhk fonksiyonlar1 yerine kullanilacak olan
lineer, kuadratik, kiibik, kuartik, kuintik ve septik B-spline fonksiyonlarin tanimlari

ile birlikte baz1 ozellikleri agagida verildi.

1.4.1 Lineer B-Spline Fonksiyonlar

[a,b] araligimin bir diizgiin pargalanigi ¢ = z, < 1 < ... < ay_1 < oy = b
olsun. x,, diigimlerinde L,,(x) lineer B-spline fonksiyonlari, h = z,,41 — =, ve
m = 0(1)N olmak iizere,

(st = 2) = 2em 2, (s,
Lin(7) = — ¢ (21 — @), [T Tg1] (1.4.1.1)
0, diger durumlar
olarak tanimlanir [8]. Boylece her bir [x,,, Z.,41] sonlu eleman: Sekil 1.3” de gosterilen

L,, ve L, gibi iki tane B-spline gekil fonksiyonlar1 tarafindan ortiiliir.
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m+1

m m+1
Sekil 1.3: Lineer B-spline Sekil Fonksiyonlar:.

1.4.2 Kuadratik B-Spline Fonksiyonlar

[a,b] arahigimin bir diizgiin pargalanigi ¢ = x, < 1 < ... < ay_1 < Ty = b

olsun. z,, noktalarinda @,,(x) kuadratik B-spline fonksiyonlari, h = x,, 11 — =, ve

m = —1(1)N olmak iizere,
[ (@2 = )2 = 3(@mar — )2+ 3(em — 2%, [T, T
1 (Tmy2 — 2)* = (i1 — )%, [T Tt 1]
Qm(z) = 2
($m+2 - 33) ) [-Tm+1> xm+2]
0, diger durumlar

(1.4.2.1)
olarak tamimlanir [8]. Kuadratik B-spline fonksiyonlari ve onun birinci mertebeden
tirevi [,,_1, Tmio] araligl diginda sifirdir. Boylece her bir [z,,, Z,,11] sonlu elemam
Sekil 1.4 de gosterilen Q,—1, Qpm, @ma1 gibi lic tane B-spline sekil fonksiyonlar:

tarafindan ortulir.
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m m+1

Sekil 1.4: Kuadratik B-spline Sekil Fonksiyonlari.

1.4.3 Kiibik B-Spline Fonksiyonlar

[a,b] arahigimin bir diizgiin pargalanigi ¢ = z, < 1 < ... < ay_1 < oy = b
olsun. =z, digimlerinde ¢,,(x) kiibik B-spline fonksiyonlari, h = x,,,1 — z,, ve
m = —1(1)N + 1 olmak tizere,

;

(7 = Tm2)?, [Zm—2; Tm—1]
h3 + 3h*(x — Tp_1) + 3h(z — xp1)? — 3(x — T1n1)?, [Tt T
() = % h3 + 3h*(xpa1 — ) + 3h(Tma1 — )% — 3(Tma1 — )3, [Ty Trna 1]
(T2 — @), [Timt1, Tota]
\ 0, diger durumlar
(1.4.3.1)

olarak tanimlamr [8]. Kiibik B-spline fonksiyonlari ile birinci ve ikinci mertebeden
tirevleri x,, o < x <z, araligl diginda sifirdir. Boylece her bir [x,,, Z,,41] sonlu
elemani Jekil 1.5” de gosterilen ¢, 1, O, Gimr1 V€ Ppro gibi dort tane B-spline sekil

fonksiyonlar1 tarafindan ortiiliir.
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¢m ¢m+1

m m+1
Sekil 1.5: Kiibik B-spline Sekil Fonksiyonlari.

1.4.4 Kuartik B-Spline Fonksiyonlar

[a,b] arahigimin bir diizgiin pargalanigi a = z, < 1 < ... < ay_1 < Ty = b
olsun. x,, digiimlerinde ¢,,(x) kuartik B-spline fonksiyonlari, h = x,,11 — x,, ve
m = —2(1)N + 1 olmak {izere,

;

4
h Tm43 — T ‘- (xm+2 I) ) Tm+1, xm+2]
(Im—&-S — X 47 Tm+2, xm+3]
\ 0, diger durumlar
(1.4.4.1)

olarak tamimlanir [8]. Kuartik B-spline fonksiyonlar: ile birinci, ikinci ve iigiincii
mertebeden tirevleri x,, o < x < x,,,.3 araligi diginda sifirdir. Bdylece her bir
[, Tmi1] sonlu elemam Sekil 1.6 da gosterilen ¢y, 2, Gm_1, Omy Oms1 Ve Grao gibi

bes tane B-spline sekil fonksiyonlar: tarafindan ortiiliir.
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m m+1

Sekil 1.6: Kuartik B-spline Sekil Fonksiyonlari.

1.4.5 Kuintik B-Spline Fonksiyonlar

[a,b] araliginin bir diizgiin pargalanigi ¢ = z, < 1 < ... < ay_1 < oy = b
olsun. z,, digiimlerinde ¢,,(x) kuintik B-spline fonksiyonlari, h = x,,41 — x,, ve

m = —2(1)N + 2 olmak {izere,

(.CIZ' - xm73>57 [xmfi’n xmfZ]
(ZE — Tmp— 3) (l‘ — Tm— 2) ) [xm—27 xm—l]
(l‘ — Tm— 3) (ZE — Tmp— 2) + 15(I — Tm— 1)57 [xm—la xm]
(x — Tm_3)° —6(x — Tp2)® + 15(x — Tp1)°—
( )5 [Imaxm—i-l]
1 T —Tm) ,
Pm(z) = e
(x — Tm_3)° — 6(x — Ty 9)° + 15(x — 2y 1)°—
[Tmt1, Trmya]
(.%’ - -Tm)5 + 15('77 - xm+1)5>
(x — Tm_3)° —6(x — Tp2)® + 15(x — 2pp1)5—
[IL‘m+2,ZL'm+3]
20(x — )" + 15(x — Tyy11)° — 6(T — Tppaa)®,
\ 0, diger durumlar
(1.4.5.1)
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olarak tammmlanir [8]. Kuintik B-spline fonksiyonlar ile birinci, ikinci, fi¢iincti ve
dordiincii mertebeden tirevleri z,,_3 < x < x,,,3 araligi diginda sifirdir. Boylece
her bir [, 1] sonlu eleman1 Sekil 1.7 de gosterilen ¢p,—2, Grm—1, Gmy Pmt1, Cms2

ve ¢, 13 gibi alti tane B-spline sekil fonksiyonlar1 tarafindan ortiiliir.

¢m ¢m+1

66 \

26

Sekil 1.7: Kuintik B-spline Sekil Fonksiyonlari.

1.4.6 Septik B-Spline Fonksiyonlar

[a,b] arahigimin bir diizgiin pargalanigi ¢ = z, < 1 < ... < ay_1 < Ty = b
olsun. x,, digiimlerinde ¢;(x) Septik B-spline fonksiyonlari, h = x,,.1 — z,, ve

m = —3(1)N + 3 olmak {izere,
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(= Tpa)’, [Tm—a, T3]
(2 — Zyms)” — 8(& — Zpn—s)", (T3, Ty 2]
(ZE - xm—4)7 - 8(1’ - xm—3)7 + 28(.%‘ - xm—2)77 [xm—27 xm—l]
(= Tpa)” —8(x — Tp3)" + 28(x — Tpy_2) " —
[xmflu xm]
56(x — Tm1)7,
1
On(@) = 774 (s =2 = 8(amea = 2)7 + 2B(sa — )"~
[xmv xm-l—l]
56(Im+1 — I)7,
(Tmia — x)7 — 8(Tmy3 — $)7 + 28(Tmia — $)7 [Tmi1; Tmaa]
(mpa — )" = 8(@pmes — )7, [T, Trges]
(ZL’m+4 - ZE)7, [me+3, xm+4]
\ 0, diger durumlar
(1.4.6.1)

olarak tanimlamr [8]. Septik B-spline fonksiyonlari ile onun birinci, ikinci, tigiinct,
dordiincii, beginci ve altina tiirevleri z,, 4 < = < x,,.4 araligl disinda sifirdir.
Boylece her bir [z,,, Z,4+1] elemam Sekil 1.8" de gosterilen ¢p,—3, Gm—2, Om—1, Om,
Om+1, Omi2y Omis Ve Omaq gibi sekiz tane B-spline sekil fonksiyonlar1 tarafindan

ortulir.

¢m+1

2416 é
m

1191

1
X Q;\ ¢m/+4 T

m+1

Sekil 1.8: Septik B-spline Sekil Fonksiyonlari.
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BOLUM 2

B-SPLINE SONLU ELEMAN YONTEMLERI
ILE COUPLED BURGERS DENKLEMININ
NUMERIK COZUMLERI

Bu boliimde,
Uy — U +nUU, + a(UV), =0, a<x<b t>0 (2.1a)
Vi— Vi +0VV, + p(UV), =0, a<x<b t>0 (2.1b)

coupled Burgers denklemi
U(x,0) = ¢1(x), V(z,0) = ¢a(x), a<z<b
baglangi¢ sartlari ve

Ula,t) = fi(a,t), U(b,t) = fa(b, 1), t>0
V(a,t) = g,(a,t), V(b,t) = g,(b,1), t>0

siir sartlar ile birlikte ele alindi. Burada ¢;(x), fi(z,t) ve gi(z,t) (i = 1,2)
onceden tanmimh fonksiyonlar, n bir reel sabit, a ve [ ise sistem parametrelerine
bagh sabitlerdir [9)].

Coupled Burgers denkleminin ¢oztimleri farkl tekniklerle cesitli aragtirmacilar
tarafindan bulunmustur. Ilk olarak Esipov [10] tarafindan ortaya konulan sistem,
iki tiir madde igeren sivi stispansiyonlarinda veya koloitlerde yer ¢ekiminin etkisiyle
meydana gelen ¢okelme veya yayillmalarin incelenmesi sonucunda ortaya cikmigtir
[9]. Jain ve Kadalbajoo [11], coupled Burgers denklemini diizensiz bolgeler {izerinde
lineer yaklagim ve invariant embedding  birlesik teknigine dayali yontemle
¢ozmiislerdir. Kaya [12], coupled viskoz Burgers denklemini kolaylikla

hesaplanabilir bilesenli bir yakinsak kuvvet serisi formunda Adomian ayrigim
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yontemiyle ¢ozmiigtiir. Dehghan vd. [13], Adomian-Padé teknigi ile coupled Burgers
denkleminin yaklagik ¢6ziimiinii bulmuglardir. Khater vd. [14], Chebyshev spectral
kollokasyon yontemiyle coupled Burgers denkleminin niimerik ¢oztimlerini elde
etmiglerdir. Ghotbi vd. [15], coupled Burgers denkleminin yaklagik ¢6ztimlerini
homotopi perturbasyon yontemiyle, Rashid ve Ismail [16] ise Fourier pseudospectral
yontemiyle bulmuglardir.  Abazari ve Borhanifar [17], diferansiyel doniigiim
yontemini kullanarak Burgers ve coupled Burgers denklemlerinin hem niimerik hem
de analitik ¢oziimlerini elde etmiglerdir. Mittal ve Arora [18], konum integralleri
icin kiibik B-spline fonksiyonlarina ve zaman integrasyonu i¢in de Crank-Nicolson
formiillerine dayali diizglin dagilimli diigiim noktalar1 tizerinde kiibik B-spline
kollokasyon yontemini kullanarak coupled viskoz Burgers denklemini ¢ozmiiglerdir.
Siraj-ul-Islam vd. [19], coupled Burgers denkleminin basit klasik radyal bazlar
yardimiyla kollokasyon yontemi ile diigiim noktalar1 kullanmaksizin yaklagik
¢Oztimiinii bulmuglardir. Inan vd. [20], coupled Burgers denklemi i¢in Bécklund
dontigiim ve benzerlik indirgemesini uygulamiglar ve ayni1 zamanda denklemin solitary
ve hareketli dalga ¢oziimlerini elde etmiglerdir. Yildirm ve Kelleci [21], homotopy
pertiirbasyon ve Padé tekniklerini birlegtirerek coupled Burgers denklemini ¢6zmek
icin etkin bir niimerik yontem sunmusglardir. Liu ve Hou [22], parcali tiirevleri
sunarak konum ve zaman parcali tiirevlerle birlikte coupled Burgers denklemlerini
¢ozmek icin genellestirilmis iki boyutlu diferansiyel doniigiim yontemini direkt olarak
uygulamiglardir. Ghoreishi vd. [23], pargali zaman tiirevi ile birlikte lineer olmayan
viskoz Burgers denklemlerini ¢ozmek i¢in uygun bir yaklagik analitik yontem olan
Homotopy pertiirbasyon yontemini kullanmiglardir.  Bu g¢alismalarin yaninda,
homojen olmayan coupled Burgers denklemi Soliman [24] tarafindan varyasyonel
iteratif yontemiyle, Lian ve Lou [25] ise simetrik coupled Burgers denklemini tekrarl
operator yardimiyla ¢ozmiislerdir.

Abdou ve Soliman [26], varyasyonel iterasyon yontemini kullanarak Adomian
ayrigim yontemiyle Burgers ve coupled Burgers denklemlerinin tam coziimlerini
elde etmiglerdir. Soliman [27], bu denklemlerin tam ¢oziimlerini elde etmek igin
modifiye edilmig genigletilmis tanh-fonksiyon yontemini sunmustur. Abassy vd. [28],

coupled Burgers denkleminin Laplace donitigiimleri ve Padé teknigi ile birlegtirilmig
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varyasyonel iterasyon yontemini kullanarak kapali formda c¢oztimlerini elde
etmiglerdir. Sweilam ve Khader [29], kismi diferansiyel denklemlerin lineer olmayan
coupled sistemlerinin kapali formda ¢oziimlerini elde etmek i¢in Padé yaklagimi ve
Laplace dontigiimiinii kullanan homotopy pertiirbasyonunun bir modifikasyonunu
sunmuglardir. Liu [30], uyumluluk yontemini kullanarak degisken-katsayili coupled
Burgers denkleminin simetrisini elde etmistir. Zuo ve Yao-Ming [31], coupled Burgers
denkleminin tamamen integrallenebilir oldugunu Hirota bilineer yontemini
uygulayarak gostermiglerdir.

Bu boliimde coupled Burgers denklemine, degisik dereceden B-spline baz
fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin, Petrov-Galerkin, subdomain ve kollokasyon
yontemleri uygulandi. Denklemde goriilen o, § ve i parametrelerinin bazi degerleri
icin elde edilen niimerik c¢oziimler problemin literatiirde mevcut ¢oziimleriyle
kargilagtirildi ve Ly, L., hata normlar: ile birlikte tablolar halinde verildi. Ayrica
her bir yontemin probleme uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagiminin

kararlilik analizi incelendi.

2.1 Model Problemler

Bu boliimde, (2.1) ile verilen coupled Burgers denklemi farkli baglangig ve smir
sartlar1 ile birlikte goz oniine alindi. Her bir problemin Uy niimerik ¢oziimiiniin U
analitik ¢oziimiine ne oOlclide yaklagtigini gormek icin

N
\/ijo U; — (Un);I°
2 pu—
N 2
2 =0 |Uj]
Lo = U — Unlleo = max |U; — (Un);l

L

Y

ile tanimlanan Lo ve L., hata normlar: hesaplandi.

2.1.1 Problem 1
Ik problem olarak,

U, — Uyy — 20U, + (UV), = 0,
Vi = Vig = 2VV + (UV), = 0
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coupled Burgers denklemi
U(x,0) = sin(z), V(z,0) = sin(z)
baglangi¢ sartlari ile gbz 6niine alindi. Bu problemin tam ¢oziimii
U(z,t) = V(x,t) = e 'sin(x)
dir [12].  Bu problemin sonlu eleman yontemleri ile yaklagik ¢oziimlerinin

bulunmasinda niimerik yontemi baglatmak i¢in gerekli olan sinir sartlari1 problemin

tam ¢oziimiinden alindi.

2.1.2 Problem 2

Ikinci problem olarak,
Uy — U +2UU, + a(UV), = 0,

coupled Burgers denklemi goz ontine alindi. Bu denklemin tam ¢oziimii

1 4daf -1
ag=005 ve A= an( 25— 1 )

olmak tlizere

U(z,t) = ag(1l — tanh(A(x — 2At)),

260 —1
V(z,t) = ao(( b ) — tanh(A(z — 2At)))
20 — 1
dir [27].  Bu problemin sonlu eleman yontemleri ile yaklagik ¢oziimlerinin

bulunmasinda niimerik yontemi baglatmak i¢in gerekli olan baglangic ve sinir sartlar:

problemin tam ¢oziimiinden alindi.

2.1.3 Problem 3

Son olarak, (2.1) ile verilen coupled Burgers denklemi,

sin(2mzx), 0<z<0.5

0 06<zx<1

U(z,0) =

0 0<2<05
V(z,0) =
—sin(2rz), 05 <z <1
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seklindeki basglangi¢ sartlar1 ve sinir sartlariin tiimii sifir olarak géz ontine alindi

18].

2.2 Sonlu Eleman Yontemleri

Bu kisimda, (2.1) coupled Burgers denkleminin Galerkin, Petrov-Galerkin,
subdomain ve kollokasyon sonlu eleman yontemleri ile niimerik ¢oziimleri elde edildi.
Galerkin,  Petrov-Galerkin ve subdomain sonlu eleman yo6ntemlerinin
uygulanmasinda kullamlacak olan (2.1) ile verilen coupled Burgers denkleminin
agirlikll integral formunu olugturmak igin denklem once W agirlik fonksiyonu ile

carpilir ve sonra bolge tizerinden integrali alinirsa

b

/ WU — Uy + nUU, + (UV),] dz =0, (2.2.1a)
b

/ WVi = Vw4 0VVa + BUV),] dz = 0 (2.2.1b)

elde edilir. Daha sonra (2.2.1) denklemlerinde gerekli diizenlemeler yapilirsa
b
/ WUy = Upe + (nU + aV)U, + aUV,] dz =0, (2.2.2a)
b
/ WV = Vi + gV + BUIWVa + BUV] da = 0 (2.2.2b)

bulunur. (2.2.2) agirlikli kalan integrallerinde, kismi integrasyon uygulanirsa tek bir

[, Tmi1] sonlu elemani tizerinde (2.1) denklemlerinin zayif formu

Tt Tm1

/ WU, + WaU, + (U + aV)WU, + aWUVL] dze = WU, |, (2.2.3a)
Tm+1 Tm+1

/ WV, + WV + 0V + BUYWV, + SWUV] de = WV, | (2.2.3)

olarak elde edilir.

Bu bolimde (2.1) ile verilen coupled Burgers denklemine uygulanacak
yontemlerden Galerkin, Petrov-Galerkin ve subdomain sonlu eleman yontemlerinde
yaklagim fonkisyonlarini tanimlamak i¢in baz fonksiyonlari yerine kuadratik B-spline
fonksiyonlar segildi.

Boliim 17 de (1.4.2.1) ile verilen kuadratik B-spline fonksiyonlar1 kullanilirsa

problemin U(x,t) ve V(x,t) tam g¢oziimlerine sirasiyla karsihk gelen Un(z,t) ve
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Vi (z,t) yaklagimlari,

N

Un(a,t) = > 6;(t)Qs(x),  Va(z,t) = Y 0;(t)Q;(x) (2.24)

j=-1 Jj=-1
olarak yazilabilir [8]. Burada d; ve o; belirlenecek olan zamana baglh parametrelerdir.

(1.4.2.1) ile verilen kuadratik B-Spline fonksiyonlaria

seklinde tamimlanan lokal koordinat doniigtimii uygulamirsa sadece [, Z,,11] sonlu

elemani tizerinde taniml

mel = (h - 6)2/h27
Qm = (h* + 2h€ — 2¢%)/h?, (2.2.5)
Qm—l—l = 52/]12
kuadratik B-spline baz fonksiyonlar: elde edilir. Burada 0 < & < h dir. [z, Tps1]

elemani {izerinde diger tiim spline degerleri sifir oldugundan, (2.2.4) yaklagimlar:

(2.2.5) ile verilen kuadratik baz fonksiyonlar: cinsinden

Un(z,t) = Z 0;(1)Q;(x),  Vn(z,t) = Z 0;(t)Q;(x) (2.2.6)

olarak yazlabilir. (2.2.5) kuadratik B-spline fonksiyonlar ile (2.2.6) yaklagimlar:
kullanilirsa x,, noktasinda Uy ve V' nin kendilerinin ve z’ e gore birinci mertebeden

tiirevlerinin 9,, ve 0, parametrelerine gore noktasal degerleri

UN<$m7t) = Um = 5m—1 + 5m7

VN(xnut) = Vm = Om—1+ Om,

! ! 2

UN(xmat) =U,, = E((Sm - m—l)v
! ! 2

VN(IWHt) = Vm = ﬁ(am - O'mfl)

olarak bulunur [32]. Burada m = 0(1)N olup tist indis x’ e gore tiirevi gostermektedir.
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2.2.1 Galerkin Yontemi

Bu kisimda, (2.1) ile verilen coupled Burgers denklemine Galerkin sonlu eleman
yontemi uygulandi.  (2.2.5) ile verilen kuadratik B-spline fonksiyonlar agirlik
fonksiyonlar1 olarak alimir ve (2.2.6) yaklagimlari (2.2.3) denklemlerinde yerlerine

yazilirsa, Z1,, = aU, Z2,, = nU + oV, G1,, = BV ve G2, = nV + SU olmak iizere,

o h : he oo h /
j;l{(/o QiQ;dE)os + (/O Q,;Q,d€)5S + sz(/o QiQ;d€)oS
h ) m—+1 / h
—i—Zlm(/O Qindﬁ)U;} = 'Zl{(Qin)éj(‘)}’ i=m—1mm-+1

(2.2.1.1a)

m~+1 b N .
pOR( [ @uager+ ([ Q@ige; + o [ Q@

h m+1 h
+ Glm(/ QiQ;de)sst = Y {(Qin)a]‘f(L}, i=m—1,mm+1
0 j=m-—1
(2.2.1.1b)
denklem sistemi elde edilir. Burada
h
A= QiQydg,
0
h !/ /
B, = i Q;Q;dg,
h ’
C5 = | QiQ;dg,
h
D’Lj = QZQ]|
alimirsa (2.2.1.1) denklemleri matris formunda
A¢8e + BSE + 72,06 + Z1,,C°0° — D°5° = 0, (2.2.1.2a)
Aco¢ + B0 + G2,,C°0° + G1,,C°0° — D°0° = 0 (2.2.1.2b)

olarak gosterilebilir. Burada d° = (-1, 0m, Oms1) ve 0¢ = (Om_1,Om, Omi1) dir.

Kuadratik  B-spline fonksiyonlar kullanilarak integraller hesaplandiginda,
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i,j =m—1, m, m+1 olmak tizere, Af;, Bf;, Cf; ve Df; eleman matrisleri

6 13 1
h h
A= [TQQus= 5| 13 5413 |
0 30
1 13 6
2 -1 -1
b 2
Bzy = QzQ]dg = ﬁ -1 2 -1,
-1 -1 2
-3 2 1
o 1
O’L] = Qszdg = 6 -8 0 81,
-1 -2 3
1 -1 0
2
D =QiQ;l=- 1 =21
o h
0 -1 1

olarak bulunur. 71,,, Z22,,, G1,, ve G2,, esitliklerinde Uy ve V' nin x,, noktasindaki

Zlm = (61 + Om),
Z2m = 1(0m-1+ 0m) + @(Om-1+ o),
Gl,, = B(om-1 + om),
G2, =n(om-1+ 0m) + B(0m-1+ Om)

noktasal degerleri (2.2.1.2) ile verilen eleman denklemlerinde yerlerine yazildiktan

sonra eleman matrisleri birlestirilirse

Ad + B + C(Z2,,)0 + C(Z1,,)0 — D5 = 0, (2.2.1.3a)

Ao + Bo + C(G2,,)0 + C(G1,,)0 — Do =0 (2.2.1.3b)

denklemleri elde edilir. Burada global eleman parametreleri d = (§_1, dg, ..., Ony—1, In)

ve 0 = (0_1,00,...,0N-1,0n) dir. A, B, C(Z1,,), C(Z2,,), C(Gl,), C(G2,,) ve D

matrislerinin genellestirilmis satirlar
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h
A: 3—20(1,26,66, 26, 1),
B:gp(-1,-2,6,-2,-1),
D :(0,0,0,0,0)
C(Z1m) : é(—mml, — 27211 — 8212, 3711 — 321,03, 8Z1ima + 2213, Z1ims),
C(Z2,) : é(—zzml, — 27221 — 8222, 3721 — 372 2m3, 822m2 + 2223, Z2m3),
C(Gly) : é(—Glml, — 2G 11 — 8Glma, 3G1mi — 3G 1z, 8Glus + 2G 13, Glns),

1
C(G2m> . 6(—G2m1, — 2G2m1 — 8G2m2, 3G2m1 — 3G2m3, 8G2m2 + 2G2m3, G2m3>

olarak bulunur. Burada m = 1(1)N — 2 olmak fiizere,

Z]-ml - a((sm—Q + 5m—1)7
Zlm2 == a(ém—l + 5m)7

Zlmg = Oé((sm + (Serl),

Glml = /B(Um72 + O.mfl)a
G1m2 = 6(0771—1 + Um)7

G1m3 = ﬁ(o-m + 0m+1)7

Zle — n(ém—Q + 5m—1) + Q{(O'm_g + Um—l)v
Z2m2 = n(ém—l + 5m) + a(am—l + Um)a

Z2m3 = 77<5m + 5m+1) + CK(O'm + Um+1)7

G2m1 = 77(<7m—2 + o'mfl) + ﬁ(5m72 + 5m71)7
G2m2 = n(am—l + Um) + 6(5771—1 + 5m)7

G2m3 - ’[7(0‘m + 0m+1) + ﬁ((;m + 6m+1)

dir. (2.2.1.3) denklemlerinde 0 ve o yerine

n n+1 n n+1
= o+ o o= gro™ (2.2.1.4)

)
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Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimlari, § ve ¢ yerine de

. 6n+1 — o O.nJrl

0= I o= A7 (2.2.1.5)
ileri sonlu fark yaklagimlari yazilirsa
A+ SHB+ C(22,) ~ DI + (G021,
—[A- %(B + C(Z2,,) — D)]0" — [%C(Zlm)]a",
(2.2.1.6a)
Sl + A+ S4B+ 0(G2,) - D)o
At At

= [-5-C(GL))0" + [A = (B + C(G20) = D))o
(2.2.1.6b)

formunda (2N + 4)-bilinmeyenli (2N + 4)-tane denklemden olugan karesel cebirsel
denklem sistemi elde edilir. Simir sartlarimin kullanilmasiyla 0_1, oy, 01 ve on
parametreleri sistemden yok edilirse (2N x 2N )-boyutlu denklem sistemi bulunur.
6™t ve o™t! parametrelerinin hesaplanabilmesi icin oncelikle §° ve 0 baglangic
parametrelerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bu parametreler problemin verilen
baglangi¢c ve sinir gartlar: kullanilarak kolayca agagidaki bigimde hesaplanabilir.

t =0 igin (2.2.4) denklemleri

N N
Un(,0)= > 8)Q;,  Vn(x,0)=> oJQ;

j=—1 j=—1

olur. Baglangi¢ sartlarinin z; diigiim noktalarmdaki
UN(xjaO) = U(‘Tj?O)v VN(xj70) = V<mj70)v J= 0<1)N

degerleri kullanilarak 5? parametreleri i¢in
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U(%O,O) = 571 + (50,
U($1,O) :50+51,
U(w2,0) = 61 + 0,

U(xn-1,0) = dn—2 + On—1,

U([L‘N, O) =0ny_1+0n
ve benzer sekilde 0? parametreleri icin de
V(29,0) = 0_1 + 0o,

V(iL‘l,O) = 0y -+ o1,

V(%Q, O) =01+ 09,

V(rn-1,0) = ony_2 + ONn_1,

V(I’N,()) =0ON-1t+ON

(N + 2)-bilinmeyenli (/N + 1)-tane denklemden olugan cebirsel denklem sistemleri

elde edilir. Bu denklem sistemlerinde yardimci sart olarak

/ / 2

U ([L’(),O) = UO = E((So — 5_1),
’ ’ 2

Vi(20,0) = Vo = +(00 — 0-1)

tirevli smir sartlart  kullamilir  ve 6y, o_; parametreleri yok edilirse
(N + 1)-bilinmeyenli (N + 1)-tane denklemden olugan denklem sistemleri elde edilir.

Bu denklem sistemleri

[ 2 2 Toa] [ o]
11 do Uo
b O I (2.2.1.7)
11 Sn-1 Uy_1
i 11 ey | | Uy |
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ve

[ 2 2 1o | [ v
11 o Vo
b S I (2.2.1.8)
I 1 ON-1 Vo1
i 1 1_ | on ] I Vi |

seklinde matris formunda yazilabilir. Bu sistemler kolayca c¢oziilerek baslangic
parametreleri bulunur. Boylece (2.2.1.6) ile verilen matris formundaki denklem
sisteminde basglangic parametreleri kullanilarak istenilen ¢ zamanindaki yaklagik
¢oziimler iterasyon yardimiyla elde edilir.

(2.2.1.6) denklem sistemindeki lineer olmayan terimlere, her bir zaman adiminda

1

5 = 0n + 5(5;’;“ — &), (2.2.1.9)
1

o =om+ 5(0,’;“ — o) (2.2.1.10)

olarak tanimlanan iterasyon formiilleri 3-5 defa uygulanarak Uy ve Vy yaklagik

¢oziimleri iyilegtirildi.

Kararlilik Analizi

Bu yontemin uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagiminin kararlilik
analizi von Neumann yontemi kullamilarak incelenecektir. (2.2.1.6) sistemi iki

degisken ve iki denklemden olugtugundan, ¢6ziim
5" = Pg"e"™?, ol = Wq"e™? (2.2.1.11)

formunda aranacaktir. Burada ¢ bulunmasi gereken bir karmagik say1, + = v —1, ¢
bir reel sayi, P ve W ise harmoniklerin genlikleridir [33, 34]. Galerkin yontemi ile
elde edilen yaklagimin kararli olmasi i¢in |g| < 1 olmahdur.

(2.2.1.6) denklem sisteminin m. genellegtirilmis satirlari,

h At AW A,
307 T2 = 3]7,’ V3= 12 ) Y4 = 12 )

M=

U = max{Z2,,, G2y} ve Uy = max{Z1,,,G1,,}
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olmak ftizere, sirasiyla

0ol — 72 — s + 6, [2691 — 292 — 1075] + 6,71 (6671 + 672)+
O1[26m — 292 + 1093 + 055 [ — 72 + 3] + o[l +
o [107] + 0755 [107a] + o3 [v] = 07, o[ + 92 + ]+ (22.1.12)
0112671 + 272 + 10y3] + 07, [6671 — 62] + 0y, 1[2671 + 272 — 1073]+
a1 72 — 8] + o o[va] + 07,1 [107a] + 075, 1 [=1074] + 03 45 [—74]
ve
=] + T [ 107] 4+ Tt [107] + 83t
ol — 72 — 73] + 0 2671 — 272 — 107]
+ o667 + 672] + 078 [26m — 292 + 1073] + op [ — e+ ] (2:2.1.13)
= O —o[ya] + 6501 [1074] + 631 [ 107a] 4 07, o [—a] + o7, o[ + 72 + 73]
+ 00112671 4 292 4+ 103] + 07, (661 — 62] + 07y, 1[2671 + 272 — 1073
+ omaln + 72 — 73
dir. (2.2.1.12) ve (2.2.1.13) denklemlerinde (2.2.1.11) egitlikleri yerlerine yazilir ve
e = cos(yp) + isin(p) Euler formiilii kullanilirsa,
a = (66 + 2 cos(2¢) + 52 cos(p))n + (6 — 2 cos(2¢) — 4 cos(p))v2+
i(2sin(2¢) + 20sin(p))7s,
b = (66 + 2 cos(2¢) + 52 cos(p))y1 — (6 — 2cos(2¢) — 4 cos(p))ye—
i(2sin(2¢p) + 20 sin(p))7s,
¢ = i(2sin(2¢p) + 20sin(y))a,
d = —i(2sin(2¢) + 20sin(y))v4
olmak tizere,
[ag — b]P + [cq —d]W =0
[cq — d]P + [ag — bW =0
cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin P ve W’ ya gore agikar olmayan

en az bir ¢ozimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter sart sistemin katsayilar matrisinin

determinantinin sifir olmasidir. O halde
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(a® — *)g* + (2cd — 2ab)g + b*> —d*> =0

olup buradan

A= Ao idg
B T =N
A — Mg + i)y
o=~V
)\1"‘)\2—2)\4

bulunur. Burada

A1 = (66 + 2 cos(2¢) + 52 cos(p)),
Ay = (6 —2cos(2¢) — 4cos(p))7a,
A3 = (2sin(2¢p) + 20sin(g))ys — (2sin(2¢) + 20 sin(p))7s,
Ay = —(2sin(2¢) + 20 sin(p))v4 — (2sin(2p) + 20sin(p))ys3
dir. Kararhlik i¢in |¢1] < 1 ve |g2| < 1 olmahdir. |g;| < 1 olmasi igin
A1+ Ao —id3| — [ A — Ao +iA3] >0
oldugunun gosterilmesi yeterlidir. A;, Ay ve A3’ iin yukaridaki esitlikleri kullanilirsa,
A1+ Ao — X3 — [N — Ao+ idg]| = 4A A
= 4(66 + 2 cos(2¢) + 52 cos(p))71[6—
2 cos(2p) — 4 cos(p))2)
= %At(?) — 2cos(p) — cos(2¢))[33+
26 cos(p) + cos(2¢))]

bulunur.

—1<cos(p) <1
oldugundan
A1 4+ Ao —id3| = |[A1 — Ao+ i3] >0

esitsizligi her zaman saglanir. Boylece |¢1| < 1 dur.
Benzer gekilde |g2| < 1 sartinin saglandigi da kolayca gosterilebilir. Dolayisiyla,
Galerkin yonteminin uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagimi sartsiz

kararhidir.
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Niimerik Coziumler

Bu kisimda, Galerkin sonlu eleman yontemiyle yukarida verilen ii¢ model
problemin niimerik ¢oztimleri bulundu. Problem 1 igin tiim hesaplamalar
—nm < x < 7 arahiginda yapildi. Tablo 2.1 ve 2.2 siras1 ile farkli konum ve zaman
adimlar1 i¢in hesaplanan Lo ve L, hata normlarim gostermektedir. Tablolardan

konum ve zaman adimi kiiciildiikge hata normlarinin azaldigir gorilmektedir.

Tablo 2.1: At =0.01 ve N = 50, 100, 200 i¢in farkli ¢ zamanlarinda Problem 1’ in
Ly ve Ly, hata normlarimin kargilagtirilmasi.

N =50 N =100 N =200
t Lo x 10° Loy x 105 Ly x 10° Ly x 100 Ly x 10° Ly x 10°
0.1 1.13627  2.92076 0.17570  0.40187 0.09102  0.08634
0.5 213930  2.26627 0.57409  0.31176 0.44238  0.26979
1.0 3.30964  1.46179 1.09532  0.37945 0.87799  0.32455
1.5 456195  0.94716 1.62600  0.34800 1.31068  0.29255
2.0  5.87706  0.73805 2.15893  0.28426 1.75271  0.23677
2.5 7.22954  0.55475 2.69427  0.21605 2.18538  0.17914
3.0 858154  0.40272 3.22783  0.15759 2.61376  0.12992

Tablo 2.2: N = 100 ve At = 0.01, 0.005, 0.001 icin farkh ¢ zamanlarinda Problem
1”7 in Ly ve Ly hata normlarimin kargilagtirilmasi.

At =0.01 At = 0.005 At =0.001
t Ly x 10° Ly x 10° Ly x 10° Ly x 10° Ly x 10° Ly x 10°
0.1 0.17570 0.40187 0.14633 0.40051 0.13961 0.39846

0.5 0.57409  0.31176 0.30059  0.28998 0.24739  0.28698
1.0 1.09532  0.37945 0.50507  0.18232 0.35300  0.17864
1.5 1.62600  0.34800 0.71772  0.14843 0.44528  0.10957
2.0 2.15893  0.28426 0.93608  0.11969 0.55176  0.07300
2.5 2.69427  0.21605 1.15397  0.08993 0.66956  0.05365
3.0 3.22783  0.15739 1.37862  0.06617 0.78953  0.03903

Tablo 2.3’ de Galerkin sonlu eleman yontemi ile hesaplanan L, ve L., hata
normlar1 ¢’ nin degisik degerleri ve farkli konum adimlar igin referans [18] de verilen
diizglin dagilimh diigiim noktalar1 tizerinde kiibik B-spline kollokasyon yontemiyle

elde edilen sonuglarla karsilagtirildi. Tablodan Galerkin sonlu eleman yontemiyle
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elde edilen sonuclarin referans [18] de verilenlerden daha iyi oldugu agikca

goriilmektedir.

Tablo 2.3: At = 0.001 ve N = 200, 400 i¢in farkli ¢ zamanlarinda Problem 1’ in Lq

ve L, hata normlarimin referans [18] dekilerle karsilagtirilmas.

Galerkin Yontemi [18]
N Lo Lo Lo Lo
200 0.1 0.17x107% 0.52x10°¢ 821x10°% 7.45x10°C
0.5 0.27x107% 0.36x10°¢ 2.49%107° 4.10x107°
1.0 0.36x107% 0.22x107¢ 3.00x107° 8.21x107°
400 0.1 0.07x107% 0.14x10°° 2.05x107% 1.86x10°°
0.5 0.16x107% 0.14x10°© 1.02x107° 6.22x1076
1.0 0.15x107% 0.10x10°¢ 2.04x107°% 7.56x10°6

Galerkin sonlu eleman yonteminin problemin gergek fiziksel karakteristiklerini
ne kadar iyi sergiledigini gostermek icin, farkli ¢ zaman adimlarindaki N = 100 i¢in
tam ve numerik ¢oziimler Sekil 2.1" de verildi. Her iki ¢oziim birbirine ¢ok yakin
oldugu icin grafikleri ayirt edilememekte olup aymi diyagramda gosterilmistir.
Problem 1’ in baglangig ve simur gartlar: simetrik oldugundan U(z,t) ve V(z,t) igin

elde edilen niimerik sonuclar birbirine egittir.

U (xt)

Sekil 2.1: Problem 17 in farkl ¢ zamanlarindaki ¢oziimleri.

Problem 2 i¢in tiim hesaplamalar —10 < x < 10 araliginda At = 0.01 ve
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N = 100 degerleri i¢in yapildi. Tablo 2.4, farkli zamanlarda farkli konum adimlar

icin hesaplanan Ly ve L., hata normlarini gostermektedir. Tablo 2.4" den konum

adimi kiictildiikce hata normlarinda kayda deger olclide degisiklik olmadigi

goriilmektedir.

Tablo 2.4: At =0.01, « = 0.1 ve 8 = 0.3 i¢in farkli ¢ zamanlarinda Problem 2’ nin

Ly ve Lo, hata normlarimin kargilagtirilmasi.

UN VN
N t Ly x 103 Ly x 103 Ly x10° Ly x 103
50 0.1 0.13872  0.00857 0.10633  0.00466
0.5 0.67850  0.04226 0.51451  0.02228
1.0 1.33399  0.08358 1.00365  0.04293
1.5 1.97397  0.12420 1.47658  0.06268
2.0 2.60110  0.16433 1.93632  0.08171
2.5 3.21694  0.20395 2.38469  0.10017
3.0 3.82247  0.24309 2.82314  0.11800
100 0.1 0.13864  0.00854 0.10540  0.00464
0.5 0.67827  0.04208 0.51007  0.02206
1.0 1.33355  0.08320 0.99480  0.04255
1.5 1.97330  0.12366 1.46315  0.06208
2.0 2.60026  0.16356 1.91842  0.08087
2.5 3.21583  0.20297 2.36238  0.09906
3.0 3.82111  0.24198 2.79631  0.11669
200 0.1 0.13863  0.00851 0.10495  0.00461
0.5 0.67819  0.04198 0.50785  0.02195
1.0 1.33337  0.08301 0.99038  0.04233
1.5 1.97301  0.12337 1.45654  0.06176
2.0 2.59981  0.16317 1.90950  0.08044
2.5 3.21529  0.20250 2.35122  0.09851
3.0 3.82048  0.24139 2.78292  0.11604

Tablo 2.5 de a ve 8 nmin degisik degerleri i¢in hesaplanan Ly ve L., hata normlar:

literatiirdeki degisik ¢aligmalarda [14, 16, 18, 19] elde edilen L, ve L, hata normlar

ile kargilagtirildi. Tablo 2.5” den Galerkin sonlu eleman yontemiyle elde edilen hata

normlarinin referans [14, 18, 19] da elde edilenlerle uyum igerisinde oldugu kolayca

goriilmektedir. Ayrica Tablo 2.5’ den Galerkin sonlu eleman yontemiyle elde edilen

Lo hata normunun referans [16] da verilen L, hata normundan daha biiyik, L.,

normunun ise daha kii¢iik oldugu goriilmektedir.
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Problem 3 ise At = 0.001 ve N =50 i¢in 0 < z < 1 araliginda ¢oziildii. n = 2,
a =0 =10 ve a = # = 100 i¢in Problem 3’ {in farkl ¢ zamanlarindaki Uy ve Vy
¢oziimleri Tablo 2.6” da verildi. Ayrica sonuglar grafiksel olarak Sekil 2.2 ve 2.3 de
gosterildi.

Tablo 2.6: a = 3 =10 ve a = 8 = 100 i¢in Problem 3’ iin baz1 x noktalarinda ve
farkli ¢ zamanlarindaki Uy ve Vi degerleri.

a=0F=10 a= (=100

X t UN VN UN VN
0.2 0.1 0.07429 0.04838 0.03019 0.00464
0.2 0.02731 0.02381 0.00714 0.00399
0.3 0.01089 0.00969 0.00288 0.00183
0.4 0.00418 0.00374 0.00113 0.00074
04 0.1 0.12610 0.10096 0.04086 0.01734
0.2 0.04721 0.04184 0.01263 0.00787
0.3 0.01812 0.01619 0.00490 0.00320
0.4 0.00684 0.00612 0.00187 0.00124
0.6 0.1 0.14326  0.14009 0.04034 0.03929
0.2 0.05184 0.04680 0.01474 0.01040
0.3 0.01882 0.01687 0.00525 0.00356
0.4 0.00694 0.00621 0.00192 0.00129
0.8 0.1 0.10699 0.11689 0.03816  0.04905
0.2 0.03495 0.03200 0.01089 0.00841
0.3 0.01201 0.01081 0.00346 0.00241
0.4 0.00434 0.00389 0.00121 0.00082
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Sekil 2.2: n =2 ve a = § = 10 i¢in Problem 3’ iin farkh ¢ zamanlarindaki niimerik

¢Oziimleri.
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Sekil 2.3: n = 2 ve a« = 3 = 100 i¢in Problem 3’ iin farkli £ zamanlarindaki ntimerik

¢oziimleri.

Problem 3’ iin Galerkin sonlu eleman yontemiyle elde edilen Uy ve Vy

¢Oztimlerinin maksimum degerleri, referans [18] de At = 0.01 i¢in verilenler ile Tablo

2.7" de kargilagtirildi. Tablodan her ne kadar kargilagtirma At’ nin farkli degerleri

icin yapildiysa da Uy ve V' nin hesaplanan maksimum degerlerinin referans [18]

dekilerle oldukc¢a uyum ic¢inde oldugu ve bu degerleri ayni x noktalarinda aldiklar:

kolayca goriilmektedir.

Problem 3’ {in niimerik ¢oziimlerinin nasil bir davramg sergiledigini daha iyi

gormek agisindan o = [ = 10 igin n = 20, 200, 2000 ve 10000 alinarak elde edilen
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Tablo 2.7: a = =10 ve a = 8 = 100 igin Problem 3’ {in farkh ¢ zamanlarinda Uy
ve V' nin maksimum degerlerinin referans [18] de verilenler ile karsilagtirilmasi.

Galerkin Yontemi [18]
(At = 0.001) (At = 0.01)
t UnN T UnN T

max max

a=0F=10 0.1 0.14348 0.58 0.14456 0.58
0.2 0.05252 0.54 0.05237 0.54
0.3 0.01945 0.52 0.01932 0.52
0.4 0.00724 0.50 0.00718 0.50
a=/F=100 0.1 0.04108 0.44 0.04175 0.46
0.2 0.01475 0.58 0.01479 0.58
0.3 0.00536 0.54 0.00534 0.54
0.4 0.00199 0.52 0.00198 0.52
Vinax Vinas
a=0F=10 0.1 0.14238 0.66 0.14306 0.66
0.2 0.04723 0.56 0.04697 0.56
0.3 0.01741 0.52 0.01725 0.52
0.4 0.00648 0.50 0.00641 0.50
a=3=100 0.1 0.04994 0.76 0.05065 0.76
0.2 0.01049 0.64 0.01033 0.64
0.3 0.00360 0.56 0.00350 0.56
0.4 0.00133 0.52 0.00129 0.52

Uy ve Vi coziimleri Sekil 2.4-2.7" de grafiklerle verildi. Grafiklerden ¢ ve n’ nin

gittikce biiyiiyen degerlerinde ¢oziimlerin bozuldugu agikca goriillmektedir.
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Sekil 2.4: n =20 ve « = § = 10 i¢in Problem 3’ {in farkh ¢ zamanlarindaki ntimerik

¢ozumleri.
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Sekil 2.5: n =200 ve a = 8 = 10 i¢in Problem 3’ iin farkli ¢ zamanlarindaki niimerik

¢Oziimleri.
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U (x.t)

Sekil 2.6: n = 2000 ve a = f3
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Sekil 2.7: n = 10000 ve « = # = 10 i¢in Problem 3’ iin farkhi ¢ zamanlarindaki

10 i¢in Problem 3’ iin farkl ¢ zamanlarindaki
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42

0.0006

t=0.2
0.0005
0.0004
0.0003
t=0.3
0.0002 -
0.0001 0.4
=0.5
0.0000 T T T T T T T T T
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
X

0.00040

0.00035

0.00030

0.00025

0.00020

0.00015

0.00010

0.00005

0.00000

t=0.2

t=0.3

t=0.4
t=0.5

0.0

0.1

02 03 04 05 06 07

0.8

0.9



2.2.2 Petrov-Galerkin Yontemi

Bu kisimda, (2.1) ile verilen coupled Burgers denkleminin Petrov-Galerkin
yontemi ile niimerik ¢oziimleri elde edildi. (2.1) sisteminin (2.2.3) ile verilen zayif
formunda, Uy ve Vi yaklagimlarindaki @); yerine (2.2.5) ile verilen kuadratik baz
fonksiyonlar1 ve W agirlik fonksiyonu yerine de lineer B-spline fonksiyonlar alindi.

Boliim 17 de (1.4.1.1) ile verilen L,,(z) lineer B-spline fonksiyonlarina
=1 — Ty, 0<&<h

olarak tanimlanan lokal koordinat doniigimii uygulamrsa sadece [, Zy,41] sonlu

elemani tizerinde tamml

Ly=1-2 LmH:% (2.2.2.1)

=]

lineer B-spline fonksiyonlar: elde edilir. (2.2.2.1) agirhik fonksiyonlar: ile (2.2.6)
yaklagimlari (2.2.3) denklemlerinde yerlerine yazilirsa, Z1,, = aU, Z2,, = nU + &V,
G1,, = BV ve G2, = nV + U olmak iizere,

m+1 h b N
j:mz_l{( /U LiQ;d€)o¢ + ( /0 L;Q5d€)65 + Z2,( /O LiQde)o¢
h m+1 h
+Zlm(/0 LiQd¢)osy = {(LiQ;.)éj(L}, i=m,m+1 (2.22.2a)
j=m—1
m+1 h 5 N
j;_l{( /0 LiQ;d)o* + ( /0 L;Q;d€) o5 + G2, /0 LiQ;d¢)os
h m~+1 h
*Glm(/o LiQyd&)5y = ) {<LiQ;‘)U;(|)}a i=mm+1  (2.2.2.2b)
j=m—1

denklem sistemi elde edilir. Burada
h
A¢ = / LiQjd,
0

h
By = [ Qs
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alinirsa (2.2.2.2) denklemleri matris formunda

A¢o¢ + B¢ + 72,06 + Z1,C°0° — D°6° = 0, (2.2.2.3a)

A°Ge + B0® + G2,0°0° + G1,,C°6° — Do =0 (2.2.2.3b)

olarak yazilabilir. Burada §¢ = (d,—1, 0m, Omi1) Ve 0 = (01, O, Omr1) dir.
Lineer ve kuadratik B-spline fonksiyonlar ile basit integral alma kurallar

kullanilirsa, © = m,m + 1 ve j = m — 1, m, m + 1 olmak iizere AS;, B¢

e
ijr Pijo Cij ve

Dj; eleman matrisleri

1 8 3
Be /hL,Q,d§ 1| 1 0 -1
Yode T 210 1 |
e /hLQ'dg 11 -2 1 1
Yode T 3 21 2 2 |

, 211 -1 0

D¢ =LQ.N=Z=
1] Q]’O h 0 -1 1

olarak bulunur. 71,,, 22,,, G1,, ve G2,, esitliklerinde Uy ve V' nin x,, noktasindaki

Z1y = a(Om—1+ 0m),
Z2p = N(0m—1+ 0) + (01 + o),
Gl,, = B(om-1+ om),
G2 = n(om-1+ om) + B(0m-1 + Om)

noktasal degerleri (2.2.2.3) ile verilen eleman denklemlerinde yerlerine yazildiktan

sonra eleman matrisleri birlestirilirse

Ad + B + C(Z2,,)6 + C(Z1,,)0 — D§ = 0, (2.2.2.4a)
A6 + Bo + C(G2,,)0 + C(G1,,)0 — Do =0 (2.2.2.4b)
denklem sistemi elde edilir. Burada global eleman parametreleri

d=(6_1,%0,.,0N-1,0n) Ve 0 = (0_1,00,...,0n_1,0n) dir. Boylece A, B, C(Z1,,),
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C(Z2,,), C(Gl,,), C(G2,,) ve D matrislerinin genellegtirilmig satirlar
h
A:—(1,11,11,1),
12
1
B:—(-1,1,1,—-1
h( s Ly Ly )7
D :(0,0,0,0),
1
C(Zlm) . g(_Zlmb — Zlml — 2Z1m27 2Zlm1 + Zlmg, Zlmg),
1
O(ZQm) . g(-Z?ml, — Zle — 22277127 Qszl + Z2m27 szQ);
1
C(Glm) . §<_G1m1’ — Glml — 2G1m2; 2G1m1 + Glmg, Glmg),
1

C(GQm) . g(—G2m1,

olarak bulunur. Burada m =

Z2m1 -
ZQmQ =
G2m1 -
G2m2 -

dir. (2.2.2.4) denklemlerinde §

— G211 — 2G29, 2G2,1 + G210, G2,0)
0(1)N — 2 olmak tizere,
Zlml = O‘((Sm—l + 5m);

Zlm2 - O‘(ém + 5m+1)7
Glml - ﬁ(am—l + Um)a
G1m2 = ﬁ(am + Um+1)7
n(ém—l + 5m) + a(am—l + 0m)a

N(0m + Omi1) + (o + Tmi1),

77(Um—1 + Um) + 6(5771—1 + 5m)7
n(gm + Um+1) + ﬁ(ém + 5m+1)

ve o yerine (2.2.1.4) ile verilen sonlu fark yaklagimlari,

dved yerine de (2.2.1.5) ile verilen sonlu fark yaklagimlar yazilirsa

[A+ %(B +C(Z22,) — D)]é”“ + [%C(Zlm)]a”“
=[A- %(3 +C(Z2m) — D)]o" — [%C(Zlm)]g",
(2.2.2.5a)
[%C(Glm)]dnﬂ +[A+ %(B +C(G2,,) — D)o
At

= [-5-C(G1n)]0" + [A - %(B +C(G2,) — D)Jo”

(2.2.2.5b)
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formunda (2N + 4)-bilinmeyenli (2N 4 2)-tane denklemden olugan cebirsel denklem
sistemi elde edilir. d_q, 0y, 0_1 ve on parametreleri sinir sartlart yardimiyla
sistemden yok edilirse (2N x 2N )-boyutlu denklem sistemi elde edilir.

o™+l ve 0! parametrelerinin hesaplanabilmesi igin 6ncelikle §° ve o° baglangic
parametrelerinin hesaplanmasi gerekmektedir. ¢§° ve ¢° parametreleri (2.2.1.7) ve
(2.2.1.8) ile verilen denklem sistemlerinin ¢oziilmesiyle elde edilir. ~ Bdylece
(2.2.2.5) denklem sistemi kullanilarak istenilen ¢ zamamndaki yaklagik ¢oziimler
hesaplanabilir.

(2.2.2.5) denklem sistemindeki lineer olmayan terimlere, her bir zaman adiminda
(2.2.1.9) ve (2.2.1.10) iterasyon formiilleri 3-5 defa uygulanarak Uy ve Vy yaklagik

¢oziimleri iyilegtirildi.

Kararlilik Analizi

Bu yontemin uygulanmasiyla elde edilen yaklagimin kararlilik analizi de Galerkin
yontemindekine benzer gekilde incelenir. (2.2.2.5) denklem sisteminin m.
genellegtirilmis satirlari,

h At AW A,
127 72_2]7,’ V3= 6 ) V4 = 6 )

U = max{Z2,,, G2y} ve Uy = max{Z1,,,G1,,}

M=

olmak iizere, sirasiyla
ot [y — v2 — 3] + O [11y1 + 2 — Bys] + O [11y1 + 2 + B8]+
Ol = v2 + 3] + o =yl + o [=30u] + ot [3va] + onthlu] (2.2.2.6)
= 0171+ 2 8]+ 00 11y — 2 + 37s] + 61 1191 — 72 — 3y3]+
5gz+2[71 + 72 — 3] + o1 [ya] + o [37a) + ng+1[_374] + U;Lm+2[_74]
ve
O [=va] 0 [=37a] 4 03 [Bya) + 055 [l + o [ — 2 — sl
o 11y + 99 — 3vs) + ot 11y + Yo + 39s] + ol — 2 + 8] (2.2.2.7)
= O (V4] + 05 [37a] + 6301 [=37a] + 0o =74l + o 1[0 + v2 + 3]+

o1y — 2 + 3v3] + op 11y — 2 — 373] + o o[71 + 72 — 73]
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dir. (2.2.2.6) ve (2.2.2.7) denklemlerinde (2.2.1.11) esitlikleri yerlerine yazilir ve

Euler formiilii kullanilirsa,

a = (11 + cos(2¢) + 12 cos(¢) + 10isin(p) + isin(2¢) )71+
(1 — cos(2¢) + 2isin(p) — isin(2¢))ya+
(=3 + 2cos(p) + cos(2¢p) + 4isin(p) + isin(2¢))ys,
b= (11 + cos(2¢) + 12 cos(¢) + 10isin(p) + isin(2¢) )y —
(1 — cos(2¢p) 4 2isin(p) — isin(2p))y2—
(=3 + 2cos(p) + cos(2¢p) + 4isin(p) + isin(2¢))ys,
¢ = (=3 +2cos(p) + cos(2¢) + 4isin(p) + isin(2¢))74,
d=—(—=3+2cos(p) + cos(2¢) + 4isin(p) + isin(2¢))y4
olmak tizere
lag — b]P + [cq —d]W =0
[cq — d|P + [ag — bW =0
cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin P ve W’ ya gore agikar olmayan

en az bir ¢oziimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter sart sistemin katsayilar matrisinin

determinantinin sifir olmasidir. O halde
(a® — ) g* + (2cd — 2ab)g + b*> —d*> =0

olup buradan

IRV
BN in
s ik
I VS

bulunur. Burada
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=(11 + cos(2¢) + 12 cos(¢))n + (1 — cos(2¢))ya+
—3 4+ 2cos(p) + cos(2¢))y3 — (=3 4+ 2 cos(p) + cos(2¢))74,
=(10sin(g) + sin(2¢))y1 + (2sin(p) — sin(2¢) )2+

4sin(p) +sin(2¢))y3 — (4sin(p) + sin(2p) )4

ve

=(11 + cos(2¢) + 12 cos(p))y1 — (1 = cos(2¢)) 72—

—3 + 2cos(¢p) + cos(2¢))y3 — (=3 + 2 cos(p) + cos(2¢)) 7,
Ae =(10sin(p) + sin(2¢))y1 — (2sin(p) — sin(2¢)) 72—
4sin(p) + sin(2¢))ys — (4sin(p) + sin(2¢)) 7,
=(11 + cos(2¢) + 12 cos(p))71 + (1 — cos(2¢))ya+
—3 + 2cos(ip) + cos(2¢))ys + (=3 + 2 cos(p) + cos(2¢) ),
=(10sin(y) + sin(2¢))71 + (2sin(p) — sin(2¢)) 72+

4sin(p) + sin(2¢))7s + (4sin(p) + sin(2p)) v

dir.
] = |A1 4+ iAg]
M= 1|

olup |¢;| < 1 olmast igin
A1 4 iXo| — [Ag +iAg| >0

oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Ai, Ao, A3 ve A4 yerine yukarida verilen egitlikleri

yazilirsa

A1+ o] — Az +iAa| =4(11 + cos(2¢) + 12 cos(p)) 11 [(1 — cos(2¢))v2+
(=342 cos(p)+cos(2¢)) 73— (—3+2 cos(p) +cos(2¢) ) a]-
(10sin(p) 4 sin(2¢))n[(2sin(p) — sin(2¢))y2 + (4sin(p)+
sin(2p))vs — (4sin(p) + sin(2¢))74
(%)

[\

=32(5 + cos(yp)) sin

olur.

—1 <cos(p) <1
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oldugundan

A1 4+ o] — [As + M| >0

esitsizligi her zaman dogrudur. Boylece |¢1| < 1 dir. Benzer sekilde |go| < 1
sartinin saglandigi da kolayca gosterilebilir. Dolayisiyla, Petrov-Galerkin yonteminin

uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagimi sartsiz kararhdir.

Niimerik Cozimler

Kisim 2.17 de verilen ii¢ model problem Petrov-Galerkin yontemi ile ¢oziildii.
Problem 1 i¢in tiim hesaplamalar —7m < x < 7 araliginda yapildi. Farkli konum
adimlar: i¢in hesaplanan Ly ve L., hata normlar1 Tablo 2.8” de verildi. Tablodan
konum adimi kiicildikce Ly ve Lo’ da kayda deger iyilesmenin olmadig:
goriilmektedir. Farkli zaman adimlar1 i¢in hesaplanan Ls ve L., hata normlar:
Tablo 2.9” da verildi. Tablodan zaman adimi kiigiildiikge hata normlarinin oldukca

azaldig1 agiktir.

Tablo 2.8: At = 0.01 ve N = 50, 100, 200 igin farkli ¢ zamanlarinda Problem 1’ in
Ly ve Lo, hata normlarimin kargilagtirilmasi.

N =50 N =100 N =200
t Lo x 10° Ly x 10° Ly x10° Ly x 10° Ly x10° Ly x 10°
0.1 0.07596  0.06943 0.08310  0.07727 0.08728  0.08431
0.5 0.36543  0.22202 0.41716  0.25388 0.41767  0.25913
1.0 0.74106  0.27678 0.83196  0.30791 0.82711  0.30677
1.5 1.10180  0.24705 1.25111  0.28065 1.24125  0.27146
2.0 1.46516  0.19946 1.66390  0.22653 1.65718  0.22647
2.5 1.82398  0.15132 2.07493  0.17110 2.07022  0.17172
3.0 2.18975  0.10952 2.49151  0.12430 2.47650  0.12470

Tablo 2.10" da Petrov-Galerkin sonlu eleman yontemi ile hesaplanan Ly ve Lo,
hata normlar1 referans [18] de verilen diizgiin dagihmh diigiim noktalar iizerinde
kiibik B-spline kollokasyon yontemiyle elde edilen sonuglarla karsilagtirildi.
Tablodan Petrov-Galerkin sonlu eleman yontemiyle elde edilen sonuglarin referans
[18] de verilen sonuglardan iyi oldugu agiktir.

Problem 2 i¢in tiim hesaplamalar —10 < z < 10 araliginda At = 0.01 ve N = 100

degerleri icin yapildi. Farkli konum ve zaman adimlari i¢in hesaplanan Ly ve L
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Tablo 2.9: N = 100 ve At = 0.01, 0.005, 0.001 i¢in farkli ¢ zamanlarinda Problem
1”7 in Ly ve Ly hata normlarimin kargilagtirilmasi.

At =0.01 At = 0.005 At =0.001
t Lo x 10° Ly x 10° Ly x10° Ly x 10° Lo x 10° Ly x 10°
0.1 0.08310  0.07727 0.02247  0.02295 0.01024  0.01482
0.5 0.41716  0.25388 0.11125  0.07093 0.02532  0.02629
1.0 0.83196  0.30791 0.20769  0.07870 0.02922  0.01788
1.5 1.25111  0.28065 0.30594  0.07236 0.03008  0.01211
2.0 1.66390  0.22653 0.40249  0.05758 0.03160  0.00622
2.5 2.07493  0.17110 0.50609  0.04319 0.03144  0.00334
3.0 2.49151  0.12430 0.60340  0.03099 0.03007  0.00242

Tablo 2.10: At = 0.001 ve N = 200, 400 i¢in farkh ¢ zamanlarinda Problem 1’ in Lo
ve Lo, hata normlarmin referans [18] dekilerle karsilagtirilmas.

Petrov-Galerkin Yontemi [18]
N t Lo Lo Lo Lo
200 0.1 0.06x10°% 0.12x10°° 8.21x10°% 7.45x10°°
0.5 0.08x107% 0.08x10~° 2.49x107° 4.10x107°
1.0 0.14x10°% 0.09x10~¢ 3.00x107° 8.21x107°
400 0.1 0.05x10°% 0.10x10°© 2.05x10°% 1.86x10°°
0.5 0.08x107% 0.10x10~¢ 1.02x107° 6.22x10°6
1.0 0.06x107% 0.04x1076 2.04x107° 7.56x1076

hata normlar1 Tablo 2.11" de verildi. Tablodan konum adimi kiiciildiitkge Lo ve
Lo’ un 6nemli olgiide degismedigi gortilmektedir. o ve 8 nin degisik degerleri igin
hesaplanan hata normlarn ile literatiirdeki degisik caliymalarda [14, 16, 18, 19] elde
edilen hata normlar1 Tablo 2.12” de karsilagtirildi. Tablodan Petrov-Galerkin sonlu
eleman yontemiyle elde edilen hata normlari ile referans [14, 18, 19] da verilenlerin
uyumlu oldugu agiktir. Ayrica Tablo 2.12" den Petrov-Galerkin sonlu eleman

yontemiyle elde edilen Ly hata normunun referans [16] da verilen Ly hata normundan

biiyiik, L., normunun ise daha kiigiik oldugu goriilmektedir.
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Tablo 2.11: At =0.01, « = 0.1 ve = 0.3 i¢in farkl ¢ zamanlarinda Problem 2’ nin
Ly ve L, hata normlarinin karsilagtirilmasi.

Un \%N;
N t Ly x 103 Lo x 10° Ly x 103 Lo, x 10°
50 0.1 0.13863 0.00857 0.10621 0.00467
0.5 0.67846 0.04226 0.51436 0.02227
1.0 1.33395 0.08358 1.00359 0.04293
1.5 1.97385 0.12420 1.47638 0.06267
2.0 2.60105 0.16431 1.93620 0.08170
2.5 3.21691 0.20394 2.38463 0.10016
3.0 3.82244 0.24309 2.82307 0.11799
100 0.1 0.13865 0.00853 0.10541 0.00464
0.5 0.67824 0.04207 0.51012 0.02206
1.0 1.33351 0.08320 0.99483 0.04255
1.5 1.97328 0.12366 1.46324 0.06209
2.0 2.60017 0.16354 1.91843 0.08087
2.5 3.21579 0.20296 2.36239 0.09905
3.0 3.82107 0.24196 2.79628 0.11668
200 0.1 0.13863 0.00851 0.10496 0.00461
0.5 0.67816 0.04198 0.50787 0.02195
1.0 1.33330 0.08300 0.99039 0.04233
1.5 1.97294 0.12337 1.45654 0.06176
2.0 2.59973 0.16317 1.90952 0.08044
2.5 3.21519 0.20249 2.35123 0.09852
3.0 3.82038 0.24137 2.78292 0.11604
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Problem 3, 0 < z < 1 arahiginda At = 0.001 ve N = 50 i¢in ¢oziildi. Tablo 2.13’
den =2, a=0=10ve a = [ = 45 i¢in Problem 3’ iin farkli zamanlarda Uy ve

Vi c¢oziimleri verildi.

Tablo 2.13: a = = 10 ve a = 3 = 45 i¢in Problem 3’ iin bazi x noktalarinda ve
farkli ¢ zamanlarindaki Uy ve Vi degerleri.

a=p3=10 a=0=45

x t UN VN UN VN
0.2 0.1 0.07429 0.04838 0.04509 0.01852
0.2 0.02731 0.02382 0.01356 0.00991
0.3 0.01089 0.00969 0.00563 0.00438
0.4 0.00418 0.00374 0.00222 0.00176
04 0.1 0.12610 0.10097 0.07299 0.04726
0.2 0.04722 0.04184 0.02453 0.01893
0.3 0.01813 0.01619 0.00962 0.00760
0.4 0.00684 0.00612 0.00367 0.00292
0.6 0.1 0.14327 0.14010 0.08811 0.08447
0.2 0.05184 0.04681 0.02934 0.02412
0.3 0.01882 0.01688 0.01036 0.00835
0.4 0.00694 0.00621 0.00378 0.00303
0.8 0.1 0.10701 0.11692 0.09146 0.10087
0.2 0.03495 0.03201 0.02203 0.01899
0.3 0.01201 0.01081 0.00685 0.00561
0.4 0.00434 0.00389 0.00239 0.00193

a = [ = 10 i¢in Problem 3’ iin Petrov-Galerkin sonlu eleman yontemiyle elde
edilen Uy ve Vi ¢oziimlerinin maksimum degerleri ile referans [18] de At = 0.01 igin
verilenler Tablo 2.14" de karsilagtirildi. Tablodan her ne kadar karsilagtirma At¢’ nin
farkli degerleri i¢in yapildiysa da Petrov-Galerkin yontemiyle elde edilen sonuglar
ile referans [18] dekilerin uyum iginde oldugu ve verilen maksimum degerleri ayni z

noktalarinda aldiklar1 agik¢a goriilmektedir.
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Tablo 2.14: o« = # = 10 i¢in Problem 3’ iin farkli ¢ zamanlarinda Uy ve Vy’ nin
maksimum degerlerinin referans [18] de verilenler ile kargilagtirilmasi.

Petrov-Galerkin [18]
Yontemi (At = 0.001) (At =0.01)
t UI]r\l/aX T UH]YaX T
a=0=10 0.1 0.14349 0.58 0.14456 0.58
0.2 0.05252 0.54 0.05237 0.54
0.3 0.01945 0.52 0.01932 0.52
0.4 0.00724 0.50 0.00718 0.50
Vinax Vinas
a=0=10 0.1 0.14241 0.66 0.14306 0.66
0.2 0.04724 0.56 0.04697 0.56
0.3 0.01741 0.52 0.01725 0.52
0.4 0.00648 0.50 0.00641 0.50
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2.2.3 Subdomain Yontemi

Bu kisimda, (2.1) ile verilen coupled Burgers denkleminin subdomain yéntemi
ile ntimerik ¢oziimleri elde edildi. Subdomain yonteminde W,,, agirlik fonksiyonlari,

m = 0(1)N olmak iizere,

I, xp<x<op4
W,, = (2.2.3.1)

0, diger durumlar

dir. Bu agirlhik fonksiyonu (2.2.2) de yerine yazilirsa her bir [z,,,z,41] aralig

tizerinde
Tm+1
/ Uy — Upe + (nU + aV)U, + aUV,] dx = 0,
ac,,;:m+1
/ Vi = Voo + (nV + UV, + BU, V] dz =0
denklemleri elde edilir. £ = x — x,,, lokal koordinat doniigiimii uygulanirsa
h
/ Ui — Uee + (nU 4+ oV )Ue + U Ve] d€ = 0, (2.2.3.2a)
0

h
/ Vi = Vee + (0V + BU)Ve + BULV] d€ = 0 (2.2.3.2b)
0

bulunur. (2.2.3.2) denklem sistemindeki integralleri hesaplamak igin 6nce sistemde
yaklagim fonksiyonlar1 yerine (2.2.5) ile verilen kuadratik baz fonksiyonlar1 yazilir

ve sonra (2.2.3.2a) denklemindeki her bir terim hesaplanirsa

h h g 62 . 5 62 . 52 .
h

- g((;m—l + 46m + 5m+1)

elde edilir. Denklemde 4 yerine

X 5n+1 - 5n

b="—% (2.2.3.3)

ileri sonlu fark yaklagimi yazilirsa

h

h " n n n n n

| U = Sl = 81 + A = 8+ (538~ )
0

bulunur. ff:“ Ueed§ integrali hesaplanirsa

h
2
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elde edilir. Bu denklemde ¢§ yerine

_5n_|_5n+1
B 2

5 (2.2.3.4)

Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi yazilirsa
" 1 1 1 1
| Ueeds = 338 4 83— 20057 )+ 83 4 )
0

bulunur. (2.2.3.2a) denklemindeki diger terimler, Z1,, = aU ve Z2,, = nU + oV

olmak fizere,

h h
/ (nU + aV)Ued€ = Z2m/ Uedé = Z2,[U)0
0 0

n+1 n n+1 n
5m—1 + 5m—1 5m+1 + 5m+1

R Ga)

= 72,

h h
/ aUVedé = Z1,, / Vedé = Z1,,[V1]h
0 0

n+1 n n+1 n
_ Zlm[_(amtl + O-mfl) (O-mﬁ-l + 0m+1 )]

2 2

olarak hesaplanir. Z1,, ve Z2,, esitliklerinde, Uy ve Vy’ nin x,, noktasindaki

degerleri kullanilirsa

Zlm = O{(ém_l + 5m)7

Z2m = n(ém—l + 5m) + a(am—l + Um)

elde edilir. Yukarida hesaplanan tiim integraller (2.2.3.2a) denkleminde yerlerine

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

h 1 Z2 4h 2
5n+1 - gAm 5n+1_ =
Sy i w ROy v
h 1 Z2 Z1 Z1
n+1 - m ntlr_Z~-m n+lpZom 2.2.3.5
m+1[3At h 2 ] mfl[ 2 ]+Jm+1[ 2 ] ( )
o h 1 Z2n. . 4h 2
= 5m71[@ Tyt — I+ 5m[E - E]JF
Thlans + 5 = o2+ s[5 o ol

denklem sistemi elde edilir.
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Benzer gekilde (2.2.3.2) denklem sisteminin ikinci denklemindeki integraller

hesaplanirsa

52

2
- 5 25 )0m +ﬁdm+1]d€

52
/Ovtdg / 1—2 +h2)0m1+(1+25_ 2

- g(d—m—l + 40-m + d_m-l—l)
elde edilir. Denklemde ¢ yerine

b= —— (2.2.3.6)

ileri sonlu fark yaklagimi yazilirsa

h
h n n n n n
| Vi = illonr = ) el = ) + (o = )

bulunur. f;:“ Veed§ integrali hesaplanirsa

h
2
/ ‘/&dg = [V%KQJFI = [‘/ﬁ(merl) - ‘/&(Q?m)] = E(0m+1 - 20m + O'mfl)
0

elde edilir. Bu denklemde o yerine

om + 0.n+1

= 2.2.3.
o 5 (2.2.3.7)

Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi yazilirsa

h
1 n n n
/ ‘/ﬁfdf - E[ m+1 + Um—i—l 2(Um+1 + Um) + Om +1 + Um 1]
0

elde edilir. (2.2.3.2b) denklemindeki diger terimler, G1,, = SV ve G2, = nV + U

olmak fizere,

h h
/ (V -+ BUWVede = G2, / Vedé = G2, V1]
0 0
T+ oy Tt + O
= G2 [—(— 5 )+ ( 5 )
h h
/ BUVdE = G, / Uedé = G1,,[U0
0 0
A o P U I
_ Glm[—( 1 2 1) +( m—+1 2 +1)]
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olarak bulunur. G1,, ve G2,, esitliklerinde, Uy ve Vy’ nin z,, noktasindaki degerleri

kullanilirsa

G]-m - ﬁ(o-m—l + Um)7

G2m = n(amfl + Um) + 6(571171 + 5m)

elde edilir. Yukarida hesaplanan tiim integraller (2.2.3.2b) denkleminde yerlerine

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

G1 G1 h 1 G2
n+l| m n+1 m ntlyp ' - Zem
6m71[ 2 ]+6m+1[ 2 ]+0m71[3At h 2 ]+
4h 2 h 1 G2 G1
nt1p *L 4 ntlr 00— 4 FEmyen pom 2.2.3.
on 3ag t Rl tomnlzy — 5 T 5 = Sl (2.2.3.8)
g (Clmy g b1 G Ak 2
m+1 2 Tm—1 3At h 2 Tm 3AL h
h 1 G2,

-

0:}14—1[@ Ty 5

bulunur. (2.2.3.5) ve (2.2.3.8) denklemlerinden olusan sistemde (2N + 2)-tane
denklem, 6 = (0_1,dg, ..., dny1) Ve 0 = (0_1, 00, ..., on+1) olmak lizere (2N + 6)-tane
hesaplanmasi gereken parametre bulunmaktadir. 6_1, oy, dn11, 0_1, ON Ve ON11
parametreleri sinir gartlar yardimiyla sistemden yok edilirse (2N x 2N)-boyutlu
denklem sistemi elde edilir.

6™+l ve ¢! parametrelerinin hesaplanabilmesi igin 6ncelikle §° ve o° baglangic
parametrelerinin hesaplanmasi gerekmektedir. 6% ve ¢¥ parametreleri (2.2.1.7) ve
(2.2.1.8) ile verilen denklem sistemlerinin ¢oziilmesiyle elde edilir. Boylece (2.2.3.5)
ve (2.2.3.8) ile verilen denklem sistemleri kullanilarak istenilen ¢ zamanindaki yaklagik
¢oziimler hesaplanabilir.

(2.2.3.5) ve (2.2.3.8) denklemlerinin lineer olmayan terimlerine, her bir zaman
adiminda (2.2.1.9) ve (2.2.1.10) iterasyon formiilleri 3-5 defa uygulanarak Uy ve Vy
yaklagik ¢oziimleri iyilegtirildi.

Kararlilhik Analizi

Bu yontemin uygulanmasiyla elde edilen yaklagimin kararlilik analizi de Galerkin
ve Petrov-Galerkin yontemlerinde oldugu gibi von Neumann yontemi kullanilarak

incelenecektir. (2.2.3.5) ve (2.2.3.8) denklemlerinin m. genellestirilmis satirlari,
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ok 1 U U
71_3At7 ’72_h’7 73_2a 74_27

U= max{Z2,,, G2,,} ve U, = max{Z1,,Gl,}
olmak ftizere, sirasiyla
St — 2 — sl + ot Ay + 272] + Gt I — e + s+
o=yl + opth il = o1l + 2 + 8] + O [dy — 290)+ (2.2.3.9)

52#1[71 + 2 — 3] + o1 [a] + U;lwl[_%]

ve

5725511[_74] + 577;{111 [74] + Uﬁiﬁ [’71 — Y2 — 73] + 0;1“ [4’71 + 2’}’2]—1‘
omthin =2 + sl = Oy [l + [yl + o + 2 s+ (2:2.3.10)
o4 = 27] +op [ + 72 — s

dir.  (2.2.3.9) ve (2.2.3.10) denklemlerinde 7 ve o yerine (2.2.1.11) ile verilen

esitlikleri yazilir ve Euler formiilii kullanilirsa,

a = (4+2cos(p))7 + (2 — 2cos(p))re + i(2sin(p))vs,
b= (4+2cos(p))y1 — (2 — 2cos(p))y2 — i(25in(p))7s,
¢ = i(2sin(p))74,

d = —i(2sin(p))74

olmak fizere,

l[ag — b|P + [cq — d]W =0
lcq — d|P + [ag — bW =0

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin P ve W’ ya gore agikar olmayan
en az bir ¢ozimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter sart sistemin katsayilar matrisinin

determinantimin sifir olmasidir. O halde
(a® — )¢ + (2cd — 2ab)g + b*> —d*> =0
olup buradan
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Al — Ay i3
q1 =

A R A —iAs
Al — A2+ i\
2=~V
)\1+/\2—2)\4

bulunur. Burada

At = 4h® + 21h* cos(p),

Ay = 6AL — 6At cos(p),

A3 = 3hU At sin(p) — 3hU, At sin(y),
Ay = —3hU At sin(p) — 3hU; At sin(y)

dir. Kararhlik i¢in |¢1| < 1 ve |g2| < 1 olmalidir. |¢;| < 1 olmast igin

A1+ Ao — i3] — [Ad — Ao+ X3 >0
oldugunun gosterilmesi yeterlidir. A;, Ay ve A3’ iin yukaridaki egitlikleri kullanilirsa,
AL+ Xo — i3] — [A1 — Ao +ids| = 4\ Ay = 4(4h% + 2h% cos(ip) ) (6At — 6AL cos())

bulunur.

—1 <cos(p) <1

oldugundan

PSS VS W W VS WSS

esitsizligi her zaman dogrudur. Boylece |¢1| < 1 dir. Benzer sekilde |go| < 1
sartinin saglandigr da kolayca gosterilebilir. Dolayisiyla, subdomain yonteminin

uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagimi sartsiz kararhdir.

Niimerik Cozimler

Bu kisimda, yukarida verilen ii¢ model problem subdomain sonlu eleman
yontemi ile ¢oziildii. Problem 1 i¢in tiim hesaplamalar —7 < z < 7 araliginda
yapildi. Problem 17 in farkli konum ve zaman adimlari i¢in hesaplanan Ly ve L., hata
normlar1 Tablo 2.15 ve 2.16” da verildi. Tablolardan konum ve zaman adimlarinin

kiicilmesi durumunda Ly ve Lo, un azaldigr acikca goriillmektedir.
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Tablo 2.15: At = 0.01 ve N = 50, 100, 200 icin farkli ¢ zamanlarinda Problem 1’
in Ly ve Lo, hata normlarimin kargilagtirilmasi.

N =50 N =100 N =200
t Ly x 103 Lo, x 10° Ly x 103 Lo x 10? Ly x 103 Lo x 10°
0.1 0.13249 0.11965 0.03374 0.03052 0.00906 0.00820
0.5 0.66228 0.40090 0.16867 0.10230 0.04529 0.02747
1.0 1.32413 0.48616 0.33731 0.12409 0.09058 0.03332
1.5 1.98553 0.44216 0.50593 0.11289 0.13587 0.03032
2.0 2.64650 0.35746 0.67452 0.09129 0.18115 0.02452
2.5 3.30703 0.27092 0.84307 0.06920 0.22644 0.01859
3.0 3.96713 0.19712 1.01160 0.05036 0.27172 0.01353

Tablo 2.16: N = 100 ve At = 0.01, 0.005, 0.001 i¢in farkli ¢ zamanlarinda Problem
1”7 in Ly ve Ly hata normlarimin kargilagtirilmasi.

At = 0.01 At = 0.005 At = 0.001
t Ly x 10° Lo x 103 Ly x 10° Lo x 103 Ly x 10° Ly x 103
0.1 0.03374  0.03052 0.03311  0.02996 0.03291  0.02978
0.5 0.16867  0.10230 0.16554  0.10041 0.16454  0.09980
1.0 0.33731  0.12409 0.33106  0.12179 0.32906  0.12105
1.5 0.50593  0.11289 0.49655  0.11080 0.49355  0.11013
2.0 0.67452  0.09129 0.66201  0.08959 0.65801  0.08905
2.5 0.84307  0.06920 0.82745  0.06792 0.82245  0.06751
3.0 1.01160  0.05036 0.99285  0.04943 0.98685  0.04913

Tablo 2.17" de subdomain sonlu eleman yontemi ile hesaplanan Ly ve L., hata
normlari referans [18] de verilen sonuglarla karsilagtirildi. Tablodan subdomain sonlu
eleman yontemiyle elde edilen sonuglarin referans [18] de verilen sonuglarla uyum
icerisinde oldugu goriilmektedir.

Problem 2 i¢in tiim hesaplamalar —10 < z < 10 araliginda At = 0.01 ve N = 100
degerleri i¢in yapildi. Tablo 2.18, farkli ¢ zamanlarinda farkli konum adimlar
icin hesaplanan hata normlarin1 gostermektedir. Tablo 2.18" den konum adimi
kiiciildiik¢e hata normlarinda kayda deger olgiide degisimin olmadigr goriilmektedir.

Tablo 2.19" da « ve § nin degisik degerleri i¢in hesaplanan Ls ve L., hata normlari
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Tablo 2.17: At = 0.001 ve N = 200, 400 i¢in farklh ¢ zamanlarinda Problem 1’ in
Ly ve Lo, hata normlarimin referans [18] dekilerle karsilagtirilmasi.

Subdomain Yontemi [18]
N t Lo Lo Lo Lo
200 0.1 8.23x107% 7.45%x107° 8.21x107% 7.45x107°
0.5 4.12x107° 2.50x107° 2.49%107° 4.10x107°
1.0 8.23x107° 3.03x107° 3.00x107° 8.21x107°
400 0.1  2.06x10°% 1.87x10°%  2.05x107°% 1.86x10°°
0.5 1.03x107°  6.26x107¢ 1.02x107°  6.22x107°
1.0 2.06x107°% 7.59x1076 2.04x107° 7.56x107

ile referans [14, 16, 18, 19] da elde edilen Ly ve L, hata normlar kargilagtirildi. Tablo
2.19’ dan subdomain sonlu eleman yontemiyle elde edilen hata normlarinin referans
[14, 18, 19] da verilen hata normlar ile uyumlu oldugu, bu yoéntemle elde edilen
Ly hata normunun referans [16] da verilenden daha biiyiik, L., normunun ise daha

kii¢iik oldugu goriilmektedir.
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Tablo 2.18: At = 0.01, a = 0.1 ve 8 = 0.3 i¢in farkhh ¢ zamanlarinda Problem 2’
nin Ly ve L., hata normlarinin karsilagtirilmasi.

Un \%N;
N t Ly x 103 Lo x 10° Ly x 103 Lo, x 10°
50 0.1 0.13893 0.00861 0.10653 0.00475
0.5 0.67907 0.04233 0.51509 0.02235
1.0 1.33481 0.08367 1.00455 0.04303

1.5 1.97500  0.12428 1.47759  0.06276
2.0 2.60231  0.16442 1.93743  0.08182
2.5 3.21828  0.20405 2.38598  0.10027
3.0 3.82393  0.24321 2.82451  0.11810

100 0.1 0.13871  0.00854 0.10547  0.00465
0.5 0.67842  0.04209 0.51022  0.02208
1.0 1.33375  0.08322 0.99504  0.04257
1.5 1.97356  0.12368 1.46347  0.06211
2.0 2.60052  0.16357 1.91873  0.08090
2.5 3.21615  0.20300 2.36271  0.09909
3.0 3.82148  0.24200 279669  0.11672
200 0.1 0.13864  0.00852 0.10498  0.00462
0.5 0.67821  0.04198 0.50789  0.02195
1.0 1.33338  0.08301 0.99044  0.04233
1.5 1.97305  0.12337 1.45658  0.06176
2.0 2.59986  0.16318 1.90957  0.08044
2.5 3.21536  0.20250 2.35128  0.09851
3.0 3.82055  0.24139 2.78299  0.11605
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Problem 3, At = 0.001 ve N = 50 i¢gin 0 < x < 1 araliginda ¢oziildi. n = 2,
a =0 =10 ve a = # = 100 i¢in Problem 3’ iin farkl ¢ zamanlarindaki Uy ve Vy

cozumleri Tablo 2.20” de verildi.

Tablo 2.20: o = § =10 ve a = 3 = 100 i¢in Problem 3’ iin baz1 x noktalarinda ve
farkli ¢ zamanlarindaki Uy ve Vy degerleri.

a=p3=10 a =3 =100

x t UN VN UN VN
0.2 0.1 0.07421 0.04842 0.03007 0.00465
0.2 0.02729 0.02382 0.00713  0.00400
0.3 0.01088 0.00969 0.00288 0.00183
0.4 0.00418 0.00373 0.00113 0.00074
04 0.1 0.12602 0.10100 0.04076 0.01735
0.2 0.04719 0.04184 0.01262 0.00788
0.3 0.01811 0.01618 0.00489 0.00320
0.4 0.00683 0.00611 0.00186 0.00124
0.6 0.1 0.14324 0.14007 0.04031 0.03926
0.2 0.05181 0.04679 0.01472 0.01040
0.3 0.01880 0.01686 0.00524 0.00356
0.4 0.00693 0.00621 0.00191 0.00129
0.8 0.1 0.10699 0.11684 0.03821 0.04904
0.2 0.03492 0.03199 0.01087 0.00841
0.3 0.01200 0.01080 0.00345 0.00241
0.4 0.00433 0.00389 0.00121 0.00082

Tablo 2.21, Problem 3’ iin subdomain sonlu eleman yontemiyle elde edilen Uy ve
Vi ¢Oztimlerinin maksimum degerleri ile referans [18] de At = 0.01 igin verilenlerin
karsgilagtirmasinmi gostermektedir. Tablodan her ne kadar karsilagtirma At’ nin farkh
degerleri icin yapildiysa da verilen maksimum degerlerin ve bu degerleri aldiklar1 x

noktalarimin uyumlu oldugu kolayca goriilmektedir.
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Tablo 2.21: Problem 3’ iin farkli ¢ zamanlarindaki Uy ve Vy’' nin maksimum
degerleri ile referans [18] dekilerin kargilagtirilmas.

Subdomain Yo6ntemi [18]
(At = 0.001) (At = 0.01)
t UH]\lraX T UH]\lraX T
a=p=10 0.1 0.14345 0.58 0.14456 0.58
0.2 0.05249 0.54 0.05237 0.54
0.3 0.01943 0.52 0.01932 0.52
0.4 0.00723 0.50 0.00718 0.50
a=/F=100 0.1 0.04099 0.44 0.04175 0.46
0.2 0.01473 0.58 0.01479 0.58
0.3 0.00535 0.54 0.00534 0.54
0.4 0.00199 0.52 0.00198 0.52
Vil Vil
a=p=10 0.1 0.14235 0.66 0.14306 0.66
0.2 0.04723 0.56 0.04697 0.56
0.3 0.01740 0.52 0.01725 0.52
0.4 0.00648 0.50 0.00641 0.50
a=/F3=100 0.1 0.04992 0.76 0.05065 0.76
0.2 0.01049 0.64 0.01033 0.64
0.3 0.00360 0.56 0.00350 0.56
04  0.00133 0.52 0.00129 0.52
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2.2.4 Kollokasyon Yontemi

Bu kisimda, (2.1) coupled Burgers denkleminin kollokasyon yontemi ile niimerik
¢oziimleri elde edildi. Bolim 1’ de (1.4.5.1) ile verilen ¢,,(z) kuintik B-spline
baz fonksiyonlar1 kullamlarak (2.1) coupled Burgers denkleminin U(z,t) ve V(z,t)

¢Oziimiine karsilik gelen Uy (z,t) ve Vy(z,t) yaklagimlar

Un(z,t) = Z 5;()p;(x),  Vn(z,t) = Z o;(t)6;(x) (2.2.4.1)

eklinde yazilabilir [8]. Burada ¢; ve o; belirlenecek olan zamana bagh parametrelerdir.

S
(1.4.5.1) ile verilen kuintik B-spline fonksiyonlarina

olarak tanimlanan lokal koordinat doniigimii uygulamrsa sadece [, ;41| sonlu

elemani tizerinde tanimli

Gm-2 =1 — 5 +10&% — 1063 + 5¢* — &,

Pm—1 = 26 — 50€ + 206 + 20€° — 20¢" + 5¢°,
Pm = 66 — 60&% + 306* — 10&°,

Gmi1 = 26 + 50 + 2062 — 20&% — 206 4 1083,

Gmr2 = 14 5¢ + 1062 + 1083 + 5¢* — 5¢°,

Pms =&

(2.2.4.2)

kuintik B-spline baz fonksiyonlar elde edilir. [z,,, z,11] eleman1 tizerinde diger tiim
B-spline degerleri sifir oldugundan Uy(x,t) ve Vi (x,t) yaklagik ¢oziimleri (2.2.4.2)

denklemleri ile verilen kuintik baz fonksiyonlari cinsinden

Unlet)= 3 o). Vet = Y oe (2:24.3)

seklinde yazlabilir. (2.2.4.2) kuintik B-spline fonksiyonlar1 ve (2.2.4.3) yaklagimlar

kullanilirsa x,, noktasinda Uy ve Vx’ nin kendilerinin ve x’ e gore birinci ve ikinci
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mertebeden tiirevlerinin 6,, ve 0, parametrelerine gore noktasal degerleri

UN(ZEm, t) == Um == 5m—2 -+ 266m_1 —+ 66(5m + 26(5m+1 + 5m+27

VN (T, t) = Vi = Om—g + 260,,—1 + 660, + 260,11 + Omaa,

ot

/

Um — E(5m+2 + 105m+1 — 1061 — 5m—2)7
/ 5
Vi = 5 (0 + 10011 — 10051 = 7n-2).
" 20
Un = 35 Gz 20010 = 6610 + 261 + Ona),

" 20

<

m ﬁ(am—lﬁ + 20m+1 - 6Um + 2Jm—l + Um—2)

(2.2.4.4)

olarak elde edilir. Burada m = 0(1)N olup st indis x’ e gore tiirevi gosterir.

(2.1) denklemlerinde (2.2.4.4) yaklagimlari kullanilirsa, Z1,, = aU, 22, = nU +

oV, G1,, = BV ve G2,, = nV + pU olmak iizere,

(B + 268,01 + 660, + 2601 + o) —

20

ﬁ(dm—iﬁ + 25m—|—1 - 65771 + 25771—1 + 5m—2)+
572

T(5m+2 + 10041 — 100,51 — Opp—2)+

92 1m
h

(Jm+2 + 100m+1 - ]—Ogm—l - Um—?) = Oa

(Om—n + 260, _1 + 660, + 260,41 + Opmio)—

20
ﬁ(o—m—i—Q + 2O_m—i-l - 60m + 2Um—l + 0m—2)+
5G2,,

A (O'm+2 + 100m+1 - ].OO'm_l — O'm_2)+
5G1,,

(G2 + 100,00 = 1061 — Gna) = 0

(2.2.4.5a)

(2.2.4.5b)

elde edilir. (2.2.4.5) denklem sistemlerinde 0 ve ¢ yerine (2.2.1.4) ile verilen sonlu

fark yaklagimlari, dveed yerine de (2.2.1.5) ile verilen sonlu fark yaklagimlar1 yazilirsa

sistemin genellegtirilmig satirlar
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110 5 26 20 2
e | 75 U P Y e
25 g T gp el ol T

66 60 26 20 2 110 5
n+1 n+1 . 79 ntlr -  —" _
oA T TomnlE T T A Tl T Ty,

At h?
5 25 25 5
o™ - —Z1,] + a;;tll[—ﬁmm] + aﬁ;fl[zZlm] + a;;ig[%mm] (2.2.4.6)

110 5 % 20 25
N T SIS N B U e A
Om-alng + 52 T gy Z2ml +0malzy 72+ 5,224
66 60 % 20 925 1 10 5
nO0 O 20 S e Y0 g
iy = g2l Omnlag e = 3 A2t ol 5y g T g 2t

5 25 25 5
Ol Zln] + O s |2 2] + O[22 1] + 0ol 5 71,

m—2 2h m—1 h h

Z2m]+

5 25 25 5
5;t12[—%G1m] + 5:;_11[—7(;1”1] + 6;111[7G1m] + 5;112[ﬁc;1m]+
10 5 % 20 25
Omalng ~ g Ol tomnily T — 7 G2t
6 60 % 20 25 110 5
n+1_ - n+1 = = = 2 n+1 - -~ 2
On Ing T Tomnlyy T @2l b onaly g+ g Gl

" 5 n (2D n 25 " 5
1 10 5 26 20 25
Tm-alng Tz T o G2l ol 7 T 3 G2t

66 60 26 20 25 1 10 5)
O on il + o = 262, + ol + 1y — G20
[At hQ] +O-m+1[At + hg h G ]+Jm+2[At + h/2 2hG ]

elde edilir. Burada 71,,, Z22,,, G1,, ve G2,

n
Jm

Z 1y =G + 266,01 + 660, + 260,011 + Opnya),

Z 2y =0 (Om—2 + 2601 + 660, + 260,41 + Omy2)+
a(om_o + 260,,_1 + 660, + 260,11 + Tmia),

Gl,, =

G2 =n(0m—2 + 260,,_1 + 660, + 260,11 + Oppi2)+

(
5(0-771—2 —+ 260m_1 + 660'm + 260m+1 + 0m+2)7
n(

(

B8z + 268,01 + 660, + 268,51 + Omsa)

dir. Boylece (2N + 10)-bilinmeyenli (2N + 2)-tane denklemden olusan cebirsel
denklem sistemi elde edilir. (2.2.4.4) yaklagimlarmda U,,, V,,, U, ve V., smirlardaki
degerleri kullanilarak §_o, 0_1, dny1, Oni2, O_9, O_1, ON11 V€ Onio parametreleri
sistemden yok edilirse (2N + 2) x (2N + 2)-boyutlu karesel cebirsel denklem sistemi
elde edilir.
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Iterasyona baglanabilmesi icin 6° ve o° baslangic parametrelerinin hesaplanmasi
gerekmektedir. §° ve 0¥ parametreleri problemin verilen baslangic ve simir sartlar
kullanilarak agagidaki bicimde hesaplanabilir.

t =0 i¢in (2.2.4.1) yaklagimlar

N+2 N+2
UN(I,O) = Z 5;)¢J(x>7 VN(va) = Z O-?QSJ("E)
j==2 Jj==2

olur. Baglangi¢ sartlarinin x; digiim noktalarindaki
Un(z;,0) = U(z;,0),  Vi(z;,0) = V(z;,0), j=0(1)N

degerleri kullanilarak 69 ve o parametreleri i¢in (N 4 5)-bilinmeyenli (N + 1)-tane
denklemden olusan denklem sistemleri elde edilir. (2.2.4.4) yaklagimlarinda U,/n, V,:l,
U; ve V;r; sinirlardaki degerleri kullanilarak 6 o, d_1, i1, On12, O 2, O_1, ONi1
ve on42 bilinmeyenleri sistemlerden yok edilirse (N + 1)-bilinmeyenli (N + 1)-tane

denklemden olugsan denklem sistemleri elde edilir. Bu denklem sistemleri matris

formunda
e [[o] | w
A 61 Uy
1 26 66 26 1 do Us
0 1 26 66 26 1 0 U,
1 26 66 26 1
1 26 66 26 1 ON—2 N Un_2
ON—1 Un-1
126 66 206 1 N Un
#oow TR ow | | vk Uy
i -5 -0 R R love] [ Uy
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ve

(-3 -2 0 2 3 el [ v ]
1 26 66 26 1 0 Vi
0 1 26 66 26 1 o1 1%

1 26 66 26 1 B
1 2 66 26 1 ons || Vs
ON-1 Vo
1 26 66 26 1 oN Vi
_ aomo0 2 2 | | W

olarak yazilabilir. Bu sistemlerin kolayca ¢oziilmesiyle baslangic parametreleri elde
edilir.  Boylece (2.2.4.6) ve (2.2.4.7) denklemlerinde baglangic parametreleri
kullanilarak istenilen ¢ zamanindaki yaklagik ¢oziimler iterasyon yardimiyla elde
edilir.

(2.2.4.6) ve (2.2.4.7) denklemlerinin lineer olmayan terimlerine, her bir zaman
adiminda (2.2.1.9) ve (2.2.1.10) iterasyon formiilleri 3-5 defa uygulanarak Uy ve Vy

yaklagik ¢oziimleri iyilegtirildi.

Kararlilik Analizi

Bu yontemle elde edilen yaklagimin kararhilik analizi de yukaridaki diger
yontemlerde oldugu gibi incelenir. (2.2.4.6) ve (2.2.4.7) denklem sistemlerinin m.

genellegtirilmis satirlari,

A

_ 1 _10 _5U _ 50
Vl_At’ 72_h27 V3 = 2h7 Y4 = 2h7

U = max{Z2,,, G2y} ve Uy = max{Z1,,,G1,,}

olmak ftizere, sirasiyla
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Omialm = 72 = 3] + 07,75 2671 — 272 — 103 + 67,71 (6671 + 62+
Or1 (2671 — 292 + 10%3] + 55l — 72 + ] + o T[]+
o3 [=1074] + o7 5 [1074] + o7 ] = 67 [ + 92 + 5]+ (2.24.8)
0112671 + 272 + 10y3] + 07, [6671 — 62] + 0y, 1[2671 + 272 — 1073]+
a1 72 — ] + o a[va] + 07,1 [107a] + 075, 1 [=1074] + 03 45 [—74]
ve
o[ =a] + Oty [=107a) 4 Ok [107a] + b vl + o 5[ — v2 — s+
omtl[2671 — 272 — 1073] + ot 6671 + 672) + 07t [2671 — 2799 + 1073]+
Tmialm = Y2 3] = 0o [va] 4 051 [1074] + 07y [107a] + 07 o[l (2.2.4.9)
or ol 4 e + va) + ol 112671 + 27 + 1073] + 014 [6671 — 672]+
Opmt112671 + 272 — 1073] + 07, o[ 11 + 72 — 73]
dir.  (2.2.4.8) ve (2.2.4.9) denklemlerinde (2.2.1.11) esitlikleri yerlerine yazilir ve
Euler formiilii kullanilirsa,
a =(66 + 2 cos(2¢) + 52 cos(¢))y1 + (6 — 2cos(2¢) — 4 cos(p) )2+
i(2sin(2¢) + 20sin(p))vs,
b =(66 + 2 cos(2¢) + 52 cos(¢))y — (6 — 2cos(2¢) — 4 cos(p))ye—
i(2sin(2¢) + 20sin(p))ys,
¢ =i(2sin(2¢) 4 20 sin(p))7y4,
d = —1i(2sin(2¢) + 20sin(y))v4
olmak tizere,
l[ag — b]P + [cq —d]W =0
[cq —d|P + [ag — )W =0
cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin P ve W’ ya gore agikar olmayan

en az bir ¢oziimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter sart sistemin katsayilar matrisinin

determinantinin sifir olmasidir. O halde

(a® — )q* + (2¢d — 2ab)q + b* — d*> =0
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olup buradan

L= Aot idg
L VIS VS U
IRV )Y
I VIS WS

bulunur. Burada

A1 = (66 + 2 cos(2¢) + 52 cos(p))1,
Ay = (6 — 2cos(2¢) — 4 cos(p))Ve,
Az = (2sin(2¢p) + 20sin(p))v4 — (2sin(2¢) + 20sin(p))7s,

Ay = —(2sin(2¢p) + 20sin(p))ys — (2sin(2¢) + 20sin(p) )3
dir. Kararhlik igin |¢1] < 1 ve |g2| < 1 olmahdir. |g;| < 1 olmasi igin
A1+ Ao —iX3] — [ A1 — Ao +iX3| >0
oldugunun gosterilmesi yeterlidir. A;, Ay ve A3’ iin yukaridaki egitlikleri kullanilirsa,

A1+ Ao — iAs| — [N — Ao +idg] =AM g
=4(66 + 2 cos(2¢) + 52 cos(p))71[6—

2 cos(2¢) — 4 cos(p))2]
:hfit (6 — 4 cos(p) — 2cos(2¢))[66+

52 cos(p) + 2 cos(2¢))]

dir.

—1 <cos(p) <1

oldugundan

A1+ X2 — idg] — [A1 — Ao+ idg| > 0

esitsizligi her zaman saglanir. Boéylece |¢1] < 1 dir. Benzer sekilde |go| < 1
sartinin saglandigi da kolayca gosterilebilir. Dolayisiyla, kollokasyon yonteminin

uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagimi sartsiz kararhdir.
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Niimerik Coziumler

Kisim 2.17 de verilen ii¢ model problem kollokasyon sonlu eleman ydéntemi
ile ¢ozildii. Problem 1 i¢in tiim hesaplamalar —7 < x < 7 araliginda yapildi.
Tablo 2.22 ve 2.23, farkli konum ve zaman adimlari i¢in hesaplanan Ly ve L., hata
normlarini gostermektedir. Tablolardan konum ve zaman adimlar: kiigiildiikce hata

normlarininin oldukga azaldig1 goriilmektedir.

Tablo 2.22: At = 0.01 ve N = 50, 100, 200 icin farkl ¢ zamanlarinda Problem 1’ in
Ly ve L., hata normlariin karsilagtirilmasi.

N =50 N =100 N = 200
t Ly x 103 Lo x 103 Ly x 10 Lo x 103 Ly x 10% Lo, x 103
0.1 0.061128 0.150742 0.028151 0.073382 0.013578 0.033716
0.5 0.103880 0.111999 0.048968 0.053816 0.025144 0.025814
1.0 0.147630 0.070620 0.071134 0.033296 0.038169 0.016302
1.5 0.194578  0.044052 0.095031 0.020496 0.052147 0.010862
2.0 0.244248 0.030840 0.120279 0.015099 0.066781 0.008370
2.5 0.295325 0.022524 0.146256 0.011147 0.081764 0.006261
3.0 0.347013 0.016128 0.172601 0.008036 0.096929 0.004540

Tablo 2.23: N = 100 ve At = 0.01, 0.005, 0.001 i¢in farkh ¢ zamanlarinda Problem

1”7 in Ly ve Ly hata normlarimin karsilagtirilmasi.

At =0.01 At = 0.005 At =0.001
t Ly x 10> Ly x 10° Ly x10° Lo x 10° Ly x10° Lo x 10°
0.1 0.028151 0.073382 0.014530 0.038919 0.003512  0.008930
0.5 0.048968 0.053816 0.024585  0.027399 0.005926  0.006305
1.0 0.071134 0.033296 0.034929 0.016937 0.008297  0.003900
1.5 0.095031  0.020496 0.046081 0.010417 0.010843  0.002399
2.0  0.120279 0.015099 0.057939  0.007301 0.013564 0.001721
2.5 0.146256 0.011147 0.070195  0.005341 0.016385 0.001248
3.0  0.172601 0.008036 0.082659  0.003835 0.019260  0.000892

Tablo 2.24" de, kollokasyon sonlu eleman yontemi ile hesaplanan Ly ve L., hata
normlar1 referans [18] de verilen sonuglarla kargilagtirildi. Tablodan kollokasyon
sonlu eleman yontemiyle elde edilen sonuglarmn referans [18] de verilenlerden iyi

oldugu acikca goriilmektedir.
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Tablo 2.24: At = 0.001 ve N = 200, 400 i¢in farkh ¢ zamanlarinda Problem 1’ in Lq
ve Lo, hata normlarmin referans [18] dekilerle karsilagtirilmasi.

Kollokasyon Yéntemi [18]
N t Lo Lo Lo Lo
200 0.1 1.47x107% 4.06x107° 8.21x107% 7.45x107°
0.5 2.46x107% 2.78x1076 2.49%x107° 4.10x107°
1.0 3.45x107% 1.70x10°¢ 3.00x107° 8.21x107°
400 0.1  0.69x107% 1.99x10°%  2.05x107°% 1.86x10°°
0.5 1.17x107%  1.35x107¢ 1.02x107°  6.22x1076
1.0 1.66x107¢ 0.82x107¢ 2.04x107° 7.56x107°

Problem 2 i¢in tiim hesaplamalar —10 < x < 10 araliginda At = 0.01 ve N =
100 degerleri icin yapildi. Tablo 2.25, farkli zamanlarda farkli konum adimlar: igin
hesaplanan L, ve L., hata normlarini gostermektedir. Tablo 2.25” den konum adimi
kiigiildiikce Lo ve Lo’ da onemli Olgiide degisimin olmadigr goriilmektedir.

Tablo 2.26" da o ve [ nin degigik degerleri icin hesaplanan Lo ve L., hata
normlari referans [14, 16, 18, 19] da verilen Ly ve L, hata normlar ile kargilagtirild.
Tablodan kollokasyon sonlu eleman yontemiyle elde edilen hata normlarinin referans
[14, 18, 19] da verilenler ile olduk¢a uyumlu oldugu agiktir. Ayrica Tablo 2.26’ dan
kollokasyon sonlu eleman yontemiyle elde edilen Ly hata normunun referans [16] da

verilenden daha biiyiik, L., normunun ise daha kii¢iik oldugu goriilmektedir.
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Tablo 2.25: At = 0.01, « = 0.1 ve = 0.3 i¢in farkl ¢ zamanlarinda Problem 2’ nin
Ly ve L, hata normlarinin karsilagtirilmasi.

UN VN
N t Ly x 102 Ly x 103 Lo x 10° Ly x 103
50 0.1 0.13661 0.00870 0.10278 0.00484
0.5 0.66812 0.04185 0.49687 0.02179
1.0 1.31320 0.08271 0.96842 0.04192
1.5 1.94280 0.12291 1.42371 0.06115
2.0 2.55958 0.16257 1.86597 0.07956
2.5 3.16508 0.20172 2.29708 0.09750
3.0 3.76030 0.24042 2.71831 0.11483
100 0.1 0.13770 0.00850 0.10379 0.00460
0.5 0.67324 0.04187 0.50148 0.02182
1.0 1.32335 0.08277 0.97747 0.04205
1.5 1.95795 0.12300 1.43711 0.06131
2.0 2.57971 0.16267 1.88365 0.07984
2.5 3.19016 0.20186 2.31896 0.09775
3.0 3.79032 0.24062 2.74434 0.11510
200 0.1 0.13823 0.00850 0.10427 0.00460
0.5 0.67580 0.04188 0.50381 0.02184
1.0 1.32845 0.08280 0.98206 0.04209

1.5 1.96557  0.12304 1.44391  0.06139
2.0 2.58984  0.16274 1.89262  0.07993
2.5 3.20279  0.20195 2.33007  0.09787
3.0 3.80545  0.24071 275755 0.11528

76



p—0TXTLG'T p—0TXTLE'T p—0TXL19°C ¢ 0IX8E9T ;-0IXZ9¢ 4-0IX8I9¢ €00 €0
0T XV6E L ¢ 0T X8C¢g. - OTX0LLY ¢ 0IXZIT'T ¢ 0IXT6'6 ¢ 0IXS0ZHF 080 T0 07T
«—0TX089°L c—0TXT89°L p—0TX6TL'C ¢ OTXSPT'T 5-0IXIST $-0IX608T €00 €0
0T XTELE 0T XEILE p—OTXO08T'T  5-0IXZEE'E o 0IX66F $-0IX8IZ0 0£0 T0 G0 ('T)Np
«—0TX€L8'8 0T X€L8'8 ¢—0TXZ8T'6  ¢-0IX89ZT - 0IX9T'6 ¢ O0IXE’T'6 €00 €0
«—0TX102°'8 0T XLGT'S ¢—0TX8CT'8 ¢ OIXECT'T ¢-0IX99'8 ¢ 0IXLLZ8 0820 T0 I
o« 0T XC]T¥ ¢ 0T XG]T¥ - 0TX065F $-0IX0IEF ¢ 0IX8GF ¢ 0TXI6CT €00 €0
«—0TX80T'¥ «—0TX¥80F -0TXL9TF $-0IX619°6 - 0IX8ET o OIXL8TF 080 10 S0 (2'2)Nn
youmyp (DA qryeapeny o7 o7 o7 o7
i
e—0TX0CT'T $-0IXGZCF ¢ 0IXGET ¢-0IX009C €00 €0
e—OTXTCTT ¢ 0IXGPL'E ¢ 0IX6CT ¢ 0TXLL60 020 TO T
e—OTXT6CT $-0TXFSFT ¢-0IX0TT ¢ OIX6IET €00 €0
p—0TXLG0'6 ¢-0TX9PL'T -0IXTF'S $-0IXGIOC 080 T0 G0 (#'2)NA
e—0TXTCF' T  ¢-0TXZERT ¢-0IX0ET ¢ OTX¥9F'T €00 €0
e—0TXGZET ¢ 0IXG0P'T ¢ 0IXLZT ¢ 0IXEZET 080 T0 07T
p—0TX0ZEL - 0IXEELT 5-0T1X89°9 - 0TX0EF L €00 €0
p—0TX9EL'9  ( 0IXCPTE o OIXFFT $-0IXZEL9 080 T0 S0 (2'®)ANp
i i o7 i g o 1
61] 81] [91] [71] TUIOYTIO X
UOASEO[[03]

‘IsewrLiSeiSiey RIRONUOS I{oPINJeIdI] UTULIR[ULIOU )R °°77 9A &7 UI[IPd 9P[o UIdI g Wd[(0Id :97'G OlqRL

7



Problem 3, At = 0.001 ve N = 50 i¢gin 0 < x < 1 araliginda ¢oziildi. n = 2,
a= [ =10ve a = = 100 i¢in Problem 3’ iin farkli zamanlarda Uy ve Viy ¢oztimleri

Tablo 2.27" de verildi. Problem 3 icin kollokasyon sonlu eleman yontemiyle elde

Tablo 2.27: o = 6 =10 ve a = = 100 i¢in Problem 3’ iin baz1 x noktalarinda ve
farkl ¢ zamanlarindaki Uy ve Vi degerleri.

a=p3=10 a =3 =100

i t UN VN UN VN
0.2 0.1 0.07174 0.04736 0.02880 0.00467
0.2 0.02605 0.02271 0.00685 0.00379
0.3 0.01017 0.00904 0.00271 0.00170
0.4 0.00383 0.00341 0.00104 0.00067
04 0.1 0.12419 0.09987 0.04032 0.01737
0.2 0.04554 0.04031 0.01228 0.00756
0.3 0.01711 0.01525 0.00466 0.00300
0.4 0.00633 0.00565 0.00174 0.00113
0.6 0.1 0.14207 0.13825 0.04094 0.03894
0.2 0.04988 0.04494 0.01430  0.0994
0.3 0.01773 0.01586 0.00497 0.00331
0.4 0.00641 0.00573 0.00178 0.00117
0.8 0.1 0.10463 0.11318 0.03869 0.04806
0.2 0.03309 0.03021 0.01034 0.00785
0.3 0.01116 0.01002 0.00322 0.00221
0.4 0.00396 0.00354 0.00111 0.00074

edilen Uy ve Viy ¢oziimlerinin maksimum degerleri ile referans [18] de verilen sonuglar
Tablo 2.28" de kargilagtirildi. Tablodan her ne kadar kargilagtirma At¢’ nin farklh
degerleri i¢in yapildiysada Uy ve Vi’ nin hesaplanan maksimum degerlerinin referans
[18] dekilerle uyum iginde oldugu ve bu degerleri aym x noktalarinda aldiklar:
kolayca goriilmektedir.

Tablo 2.29-2.31°de, bu boliimde goz ontine alinan ii¢ model problemin her bir
yontem ile elde edilen sonuclar1 ayr1 ayri karsilagtirildi. Tablolara bakildiginda her

bir yontemle elde edilen sonuglarin uyum icerisinde oldugu gorilmektedir.

78



Tablo 2.28: Problem 3’ iin farkli ¢ zamanlarindaki Uy ve V' nin maksimum degerleri
ile referans [18] dekilerin kargilagtirilmas.

Kollokasyon Yontemi [18]
(At = 0.001) (At = 0.01)
t U z U z
a=0pF=10 0.1 0.14228 0.58 0.14456 0.58
0.2 0.05063 0.54 0.05237 0.54
0.3 0.01835 0.52 0.01932 0.52
0.4 0.00670 0.50 0.00718 0.50
a==100 0.1 0.04099 0.50 0.04175 0.46
0.2 0.01432 0.58 0.01479 0.58
0.3 0.00509 0.54 0.00534 0.54
0.4 0.00185 0.52 0.00198 0.52
VHJI\Q‘X VHII\QX
a=0=10 0.1 0.14022 0.64 0.14306 0.66
0.2 0.04543 0.56 0.04697 0.56
0.3 0.01640 0.52 0.01725 0.52
0.4 0.00599 0.50 0.00641 0.50
a==100 0.1 0.04917 0.76 0.05065 0.76
0.2 0.01000 0.64 0.01033 0.64
0.3 0.00336 0.56 0.00350 0.56
0.4 0.00121 0.52 0.00129 0.52

Tablo 2.29: t = 1, —m < z < 7w ve At = 0.001 i¢in Problem 1’ e uygulanan
yontemlerin kargilagtirilmasi.

N =200 N =400
Yontem L2 Loo L2 Loo
Galerkin 0.36x107% 0.22x107° 0.15x107°% 0.10x107°
Petrov-Galerkin 0.14x107% 0.09%x107% 0.06x107® 0.04x107¢
Subdomain 8.23x107° 3.03x107% 2.06x107% 7.59x106
Kollokasyon 3.45%107% 1.70x107% 1.66x107% 0.82x10°
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Tablo 2.30: t =1, =10 < x < 10, At = 0.01 ve N = 100 i¢in Problem 2’ ye

uygulanan yontemlerin kargilagtirilmasi.

UN(l‘,t)
a=0.1,6=0.3 a=0.3,3=0.03
Yontem Lo Lo Lo L
Galerkin 1.334x1073 8.320x107° 1.500x10~% 9.409x10~°
Petrov-Galerkin  1.334x107% 8.320x107° 1.500x1073 9.407x107°
Subdomain 1.334x1073 8.322x107° 1.500x1073 9.408x10~°
Kollokasyon 1.323x1073 8.277x107° 1.464x1073 9.183x10°°
VN<£L',t)
Galerkin 0.995x1073 4.255x10™> 2.617x10~% 3.636x10~*
Petrov-Galerkin  0.995x1073 4.255x107° 2.617x107% 3.636x10~*
Subdomain 0.995x107% 4.257x107° 2.617x107% 3.636x107
Kollokasyon 0.977x107% 4.205x107° 2.600x107% 3.618x107*

Tablo 2.31: t =04,0 <z <1, At = 0.001, N =50 ve a = 8 = 10 i¢in Problem
3" e uygulanan yontemlerle elde edilen Uy (z,t) ve Vy(z,t)’ nin maksimum degerleri
ve konumlari.

Yontem Us . T vy T

Galerkin 0.00724 0.50 0.00648 0.50
Petrov-Galerkin 0.00724 0.50 0.00648 0.50
Subdomain 0.00723 0.50 0.00648 0.50
Kollokasyon 0.00670 0.50 0.00599 0.50
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2.2.5 Sonucg

Bu boliimde, coupled Burgers denklemi farkli dereceden B-spline fonksiyonlar
kullanilarak Galerkin, Petrov-Galerkin, subdomain ve kollokasyon sonlu eleman
yontemleri ile ¢oziildii. Bu yontemler farkli baglangic ve sinir gartlar ile verilen
ii¢ model problem icin caligtirildi. Elde edilen sonuglar literatiirde mevcut olan
sonuclarla karsilastirilarak Lo ve L., hata normlar1 tablolar halinde verildi. Her
bir yontemle elde edilen sonlu eleman yaklagiminin kararlilik analizi von Neumann
yontemiyle cebirsel iglemlerde Mathematica programi kullanilarak incelendi. Ayrica
model problemlerin her bir yontem ile elde edilen sonuglar1 kargilagtirildi. Tablolar
incelendiginde Problem 1 i¢in Galerkin ve Petrov-Galerkin yontemlerinin subdomain
ve kollokasyon yontemlerine gore daha iyi sonuclar verdigi, Problem 2 ve Problem
3 i¢in ise yontemlerin birbiri ile uyumlu oldugu gorildii. Her bir yontemle elde
edilen niimerik ¢oziimlerin grafikleri ayirt edilemeyecek kadar birbirlerine yakin
olacagindan sadece Galerkin yontemiyle elde edilen ntimerik ¢oztimler grafiklerle

verildi.
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BOLUM 3

B-SPLINE SONLU ELEMAN YONTEMLERI
ILE COUPLED KdV DENKLEMININ
NUMERIK COZUMLERI

Bu bélumde, Hirota ve Satsuma [35] tarafindan

U, — 6aUU, — 20VV, — aU,y, = 0, c<r<d, t>0 (3.1a)
Vi+ 30V, + Vige = 0, c<z<d, t>0 (3.1b)

olarak verilen coupled KdV denklemi goz ontine alindi. Burada a ve b katsayilar
keyfi sabitlerdir.

Coupled KdV denkleminin ¢oziimleri farkli yontemlerle bircok aragtirmaci
tarafindan bulunmustur. Hirota ve Satsuma ile Tam vd. [35, 36], Hirota yontemini
kullanarak coupled KdV denkleminin analitik ¢oziimiini elde etmislerdir. Tian
ve Gao [37], Bogoyavlenskii coupled KdV denkleminin Painlevé analizi ile tam
¢Oztimiini elde etmiglerdir. Fan ve Zhang [38], iyilestirilmig bir homojen denge
yontemini kullanarak coupled KdV denkleminin bazi tam ¢oztimlerini bulmuslardir.
Roy [39], coupled KdV denkleminin bi-Hamiltonian yapisini incelemistir. Zhu [40],
coupled KdV denkleminin periyodik baglangic-sinir problemi i¢in fark denklemlerini
olugturmuglardir. Cao vd. [41], homojen denge yontemi fikrine dayali dogrudan
ve etkin trigonometrik doniigim yontemi ve Miura doniigimii yardimiyla coupled
KdV denkleminin tam ¢oziimlerini elde etmiglerdir. Zhou vd. [42], Jakobi eliptik
fonksiyon acilim yonteminin genellestirilmesi olarak disiiniilebilecek F-ac¢ilim
yontemiyle degisken katsayili coupled KdV denkleminin periyodik dalga
¢oztimlerini bulmuglardir. Karasu ve Kilig [43], otonom olmayan coupled KdV
sisteminin integrallenebilirligini incelemisler ve integrallenebilir durumlarin bazilar:

icin tam ¢oziimleri vermiglerdir. Qian ve Tian [44], coupled KdV denklemi igin
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lokal olmayan Lie-Backlund doniigtimiinii elde etmisler ve bu dontigiimi kullanarak
tek dalga ¢ozlimiinii de bulmuslardir. Coupled KdV denkleminin bazi tam ¢oéziimleri
Inan [45] tarafindan genellestirilmis tanh fonksiyon yo6ntemi kullanilarak
bulunmustur. Ma ve Zhu [46], Jacobi eliptik fonksiyon ac¢ilimi ve Hermite dontigiimii
yardimiyla coupled KdV denkleminin bazi yeni tam cozlimlerini elde etmiglerdir.
Assas  [47],  bir  fonksiyonelde bir parametrenin = optimal  degerinin
bulunmasi i¢in Lagrange carpanlarinin belirlenmesine dayali olan He’ nin varyasyonel
iterasyon yontemiyle coupled KdV denklemini ¢ozmiistiir.  Abbasbandy [48],
homotopi analiz yontemini kullanarak genellestirlmig Hirota—Satsuma coupled KdV
denkleminin analitik ¢dziimiinii elde etmistir. Al-Khaled vd. [49], He’nin varyasyonel
iterasyon ve tanh yontemini coupled KdV denklemine uygulamislardir.

Fan [50], tanh yonteminde bir parametre igeren Riccati denklemini ve ¢dziimiinii
kullanarak coupled KdV denkleminin niimerik ¢oztimlerini elde etmistir. Halim vd.
[51], keyfi sabit katsayili keyfi sayida denklemin Cauchy problemleri igin gegerli bir
sema kullanilarak genel coupled KdV denklem sistemlerinin niimerik ¢oziimiini elde
etmiglerdir. Halim ve Leble [52], sabit katsayih keyfi sayida denklemlerin Cauchy
problemleri i¢in fark denklemine dayali bir yontemi kullanarak coupled KdV-MKdV
denklemlerinin niimerik ¢oziimlerini bulmuglardir. Kaya ve Inan [53], sembolik
hesaplama yardimi ile ayrigim yontemini kullanarak coupled KdV ve MKdV
denklemlerinin niimerik ¢dztimlerini bulmuglardir. Alvarez-Samaniegoa ve Carvajalb
[54], coupled KdV denklemlerinin baz: sistemleri i¢in yerel iyi sarth olma durumunu
incelemiglerdir. Ismail [55], coupled KdV denklemini kuintik B-spline fonksiyonlar
kullanarak kollokasyon yontemiyle ¢ozmiigtiir. Siraj-ul-Islam vd. [19], coupled
KdV denkleminin basit klasik radyal bazlar yardimiyla kollokasyon yontemi ile
diigiim noktalar1 kullanmaksizin yaklagik ¢oziimiinti bulmuglardir. Rady vd. [56],
homojen denge yontemiyle auto-Backlund doniigtimiinii elde etmek icin coupled
KdV denklemlerini lineer olmayan bir basit kismi diferansiyel denkleme dontistiiren
uygun bir dontisiimii elde ettikten sonra lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin
soliton ¢oziimiini, Lax ciftlerini ve katli soliton ¢oziimlerini vermislerdir. Rashid
ve Ismail [57], coupled KdV denklemleri i¢in spektral kollokasyon yonteminin hata

tahminlerini elde etmigler ve niimerik sonuclari sunmuglardir.

83



Bu bolumde coupled KdV denklemi, uygun baslangi¢ ve sinir sartlari ile birlikte
degisik dereceden B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin, Petrov-Galerkin,
subdomain ve kollokasyon sonlu eleman yontemleri ile ntimerik olarak ¢oziildii. Elde
edilen niimerik ¢oziimler problemin literatiirdeki —mevcut ¢oziimleriyle
kargilagtirildi ve denklemin /7, I iki korunum sabiti Lo, L., hata normlari ile birlikte
tablolar halinde verildi. Ayrica her bir yontemin probleme uygulanmasiyla elde

edilen sonlu eleman yaklagiminin kararlilik analizi incelendi.

3.1 Model Problemler
(3.1) coupled KdV denklemi,

U(c,t) =0, U(d,t) =0, V(e,t)=0, V(d,t)=0, t>0 (3.1.1a)
Usle,t) =0, Ug(d,t)=0, Vi(c,t) =0, Vp(d,t)=0, ¢t>0 (3.1.1b)
sinir sartlart ve agagidaki ti¢ farkli baglangic sart1 ile goz oniine alindi. Her bir

problemin Uy niimerik ¢oziimiiniin U analitik ¢oziimiine ne kadar iyi yaklagtigini

gormek icin

N
Ly = |U = Uylla = (| R > _|U; = (Un); %,
7=0

Loo = U = Unlloc = max |U; — (Un)]

olarak tanimlanan L, ve L. hata normlari hesaplandi. Ayrica coupled KdV

denkleminin korunum sabitlerinden

o) [e.e]

2
I = /de ve I= /(U2+§bV2)dx
gbz oniine alindi ve hesapland: [55].
3.1.1 Problem 1
Ilk olarak, (3.1) coupled KdV denklemi
1 —b

€= Nz — \t) +

2log(w)’ " 8(da+ )M
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olmak tizere,

U(z,0) = 2\%sech?(€),

V(z,0) = sech(§)

1
2/

baglangi sartlart ve (3.1.1) sinir sartlar ile géz 6niine alindi. Bu problemin tam

¢Ozumu
Ul(x,t) = 2\?sech?(£),
1
V(z,t) = 2\/c_usech(f)
dir [35].

3.1.2 Problem 2

Ikinci olarak, (3.1) coupled KdV denklemi

Uj(,0) = 2X2sech®(&,),

sech(§;),

1 b
2log(w;)’ 77 8(da+ DAV

1
Vif,0) =

Wi
(j=1,2)

olmak tizere,

V(z,0) = Zvj(x,())

baglangig sartlari ve (3.1.1) simir sartlar1 ile goz 6ntine alindi [55].

3.1.3 Problem 3

Son olarak, (3.1) coupled KdV denklemi
U(z,0) = e~ 001",
V(z,0) = e 01

baglangi¢ sartlari ve (3.1.1) simir sartlar ile goz 6niine alind1 [55].
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3.2 Sonlu Eleman Yontemleri

Bu  kisimda, yukarida  verilen = model  problemlere  Galerkin,
Petrov-Galerkin, subdomain ve kollokasyon sonlu eleman yontemleri uygulandi. Bu
yontemlerin probleme uygulanmasi i¢in énce (3.1) coupled KdV denkleminin agirhikh
integral formunun bulunmasi gerekir. Bunun i¢in denklem W agirlik fonksiyonu ile

carpilir ve sonra bolge iizerinden integrali alinirsa denklemin agirlikli integral formu

b
/ W (U, — 6aUU, — 2bVV, — alUyys) da =0, (3.2.1a)
b
/ W (V; 43UV, + Vige) da =0 (3.2.1b)

olarak elde edilir. (3.2.1) agirlikli integral formunda, kismi integrasyon uygulanir ve

sonra (3.1.1) sinir sartlar: kullanilirsa
b
/ (WU, — 6aWUU, — 26WVV, + aW,U,,)dx = 0, (3.2.2a)
b
/ (WV, +3WUV, — W,V )dx =0 (3.2.2b)

bulunur. Béylece (3.1) coupled KdV denkleminin her bir [x,,, Zp,+1] sonlu eleman

tizerinde zayif formu (3.2.2) denklemlerinden

Tm+1
/ (WU, — 6aWUU, — 26WVV, + aW,U,.)dz = 0, (3.2.3a)
Tm _
/ (WV, + 3WUV, — W,Vie)dz = 0 (3.2.3b)

olarak elde edilir.

3.2.1 Galerkin Yontemi

Bu kisimda, (3.1) ile verilen coupled KdV denkleminin Galerkin sonlu eleman
yontemi ile niimerik ¢oztimleri elde edildi. Bélim 2’ de (2.2.5) ile verilen kuadratik
B-spline fonksiyonlar W agirlik fonksiyonlar: olarak alinir ve Boliim 2 de (2.2.6) ile
verilen yaklagimlar (3.2.3) denklemlerinde yerlerine yazilirsa, i = m — 1, m, m + 1

olmak fizere,
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m+1 m+1 m+1

j=m-—1
m+1 m+1

k=m—1j=m—1
m—+1

h ) h o
2 3 Y ([ eadgaloira Y ([ Q@i —o

k=m—1j=m—1 j=m—1

m+1 m+1

m+1 h ] h )
3 / Q)5 +3 S 3 [( / Q:Q,Qd€)8 )5~
j=m—1 70 0

k=m—1j=m—1
m+1

h / 1"
> ([ QQjaa; o

j=m—1
denklem sistemi elde edilir. (3.2.1.1) denklemleri matris formunda,
h
Afj:/ Qindé’,
Oh
B, = | Q@i
Oh
B1y, = | QQuQis
Oh
c; - | @i
olmak tizere,

AcSe — 6aB(8)6° — 2bB1¢(0)0° + aCs* = 0,

A6 + 3B°(6)0° — C°0° = 0

3 / Qo) —6a S 3 [( / QuQ4 Q)16

(3.2.1.1a)

(3.2.1.1b)

(3.2.1.2a)

(3.2.1.2b)

olarak gosterilebilir. Burada 6¢ = (-1, 0m, Oms1) Ve 0¢ = (Om_1,Om, Oms1) dir.

Boéliim 2’ de (2.2.5) ile verilen kuadratik B-spline fonksiyonlar kullanilarak integraller

hesaplandiginda, 4, j, k = m—1, m, m+1 olmak tizere, Af;, B,

matrisleri
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6 13 1
h h
= | QiQydé = ,
/OQQyé 50 | 18 54 13
1 13 6

(=10, —19,-1)6¢  (8,12,0)6¢  (2,7,1)6°
B = /QszQ]dﬁ (=19, =54, —7)6¢ (12,0,—12)6° (7,54,19)6° | ,
(=1,-7,-2)6¢ (0,—12,—8)6° (1,19,10)5¢

, (—10,8,2)0¢  (—19,12,7)0° (—1,0,1)0°
/ 1
Bl = /QiQijdé =3 | (7191270 (=54,0,54)0°  (=7,-12,19)0° |,
0
(—1,0,1)0¢ (=7,-12,19)0¢ (-2,-8,10)0°

-1 2 -1
h / " 2
CZ:/ Qindfzﬁ 0 0 O
0
1 =2 1
olarak bulunur. Eleman matrislerinin birlegtirilmesiyle elde edilen A, B, B1 ve C

matrisleri (3.2.1.2) denklemlerinde yerlerine yazilirsa
Ad — 6aB(6)5 — 2bB1(0)o + aCd = 0, (3.2.1.3a)
A6 +3B(0)g —Co =0 (3.2.1.3b)

matris formundaki denklem sistemi elde edilir. Burada 6 = (0_1, dg, ..., dn_1,0n) Ve

o= (0_1,00,...,0ny_1,0n) dir. A, B, B1 ve C matrislerinin genellegtirilmig satirlari,
o= (9 ) Om, O Om2)’
m—2;Ym—1,Ym; Um+1, Ym+2)
_ T
o = <O-m—27 Om—1,0m; Om+1, Um+2)
olmak iizere

h
A —(1,26,66, 26,1
30( )

oL | (FL=T-2.0.008 (0,81, ~62,~7.0)4. (1310, =31 ~1)3,
30 (0,7,62,31,0)6, (0,0,2,7,1)8 ’
by [ (~1,0,1,0,0)0, (—7,-31,31,7,0)0, (~2,—62,0,62,2)s,
30 (0,-7,-31,31,7)0, (0,0,-1,0,1)o ’
2
Ot 5 (1,-2,0.2,-1)
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seklinde bulunur. (3.2.1.3) denklemlerinde ¢ ve o yerine Bolim 2’ de (2.2.1.4) ile
verilen sonlu fark yaklagimlari, § ve ¢ yerine de yine Boliim 2’ de (2.2.1.5) ile verilen

sonlu fark yaklagimlari yazilirsa

alAt

(A~ =5~ (6B(5) = C)]o"*! — [bAtB1(0)]o"*!
=[A+ GTN(GB((;) — O))0" + [bAtB1(0)]o", (3.2.1.4a)
A+ %(38(5) — o™ =[A - %(33(5) — O))o" (3.2.1.4b)

formunda (2N + 4)-bilinmeyenli (2N + 4)-tane denklemden olugan karesel cebirsel
denklem sistemi elde edilir. §_1, d, 0_1 ve oy parametreleri sinir sartlar: yardimiyla
sistemden yok edilirse (2)V x 2N )-boyutlu karesel denklem sistemi bulunur.

o™+l ve 0! parametrelerinin hesaplanabilmesi igin 6ncelikle §° ve 0¥ baglangic
parametrelerinin hesaplanmasi gerekmektedir. 0% ve ¢° parametreleri Boliim 2
de (2.2.1.7) ve (2.2.1.8) ile verilen denklem sistemlerinin ¢oziilmesiyle elde edilir.
Boylece (3.2.1.4) ile verilen denklem sisteminde basglangig parametreleri kullanilarak
istenilen ¢ zamanindaki yaklagik ¢oziimler iterasyon yardimiyla elde edilir.

(3.2.1.4) denklem sistemindeki lineer olmayan terimlere, her bir zaman adiminda
Boliim 2’ de (2.2.1.9) ve (2.2.1.10) ile verilen iterasyon formiilleri 3-5 defa uygulanarak
Uy ve Vi yaklagik ¢oziimleri iyilegtirildi.

Kararlilik Analizi

Bu kisimda, gz oniine alinan Galerkin yonteminin uygulanmasiyla elde edilen
yaklagimin kararlilik analizi incelendi. Coupled KdV denkleminin lineer olmayan
UU,, VV, ve UV, terimlerini lineerlestirmek icin U ve V yerine A gibi bir sabit

A

almirsa B ve B1 matrislerinin genellestirilmis satirlar1 (-1, -10,0,10,1) olarak

elde edilir. Boylece (3.2.1.4) denklem sisteminin m. genellestirilmis satirlar,

_h _AAt At _ bAt
71—307 T2 = 6 73—h2; T4 = 3

a; =71 + 6720 + 734,

g = 261 + 60720 — 273a,
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az = 6671,
oy = 261 — 60720 + 273a,

a5 =71 — 6720 — 730

fr=m—372— s

P2 = 2671 — 3072 + 273,
fs = 6671,

Pa = 2671 + 3072 — 273,

Bs =v1+ 372+ 73

olmak tizere,

Q10" 4 0™ s 4 a0t st 4 et 4 100,
- 10%02;11 7402;12 = Q50,, o + Q40,, |+ azd,, + O‘25:Ln+1 + al(s?nﬂ

— V40 g — 1040y, + 107405, 1 + 7407, 49
ve
ﬁ n+1 + 520.714-1 + 6 O_n+1 4 540_:;—:-11 + 550_:;—:_12
= B50m—o + 10y, + B30y, + 20y, 1 + 510540

dir. Bu genellestirilmig satirlarda Béltim 2’ de (2.2.1.11) ile verilen esitlikleri yerlerine

yazilir ve Euler formiili kullanilirsa,

66 + 2 cos(2¢) + 52 cos(¢))y1,

12sin(2¢) — 120sin(yp))aye,

2sin(2¢) + 4sin(yp))ays,

2sin(2¢) — 20sin(p))v4,

6sin(2¢p) 4 60sin(p))72,

= (
(=
(=
(=
=
=

2sin(2p) — 4sin(p))vys,
C1 = P2 + P3,

C2 = P5 + P6
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olmak tlizere

[(p1 + c1)g — (p1 — )P + [(pag + pa)]W =0

[(p1 + c2)g — (p1 — c2)]W =0

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin P ve W’ ya gore agikar olmayan
en az bir ¢ozlimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter sart sistemin katsayilar matrisinin

determinantinin sifir olmasidir. O halde
(pf + ipicr +ipico — 0162)(]2 — (2p§ + 2¢169)q + pf —ipicy —ipico — crea =0

olup buradan

qul—icl q:P1—iC2
! p1+icy’ ? p1+icy
bulunur. Béylece |¢1| = 1 ve |g2| = 1 oldugu agikga goriiliir. Dolayisiyla, Galerkin

yonteminin uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagimi sartsiz kararhdir.

Niimerik Cozimler

Bu kisimda, Galerkin sonlu eleman yontemiyle yukarida verilen ii¢ model
problemin niimerik ¢oztimleri elde edildi. Problem 1 i¢in tiim hesaplamalar, A = 0.5
olmak tizere, a ve b katsayilarimin farkl degerleri i¢in —25 < z < 25 araliginda
yapildi. a ve b katsayilarimin sirasiyla a = 0.5 ve b = —3, a = —0.5 ve b = 3 ile
a = —0.125 ve b = —3 degerleri icin elde edilen sonuclar Tablo 3.1-3.7" de verildi.
Tablo 3.1-3.2, a = 0.5 ve b = —3 i¢in farkli konum ve zaman adimlarinda hesaplanan
I; ve I, korunum sabitleri ile birlikte Lo ve L., hata normlarini gostermektedir.
Tablolardan konum ve zaman adimlar kii¢iildiikce Ly ve L., hata normlariimin
azaldig1 goriilmektedir.

Tablo 3.1 de verilen I; ve I, korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢ = 20 zamanlarindaki
degisimi, At = 0.01 icin h = 0.2 iken srasiyla %0.579 x 1072 ve %0.562 x 1073;
h = 0.1 iken sirasiyla %0.093 x 1073 ve %0.415 x 1073 olarak hesaplandi. Bu
sonuclardan, h konum adimi kiiciildiikge korunum sabitlerindeki degigimin azaldig:
acikca goriilmektedir. Tablo 3.2" de verilen /; ve [5 korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve

t = 20 zamanlarmdaki degisimi, h = 0.1 icin At = 0.05 iken sirasiyla %0.199 x 10~3
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Tablo 3.1: a = 0.5, b = =3, A = 0.5 ve At = 0.01 i¢gin —25 < z < 25 araliginda
Problem 1’ in ntimerik sonuclari.

UN(Z',t) VN($,t)
h t I I, Ly x 10> L x 103 Ly x 103 Lo x 103
0.2 0.0 2.000000 -0.333333 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999999 -0.333333 0.021111 0.013470 0.009392 0.004447
10.0 2.000002 -0.333333 0.043768 0.025648 0.019462 0.010740
15.0 1.999996 -0.333332 0.065471 0.037995 0.026306 0.014083
20.0 2.000012 -0.333331 0.056729 0.029653 0.029793 0.011300
0.1 0.0 2.000000 -0.333333 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 -0.333334 0.001653 0.000871 0.005180 0.002787
10.0 1.999999 -0.333333 0.005296 0.003500 0.008284 0.004428
15.0 2.000000 -0.333333 0.008642 0.006090 0.012757 0.006106
20.0 2.000002 -0.333332 0.005222 0.003439 0.019473  0.009960

Tablo 3.2: a = 0.5, b = =3, A = 0.5 ve h = 0.1 i¢gin —25 < z < 25 araliginda
Problem 1’ in ntimerik sonuclari.

UN(I’,t) VN(LL',ZL)
At t I I, Ly x 10 Lo x 103 Ly x 103 L x 10?
0.05 0.0 2.000000 -0.333333 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000001 -0.333332 0.006516 0.003665 0.007169  0.002880
10.0 2.000001 -0.333332 0.016043 0.008088 0.012867 0.005774
15.0 1.999997 -0.333334 0.026132 0.013909 0.020043 0.010244
20.0 2.000004 -0.333331 0.023682 0.013180 0.030593 0.015659
0.01 0.0 2.000000 -0.333333 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 -0.333334 0.001653 0.000871 0.005180 0.002787
10.0 1.999999 -0.333333 0.005296 0.003500 0.008284 0.004428
15.0 2.000000 -0.333333 0.008642 0.006090 0.012757 0.006106
20.0 2.000002 -0.333332 0.005222 0.003439 0.019473  0.009960
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ve %0.780 x 1073; At = 0.01 iken sirasiyla %0.093 x 1073 ve %0.415 x 1073 olarak
hesaplandi. Bu sonuclardan, At zaman adim kiigiildiikce korunum sabitlerindeki
degisimin azaldig1 agiktir.

Problem 1’ina = 0.5, b = =3 i¢in t = 0, 5, 10, 15 ve 20 zamanlarinda elde edilen
Uy ve Vy cozlimlerinin maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldig1 = konum
degiskeninin degerleri Tablo 3.3’ de verildi. Tablodan ¢’ nin artan degerleri ic¢in
tek dalganin hemen hemen genligini koruyarak saga dogru hareket ettigi gozlendi.
Ornegin, Uy ¢oziimii icin t = 0’ da dalganm genligi 0.499772 (z = —1.4) iken ¢t = 10’
da 0.499771 (x = 1.1) ve t = 20" de 0.499775 (z = 3.6); Viy ¢Oziimii i¢in ise t = 0’ da
dalganin genligi 0.353473 (z = —1.4) iken t = 10’ da 0.353471 (z = 1.1) ve t = 20’
de 0.353474 (z = 3.6) olarak hesaplandh.

Tablo 3.3: a = 0.5, b = =3, h = 0.1 ve At = 0.01 i¢in —25 < z < 25 araliginda
Problem 17 in Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik sonuclari.

t Konum(x) Genlik (Uy ) Genlik (Vi )

0.0 -1.4 0.499772 0.353473
5.0 -0.2 0.499993 0.353551
10.0 1.1 0.499771 0.353471
15.0 2.3 0.499990 0.353550
20.0 3.6 0.499775 0.353474
Problem 1" in a = 0.5, b = =3 ve t = 0, 10 ve 20 ic¢in elde edilen Uy ve

Vn ¢oziimleri ile t = 20 zamanindaki hata dagilhimlar: Sekil 3.1° de verildi. Sekil
3.17 den, t artarken dalganin genligini hemen hemen koruyarak saga dogru hareket
ettigi, hata dagilimlarina bakildiginda Uy igin genligin en yiiksek oldugu x konumu
civarinda, Vy i¢in ise sag sinir civarinda hata dagilimlarinin biiyiik oldugu acikca
goriilmektedir.

Tablo 3.4 ve 3.5" de, a = —0.5 ve b = 3 icin farkli konum ve zaman adimlar1 icin
hesaplanan L, ve L., hata normlar ile birlikte I; ve Iy korunum sabitleri verildi.
Tablolardan konum ve zaman adimlan kiigiilditkce Lo ve L., hata normlariin
azaldig1 agiktir.

Tablo 3.4’ de verilen I ve Iy korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢t = 20 zamanlarindaki
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Sekil 3.1: Problem 17 in farkhi ¢ zamanlarinda Galerkin yontemi ile elde edilen
niimerik ¢oziimleri ve ¢ = 20 zamanindaki hata dagilimlari.

Tablo 3.4: a = —0.5, b = 3, A = 0.5 ve At = 0.01 i¢gin —25 < z < 25 araliginda
Problem 1’ in ntimerik sonuclari.

UN(JI,t) VN(Z‘,t)
h t I I, Ly x10° Ly x 10° Ly x 10> Ly x 10°
0.2 0.0 2.000000 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000001 1.000000 0.008026 0.005741 0.004186  0.001814
10.0 1.999999 1.000000 0.010025 0.004786 0.007551  0.003250
15.0 2.000001 1.000000 0.019918 0.012000 0.011007  0.004569
20.0 1.999997 0.999999 0.023566 0.014667 0.017011 0.008244
0.1 0.0 2.000000 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 1.000000 0.001570 0.000777 0.003150  0.002053
10.0 1.999999 1.000000 0.002180 0.001304 0.005177  0.002665
15.0 1.999999 0.999999 0.002939 0.001294 0.008701  0.004710
20.0 1.999999 0.999999 0.003737 0.001719 0.015142 0.008143
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degisimi, At = 0.01 icin h = 0.2 iken sirasiyla %0.170 x 1073 ve %0.093 x 10~3;
h = 0.1 iken srasiyla %0.070 x 1073 ve %0.103 x 1073 olarak hesaplandi. Bu
sonuclardan, A konum adimi kiigiildiikge korunum sabitlerinden I;’ deki degigsimin
azaldigl I," deki degisimin ise hemen hemen ayni kaldig1 gortilmektedir. Tablo 3.5’
de verilen I; ve I, korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve { = 20 zamanlarindaki degigimi,
h = 0.1 icin At = 0.05 iken sirasiyla %0.017 x 1072 ve %0.193 x 1073; At = 0.01 iken
sirastyla %0.070 x 1072 ve %0.103 x 102 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, At
zaman adimi kiigiildiikge korunum sabitlerinden [;” deki degisimin arttigi I5" deki

degisimin ise azaldig1 agik¢a goriilmektedir.

Tablo 3.5: a = —0.5, b = 3, A = 0.5 ve h = 0.1 i¢gin —25 < z < 25 araliginda
Problem 1’ in niimerik sonuglari.

UN(JI,t) VN(.T,t)
At t I I, Ly x 10° Lo x 10° Ly x 10 Ly x 103
0.05 0.0 2.000000 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999999 1.000001 0.006857 0.004350 0.003110  0.001771
10.0 1.999998 1.000000 0.007069 0.004610 0.006219  0.003088
15.0 1.999999 1.000001 0.007624 0.003867 0.009827  0.004899
20.0 2.000000 1.000002 0.008409 0.004249 0.015735 0.008712
0.0l 0.0 2.000000 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
5.0 2.000000 1.000000 0.001570 0.000777 0.003150  0.002053
10.0  1.999999 1.000000 0.002180 0.001304 0.005177  0.002665
15.0 1.999999 0.999999 0.002939 0.001294 0.008701  0.004710
20.0 1.999999 0.999999 0.003737 0.001719 0.015142  0.008143

Problem 17" in a = —0.125 ve b = —3 igin farkli konum ve zaman adimlarinda
hesaplanan [; ve I, korunum sabitleri ile L, ve L., hata normlar1 Tablo 3.6 ve
3.77 de verildi. a ve b katsayilarinin bu degerleri i¢in de konum ve zaman adimlar
kiigiilditkge Ly ve Lo, hata normlarininin azaldigi goriilmektedir. Tablo 3.6” da
verilen I} ve Iy korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢t = 20’ deki degisimi, At = 0.01
icin h = 0.2 iken sirasiyla %0.043 x 1072 ve %0.127 x 1073; h = 0.1 iken sirasiyla
%0.057 x 1072 ve %0.140 x 1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, kA konum adim
kiicildiikce korunum sabitlerindeki degigimin hemen hemen aynm kaldig:

goriilmektedir. Tablo 3.7 de verilen I; ve I korunum sabitlerinin t = 0 ve t = 20’
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deki degisimi, h = 0.1 icin At = 0.05 iken sirasiyla %0.022 x 1072 ve %0.116 x 1073;
At = 0.01 iken sirasiyla %0.057 x 1073 ve %0.140 x 102 olarak hesaplandi. Bu
sonuclardan, At zaman adimi kiictildiikge korunum sabitlerindeki degigimin ¢ok az

oranda arttig1 goriilmektedir.

Tablo 3.6: a = —0.125, b = =3, A = 0.5 ve At = 0.01 i¢in —25 < z < 25 araliginda
Problem 17 in niimerik sonuglari.

UN(Qf,t) VN(.T,t)
h t I I, Ly x 10% Lo, x 103 Ly x 10° Lo x 103
0.2 0.0 2.000000 0.500000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 0.500000 0.002851 0.001822 0.002566 0.001309
10.0 2.000000 0.500000 0.004240 0.002488 0.004368 0.002211
15.0 2.000001 0.500001 0.007778 0.004328 0.007140 0.003498
20.0 2.000001 0.500001 0.012679 0.006891 0.012727 0.006340
0.1 0.0 2.000000 0.500000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999999 0.500000 0.000991 0.000431 0.002202 0.001269
10.0 1.999999 0.500000 0.001486 0.000705 0.004038 0.002272
15.0 1.999999 0.499999 0.001870 0.000864 0.006696 0.003590
20.0 1.999999 0.499999 0.002646 0.001337 0.011751 0.006171

Tablo 3.7: a = —0.125, b = =3, A = 0.5 ve h = 0.1 i¢in —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in niimerik sonugclari.

UN(ZL'7t) VN(ZE,t)
At t I I, Ly x 10° Lo x 10° Ly x 10° Lo x 103
0.05 0.0 2.000000 0.500000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 0.500000 0.004031 0.002472 0.002734 0.001644
10.0 2.000000 0.500000 0.009434 0.005743 0.005542  0.003071
15.0 1.999999 0.500000 0.018614 0.010746 0.011172 0.005736
20.0 2.000000 0.499999 0.037234 0.022425 0.021924 0.010717
0.01 0.0 2.000000 0.500000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999999 0.500000 0.000991 0.000431 0.002202  0.001269
10.0 1.999999 0.500000 0.001486 0.000705 0.004038  0.002272
15.0 1.999999 0.499999 0.001870 0.000864 0.006696  0.003590
20.0 1.999999 0.499999 0.002646 0.001337 0.011751 0.006171

Tablo 3.8-3.10” da Problem 1" in @ = 0.5 ve b = =3, a = —0.5 ve b = 3

ile a = —0.125 ve b = —3 i¢in elde edilen korunum sabitleri ile L., hata normu,
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referans [55] de verilen kuintik B-spline kullamlarak kollokasyon sonlu eleman
yontemiyle elde edilen sonuclarla karsilagtirildi. Tablolardan Galerkin sonlu eleman
yontemiyle elde edilen sonuglarin referans [55] de verilenlerden daha iyi oldugu agikga

goriilmektedir.

Tablo 3.8: @ = 0.5, b = =3, A = 0.5, At = 0.01 ve h = 0.1 i¢gin =25 < x <
25 araliginda Problem 1’ in Galerkin yontemiyle elde edilen niimerik sonuclar ile
referans [55] dekilerin kargilagtirilmas.

Galerkin Yontemi [55]

t L I, Lo x 103 L P Lo x 103
0.0 2.000000 -0.333333  0.000000 2.000000 -0.333333 0.000
5.0 2.000000 -0.333334 0.000871 2.000000 -0.333333 0.004
10.0 1.999999 -0.333333  0.003500 2.000000 -0.333333 0.007
15.0 2.000000 -0.333333  0.006090 2.000000 -0.333333 0.014
20.0 2.000002 -0.333332 0.003439 2.000001 -0.333333 0.026

Tablo 3.9: a = —0.5, b = 3, A = 0.5, At = 0.01 ve h = 0.1 icin —25 < z <
25 araliginda Problem 17 in Galerkin yontemiyle elde edilen niimerik sonugclar ile
referans [55] dekilerin kargilagtirilmas.

Galerkin Yontemi [55]

t 5L I, Lo x 103 L I, Lo, x 103
0.0 2.000000 1.000000  0.000000 2.000000  1.000000 0.0
5.0 2.000000  1.000000  0.000777 2.000000  1.000000 0.003
10.0 1.999999 1.000000 0.001304 2.000000  1.000000 0.003
15.0 1.999999 0.999999 0.001294 1.999998  0.999999 0.005
20.0 1.999999 0.999999 0.001719 1.999999  0.999999 0.008

Problem 2 icin tiim hesaplamalar —10 < x < 120 arahiginda Ay = 1, Ay = 0.6,
v1 = 10, 72 = 30, a = 0.5 ve b = —3 degerleri i¢in yapildi. Tablo 3.11 ve 3.12, farkh
konum ve zaman adimlari i¢in hesaplanan korunum sabitleri ile ilgili karsilastirmalar:
gostermektedir. Tablo 3.11" de verilen I; ve I, korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve t = 90
zamanlarindaki degigimi, h = 0.1 igin At = 0.05 iken swrasiyla %0.015 ve %0.264;
At = 0.02 iken sirasiyla %4.657 x 1073 ve %3.716 x 1073; At = 0.01 iken sirasiyla
%2.005 x 1073 ve %1.773 x 1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, At zaman

adimi kiigiildiikge korunum sabitlerindeki degisimin azaldigr acik¢a gortilmektedir.
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Tablo 3.10: a = —0.125, b = =3, A = 0.5, At = 0.01 ve h = 0.1 igin —25 < x <
25 arahiginda Problem 17 in Galerkin yontemiyle elde edilen niimerik sonugclar ile
referans [55] dekilerin kargilagtirilmas.

Galerkin Yontemi [55]

t 5L I, Lo x 103 L I, Lo x 103
0.0 2.000000 0.500000  0.000000 2.000000  0.500000 0.0
5.0 1.999999  0.500000 0.000431 2.000000  0.500000 0.003
10.0 1.999999  0.500000 0.000705 1.999999  0.500000 0.003
15.0 1.999999 0.499999 0.000864 1.999999  0.500000 0.003
20.0 1.999999 0.499999 0.001337 1.999999  0.500000 0.004

Tablo 3.12" de verilen I; ve I; korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢t = 90’ daki degisimi,
At = 0.01 icin h = 0.2 iken sirasiyla %4.278 x 1073 ve %3.420 x 1073; h = 0.1 iken
sirastyla %2.005 x 1072 ve %1.773 x 1073; h = 0.05 iken sirasiyla %0.171 x 1073

ve %7.553 x 1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, konum adimi h = 0.2’ den

h = 0.1" e kiigiildiigiinde korunum sabitlerindeki degisimin azaldigi, ancak h = 0.05

oldugunda ise h = 0.17 e gore [; deki degigimin azaldig1 I5 deki degisimin ise arttig

goriilmektedir.

Tablo 3.11: a = 0.5, b = =3, A\; = 1.0, Ay = 0.6, 74 = 10, 79 = 30 ve h = 0.1 igin
—10 < z <120 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuclari.

At = 0.05 At =0.02 At =0.01
t L P L P L P
0.0 6.400000 -3.242667 6.400000 -3.242667 6.400000 -3.242667
10.0  6.399930 -3.243751 6.399999 -3.242693 6.399998 -3.242675
20.0 6.400085 -3.244850 6.400025 -3.242688 6.400010 -3.242662
30.0  6.400259 -3.245970 6.400065 -3.242689 6.400025 -3.242657
40.0 6.398464 -3.247081 6.399711 -3.242722 6.399881 -3.242678
50.0 6.397809 -3.248153 6.399575 -3.242711 6.399826 -3.242689
60.0 6.400838 -3.248617 6.400174 -3.242697 6.400076 -3.242695
70.0 6.401932 -3.248917 6.400376 -3.242689 6.400174 -3.242689
80.0  6.399879 -3.249991 6.399969 -3.242711 6.400000 -3.242678
90.0 6.399074 -3.251013 6.399695 -3.242713 6.399877 -3.242683

Tablo 3.13" de Problem 2 i¢in elde edilen korunum sabitleri ile referans [55] de

verilen kuintik B-spline kullanilarak kollokasyon sonlu eleman yontemiyle elde edilen
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Tablo 3.12: a =0.5, b= —3, Ay = 1.0, Ay = 0.6, 7, = 10, 75 = 30 ve At = 0.01 icin
—10 < z <120 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuclari.

h =02 h=0.1 h =0.05
t L P L P L P
0.0 6.400000 -3.242667 6.400000 -3.242667 6.400000 -3.242667
10.0  6.399999 -3.242674 6.399998 -3.242675 6.399990 -3.242572
20.0 6.400071 -3.242679 6.400010 -3.242662 6.399986 -3.242584
30.0 6.400202 -3.242677 6.400025 -3.242657 6.400004 -3.242723
40.0  6.398900 -3.242693 6.399881 -3.242678 6.399950 -3.242710
50.0 6.398441 -3.242725 6.399826 -3.242689 6.399927 -3.242636
60.0 6.400494 -3.242631 6.400076 -3.242695 6.400049 -3.242416
70.0 6.401631 -3.242704 6.400174 -3.242689 6.400101 -3.242419
80.0 6.400228 -3.242689 6.400000 -3.242678 6.400064 -3.242469
90.0 6.399726 -3.242778 6.399877 -3.242683 6.399989  -3.242422

korunum sabitlerinin karsilagtirilmalar: verildi.

Tablo 3.13" den, Galerkin sonlu

eleman yontemiyle elde edilen korunum sabitleri ile referans [55] de elde edilenlerin

uyum icerisinde oldugu gortilmektedir.

Tablo 3.13: @ = 0.5, b = =3, \y = 1.0, Ay = 0.6, v3 = 10, 75 = 30, h = 0.1 ve
At = 0.01 igin —10 < x < 120 arahiginda Problem 2’ nin Galerkin yontemiyle elde
edilen niimerik sonuglar ile referans [55] dekilerin kargilagtirilmas.

Galerkin Yontemi [55]

t I Iy I Iy
0.0 6.400000 -3.242667 6.400000 -3.243013
10.0 6.399998 -3.242675 6.400001 -3.243012
20.0 6.400010 -3.242662 6.399995 -3.243009
30.0 6.400025 -3.242657 6.399946 -3.243015
40.0 6.399881 -3.242678 6.399991 -3.243102
50.0 6.399826 -3.242689 6.399962 -3.243008
60.0 6.400076 -3.242695 6.399863 -3.243008

70.0 6.400174 -3.242689 - -

80.0 6.400000 -3.242678 - -

90.0 6.399877 -3.242683 - -

Problem 2’ nin a = 0.5, b = —3 ve t = 0, 30, 60 ve 90 icin elde edilen Uy ve Vy

¢oziimleri Sekil 3.2 ve 3.3” de verildi. Uy ve Vy ¢oztimleri i¢in verilen grafiklerde iki

pozitif tek dalganin girisimi gortilmektedir.
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Sekil 3.2” de Uy igin verilen ¢oziim grafiginde, ¢t = 0 zamaninda tek dalgalardan
biiytiik dalganin genligi 1.996731 ve kii¢iik dalganin genligi 0.719566 dir. Bu
dalgalarin tepe noktalarinin konumlar1 sirasiyla * = 10.2 ve x = 53.1 dir.
Grafiklerden goriildiigii iizere, t = 0 zamaninda biiytik genlikli dalga kiiglik genlikli
diger dalganin solundadir. Zaman arttik¢a her iki dalga saga dogru hareket
etmektedir. Yaklasik ¢ = 60’ da iki dalganin girigiminde biiyiik dalganin kiigiik
dalgay1 icerdigi goriilmektedir. ¢ = 90 zamaninda ise biiyiik dalganin, kiigiik
dalgadan ayrilarak one gectigi ve her iki dalganin ilerlemeye devam ettigi gozlendi.
t = 90 zamaninda kiiclik dalganin tepe noktasinin x = 80.9 konumunda ve genliginin
0.719579, buyiik dalganin ise tepe noktasinin x = 103.1 konumunda ve genliginin

1.987528 oldugu goriilmektedir.

225 225
2.00 2.00 - t=30
t=0
1.75 175
1.50 1.50
1.25 4 1.25
= =
X 1.00- X 1.00
= ]
2 075 0.75
0.50 1 0.50 |
0.25 0.25
0.00 0.00
-0.25 T T T T T T T T T T T T -025 ! ! Y y y ! y y y y T T
10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
X X
(a) (b)
14 225
1.3+ t=60
12] 2.00 1 t=90
114 175
1.0
0.9 1.50
08 125
= o7 =
x
5"-2 06 = 1.00
0.5 075
0.4
0.3 0.50 -
0.2+ 0.25
0.1
0.0 0.00
0.1 T T T T T T T T -0.25
10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 T 20 20 40 50 80 70 80 %0 100 1
0 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
X X
(c) (d)

Sekil 3.2: Problem 2’ nin farkh ¢ zamanlarinda U igin Galerkin yontemi ile elde
edilen niimerik ¢oziimleri.
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Sekil 3.3: Problem 2’ nin farkhi ¢ zamanlarinda V' igin Galerkin yontemi ile elde
edilen niimerik ¢oziimleri.

Sekil 3.3” de Vi icin verilen ¢oziim grafiginde, ¢ = 0 zamaninda biiyiik dalganin
genligi 1.413057 ve kii¢iik dalganin genligi 0.508964 dir. Bu dalgalarin tepe
noktalarinin konumlar: sirasiyla © = 10.2 ve x = 53.1 dir. Grafiklerden goriildigi
lizere, t = 0 zamaninda biiyiik genlikli dalga kiiciik genlikli dalganin solundadir.
Zaman arttikca her iki dalga saga dogru hareket etmektedir. Vi icin de yaklagik ¢t =
60" da iki dalganin girisiminde biiyilik dalganin kiiciik dalgayi icerdigi goriilmektedir.
Zaman ilerledikce biiyiik dalganin, kiiciik dalgadan ayrilarak one gegtigi ve her iki
dalganin ilerlemeye devam ettigi gozlendi. Bu durum ¢ = 90 zamani icin grafikte
gosterildi. ¢t = 90 zamaninda kiiclik dalganin tepe noktasinin x = 80.9 konumunda
ve genliginin 0.508966, biiyiik dalganin ise tepe noktasinin x = 103.1 konumunda ve

genliginin 1.409834 oldugu gortilmektedir.
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Sonug olarak Sekil 3.2 ve 3.3 ayn1 ¢ zamaninda ayni x konum noktasinda farkli
genliklere sahip iki pozitif dalganin girisimini gostermektedir.

Problem 3 i¢in tiim hesaplamalar, a ve b parametrelerinin a = 0.5 ve b = —3
degerleri i¢cin —50 < x < 150 araliginda yapildi. Tablo 3.14 ve 3.15" de farkli konum

ve zaman adimlari i¢in hesaplanan korunum sabitleri ile ilgili kargilagtirmalar verildi.

Tablo 3.14: a = 0.5, b = =3 ve h = 0.1 i¢in —50 < z < 150 araliginda Problem 3’
iin niimerik sonuglari.

At = 0.02 At =0.01
t ]1 ]2 ]1 ]2
0.0 17.724539 -12.533142 17.724539 -12.533142
10.0 17.724517 -12.533817 17.724539 -12.533214
20.0 17.724436 -12.537647 17.724528 -12.533502
30.0 17.724235 -12.541628 17.724476  -12.533695
40.0 17.727083 -12.545628 17.725440 -12.533943
50.0 17.727015 -12.549471 17.725238 -12.533980

Tablo 3.15: a = 0.5, b = =3 ve At = 0.01 i¢in —50 < z < 150 araliginda Problem
3’ iin nimerik sonuclari.

h=0.2 h=0.1 h =0.05
t L P I P I P
0.0 17.724539 -12.533142 17.724539 -12.533142 17.724539 -12.533142
10.0  17.724575 -12.533963 17.724539 -12.533214 17.724537 -12.533605
20.0 17.724568 -12.534382 17.724528 -12.533502 17.724450 -12.533813
30.0 17.724072 -12.534597 17.724476 -12.533695 17.724403 -12.534732
40.0 17.727303 -12.534727 17.725440 -12.533943 17.724953 -12.535446
50.0  17.729995 -12.535070 17.725238 -12.533980 17.724570 -12.535522

Tablo 3.14° de verilen I; ve I3 korunum sabitlerinin ¢t = 0 ve ¢ = 50 zamanlarindaki
degisimi, h = 0.1 i¢in At = 0.02 iken sirasiyla %0.014 ve %0.130; At = 0.01 iken
sirastyla %3.946 x 1072 ve %6.687 x 1072 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, At
sabitlerindeki degigimin azaldig1 acgikca

zaman adimi kiigiildiikge korunum

goriilmektedir. Tablo 3.15" de verilen I; ve I, korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve
t = 50° deki degisimi, At = 0.01 i¢in A~ = 0.2 iken sirasiyla %0.031 ve %0.015;

h = 0.1 iken sirastyla %3.946 x 1072 ve %6.687 x 1073; h = 0.05 iken sirasiyla
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%0.140 x 1072 ve %26.043 x 1072 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, konum adimi
h = 0.2 den h = 0.1’ e kiigiildiigiinde korunum sabitlerindeki degisimin azaldigi,
h = 0.05 oldugunda ise h = 0.1’ e gore I’ deki degisimin azaldig1 I’ deki degigimin
ise arttigr goriilmektedir.

Tablo 3.16" da Problem 3 igin elde edilen korunum sabitleri ile referans [55] de
elde edilen korunum sabitlerinin karsilagtirilmas: verildi. Tablo 3.16” dan, Galerkin
sonlu eleman yontemiyle elde edilen korunum sabitleri ile referans [55] dekilerin

uyumlu oldugu goriilmektedir.

Tablo 3.16: a = 0.5, b = —3, h = 0.1 ve At = 0.01 i¢in —50 < z < 150 araliginda
Problem 3’ iin Galerkin yontemiyle elde edilen niimerik sonuglar ile referans [55]
dekilerin kargilagtirilmasi.

Galerkin Yontemi [55]
t I Iy I I
0.0 17.724539 -12.533142 17.72454 -12.53314
10.0 17.724539 -12.533214 17.72454  -12.53316
20.0 17.724528 -12.533502 17.72454 -12.53316
30.0 17.724476  -12.533695 17.72449  -12.53320
40.0 17.725440 -12.533943 17.72448 -12.53321
50.0 17.725238 -12.533980 17.72469 -12.53320

Problem 3" iin a = 0.5, b = —3 ve t = 0, 30 ve 50 icin elde edilen Uy ve Vy
¢oziimleri Sekil 3.4 ve 3.5 de verildi. Uy ve Vi cozlimlerini gosteren grafiklerde,
t = 0 zamaninda z = 0 konumlarinda 1.0 genliklere sahip birer tek dalga
goriilmektedir. ¢ = 50 zamanina gelindiginde bu tek dalgalarin geride degisik
genliklerde cok sayida dalga olusturarak saga dogru ilerledigi gozlendi.

Problem 3 i¢in ¢ = 50 zamaninda olusan ardigik dalgalarin konumlar: ve genlikleri

Tablo 3.17 de verildi.
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Sekil 3.4: Problem 3’ iin farkli ¢ zamanlarinda U i¢in Galerkin yontemi ile elde edilen
niimerik ¢oziimleri.

Tablo 3.17: t = 50, a = 0.5, b = =3, h = 0.1 ve At = 0.01 i¢in =50 < z < 150
araliginda Problem 3’ iin Galerkin yontemi ile elde edilen ntimerik sonuclari.

Konum(z) Genlik(Uy) Konum(z) Genlik(Vy)

Birinci Dalga 90.9 3.457008 90.9 2.444029
Ikinci Dalga 63.1 2.447592 63.1 1.731882
Uciincii Dalga 38.7 1.587947 38.6 1.120752
Dordiincii Dalga 18.0 1.004435 17.8 0.660323
Besinci Dalga -0.4 0.612468 -0.4 0.329449
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Sekil 3.5: Problem 3’ iin farkh ¢ zamanlarinda V' i¢in Galerkin yontemi ile elde edilen
niimerik ¢oziimleri.
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3.2.2 Petrov-Galerkin Yontemi

Bu kisimda, (3.1) ile verilen coupled KdV denkleminin Petrov-Galerkin sonlu
eleman yontemi ile niimerik ¢oziimleri elde edildi. (3.2.3) ile verilen zayif formda W
agirlik fonksiyonu yerine kuadratik B-spline fonksiyonlar ve yaklagim fonksiyonlarini
tanimlamak i¢in baz fonksiyonlari yerine kiibik B-spline fonksiyonlar alindi. Boliim
1’ de (1.4.3.1) ile verilen ¢,,(z) kiibik B-spline fonksiyonlar kullanilirsa problemin
U(z,t) ve V(z,t) tam c¢ozlimlerine sirasiyla karsiik gelen Uy (z,t) ve Vi(z,t)

yaklagimlari
N+1 N+1
Un(z,t) = > 8(0)di(x),  Valz,t) =D o;(t)e;() (3.2.2.1)
j=-1 j=-1

olarak yazilabilir [8]. Burada d; ve o; belirlenecek olan zamana baglh parametrelerdir.

(1.4.3.1) ile verilen kiibik B-Spline fonksiyonlarima

seklinde tamimlanan lokal koordinat doniigiimi uygulamrsa sadece [, Z,+1] sonlu

elemani tizerinde tamml

Om-1(2) = (h =€) /1,

Om(z) = (h* +3h*(h — &) + 3h(h — &)* — 3(h — £)*) /A, (3.2.2.2)
G () = (B* 4 3h°¢ 4 3he” — 36%) /h?,
Do) = E /7

kiibik B-spline baz fonksiyonlari elde edilir. Burada 0 < & < h dir. [z, Tia1]
elemani iizerinde diger tiim B-spline degerleri sifir oldugundan (3.2.2.1) yaklagimlar

(3.2.2.2) denklemi ile verilen kiibik baz fonksiyonlar1 cinsinden

m—+2 m+2
Un(z,t) = Z 0;(t)pj(x),  Vn(z,t) = Z 0;(t)d;(x) (3.2.2.3)

seklinde yazilabilir. (3.2.2.2) kiibik B-spline fonksiyonlar1 ve (3.2.2.3) yaklagimlar
kullanilirsa z,, noktasinda Uy ve Vx’ nin kendilerinin ve x’ e gore birinci ve ikinci

mertebeden tiirevlerinin 4, ve o, parametrelerine gore noktasal degerleri, & = 0
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olmak tizere,

¢m—1 - 17 ¢m = 47 qu—&—l =1 ¢m+2 =0
UN((L'm,t> = Um = Om—1 + 45771 + 5m+17

VN(Zm, t) = Vi = 01 + 40 + Oy,

(5m+1 - 5m—1);

(0m+1 - O-m71>7

vlwblw

(5m 1~ 25 + 5m+1)

cm?|c»

U,
v
v =
V., = ﬁ(am_l — 20y, + Omt1)

olarak bulunur. Burada m = 0(1)N olup {ist indis «’ e gore tiirevi gosterir. Boliim 2’
de (2.2.5) ile verilen agirhk fonksiyonlar1 ve (3.2.2.3) yaklagimlarn (3.2.3)

denklemlerinde yerlerine yazilirsa, ¢ = m — 1, m, m + 1 olmak iizere,

m+2 m+2 m42
/ Quosde)c—6a 3 Y | / Qu,550€)5210%
j=m—1 k=m—1j=m—1

m—+2 m—+2

m+2
=20 > > /ngbm dé)o Jk—l—a 1/ Qi d€)dS (3.2.2.4a)

k=m—1j=m—1

m—+2 m—+2

m+2
/quﬁ]dia +3 > > /ngbkgb]dﬁ (3.2.2.4b)

j=m—1 k=m—1j=m—1
m+2
/ Ql¢//d€ 0— _ O
j=m—1
denklem sistemi elde edilir. (3.2.2.4) denklemleri matris formunda,

_ / Qe

B, = / Q65

B1S, / Qs e,
/ Q. de
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ve i,k, 7 =m — 1, m, m+ 1 olmak tizere,

Acde — 6aB°(0)d° — 2bB1°(0)o° + aC®)® = 0,
A¢oe + 3B¢(§)0° — C0° =0
olarak yazilabilir. Burada 6 = (0,51, Om, Om+1, Oms2) Ve ¢ = (Tm—1, Om, Omt1s Omi2)
dir.
W agirlik fonksiyonlari yerine kuadratik B-spline fonksiyonlar ve baz fonksiyonlari

yerine de kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 alinir ve integraller hesaplanirsa eleman

matrisleri
10 71 38 1
h h
z/ Qig;dé = — | 19 221 221 19 |,
0 60
1 38 71 10
2 3 0 -1
/Q'czﬁ”dé— L3 03 -1,
1 0 -3 2
bll b12 b13 b14
B, = / QuodsdE = oo | by b b b
b31 b32 b33 b34
ve

. bly; blyp blyz blyy
/ 1
Blfk] / Qz¢k¢]d§ = % bly; blog b123 bloy
0
blz; blszy blszz blsy

olarak bulunur. Burada

105, —633, —267, —3)d°,

= (-
bis = (—65, —643, —451, —17)6°,
bis = (165, 1197, 639, 15)5°,

(

by = (5,79,79,5)6°,

108



= (=170, —1276, —718, —20)4°,

= (=172, —2918, —3476, —322)4°,
bys = (322,3476,2918, 172)4°,

= (20,718, 1276, 170)5°,

(=5, =79, =79, —5)4°,
by = (—15, —639, —1197, —165)4°,
by = (17,451,643, 65)5°,

(

bss = (3,267,633,105)6°

dir. Benzer sekilde,

bl = (—105, —65, 165, 5)0°
bly, = (—633, —643, 1197, 79)0*
bliz = (—267, —451, 639, 79)0*
bliy = (—3,—17,15,5)0°

bly = (—170, —172, 322, 20)0*

blys = (—1276, —2918, 3476, 718)5°
bly; = (—T18, —3476, 2918, 1276)0°
blay = (—20, —322,172,170)0*
bly = (—5,—15,17,3)0°
blss = (=79, —639, 451, 267)0*
blss = (—79, —1197, 643, 633)0°
blsy = (—5, —165, 65, 105)0°

olarak elde edilir. Eleman matrislerinin birlestirilmesiyle

A — 6aB(0)d — 2bB1(0)o + aCd = 0,

A6 +3B(0)g —Co =0
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matris formundaki denklem sistemi bulunur. Burada § ve o global eleman
parametreleri sirasiyla § = (0_1,0¢,...,0n,0n+1) Ve 0 = (0_1,00,...,0N,ON+1)

seklindedir. A, B, B1 ve C' matrislerinin genellegtirilmis satirlari,

T

0= (5m—27 5m—17 5m7 5m+17 5m+2a 5m+3) 5
_ T

o = (O-m—Qa Om—1,0m;O0m+1, Om+2, 0m+3)

olmak tizere,

A: h —(1,57,302,302,57,1),

30
[ (=5,-79,-79,—5,0,0)5, (—15,—809, —2473, —883, —20, 0)6, ]
B: 220 (17,279, —2380, —4044, —589, —3)3, (3,589, 4044, 2380, —279, —17)5, |,
| (0,20, 883, 2473, 809, 15)3, (0,0, 5,79, 79, 5)6
[ (—5,-15,17,3,0,0)0, (—79, —809, 279, 589, 20, 0)o, ]
B1: 251;0 (=79, —2473, —2380, 4044, 883, 5)0, (—5, —883, —4044, 2380, 2473, 79)a, |,
(0, —589, —279,809, 79)0, (0,0, —3, —17, 15, 5)0 |
C - %(1, 1,-8,8,—1,-1)

olarak bulunur. (3.2.2.5) denklemlerinde 0 ve o yerine Boliim 2’ de (2.2.1.4) ile
verilen sonlu fark yaklagimlari, § ve & yerine de yine Boliim 2’ de (2.2.1.5) ile verilen

sonlu fark yaklagimlar yazilirsa

al\t

[A— Z5-(6B(6) - O)]0" ~pAtB1(0)]o™"
—[A+ aﬁt(6B(5) O))o™ + [BALB1(o)]o", (3.2.2.6a)
A+ %(33(5) 0o+ =[A — A; (3B(8) — C)]o™ (3.2.2.6b)

formunda (2N + 6)-bilinmeyenli (2)V 4 4)-tane denklemden olugan cebirsel denklem
sistemi elde edilir. Smir sartlar: kullanillarak 1, dy1, 01 ve ony1 parametreleri
sistemden yok edilirse (2N 4 2) x (2N + 2)-boyutlu cebirsel denklem sistemi elde
edilir.

o™+l ve g™+l parametrelerinin hesaplanabilmesi icin 6ncelikle 6° ve ¢° baglangig
parametrelerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bu parametreler problemin verilen

baglangi¢ ve sinir gartlar: kullanilarak agagidaki bicimde kolayca hesaplanabilir.
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t =0 igin (3.2.2.3) yaklagimlar

N+1 N+1
Un(z,0) = Y 80i(x),  Vn(z,0)= ) of¢;(x)
j=—1 j=-1

olur. Baglangi¢ sartlarinin x; digiim noktalarindaki
Un(z;,0) = U(z;,0),  Vi(z;,0) = V(z;,0), j=0(1)N
degerleri kullanilarak 5? parametreleri

U(l‘o,O) = 5_1 + 450 + 51,
U(.Tl,O) = 50 + 451 + (527

U(.I'Q, O) = 61 —+ 452 + (53,

U(xn-1,0) = 6ny_2 +40n_1 + In,

U(.IN, 0) = 5N—1 + 45}\7 + 5N+1
ve benzer sekilde O'? parametreleri icin de

V(l’(), O) = 0_1 + 40’0 —+ gy,
V(xl, 0) = 0o+ 4(71 + 09,

V(Z’Q, O) =01 + 40'2 -+ g3,

V(JIN_l, O) = O0ON—-2 + 40'N_1 + OnN,

V(zy,0) =on_1 +4oy +onpa

(N + 3)-bilinmeyenli (N + 1)-tane denklemden olugan denklem sistemleri elde edilir.
Bu denklem sistemlerinde U;; ve V# sinirlardaki degerleri kullanmilarak d_1, dny1,
0_1 ve ony sistemden yok edilerek (/N + 1)-bilinmeyenli (N + 1)-tane denklemden

olugan karesel denklem sistemleri elde edilir. Bu denklem sistemleri matris formunda
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6 do Uo
1 41 9 Uy
1 4 1 ) U.
=] (3.2.2.7)
1 4 1 5]\[_1 UN_1
6 on Un
ve _ o _ _ _
6 0o ‘/0
1 4 1 o1 Vi
1 4 1 o V-
= (3.2.2.8)
1 4 1 ON_1 V-1
6 ON VN

olarak yazilabilir. Bu sistemler kolayca coziilerek baglangic parametreleri bulunur.
Boylece (3.2.2.6) denklem sistemi kullamilarak istenilen ¢ zamanimdaki
yaklagik ¢oziimler hesaplanabilir.

(3.2.2.6) denklem sistemindeki lineer olmayan terimlere, her bir zaman adiminda
Boéliim 2’ de (2.2.1.9) ve (2.2.1.10) ile verilen iterasyon formiilleri 3-5 defa uygulanarak
Uy ve Vi yaklagik ¢oziimleri iyilegtirildi.

Kararliik Analizi

Bu yontemin uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagiminin kararhilik
analizi de Galerkin yontemindekine benzer sekilde incelenir.  Coupled KdV
denkleminin lineer olmayan UU,, V'V, ve UV, terimlerini lineerlestirmek icin U
ve V yerine A gibi bir sabit alinirsa B ve B1 matrislerinin genellestirilmig satirlar
%(—24, —600, —960, 960, 600, 24) olarak elde edilir. Boylece (3.2.2.6) denklem

sisteminin m. genellestirilmis satirlari,

_h AAt At _ bAt
71_60’ V2 = 10 73_h2’ 74—20,
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ar = 107 + 7270 + 34,

g = 57y + 1800v2a + 3a,
a3 = 3027y, + 2880v2a — 8v3a,
ay = 3027, — 2880v2a + 8vsa,
as = 57v1 — 1800v2a — ~vsa,

ag = 107 — 72%a — 130,

Br = 10y, — 3672 — 73,

Ba = 571 — 90072 — 73,

Bs = 3027y, — 14407, + 873,
B4 = 3027, + 1440, — 873,
Bs = 5771 + 90072 + 73,

56 = 10"}/1 + 36’}/2 + 3
olmak fizere,

0™ 4 agd™ Y s 4 a0t st + agdmth 4+ 129,07 4 300740
+ 48074075 — 480400t — 300,07y — 12400t = @l o + a5l 1 + b+
30y, + 20, o+ 10, o — 12v40,, 5 — 300740, | — 480140, + 48040, 1+

300740, 10 + 12740, . 5
ve

1 1 1 1 1 1
Bropty + Boop 48507 + Baopt 4 Bsomly + Beopis

= B0y o+ P50, 1 + 840y, + B30 1 + B20,, 40 + B0y, 13

dir. Bu genellestirilmig satirlarda Boltiim 2’ de (2.2.1.11) ile verilen esitlikleri yerlerine

yazilir ve Euler formiilii kullanilirsa,
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p1 = (302 + 10 cos(3p) + 67 cos(2¢) + 359 cos(p) + 10isin(3¢) + 47isin(2¢p)
+ 245i sin(¢) )71,
p2 = (2880 — 72 cos(3p) — 1728 cos(2¢) — 1080 cos(p) — 72isin(3¢p)
— 1872i sin(2¢) — 4680i sin(p))ays,
p3 = (—8 — cos(3¢) + 9cos(p) — isin(3p) — 2isin(2¢) + Tisin(p))ays,
ps = (480 — 12 cos(3¢) — 288 cos(2¢) — 180 cos(yp) + 12i sin(3¢p)
— 312isin(2¢) — 780i sin(p)))v4,
ps = (—1440 4 36 cos(3¢) + 864 cos(2¢) + 540 cos(p) + 36i sin(3p)
+ 936 sin(2¢) + 2340i sin(p))7e,
pe = (8 4 cos(3¢) — 9cos(p) + isin(3¢p) + 2isin(2p) — Tisin(p))7s,
C1 = p2+ ps3,

C2 = Ps5 + Pe

olmak tlizere

[(p1 +c1)g = (p1 — )| P + [(pag + pa)]W =0

[(p1+ c2)g — (p1 — c2)]W =0

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin P ve W’ ya gore agikar olmayan
en az bir ¢oziimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter sart sistemin katsayilar matrisinin

determinantinin sifir olmasidir. O halde
(p2 4+ iprcr +ipica — c1¢2)q® — (207 + 2¢1¢0)q + p —ipicy — ipica — cicp = 0

olup buradan

qul—icl qzﬂl—icz
' p1+icy’ 2 p1+icy
bulunur. Boylece |¢1] = 1 ve |g2] = 1 oldugu agikca goriiliir.  Dolayisiyla,

Petrov-Galerkin yonteminin uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagimi

sartsiz kararhdir.
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Niimerik Coziumler

Bu kisimda, Petrov-Galerkin sonlu eleman yontemiyle yukarida verilen ii¢ model
problemin niimerik c¢oziimleri bulundu.  Problem 1 icin tiim hesaplamalar,
A = 0.5 olmak tizere, a ve b katsayilarimin farklh degerleri icin —25 < x < 25
araliginda yapildi. Tablo 3.18-3.21" de, a = —0.5 ve b= 3 ile a = —0.125 ve b = —3
icin farkli konum ve zaman adimlarinda hesaplanan I; ve I, korunum sabitleri ile
birlikte Ly ve Lo, hata normlari verildi. Tablo 3.18 ve 3.19, a = —0.5 ve b = 3 igin
farkli konum ve zaman adimlarinda hesaplanan korunum sabitleri ile hata normlarimni
gostermektedir. Tablolardan konum ve zaman adimlar kiictildiikce Lo ve L., hata
normlarminin onemli 6l¢iide degismedigi goriilmektedir. Tablo 3.18” de verilen I; ve
I, korunum sabitlerinin ¢t = 0 ve t = 20’ deki degisimi, A = 0.2 i¢in At = 0.05 iken
sirastyla %0.512 x 1072 ve %0.134 x 107°; At = 0.01 iken sirasiyla %0.544 x 1073
ve %0.077 x 1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, At zaman adim kiiciildiikce
korunum sabitlerindeki degigimin arttigi goriilmektedir. Tablo 3.19" da verilen [; ve
I, korunum sabitlerinin ¢t = 0 ve t = 20’ deki degigimi, A = 0.1 i¢in At = 0.05 iken
sirastyla %4.659 x 1072 ve %0.968 x 1073; At = 0.01 iken sirasiyla %2.794 x 1073
ve %0.070 x 1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, h = 0.1 icin At zaman adim

kiigiildiikge korunum sabitlerindeki degisimin azaldig1 acikca goriilmektedir.

Tablo 3.18: a = —0.5, b = 3, A = 0.5 ve h = 0.2 igin —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in ntimerik sonuclari.

UN(ZL‘,t) VN([E,t)
At t I I Ly x10° Lo x 10° Ly x 10> Ly x 10°
0.05 0.0 2.000000 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 1.000000 0.008043 0.005264 0.053594  0.037449
10.0 1.999999 1.000000 0.014508 0.008930 0.093799  0.057861
15.0 1.999996 1.000000 0.026745 0.011594 0.127511 0.071811
20.0 1.999990 1.000000 0.043317 0.019848 0.154101 0.078519
0.01 0.0 2.000000 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 1.000000 0.003610 0.002026 0.053590  0.037489
10.0 1.999998 0.999999 0.011686 0.005890 0.093626  0.057792
15.0 1.999995 0.999999 0.025914 0.011505 0.127092 0.071436
20.0 1.999989 0.999999 0.042403 0.019621 0.153717 0.078497
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Tablo 3.19: a = —0.5, b = 3, A = 0.5 ve h = 0.1 i¢in —25 < x < 25 araliginda
Problem 17 in niimerik sonuglari.

UN(l’,t) VN<$,t)
At t I I, Ly x 103 Lo x 103 Ly x 103 L x 103
0.05 0.0 2.000000 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999997 0.999997 0.009231 0.005450 0.106858 0.077220
10.0 1.999986 0.999994 0.027396 0.012932 0.208712 0.140250
15.0 1.999960 0.999993 0.054210 0.023597 0.330640 0.207621
20.0 1.999907 0.999990 0.099254 0.051599 0.416295 0.221646
0.01 0.0 2.000000 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999998 0.999999 0.005903 0.002652 0.107302 0.076676
10.0 1.999992 0.999999 0.024341 0.010431 0.184385 0.116064
15.0 1.999973 1.000000 0.053306 0.020889 0.249200 0.144942
20.0 1.999944 0.999999 0.094503 0.038797 0.293443 0.151818

Tablo 3.20 ve 3.21, a = —0.125 ve b = —3 i¢in farklh konum ve zaman adimlarinda
hesaplanan I ve [, korunum sabitleri ile birlikte Ls ve L., hata normlarimi
gostermektedir. Tablolardan konum ve zaman adimlar kiigiildiikce hata
normlarininin azaldigr goriilmektedir. Tablo 3.20” de verilen I; ve I korunum
sabitlerinin ¢ = 0 ve t = 20 zamanlarindaki degisimi, h = 0.2 i¢in At = 0.05 iken
sirastyla %0.042 x 1073 ve %2.102 x 107°; At = 0.01 iken swrasiyla %0.059 x 103
ve %3.238 x 107° olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, At zaman adimi kiiciildiikce
korunum sabitlerindeki degisimin ¢ok az oranda arttigi goriilmektedir. Tablo 3.21°
de verilen Iy ve I, korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢ = 20 zamanlarindaki degigimi,
h = 0.1 icin At = 0.05 iken sirasiyla %0.315 x 1072 ve %2.227 x 1075; At = 0.01 iken
sirastyla %0.257 x 1073 ve %7.042 x 10~° olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, h = 0.1
icin At zaman adimi kiigiilditkce I;” deki degisimin azaldigi, 15’ deki degisimin ise
arttigr goriilmektedir.

Problem 1’ in a = —0.5, b = 3 i¢cin t = 0, 5, 10, 15 ve 20 zamanlarinda elde edilen
Uy ve Vi cozlimlerinin maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldigi = konum
degiskeninin degerleri Tablo 3.22" de verildi. Tablodan ¢’ nin artan zamanlari i¢in
tek dalganin hemen hemen genligini koruyarak saga dogru hareket ettigi gozlendi.
Ornegin, Uy ¢oziimii icin ¢ = 0’ da dalganm genligi 0.499781 (z = —0.6) iken ¢ = 10’
da 0.499788 (x = 1.9) ve t = 20’ de 0.499815 (z = 4.4); Viy ¢bziimii i¢in ise t = 0’ da
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Tablo 3.20: a = —0.125, b = =3, A = 0.5 ve h = 0.2 igin —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in niimerik sonuclari.

Un(z,t) Vn(z,t)
At t I I, Ly x 10° Lo, x 103 Ly x 103 Lo x 103
0.05 0.0 2.000000 0.500000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0  2.000000 0.500000 0.004872 0.002666 0.041003 0.028652
10.0  2.000000 0.500000 0.012843 0.007701 0.071503 0.043929
15.0  2.000000 0.500000 0.029389 0.018901 0.097061 0.054241
20.0  2.000001 0.500000 0.069759 0.039721 0.121801 0.060141
0.01 0.0 2.000000 0.500000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 0.500000 0.001597 0.001271 0.040942 0.028645
10.0  2.000000 0.500000 0.005441 0.003418 0.071553 0.044134
15.0  2.000000 0.500000 0.014676 0.009392 0.097342 0.054490
20.0 2.000001 0.500000 0.034137 0.018911 0.118655 0.059896
Tablo 3.21: a = —0.125, b = =3, A = 0.5 ve h = 0.1 i¢in —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in ntimerik sonuclari.
Un(x,t) Vn(z,t)
At t I I, Ly x 10° Lo x 10° Ly x10° Ly x 103
0.05 0.0 2.000000 0.500000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 0.500000 0.004833 0.002828 0.079847 0.055588
10.0  2.000001 0.500000 0.015768 0.010203 0.131593 0.084375
15.0  2.000003 0.500000 0.042695 0.025974 0.186782 0.109694
20.0  2.000006 0.500000 0.088596 0.048678 0.236710  0.126405
0.01 0.0 2.000000 0.500000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0  2.000000 0.500000 0.002170 0.001481 0.081361 0.058229
10.0  2.000001 0.500000 0.010746 0.006873 0.135380 0.083077
15.0  2.000003 0.500000 0.030353 0.018515 0.172011 0.094619
20.0  2.000005 0.500000 0.067188 0.036892 0.199799 0.098570
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dalganin genligi 0.204079 (z = —0.6) iken ¢t = 10’ da 0.204083 (z = 1.9) ve t = 20’
de 0.204084 (z = 4.4) olarak hesaplandu.

Tablo 3.22: a = —0.5, b =3, h = 0.1 ve At = 0.01 i¢cin —25 < x < 25 araliginda
Problem 17 in Petrov-Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik sonuclari.

t Konum(x) Genlik(Uy) Genlik(Vy)

0.0 -0.6 0.499781 0.204079
5.0 0.7 0.499994 0.204124
10.0 1.9 0.499788 0.204083
15.0 3.2 0.499983 0.204117
20.0 4.4 0.499815 0.204084

Problem 1" in a = —0.5, b = 3 ve t = 0, 10 ve 20 i¢in elde edilen Uy ve Vy
coziimleri grafiksel olarak Sekil 3.6” da verildi. Sekil 3.6” dan, ¢ artarken dalganin
genligini hemen hemen koruyarak saga dogru hareket ettigi, hata dagilimlar
incelendiginde, Uy icin genligin en yiiksek oldugu x konumu civarinda, Vy icin ise
sag sinir civarinda hata dagilimlarinin biiyiidiigii goriillmektedir.

Tablo 3.23 ve 3.24" de Problem 1’ ina = —0.5ve b= 3 ile a = —0.125 ve b = —3
i¢in elde edilen korunum sabitleri ile L., hata normu, referans [55] de verilen kuintik
B-spline kullanilarak kollokasyon sonlu eleman yontemiyle elde edilen sonuclarla

karsilagtirildi.

Tablo 3.23: a = —0.5, b = 3, A = 0.5, At = 0.01 ve h = 0.1 i¢gin —25 < x < 25
araliginda Problem 17 in Petrov-Galerkin yontemiyle elde edilen niimerik sonuglari
ile referans [55] dekilerin karsilagtirilmas.

Petrov-Galerkin Yontemi [55]

t I I, Lo x 103 I I, Lo x 103
0.0 2.000000 1.000000  0.000000 2.000000 1.000000 0.0
5.0 1.999998 0.999999 0.002652 2.000000 1.000000 0.003
10.0 1.999992 0.999999 0.010431 2.000000  1.000000 0.003
15.0 1.999973 1.000000 0.020889 1.999998  0.999999 0.005
20.0 1.999944  0.999999 0.038797 1.999999  0.999999 0.008
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Sekil 3.6: a = —0.5 ve b = 3 i¢in Problem 1’ in farkli zamanlarda Petrov-Galerkin
yontemi ile elde edilen ntiimerik ¢oziimleri ve ¢ = 20 zamanindaki hata dagilimlari.

Tablo 3.24: a = —0.125, b= —3, A = 0.5, At =0.01 ve h = 0.1 igin —25 < 2 < 25
araliginda Problem 17 in Petrov-Galerkin yontemiyle elde edilen niimerik sonuglari
ile referans [55] dekilerin kargilagtirilmas.

Petrov-Galerkin Yontemi [55]

t [1 [2 Loo X 103 Il [2 Loo X 103
0.0 2.000000 0.500000  0.000000 2.000000  0.500000 0.0
5.0 2.000000 0.500000 0.001481 2.000000  0.500000 0.003
10.0 2.000001 0.500000 0.006873 1.999999  0.500000 0.003
15.0 2.000003 0.500000 0.018515 1.999999  0.500000 0.003
20.0 2.000005 0.500000 0.036892 1.999999  0.500000 0.004
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Problem 2 i¢in tiim hesaplamalar 0 < x < 65 araliginda A\ = 1, Ay = 0.6, v, =
10, v = 30, a = —0.5 ve b = 3 degerleri icin yapildi. Tablo 3.25 ve 3.26” da farkh
zamanlarda farkli konum adimlari i¢in hesaplanan korunum sabitleri kargilagtirildi.
Tablo 3.26" da verilen I; ve I, korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢ = 40 zamanlarindaki
degisimi, h = 0.1 icin At = 0.05 iken swrasiyla %0.055 ve %0.079; At = 0.02
iken sirasiyla %0.152 ve %0.131; At = 0.01 iken sirasiyla %0.153 ve %0.134 olarak
hesaplandi. Bu sonuclardan, At zaman adim kiiciildiikce korunum sabitlerindeki
degisimin arttig1 goriilmektedir. Tablo 3.26” da verilen I; ve I; korunum sabitlerinin
t = 0 ve t = 40 zamanlarindaki degisimi, At = 0.01 i¢in A = 0.1 iken sirasiyla
%0.153 ve %0.134; h = 0.05 iken sirasiyla %0.149 ve %0.133 olarak hesaplandi. Bu
sonuclardan, h konum adimi kiiciildiik¢e korunum sabitlerindeki degisimin azaldig:

goriilmektedir.

Tablo 3.25: a = —0.5, b =3, Ay = 1.0, Ay = 0.6, 11 = 10, 72 = 30 ve h = 0.1 igin
0 <z <65 arahiginda Problem 2’ nin niimerik sonuclari.

At =0.05 At =0.02 At =0.01
t ]1 Ig Il Ig Il _[2
0.0 6.400000 9.728137 6.400000 9.728137 6.400000 9.728137
10.0 6.401407 9.732710 6.400025 9.728197 6.399997 9.728136
20.0 6.402611 9.736916 6.400039 9.728260 6.399984 9.728128
30.0 6.404432 9.741409 6.400458 9.728313 6.400394 9.728138
40.0 6.396472 9.735778 6.390296 9.715426 6.390217 9.715142

Tablo 3.26: a = —0.5, b =3, Ay = 1.0, Ay = 0.6, 7, = 10, 75 = 30 ve At = 0.01 i¢in
0 < 2 <65 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuglari.

h=0.1 h =0.05
t I P I I
0.0 6.400000 9.728137 6.400000 9.728137
10.0  6.399997 9.728136 6.399999 9.728172
20.0 6.399984 9.728128 6.399989 9.728136
30.0 6.400394 9.728138 6.400425 9.728167
40.0 6.390217 9.715142 6.390477  9.715162
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Problem 2’ nin a = —0.5, b =3 ve t = 0, 15, 20, 25 ve 40 i¢in elde edilen Uy ve
Vn coztimleri grafiksel olarak Sekil 3.7 ve 3.8 de verildi. Uy ve Vy ¢oziimleri icin
verilen grafiklerde iki pozitif tek dalganin girigsimi gézlendi. Ornegin, Uy igin verilen
¢oziim grafiginde, t = 0 zamaninda tek dalgalardan biiytik dalganin genligi 1.999809
ve kii¢iik dalganin genligi 0.719936 dir. Bu dalgalarin tepe noktalarinin konumlar:
sirasiyla x = 10.5 ve z = 29.20 dir. Grafiklerden goriildiigii tizere, ¢ = 0 zamaninda
biiyiik genlige sahip dalga kiigiik genlige sahip dalganin solundadir. Zaman arttikca
her iki dalga saga dogru hareket etmektedir. Yaklagik ¢ = 25 zamaninda iki dalganin
girisiminde biiyiik dalganin kii¢iik dalgay1 icerdigi goriilmektedir. Zaman ilerledikce
biiyiik dalganin, kiigiik dalgadan ayrilarak one gectigi ve her iki dalganin ilerlemeye
devam ettigi gozlendi. Bu durum ¢ = 40 zamani icin grafikte gosterildi. ¢ = 40
zamaninda kiigiikk dalganin tepe noktasinin z = 37.60 konumunda ve genliginin
0.656262, biiyiik dalganin ise tepe noktasinin x = 52.50 konumunda ve genliginin
2.121552 oldugu gortlmektedir.

Vy ic¢in verilen ¢oziim grafigi incelendiginde, ¢ = 0 zamaninda biiyiik dalganin
genligi 0.816465 ve kiicik dalganin genligi 0.293926 dir. Bu dalgalarin tepe
noktalarinin konumlar1 sirasiyla x = 10.5 ve x = 29.20 dir. Grafiklerden goriildiigii
lizere, t = 0 zamaninda biiytik genlikli dalga kii¢lik genlikli diger dalganin solundadir.
Zaman arttikca her iki dalga saga dogru hareket etmektedir. Yaklagik ¢ = 25
zamaninda iki dalganin girigiminde biiyiik dalganin kiigiik dalgay1 icerdigi
goriilmektedir. Zaman ilerledikce biiyiik dalganin, kii¢iik dalgadan ayrilarak one
gectigi ve her iki dalganin ilerlemeye devam ettigi gozlendi. Bu durum ¢ = 40
zamani icin grafikte gosterildi. ¢ = 40 zamaninda kii¢iik dalganin tepe noktasinin
r = 39.1 konumunda ve genliginin 0.113989, biiylik dalganin ise tepe noktasinin
x = 52.50 konumunda ve genliginin 0.796943 oldugu gorilmektedir. Uy ve Vi
¢oziim grafikleri incelendiginde her iki ¢oziim i¢in iki pozitif dalganin girisiminden
sonra dalgalarin genliklerinde bozulmalar oldugu goriilmektedir.

Problem 3 i¢in tiim hesaplamalar, a ve b katsayillarimin a = —0.5 ve b = 3
degerleri icin —50 < x < 150 araliginda yapildi. Tablo 3.27 ve 3.28’ de farklhh konum
ve zaman adimlar1 i¢in hesaplanan korunum sabitleri ile ilgili karsilagtirmalar verildi.

Tablo 3.27 de verilen I; ve Iy korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢ = 50 zamanlarindaki
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Sekil 3.7: Problem 2" nin farkli ¢ zamanlarinda U i¢in Petrov-Galerkin yontemi ile
elde edilen niimerik ¢oziimleri.
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Sekil 3.8: Problem 2’ nin farkli ¢ zamanlarinda V' igin Petrov-Galerkin yontemi ile
elde edilen niimerik ¢oziimleri.

123



degisimi, h = 0.1 igin At = 0.02 iken sirasiyla %0.648 ve %3.910; At = 0.01 iken
sirastyla %0.961 ve %3.802 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, At zaman adimi
kiigiildiikge korunum sabitlerinden /5" deki degisimin azaldigi, I;” deki degisimin ise
arttigr goriilmektedir. Tablo 3.28" de verilen I} ve Iy korunum sabitlerinin ¢ = 0
ve t = 50 zamanlarindaki degigimi, At = 0.01 i¢gin h = 0.2 iken sirasiyla %1.006 ve
%3.694; h = 0.1 iken sirasiyla %0.961 ve %3.802; h = 0.0625 iken sirasiyla %0.952 ve
%3.807 olarak hesaplandi. Bu sonuglardan, konum adimi A kiigiildiginde I’ deki

degisimin azaldigi, I,” deki degisimin ise arttigr goriilmektedir.

Tablo 3.27: a = —0.5, b = 3 ve h = 0.1 i¢in —50 < x < 150 araliginda Problem 3’
iin niimerik sonuglari.

At = 0.02 At = 0.01
t Il IQ Il IQ
0.0 17.724539  37.599425 17.724539  37.599425
10.0 17.726449 37.574418 17.730068  37.595887
20.0 17.340983 37.141973 17.342614  37.165627
30.0 17.132643 36.760420 17.124056  36.794745
40.0 17.445640 36.277575 17.423566 36.346199
50.0 17.609657 36.129196 17.554265 36.170069

Tablo 3.28: a = —0.5, b = 3 ve At = 0.01 i¢in —50 < z < 150 araliginda Problem
3’ iin nimerik sonuclari.

h=0.2 h=0.1 h = 0.0625
t ]1 ]2 Il ]2 ]1 ]2
0.0 17.724539 37.599425 17.724539  37.599425 17.724539  37.599425
10.0  17.728577 37.596527 17.730068  37.595887 17.730612  37.595874
20.0 17.346872 37.160411 17.342614  37.165627 17.340419 37.167530
30.0 17.129037 36.785116 17.124056  36.794745 17.121112  36.796178
40.0 17.407057 36.364671 17.423566 36.346199 17.420679 36.347103
50.0 17.546287 36.210334 17.554265 36.170069 17.555830 36.167930

Problem 3’ iin a = —0.5, b = 3 igin t = 0, 20, 40 ve 50 zamanlarinda elde edilen
Uy ve Vi coziimleri grafiksel olarak Qekil 3.9 ve 3.10” da verildi. Bu grafiklerde, t =0

zamaninda x = 0 konumlarinda 1.0 genliklere sahip birer tek dalga gortilmektedir.
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t = 50 zamanina gelindiginde bu tek dalgalarin geride degisik genliklerde ¢ok sayida

dalga olusturarak saga dogru ilerledigi gozlendi.

35
1.4 p— t=20
1.0 = 304
0.9
08l 25
074 2.0
_ 06 =
2 05 Z 159
z =)
S 044 1.04
03]
0.2 05
014 0.0
0.0
0.1 T T T T T T T 0.5 T T T T T T T
50 25 0 25 50 75 100 125 150 50 25 0 25 50 75 100 125 150
X X
(a) (b)
35 35
t=40
3.0 3.0 =50
25 25
2.0 2.0
=
X 15 3 15
B =
104 > 104
05 05
0.0 . 0.0
0.5 T T T T T T T 05 T T T T T T T
50 25 0 25 50 75 100 125 150 50 25 0 25 50 75 100 125 150
X X
(c) (d)

Sekil 3.9: Problem 3’ iin farkli ¢ zamanlarinda U icin Petrov-Galerkin yontemi ile
elde edilen niimerik ¢oziimleri.

Problem 3’ iin ¢ = 50 zamaninda olugan bu ardigik dalgalarin konumlar1 ve

genlikleri Tablo 3.29" da verildi.
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Sekil 3.10: Problem 3’ iin farkh ¢ zamanlarinda V i¢in Petrov-Galerkin yontemi ile

elde edilen niimerik ¢oziimleri.

Tablo 3.29: t = 50, a = —0.5, b = 3, h = 0.1 ve At = 0.01 i¢in —50 < z < 150

araliginda Problem 3’ in Petrov-Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik sonuglari.

Konum(z) Genlik(Uy) Konum(z) Genlik(Vy)
Birinci Dalga 88.10 3.363119 88.10 1.386289
Ikinci Dalga 60.60 2.026796 60.70 -0.798583
Uciineii Dalga 43.60 1.083213 43.60 -0.584241
Dordiinci Dalga 11.30 1.037089 11.50 0.475942
Besinci Dalga -25.80 0.725914 -24.20 -0.430341
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3.2.3 Subdomain Yontemi

Bu kisimda, (3.1) ile verilen coupled KdV denkleminin subdomain sonlu eleman
yontemi ile niimerik ¢oziimleri bulundu. Goz 6niine alinan problemin U(z,t) ve
V(z,t) tam ¢ozlimlerine sirasiyla kargihk gelen Un(x,t) ve Viy(z,t) yaklagimlar

Boéliim 17 de (1.4.4.1) ile verilen ¢,,(x) kuartik B-spline fonksiyonlar cinsinden

N+1 N+1
Un(z,t) = Z 0;(t)0;(x),  Vn(z,t) = Z o;(t)¢;(z) (3.2.3.1)

seklinde yazilabilir [8]. Burada d; ve o; belirlenecek olan zamana bagh parametrelerdir.

(1.4.4.1) ile verilen kuartik B-Spline fonksiyonlarina

seklinde tamimlanan lokal koordinat doniigtimii uygulamrsa sadece [, Z,,11] sonlu

elemani tizerinde tanimh
Gm-n = 1 — 46 + 667 —4€° + &,
G = 11 — 126 — 662 4 12¢% — 4¢*,
G = 11 + 126 — 662 — 1263 + 6¢*, (3.2.3.2)
Gmgr = 11 + 126 — 662 — 1263 + 6¢4,
Pz = &
kuartik B-spline baz fonksiyonlar elde edilir. [z, Z;,+1] elemam tizerinde diger

tiim B-spline degerleri sifir oldugundan (3.2.3.2) denklemi ile verilen kuartik baz

fonksiyonlar: cinsinden (3.2.3.1) yaklagimlar

Un(z,t) = Z 0;(1)¢5(x),  Vn(z,t) = Z 0;(t)¢; () (3.2.3.3)

olarak yazilabilir. (3.2.3.2) B-spline degerleri, (3.2.3.3) yaklagimlarinda yerlerine
yazilirsa x,, noktasinda Uy ve Vx’ nin kendilerinin ve x’ e gore birinci, ikinci ve

ticlincii mertebeden tiirevlerinin 9§, ve o, parametrelerine gore noktasal degerleri

¢m—2 =1, Cbm—l =11, ¢m =11, ¢m+1 =1,
UN(.Tm,t) == Um == 5m—2 + 11§m—1 + 116m —+ 5m+17

VN(xm,t) = Vm = Om_9 + 110’m,1 + 110'm -+ Om+15
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4

U E(_(sm—2 - 36m—1 + 35m + 5m+1)7
4

V = h(—am_g —30m-1+30m + Omi1),
12

Up = 75 On-2 = ot = O+ Os), (3.2.3.4)
12

V hQ(Um 2 — Om—1 _Um+am+1)7
24

U h‘;( 5m—2 + 35m—1 - 35m + 6m+1)7
24

Vm h3( Om—2 + 30'm 1 — 30’m + O'm+1)

olarak bulunur. Burada m = 0(1)N olup iist indis z’ e gore tiirevi gosterir.
Bélim 2’ de (2.2.3.1) ile verilen W, agirlik fonksiyonu (3.2.1) de yerine yazilirsa

her bir [z, T;,11] araligl lizerinde
Tm+1
/ (Uy — 6aUU, — 2bVV, — aU,y,) dz =0, (3.2.3.5a)

Tm+1
/ (Vi + 30UV, + Vige) dz =0 (3.2.3.5b)

m

denklemleri elde edilir. (3.2.3.5) denklem sisteminin birinci denklemindeki integralleri
hesaplamak icin 6nce h§ = x — z,, lokal koordinat doniisiimii uygulanir ve sonra
Un ve Vy yaklagimlarindaki ¢; yerine (3.2.3.2) ile verilen kuartik baz fonksiyonlar

X . .
almirsa, [*""' Uydx integrali,
m

Tm41 1 1 .
/ Udr = h/ U,dé = h/ [Om—o(1 — 4€ +6£% — 4% + €4+
Tm 0 0

Om_1(11 — 126 — 662 +12€% — 464+
S (11 + 126 — 662 — 126 + 6¢4)+
Oma1 (1 + 4E 4 662 4+ 483 — 4EY) + b, y0(€Y)]dE

h . ) ) ) .
- 5(5m72 + 265m71 + 66(5m + 26(5m+1 + (SerQ)

olarak elde edilir. Denklemde 4 yerine Boliim 2’ de (2.2.3.3) ile verilen sonlu fark

yaklagimi yazilirsa
Tm+1
/ Usde = =2 [(5™L — 67 ) 4 26(571 — a7 ) + 66(5™+ — 67 )+

26(5%111 — Opi1) + (52#2 — Opi2)]
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bulunur. f;::“ 6aUU,dx integrali, Z,, = U olmak tizere, hesaplanirsa
ITm+1 1
/ 6aUU,dz = 6aZ,y, / Uedé = 6aZ,[U);,
Tom 0

= 6aZpn (61 + 110, + 116,41 + Opsa)—
(Om—2 + 110p-1 + 110, + 6mp1)]

= GCLZm[—(Sm_g — 10(5m_1 + 105m+1 + (Sm_;,_g]

seklinde elde edilir. Bu egitlikte ¢ yerine Boliim 2’ de (2.2.3.4) ile verilen sonlu fark

yaklagimi yazilirsa
Tm+1
10(t + 0ir) + (O + 050
bulunur. (3.2.3.5a) denklemindeki diger terimler, G, = V olmak {izere,
Tm41 1
/ 20VV,dx = Qme/ Vedé = 20G,, [V,
T 0
= 220G, [(0m—1 + 110, + 110141 + i) —
(Om—2 4+ 110p—1 + 118, + g1
bu esitlikte o yerine Boliim 2’ de (2.2.3.7) ile verilen sonlu fark yaklagimi yazilirsa
Tm+1
/ 20V Vydr =bGp[— (o4, + ol ) — 10(a™, + o )+
10(021111 + o) (0%112 + o)

elde edilir.

Tm41 a 1 a 1
/x aU,p.dr = ﬁ/o Ueeed§ = ﬁ[U&]o

12a
s
12a
e

[(5m—1 - 5m - 5m+1 + 5m+2) - (5m—2 - 5m—1 - (5m + (5m+1)]
[(—=0m—2+ 201 — 2011 + Oma2)]

olarak elde edilir. Bu esitlikte 0 yerine (2.2.3.4) ile verilen sonlu fark yaklagim

yazilirsa

Tm+1 6
/ aUggpdr = h_c;[_((s?,;g + 6m_a) + 2(57?;:11 +0m1) — 2(55;11 + 5:Ln+1)+

(5772112 + Opm2)]
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elde edilir. Yukarida hesaplanan tiim integraller (3.2.3.5a) denkleminde yerlerine
yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

L h 6a L 26h 124 66

5;3*_2[@ + 3aZ,, + ﬁ] + 6;;*_1[@ +30aZ,, — ﬁ] + 5:;*1[E]+
Tl — 807, + o) 4 A 80z, — o] on G+
o 106G ] + o [=100G ] + o [—bG] (3.2.3.6)
— 5;;_2[% —3aZ,, — %] + 5;;_1[% —30aZ,, + f—fh
5;3[%] + 6g+1[% + 30aZm—1§—f] + 6;‘”2[% +3aZ,, + 2—2]+

021—2[_me] + U?n—l[_lOme]'f'gzﬂ-l[lOme] + 02@—1-2 [me]

denklem sistemi elde edilir.
Benzer sekilde (3.2.3.5) denklem sisteminin ikinci denklemindeki integraller

hesaplanirsa
Tm+1 ! h . : : : :
/ Vidx = h/ Vid¢é = 3(0’m_2 + 260,,-1 + 660, + 260,41 + Tma2)
T 0

bulunur. Bu esitlikte o yerine Boliim 2’ de (2.2.3.6) ile verilen sonlu fark yaklagimi

yazilirsa

m

Tm+1 h
[ Vide = (o = o) + 26007 — o) + 66(03 T — o)+
26(a, 7y = Omgr) F (0055 — o))
elde edilir. f;;”“ 3UV,dx integrali hesaplanirsa

Tm+1 1
/ 3UV,dx =37, / Vedé = 32, V]S
Tm, 0

=3Zm|(Om-1 + 1oy + 110p11 + Opy2)—
(Om—2 + 110pm—1 + 1100, + Omp1)]

:3Zm[—0'm_2 — ]_OO'm_l + 100m+1 + 0m+2]
bulunur. Bu esitlikte o yerine (2.2.3.7) ile verilen sonlu fark yaklagimi yazihirsa
e 3 n+1 n n+1 n

3UVdx = §Zm[—(am72 +ol o) —10(c " + ol )+

10(03#1 +oni) (02112 + omta)]
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elde edilir. (3.2.3.50) denklemindeki diger terimler hesaplanirsa

12
hQ[

Om—2 + 20m-1 — 2011 + Omi2)

T +1 1 1
| Vet = 5 [ Viseds = Ve -

ve yine o yerine (2.2.3.7) ile verilen sonlu fark yaklagimi yazilirsa

Tm+1 6
/ Viaodr = ﬁ—(a&tz o o)+ 200 +on ) = 2(0mth + o)+

CHARE ]

bulunur. Yukarida hesaplanan tiim integraller (3.2.3.5b) denkleminde yerlerine yazihr
ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

h 3 6 26h 12 66

n+1 _Zm__ n+1 ——15Z n+lr_ -~

vl pal tomalp g ozl o I5a
1. 26 12, ... h 3 6
Omiln; +15Zm — 5]+ onlale + 5 Zm + 3] (3.2.3.7)

ho3 6 26h 12

" e 22 4 0" [ 415, — —
Om-slgpg ¥ 5%m + al tomalg +10 et

9 12 h
66 0 (2o . 3 6

7nlgag tomilzar - il T omizlgag — g %n gl

denklem sistemi elde edilir. Burada

Zm = Om—o + 1101 + 110, + Opr1,

Gn=0m o+ 110y 1+ 1loy, + 0t

dir. Z,, ve G,,” nin lumped degeri

Um + Um+1 Vm + Vm+1
2 ’ 2

kullanilarak elde edilir. Boylece

(Om—2 + 12001 + 2205, + 120,041 + d1n12)

Zm = )
2

o - (Om—2 + 1201 + 220, + 12041 + Opni2)
" 2

olur. Boylece (2N + 10)-bilinmeyenli (2N + 2)-tane denklemden olugan cebirsel
denklem sistemi elde edilir. (3.2.3.4) yaklagimlarmda U,,, V,,, U,, ve V., smirlardaki
degerleri kullanilarak §_o, 0_1, dny1, Oni2, 09, 0_1, ON11 V€ Onio parametreleri
sistemden yok edilirse (2N + 2) x (2N + 2)-boyutlu karesel cebirsel denklem sistemi
elde edilir.
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Iterasyona baglanabilmesi icin 6° ve o° baslangic parametreleri gerekmektedir.
5% ve ¢ parametreleri problem ile verilen baslangic ve smir sartlarn kullanilarak
asagidaki bicimde hesaplanabilir.

t =0 i¢in (3.2.3.1) yaklasimlar

N+1 N+1
Un(z,0)= Y 8)¢;(x),  Vi(z,0)= > o)¢;(z)
j==2 j==2

olur. Baglangi¢ sartlarinin z; digiim noktalarindaki
Un(z;,0) = U(x;,0),  Vn(z;,0) = V(z;,0), j=0(1)N

degerleri kullanilarak d7 ve of parametreleri i¢in (N 4 4)-bilinmeyenli (N + 1)-tane
denklemden olusan denklem sistemleri elde edilir. (3.2.3.4) yaklasimlarinda U, ,
anl, U;,/L ve Vﬂ'; sinirlardaki degerleri kullanilarak 0 o, d_1, dn11, 09, 0_1 Ve oni1
parametreleri denklem sistemlerinden yok edilirse (N + 1)-bilinmeyenli (N + 1)-tane

denklemden olugan denklem sistemleri elde edilir. Bu denklem sistemleri

18 6 do Uo
1.5 115 1 5 U,
111 11 1 o | U (3239
1 11 11 1| | oy Un-1
] 2 48| | o | | Uy |
ve _ _ _ _ _
18 6 70 7
115 115 1 o1 1%
ot A V2 (3.2.3.9)
1 11 11 1| | ona Vi1
2 14 8| on V|

olarak elde edilir. Bu sistemler kolayca coziilerek baslangic parametreleri bulunur.
Boylece (3.2.3.6) ve (3.2.3.7) denklem sistemlerinde baglangic parametreleri

kullanilarak istenenilen ¢ zamanindaki yaklagik ¢oztimler iterasyon yardimiyla elde

edilir.
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(3.2.3.6) ve (3.2.3.7) denklemlerinin lineer olmayan terimlerine, her bir zaman
adiminda Boliim 2’ de (2.2.1.9) ve (2.2.1.10) ile verilen iterasyon formiilleri 3-5 defa

uygulanarak Uy ve Vi yaklagik ¢oztimleri iyilestirildi.

Kararlihik Analizi

Bu yontemin uygulanmasiyla elde edilen yaklagimin kararlilik analizinin
incelenmesinde Galerkin ve Petrov-Galerkin yonteminde oldugu gibi von Neumann
kararlilik analizi kullamldi.  (3.2.3.6) ve (3.2.3.7) denklem sistemlerinin m.

genellegtirilmis satirlari,

3 6
= — = —Zm’ = -, —= me7
ha! SAL "2 5 73 2 4

o =71+ 270 + 30,

ag = 2671 + 20720 — 273a,
ag = 6671,

oy = 26 — 2072a + 273a,

Qs = Y1 — 2720 — Y34,

br=m—"72— s,

P2 = 2671 — 1072 + 273,
B3 = 6671,

P = 2671 + 1072 — 273,
Ba=v+v+7s

olmak fizere,

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
além—Z + Oéz(sm—l + a35m + a45m+1 + O555m—|—2 + 40,0 + 10740m—1
—10 n+l n+l __ §n + sn + sn 4 5n + o
Va0m41 — Va0mq2 = Q50 o T Q40p, 1 T 30, T Q20,11 T Q10,49
n n n n
= V40— — 107405, 1 + 107407, 1 + 7405, 19

ve

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
bio,, "y + baoy U Hbso) T + byo) o+ bso

= bs0,,_o + bsoy, 1 + bsoy, 4+ booy 4 Doy, o
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dir. Bu genellestirilmis satirlarda Boliim 2’ de (2.2.1.11) ile verilen esitlikleri yerlerine

yazilir ve Euler formiili kullanilirsa,

66 4 2 cos(2¢) + 52 cos(¢))1,

4sin(2¢) — 40sin(p))ays,

(
) —

2sin(2¢p) + 4sin(p))ays,
)

2sin(2¢) — 20sin(p))v4,

2sin(2¢) + 20sin(p) )72,

= (
(=
(=
(=
( )

(2sin(2) — 4sin(p))7s,

C1 :102+1037

C2 = P5 + P6

olmak tuzere

[(p1 4+ c1)a = (pr — )P + [(pag + pa)]W =0

[(p1 + c2)g — (p1 — c2)]W =0

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin P ve W’ ya gore agikar olmayan
en az bir ¢oziminin olmasi i¢in gerek ve yeter sart sistemin katsayilar matrisinin

determinantinin sifir olmasidir. O halde
(p2 4+ ipicy +ipica — c162)q® — (207 + 2¢1¢0)q + p? —ipicy — ipica — cicp = 0

olup buradan
p1 — iCy P —ic

Q1_p1—|—icl7 qz_p1+i62

bulunur. Boylece |¢1| = 1 ve |g2| = 1 oldugu agik¢a goriiliir. Dolayisiyla, subdomain
yonteminin uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagimi sartsiz kararhdir.
Niimerik Cozimler

Bu kisimda, subdomain sonlu eleman yontemiyle yukarida verilen ii¢ model
problemin niimerik ¢oziimleri elde edildi. Problem 1 i¢in tiim hesaplamalar, A = 0.5

olmak tizere, a ve b katsayilarinin farklh degerleri i¢cin —25 < z < 25 araliginda
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yapildi. Tablo 3.30-3.35, a = 0.5 ve b = =3, a = —0.5 ve b = 3 ile a = —0.125
ve b = —3 i¢in farkli konum ve zaman adimlarinda hesaplanan /; ve I; korunum
sabitleri ile Ly ve L, hata normlarim gostermektedir. Tablo 3.30 ve 3.31, a = 0.5
ve b = —3 i¢in farklh konum ve zaman adimlarinda hesaplanan korunum sabitlerini
ve hata normlarini gostermektedir. Tablo 3.30" dan konum adim kiigiildiikge hata
normlariminin azaldigi agiktir. Tablo 3.31" den ise zaman adimi kiictildiikge Lo ve

L., hata normlarininin kayda deger ol¢iide degismedigi goriilmektedir.

Tablo 3.30: @ = 0.5, b = =3, A = 0.5 ve At = 0.05 i¢in —25 < z < 25 araliginda
Problem 1’ in ntimerik sonuclari.

Un(z,t) Vn(z,t)

h t I I, Ly x 10% Lo x 103 Ly x 10° Lo x 103
0.2 0.0 2.000000 -0.333333 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999997 -0.333334 1.056517 0.730588 0.573666 0.276848

10.0 2.000005 -0.333323 2.560289 1.534362 1.007773  0.442830

15.0 1.999990 -0.333311 3.388818 2.300894 1.236735 0.684441

20.0 1.999964 -0.333328 3.732485 2.236111 1.014481 0.391266

0.1 0.0 2.000000 -0.333333 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999999 -0.333333 0.265019 0.183003 0.143782 0.069565

10.0 2.000001 -0.333333 0.643919 0.387081 0.252978 0.111876

15.0 1.999997 -0.333332 0.854156 0.583990 0.311440 0.173970

20.0 1.999992 -0.333333 0.939914 0.563296 0.252897 0.098361

0.05 0.0 1.999999 -0.333333 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999999 -0.333333 0.067701 0.046524 0.036700 0.017969

10.0 1.999998 -0.333333 0.162160 0.096139 0.064105 0.028324

15.0 1.999998 -0.333333 0.208025 0.143019 0.076811 0.043135

20.0 2.000002 -0.333333 0.214226 0.127705 0.056365 0.021197

Tablo 3.30° da verilen I; ve Iy korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve t = 20 zamanlarindaki
degisimi, At = 0.05 icin h = 0.2 iken swrasiyla %1.824 x 1073 ve %1.493 x 1073;
h = 0.1 iken sirasiyla %0.376 x 1072 ve %0.063 x 1073; h = 0.05 iken sirasiyla
%0.137 x 1072 ve %0.027 x 1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, h konum adimi
kiigiildiikge korunum sabitlerindeki degisimin azaldig1 acikca goriilmektedir. Tablo
3.31" de verilen I; ve Iy korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve t = 20 zamanlarindaki
degisimi, h = 0.05 icin At = 0.05 iken swrasiyla %0.137 x 1073 ve %0.027 x
1073; At = 0.02 iken srasiyla %0.149 x 1073 ve %0.036 x 1073; At = 0.01 iken
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Tablo 3.31: a = 0.5, b = =3, A = 0.5 ve h = 0.05 igin —25 < x < 25 araliginda
Problem 17 in niimerik sonuglari.

UN<$,t) VN(I',t)

At t [1 IQ LQ X 103 Loo X 103 L2 X 103 Loo X 103

0.05 0.0 1.999999 -0.333333 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999999 -0.333333 0.067701 0.046524 0.036700  0.017969
10.0 1.999998 -0.333333 0.162160 0.096139 0.064105 0.028324
15.0 1.999998 -0.333333 0.208025 0.143019 0.076811 0.043135
20.0 2.000002 -0.333333 0.214226 0.127705 0.056365 0.021197

0.02 0.0 1.999999 -0.333333 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999999 -0.333333 0.066070 0.045730 0.035834 0.017316
10.0  2.000000 -0.333333 0.161108 0.097245 0.063184  0.028014
15.0 2.000004 -0.333333 0.215255 0.147041 0.078303  0.043745
20.0 2.000002 -0.333333 0.239607 0.143706 0.064569  0.025622

0.01 0.0 1.999999 -0.333333 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 -0.333333 0.065865 0.045611 0.035715 0.017227
10.0  2.000000 -0.333333 0.161020 0.097418 0.063078  0.027980
15.0 2.000004 -0.333333 0.216430 0.147681 0.078584  0.043854
20.0 1.999998 -0.333333 0.243296 0.145984 0.065825  0.026510

sirastyla %0.054 x 1073 ve %0.036 x 1072 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan,
At zaman adimi kiigiildiikge korunum sabitlerindeki degigimin hemen hemen ayni
kaldig1 anlagilmaktadir.

Tablo 3.32 ve 3.33" de, a = —0.5 ve b = 3 i¢in farklh konum ve zaman adimlar:
icin Ly ve L., hata normlar ile I; ve Iy korunum sabitleri verildi. Tablolardan
konum ve zaman adimlar kiiciildiikge hata normlarininin azaldigr aciktir. Tablo
3.32” de verilen I; ve Iy korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢t = 20’ deki degigimi, At =
0.05 icin h = 0.2 iken sirasiyla %0.954 x 1072 ve %0.149 x 1073; h = 0.1 iken
sirastyla %0.161 x 1072 ve %0.012 x 1073; h = 0.05 iken sirastyla %0.095 x 1073 ve
%0.048 x 1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, konum adimi A = 0.2" den h = 0.1
kiictildiigiinde korunum sabitlerindeki degisimin azaldigi ancak h = 0.05 oldugunda
h =0.1" e gore I;’ deki degisimin azaldig1 5’ deki degigimin ise arttigi goriilmektedir.
Tablo 3.33” de verilen Iy ve I korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢t = 20’ deki degisimi,
h = 0.1 icin At = 0.05 iken sirasiyla %0.095 x 1072 ve %0.048 x 1073; At = 0.02 iken
sirastyla %0.036 x 1073 ve %0.042 x 1073; At = 0.01 iken sirasiyla %0.018 x 1073 ve
%0.077 x 1073 olarak hesaplandi. At = 0.05 den At = 0.02" ye kiiciildiigiinde
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korunum sabitlerindeki degigimin azaldigi, ancak At = 0.01 oldugunda At = 0.02’

ye gore I’ deki degisimin azaldigi, I,” deki degisimin ise arttigir goriilmektedir.

Tablo 3.32: a = —0.5, b = 3, A = 0.5 ve At = 0.05 i¢in —25 < z < 25 araliginda
Problem 1’ in ntimerik sonuclari.

UN(x,t) VN(QT,t)

h t I I, Ly x 10° Lo x 103 Ly x 10% Lo x 103

0.2 0.0 1.999999 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 1.000001 0.405941 0.249974 0.316359 0.184119

10.0 1.999993 1.000001 1.595413 0.903130 0.611931 0.359198

15.0 1.999993 1.000000 2.861459 1.559130 0.782643 0.427208

20.0 1.999980 0.999998 3.304344 1.755328 1.050628 0.498591

0.1 0.0 2.000000 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999999 1.000000 0.101144 0.062934 0.080143 0.046650

10.0 1.999999 1.000000 0.401171 0.228332 0.154988 0.091166

15.0 1.999998 1.000000 0.721493 0.393774 0.196852 0.107933

20.0 1.999997 1.000000 0.830116 0.441468 0.264377 0.125586

0.05 0.0 2.000000 0.999999 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999999 0.999999 0.025526 0.016940 0.020856  0.012170

10.0 1.999998 0.999999 0.101119 0.057669 0.040139 0.023716

15.0 2.000001 0.999999 0.183456 0.100001 0.049632 0.027621

20.0 1.999998 0.999999 0.208463 0.110519 0.066440 0.031778

Problem 1" in a = —0.125 ve b = —3 igin farklh konum ve zaman adimlarinda
hesaplanan [y ve I, korunum sabitleri ile L, ve L., hata normlar1 Tablo 3.34 ve
3.35" de verildi. Tablolardan konum ve zaman adimlar1 kiigiildiikge Lo ve L
hata normlariminin azaldig1 gortilmektedir. Tablo 3.34” de verilen I; ve I korunum
sabitlerinin ¢ = 0 ve t = 20 zamanlarindaki degisimi, At = 0.05 i¢in h = 0.1 iken
sirastyla %0.036 x 1073 ve %0.185 x 107%; h = 0.05 iken sirasiyla %0.0 x 1071°
ve %3.576 x 107° olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, A konum adim kiiciildiikce
korunum sabitlerindeki degisimin kayda deger sekilde azaldig1 goriilmektedir. Tablo
3.35” de verilen I; ve I, korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve t = 20 zamanlarindaki
degisimi, h = 0.05 icin At = 0.05 iken sirastyla %0.0 x 107*° ve %3.576 x 1075;
At = 0.02 iken sirasiyla %1.788 x 107° ve %1.192 x 107°; At = 0.01 iken sirasiyla
%0.0 x 1071% ve %2.384 x 1075 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, zaman adimi

At = 0.05” den At = 0.02’ ye kiigiildiigiinde ;" deki degisimin arttigr I5" deki
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Tablo 3.33: a = —0.5, b = 3, A = 0.5 ve h = 0.05 igin —25 < x < 25 araliginda
Problem 17 in niimerik sonuglari.

UN(LL',t) VN(x,t)
At t I I, Ly x 103 Lo x 103 Ly x 103 L x 103
0.05 0.0 2.000000 0.999999 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999999 0.999999 0.025526 0.016940 0.020856  0.012170
10.0 1.999998 0.999999 0.101119 0.057669 0.040139 0.023716
15.0 2.000001 0.999999 0.183456 0.100001 0.049632 0.027621
20.0 1.999998 0.999999 0.208463 0.110519 0.066440 0.031778
0.02 0.0 2.000000 0.999999 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0  1.999999 0.999999 0.025269 0.015560 0.019962 0.011611
10.0  1.999998 0.999999 0.100234 0.057053 0.038629 0.022715
15.0 2.000001 0.999999 0.180029 0.098335 0.049182 0.026947
20.0 1.999998 0.999999 0.207310 0.110289 0.066065 0.031355
0.01 0.0 2.000000 0.999999 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999999 0.999999 0.025328 0.015448 0.019840 0.011530
10.0 1.999998 0.999999 0.100203 0.057040 0.038430 0.022578
15.0 1.999999 0.999998 0.179698 0.098213 0.049158 0.026844
20.0 2.000000 1.000000 0.207397 0.110434 0.066089 0.031327

degigimin ise azaldigi goriilmektedir. At = 0.01 oldugunda ise At = 0.02" ye gore
1" deki degigimin azaldigi I,” deki degigimin ise arttigi goriilmektedir.

Tablo 3.36-3.38” de Problem 1’ ina = 05 ve b = -3, a = —0.5 ve b = 3 ile
a = —0.125 ve b = —3 icin elde edilen korunum sabitleri ile L., hata normu, referans
[55] de verilen kuintik B-spline kullanilarak kollokasyon sonlu eleman yontemiyle elde
edilen sonuclarla karsilagtirildi.

Problem 1’ina = 0.5, b = =3 i¢in t = 0, 5, 10, 15 ve 20 zamanlarinda elde edilen
Uy ve Vy cozliimlerinin maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldig1 = konum
degiskeninin degerleri Tablo 3.39" da verildi. Tablodan ¢’ nin artan zamanlar: icin
tek dalganin hemen hemen genligini koruyarak saga dogru hareket ettigi gozlendi.
Ornegin, Uy ¢oziimii icin t = 0’ da dalganm genligi 0.499772 (z = —1.4) iken ¢t = 10’
da 0.499975 (x = 1.1) ve t = 20" de 0.499759 (z = 3.6); Viy ¢Oziimii i¢in ise t = 0’ da
dalganin genligi 0.353473 (v = —1.4) iken ¢ = 10’ da 0.353548 (z = 1.1) ve ¢t = 20’
de 0.353433 (z = 3.6) olarak hesaplandh.

Problem 1’ in @ = 0.5, b = —3 igin ¢ = 20 zamaninda tam ve niimerik ¢oziimler

arasindaki hata dagilimlari grafiksel olarak Sekil 3.117 de gosterildi. Sekil 3.117 den
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Tablo 3.34: a = —0.125, b = =3, A = 0.5 ve At = 0.05 i¢in —25 < x < 25 araliginda
Problem 17 in niimerik sonuglari.

UN(l’,t) VN<$,t)

h t I I, Ly x 103> Lo x 103 Ly x 103 L x 103
0.1 0.0 2.000000 0.500000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 0.500000 0.050870 0.032899 0.064570 0.034889

10.0 1.999999 0.500000 0.202087 0.120423 0.192484 0.089741

15.0 1.999999 0.500000 0.579048 0.345192 0.431842 0.194053

20.0 1.999999 0.499999 1.427728 0.853727 0.874145 0.405659

0.05 0.0 2.000000 0.500000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 0.500000 0.014324 0.008499 0.016855 0.009115

10.0 1.999999 0.500000 0.056916 0.033529 0.050874 0.023555

15.0 1.999999 0.500000 0.161022 0.095813 0.115119 0.051622

20.0 2.000000 0.500000 0.391926 0.234043 0.234196 0.108881

Tablo 3.35: a = —0.125, b = —3, A = 0.5 ve h = 0.05 i¢in —25 < x < 25 araliginda
Problem 17 in niimerik sonuglari.

UN(l’,t) VN<$,t)
At t I I, Ly x 103 Lo x 103 Ly x 103 Lo x 103
0.05 0.0 2.000000 0.500000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 0.500000 0.014324 0.008499 0.016855 0.009115
10.0 1.999999 0.500000 0.056916 0.033529 0.050874 0.023555
15.0 1.999999 0.500000 0.161022 0.095813 0.115119 0.051622
20.0 2.000000 0.500000 0.391926 0.234043 0.234196 0.108881
0.02 0.0 2.000000 0.500000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 0.500000 0.012577 0.008261 0.016063 0.008679
10.0 1.999999 0.500000 0.049904 0.029823 0.047861 0.022335
15.0 2.000000 0.500000 0.143255 0.085435 0.107362 0.048262
20.0 1.999999 0.500000 0.354107 0.211801 0.217399 0.100911
0.01 0.0 2.000000 0.500000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999999 0.500000 0.012386 0.008255 0.015951 0.008613
10.0 1.999999 0.500000 0.048947 0.029343 0.047433 0.022166
15.0 2.000000 0.500000 0.140739 0.083981 0.106256  0.047794
20.0 2.000000 0.500000 0.348713 0.208621 0.215001 0.099773
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Tablo 3.36: a = 0.5, b = —3, A = 0.5 ve At = 0.01 i¢in —25 < z < 25 araliginda
Problem 1’ in subdomain yontemiyle elde edilen niimerik sonuglar ile referans [55]
dekilerin kargilagtirilmasi.

Subdomain Yoéntemi (h = 0.05) [55] (h =0.1)

t Il _[2 Loo X 103 Il Ig Loo X 103
0.0 1.999999 -0.333333 0.000000 2.000000 -0.333333 0.000
5.0 2.000000 -0.333333 0.045611 2.000000 -0.333333  0.004
10.0 2.000000 -0.333333 0.097418 2.000000 -0.333333 0.007
15.0 2.000004 -0.333333 0.147681 2.000000 -0.333333 0.014
20.0 1.999998 -0.333333 0.145984 2.000001 -0.333333 0.026

Tablo 3.37: a = —0.5, b = 3, A = 0.5 ve At = 0.01 i¢gin —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in subdomain yontemiyle elde edilen niimerik sonuglar ile referans [55]
dekilerin karsilagtirilmasi.

Subdomain Yoéntemi (h = 0.05) [55] (h =10.1)

t I I Lo x 103 I I Lo, x 10°
0.0 2.000000 0.999999  0.000000 2.000000 1.000000 0.0
5.0 1.999999 0.999999 0.015448 2.000000 1.000000 0.003
10.0 1.999998 0.999999 0.057040 2.000000 1.000000 0.003
15.0 1.999999 0.999998  0.098213 1.999998  0.999999 0.005
20.0 2.000000 1.000000 0.110434 1.999999  0.999999 0.008

Tablo 3.38: a = —0.125, b = =3, A = 0.5 ve At = 0.01 i¢in —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in subdomain yontemiyle elde edilen niimerik sonuglar ile referans [55]
dekilerin kargilagtirilmasi.

Subdomain Yoéntemi (h = 0.05) [55] (h =0.1)

t I I Lo x 10° L I Lo x 10°
0.0 2.000000 0.500000  0.000000 2.000000  0.500000 0.0
5.0 1.999999 0.500000 0.008255 2.000000  0.500000 0.003
10.0 1.999999 0.500000 0.029343 1.999999  0.500000 0.003
15.0 2.000000 0.500000 0.083981 1.999999  0.500000 0.003
20.0 2.000000 0.500000 0.208621 1.999999  0.500000 0.004
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Tablo 3.39: a = 0.5, b = =3, h = 0.1 ve At = 0.02 i¢gin —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in subdomain yontemi ile elde edilen niimerik sonuclari.

t Konum(z) Genlik(Uy) Genlik(Vy)

0.0 -1.4 0.499772 0.353473
5.0 -0.2 0.499889 0.353535
10.0 1.1 0.499975 0.353548
15.0 2.3 0.500582 0.353726
20.0 3.6 0.499759 0.353433

hata dagilimlarina bakildiginda, genligin en yiiksek oldugu = konumu civarinda hata

dagilimlarinin biiytik oldugu agikca goriilmektedir.

1.2x10™

6.0x10" - t=20 1.0x10* 4 t=20

s
2.0x10° 8.0x10° 1
6.0x10°

4
2.0x10" = 4.0x10°

g .
€ £ 2.0x10°

-2.0x10" 4 -2.0x10°
-4.0x10° 1

-6.0x10°

-6.0x10™ . . . . . -8.0x10°

Sekil 3.11: Problem 1" in A = 0.1 ve At = 0.02 i¢in ¢ = 20 zamanindaki hata
dagilimlari.

Problem 2 icin tiim hesaplamalar —10 < z < 120 araliginda A\; = 1, Ay =
0.6, v1 = 10, 7o = 30, a = 0.5 ve b = —3 degerleri i¢in yapildi. Tablo 3.40 ve
3.41, farkli konum ve zaman adimlar icin hesaplanan korunum sabitleri ile ilgili
kargilagtirmalar1 gostermektedir. Tablo 3.40" da verilen I; ve I; korunum sabitlerinin
t = 0 ve t = 90 zamanlarindaki degigimi, A = 0.05 i¢cin At = 0.05 iken sirasiyla
%0.055 ve %0.487; At = 0.02 iken sirasiyla %2.216 x 1073 ve %1.762 x 1073 olarak
hesaplandi. Bu sonuclardan, At zaman adim kiigiildiikce korunum sabitlerindeki
degisimin azaldig1 agikca goriillmektedir. Tablo 3.41° de verilen I; ve I, korunum

sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢ = 90 zamanlarindaki degisimi, At = 0.05 i¢in h = 0.05
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iken sirasiyla %0.055 ve %0.487; h = 0.025 iken sirasiyla %0.056 ve %0.498 olarak
hesaplandi. Bu sonuglardan, h konum adimi kiiciildiiginde korunum sabitlerindeki

degisimin hemen hemen ayni kaldigi gorilmektedir.

Tablo 3.40: a = 0.5, b= —3, A\; = 1.0, Ay = 0.6, 7, = 10, 72 = 30 ve h = 0.05 icin

—10 <z <120 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuglari.

At = 0.05 At =0.02
t I P L P
0.0 6.400000 -3.242667 6.400000 -3.242667
10.0 6.400533 -3.240533 6.400014 -3.242683
20.0 6.401228 -3.238411 6.400024 -3.242650
30.0  6.402048 -3.236294 6.400043 -3.242601
40.0 6.400686 -3.234213 6.399903 -3.242595
50.0 6.401434 -3.232252 6.399933 -3.242569
60.0 6.404638 -3.232600 6.400180 -3.243871
70.0 6.404953 -3.231058 6.400158 -3.242891
80.0 6.402140 -3.229006 6.399948 -3.242649
90.0 6.403526 -3.226877 6.399858  -3.242724

Tablo 3.41: a = 0.5, b= —3, \; = 1.0, Ay = 0.6, 71 = 10, 75 = 30 ve At = 0.05 i¢in
—10 <z <120 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuglari.

h =0.05 h =0.025
t L P L P
0.0 6.400000 -3.242667 6.400000 -3.242667
10.0  6.400533 -3.240533 6.400542 -3.240479
20.0 6.401228 -3.238411 6.401250 -3.238316
30.0  6.402048 -3.236294 6.402068 -3.236173
40.0 6.400686 -3.234213 6.400566 -3.234016
50.0 6.401434 -3.232252 6.401378 -3.231958
60.0 6.404638 -3.232600 6.404725 -3.231397
70.0 6.404953 -3.231058 6.405122 -3.230651
80.0 6.402140 -3.229006 6.401965 -3.228647
90.0 6.403526 -3.226877 6.403605 -3.226516

Tablo 3.42" de Problem 2 i¢in elde edilen korunum sabitleri ile referans [55] de
verilen kuintik B-spline kullanilarak kollokasyon sonlu eleman yontemiyle elde edilen

korunum sabitlerinin kargilagtirilmalar: verildi. Tablo 3.42" den subdomain sonlu
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eleman yontemiyle elde edilen korunum sabitleri ile referans [55] de elde edilenlerle

uyum igerisinde oldugu goriilmektedir.

Tablo 3.42: a = 0.5, b = =3, \y = 1.0, Ay = 0.6, 14 = 10 ve 7o = 30 igin
—10 <z < 120 araliginda Problem 2’ nin subdomain yontemiyle elde edilen niimerik
sonuglar ile referans [55] dekilerin kargilagtirilmasi.

Subdomain Yoéntemi [55]
(h=0.05, At =0.02)  (h=0.1, At = 0.01)
t [1 IQ [1 [2

0.0 6.400000  -3.242667 6.400000 -3.243013
10.0 6.400014  -3.242683 6.400001 -3.243012
20.0 6.400024  -3.242650 6.399995 -3.243009
30.0 6.400043 -3.242601 6.399946 -3.243015
40.0 6.399903  -3.242595 6.399991 -3.243102
50.0 6.399933  -3.242569 6.399962 -3.243008
60.0 6.400180 -3.243871 6.399863 -3.243008
70.0 6.400158  -3.242891 - -
80.0 6.399948  -3.242649 - -
90.0 6.399858  -3.242724 - -

Problem 2" nin a = 0.5, b = —3 icin ¢t = 0 ve 90 zamanlarinda elde edilen
Un ve Vy cozlimlerinin maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldig1 = konum
degiskeninin degerleri sirasiyla Tablo 3.43 ve Tablo 3.44" de verildi. Tablolardan her
iki ¢ozlim icin de ¢t = 0’ da biiyiik dalganin kii¢iik dalganin solunda yer aldigi, ¢ = 90
oldugunda biiytlik dalganin kiiciik dalganin sagina gectigi goriilmektedir.

Tablo 3.43: Problem 2’ nin h = 0.05 ve At = 0.02 igin niimerik sonuglari.

Biiytik Dalga Kiiciik Dalga
t  Konum(z) Genlik(Uy) Konum(z) Genlik(Uy)
0.0 10.25 1.999818 53.05 0.719979
90.0 103.15 1.908907 80.80 0.707996

Problem 3 icin tim hesaplamalar, a ve b katsayilarmin a = 0.5 ve b = —3
degerleri i¢in —50 < x < 150 arahig: iizerinde yapildi. Tablo 3.45 ve 3.46" da farkh

konum ve zaman adimlari i¢in hesaplanan korunum sabitleri ile ilgili kargilagtirmalar
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Tablo 3.44: Problem 2’ nin h = 0.05 ve At = 0.02 i¢in niimerik sonuglari.

Biiyiik Dalga

Kiciik Dalga

t  Konum(z) Genlik(Vy) Konum(z) Genlik(Vy)
0.0 10.25 1.414149 23.05 0.509109
90.0 103.10 1.379639 80.85 0.508644

verildi. Tablo 3.45” de I; ve Iy korunum sabitlerinin ¢t = 0 ve ¢ = 50 zamanlarindaki
degisimi, h = 0.0625 icin At = 0.05 iken sirasiyla %1.060 ve %9.206; At = 0.02 iken
sirastyla %0.031 ve %0.353 olarak hesaplandi. Bu sonuglardan, At zaman adim
kiigiildiikge korunum sabitlerindeki degisimin azaldig1 acikca goriilmektedir. Tablo
3.46’ da I ve I korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢t = 50 zamanlarindaki degigimi, At =
0.02 i¢in h = 0.0625 iken sirasiyla %0.031 ve %0.353; h = 0.05 iken sirasiyla %0.032
ve %0.311 olarak hesaplandi. Bu sonuglardan, h konum adimi kiigiildiikge ;" deki

degisimin hemen hemen ayni kaldigi, I’ deki degigsimin ise azaldig1 goriilmektedir.

Tablo 3.45: a = 0.5, b = —3 ve h = 0.0625 i¢in —50 < z < 150 araliginda Problem
3’ iin numerik sonugclari.

At = 0.05 At =0.02
t I Iy I Iy
0.0 17.724539 -12.533142 17.724539 -12.533142
10.0 17.736154 -12.449325 17.724699 -12.520237
20.0 17.797603 -12.058982 17725735 -12.509675
30.0 17.846005 -11.772863 17.727049 -12.502359
40.0 17.894858 -11.555172 17.729454  -12.495543
50.0 17.912438 -11.379352 17729993 -12.488862

Tablo 3.47" de Problem 3 i¢in elde edilen korunum sabitlerinin degeri ile referans
[55] de elde edilen korunum sabitlerinin kargilagtirilmalar: verildi. Tablo 3.47° den
subdomain sonlu eleman yontemiyle elde edilen korunum sabitlerinin degigimi ile
referans [55] de elde edilenlerle uyum igerisinde oldugu goriildii.

Problem 3’ iin ¢ = 50 zamaninda olugan ardisik dalgalarin konumlar1 ve genlikleri

Tablo 3.48’ de verildi.
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Tablo 3.46: a = 0.5, b = —3 ve At = 0.02 i¢in —50 < z < 150 arahiginda Problem
3’ iin nimerik sonuclari.

h = 0.0625 h =0.05
t L 1o L 1o
0.0 17.724539 -12.533142 17.724539 -12.533142
10.0 17.724699 -12.520237 17.724700 -12.524511
20.0 17.725735 -12.509675 17.725744 -12.515258
30.0 17.727049 -12.502359 17727071 -12.507990
40.0 17.729454 -12.495543 17.729663 -12.501056
50.0 17.729993 -12.488862 17.730173  -12.494176
Tablo 3.47: a = 0.5 ve b = —3 i¢cin —50 < x < 150 araliginda Problem 3’

in subdomain yontemiyle elde edilen niimerik sonuglar ile referans [55] dekilerin
karsgilagtirilmasi.

Subdomain Yontemi

(h = 0.0625, At = 0.02) [55]

t Ig I I I

00  17.724539 -12533142  17.72454 -12.53314
10.0  17.724699 -12.520237  17.72454 -12.53316
20.0 17725735 -12.509675  17.72454 -12.53316
30.0 17727049 -12.502359  17.72449 -12.53320
400  17.729454 -12.495543  17.72448 -12.53321
50.0 17729993 -12.488862  17.72469 -12.53320

Tablo 3.48: t =50, a = 0.5, b = =3, h = 0.0625 ve At = 0.02 i¢gin —50 < x < 150
araliginda Problem 3’ iin subdomain yontemi ile elde edilen niimerik sonuglari.

Konum(z) Genlik(Uy) Konum(z) Genlik(Vy)
Birinci Dalga 90.75 3.442405 90.75 2.434496
Tkinci Dalga 63.0625 2.446931 63.0625 1.731032
Uciincit Dalga  38.625 1545951  38.625  1.105787
Dordiincii Dalga 18.00 0.992131 17.8125 0.654392
Besinci Dalga -0.375 0.624945 -0.375 0.333664
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3.2.4 Kollokasyon Yontemi

Bu kisimda, (3.1) ile verilen coupled KdV denkleminin kollokasyon yontemi ile
niimerik ¢oziimleri elde edildi. Boliim 1’ de (1.4.6.1) ile verilen ¢,, () septik B-spline
fonksiyonlar kullamlarak problemin U(z,t) ¢oziimiine bir Un(x,t) ve V(z,t)

¢Oziimiine bir Vy(z,t) yaklagimi (1.4.6.1) septik B-spline fonksiyonlar cinsinden

N+4 N+4
Un(z,t) = Z 0;(t)p(x),  Vn(z,t) = Z o;(t)d;(x) (3.2.4.1)

olarak yazilabilir [8]. Burada d; ve o; belirlenecek olan zamana baglh parametrelerdir.

(1.4.6.1) ile verilen septik B-Spline fonksiyonlarina
hé =z — 0<¢<1

seklinde tamimlanan lokal koordinat doniigiimii uygulamrsa sadece [, Z;,41] sonlu

elemani tizerinde taniml

Gz =1 — T + 2162 — 356% 4 35¢* — 21€° 4 7€% — ¢7,
g = 120 — 392¢ 4 504£% — 280&> + 845 — 42¢5 + 7¢7,
Gm_1 = 1191 — 1715¢ + 31562 + 665€° — 3156* — 10567 + 105¢° — 21¢7,
G = 2416 — 1680€ + 560&* — 140£° + 35¢7, (3.2.4.2)
Gms1 = 1191 4+ 1715€ + 31562 — 665&% — 315¢% + 10565 + 105¢° — 35¢7,
Grmra = 120 + 392€ + 504€% + 280€° — 84€° — 42¢° + 21¢7,
Gryz = 1+ TE + 2167 + 3563 + 35¢* + 216° + 760 — 7¢7,
Dma = &
septik B-spline baz fonksiyonlar: elde edilir. [z,, Zp41] elemam tizerinde diger tiim

B-spline degerleri sifir oldugundan Uy(x,t) ve Vi (x,t) yaklagik ¢oziimleri (3.2.4.2)

denklemi ile verilen septik baz fonksiyonlari cinsinden

Un(z,t) = Z 0;(1)¢;(x),  Vn(z,t) = Z 0;(t)9;() (3.2.4.3)

seklinde yazlabilir. (3.2.4.2) B-spline degerleri (3.2.4.3) yaklasimlarinda yerlerine

yazilirsa x,, noktasinda Uy ve V' nin kendilerinin ve x’ e gore birinci ve tigiincii
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mertebeden tiirevlerinin 6,, ve 0, parametrelerine gore noktasal degerleri

Un (€my 1) = Up = G + 120019 + 1191841424166, + 11916,,_1+

1205m72 + 5m73 )

Vi (T, 1) = Vi = Omss + 120040 + 1191041424160, + 11910, 1+

1200’m_2 + Om—3, (3244)
WU = T(8mss + 560mso + 245641 — 2456, -1—560m_2 — Om_3),

WVt = T(Omes + 56042 + 245041 — 24501 — 560._2 — Om_3),
WU = 210(6nr3 + 80mi0 — 190,41 + 1961 —80,—2 — Om_3),

RV = 210(0mis + 80ms2 — 190m11 + 1905 -1—80 -2 — Op—3)

olarak bulunur. Burada m = 0(1)N olup iist indis x’ e gore tiirevi gosterir.

(3.2.4.4) yaklagimlari (3.1) denklemlerinde yerlerine yazilirsa

(S + 1208, + 11918,,_1 + 24168, + 1191841 + 120010 + Gpss)+
42
T“Zm((sm_g 560,00 + 24501 — 245641 — 560,12 — Omiz)+

14b
TGm(O'm_g + 560’m_2 + 245Um—1 - 2450’m+1 - 560m+2 - 0m+3)+ (3245&)
210a

?(571173 + 85m—2 - 196m71 + 195m+1 - 85m+2 - 5m+3) = 07

(Om_3+ 1200, + 11910, 1 + 24160, + 1191011 + 1200, 19 + Tpmsz)—
21

FZm(O'm_g + 560,92 + 2450, 1 — 245011 — 56019 — Omiz)—

210

73 (Om—3+ 80m—2 — 1901 + 19041 — 80mi2 — Omisg) =0

(3.2.4.5b)

elde edilir. (3.2.4.5) denklem sistemlerinde § ve o yerine Boliim 2’ de (2.2.1.4) ile

verilen sonlu fark yaklagimlari, 6 ve ¢ yerine de yine Boliim 2’ de (2.2.1.5) ile verilen

sonlu fark yaklagimlar yazilirsa sistemin genellestirilmis satirlar
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1 21a 105a 120 1176a 840a
5n+1 T Zm 5n+1 Zm
m73[At + h + h3 ] + m72[ At + h + h3 ]+
1191  5145a 19954 2416 1191  514ba 1995a
n+1 7 _ 5n+1 6n+1 _ Zm
5m—1[ At + h m h3 ]+ m [ At ]+ m—i—l[ At h + h3 ]+
120 1176a 840a 1 2la 105a b
n+l -~ —Zm - §n+1 s Zm - n+1 _Gm
5m+2[ At h h3 ] + m+3[At h h3 ] + m—3[ h ]+
1113920 oy 17150 oy 1715b oyr 392D
Ol ——Gm] + o [——Gn] + oyt [=——Gn] + op [~ —— G+
h h h h
o Th .1 2la 105a
120 1176a 840a 1191  5145a 1995a 2416
R Do = =] 4 00y [ — Zon i
m_2[At h h3 ]+ m—l[ At h + h3 ]+ m[ At ]+
1191 5145a 1995a 120  1176a 840a
gn (om0 TI g Zom
m+1[ At + h h3 ] + m+2[ At + h + h3 ]+
n 2la 105a ng1r (D nal 9920
m+3[E + L Zm + B3 ] + O-mf?)[_EGm] + O-mfZ[_TGm]—i_
o0, 1715b oy 1715D 13920 I
Umtll[_TGm] + Um—'——l-ll[TGm] + Um—:-12[TGm] + Um+3[ﬁGm]a
1 21 105 120 1176 840
ntlr - 2o m 7Y n+lr-=-" /A
Omalng ~ g dm T galtomalyy — 5y Em )
1191 5145 1995 2416 1191 5145 1995
ntlf-~-“ - Y- n+lr= -+ n+l[-"“— hininhe e
O-m—l[ At 2h m + h3 ] Om [ At ] O-m—l-l[ At + 2h m h3 ]
120 1176 840 1 21 105a
7+ —— ntll 4 7. 3.2.4.6b
Um+2[ At + 2h + h,3 ] + 0m+3[At + 2h + h3 ] ( )
bl 2, W05, 120 76 840
= — —_— —_— O‘ —_— —_— m _—
Tm=slnp T op T s T Ime2Un T Ty E
n [1191 n 5145Z 1995] gy [2416] g [1191 5145Z N 1995]
TmTAT T Ton ps T ImU A T ImnlTAT T Ty E
. 120176 80, o 121 105a,
Tme2Uny T Top T s T OmslAr T o m T Ty

olarak elde edilir. Burada

Zon = s + 1208,_2 + 11916,,_1 + 24168,, + 11916,+1 + 120840 + Omess,

Gp = 0m_3+1200,,_2 + 11910,,_1 + 24160,,, + 11910,,11 + 1200, 49 + T a3

dir. Bodylece (2N + 14)-bilinmeyenli (2N + 2)-tane denklemden olusan cebirsel
denklem sistemi elde edilir. (3.2.4.2) B-spline degerleri (3.2.4.3) yaklagimlarinda
yerlerine yazilirsa x,, noktasinda Uy ve Vy’ nin z’ e gore ikinci mertebeden

tiirevlerinin 9, ve o, parametrelerine gore noktasal degerleri
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h2U! = 42(8n43 + 240,49 + 150,11 — 806, + 150, 1 + 240, 2 + 0pm_3), (3.2.4.7)

h2V! = 42(0 i3 + 240,40 + 150,41 — 800, + 150y, 1 + 240, 9 + Opm_3)

ile birlikte (3.2.4.4) yaklagimlarinda U,,, V,,, U, , ve V.’ nin siirlardaki degerleri
kullanilarak d_3, 6_2, 0_1, Ony1, Ont2, ON43, O—3, O—2, O_1, ON41, ONt2 V€ ON43
parametreleri sistemden yok edilir. Béylece (2N + 2) x (2N + 2)-boyutlu cebirsel
denklem sistemi elde edilir.

Iterasyona baglanabilmesi icin 6° ve o” baslangic parametrelerinin hesaplanmasi
gerekmektedir. §° ve ¢ parametreleri problemin verilen baslangic ve siir sartlar:
kullanilarak agsagidaki bicimde kolayca hesaplanabilir.

t =0 igin (3.2.4.1) yaklasimlari

N+4 N+4
Un(z,0) =Y o%;(x),  Vi(x,0) =Y ol;(x)
j=-3 Jj=-3

olur. Baglangi¢ sartlarinin x; digiim noktalarindaki
Un(z;,0) = U(z;,0),  Vi(z;,0) = V(z;,0), j=0(1)N

degerleri kullanilarak 69 ve o parametreleri icin (N 4 7)-bilinmeyenli (N + 1)-tane
denklemden olusan denklem sistemleri elde edilir. (3.2.4.4) ve (3.2.4.7) ile verilen
yaklagimlarda U, , V. | U;, VT;;,U,:; ve Vn/;/ nin siirlardaki degerleri kullanilarak
0_3, 0.9, 0_1, ONt1, ONt2, ON13, O_3, O_9, O_1, ON11, ON12 V€ Ony3 parametreleri
sistemlerden yok edilirse (N + 1)-bilinmeyenli (/N + 1)-tane denklemden olusan

cebirsel denklem sistemleri elde edilir. Bu denklem sistemleri matris formunda
Adl = Bl ve Ad2 = BQ

olarak yazilabilir. Burada
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1536 2712 768 24

82731  210568.5 104796  10063.5 1
81 81 81 81
9600 96597 195768 96474
81 81 81 81 120 1
1 120 1191 2416 1191 120 1
A=
96474 195768 96597 9600
1 120 81 81 81 81
1 10063.5 104796  210568.5 82731
81 81 81 81

24 768 2712 1536

dl = [50751752,---7(SN72)5N71a5N]T7
Bl - [U07 U17 U27 cey UN—Z; UN—17 UN]T7
dy = [007017027 ~'-7UN—270'N—170'N]T7

BQ = [%7 ‘/17 ‘/27 ceey VN727 VN*l? VN]T

seklindedir. Bu sistemlerin ¢oziilmesiyle baslangic parametreleri bulunur. Boylece
(3.2.4.6) denklem sisteminde baglangig¢ parametreleri kullanilarak istenilen ¢
zamanindaki yaklasik ¢oziimler iterasyon yardimiyla elde edilir.

(3.2.4.6) denklem sistemindeki lineer olmayan terimlere, her bir zaman adiminda
Boliim 2’ de (2.2.1.9) ve (2.2.1.10) ile verilen iterasyon formiilleri 3-5 defa uygulanarak

Uy ve Vi yaklagik ¢oziimleri iyilegtirildi.

Kararlilik Analizi

Bu yontemin uygulanmasiyla elde edilen yaklagimin kararlilik analizi yukaridaki
diger yontemlerde oldugu gibi incelenir. (3.2.4.6) denklem sisteminin m.

genellestirilmis satirlari,

1 21 105 7b

= 23 = _Zma = 5 - _Grm
N AL Y2 oh V3 3 V4 h
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o =71+ 2720 + 30,

g = 1207y, + 11270 + 873a,
as = 1191y, 4+ 490v2a — 19v3a,
oy = 24167,

as = 1191y; — 490v2a + 19v3a,
ag = 1207, — 112v5a — 8v3a,

=71 — 2720 — 34,

Br=m—"7— s,

P2 = 12071 — 5672 — 83,

B3 = 11917, — 24575 + 1973,
Py = 24167,

Bs = 11911 + 2459, — 1973,
Bs = 12071 + 562 + 83,

Br=m+7+7

olmak tizere,

a15"+ + a25"+ + CL35”+ + a45”+1 + %5,’%111 + CLGCS;L{:_Q + a75” +3—|—
Y40y 4 56,0 + 245,00 — 24574am+1 — 5674024;2 740%113 =
70, 5+ a0, _o + 50,1 + 40, + azd,,  + a0, o+ 10, 3—

Va0 3 — 56V40,, o — 24540, | + 245740, 1 + 567407, 5 + V40,43
ve

ﬁ n+1 _'_ﬁzo.n+1 +B3O'n+1 +5 O_n+1 _i_ﬁg)o,gjjrll +ﬁ60m+2+67 71711113 _

Br0p 3+ B0y _o + P50, 1 + Baoy, + B30y, 1 + B20 0+ Bioy, s

dir. Bu genellestirilmis satirlarda Boliim 2’ de (2.2.1.11) ile verilen esitlikleri yerlerine

yazilir ve Euler formiili kullanilirsa,
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2416 + 2 cos(3¢) + 240 cos(2¢) + 2382 cos(y) )71,

4sin(3p) — 224 sin(2p) — 980 sin(y))a~,

(
(=
(—2sin(3p) — 16sin(2p) — 38sin(p))ays,
(=
(
(

2sin(3¢) — 112sin(2p) — 490 sin(p))74,

2sin(3¢p) + 112sin(2¢) + 490 sin(¢) )72,

2sin(3¢p) + 16 sin(2¢) + 38sin(v))7s,
€1 = p2 + ps,

C2 = P5 + Pe

olmak lzere

[(p1 +c1)qg = (p1 — )| P + [(pag + pa)]W =0

[(p1+c2)g — (p1 — c2)]W =0

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin P ve W’ ya gore agikar olmayan
en az bir ¢oziimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter sart sistemin katsayilar matrisinin

determinantinin sifir olmasidir. O halde

(p2 4+ iprcr +ipica — c1¢2)q® — (207 + 2¢1¢0)q + p? —ipicy — ipicy — cicp = 0

olup buradan
p1—iCy ¢ _ P11
p1+icy RN

q1 =

bulunur. Boylece |¢1| = 1 ve |g2| = 1 oldugu agikga goriiliir. Dolayisiyla, kollokasyon

yonteminin uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagimi sartsiz kararhdir.

Niimerik Coziumler

Bu kisimda, kollokasyon sonlu eleman yontemiyle yukarida verilen ti¢ model
problemin niimerik ¢oziimleri bulundu. Problem 1 icin tiim hesaplamalar, A =
0.5 olmak iizere, a ve b katsayilarinin farkli degerleri i¢in —25 < x < 25 aralig

tizerinde yapildi. Problem 1 i¢in a ve b katsayilarinin sirasiyla a = 0.5 ve b = —3,
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a=—05veb=3ilea = —0.125 ve b = —3 degerleri i¢in elde edilen sonuglar
Tablo 3.49-3.54" de verildi. Tablo 3.49 ve 3.50" de, a = 0.5 ve b = —3 icin farkh
konum ve zaman adimlarinda hesaplanan I; ve [s korunum sabitleri ile Ly ve L
hata normlar1 verildi. Tablolardan konum ve zaman adimlar1 kiiciildiikce Lo ve
Lo hata normlariminin azaldigi gortilmektedir. Tablo 3.49” da verilen I; ve I
korunum sabitlerinin t = 0 ve t = 20 zamanlarindaki degigimi, At = 0.02 igin
h = 0.1 iken sirastyla %0.018 x 1072 ve %0.170 x 1073; h = 0.05 iken sirasiyla
%0.030 x 1072 ve %0.188 x 10~3 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, h konum adimi
kiigiildiikge korunum sabitlerindeki degisimin ¢ok az oranda arttigi goriilmektedir.
Tablo 3.50° de verilen I; ve Iy korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢ = 20 zamanlarindaki
degisimi, h = 0.05 icin At = 0.05 iken sirasiyla %0.018 x 1073 ve %0.009 x 1073;
At = 0.02 iken sirasiyla %0.030 x 1073 ve %0.188 x 107%; At = 0.01 iken sirasiyla
%0.0 x 1071% ve %0.894 x 1075 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, zaman adimi
At = 0.05" den At = 0.02" ye kiiciildiigiinde korunum sabitlerindeki degigimin
arttigl, ancak At = 0.01 oldugunda ise At = 0.02’ ye gore korunum sabitlerindeki

degisimin azaldig1 agikca goriilmektedir.

Tablo 3.49: a = 0.5, b = =3, A = 0.5 ve At = 0.02 i¢gin —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in ntimerik sonuclari.

Un(2,t) Vn(z, 1)

h t I I, Ly x 103 Lo x 103 Ly x 103 Lo x 10°

0.1 0.0 2.000000 -0.333333 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
0.0 1.999998 -0.333333 0.001005 0.000606 0.000371  0.000212
10.0  1.999999 -0.333333 0.002321 0.001194 0.000974  0.000555
15.0 1.999999 -0.333333 0.003924 0.002140 0.001569  0.000811
20.0  2.000000 -0.333333 0.006199 0.008316 0.001971  0.001033

0.05 0.0 1.999999 -0.333333 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 -0.333333 0.001004 0.000604 0.000370  0.000211
10.0 1.999999 -0.333333 0.002318 0.001191 0.000973  0.000553
15.0  2.000000 -0.333333 0.003918 0.002132 0.001567  0.000810
20.0 2.000000 -0.333333 0.004938 0.003018 0.001939  0.001032

Tablo 3.51 ve 3.52, a = —0.5 ve b = 3 i¢in farkli konum ve zaman adimlari

icin hata normlarini1 ve korunum sabitlerini gostermektedir. Tablolardan konum ve
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Tablo 3.50: a = 0.5, b = =3, A = 0.5 ve h = 0.05 igin —25 < x < 25 araliginda
Problem 17 in niimerik sonuglari.

UN<$,t) VN(I',t)

At t [1 IQ LQ X 103 Loo X 103 L2 X 103 Loo X 103

0.05 0.0 1.999999 -0.333333 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 -0.333333 0.006044 0.003674 0.002040  0.001116
10.0 1.999999 -0.333333 0.013255 0.006856 0.005371  0.002984
15.0 1.999998 -0.333333 0.024108 0.012487 0.009766  0.005102
20.0 1.999999 -0.333333 0.034357 0.019812 0.013863 0.007361

0.02 0.0 1.999999 -0.333333 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 -0.333333 0.001004 0.000604 0.000370  0.000211
10.0  1.999999 -0.333333 0.002318 0.001191 0.000973  0.000553
15.0 2.000000 -0.333333 0.003918 0.002132 0.001567  0.000810
20.0 2.000000 -0.333333 0.004938 0.003018 0.001939  0.001032

0.01 0.0 1.999999 -0.333333 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 -0.333333 0.000246 0.000149 0.000087  0.000049
10.0 1.999999 -0.333333 0.000553  0.000277 0.000228  0.000129
15.0  2.000000 -0.333333 0.000968 0.000516 0.000389  0.000203
20.0 1.999999 -0.333333 0.001291 0.000763 0.000514  0.000274

zaman adimlar kiigiildiikge Lo ve L, hata normlarininin azaldigi aciktir. Tablo 3.51°
de verilen I; ve Iy korunum sabitlerinin t = 0 ve t = 20’ deki degisimi, At = 0.02
icin h = 0.1 iken sirasiyla %0.083 x 1073 ve %0.012 x 1073; h = 0.05 iken sirasiyla
%0.036 x 1072 ve %0.018 x 10~3 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, h konum adimi
kiigiildiikge I; korunum sabitindeki degisimin azaldigi, ancak I, korunum sabitindeki
degisimin arttig1 goriillmektedir. Tablo 3.52’ de verilen I; ve [, korunum sabitlerinin
t = 0vet = 20" deki degisimi, h = 0.05 icin At = 0.05 iken sirasiyla %0.125x 1073 ve
%0.0 x 10715; At = 0.02 iken sirasiyla %0.036 x 1072 ve %0.018 x 1073; At = 0.01
iken sirasiyla %0.012 x 1072 ve %0.0 x 10~ olarak hesaplandi. Bu sonuclardan,
zaman adimi At = 0.05" den At = 0.02’ ye kii¢iildiigiinde I; korunum sabitindeki
degigimin azaldigi, I, korunum sabitlerindeki degigimin arttigi, ancak At = 0.01
oldugunda ise At = 0.02’ ye gore korunum sabitlerindeki degisimin azaldig1 agik¢a
goriilmektedir.

Problem 17" in a = —0.125 ve b = —3 igin farkli konum ve zaman adimlarinda
hesaplanan korunum sabitleri ile Ly ve L., hata normlar1 Tablo 3.53 ve 3.54’ de

verildi. a ve b katsayilarinin bu degeri i¢in de konum ve zaman adimlar: kiiciildiikge

154



Tablo 3.51: a = —0.5, b = 3, A = 0.5 ve At = 0.02 i¢in —25 < z < 25 araliginda
Problem 1’ in ntimerik sonuclari.

UN(l’,t) VN($,t)

h t I I, Ly x 10> Lo x 10° Ly x 10° Lo x 103
0.1 0.0 2.000000 1.000000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 1.000000 0.000911 0.000555 0.000281 0.000133

10.0 2.000000 1.000000 0.000789 0.000588 0.000508 0.000242

15.0 1.999999 1.000000 0.000622 0.000357 0.000355 0.000151

20.0 2.000001 0.999999 0.016670 0.037036 0.000225 0.000072

0.05 0.0 2.000000 0.999999 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 0.999999 0.000911 0.000555 0.000281 0.000133

10.0 1.999999 0.999999 0.000789 0.000587 0.000508 0.000242

15.0 1.999999 0.999999 0.000622 0.000357 0.000355 0.000150

20.0 1.999999 0.999999 0.000342 0.000122 0.000224 0.000072

Tablo 3.52: a = —0.5, b = 3, A = 0.5 ve h = 0.05 i¢gin —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in ntimerik sonuclari.

UN(JI,t) VN(.T,t)
At t I I Ly x 10° Lo x 103 Lo x10° Ly x 103
0.05 0.0 2.000000 0.999999 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999999 1.000000 0.005637 0.003528 0.001715  0.000794
10.0 1.999998 0.999999 0.005016 0.003876 0.003061 0.001421
15.0 1.999999 0.999999 0.004754 0.002843 0.002016  0.000942
20.0 1.999997 0.999999 0.002385 0.001063 0.001250  0.000514
0.02 0.0 2.000000 0.999999 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
5.0 2.000000 0.999999 0.000911 0.000555 0.000281 0.000133
10.0  1.999999 0.999999 0.000789  0.000587 0.000508  0.000242
15.0 1.999999 0.999999 0.000622 0.000357 0.000355  0.000150
20.0 1.999999 0.999999 0.000342 0.000122 0.000224  0.000072
0.01 0.0 2.000000 0.999999 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 2.000000 0.999999 0.000227 0.000139 0.000069  0.000032
10.0 2.000000 0.999999 0.000199 0.000151 0.000125  0.000058
15.0 2.000000 0.999999 0.000172 0.000102 0.000084  0.000037
20.0 2.000000 0.999999 0.000084 0.000029 0.000052  0.000018
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Ly ve Ly, hata normlarininin azaldigi goriillmektedir. Tablo 3.53” de verilen I; ve I
korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve t = 20 zamanlarindaki degisimi, At = 0.05i¢in h = 0.1
iken sirasiyla %2.384 x 1075 ve %0.0 x 1071%; A = 0.05 iken sirasiyla %1.192 x 10° ve
%1.192 x 1075 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, h konum adimu kiiciildiikce I,
korunum sabitindeki degisimin azaldigi, ancak I, korunum sabitindeki degigimin
arttigr goriilmektedir. Tablo 3.547 de verilen I; ve [; korunum sabitlerinin ¢t = 0 ve
t = 20 zamanlarindaki degisimi, h = 0.05 i¢in At = 0.05 iken sirasiyla %1.192 x
1075 ve %1.192x107%; At = 0.02 iken sirasiyla %7.749x 1075 ve %2.384x 10~° olarak
hesaplandi. Bu sonuclardan, At zaman adimi kii¢ildigiinde korunum sabitlerindeki

degisimin arttigl goriillmektedir.

Tablo 3.53: a = —0.125, b = —3, A = 0.5 ve At = 0.05 i¢in —25 < z < 25 araliginda
Problem 1’ in niimerik sonuclari.

UN(ZL',t) VN(I,t)

h t Il [Q LQ X 103 Loo X 103 L2 X 103 Loo X 103
0.1 0.0 2.000000 0.500000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999999 0.500000 0.004121 0.002513 0.001187  0.000533

10.0  2.000000 0.500000 0.010467 0.006209 0.003883 0.001711

15.0 1.999999 0.500000 0.022628 0.013341 0.009511  0.004451

20.0  2.000000 0.500000 0.046000 0.027125 0.020201  0.009887

0.05 0.0 2.000000 0.500000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999999 0.500000 0.004095 0.002475 0.001177  0.000533

10.0  1.999998 0.500000 0.010369 0.006113 0.003867 0.001689

15.0 1.999999 0.500000 0.022437 0.013178 0.009494  0.004419

20.0 1.999999 0.500000 0.045709 0.026939 0.020194  0.009851

Tablo 3.55-3.57” de, Problem 1 ina = 0.5 ve b= —3,a = —05veb=3ile
a = —0.125 ve b = —3 i¢in elde edilen korunum sabitleri ile L., hata normu, referans
[55] de verilen kuintik B-spline kullanilarak kollokasyon sonlu eleman yontemiyle elde
edilen sonuglarla kargilagtirildi. Tablolardan kollokasyon sonlu eleman yontemi her
ne kadar daha biiyitk At zaman adim igin hesaplansa da sonuglarin referans [55] de
verilenlerden daha iyi oldugu acgik¢a gortilmektedir.

Problem 1’ina = 0.5, b = =3 icin t = 0, 5, 10, 15 ve 20 zamanlarinda elde edilen

Uy ve Vy cozliimlerinin maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldig1 = konum
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Tablo 3.54: a = —0.125, b = —3, A = 0.5 ve h = 0.05 icin —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in niimerik sonuclari.

UN(Z',t) VN(f,t)
At t I I, Ly x 10° Lo, x 103 Ly x 10% Lo x 103
0.05 0.0 2.000000 0.500000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999999 0.500000 0.004095 0.002475 0.001177 0.000533
10.0 1.999998 0.500000 0.010369 0.006113 0.003867 0.001689
15.0 1.999999 0.500000 0.022437 0.013178 0.009494 0.004419
20.0 1.999999 0.500000 0.045709 0.026939 0.020194 0.009851
0.02 0.0 2.000000 0.500000 0.000000 0.000000 0.000000  0.000000
5.0 1.999999 0.500000 0.000655 0.000396 0.000188  0.000085
10.0 1.999999 0.500000 0.001659 0.000978 0.000619 0.000270
15.0 1.999999 0.500000 0.003590 0.002109 0.001519 0.000707
20.0 1.999998 0.500000 0.007314 0.004310 0.003231 0.001577

Tablo 3.55: a = 0.5, 0 = =3, A = 0.5 ve h = 0.1 i¢in —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in kollokasyon yontemiyle elde edilen niimerik sonuglari ile referans [55]
dekilerin karsilagtirilmasi.

Kollokasyon Yéntemi (At = 0.02) [55] (At =0.01)

t Il IQ Loo X 103 [1 IQ Loo X 103
0.0 2.000000 -0.333333  0.000000 2.000000 -0.333333 0.000
5.0 1.999998 -0.333333  0.000606 2.000000 -0.333333 0.004
10.0 1.999999 -0.333333  0.001194 2.000000 -0.333333 0.007
15.0 1.999999 -0.333333  0.002140 2.000000 -0.333333  0.014
20.0 2.000000 -0.333333  0.008316 2.000001 -0.333333 0.026

Tablo 3.56: a = —0.5, b = 3, A = 0.5 ve h = 0.1 i¢in —25 < x < 25 araliginda
Problem 1’ in kollokasyon yontemiyle elde edilen niimerik sonuglari ile referans [55]
dekilerin karsilagtirilmas.

Kollokasyon Yontemi (Af = 0.05) 55] (Af = 0.01)
t [1 [2 Loo X 103 Il IQ Loo X 103
0.0 2.000000 1.000000  0.000000 2.000000 1.000000 0.0

2.0 2.000000 1.000000  0.003537 2.000000 1.000000 0.003
10.0 1.999999 0.999999  0.003880 2.000000  1.000000 0.003
15.0 2.000000 1.000000  0.002842 1.999998  0.999999 0.005
20.0 2.000000 1.000000  0.001071 1.999999  0.999999 0.008
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Tablo 3.57: a = —0.125, b = —3 ve A = 0.5 i¢in —25 < z < 25 araliginda Problem
17 in kollokasyon yontemiyle elde edilen niimerik sonuglari ile referans [55] dekilerin
kargilagtirilmasi.

Kollokasyon Yéntemi [55]
(h = 0.05, At = 0.02) (h=0.1, At = 0.01)
t Il ]2 Loo X 103 ]1 _[2 Loo X ]_03

0.0 2.000000 0.500000  0.000000 2.000000  0.500000 0.0

5.0 1.999999  0.500000 0.000396 2.000000  0.500000 0.003
10.0 1.999999 0.500000 0.000978 1.999999  0.500000 0.003
15.0 1.999999 0.500000 0.002109 1.999999  0.500000 0.003
20.0 1.999998 0.500000 0.004310 1.999999  0.500000 0.004

degiskeninin degerleri Tablo 3.58 de verildi. Tablodan ¢’ nin artan zamanlar1 i¢in
tek dalganin hemen hemen genligini koruyarak saga dogru hareket ettigi gozlendi.
Ornegin, Uy ¢oziimii icin t = 0’ da dalgamn genlig 0.499772 (z = —1.4) iken ¢t = 10’
da 0.499975 (x = 1.1) ve t = 20" de 0.499759 (x = 3.6); Viy ¢Ozimii i¢in ise ¢t = 0’ da
dalganin genligi 0.353473 (z = —1.4) iken t = 10’ da 0.353548 (z = 1.1) ve t = 20’
de 0.353433 (z = 3.6) olarak hesaplandu.

Tablo 3.58: a = 0.5, b = =3, h = 0.1 ve At = 0.02 i¢in —25 < z < 25 araliginda
Problem 1’ in kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik sonuclari.

t Konum(z) Genlik(Uy) Genlik(Viy)

0.0 -1.4 0.499772 0.353473
5.0 -0.2 0.499993 0.353551
10.0 1.1 0.499771 0.353473
15.0 2.3 0.499993 0.353551
20.0 3.6 0.499774 0.353474
Problem 17 in a = 0.5, b = —3 i¢in t = 20 zamaninda tam ve niimerik ¢oziimler

arasindaki hata dagilimlar1 grafiksel olarak Sekil 3.12" de gosterildi. Sekil 3.12’
den, her iki ¢oziim icin de genligin en yiiksek oldugu x konumu civarinda hata
dagihmlarinin biiytidigu goriilmektedir.

Problem 2 i¢in tiim hesaplamalar —10 < z < 120 araliginda A\; = 1, Ay =
0.6, 7 = 10, 72 = 30, a = 0.5 ve b = —3 degerleri icin yapildi. Tablo 3.59 ve
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Sekil 3.12: Problem 1" in h = 0.1 ve At = 0.02 i¢in ¢t = 20 zamanindaki hata
dagilimlari.

3.60, farkli konum ve zaman adimlar i¢in hesaplanan korunum sabitleri ile ilgili
kargilagtirmalar: gostermektedir. Tablo 3.59" da verilen [; ve I; korunum sabitlerinin
t = 0 vet = 90 zamanlarindaki degisimi, h = 0.05 i¢in At = 0.05 iken sirasiyla
%0.066 ve %0.507; At = 0.02 iken sirasiyla %1.066 x 1072 ve %6.097 x 1073 olarak
hesaplandi. Bu sonuglardan, At zaman adimi kiigiilditkge korunum sabitlerindeki
degisimin azaldigl agikca goriilmektedir. Tablo 3.60° da verilen I; ve [; korunum
sabitlerinin ¢ = 0 ve t = 90 zamanlarindaki degisimi, At = 0.02 i¢in h = 0.05 iken
sirastyla %1.066 x 1072 ve %6.097 x 107%; h = 0.025 iken sirastyla %0.996 x 1073 ve
%6.096 x 1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, kA konum adim kiiciildiigiinde
korunum sabitlerindeki degisimin azaldig1 goriilmektedir.

Tablo 3.61° de Problem 2 i¢in elde edilen korunum sabitlerinin degeri ile referans
[55] de verilen kuintik B-spline kullanilarak kollokasyon sonlu eleman yontemiyle elde
edilen korunum sabitlerinin kargilagtirilmalar1 verildi. Tablodan sonuclarin uyum
igerisinde oldugu goriilmektedir.

Problem 2" nin a = 0.5, b = —3 icin t = 0 ve 90 zamanlarinda elde edilen
Uy ve Vy cozlimlerinin maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldig1 = konum
degiskeninin degerleri sirasiyla Tablo 3.62 ve Tablo 3.63” de verildi. Tablolardan her
iki ¢oziim icin de t = 0’ da biiyiik dalganin kiiciik dalganin solunda yer aldigi, ¢ = 90
oldugunda biiytik dalganin kiiciik dalganin sagina gectigi goriilmektedir.
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Tablo 3.59: a = 0.5, b = =3, Ay = 1.0, Ay = 0.6, v; = 10, 72 = 30 ve h = 0.05 igin
—10 < z <120 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonugclari.

At = 0.05 At =0.02
t I Iy I P
0.0 6.400000 -3.242667 6.400000 -3.242667
10.0 6.400549 -3.240469 6.400005 -3.242641
20.0 6.401117 -3.238276 6.400012 -3.242614
30.0 6.401522 -3.236106 6.399996 -3.242588
40.0 6.402756 -3.233945 6.400103 -3.242562
50.0 6.401944 -3.231815 6.399896 -3.242537
60.0 6.402313 -3.230877 6.399915 -3.242526
70.0 6.404053 -3.230403 6.400178 -3.242520
80.0 6.402526 -3.228359 6.399834 -3.242496
90.0 6.404216 -3.226227 6.400068 -3.242469

Tablo 3.60: a =0.5, b= —3, Ay = 1.0, Ay = 0.6, 7, = 10, 75 = 30 ve At = 0.02 icin

—10 <z <120 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuglari.

h =0.05 h =0.025
I I L P
0.0 6.400000 -3.242667 6.400000 -3.242667
10.0  6.400005 -3.242641 6.400005 -3.242641
20.0 6.400012 -3.242614 6.400013 -3.242614
30.0  6.399996 -3.242588 6.399996 -3.242588
40.0 6.400103 -3.242562 6.400106 -3.242562
50.0 6.399896 -3.242537 6.399894 -3.242537
60.0 6.399915 -3.242526 6.399911 -3.242526
70.0 6.400178 -3.242520 6.400180 -3.242520
80.0 6.399834 -3.242496 6.399829 -3.242496
90.0 6.400068 -3.242469 6.400064 -3.242469
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Tablo 3.61: a =0.5,b=—3, Ay = 1.0, A\ = 0.6, 7, = 10 ve 7, = 30 i¢in —10 < x <
120 araliginda Problem 2’ nin kollokasyon yontemiyle elde edilen ntimerik sonugclar:
ile referans [55] dekilerin karsilagtirilmas.

Kollokasyon Yontemi [55]
(h=0.05,At =0.02)  (h=0.1,At =0.01)
t I I I I

0.0 6.400000  -3.242667 6.400000 -3.243013
10.0 6.400005 -3.242641 6.400001 -3.243012
20.0 6.400012 -3.242614 6.399995 -3.243009
30.0 6.399996  -3.242588 6.399946 -3.243015
40.0 6.400103  -3.242562 6.399991 -3.243102
20.0 6.399896  -3.242537 6.399962 -3.243008
60.0 6.399915  -3.242526 6.399863 -3.243008
70.0 6.400178  -3.242520 - -
80.0 6.399834  -3.242496 - -
90.0 6.400068  -3.242469 - -

Tablo 3.62: Problem 2’ nin h = 0.05 ve At = 0.02 i¢in niimerik sonuclari.

Biytk Dalga Kiiciik Dalga
t  Konum(z) Genlik(Uy) Konum(z) Genlik(Uy)
0.0 10.25 1.999818 53.05 0.719979
90.0 103.0 1.998039 80.85 0.720234

Tablo 3.63: Problem 2’ nin A = 0.05 ve At = 0.02 icin niimerik sonuclar.

Biiytiik Dalga Kiiciik Dalga
t  Konum(z) Genlik(Vy) Konum(z) Genlik(Vy)
0.0 10.25 1.414149 93.05 0.509109
90.0 103.0 1.413363 80.85 0.509106
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Problem 3 i¢in tiim hesaplamalar, a ve b parametrelerinin a = 0.5 ve b = —3
degerleri i¢in —50 < x < 150 araligi tizerinde yapildi. Tablo 3.64 ve 3.65" de farkh
konum ve zaman adimlari i¢in hesaplanan korunum sabitleri ile ilgili kargilagtirmalar
verildi. Tablo 3.64’ de verilen I; ve I, korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve t = 50
zamanlarindaki degisimi, A = 0.05 i¢in At = 0.05 iken sirasiyla %1.035 ve %9.235;
At = 0.02 iken sirasiyla %0.031 ve %0.237 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, At
zaman adimi kiigiildiikce korunum sabitlerindeki degisimin azaldigi agikca
goriilmektedir. Tablo 3.65" de verilen I; ve I5 korunum sabitlerinin ¢t = 0 ve ¢t = 50
zamanlaridaki degisimi, At = 0.05 i¢in A = 0.1 iken sirasiyla %1.042 ve %9.236;
h = 0.05 iken sirasiyla %1.035 ve %9.235 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, h

konum adim kiigiildiikce korunum sabitlerindeki degisimin azaldigl gortilmektedir.

Tablo 3.64: a = 0.5, b = —3 ve h = 0.05 i¢in —50 < x < 150 araliginda Problem 3’
iin niimerik sonuglari.

At =0.05 At =0.02
t L P L P
0.0 17.724539 -12.533142 17.724539 -12.533142
10.0 17.736336 -12.459482 17.724702 -12.532104
20.0 17.798609 -12.064351 17.725760 -12.525089
30.0 17.844872 -11.773855 17.726649 -12.517797
40.0 17.883890 -11.553413 17.728388 -12.510562
50.0 17.907999 -11.375676 17.730035 -12.503382

Tablo 3.65: a = 0.5, b = —3 ve At = 0.05
3’ iin nliimerik sonuclari.

icin —50 < x < 150 araliginda Problem

h=0.1 h =0.05
t L P L P
0.0 17.724539 -12.533142 17.724539 -12.533142
10.0 17.736336 -12.459482 17.736336  -12.459482
20.0 17.798609 -12.064351 17.798609 -12.064351
30.0 17.845223 -11.773849 17.844872 -11.773855
40.0 17.883504 -11.553411 17.883890 -11.553413
50.0 17.909209 -11.375620 17.907999 -11.375676

Tablo 3.66" da Problem 3 icin elde edilen korunum sabitlerinin degeri ile
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referans [55] de elde edilen korunum sabitlerinin karsilagtirilmalar: verildi. Tablodan

sonuclarin birbiri ile uyum igerisinde oldugu goriilmektedir.

Tablo 3.66: a = 0.5 ve b = —3 igin —50 < z < 150 aralhiginda Problem 3’
tin kollokasyon yontemiyle elde edilen niimerik sonuglar ile referans [55] dekilerin
kargilagtirilmasi.

Kollokasyon Yontemi
(h = 0.05, At = 0.02) [55]
t I I I I

0.0 17.724539 -12.533142 17.72454  -12.53314
10.0 17.724702 -12.532104 17.72454 -12.53316
20.0 17.725760 -12.525089 17.72454 -12.53316
30.0 17.726649 -12.517797 17.72449 -12.53320
40.0 17.728388 -12.510562 17.72448 -12.53321
50.0 17.730035 -12.503382 17.72469 -12.53320

Problem 3’ iin ¢ = 50 zamaninda olusan ardisik dalgalarin konumlar: ve genlikleri

Tablo 3.67 de verildi.

Tablo 3.67: t = 50, a = 0.5, b = =3, h = 0.05 ve At = 0.02 i¢in —50 < x < 150
araliginda Problem 3’ iin kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik sonuclari.

Konum(z) Genlik(Uy) Konum(z) Genlik(Vy)

Birinci Dalga 90.80 3.444966 90.80 2.435862
Ikinci Dalga 63.10 2.449648 63.10 1.732626
U(;iincﬁ Dalga 38.65 1.590160 38.65 1.122133
Dordiincii Dalga 17.95 1.006497 17.80 0.661111
Besinci Dalga -0.35 0.613452 -0.35 0.329718

3.2.5 Sonug

Bu bolimde, farkli dereceden B-spline fonksiyonlar yardimiyla Galerkin,
Petrov-Galerkin, subdomain ve kollokasyon sonlu eleman yontemleri kullanilarak
coupled KdV denkleminin niimerik ¢oziimleri elde edildi. Bu yontemler {i¢ model

probleme uygulandi. Farkli konum ve zaman adimlar icin elde edilen sonugclar
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literatiirdeki mevcut sonucglarla karsilastirilarak Lo ve L., hata normlar: ile birlikte
I; ve I, korunum sabitleri tablolar halinde verildi. Tablolar incelendiginde Galerkin
yonteminin diger yontemlere gore daha iyi sonuglar verdigi goriilldi. Model
problemlerdeki a ve b katsayilarimin ayni degerleri i¢in Galerkin, subdomain ve
kollokasyon yontemleri ile elde edilen niimerik c¢oziimlerin grafikleri ayirt
edilemeyecek kadar birbirlerine yakin olacagindan sadece Galerkin yontemiyle elde
edilen niimerik ¢oziimler grafiklerle verildi. Petrov-Galerkin yonteminde ise a ve b
katsayilarinin farkl degeri ic¢in elde edilen sonuclar grafiksel olarak gosterildi. Ayrica
her bir yontemin uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagiminin kararlilik
analizi incelenirken karsilagilan cebirsel iglemler Mathematica programi kullanilarak
yapildi.

Sonug olarak, bu boliimde coupled KdV denklemine uygulanan yontemler ile elde
edilen sonuclarin mevcut analitik sonuglar ve yayinlanmig sonuglarla uyum igerisinde

oldugu gortldii.
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BOLUM 4

B-SPLINE SONLU ELEMAN YONTEMLERI
ILE COUPLED mKdV DENKLEMININ
NUMERIK COZUMLERI

Bu boéliimde,
Us + Upew + a[(U? + VU], + BV, = 0, a<x<b t>0 (4.1a)
Vi+ Vigo +a[(UP+ VHV], + U, =0, a<z<b t>0 (4.1b)

olarak verilen coupled mKdV denklemi g6z ontine alindi [58]. Burada « ve [ reel
parametrelerdir.

Coupled mKdV denkleminin ¢oztimleri farkli yontem ve tekniklerle bazi
aragtirmacilar tarafindan bulunmustur. Ornegin, Cao vd. [41], homojen denge
yontemi fikrine dayali dogrudan ve etkin trigonometrik doniigiim yontemi yardimiyla
coupled mKdV denkleminin ¢ok sayida tam c¢oziimlerini elde etmiglerdir. Halim
ve Leble [52], sabit katsayili keyfi sayida denklemlerin Cauchy problemleri i¢in
fark denklemine dayali bir yontemi kullanarak coupled KdV-MKdV denklemlerinin
niimerik ¢oziimlerini bulmuglardir. Fan [59], coupled mKdV denkleminin soliton
¢oziimlerini elde etmek igin genisletilmis tanh fonksiyon yontemini kullanmigtir.
Ali [60], coupled mKdV denklemini modifiye edilmis genigletilmig tanh fonksiyonu
yardimiyla ¢ozmiusgtiir. Chen ve An [61], coupled mKdV denkleminin niimerik
¢oziimlerini tiiretmek ig¢in homotopi pertiirbasyon yontemini uygulamiglardir.
Khater vd. [62], coupled mKdV denkleminin niimerik ¢oziimlerini elde etmek igin
konum tiirevleri i¢in Lagrange polinomlarina dayal bir spektral kollokasyon yontemi
sunmuglardir.  Triki ve Ismail [58], (4.1) coupled mKdV denklemini analitik ve
niimerik olarak ¢ézmiiglerdir. Ayrica Triki ve Ismail bu ¢alismalarinda (4.1) coupled

mKdV denkleminin tek dalga c¢oztimlerini incelemis ve sonlu fark yontemini
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kullanarak niimerik ¢oztimlerini elde etmisglerdir. Khattak vd. [63], Kansa yontemi
olarak adlandirilan kollokasyon noktalarii kullanan diigiim noktasiz radyal baz
fonksiyonlarina dayali yontem yardimiyla coupled mKdV denkleminin yaklagik
¢Oztimiini elde etmiglerdir. Wazwaz [64], coupled mKdV denklem sisteminin ¢oklu
soliton ¢oziimlerini ve ¢oklu singular soliton ¢oziimlerini Hirota’ nin bilineer yontemi
ve Hietarinta yaklasimimmi kullanarak tiiretmistir. Zuo ve Zhang [65],
G’ /G—expansion yontemi yardimiyla coupled mKdV denklemini ¢ozmiislerdir.

Bu bélimde (4.1) ile verilen coupled mKdV denkleminin, degisik dereceden
B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin, Petrov-Galerkin, subdomain ve
kollokasyon sonlu eleman yontemleri ile niimerik ¢oziimleri elde edildi. Denklemin 7,
15 ve I3 korunum sabitleri ile Ly ve L., hata normlar: tablolar halinde verildi. Ayrica
her bir yontemin uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagiminin kararlilik

analizi incelendi.

4.1 Model Problemler
(4.1) ile verilen coupled mKdV denklemi,

Ula,t) =0, U(b,t) =0,V(a,t) =0, V(bt)=0, t>0 (4.1.1a)
Uy(a,t) =0, Up(b,t) =0, Vy(a,t)=0, Vi(bt)=0, ¢>0 (4.1.1Db)

sinir sartlar1 ve asagidaki farkli baslangic sartlar ile goz ontine alindi. Her bir
problemin Uy niimerik ¢oziimiiniin U analitik ¢oztimiine ne kadar iyi yaklastigin

gormek i¢in

2

N
Ly = HUtam . UnH2 _ [hz }U;am . an|2
j=1

ve

Loo _ HUtam N Un”oo = max |U;am o U]n‘
J

olarak tamimlanan L, ve L, hata normlar1 hesaplandi. (4.1) coupled mKdV

denkleminin
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o0

[1 = /de,

I - /(U2 +V2)dz,
1 o
Iy =5 / [a(U? +V?)? = 2(U2 + V?) — 28UV dx

ile tammlanan ii¢ korunum sabiti gz 6niine alind1 [58] Oyleki bunlar ¢ degistikge

degismeden kalan sabitlerdir.

4.1.1 Problem 1

Ik olarak, (4.1) coupled mKdV denkleminin simetrik tek dalga ¢oziimii

U(z,0) =V(z,0) =4/ C;ﬂsech <m:1:>

baglangi¢ sartlar1 ve (4.1.1) smur sartlar ile goz 6niine alindi. Bu problemin tam

¢Ozumiu

Uz, t) =V(x,t) = - ﬁsech (ﬂ(w - ct))

«

dir [58].

4.1.2 Problem 2

Ikinci olarak, (4.1) coupled mKdV denkleminin simetrik iki dalga ¢oziimii

U(z,0) = a ; ﬂsech (\/61 — Bz — 31)> +4/2 ; ﬁsech <\/CQ — B(x — 52)) ,
V(z,0) = a ; ﬁsech <\/01 — Bz — 81)> /2 ; ﬁsech (\/CQ — B(x — 32)>

baglangig sartlar ve (4.1.1) simir sartlari ile goz 6ntine alindi [58].

4.1.3 Problem 3

Uciineii olarak, (4.1) coupled mKdV denkleminin antisimetrik tek dalga ¢oziimii
U(x,0) = =V (x,0) =4/ c—;ﬁsech (vc + Bx)
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baglangig sartlar ve (4.1.1) smir sartlar ile géz éniine alindi. Bu problemin tam

¢Ozumi

Uz, t) = -V(x,t) = cr ﬁsech <m(x - ct)>

«
dir [58].

4.1.4 Problem 4

Dordiincii olarak, (4.1) coupled mKdV denkleminin antisimetrik iki dalga ¢ziimii
+ +
U(x,0) = %sech <\/01 + [z — 81)> + %sech (VCQ + B(x — 32)> :
+ +
V(z,0) = — a - ﬁsech <\/01 + [z — 31)> — %56% <\/02 + B(z — 82)>

baglangig sartlar ve (4.1.1) simir sartlar1 ile goz 6ntine alind1 [58].

4.1.5 Problem 5
Son olarak, (4.1) coupled mKdV denklemi
U(z,0) = Ae ™,
V(z,0) = Be "

baglangig sartlar ve (4.1.1) simir sartlari ile goz 6ntine alindi [58].

4.2 Sonlu Eleman Yontemleri

Bu kisimda, bir onceki kisimda verilen model problemlere Galerkin,
Petrov-Galerkin, subdomain ve kollokasyon sonlu eleman yontemleri uygulandi. Bu
sonlu eleman yontemlerinin probleme uygulanmasi igin 6nce (4.1) coupled mKdV
denkleminin agirlikli integral formunun bulunmasi gerekir. Denklemde gerekli
diizenlemeler yapildiktan sonra, denklem W agirlik fonksiyonu ile carpilir ve sonra

bolge iizerinden integrali alinirsa denkleminin agirlikli integral formu

b
/ WUs + Uses + a(3U% + VAU, + (2aUV + B)V,] dz = 0, (4.2.1a)

b
/ WV + Vg + a3V + UV, + (2aUV + B)U,] dx =0 (4.2.1b)

168



olarak elde edilir.(4.2.1) agirlikli integral formunda, kismi integrasyon uygulanir ve

sonra (4.1.1) smur sartlar1 kullanilirsa
b
/ (WU, — WUy + aW (3U* + VAU, + W(2aUV + B)V,] dv =0,  (4.2.2a)
b
/ WV, = WV + aW@BV? + UV, + W(2aUV + B)U,] dz =0  (4.2.2b)

bulunur. Boylece (4.1) coupled mKdV denkleminin her bir [z,,, ,,11] sonlu eleman

tizerinde zayif formu
Tm+1
/ (WU, — WoUpg + aW (3U* + VAU, + W(2aUV + B)V,] dv =0, (4.2.3a)
Tm+1
/ WV, = WV + aW (3VZ + UV, + W(2aUV + B)U,] dz =0  (4.2.3b)

olarak elde edilir.

4.2.1 Galerkin Yontemi

Bu kisimda, (4.1) coupled mKdV denkleminin Galerkin sonlu eleman yéntemi
ile niimerik ¢oziimleri elde edildi. Agirhik fonksiyonlar: yerine Boliim 2’ de (2.2.5)
ile verilen kuadratik B-spline fonksiyonlar segilir ve Boliim 2’ de (2.2.6) ile verilen
yaklagimlar (4.2.3) denklemlerinde yerlerine yazilirsa, Z1,, = «(3U? + V?), Z2,, =
20UV + 8 ve G, = a(3V? + U?) olmak tlizere,

/Qngdf /QQ 96)0: + 71,, /Qde@

Z2m(/ QiQ;dﬁ)Uj} =0, i=m—1mm+1
0

(4.2.1.1a)

/QzQde /QQ 0€)¢ + Gy /QQdé

sz(/ Q:iQ,d€)55 =0, i=m—1mm+]1
0
(4.2.1.1b)

denklem sistemi elde edilir. Burada
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Ci= | @i

olarak alinirsa (4.2.1.1) denklemleri matris formunda

Acde — B°6¢ + Z1,,0°6° + Z2,,C°0¢ = 0, (4.2.1.2a)
AcGe — B0 + GyC0° + 22,06 = 0 (4.2.1.2b)
olarak yazlabilir. Burada 6 = (dm-1,0m,0m+1) ve 0¢ = (Om_1,0m,Oms1) dir.

Béliim 2’ de (2.2.5) ile verilen kuadratik B-spline fonksiyonlar kullamlarak (4.2.1.1)
denklemlerindeki integraller hesaplandiginda, i, j = m — 1, m, m + 1 olmak {izere,

A¢

. . o
¢ Bf; ve Cf; eleman matrisleri

6 13 1
h h
Asz/ QiQ;dé = — | 13 54 13 |,
) 30
1 13 6
-1 2 -1
h ! 1" 2
Bz’j = / Qindf = 2 0O 0 O ;
0
1 -2 1
-3 2 1
h , 1
5 :/0 QiQ;d§ = 6 -8 0 8
-1 -2 3

olarak bulunur. 71,,, Z2,, ve G,, esitliklerinde U ve V' yerine sirasiyla

Un + Ut vo Vin + Vint1
2 2

alimir ve sonra Uy ve Vi’ nin x,, noktasindaki
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3(0m—1 + 20m + Opmy1)? N (Ot + 200 + Omi1)?

Zlm = )
al 1 1 ]
Z2m _ a(émfl + 25m + 5m+1)2<0m1 + 20m + 0m+1> + ﬂ,
3(0m_1+20m +0mi1)?  (Om-1+ 20m + Opms1)?
G = o (o 1+Z +o +1)+( 1+ 4+ +1)]

noktasal degerleri (4.2.1.2) ile verilen eleman denklemlerinde yerlerine yazildiktan

sonra eleman matrisleri birlegtirilirse

Ad — B8 + C(Z1,,)0 + C(Z2,)0 = 0, (4.2.1.3a)
Ac — Bo + C(G)o +C(Z22,)0 =0 (4.2.1.3b)

matris formundaki denklemler elde edilir. Burada global eleman parametreleri 6 =
(0_1,00,-.-,0n_1,0n) Ve 0 = (0_1,00,...,0n_1,0n) dir. A, B, C(Z1,,), C(Z2,,) ve

C(G,,) matrislerinin genellegtirilmiy satirlar:

h
A —(1,26,66,26, 1
30(7 ) Y 7)7

2
h?
1
C(ZLm) : (=21, = 22Ny = 821z, 32Nyt = 321z, 821y + 22 s, Z1ia),

1
C(Z2m) (= 22m1, = 222 — 822z, 3221 = 322, 82 + 2223, Z2ms),
1
C(Gm) : 6(_Gm17 - 2Gm1 - 8Gm27 3Gm1 - 3Gm37 8Gm2 + 2Gm3a Gm3)

B:—(1,-2,0,2,—1),

olarak bulunur. Burada m = 1(1)N — 2 olmak iizere,

3(Om_n + 26m_1 + 6> N (Om—2 + 201+ 0m)?

Zlm = 5
1=a 4 4 )
Om_1 + 200 + Omi1)? m—1 + 20m + Opy1)?
Zlm2:a[3( 1+ ; + +1) 1 (O’ 1+ 0;1 + 0o +1) ]7
(Sm 25m 5m 2 m 2 m m 2
1,5 — a[?’( + 2041 + Omt2) n (0m + 20m11 + Oimt2) ’
4 4
Om— 20,7, Om ) (O 20— m
Z2m1:@( 2+ 1+ )2(0 2+ 20 1+0)+ﬁ,
ZQmQ _ Oé( 1 + + +1)2(O' 1 + 20,, + 0 +1) X ﬂ,
72 . — (0 + 20,41 + +2)2(<7 + 2041 + Omy2) + 8,
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3(0'm72 + 20’m71 + Jm)2 + (5m72 + 25mfl + 5m)2

Gml = O[[ 4 4 ]7
3(Om_1 + 20, 1 )2 Ot 4 200 + Omt1)?

Gy :Oz[ (U 1+ Z +o +1) n ( 1+ . + +1) ]7
3 m 2 m m 2 6m 25m 5m 2

Gs = a (o +a;+a +2)+( + Zl+ +2)]

dir. (4.2.1.3) denklemlerinde § ve o yerine Boliim 2’ de (2.2.1.4) ile verilen sonlu
fark yaklagimlari, §ve o yerine de yine Boliim 2’ de (2.2.1.5) ile verilen sonlu fark

yaklagimlar1 yazilirsa

A= 2B - oz o2,
=[A+ %(B —C(Z1,))])0" + [—%C(ng)]an’
(4.2.1.4a)
[%C(Z%W“ +[A- %(B—C(Gm))]gnﬂ
~ A+ 14+ A B (G
(4.2.1.4b)

formunda (2N +4)-bilinmeyenli (2N +4)-tane denklemden olugan karesel bir cebirsel
denklem sistemi elde edilir. (4.1.1) smir sartlart kullamlarak 0_1,0y,0-1 ve oy
parametreleri sistemden yok edilirse (2N x 2N )-boyutlu karesel bir cebirsel denklem
sistemi elde edilir.

6™t ve o™t parametrelerinin hesaplanabilmesi icin éncelikle §° ve ¢° baslangic
parametrelerinin hesaplanmasi gerekmektedir. 0% ve o° parametreleri Boliim 2’
de (2.2.1.7) ve (2.2.1.8) ile verilen denklem sistemlerinin ¢oziilmesiyle elde edilir.
Boylece (4.2.1.4) ile verilen denklem sisteminde baglangig parametreleri kullanilarak
istenilen herhangi bir ¢ zamanindaki yaklagik ¢oziimler iterasyon yardimiyla elde
edilir.

(4.2.1.4) denklem sistemindeki lineer olmayan terimlere, her bir zaman adiminda
Boliim 2’ de (2.2.1.9) ve (2.2.1.10) ile verilen iterasyon formiilleri 3-5 defa uygulanarak
Uy ve Vi yaklagik ¢oziimleri iyilegtirildi.
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Kararlilik Analizi

Bu kisimda, goz ontine alinan Galerkin sonlu eleman yaklagiminin kararhilik
analizi incelendi. (4.2.1.4) denklem sisteminin m. genellegtirilmis satirlar,
A At AW  Atz2,
’71_307 T2 = h27 V3= 12 ) Va4 = 192 )
U = max{Z1,,,Gn},

ar =7 —"72 — 73,

ag = 2671 + 272 — 1073,

ag = 6671,

ay = 2671 — 272 + 1073,

as =71+ 72 +73
olmak fizere,

1 1 1 1
CL15”+ + a2(5n+ + a3§"+ + CL452;}1 + %(525;2 ’}/40':;+ 90—

ntl 1t 10’}/40'm+1 + '}/4011”-:_12 = (155%_2 + CL4(521_1 + a3521+

10v40,,"
a2521+1 + a1512+2 + 40, o + 10740, 4 — 1074077&1 - 740:;&2
ve
— a0ty — 107407, + 107400 + 2l + aron™s + agop i+
azoltt + agolth + asolhly = vadn oy + 10746y — 107407 —
Va0 g + G50y, 5 + Q40 | + A30,, + a20,,4) + @10,
dir. Bu genellestirilmis satirlarda Béltim 2’ de (2.2.1.11) ile verilen esitlikleri yerlerine
yazilir ve Euler formiili kullanilirsa,

66 + 2 cos(2¢p) + 52 cos(p)) 1,

—(
(25in(2¢) — 4sin(p))e.
(25in(2¢) + 20sin(¢))s,
(
b+

2sin(2¢) + 20sin(e) )74,
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olmak tizere,

[(a+ic1)qg — (a—icy)| P+ [(idg + id)]W =0

[(idg + id)]P + [(a + ic1)g — (a —icy)]W =0

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sisteminin P ve W’ ya gore asikar olmayan
en az bir ¢oziimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter sart sistemin katsayilar matrisinin

determinantinin sifir olmasidir. O halde
(a® + 2iac; — ¢} + d*)q* — (2a* + 23 — 2d*)q + a® — 2iac; — & +d* =0

olup buradan

a—i(cp —d)
G = s
a+i(c; —d)
a—i(c; +d)
Qo = —————
a+i(c; +d)
bulunur. Béylece |g1] = 1 ve |go| = 1 oldugu agikga goriiliir. Dolayisiyla, Galerkin

yonteminin uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagimi sartsiz kararhdir.

Niimerik Cozimler

Bu kisimda, Galerkin sonlu eleman yontemiyle yukarida goz ontine alinan bes
model problemin niimerik ¢oziimleri elde edildi. Problem 1 i¢in tiim hesaplamalar
a=1 8=05vec=1icn —25 < x < 45 araliginda yapildi. Tablo 4.1 ve
4.2 farklhh konum ve zaman adimlarinda hesaplanan I;, I ve I3 korunum sabitleri
ile Ly ve L, hata normlarim gostermektedir. Tablolardan At zaman adimi ve h
konum adimi kiiciildiigiinde hesaplanan Ly ve L., hata normlarinda kayda deger
diigtiglerin oldugu acik¢a goriilmektedir. Tablo 4.1 de verilen [y, I ve I3 korunum
sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢t = 20 zamanlarindaki degigimi, h = 0.1 i¢in At = 0.1 iken
sirastyla %9.376 x 1073, %0.907 x 1073 ve %3.065 x 1073; At = 0.05 iken sirasiyla
%6.427 x 1073, %0.025 x 1073 ve %0.454 x 1073; At = 0.01 iken sirasiyla %5.044 x
1073, %0.025 x 1073 ve %0.401 x 1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, At zaman
adim kiictildiikce korunum sabitlerindeki degigimin azaldigi agik¢a goriilmektedir.

Tablo 4.2" de verilen I, I ve I3 korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve t = 20

zamanlarindaki degisimi, At = 0.01 icin h = 0.2 iken swrasiyla %19.499 x 1073,
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Tablo 4.1: a=1,3=0.5,¢c=1ve h=0.1 i¢cin —25 < x < 45 araliginda Problem
1”7 in niimerik sonuclari.

UN<.’L', t) = VN(.T, t)
At t I I I3 Lo Lo
0.1 0.0 3.141593 2.828427 -0.236253 0.000000 0.000000
5.0 3.141580 2.828434 -0.236251 0.001988 0.001066
10.0 3.141690 2.828441 -0.236249 0.003785 0.001981
15.0 3.141487 2.828447 -0.236248 0.005578 0.002897
20.0 3.141298 2.828453 -0.236246 0.007385 0.003818
0.06 0.0 3.141593 2.828427 -0.236253 0.000000 0.000000
0.0  3.141557 2.828428 -0.236252 0.000460 0.000257
10.0  3.141677 2.828428 -0.236252 0.000731 0.000411
15.0 3.141516 2.828428 -0.236252 0.001001 0.000558
20.0 3.141391 2.828428 -0.236252 0.001289 0.000703
0.01 0.0 3.141593 2.828427 -0.236253 0.000000 0.000000
0.0 3.141549 2.828428 -0.236253 0.000305 0.000165
10.0 3.141674 2.828428 -0.236252 0.000451 0.000266
15.0 3.141522 2.828428 -0.236252 0.000616 0.000358
20.0 3.141434 2.828428 -0.236253 0.000775 0.000443

%0.398 x 1073 ve %6.619 x 1073; h = 0.1 iken srasiyla %5.044 x 1073, %0.025 x
1073 ve %0.401 x 1073; h = 0.05 iken swrasiyla %1.331 x 1073, %0.002 x 1073
ve %0.026 x 1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, h konum adimm kiiciildiikce
korunum sabitlerindeki degisimin azaldig1 agik¢a goriilmektedir.

Problem 17 in t = 0, 5, 10, 15 ve 20 zamanlarinda elde edilen Uy ve Vy
¢oziimlerinin maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldigi « konum degigkeninin
degerleri Tablo 4.3” de verildi. Tablodan ¢’ nin artan zamanlar icin tek dalganin
hemen hemen genligini koruyarak saga dogru hareket ettigi gézlendi. Ornegin t = 0’
da dalganin genligi 0.707107 (z = 0) iken ¢t = 10’ da 0.706951 (z = 10) ve t = 20’
de 0.706966 (z = 20) olarak hesaplandi.

Problem 17 in ¢t = 0, 10 ve 20 zamanlarinda elde edilen Uy ve Vy c¢oziimleri
ile t = 20 zamaninda tam ve niimerik ¢oziimler arasindaki hata dagilimlar1 Sekil
4.1’ de verildi. Bu sekilden dalganin ¢’ nin artan degerlerine gore genligini hemen
hemen koruyarak saga dogru hareket ettigi, hata dagilimlarina bakildiginda genligin
en yiiksek oldugu x konumu civarinda hata dagilimlarinin biiylik oldugu acikca

goriilmektedir.
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Tablo 4.2: a =1, =0.5,c=1ve At = 0.01 i¢in —25 < z < 45 araliginda Problem
17 in ntimerik sonuclari.

UN([L', t) = VN($, t)
h 13 L I, I3 Ly Lo

0.2 0.0 3.141593 2.828427 -0.237922 0.000000 0.000000
2.0  3.141461 2.828437 -0.237907 0.001236 0.000689

10.0 3.141972 2.828439 -0.237906 0.001874 0.001110

15.0 3.141362 2.828440 -0.237904 0.002602 0.001546

20.0 3.140980 2.828438 -0.237906 0.003294 0.001878

0.1 0.0 3.141593 2.828427 -0.236253 0.000000 0.000000
5.0 3.141549 2.828428 -0.236253 0.000305 0.000165

10.0 3.141674 2.828428 -0.236252 0.000451 0.000266

15.0 3.141522 2.828428 -0.236252 0.000616 0.000358

20.0 3.141434 2.828428 -0.236253 0.000775 0.000443

0.05 0.0 3.141593 2.828427 -0.235840 0.000000 0.000000
5.0 3.141582 2.828427 -0.235840 0.000071 0.000036

10.0 3.141612 2.828427 -0.235840 0.000093 0.000051

15.0 3.141574 2.828427 -0.235840 0.000117 0.000067

20.0 3.141551 2.828427 -0.235840 0.000141 0.000081

Tablo4.3: a =1,3=0.5,c=1,h=0.1 ve At = 0.01 i¢gin —25 < x < 45 araliginda
Problem 17 in Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik sonuclari.

t Konum(z) Genlik(Uy ve Vi)
0.0 0 0.707107
5.0 D 0.706968
10.0 10 0.706951
15.0 15 0.706952
20.0 20 0.706966
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Sekil 4.1: Problem 1’ in farkli ¢ zamanlarinda Galerkin yontemi ile elde edilen
niimerik ¢oziimleri ve ¢ = 20" deki hata dagilhimlari.

Problem 2 i¢in tiim hesaplamalar « = 1, 3 = 0.5, ¢ = 1, ¢ = 0.7, 81 =
—10 ve s3 = 10 i¢in —50 < x < 200 araliginda yapildi. Tablo 4.4 ve 4.5 farkh
konum ve zaman adimlari i¢in hesaplanan korunum sabitleri ile ilgili kargilagtirmalar:
gostermektedir. Tablo 4.4’ de verilen [y, Iy ve I3 korunum sabitlerinin degisimi,
t =0 ve t = 150 zamanlarinda h = 0.1 icin At = 0.1 iken sirasiyla %12.226 x 1073,
%2.870x 1073 ve %4.693 x 1073; At = 0.05 iken sirasiyla %9.808x 1073, %0.123x 1073
ve %1.372 x 1073 olarak hesaplandi. Ayrica Tablo 4.5’ de At = 0.1, h = 0.2 i¢in
I, I, ve I3 korunum sabitlerindeki degisim sirasiyla %23.904 x 1073, %3.973 x
1072 ve %11.184 x 1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, konum ve zaman
adimlariin kii¢iilmesi durumunda korunum sabitlerinin daha iyi korundugu acikca
goriilmektedir.

Problem 2’ nin ¢ = 0, 50, 100 ve 150 icin elde edilen ¢oziimleri Sekil 4.2’

de verildi. Grafiklerden iki pozitif tek dalganin girigsimi goriilmektedir. ¢t = 0
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Tablo 4.4: a =1, 3 =05,¢; =1, cg = 0.7, sy = —10, s = 10 ve h = 0.1 igin
—50 < z < 200 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuclari.

At =0.1 At =0.05
t L P I3 L I I3

0.0 6.283185 4.619952 -0.563593 6.283185 4.619952 -0.563593
20.0 6.283124 4.620036 -0.563567 6.283122 4.620010 -0.563556
40.0 6.283664 4.620556 -0.563402 6.283558 4.620512 -0.563242
60.0 6.284047 4.620431 -0.563442 6.283869 4.620382 -0.563323
80.0  6.283831 4.620040 -0.563570 6.283776 4.619988 -0.563571
100.0 6.283838 4.620024 -0.563578 6.283761 4.619950 -0.563596
120.0 6.284026 4.620046 -0.563574 6.283831 4.619947 -0.563598
140.0  6.283949 4.620073 -0.563568 6.283811 4.619947 -0.563599
150.0  6.283953 4.620085 -0.563566 6.283802 4.619947 -0.563601

Tablo 4.5: aa =1, 3 =05,¢c1 =1, cg = 0.7, sy = =10, so = 10 ve At = 0.1 i¢in
—50 < z < 200 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuclari.

h=10.2 h=0.1
t ]1 ]2 ]3 ]1 [2 13

0.0 6.283185 4.619952 -0.565430 6.283185 4.619952 -0.563593
20.0 6.282932 4.620160 -0.565277 6.283083 4.619972 -0.563583
40.0 6.284167 4.622146 -0.564029 6.283590 4.620453 -0.563424
60.0 6.284942 4.621635 -0.564343 6.283965 4.620327 -0.563465
80.0 6.284213 4.620041 -0.565343 6.283731 4.619908 -0.563601
100.0 6.284266 4.619855 -0.565448 6.283697 4.619830 -0.563624
120.0 6.284601 4.619811 -0.565471 6.283836 4.619787 -0.563636
140.0 6.284424 4.619787 -0.565480 6.283714 4.619747 -0.563647
150.0 6.284687 4.619769 -0.565493 6.283697 4.619726 -0.563654

zamaninda biiyiik dalganin genligi 0.707223 iken kiigiik dalganin genligi 0.447215
dir. Bu dalgalarin tepe noktalarmin konumlari sirasiyla * = —10 ve z = 10
dur. Grafiklerden goriildiigii tizere, ¢ = 0 zamaninda biiyiik genlikli dalga kiigiik
genlikli diger dalganin solundadir. Zaman arttikca her iki dalga saga dogru hareket
etmektedir. Yaklagik ¢ = 50 zamaninda iki dalganin girisiminde biiytik dalganin
kiigiik dalgay icerdigi, zaman ilerledikge biiyiik dalganin, kiiciik dalgadan ayrilarak
one gectigi ve her iki dalganin ilerlemeye devam ettigi goriilmektedir. Bu durum
t = 100 ve t = 150 igin grafiklerde gosterildi. ¢t = 150" de kiigiik dalganin z = 108.3
konumunda ve genliginin 0.447033, biiyiik dalganin ise = 144.3 konumunda ve

genliginin 0.707112 oldugu gortlmektedir.
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Sekil 4.2: Problem 2’ nin farkhh ¢ zamanlarinda Galerkin yontemi ile elde edilen
niimerik ¢oziimleri.

179



Problem 3 i¢in tiim hesaplamalar a« = 1, § = 0.5 ve ¢ = 1 i¢cin —15 < x < 35
araliginda yapildi. Tablo 4.6 ve 4.7, farkli konum ve zaman adimlarinda hesaplanan
I, I ve I3 korunum sabitleri ile Ly ve L, hata normlarimi gostermektedir.
Tablolardan daha kii¢iik konum ve zaman adimlarinda Ly ve L., hata normlarinin

azaldig1 agiktir.

Tablo 4.6: =1, 6 =0.5,c=1ve h =0.1 igin —15 < x < 35 araliginda Problem
3’ iin nimerik sonuclari.

Un(z,t) = Vn(z,t)
At t L P I3 Lo L,
0.1 0.0 3.141593 4.898979 3.665603 0.000000 0.000000
5.0 3.122340 4.832638 3.551255 0.131194 0.093369
10.0  3.105222 4.780567 3.463383 0.444406 0.305855
15.0 3.089420 4.737891 3.392593 0.865217 0.578176
20.0 3.083073 4.701752 3.333483 1.298242 0.838251
0.05 0.0 3.141593 4.898979 3.665603 0.000000 0.000000
0.0  3.141344 4.896353 3.661063 0.007250 0.004896
10.0 3.139297 4.893745 3.656530 0.023181 0.015885
15.0 3.139039 4.891164 3.652045 0.047688 0.032521
20.0 3.139481 4.888610 3.647617 0.080938 0.055102
0.01 0.0 3.141593 4.898979 3.665603 0.000000 0.000000
5.0  3.142124 4.898990 3.665663 0.004001 0.003046
10.0 3.140834 4.898990 3.665664 0.007714 0.005514
15.0 3.141489 4.898986 3.665650 0.011581 0.008161
20.0 3.142315 4.898985 3.665646 0.015380 0.010668

Tablo 4.6" da verilen Iy, I, ve I3 korunum sabitlerinin ¢t = 0 ve t = 20
zamanlarindaki degisimi, h = 0.1 icin At = 0.1 iken swrasiyla %1.863, %4.026
ve %9.060; At = 0.05 iken sirasiyla %0.067, %0.212 ve %0.491; At = 0.01 iken
sirastyla %22.994 x 1073, %0.110 x 1073 ve %1.169 x 1073 olarak hesaplandi. Bu
sonuclardan, At zaman adim kiictildiikge korunum sabitlerindeki degisimin azaldig
acikca goriilmektedir. Tablo 4.7’ de verilen [y, I ve I3 korunum sabitlerinin ¢ = 0
ve t = 20 zamanlarindaki degigimi, At = 0.01 i¢in A = 0.2 iken sirasiyla %69.955 x
1073, %3.995 x 1073 ve %28.779 x 1073; h = 0.1 iken swrasiyla %22.994 x 1073,
%0.110x 1073 ve %1.169x 1073; h = 0.05 iken sirasiyla %5.297 x 1073, %0.058 x 103
ve %0.072 x 1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, h konum adimm kiiciildiikce
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Tablo 4.7: a =1, 3=10.5,c=1ve At = 0.01 igin —15 < z < 35 araliginda Problem
3’ iin nliimerik sonuclari.

UN(.CL', t) = VN(x, t)
h t L I I3 Lo Lo

0.2 0.0 3.141593 4.898979 3.638975 0.000000 0.000000
5.0 3.143643 4.899161 3.639915 0.016383 0.012221

10.0 3.138688 4.899165 3.639926 0.031550 0.022081

15.0 3.141415 4.899143 3.639842 0.047693 0.033705

20.0 3.143790 4.899175 3.640023 0.063340 0.044316

0.1 0.0 3.141593 4.898979 3.665603 0.000000 0.000000
5.0  3.142124 4.898990 3.665663 0.004001 0.003046

10.0  3.140834 4.898990 3.665664 0.007714 0.005514

15.0  3.141489 4.898986 3.665650 0.011581 0.008161

20.0 3.142315 4.898985 3.665646 0.015380 0.010668

0.05 0.0 3.141593 4.898979 3.672088 0.000000 0.000000
0.0 3.141717 4.898979 3.672090 0.000806 0.000621

10.0 3.141405 4.898978 3.672089 0.001519 0.001097

15.0 3.141578 4.898977 3.672086 0.002272 0.001608

20.0 3.141759 4.898977 3.672085 0.003010 0.002118

korunum sabitlerindeki degisimin azaldigi acikca goriilmektedir. Yukaridaki her iki
tablo icin verilen sonuclardan, konum ve zaman adimlarinin kii¢iilmesi durumunda
Ly ve L, hata normlarinin diigtiigii, korunum sabitlerindeki degigsimin azaldigi ve
boylece korunum sabitlerinin daha fazla korundugu agikca goriilmektedir.

Problem 3’ iin t = 0, 5, 10, 15 ve 20 zamanlarinda elde edilen Uy ve Vy
¢oziimlerinin maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldigi « konum degigkeninin
degerleri Tablo 4.8" de verildi. Tablodan ¢’ nin artan zamanlar: i¢in tek dalganin,
Uy icin x—ekseninin tstiinde, Vi i¢in ise z—ekseninin altinda saga dogru hareket
ettigi gozlendi. Ornegin, Uy icin t = 0’ da dalgamn genligi 1.224745 (2 = 0) iken
t =10" da 1.223872 (z = 10) ve t = 20" de 1.223900 (z = 20); Vy igin ise t = 0’ da
dalganin genligi —1.224745 (x = 0) iken t = 10" da —1.223872 (x = 10) ve t = 20’
de —1.223900 (z = 20) olarak hesaplandi.

Problem 3’ iin ¢t = 0, 10 ve 20 zamanlarinda elde edilen Uy ve Vy c¢ozimleri
ile t = 20 zamaninda tam ve niimerik ¢oziimler arasindaki hata dagilimlar1 Sekil
4.3” de verildi. Bu gekilden dalganin ¢’ nin artan degerlerine gore genligini hemen

hemen koruyarak saga dogru hareket ettigi, hata dagilimlarina bakildiginda genligin
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Tablo4.8: a=1,6=05,c=1,h=0.1 ve At =0.01 i¢cin —15 < z < 35 araliginda
Problem 3’ iin Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik sonuglari.

t Konum(x) Genlik(Uy) Genlik(Vy)

0.0 0 1.224745 -1.224745
5.0 5 1.223924 -1.223924
10.0 10 1.223872 -1.223872
15.0 15 1.223960 -1.223960
20.0 20 1.223900 -1.223900

en yiiksek oldugu x konumu civarinda hata dagilimlarinin biiylik oldugu acikca
goriilmektedir.

Problem 4 icin tiim hesaplamalar a =1, 6 = 0.5, ¢; =1, ¢ = 0.1, sy = —10 ve
s9 = 10 icin —50 < x < 50 araliginda yapildi. Tablo 4.9 da, farkli konum adimlar:
icin hesaplanan korunum sabitleri verildi. Tabloda verilen Iy, Is ve I3 korunum
sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢t = 20 zamanlarindaki degigimi, At = 0.1 i¢in A = 0.1 iken
sirastyla %5.016, %13.793 ve %31.161; h = 0.05 iken sirasiyla %5.022, %13.837 ve
%31.288 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, A konum adim kiiciildiikkce korunum

sabitlerindeki degisimin hemen hemen aym kaldig1 goriilmektedir.

Tablo 4.9: aa =1, 6 =0.5,¢1 =1, co = 0.1, sy = —10, s = 10 ve At = 0.1 igin
—50 < z < 50 aralhiginda Problem 4’ {in ntimerik sonuclari.

h=0.1 h =0.05
t I I I5 I I I3
0.0 6.283185 7.997373 5.059019 6.283185 7.997373 5.066156
10.0 6.099440 7.391662 4.105350 6.098288 7.386825 4.102574
20.0 6.031535 7.212310 3.864775 6.030203 7.207273 3.861266
30.0 6.003725 7.163269 3.807666 6.002323 7.156713 3.801313
40.0 6.025853 7.097381 3.726581 6.025652 7.093361 3.724439
50.0  5.938879 7.013484 3.623511 5.938438 7.009742 3.621711
60.0 5.894674 6.947150 3.544209 5.893589 6.943413 3.542336
70.0 5.967992 6.894260 3.482587 5.967614 6.890754 3.481078

Problem 4’ in t = 0, 30 ve 70 igin elde edilen Uy ve Vi ¢oztimleri Sekil 4.4 de
verildi. Uy i¢in ¢izilen grafiklerde iki pozitif tek dalganin girigsimi, Vi igin ¢izilen

grafiklerde iki negatif tek dalganin girigimi goriilmektedir. Uy igin ¢izilen grafiklerde
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Sekil 4.3: Problem 3’ iin farkli ¢ zamanlarinda Galerkin yontemi ile elde edilen
niimerik ¢oziimleri ve ¢ = 20" deki hata dagilimlari.

t = 0 zamaninda biyilik dalganin genligi 1.224745 iken kii¢liik dalganin genligi
0.774597 dir. Bu dalgalarin tepe noktalarinin konumlari sirasiyla z = —10 ve x = 10
dur. Vy igin ¢izilen grafiklerde t = 0 zamaninda biiyiik dalganin genligi —1.224745
ve kiiciik dalganin genligi —0.774597 dir. Yine bu dalgalarin tepe noktalarinin
konumlar1 sirasiyla # = —10 ve = 10 dur. Uy icin verilen grafiklerde, t = 0
zamaninda biyiik dalga kiiciik dalganin solundadir. Zaman arttikca her iki dalga
saga dogru hareket etmektedir. Yaklagik ¢ = 30" da iki dalganin girigiminde biiytik
dalganin kiiciik dalgay1 icerdigi, zaman ilerledikge biiyiik dalganin, kii¢iik dalgadan
ayrilarak one gegtigi ve her iki dalganin ilerlemeye devam ettigi goriilmektedir.
Bu durum ¢t = 70 icin grafikte gosterildi. ¢ = 70 zamaninda kiiglik dalganin
tepe noktasinin £ = 11.4 konumunda ve genliginin 0.771786, biiyiik dalganin tepe

noktasinin x = 31.9 konumunda ve genliginin 0.959495 oldugu goriilmektedir.

183



14 0.1
1.3 0.0
1.2 0.1
1.1 0.2
1.0 0.3
0.9 0.4
0.8 0.5
I 07 2 06
< 06 = 07
2 o5 > 08
0.4 0.9
0.3 -1.0
0.2 1.1
0.1 1.2
0.0 - -1.3 t=0
-0.1 T T T T T T -1.4 T T T T T
50 -40 -30 20 -10 10 20 50 -40 -30 -20 -10 0
X
(a) (b)
1.0 0.1
0.9 t= 0.0
0.8 1 0.1
0.7 1 0.2
0.6 - 0.3
< 054 = 0.4
X X
> 04 > 054
0.3 0.6
0.2 0.7
0.1 0.8
0.0 1 0.9
-01 T T T T T T -10 T T T T T
50 -40 -30 20 -10 10 20 50 -40 -30 -20 -10 0
X
(c) (d)
11 0.1
1.0 =70 0.0
0.9 - 01
0.8 - 02
0.7 1 03
06 04
= =
5 0.5 5 -0.54
a3 2>
S 04 > 064
0.3 1 074
0.2 0.8
0.1 09
0.0 4 -1.04
-01 T T T T T _11 T T T T
50 -40 -30 -20 -10 20 50 50 -40 -30 -20 -10

(e)

Sekil 4.4: Problem 4’ iin farkli ¢ zamanlarinda Galerkin yontemi ile elde edilen
niimerik ¢oziimleri.
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Vy’ nin grafigi Uy’ nin grafiginin x—eksenine gore simetrigi oldugundan Vy igin
biiytik ve kiiclik dalganin genligi Uy’ nin genliginin negatifidir.

Problem 5 i¢in tiim hesaplamalar o =1, 3 =0.5, A = 0.5, B= —0.5ve vy = 0.01
icin —50 < x < 50 araliginda yapildi. Tablo 4.10 ve 4.11" de, farkli konum ve zaman
adimlarinda hesaplanan korunum sabitleri verildi. Tablo 4.10" da verilen Iy, I ve I3
korunum sabitlerinin t = 0 ve ¢t = 50 zamanlarindaki degigimi, h = 0.1 i¢in At = 0.1
iken sirasiyla %0.853, %0.037 ve %0.128; At = 0.05 iken sirasiyla %0.851, %0.039 ve
%0.134 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, At zaman adimi kiigiildiikge korunum
sabitlerindeki degisimin oldukc¢a az oldugu goriilmektedir. Tablo 4.11" de ¢t = 0 ve
t = 50 zamanlarinda Iy, Iy ve I3 korunum sabitlerindeki degisim, At = 0.1 igin
h = 0.1 iken sirasiyla %0.853, %0.037 ve %0.128; h = 0.05 iken sirasiyla %0.859,
%0.008 ve %0.029 olarak hesaplandi. Bu sonuglardan, h konum adimi kiigiildiikge
her ne kadar I;” de onemli bir degisim olmadiysa da I ve I3 korunum sabitlerindeki
degisimin azaldig1 agikca gortilmektedir. Sonug olarak konum adimlarinin kiiciilmesi
durumunda korunum sabitlerinin daha iyi korundugu fakat zaman adiminin
kii¢iilmesi durumunda korunum sabitlerinde kayda deger degisimin olmadigi

goriilmektedir.

Tablo 4.10: a =1, 8 = 0.5, A = 0.5, B = —0.5, v = 0.01 ve h = 0.1 i¢in

—50 < x < 50 araliginda Problem 5" in niimerik sonugclari.

At =0.1 At =0.05
t I I I3 L P I3
0.0 8.862269 6.266571 2.611757 8.862269 6.266571 2.611757
10.0 8.862111 6.265901 2.610849 8.862111 6.265902 2.610849
20.0 8.863096 6.264691 2.609000 8.863097 6.264700 2.609003
30.0 8.875093 6.264378 2.608534 8.875061 6.264347 2.608497
40.0 8.833952 6.264280 2.608427 8.833888 6.264188 2.608331
50.0 8.937851 6.264258 2.608416 8.937708 6.264103 2.608257

Problem 5’ in ¢t = 0, 20 ve 50 i¢in elde edilen Uy ve Vi ¢oziimleri Sekil 4.5 de
verildi. ¢ = 0 zamaninda Uy ve V) dalgalarinin maksimum genlik degerleri sirasiyla
0.5 (x =0) ve —0.5 (x = 0)’ dir. Bu tek dalgalarin ¢ = 50 zamanmmna ulasildiginda
geride degisik genliklerde iki dalga olugturarak saga dogru ilerledigi gozlendi.
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Tablo 4.11: a« =1, 3 =05, A =05, B = —-05, v = 0.01 ve At = 0.1 icin
—50 < z < 50 araliginda Problem 5" in niimerik sonugclari.

h=0.1 h =0.05
t L P I3 L P I3
0.0 8.862269 6.266571 2.611757 8.862269 6.266571 2.611760
10.0 8.862111 6.265901 2.610849 8.862225 6.266402 2.611533
20.0 8.863096 6.264691 2.609000 8.863422 6.266092 2.611066
30.0 8.875093 6.264378 2.608534 8.875498 6.266049 2.610985
40.0 8.833952 6.264280 2.608427 8.834431 6.266045 2.610984
50.0 8.937851 6.264258 2.608416 8.938374 6.266066 2.611011

Problem 5 i¢in ¢ = 50 zamaninda olusan bu ardigik dalgalarin konumlar1 ve

genlikleri Tablo 4.12’ de verildi.

Tablo 4.12: o« =1, 3 =05, A= 0.5, B= —0.5ve v = 0.01 i¢gin =50 < z < 50
araliginda Problem 5’ in Galerkin yontemi ile elde edilen ntimerik sonuclari.

Konum(z) Genlik(Uy) Genlik(Vy)

Birinci Dalga 13.6 0.852728 - 0.852728
Ikinci Dalga -11.8 0.528138 -0.528138
Uctincii Dalga -30.0 0.194686 -0.194686
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4.2.2 Petrov-Galerkin Yontemi

Bu kisimda, (4.1) coupled mKdV denkleminin Petrov-Galerkin yontemi ile
niimerik ¢oziimleri elde edildi. Bunun igin (4.1) sisteminin (4.2.3) ile verilen zayif
formunda, Uy ve Vi yaklasimlarindaki @; yerine Bolim 2’ de (2.2.5) ile verilen
kuadratik baz fonksiyonlar: ve W agirlik fonksiyonu yerine de Béliim 2’ de (2.2.2.1)
ile verilen lineer B-spline fonksiyonlar yazilirsa, Z1,, = «(3U%*+V?), Z2,, = 2aUV +
B ve Gy, = a(3V? 4+ U?) olmak iizere,

m—+1 h h h
j;_l{( /0 LiQ;d€)5s — ( /0 L;Q;d€)85 + Z1,( /0 LiQde)oc+
h
sz(/ LiQ;d¢)o}t =0, i=mm+1 (4.2.2.1a)
0
m—+1 h h A
j:;l{(/o L;Q;d€é)o (/0 L,Q;d€)os +Gm(/0 LiQ.d€)os+
h
Z2m(/o LiQ,d€)55} =0, i=mm+1 (4.2.2.1b)

denklem sistemi bulunur. Burada
h
A= [ Qs
0
h !/ 1"
By = [ rijae
h !
Cy = | nijae
olarak alinmirsa (4.2.2.1) denklemleri matris formunda

Acde — B + Z1,,C°6° + Z2,,C°0¢ = 0, (4.2.2.2a)

A°oe — B°0° + Gy CC0° + Z2,C°0° = 0 (4.2.2.2D)

seklinde yazilabilir. Burada §¢ = (0;,-1,0m, Om+1) Ve 0¢ = (Om_1, Om, Omy1) dir.

Lineer ve kuadratik B-spline fonksiyonlar ile basit integral alma kurallar: kullanilirsa,
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i=m,m+1vej=m—1,m, m+ 1 olmak iizere, Af;, Bf; ve Cf; eleman matrisleri

A /hLQd§ hod sl
Yode T 120 g g |

Be /hL/Q”df 2 _1 2 _1
T T R o g |
Cs /hLQ’dg L2 b

R T S

seklinde elde edilir. Z1,,, Z2,, ve GG, esitliklerinde U ve V yerine sirasiyla

Um + Um+1 Vm + Vm+1
ve
2 2

alimir ve sonra Uy ve Vi’ nin x,, noktasindaki

3(5771—1 + 25m + 5m+1)2 + (Um—l + 20m + 0m+1)2

Zly, =af ],

4 4
Z2m _ a(ém—l + 25m + 5m+1)2(0m—1 + 2Um + Um+1> +ﬁ,
3(0m1+20m +0mi1)?  (Om_1+ 20 + Omi1)?
G = a2 1+Z + Om1)” | (O + 4+ )%

noktasal degerleri (4.2.2.2) ile verilen eleman denklemlerinde yerlerine yazildiktan
sonra eleman matrisleri birlestirilirse
Ad — BS 4 C(Z1,)0 + C(Z2y,)0 = 0, (4.2.2.3a)
Ao — Bo+ C(Gp)o +C(Z22,)0 =0 (4.2.2.3b)
matris formundaki denklem sistemi elde edilir. Burada global eleman parametreleri

0= (5_1,50, .‘.,51\7_1,5]\[) ve 0 = (0'_1,0'[),...,0']\[_1,0']\[) dir. A, B, C(Zlm>, 0(22m>

ve C'(G,,) matrislerinin genellestirilmig satirlar:

h
A:—(1,11,11,1),
12

B %(1, 3.3.-1),
C(Z1,) - %(—Zlml, Tl = 2710, 270 + Zlma, Zlima),
C(ZZm) : é(—Zle, — L2 — 24209, 27221 + 20, Z?mg),
C(G) - %(—Gml, Gt — 2C, 2G4 Gz Gond)
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olarak bulunur. Burada m = 0(1)N — 2 olmak tizere,

3(5m—1 + 25m + 5m+1)2 + (Um—l + 20m + Um+1)2

Z]-m - s
1=a A 1 )
3(8m 4 20ms1 + Omsa)? m+ 200, mt2)”
Z1,5 = af (0 + 2041 + Oint2) n (O + 20m41 + Omy2) I
4 4
Zle _ CY( 1 -+ + +1)2(0 1 + 20, + 0 +1) —I—ﬂ,
72, = (G + 20m11 + +2)2(0' + 2041 + Om2) + 8,
3oy + 20, i1 ) Ot + 20, + Ot )?
Gt = o222t + 200+ Oen)? B + 20+ B
3 m 2 m m 2 (Sm 25m 5m 2
G = a (Om + 20 4+1 + Om+2) . (Om + 11 + Omt2) ]

dir. (4.2.2.3) denklemlerinde § ve o yerine Boliim 2’ de (2.2.1.4) ile verilen sonlu
fark yaklagimlar, § ve & verine de yine Bolim 2’ de (2.2.1.5) ile verilen sonlu fark

yaklagimlar: yazilirsa

At At At

[A— - (B - C(Z1,))0" ™ + [70(227”)]0"“ =[A+ - (B - C(Z1,,))]0"+
[—%C(zzm)]a”, (4.2.2.4a)
[%C(ZQm)]cS”H +[A- %(B — C(Gp))]o" ! :[—%0(227”)]5%
A+ %(B — C(G,))]o"

(4.2.2.4b)

elde edilir. Boylece (2N + 4)-bilinmeyenli (2N + 2)-tane cebirsel denklemden olugan
denklem sistemi bulunur. Siir sartlar: kullanilarak d_1,dy,0_1 ve oy parametreleri
sistemden yok edilirse (2)V x 2N )—boyutlu cebirsel denklem sistemi elde edilir.

o™+l ve 0! parametrelerinin hesaplanabilmesi igin 6ncelikle §° ve 0¥ baglangic
parametrelerinin hesaplanmasi gerekmektedir. 0% ve ¢° parametreleri Boliim 2
de (2.2.1.7) ve (2.2.1.8) ile verilen denklem sistemlerinin ¢oziilmesiyle elde edilir.
Boylece (4.2.2.4) denklem sistemi kullanilarak istenilen ¢ zamanindaki yaklagik
¢oziimler hesaplanabilir.

(4.2.2.4) denklem sistemindeki lineer olmayan terimlere, her bir zaman adiminda
Boliim 2’ de (2.2.1.9) ve (2.2.1.10) ile verilen iterasyon formiilleri 3-5 defa uygulanarak
Uy ve Vi yaklagik ¢oziimleri iyilegtirildi.
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Kararlilik Analizi

Bu yontemin uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagiminin kararhilik
analizi de Galerkin yontemindekine benzer gekilde incelenir. (4.2.2.4) denklem
sisteminin m. genellestirilmig satirlari,

_h At AW _ AtZ2,
71_127 72_]127 V3= 6 ) Va4 = 6 )

U = max{Z1,,Gn},

a1 =771 — Y2 — 3,
az = 11y + 372 — 373,
ag = 11y — 372 + 373,

g =71+ 72+ 73
olmak tizere,

1 1 1 1 1
a10,, 7y + azdp ™+ azy 4 aidny — a0 —

3yi00 + 374021111 + 7402;12 = a40,, | + a0, +

n n n n n n
20,41 + Q105,40 + V40,1 + 37105, — 3740, 1 — Va0, 40
ve

— bt = 3yl 4 3yubn i + vl + a4

n+1 n+1

90,

n n n n n
YOy o + asoy, | +azo,, +agoy, | +aio,,
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dir. Bu genellestirilmis satirlarda Boliim 2’ de (2.2.1.11) ile verilen esitlikleri yerlerine

yazilir ve Euler formiili kullanilirsa,

11 + cos(2p) 4+ 12 cos(p))y + (3 + cos(2¢) — 4 cos(v))72

+ (=3 + cos(2¢) + 2 cos(¢)) s,

= (
(—
(sin(2¢) + 10sin(p))y1 + (sin(2p) — 2sin(p))y2
(

+

sin(2¢p) + 4sin(p))ys,

3 4 cos(2¢) + 2 cos(p)) 1,

(=

= (sin(2¢) + 4sin(¢))n

olmak tizere,

[(a+1ib)g — (a —ib)|P + [(c+ id)g — (¢ — id)]W =0
[(c+id)q — (c —id)|P + [(a+ ib)g — (a — ib)|[W =0

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sisteminin P ve W’ ya gore agikar olmayan
en az bir ¢ozimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter sart sistemin katsayilar matrisinin

determinantinin sifir olmasidir. O halde

(a® + 2iab — b* — ¢* — 2icd + d*)q* — (2a® + 2b* — 2¢* — 2d*)q+

a? — 2iab—b* — * 4+ 2icd+ d*> =0

olup buradan

"= (a—c)—i(b—d)
(a—c)+i(b—d)’
_(a+c)—i(b+d)
2= @t +ib+d)

bulunur. Boylece |¢1] = 1 ve |¢g2|] = 1 oldugu acgik¢a goriiliir.  Dolayisiyla,
Petrov-Galerkin yonteminin uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagimi
sartsiz kararlidir.

Niimerik Cozimler

Bu kisimda, Petrov-Galerkin sonlu eleman yontemiyle yukarida verilen model

problemlerin niimerik ¢oziimleri elde edildi.
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Problem 1 i¢in tiim hesaplamalar « = 1, § = 0.5 ve ¢ = 1 i¢gin =25 < = <
45 araliginda yapildi. Tablo 4.13 problemin h = 0.1 i¢in At = 0.1, 0.05, 0.01
zaman adimlarinda hesaplanan [y, I, ve I3 korunum sabitleri ile L, ve L., hata
normlarini gostermektedir. Tablodan At zaman adimi kiiciildiigiinde Ly ve L, hata
normlarinin azaldigr agiktir. ¢ = 0 ve ¢ = 20 zamanlarinda I;, I ve I3 korunum
sabitlerindeki degigim, h = 0.1 icin At = 0.1 iken sirasiyla %13.791 x 1073, %0.978 x
1073 ve %3.504 x 1073; At = 0.05 iken sirasiyla %12.770 x 1073, %0.070 x 1073
ve %1.080 x 1073; At = 0.01 iken swrasiyla %12.185 x 1073, %0.110 x 1073 ve
%1.248 x 1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, zaman adimi At = 0.1’ den
At = 0.05 e kiiciildiigiinde korunum sabitlerindeki degisimin azaldigi gortilmektedir.
Ancak At = 0.01 oldugunda At = 0.05" e gore I;’ deki degisimin azaldigi, I ve I3’
de degisimin c¢ok az oranda arttigi goriilmektedir. Tablo 4.14, problemin At =
0.01 i¢in A = 0.1, 0.05, 0.01 konum adimlarinda hesaplanan korunum sabitleri ile
hata normlarini gostermektedir. Tablodan A konum adimi kiic¢iildiiginde hesaplanan
hata normlarinda kayda deger distiglerin oldugu agikca gortilmektedir. ¢ = 0 ve
t = 20 zamanlarinda I, I ve I3 korunum sabitlerindeki degisim, At = 0.01 igin
h = 0.2 iken sirastyla %48.858 x 1073, %1.734 x 1073 ve %19.722 x 1073; h = 0.1
iken sirasiyla %12.185 x 1073, %0.110 x 1072 ve %1.248 x 1073; h = 0.05 iken
sirastyla %3.060 x 1073, %0.007 x 1072 ve %0.078 x 1072 olarak hesaplandi. Bu
sonuclardan, h konum adimi kiiciildiikge korunum sabitlerindeki degigimin oldukca
azaldig1 goriilmektedir.

Problem 17 in t = 0, 5, 10, 15 ve 20 zamanlarinda elde edilen Uy ve Vi
¢oziimlerinin maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldig1 « konum degigkeninin
degerleri Tablo 4.15" de verildi. Tablodan ¢’ nin artan zamanlar: icin tek dalganin
saga dogru hareket ettigi anlagilmaktadir. Ornegin ¢ = 0’ da dalganmn genligi
0.707107 (x = 0) iken ¢ = 10’ da 0.706502 (x = 10) ve t = 20’ de 0.706464 (x = 20)
olarak hesapland.

Problem 1’ in t = 20 zamaninda tam ve niimerik coziimler arasindaki hata
dagilimlar1 grafiksel olarak Sekil 4.6’ da gosterildi. Bu gekilden, hata dagilimlarinin
genligin en yiiksek oldugu x konumu civarinda biiyiik oldugu agik¢a goriilmektedir.

Problem 2 ic¢in tiim hesaplamalar o = 1, 8 = 0.5, ¢y = 1, ¢o = 0.7, 51 =

193



Tablo 4.13: a =1, =0.5,c=1ve h =0.1 igin —25 < x < 45 araliginda Problem
17 in ntimerik sonuclari.

Un(z,t) = Vy(z,t)
At t L I I3 Lo L
0.1 0.0 3.141593 2.828427 -0.236253 0.000000 0.000000
0.0  3.141533 2.828436 -0.236250 0.003419 0.001940
10.0  3.141782 2.828443 -0.236248 0.006288 0.003406
15.0 3.141436 2.828449 -0.236247 0.009196 0.004904
20.0 3.141159 2.828455 -0.236245 0.012135 0.006415
0.05 0.0 3.141593 2.828427 -0.236253 0.000000 0.000000
2.0  3.141518 2.828430 -0.236251 0.001934 0.001138
10.0 3.141771 2.828430 -0.236251 0.003258 0.001843
15.0 3.141440 2.828429 -0.236251 0.004644 0.002568
20.0 3.141191 2.828429 -0.236251 0.006072 0.003310
0.01 0.0 3.141593 2.828427 -0.236253 0.000000 0.000000
5.0  3.141516 2.828430 -0.236251 0.001512 0.000887
10.0  3.141773 2.828430 -0.236251 0.002336 0.001351
15.0 3.141448 2.828430 -0.236251 0.003228 0.001834
20.0 3.141210 2.828430 -0.236251 0.004166 0.002327

—10 ve so = 10 i¢in —50 < x < 200 arahiginda yapildi. Tablo 4.16 ve 4.17 farklh
konum ve zaman adimlari i¢in elde edilen korunum sabitlerini gostermektedir. Tablo
4.16’ da verilen I, Iy ve I3 korunum sabitlerinin t = 0 ve ¢ = 150 zamanlarindaki
degisimi, A = 0.1 icin At = 0.1 iken swrasiyla %8.768 x 1073, %2.700 x 1073 ve
%5.763 x 1073; At = 0.05 iken sirastyla %6.491 x 1073, %0.197 x 1073 ve %0.121 x
1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, zaman adimlarmin kiiciilmesi durumunda
korunum sabitlerinin daha iyi korundugu agik¢a goriilmektedir. Ayrica Tablo 4.17’
de At = 0.1 i¢in, h = 0.2 iken Iy, I5 ve I3 korunum sabitlerindeki degigim sirasiyla
%17.471x 1073, %3.594x 1073 ve %1.292x1073; h = 0.1 iken sirastyla %8.768 x 1073,
%2.700 x 1072 ve %5.763 x 1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, konum adiminin
kiigiilmesi durumunda I; ve I, korunum sabitlerinde degisimin azaldigi ancak I3
korunum sabitinde degisimin arttig1 gorilmektedir.

Problem 2" nin ¢ = 0 ve 150 zamanlarinda elde edilen Uy ve Vy ¢oziimlerinin
maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldigi x konum degiskeninin degerleri

Tablo 4.18 de verildi. Tablodan ¢t = 0’ da biiylik dalganin kii¢iik dalganin solunda
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Tablo 4.14: aa =1, 3 = 0.5, ¢ = 1 ve At = 0.01 i¢cin —25 < x < 45 araliginda
Problem 1’ in ntimerik sonuclari.

UN<£IZ', t) = VN(QT, t)
h t L I I3 L, L

0.2 0.0 3.141593 2.828427 -0.237922 0.000000 0.000000
5.0 3.141270 2.828468 -0.237886 0.005976 0.003501

10.0 3.142308 2.828474 -0.237879 0.009186 0.005316

15.0 3.140998 2.828475 -0.237876 0.012659 0.007178

20.0 3.140058 2.828476 -0.237875 0.016320 0.009087

0.1 0.0 3.141593 2.828427 -0.236253 0.000000 0.000000
5.0  3.141516 2.828430 -0.236251 0.001512 0.000887

10.0  3.141773 2.828430 -0.236251 0.002336 0.001351

15.0 3.141448 2.828430 -0.236251 0.003228 0.001834

20.0 3.141210 2.828430 -0.236251 0.004166 0.002327

0.05 0.0 3.141593 2.828427 -0.235840 0.000000 0.000000
0.0  3.141574 2.828427 -0.235840 0.000391 0.000230

10.0 3.141638 2.828427 -0.235840 0.000613 0.000354

15.0  3.141556 2.828427 -0.235840 0.000852 0.000482

20.0 3.141496 2.828427 -0.235840 0.001103 0.000614

Tablo 4.15: o« =1, 3 = 0.5, ¢c =1, h = 0.1 ve At = 0.01 i¢gin —25 < z < 45
araliginda Problem 1’ in Petrov-Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik sonuglari.

t Konum(z) Genlik(Uy ve Vi)

0.0 0 0.707107
2.0 5 0.706562
10.0 10 0.706502
15.0 15 0.706478
20.0 20 0.706464
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2.0x10° t=20 2.0x10 t=20
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X X
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Sekil 4.6: Problem 1’ in h = 0.1 ve At = 0.01 i¢in t = 20’ deki hata dagilimlari.

Tablo 4.16: a =1, 8 =0.5,¢c; =1, co = 0.7, s; = —10, s = 10 ve h = 0.1 i¢in
—50 < z < 200 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonugclari.

At =0.1 At =0.05
t ]1 Ig 13 Il _[2 13

0.0 6.283185 4.619952 -0.563593 6.283185 4.619952 -0.563593
20.0  6.283060 4.620037 -0.563581 6.283048 4.620012 -0.563569
40.0  6.283609 4.620555 -0.563540 6.283537 4.620512 -0.563382
60.0 6.283995 4.620433 -0.563549 6.283878 4.620385 -0.563428
80.0 6.283676 4.620040 -0.563577 6.283621 4.619990 -0.563577
100.0 6.283684 4.620022 -0.563575 6.283606 4.619950 -0.563592
120.0 6.283891 4.620042 -0.563569 6.283743 4.619946 -0.563593
140.0 6.283701 4.620065 -0.563563 6.283576 4.619944 -0.563593
150.0 6.283736 4.620077 -0.563560 6.283593 4.619943 -0.563594

Tablo 4.17: a =1, 3=05,¢1 =1, cg = 0.7, s; = —10, s = 10 ve At = 0.1 icin
—50 < x < 200 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuclari.

h=0.2 h=0.1
t Il 12 Ig Il _[2 13

0.0  6.283185 4.619952 -0.565430 6.283185 4.619952 -0.563593
20.0 6.282613 4.620192 -0.565314 6.283060 4.620037 -0.563581
40.0 6.284399 4.622142 -0.564583 6.283609 4.620555 -0.563540
60.0 6.285581 4.621693 -0.564746 6.283995 4.620433 -0.563549
80.0 6.284353 4.620084 -0.565343 6.283676 4.620040 -0.563577
100.0 6.284390 4.619891 -0.565410 6.283684 4.620022 -0.563575
120.0 6.284935 4.619843 -0.565423 6.283891 4.620042 -0.563569
140.0 6.284184 4.619805 -0.565433 6.283701 4.620065 -0.563563
150.0 6.284283 4.619786 -0.565437 6.283736  4.620077 -0.563560
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yer aldigi, ¢ = 150 oldugunda biiyiikk dalganin kiiciik dalganin sagina gectigi

goriilmektedir.

Tablo 4.18: Problem 2’ nin h = 0.1 ve At = 0.1 i¢in niimerik sonuglari.

Biiyiik Dalga Kiiciik Dalga
t Konum(z) Genlik(Uy ve Vy) Konum(z) Genlik(Uy ve Vy)
0.0 -10.0 0.707223 10.0 0.447215
150.0 144.2 0.707005 108.3 0.447001

Problem 3 i¢in tiim hesaplamalar « = 1, 8 = 0.5 ve ¢ = 1 i¢gin —15 < z <
35 araliginda yapildi. Tablo 4.19 ve 4.20, farkli konum ve zaman adimlarinda
hesaplanan I, I5 ve I3 korunum sabitleri ile Ly ve L., hata normlarini gostermektedir.
Tablo 4.19° da, problemin h = 0.1 i¢cin At = 0.1, 0.05, 0.01 zaman adimlarinda
hesaplanan korunum sabitleri ile hata normlar1 verildi. Tablodan zaman adimi
kiigiilditkge Lo ve Lo, hata normlarimin azaldigi agik¢a goriilmektedir. Tablo 4.19
da verilen Iy, I ve I3 korunum sabitlerinin ¢t = 0 ve ¢ = 20 zamanlarindaki degigimi,
h = 0.1 icin At = 0.1 iken sirasiyla %1.746, %3.895 ve %8.773; At = 0.05 iken
sirastyla %0.018, %0.201 ve %0.464; At = 0.01 iken swrasiyla %67.783 x 1073,
%0.619 x 1072 ve %4.965 x 1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, zaman adimi
At =0.1" den At = 0.05’ e kii¢iildiigiinde korunum sabitlerindeki degisimin azaldig:
gortilmektedir. Ancak At = 0.01 oldugunda ise At = 0.05" e gore I, ve I3 deki
degisimin azaldigi, I’ deki degisimin ise arttigi goriilmektedir. Tablo 4.20" de
problemin At = 0.01 i¢in A = 0.2, 0.1, 0.05 konum adimlarinda hesaplanan Iy, I ve
I3 korunum sabitleri ile Ly ve Lo, hata normlarimi gostermektedir. Tablodan konum
adim kiictildiikge Ly ve Lo, hata normlarinin azaldigi goriillmektedir. ¢ = 0 ve ¢t = 20
zamanlarinda Iy, I ve I3 korunum sabitlerindeki degigsim, At = 0.01 i¢in A = 0.2
iken sirasiyla %0.243, %0.056 ve %0.072; h = 0.1 iken sirasiyla %67.783 x 1073,
%0.619%x 1073 ve %4.965x1073; h = 0.05 iken sirasiyla %17.015x 1073, %0.060x 103
ve %0.079 x 1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, h konum adimm kiiciildiikce
korunum sabitlerindeki degisimin azaldig1 agik¢a goriilmektedir.

Problem 3’ iin t = 0, 5, 10, 15 ve 20 zamanlarinda elde edilen Uy ve Vy

¢oziimlerinin maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldigi x konum degiskeninin
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Tablo 4.19: a =1, 3=0.5,c=1ve h =0.1 icin —15 < x < 35 araliginda Problem
3’ iin numerik sonugclari.

Un(z,t) = Vy(x,t)
At t L I I3 L, L,
0.1 0.0 3.141593 4.898979 3.665603 0.000000 0.000000
0.0 3.123792 4.835339 3.555938 0.149611 0.104794
10.0 3.105878 4.785054 3.470981 0.471178 0.322385
15.0 3.093289 4.743524 3.401951 0.892319 0.593619
20.0 3.086752 4.708165 3.344003 1.319672 0.849806
0.06 0.0 3.141593 4.898979 3.665603 0.000000 0.000000
5.0 3.141915 4.896503 3.661399 0.031176 0.021929
10.0  3.138599 4.894015 3.657082 0.069994 0.048072
15.0 3.139395 4.891553 3.652807 0.117131 0.079763
20.0 3.141023 4.889113 3.648577 0.172284 0.116697
0.01 0.0 3.141593 4.898979 3.665603 0.000000 0.000000
0.0 3.142621 4.899022 3.665791 0.020702 0.015012
10.0  3.140089 4.899018 3.665790 0.040590 0.028563
15.0 3.141576 4.899014 3.665788 0.060665 0.042154
20.0 3.143722 4.899010 3.665785 0.080775 0.055762

Tablo 4.20: =1, 8 = 0.5, ¢ =1 ve At = 0.01 i¢gin —15 < z < 35 araliginda
Problem 3’ in niimerik sonuglari.

Un(z,t) = Vn(z,t)
h t L P I3 Lo L

0.2 0.0 3.141593 4.898979 3.638975 0.000000 0.000000
5.0  3.145565 4.898828 3.640533 0.081660 0.058609

10.0  3.135265 4.897959 3.639155 0.162179 0.112686

15.0  3.140989 4.897103 3.637746 0.245624 0.167261

20.0 3.149230 4.896243 3.636345 0.331101 0.224584

0.1 0.0 3.141593 4.898979 3.665603 0.000000 0.000000
0.0 3.142621 4.899022 3.665791 0.020702 0.015012

10.0 3.140089 4.899018 3.665790 0.040590 0.028563

15.0 3.141576 4.899014 3.665788 0.060665 0.042154

20.0 3.143722 4.899010 3.665785 0.080775 0.055762

0.06 0.0 3.141593 4.898979 3.672088 0.000000 0.000000
5.0  3.141848 4.898981 3.672097 0.005406 0.003916

10.0  3.141212 4.898979 3.672095 0.010625 0.007465

15.0 3.141585 4.898978 3.672093 0.015894 0.011038

20.0 3.142127 4.898977 3.672091 0.021177 0.014621
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degerleri Tablo 4.217 de verildi. Tablodan ¢’ nin artan zamanlar: i¢in tek dalganin,
Uy icin x—ekseninin tstiinde, Vi i¢in ise z—ekseninin altinda saga dogru hareket
ettigi gozlendi. Ornegin, t = 0’ da dalganin genligi 1.224745 (x =0) iken t = 10’ da
1.220261 (z = 10) ve t = 20" de 1.216660 (x = 20) olarak hesaplandu.

Tablo 4.21: a« =1, 8 =05, ¢c=1, h = 0.1 ve At = 0.01 i¢gin —15 < z < 35
araliginda Problem 3’ in Petrov-Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik sonuglari.

t Konum(z) Genlik(Uy) Genlik(Viy)

0.0 0 1.224745 -1.224745
5.0 5 1.221177 -1.221177
10.0 10 1.220261 -1.220262
15.0 15 1.218759 -1.218759
20.0 20 1.216660 -1.216662
Problem 3’ iin ¢ = 20 zamaninda tam ve niimerik ¢oziimler arasindaki hata

dagilimlar1 grafiksel olarak Sekil 4.7’ de gosterildi. Bu sekilden, hata dagilimlarinin

genligin en yiiksek oldugu x konumu civarinda biiyiidiigii goriillmektedir.

0.08

0.08

0.064 t=20 0.06 4 t=20

0.04 - 0.04 4

0.02 4

. 0.02 4 -
£ 000 § 000

-0.02 4 -0.02

-0.04 -0.04

-0.06 4 -0.06 |

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 -15 10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35
(a) (b)

Sekil 4.7: Problem 3’ iin A = 0.1 ve At = 0.01 igin ¢t = 20’ deki hata dagilimlar.

Problem 4 i¢in tiim hesaplamalar « =1,  =0.5, ¢; =1, ¢ = 0.1, s = —10 ve
so = 10 i¢in —50 < x < 50 araliginda yapildi. Tablo 4.22" de, farkli konum adimlar:
icin hesaplanan korunum sabitleri verildi. Tabloda verilen Iy, Is ve I3 korunum

sabitlerinin t = 0 ve ¢t = 20 zamanlarindaki degisimi, At = 0.1 i¢cin h = 0.1 iken
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sirastyla %5.280, %13.732 ve %31.013; h = 0.05 iken sirasiyla %5.323, %13.838 ve
%31.254 olarak hesaplandi. Bu sonuglardan, h konum adimi kiigiildiik¢e korunum

sabitlerinde degigimin hemen hemen aym kaldig1 goriillmektedir.

Tablo 4.22: a =1, 3=05,¢1 =1, cg = 0.1, s; = —10, s9 = 10 ve At = 0.1 i¢in
—50 <z < 50 araliginda Problem 4’ iin niimerik sonuclari.

h=0.1 h =0.05
t ]1 ]2 ]3 ]1 ]2 ]3
0.0 6.283185 7.997373 5.059019 6.283185 7.997373 5.066156
10.0 6.100678 7.399410 4.116289 6.097736 7.388763 4.105349
20.0 6.037293 7.219842 3.874621 6.034074 7.209104 3.863778
30.0 6.013175 7.171170 3.817463 6.009903 7.158526 3.803818
40.0 6.012203 7.104128 3.735519 6.009934 7.094882 3.726912
50.0  5.952460 7.019474 3.631580 5.951268 7.010723 3.623780
60.0 5.923474 6.953273 3.552393 0.920535 6.944646 3.544853
70.0 5.951404 6.899183 3.490071 0.948746  6.890672 3.482760

Problem 4’ iin ¢ = 0 ve 70 zamanlarinda elde edilen Uy ve Vy coziimlerinin
maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldigi  konum degiskeninin degerleri
sirasiyla Tablo 4.23 ve Tablo 4.24" de verildi. Tablolardan ¢t = 0’ da biyiik dalganin
kii¢iik dalganin solunda yer aldigi, ¢ = 70 oldugunda biiytik dalganin kiiciik dalganin

sagina gectigi goriilmektedir.

Tablo 4.23: Problem 4’ iin h = 0.1 ve At = 0.1 i¢in ntimerik sonugclari.

Biiytiik Dalga Kiiciik Dalga
t  Konum(z) Genlik(Uy) Konum(z) Genlik(Uy)
0.0 -10.0 1.224745 10.0 0.774597
70.0 32.0 0.955830 114 0.768835

Problem 5 i¢in tiim hesaplamalar o =1, 3 = 0.5, A = 0.5, B=—0.5ve y = 0.01
icin —50 < z < 50 araliginda yapildi. Tablo 4.25 ve 4.26, farkli konum ve zaman
adimlar: icin hesaplanan korunum sabitlerini vermektedir. Tablo 4.25” de verilen
I, I, ve I3 korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢ = 50’ deki degigsimi, h = 0.1 igin
At = 0.1 iken sirasiyla %0.422, %0.056 ve %0.102; At = 0.05 iken sirasiyla %0.421,
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Tablo 4.24: Problem 4’ iin h = 0.1 ve At = 0.1 i¢in ntimerik sonugclari.

Biiyiik Dalga Kiciik Dalga
t  Konum(z) Genlik(Vy) Konum(z) Genlik(Vy)
0.0 -10.0 -1.224745 10.0 -0.774597
70.0 32.0 -0.955851 11.4 -0.768841

%0.058 ve %0.108 olarak hesaplandi. Bu sonuglardan, At zaman adim kiigiildiikge
korunum sabitlerindeki degigimin hemen hemen ayni kaldig1 goriilmektedir. Tablo
4.26’ da de verilen I, Iy ve I3 korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve t = 50 zamanlarindaki
degisimi, At = 0.1 i¢in A = 0.1 iken swrasiyla %0.422, %0.056 ve %0.102; h =
0.05 iken sirasiyla %0.426, %0.034 ve %0.041 olarak hesaplandi. Bu sonuglardan, h
konum adim kiigiildiikge her ne kadar I;’ de degisim olmadiysa da I ve I3 korunum

sabitlerindeki degisimin azaldigi acikca goriilmektedir.

Tablo 4.25: a« =1, 8 = 05, A = 05, B = —0.5, v = 0.01 ve h = 0.1 igin
—50 < x < 50 araliginda Problem 5" in niimerik sonugclari.

At =0.1 At =0.05
t Il 12 13 Il 12 Ig
0.0 8.862269 6.266571 2.611757 8.862269 6.266571 2.611757
10.0 8.862114 6.265902 2.611035 8.862114 6.265903 2.611034
20.0 8.862461 6.264694 2.609614 8.862461 6.264703 2.609617
30.0 8.868421 6.264331 2.609271 8.868389 6.264301 2.609235
40.0 8.847926 6.263987 2.609210 8.847857 6.263897 2.609117
50.0 8.899666 6.263083 2.609098 8.899536 6.262931 2.608944

Tablo 4.26: o« = 1, 8 = 05, A = 05, B = —0.5, v = 0.01 ve At = 0.1 i¢in
—50 <z < 50 araliginda Problem 5’ in niimerik sonuclari.

h=0.1 h =0.05
t ]1 ]2 ]3 ]1 ]2 ]3
0.0 8.862269 6.266571 2.611757 8.862269 6.266571 2.611760
10.0 8.862114 6.265902 2.611035 8.862228 6.266403 2.611580
20.0 8.862461 6.264694 2.609614 8.862781 6.266082 2.611208
30.0 8.868421 6.264331 2.609271 8.868763 6.265878 2.611050
40.0 8.847926 6.263987 2.609210 8.848171 6.265472 2.610916
50.0  8.899666 6.263083 2.609098 8.899982 6.264451 2.610684

201



t = 0 zamaninda Uy ve Vy dalgalarinin maksimum genlik degerleri sirasiyla
0.5 (z = 0) ve —0.5 (x = 0)’ dir. Bu tek dalgalarin ¢ = 50 zamanna ulasildiginda
geride degisgik genliklerde iki dalga olusturarak saga dogru ilerledigi anlagilmaktadir.
t = 50 zamaninda olusan bu ardigik dalgalarin konumlar: ve genlikleri Tablo 4.27’

de verildi.

Tablo 4.27: aa =1, 3 =05, A =05, B=-0.5vey=0.01 i¢cin =50 < z < 50
araliginda Problem 5’ in Petrov-Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik sonuglari.

Konum(z) Genlik(Uy) Genlik(Vy)

Birinci Dalga 13.6 0.851700 - 0.851700
Ikinci Dalga -11.8 0.527344 -0.527344
Ugiincii Dalga -30.0 0.194734 -0.194734
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4.2.3 Subdomain Yontemi

Bu kisimda, (4.1) coupled mKdV denkleminin subdomain sonlu eleman yéntemi
ile ntimerik ¢oziimleri bulundu. Boliim 2’ de (2.2.3.1) ile verilen W,,, agirlik fonksiyonu

(4.2.1) de yerine yazilirsa her bir [z,,, Z,,+1] araligi tizerinde

Tm+1

/ (Uy + Upeo + a[3U% + VU, + 2aUV + V) da =0, (4.2.3.1a)
Tm41

/ (Vi + Vige + a3V + UV, + [2aUV + B|U,) dz =0 (4.2.3.1b)

denklemleri elde edilir. (4.2.3.1) denklem sistemindeki integraller Boliim 3’ deki
subdomain yontemindekine benzer gekilde hesaplanir. Bunun icin 6nce sisteme h§ =
xr — x,, lokal koordinat dontigiimii uygulanir ve sonra Uy ve Vi yaklagimlarindaki
¢; yerine Boliim 3’ de (3.2.3.2) ile verilen kuartik baz fonksiyonlar: yazilir. Simdi,
(4.2.3.1) denklem sisteminin birinci denklemindeki integralleri terim terim

hesaplayalim: f;:”“ Uidx integrali hesaplanirsa

Tm+1 1 1 .
/ Udr = h/ U,dé = h/ [O—o(1 — 4€ + 667 — 463 + €4+
T 0 0

Om1 (11 — 126 — 6€% + 1263 — 4¢%)+
Om (11 + 126 — 662 — 126 + 664+
O (14 € + 667 +4€% — 46*) + 0o ()] €
= g(ém_2 + 2601 + 660, + 260,11 + Opnr2)
olarak elde edilir. Denklemde ¢ yerine Boliim 2’ de (2.2.3.3) ile verilen sonlu fark

yaklagimi yazilirsa

Tm+1 h
[ e = O = ) 2600 — )+ 660 - 8+

26(52111 — Omy1) + (52#2 — Opi2)]

bulunur. f;:“ U,z-dx integrali hesaplanirsa

Tm+1 1 1 1 )
12
= ﬁ[((sm—l — Om — 5m+1 + 5m+2) - (5m—2 — et — O + 5m+1)]
12
= ﬁ[(_dme + 257)’1,71 - 257n+1 + 5m+2)]
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seklinde elde edilir. Bu egitlikte ¢ yerine Boliim 2’ de (2.2.3.4) ile verilen sonlu fark

yaklagimi yazilirsa

Tm41 6
[ Vet = =G 4 57 ) 4 20850 4 5

— 2000 400 )+ (O + 0 )]

bulunur. (4.2.3.1a) denklemindeki f;:“ a(3U2+ VU, dz integrali, Z1,, = a(3U>+

V2) olmak {izere, hesaplanirsa
Tm+1 1
/ a(3U% + VA U,dx = Zlm/ Uedé = Z1,,[U];
Tm 0

= Z1y[(0m—1 + 116, + 110551 + Opy2) —
(5m—2 + 115m—1 + 115m + 5m+1)]
= Z]-m[_(sm—Q - 105m—1 + 105m+1 + 5m+2]

elde edilir. Bu esitlikte ¢ yerine (2.2.3.4) ile verilen sonlu fark yaklagimi yazilirsa

T Z1,,

10(521111 + Opp1) + (521112 + Oy

bulunur. Son olarak ff;*l (2aUV + 3)V,dx integrali, Z2,, = 2aUV + 3 olmak {izere,

hesaplanirsa

Tm+1 1
/ 22UV + B)V,dx = ZQm/ Vedé = Z2,[V]h =
Tom 0
= 220 [(0p—1 + 1100 + 110pmy1 + Opg2) —
(0m—2 + 115771—1 + 115m + 0m+1)]

= sz[_gm—Q - 105m—1 + 105m+1 + 0m+2]

elde edilir. Bu esitlikte o yerine Boliim 2’ de (2.2.3.7) ile verilen sonlu fark yaklagimi

yazilirsa

o 72,
/ (QaUV + )Vads = =52 [0t + 07 y) — 10(oth + 07y )+

m

10(02#1 +omi1) (‘7%112 + Omi2)]
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elde edilir.

Yukarida hesaplanan tiim integraller (4.2.3.1a) denkleminde yerlerine
yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa;

L6 71, %6h 12
n+1 - n+1 71
) Vi s R s 1y wi i el A

g1 60 ) | gner 260 12

h 6 Z1
/-~ Zl n+1 e . m
sap T omnilgRy e Tl onialg Ry e I
et Z2m oy 522 BZ20 22,
h 6 Z1 26h 12 66
ool + 5+ -]+ il — 5 T 521, + 0,
- [5At Tt ] ”H[E)At w2 5Z1m] + [5At]+
o 26h 12 k6 Zl,, . 22,
5m+1[5At toa - 571,) + 5m+2[ﬁ 2 T] + O-mf2[T]+
522, 5Z2m. . Z2.
o1l 5 ]+0m+1[—T] +Um+2[—7]

bulunur.

Simdi de (4.2.3.1) denklem sisteminin ikinci denklemindeki integralleri terim

terim hesaplayalim: ff;” Vidx integrali hesaplanirsa

Tm+1 h
/ Vide = / Vid§ = (am o+ 260, 1+ 660, + 260,41 + Opmio)

elde edilir. Bu esitlikte o yerine Boliim 2’ de (2.2.3.6) ile verilen sonlu fark yaklagimi
yazilirsa

Tm+1 h
[ Vide = (ot - o) + 26003

26(07?1:11 - Um+1) + (021112 - 0m+2)]

) F66(a — o)+

bulunur. f;m“ Vzedx integrali hesaplanirsa

Tm+1 1 1 2
/ ‘/ac:cxd*I h2 ‘/%ﬁﬁdf - [‘/%5] h [ Om—2 + 20,1 — 2C’-m—f—l + Om—i—?)

olur. Bu egitlikte o yerine (2.2.3.7) ile verilen sonlu fark yaklasimi yazilirsa

n+1

Tm+1
[ Vaaads = =0 4 07 0) + 200+ 08 ) = 2003t + )+

(omia + 2]
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elde edilir. Gy, = a(3V? + U?) olmak iizere, [ a[3V? 4 U?|V,dx integrali

Tm41 1
/ a(3V? + UV, dz = Gm/ Vedé = G, [V}
T 0

= Gm[(am—l + 110y, + 110m+1 + 0m+2)_
(Om—s + 110pm—1 + 1100, + Omi1)]

= Gu|—0m—2 — 1001 + 100,11 + T2

dir. o yerine (2.2.3.7) ile verilen sonlu fark yaklagimi yazilirsa

Tm+1 Gm
/ a(3V2 + UHV,de = 7[—(0—2;12 + o ) —10(a™ + o )+

10(021111 +Opmi1) T (U:@sz + Omio)]

bulunur. Son olarak ff:*l [2aUV + B|U,dz integrali hesaplanirsa

1

Tm+1
/ (2aUV + B)U,dx = Z2,, / Uedé = Z2,,[U],
T 0

= 72,61 + 1oy + 11011 + Omga)—
(02 + 110y 1 + 110y, + 0]
= Z2[=0m—2 — 1001 + 100,41 + Opmso]
bulunur. Bu esitlikte § yerine (2.2.3.4) ile verilen sonlu fark yaklagimi yazilirsa
Tmtl Z2
/x UV Ui = 0 ) — 10+ )

10(52;11 + Opy1) + (52;12 + Opi2)]

elde edilir. Yukarida hesaplanan tiim integraller (4.2.3.16) denkleminde yerlerine

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
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5mt12 [_T] + 5m—t11[ ] + 5m—:11[ 9
w1 b 6 Gy 26h 12

- _Im n+l =77 -~ _
A i R 0N ey il e Rl

66 26h 12
n+1 n+1 -
h 6 G Z2 572
n+lp_ "% e —m _ AN ~em n m
S BZ2m, o 22 . h 6 G
a2 g = 5]+ O gl + 7+
26h 12 66 26h 12

2 2
Om-ilzny = 72 T90ml tonlGltomnleg + 52

522, 522, Z2m

ERl

|+ 0nsl

]+ (4.2.3.3)

— 5Gl+

TmizlEAr Th T )

bulunur. Burada

Z1y = a(3U% + V?),
72, =2aUV + f3,

Gm = a(3V2 4+ U?)

olup U ve V yerine sirasiyla

Um + Um+1 Vm + Vm+1
ve
2 2

yazilir ve sonra U, ve V,, degerleri kullanilirsa

3(Om—2 + 1201 + 220, + 126,41 + 5m+2)2+

4
(Om—2 + 12001 + 220, + 120,11 + Oppi2)?

I,
4
On2+128, 44226, +128,11 +0ns2) (O + 1201 +220,, + 120,41 + i)

) +)

3(Om—g + 1201 + 220, + 120,41 + 0m+2)2+
(0
4
(6m—2 + 125m—1 + 225m + 125m+1 + 5m+2)2

1 ]

bulunur. Béylece (2N + 10)-bilinmeyenli (2/V + 2)-tane denklemden olugan cebirsel

denklem sistemi elde edilir. Béliim 3’ de (3.2.3.4) ile verilen yaklagimlarda U,,, Vi,

/ / . o .
U,, ve V. smirlardaki degerleri kullanilarak 6_o, 6_1, dn41, Ont2, O—2, O0—1, ON41 VE
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on+2 parametreleri sistemden yok edilirse (2N +2) x (2N + 2)—boyutlu karesel bir
cebirsel denklem sistemi elde edilir.

6™+l ve o1 parametrelerinin hesaplanabilmesi igin 6ncelikle §° ve o° baglangic
parametrelerinin hesaplanmasi gerekmektedir. 0% ve ¢° parametreleri Boliim 3’
de (3.2.3.8) ve (3.2.3.9) ile verilen denklem sistemlerinin ¢oziilmesiyle elde edilir.
Boylece (4.2.3.2) ve (4.2.3.3) denklem sistemlerinde baglangig parametreleri
kullanilarak istenilen ¢ zamanindaki yaklagik coziimler iterasyon yardimiyla elde
edilir.

(4.2.3.2) ve (4.2.3.3) denklemlerinin lineer olmayan terimlerine, her bir zaman
adiminda Bolim 2’ de (2.2.1.9) ve (2.2.1.10) ile verilen iterasyon formiilleri 3-5 defa

uygulanarak Uy ve Vi yaklagik ¢oziimleri iyilegtirildi.

Kararlilik Analizi

Bu kisimda elde edilen yaklasimin kararlilik analizi de Galerkin ve
Petrov-Galerkin yontemlerinde oldugu gibi incelendi. (4.2.3.2) ve (4.2.3.3) denklem

sistemlerinin m. genellestirilmisg satirlari,

_ 6
%75At’ 72*h2, V3=

M|Q>
N
DO
3

) 74277

U = max{Z1,,,Gn},

ar =71 — 72— V3,

az = 26 + 272 — 1073,
az = 66,

ay = 2671 — 2792 + 1073,

as =7 + Y2+ 73
olmak tizere,

1 1 1 1 1 1
ar0pty + a0, A azdp ™ 4 aadpth 4 asdny — a0y —
n+1 n+1 n+l __ n n n
5740-77171 + 574Um+1 + V40 42 = a55m72 + a4§m71 + a35m+

n n n n n n
A0y, 41+ @10p 0 + Y40y, o+ OVa0y, 1 — DVa0y 41 — Va0, 49
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ve

— a0 — Byt + 5y, 00+ ot + aroltt + agolth 4
azoptt +a U:;L@tll + aSU?nTQ V40p—g + 5Y40p, 1 — 5740741~

n n n n n n
VO, o + 50, o + as0,, | +azo,, + a0, a0,

dir. Bu genellestirilmis satirlarda Béliim 2’ de (2.2.1.11) ile verilen esitlikleri yerlerine

yazilir ve Euler formiili kullanilirsa,

66 + 2 cos(2¢) + 52 cos(¢))71,

2sin(2¢p) — 4sin(¢))7e,

d

= (
(

¢ = (2sin(2p) 4 20sin(p))7s,
(2sin(2¢p) + 10sin(p))ya,
b+

olmak tizere,

[(a+ic1)qg — (a—icy)] P+ [(idg + id)]IW =0
[(idg +id)]P + [(a + ic1)g — (a —icy)]W =0

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sisteminin P ve W’ ya gore asikar olmayan
en az bir ¢ozimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter sart sistemin katsayilar matrisinin

determinantinin sifir olmasidir. O halde

(a® + 2iac; — ¢} + d*)q* — (2a* + 23 — 2d*)q + a® — 2iac; — & +d* =0

olup buradan

~a—i(c, —d)
n= a+i(c; —d)’
a—i(c; +d)

42 = .
a+i(c; +d)

bulunur. Boylece |¢;| = 1 ve |ga| = 1 oldugu agik¢a goriiliir. Dolayisiyla, subdomain

yonteminin uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagimi sartsiz kararhdir.
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Niimerik Coziumler

Bu kisimda, subdomain sonlu eleman yontemiyle yukarida géz ontine alinan bes
model problemin niimerik ¢oziimleri elde edildi. Problem 1 icin tiim hesaplamalar
a=1,3=05vec=1i¢in —25 < x < 45 araliginda yapildi. Tablo 4.28 ve 4.29,
farkli konum ve zaman adimlarinda hesaplanan I, I ve I3 korunum sabitleri ile Lo
ve Lo, hata normlarini gostermektedir. Tablolardan At zaman adimi ve h konum
adim kiigiildiigiinde hesaplanan Ly ve L., hata normlarinda kayda deger diigiiglerin
oldugu agikca goriilmektedir. Tablo 4.28" de verilen [, I5 ve I3 korunum sabitlerinin
t =0 vet =20 deki degisimleri, h = 0.1 icin At = 0.1 iken sirasiyla %2.419 x 1073,
%0.850x 1073 ve %2.111x1073; At = 0.05 iken sirasiyla %1.410x 103, %0.005x 103
ve %0.055 x 1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, At zaman adim kiiciildiikce
korunum sabitlerindeki degisimin oldukca azaldig1 acikca goriilmektedir. Tablo 4.29’
dat = 0 ve t = 20 zamanlarinda [y, Iy ve I3 korunum sabitlerindeki degigim,
At = 0.1 icin h = 0.2 iken sirastyla %4.829 x 1073, %0.974 x 1073 ve %2.220 x 10~3;
h = 0.1 iken sirastyla %2.419 x 1073, %0.850 x 1072 ve %2.111 x 1073; h = 0.05
iken sirasiyla %1.513 x 1072, %0.829 x 1073 ve %2.239 x 102 olarak hesaplandi.
Bu sonuglardan, h konum adimi1 A~ = 0.2” den h = 0.1’ e kiiciildiigiinde korunum
sabitlerindeki degisimin azaldigl, h = 0.05 oldugunda ise h = 0.1’ e gore I; ve I3’
deki degisimin azaldigi ancak I3’ deki degisimin ¢ok az oranda arttigi goriilmektedir.
Problem 1’ in ¢t = 0, 5, 10, 15 ve 20 zamanlarinda elde edilen Uy ve Vi ¢oziimlerinin
maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldigi  konum degiskeninin degerleri
Tablo 4.30” da verildi. Tablodan ¢’ nin artan zamanlar i¢in tek dalganin saga dogru
hareket ettigi gozlendi. Ornegin ¢t = 0’ da dalgann genligi 0.707107 (z = 0) iken
t =10’ da 0.707038 (x = 10) ve t = 20’ de 0.707010 (xz = 20) olarak hesaplandi.

Problem 1’ in t = 20 zamaninda tam ve ntimerik c¢oziimler arasindaki hata
dagilhimlar grafiksel olarak Sekil 4.8" de gosterildi. Bu sekilden, hata dagilimlarinin
genligin en yiiksek oldugu x konumu civarinda biiyiik oldugu kolayca goriilmektedir.

Problem 2 i¢in tiim hesaplamalar « =1, 6 =0.5, ¢y =1, co = 0.7, s = —10 ve
s9 = 10 igin —50 < x < 200 araliginda yapildi. Tablo 4.31 ve 4.32" de farkli konum ve

zaman adimlar1 i¢in hesaplanan korunum sabitleri verildi. Tablo 4.31" de verilen I,
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Tablo 4.28: a =1, 8 =0.5,c=1ve h =0.1 igin —25 < x < 45 araliginda Problem
17 in ntimerik sonuclar.

UN<1', t) = VN(Z', t)
At t L P I3 Ly Lo
0.1 0.0 3.141593 2.828427 -0.235702 0.000000 0.000000
2.0  3.141626 2.828433 -0.235701 0.002612 0.001379
10.0 3.141614 2.828439 -0.235700 0.005091 0.002645
15.0 3.141553 2.828445 -0.235699 0.007565 0.003903
20.0 3.141517 2.828451 -0.235697 0.010043 0.005184
0.06 0.0 3.141593 2.828427 -0.235702 0.000000 0.000000
5.0  3.141598 2.828427 -0.235702 0.001016 0.000532
10.0  3.141595 2.828427 -0.235702 0.001983 0.001024
15.0 3.141569 2.828427 -0.235703 0.002950 0.001517
20.0 3.141548 2.828427 -0.235703 0.003923 0.002019

Tablo 4.29: a =1, 6 =0.5,c=1ve At = 0.1 i¢cin —25 < z < 45 araliginda Problem
17 in ntimerik sonuclari.

Un(z,t) = Vy(z,t)
h t L I I3 L, L

0.2 0.0 3.141593 2.828427 -0.235705 0.000000 0.000000
5.0 3.141622 2.828435 -0.235704 0.004048 0.002112

10.0 3.141617 2.828442 -0.235702 0.007888 0.004073

15.0 3.141509 2.828449 -0.235701 0.011726 0.006034

20.0 3.141441 2.828455 -0.235699 0.015576 0.008030

0.1 0.0 3.141593 2.828427 -0.235702 0.000000 0.000000
5.0 3.141626 2.828433 -0.235701 0.002612 0.001379

10.0 3.141614 2.828439 -0.235700 0.005091 0.002645

15.0 3.141553 2.828445 -0.235699 0.007565 0.003903

20.0 3.141517 2.828451 -0.235697 0.010043 0.005184

0.06 0.0 3.141593 2.828427 -0.235702 0.000000 0.000000
0.0  3.141628 2.828433 -0.235701 0.002248 0.001192

10.0 3.141614 2.828439 -0.235700 0.004381 0.002285

15.0  3.141573 2.828445 -0.235698 0.006509 0.003365

20.0 3.141545 2.828451 -0.235697 0.008639 0.004461

211



Tablo 4.30: =1, 3 =05, ¢c=1, h = 0.01 ve At = 0.05 igin —25 < = < 45
araliginda Problem 1’ in subdomain yontemi ile elde edilen niimerik sonuclari.

t Konum(z) Genlik(Uy ve Vi)

0.0 0 0.707107

5.0 5) 0.707064

10.0 10 0.707038

15.0 15 0.707020

20.0 20 0.707010

2.0x10° 4 t=20 2.0x10° t=20

:"E 0.0 >§ 0.0

(2) (b)

Sekil 4.8: Problem 17 in h = 0.1 ve At = 0.05 i¢in t = 20’ deki hata dagilimlari.

212



15 ve I3 korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢ = 150 zamanlarindaki degisimi, h = 0.1 icin

At = 0.1 iken sirasiyla %4.929x 1073, %2.722x 1073 ve %5.657x1073; At = 0.05 iken

sirasiyla %3.101 x 1073, %0.073 x 1073 ve %0.031 x 1072 olarak hesaplandi. Ayrica
Tablo 4.32’ de At = 0.1 i¢in A = 0.2 iken Iy, I5 ve I3 korunum sabitlerindeki degigim

sirastyla %5.227 x 1073, %2.762 x 1073 ve %5.746 x 1073; h = 0.1 iken sirasiyla

%4.929 x 1073, %2.722 x 1073 ve %5.657 x 1073 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan,

konum ve zaman adimlarinin kii¢iilmesi durumunda korunum sabitlerinin daha iyi

korundugu agikca goriilmektedir.

Tablo 4.31: a =1, =05,¢ =1, c; =
—50 < x < 200 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuclari.

0.7, sy = —10, s = 10 ve h = 0.1 i¢in

At =0.1 At =0.05
t Il Ig Ig Il _[2 I3

0.0  6.283185 4.619952 -0.562986 6.283185 4.619952 -0.562986
20.0 6.283221 4.619996 -0.563003 6.283211 4.619972 -0.562991
40.0 6.283517 4.620182 -0.563192 6.283427 4.620139 -0.563034
60.0 6.283659 4.620140 -0.563146 6.283522 4.620097 -0.563023
80.0 6.283476 4.620011 -0.562991 6.283431 4.619964 -0.562989
100.0 6.283414 4.620020 -0.562970 6.283347 4.619951 -0.562986
120.0  6.283560 4.620042 -0.562963 6.283399 4.619950 -0.562986
140.0 6.283486 4.620066 -0.562957 6.283367 4.619949 -0.562986
150.0 6.283495 4.620078 -0.562954 6.283380 4.619949 -0.562986

Tablo 4.32: a=1,83=05,¢1 =1, cg = 0.7, s; = —10, s = 10 ve At = 0.1 icin
—50 < x < 200 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuclari.

h=0.2 h=0.1
t Il 12 Ig Il _[2 I3

0.0  6.283185 4.619952 -0.562988 6.283185 4.619952 -0.562986
20.0  6.283237 4.620056 -0.563003 6.283221 4.619996 -0.563003
40.0 6.284031 4.620738 -0.563168 6.283517 4.620182 -0.563192
60.0 6.284097 4.620580 -0.563129 6.283659 4.620140 -0.563146
80.0 6.283511 4.620053 -0.562991 6.283476 4.620011 -0.562991
100.0 6.283411 4.620023 -0.562972 6.283414 4.620020 -0.562970
120.0 6.283624 4.620043 -0.562965 6.283560 4.620042 -0.562963
140.0 6.283475 4.620068 -0.562959 6.283486 4.620066 -0.562957
150.0 6.283514 4.620080 -0.562956 6.283495 4.620078 -0.562954
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Problem 2’ nin ¢ = 0 ve 150 zamanlarinda elde edilen Uy ve Vy ¢oziimlerinin
maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldigi x konum degiskeninin degerleri
Tablo 4.33" de verildi. Tablodan ¢t = 0’ da biiyiik dalganin kii¢iik dalganin solunda
yer aldigi, ¢ = 150 oldugunda biyiik dalganin kiiciik dalganin sagina gectigi

goriilmektedir.

Tablo 4.33: Problem 2’ nin h = 0.1 ve At = 0.1 i¢in niimerik sonuglari.

Biytik Dalga Kiiciik Dalga
t Konum(z) Genlik(Uy ve Vy) Konum(z) Genlik(Uy ve Vy)
0.0 -10.0 0.707223 10.0 0.447215
150.0 144.2 0.707554 108.3 0.447137

Problem 3 icin tiim hesaplamalar « = 1, 8 = 0.5 ve ¢ = 1 i¢gin —15 < 2 <
35 araliginda yapildi. Tablo 4.34 ve 4.35, farkli konum ve zaman adimlarinda
hesaplanan [y, I5 ve I3 korunum sabitleri ile Ly ve L., hata normlarini gostermektedir.
Tablolardan daha kii¢iik konum ve zaman adimlari i¢in hesaplanan Ly ve L., hata
normlarinin azaldig1 aciktir. Tablo 4.34° de verilen I, I, ve I3 korunum sabitlerinin
t = 0 ve t = 20 zamanlarindaki degisimi, ~ = 0.05 i¢cin At = 0.1 iken sirasiyla
%1.840, %4.113 ve %9.275; At = 0.05 iken swrasiyla %0.079, %0.219 ve %0.510;
At = 0.01 iken sirasiyla %7.646 x 1073, %0.072 x 1073 ve %0.171 x 1073 olarak
hesaplandi. Bu sonuclardan, At zaman adim kiiciildiikce korunum sabitlerindeki
degisimin azaldig acik¢a goriilmektedir. Tablo 4.35” de verilen I3, I ve I3 korunum
sabitlerinin ¢ = 0 ve t = 20 zamanlarindaki degigimi, At = 0.05 igin h = 0.2
iken sirasiyla %0.030, %0.196 ve %0.457; h = 0.1 iken sirasiyla %0.055, %0.214 ve
%0.499; h = 0.05 iken sirasiyla %0.079, %0.219 ve %0.510 olarak hesaplandi. Bu
sonuclardan, A konum adimi kiigiildiikce korunum sabitlerindeki degisimin hemen
hemen aym kaldig1 goriilmektedir. Yukaridaki her iki tablo i¢in verilen sonuclardan,
konum ve zaman adimlarinin kiiciilmesi durumunda Ls ve L., hata normlarimin
azaldig1 agiktir.

Problem 3’ iin t = 0, 5, 10, 15 ve 20 zamanlarinda elde edilen Uy ve Vy

¢oziimlerinin maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldigi x konum degigkeninin
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Tablo 4.34: a=1,3=0.5,¢c=1ve h =0.05i¢in —15 < x < 35 araliginda Problem
3’ lin nimerik sonuclari.

Un(z,t) = Vy(x,t)
At t L P I3 L, L
0.1 0.0 3.141593 4.898979 3.674234 0.000000 0.000000
0.0  3.121753 4.830761 3.556092 0.140417 0.099978
10.0 3.103971 4.777542 3.465914 0.466360 0.320930
15.0 3.089323 4.734129 3.393674 0.897637 0.599971
20.0 3.083796 4.697502 3.333437 1.333640 0.858554
0.05 0.0 3.141593 4.898979 3.674234 0.000000 0.000000
5.0 3.140883 4.896253 3.669462 0.013775 0.009611
10.0 3.139814 4.893555 3.664747 0.036630 0.025249
15.0 3.139300 4.890887 3.660090 0.068452 0.046950
20.0 3.139124 4.888246 3.655484 0.109130 0.074661
0.01 0.0 3.141593 4.898979 3.674234 0.000000 0.000000
5.0 3.141646 4.898979 3.674233 0.002701 0.001831
10.0  3.141485 4.898978 3.674231 0.005400 0.003664
15.0 3.141624 4.898977 3.674229 0.008097 0.005484
20.0 3.141833 4.898976 3.674228 0.010799 0.007315

Tablo 4.35: a =1, 8 = 0.5, c =1 ve At = 0.05 i¢cin —15 < z < 35 araliginda
Problem 3’ iin niimerik sonuglari.

UN(.CL', t) = VN(x, t)
h t L I I3 Lo Lo

0.2 0.0 3.141593 4.898979 3.674112 0.000000 0.000000
5.0 3.141695 4.896561 3.669864 0.047644 0.032192

10.0 3.141695 4.894152 3.665649 0.103162 0.069839

15.0 3.139933 4.891755 3.661444 0.166384 0.112879

20.0 3.142550 4.889390 3.657327 0.237130 0.160901

0.1 0.0 3.141593 4.898979 3.674228 (.000000 0.000000
5.0  3.141056 4.896315 3.669564 0.020794 0.014332

10.0  3.139547 4.893679 3.664957 0.050426 0.034587

15.0  3.139439 4.891069 3.660393 0.088774 0.060587

20.0 3.139869 4.888487 3.655895 0.135723 0.092277

0.05 0.0 3.141593 4.898979 3.674234 0.000000 0.000000
5.0 3.140883 4.896253 3.669462 0.013775 0.009611

10.0 3.139814 4.893555 3.664747 0.036630 0.025249

15.0 3.139300 4.890887 3.660090 0.068452 0.046950

20.0 3.139124 4.888246 3.655484 0.109130 0.074661
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degerleri Tablo 4.36” da verildi. Tablodan ¢’ nin artan zamanlar: igin tek dalganin,
Uy icin x—ekseninin tstiinde, Vi i¢in ise z—ekseninin altinda saga dogru hareket
ettigi gozlendi. Ornegin, Uy icin ¢ = 0’ da dalgamn genligi 1.224745 (2 = 0) iken
t = 10" da 1.224656 (x = 10) ve t = 20" de 1.224605 (z = 20) olarak hesaplanda.

Tablo 4.36: o« =1, 3 = 0.5, ¢c =1, h = 0.1 ve At = 0.01 i¢gin —15 < z < 35
araliginda Problem 3’ iin subdomain yontemi ile elde edilen ntimerik sonuclari.

t Konum(z) Genlik(Uy) Genlik(Viy)

0.0 0 1.224745 -1.224745
5.0 5 1.224682 -1.224682
10.0 10 1.224656 -1.224656
15.0 15 1.224649 -1.224649
20.0 20 1.224605 -1.224605

Problem 3’ iin ¢ = 20 zamaninda tam ve niimerik ¢oziimler arasindaki hata
dagilimlar1 grafiksel olarak Sekil 4.9 da gosterildi. Hata dagilimlar: incelendiginde,
genligin en yiiksek oldugu z konumu civarinda hata dagilimlarinin biiyiik oldugu

acikca gortilmektedir.

8.0x10° 8.0x10°
t=20 t=20

6.0x10° 6.0x10°

4.0x10° 4.0x10° 1
. 2.0x10° - L 2.0x10°
=]
‘e 0.0 € 0.0
£
2 -3 > -3

2.0x10° 4 2.0x10° 4

-4.0x10° 1 -4.0x10° 4

-6.0x10° 1 -6.0x10° -

-8.0x10° 1 -8.0x10° -

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
45 -0 5 0 5 10 15 20 25 30 35 45 0 5 0 5 10 15 20 25 30 35
X
(a) (b)

Sekil 4.9: Problem 3’ iin h = 0.05 ve At = 0.01 i¢in ¢ = 20’ deki hata dagilimlari.

Problem 4 i¢in tiim hesaplamalar o = 1, = 0.5, ¢; = 1, ¢o = 0.1, 51 =
—10 ve so = 10 igin —50 < x < 50 araliginda yapildi. Tablo 4.37, farkli konum

adimlari i¢in hesaplanan korunum sabitleri ile ilgili karsilagtirmalar: gostermektedir.
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Tabloda verilen I, Iy ve I3 korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢ = 20 zamanlarinda
degisimi, At = 0.1 i¢in h = 0.1 iken sirasiyla %4.683, %13.804 ve %31.632; h =
0.05 iken sirasiyla %4.693, %13.840 ve %31.690 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan,
h konum adimi kiiciildik¢e korunum sabitlerindeki degisimin hemen hemen ayni

kaldig1 goriilmektedir.

Tablo 4.37: a=1,3=05,¢1 =1, cg = 0.1, sy = —10, s = 10 ve At = 0.1 icin
—50 < z < 50 araliginda Problem 4’ {in ntimerik sonuclari.

h=0.1 h =0.05
t L P I3 L P I3
0.0 6.283185 7.997373 5.059019 6.283185 7.997373 5.068520
10.0  6.099603 7.390158 4.108538 6.098513 7.386455 4.103336
20.0 6.034599 7.210556 3.864369 6.033423 7.206852 3.859193
30.0 6.003070 7.160254 3.806169 6.001316  7.155954 3.800890
40.0 6.024140 7.096342 3.728201 6.023188 7.093131 3.724521
50.0 5.931767 7.012798 3.621498 5.930807 7.009764 3.619829
60.0 5.902380 6.946431 3.542238 5.901222 6.943431 3.537086
70.0 5.988974 6.893414 3.465218 5.988340 6.890543 3.462285

Problem 4’ iin t = 0 ve 70 zamanlarinda elde edilen Uy ve Vi ¢oziimlerinin
maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldigi x konum degiskeninin degerleri
sirastyla Tablo 4.38 ve Tablo 4.39" da verildi. Tablolardan ¢t = 0’ da biyiik dalganin
kiiciik dalganin solunda yer aldigi, ¢ = 70 oldugunda biiytik dalganin kiigiik dalganin

sagina gectigi goriilmektedir.

Tablo 4.38: Problem 4’ iin h = 0.1 ve At = 0.1 i¢in niimerik sonuglari.

Biyik Dalga Kiigiikk Dalga
t  Konum(z) Genlik(Uy) Konum(z) Genlik(Uy)
0.0 -10.0 1.224745 10.0 0.774597
70.0 31.8 0.960049 11.4 0.771906

Problem 5 i¢in tiim hesaplamalar o =1, 3 =0.5, A= 0.5, B=—-0.5ve v = 0.01
icin —50 < x < 50 araliginda yapildi. Tablo 4.40 ve 4.41" de, farkli konum ve zaman

adimlar i¢in hesaplanan korunum sabitleri verildi. Tablo 4.40" da t = 0 ve t = 50

217



Tablo 4.39: Problem 4’ iin h = 0.1 ve At = 0.1 i¢in ntimerik sonugclari.

Biiyiik Dalga Kiciik Dalga
t  Konum(z) Genlik(Vy) Konum(z) Genlik(Vy)
0.0 -10.0 -1.224745 10.0 -0.774597
70.0 31.8 -0.960049 11.4 -0.771906

zamanlarinda Iy, Iy ve I3 korunum sabitlerindeki degigim, A = 0.1 i¢in At = 0.1
iken sirasiyla %0.917, %0.010 ve %0.098; At = 0.05 iken sirasiyla %0.915, %0.013 ve
%0.105 olarak hesaplandi. Bu sonuglardan, At zaman adim kiigiildiik¢ge korunum
sabitlerindeki degisimin hemen hemen aym kaldigi goriilmektedir. Tablo 4.417 de
verilen [y, I ve I3 korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢ = 50 zamanlarindaki degisimi,
At = 0.1 i¢gin h = 0.1 iken sirasiyla %0.917, %0.010 ve %0.098; h = 0.05 iken sirasiyla
%0.923, %0.001 ve %0.085 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, h konum adimi
kiigiildiikce her ne kadar I;’ de degisim olmadiysa da I, ve I3 korunum sabitlerindeki
degisimin azaldig1 agikca gortilmektedir. Sonug olarak konum adimlariin kiig¢iilmesi
durumunda korunum sabitlerinin daha iyi korundugu fakat zaman adiminin
kiiciilmesi durumunda korunum sabitlerinde kayda deger degisimin olmadig

goriilmektedir. ¢ = 0 zamaninda Uy ve V' nin maksimum genlik degerleri sirasiyla

Tablo 4.40: o =1, 8 = 0.5, A = 0.5, B = —=0.5, v = 0.01 ve h = 0.1 i¢in
—50 < x < 50 araliginda Problem 5" in niimerik sonuclari.

At =0.1 At =0.05
t L I I3 I P I3
0.0 8.862269 6.266571 2.611761 8.862269 6.266571 2.611761
10.0 8.862105 6.266346 2.611631 8.862104 6.266348 2.611631
20.0 8.862531 6.265936 2.611320 8.862528 6.265945 2.611322
30.0 8.872112 6.265855 2.610531 8.872073 6.265824 2.610488
40.0 8.843130 6.265873 2.604696 8.843069 6.265781 2.604593
50.0 8.943510 6.265925 2.609190 8.943362 6.265767 2.609030

0.5 (x = 0) ve —=0.5 (z = 0)’ dir. Bu tek dalgalarin ¢ = 50 zamanina ulagildiginda
geride degisik genliklerde iki dalga olusturarak saga dogru ilerledigi gozlendi. t =
50 zamaninda olugsan bu ardigik dalgalarin konumlari ve genlikleri Tablo 4.42" de

verildi.
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Tablo 4.41: o« =1, 3 =05, A =05, B = —05, v = 0.01 ve At = 0.1 icin
—50 < x < 50 araliginda Problem 5" in niimerik sonugclari.

h=0.1 h =0.05
t I P I3 L P I3
0.0 8.862269 6.266571 2.611761 8.862269 6.266571 2.611761
10.0 8.862105 6.266346 2.611631 8.862218 6.266513 2.611729
20.0 8.862531 6.265936 2.611320 8.862844 6.266404 2.611603
30.0 8.872112 6.265855 2.610531 8.872451 6.266413 2.610850
40.0 8.843130 6.265873 2.604696 8.843710 6.266463 2.605007
50.0 8.943510 6.265925 2.609190 8.944035 6.266526 2.609552

Tablo 4.42: a« =1, 3 =05, A= 10.5, B=—-0.5ve v =0.01 i¢gin =50 < 2 < 50
araliginda Problem 5’ in subdomain yontemi ile elde edilen niimerik sonuglari.

Konum(z) Genlik(Uy ) Genlik(Vy)

Birinci Dalga 13.6 0.852039 - 0.852039
Ikinci Dalga -11.8 0.528067 -0.528067
Uglinci Dalga -30.0 0.194780 -0.194780
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4.2.4 Kollokasyon Yontemi

Bu kisimda, (4.1) ile verilen coupled mKdV denkleminin kollokasyon yontemi
ile niimerik ¢oziimleri elde edildi. Bolim 2’ de (2.2.4.2) ile verilen kuintik B-spline
fonksiyonlar1 ve yine Bolim 2’ de (2.2.4.3) ile verilen yaklagimlar kullanmilirsa x,,
noktasinda Uy ve Vy’ nin kendilerinin ve =’ e gore birinci ve ti¢iincii mertebeden

tiirevlerinin 9, ve g, parametrelerine gore noktasal degerleri

UN(ajm; t) = Um = 5m72 -+ 26(5m,1 -+ 665m + 265m+1 + 6m+2,

VN(Zm,t) = Vi = 0o + 260,,_1 + 660, + 260,11 + T,

)
Um = _(6m+2 + 105m+1 - 105m—1 - 6m—2>7

h
/ 5
Vm = E(O'erQ + 100m+1 - 100’m,1 - O’m,Q), (4241)
" 60
U, = §(5m+2 — 2041 + 20pm—1 — Opm—2),
" 60
Vi, = ﬁ(UmH — 2041 + 20m-1 — Opm—2)

seklinde elde edilir. Burada m = 0(1)N olup st indis x’ e gore tiirevi gosterir.
(4.1) denklemlerinde yaklagimlar yerlerine yazilirsa, Z1,, = «(3U% + V?), Z2,, =
22UV + B ve G,, = a(3V? + U?) olmak iizere,

(6m_2 + 265m_1 + 665m + 266m+1 + 6m+2) ‘|‘ F(5m+2 - 26m+1 ‘|‘ 2(5m—1 - 5m—2)+
571, 572
h (5m+2+105m+1_105m—1_5m— )+ (O’m+2+100'm+1—100’m_1—0'm_2):0,
(4.2.4.2a)
: . . : : 60
(Gm_z + 260’m_1 + 660’m + 260'm+1 + 0m+2) + F(O’m_i_Q - 20‘m+1 + 20’m_1 — O'm_2)+
5Gm, 522,
T(Om+2+100m+1—100'm_1—0'm_2)+ n (5m+2+105m+1_105m—1_5m—2):0

(4.2.4.2b)

elde edilir. (4.2.4.2) denklem sistemlerinde § ve o yerine Boliim 2’ de (2.2.1.4) ile

verilen sonlu fark yaklagimlari, § ve & yerine de yine Boliim 2’ de (2.2.1.5) ile verilen
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sonlu fark yaklagimlar: yazilirsa sistemin genellegtirilmis satirlar

5,7;_5[& - % - %mm] + 5:;11[% + 2—2 — %Z1m]+

6;2“[%] + m% - 2—2 + %Zlm] + 5;2112% + % + %ZlmH
Wbl o Z20] O - 220+ O [ 220 + Ol 220 =
:12[& + % + %Zlm] + 6;31[% - 2—2 + %Zlmh

Tl a ]+ Tl + 33 — 2 2l + Tl — g3 — 5w Zlalt

" 5 n 2D " 25 n
me[ﬁZZm] + Omfl[zzzm] + O-m+1[_%Z2m] + Om+2[_

g

5
o Z2m),

2h

5:312[—%227,1] + ot [—%sz] + oty [% Z2m] + 53};12[% Z2,,]
?,Ltlg[Ait — % - %Gm} + a;tll[i—i + 2—2 - 2—§Gm]+
o&“[%] + a&iﬁ[% - 2—2 + 2—h5Gm] + 02#2% + 2—2 + %Gm] =
ol 2]+ B[22 Z20] + sl =2 Z20] + ol o
n 130 5 26 60 25

O-m—Q[E Tos T %Gm] + Jm—l[E T E T ZGmH
66, . 26 60 25 .1 30 5
O-m[E] + Um+1[At + h3 h Gm] + Um+2[At h3 Qth]

g

Z2,]+

elde edilir. Burada

(4.2.4.3)

(4.2.4.4)

Z 1 =aB(6n 24268, 1+660,,+ 268,41 + o) + (O 0+ 260, 1 +660,, 260,11 + 0pmin) ],

22 =20(8y2+ 2601 +660,, + 260,11 + 0pt2) (02 + 2603, 1 +660,, + 260,11 4 Oz ) + 5,

G = B (00260, 1 +660, 426011 + iz )+ (G + 26651 +668, +268,11 +0ma)?]

dir. Boylece (2N + 10)-bilinmeyenli (2N + 2)-tane denklemden olusan cebirsel

denklem sistemi elde edilir. (4.2.4.1)" de verilen U,,, V,,, U, ve V. yaklagimlarinin

sinirlardaki degerleri kullanilarak 0 o, 6_1, dni1, Oni2, O 2, O_1, ONi1 V€ ONi2

parametreleri sistemden yok edilirse (2N +2) x (2N + 2)—boyutlu cebirsel denklem

sistemi elde edilir.

Iterasyona baslanabilmesi icin 4° ve 0% baslangic parametrelerinin hesaplanmasi

gerekmektedir. §° ve o parametreleri problemin verilen baslangic ve siir sartlar:

kullanilarak agagidaki bicimde kolayca hesaplanabilir.
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t = 0 igin Boliim 2’ de (2.2.4.1) ile verilen yaklagimlar

N+3 N+3
Un(2,0)= > 8)6;(x),  Vi(z,0)= > 0)e;(x)
—2 =2

olur. Baglangi¢ sartlarimin z; digiim noktalarindaki

Un(zj,0) =U(z;,0),  Vn(z;,0)=V(z;,0), j=0(1)N

degerleri kullanilarak (5? ve cr? parametreleri i¢in (N + 5)-bilinmeyenli (N + 1)-tane
denklemden olusan denklem sistemleri elde edilir. Boliim 2’ de (2.2.4.2) ile verilen
kuintik B-spline fonksiyonlar1 yine Bolim 2’ de (2.2.4.3) ile verilen yaklagimlarda
yerlerine yazilirsa x,, noktasinda Uy ve Vy’ nin x’ e gore ikinci mertebeden
tiirevlerinin 9, ve g, parametrelerine gore

" 20
Um - ﬁ

v 20
Vi = ﬁ(0m+2 + 2041 — 601 + 2001 + Opn—2)

(Ot + 2041 — 60, + 2001 + Om—2),

noktasal degerleri ile birlikte (4.2.4.1) yaklagimlarinda U, ve V., nin smirlardaki
degerleri kullanilarak d_o, d_1, On+1, Oni2, O_2, 0_1, On+1 V€ Onyo bilinmeyenleri
sistemden yok edilirse (/N +1)-bilinmeyenli (N +1)-tane denklemden olugan denklem

sistemleri elde edilir. Bu denklem sistemleri matris formunda

[ 54 60 6 176 | [ ]

25.25 675 2625 1 5 U,
1 2 66 2 1 5 U,

12625 675 25.25 | | dx Un
_ 6 60 54 || v Uy

ve ) o )

5460 6 5 Vi
2595 67.5 2625 1 5 Vi
126 66 2% 1 5 v,

1 2625 67.5 2525 | | on Vas
_ 6 60 5t || on | Vy
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olarak yazilabilir. Bu sistemlerin ¢oziilmesiyle basglangic parametreleri bulunur.
Béylece (4.2.4.3) ve (4.2.4.4) denklemlerinde basglangic parametreleri kullanilarak
istenilen ¢ zamanindaki yaklagik ¢oztimler iterasyon yardimiyla elde edilir.

(4.2.4.3) ve (4.2.4.4) denklemlerinin lineer olmayan terimlerine, her bir zaman
adiminda Bolim 2’ de (2.2.1.9) ve (2.2.1.10) ile verilen iterasyon formiilleri 3-5 defa
uygulanarak Uy ve Vi yaklagik ¢oziimleri iyilegtirildi.

Kararlilik Analizi

Bu yontemle elde edilen yaklagimin kararhlik analizi de yukaridaki diger
yontemlerde oldugu gibi incelenir. (4.2.4.3) ve (4.2.4.4) denklem sistemlerinin m.

genellestirilmis satirlari,

1 30 5l 522,
ﬁh_At’ 72_]7,3’ V3= ) ) V4 = 2, )

U = max{Z1,,,Gn},

ar =7 —"72 — 73,

az = 2671 + 292 — 1073,
az = 661,

ay = 2671 — 272 + 1073,

as = Y1+ 72 + 73
olmak tizere,

(115 ntl _9 -+ a25n+ 1 + CL3(5”+1 -+ a45"+1 -+ CL55;L;;12 ’}/40':;+12
107200, + 1004005 + Y1005 = a5,y + aady,_y + azdy+

CLQCS;L,L_,'_I + a0y, o+ Va0, _o + 1040, — 1040741 — V4049
ve

— Va0t = 1074057y + 1070585 + 74005 + aronty + azop T+
asao. n+1 -+ CL40';L:;11 -+ CL5O'm+2 = ’745” _9 + 10’74(5;271 — 10745?n+1_

n n n n n n
Yalp o + 50, o + as0,, | +azo,, + a0, + a0,
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dir. Bu genellestirilmis satirlarda Boliim 2’ de (2.2.1.11) ile verilen esitlikleri yerlerine

yazilir ve Euler formiili kullanilirsa,

a = (66 + 2 cos(2p) + 52 cos(¢))1,

2sin(2¢) — 4sin(p))7y2,
2sin(2¢) + 20 sin(p))7s,

= (
= (
= (2sin(2¢p) + 20 sin(p))y4,
=b+

olmak tuzere

[(a+ic1)qg— (a—icy)| P+ [(idg + id)]W =0
[(idq +id)]P + [(a + ic1)g — (a —icy)]W =0

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sisteminin P ve W’ ya gore asikar olmayan
en az bir ¢oziimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter sart sistemin katsayilar matrisinin

determinantinin sifir olmasidir. O halde

(a® + 2iac; — ¢} + d*)q* — (2a* + 23 — 2d*)q + a® — 2iac; — & +d* =0

olup buradan

a—i(c; —d)
q1 = . )
a+i(c; —d)
a—i(c; +d)
42 = .
a+i(c; +d)

bulunur. Boylece |¢1] = 1 ve |g2| = 1 oldugu acikga goriiliir. Dolayisiyla, kollokasyon

yonteminin uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagimi sartsiz kararhdir.

Niimerik Coziimler

Bu kisimda, kollokasyon sonlu eleman yontemiyle yukarida verilen model
problemlerin niimerik ¢oziimleri elde edildi. Problem 1 i¢in tiim hesaplamalar o = 1,
B8 =10.5vec=1icin —25 < z < 45 araliginda yapildi. Tablo 4.43” de problemin
h = 0.1 i¢cin At = 0.1, 0.05, 0.01 zaman adimlarinda hesaplanan I, I, ve I3
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korunum sabitleri ile L, ve Lo, hata normlar: verildi. Tablodan A¢ zaman adim
kiictildiigiinde Ly ve L., hata normlarinin oldukga azaldigi aciktir. ¢ = 0 ve ¢t = 20
zamanlarinda I;, Iy ve I3 korunum sabitlerindeki degisim, h = 0.1 i¢cin At = 0.1
iken sirasiyla %0.606 x 1073, %0.825 x 1072 ve %2.253 x 1073; At = 0.05 iken
sirastyla %0.013 x 1073, %0.014 x 1072 ve %0.055 x 1073; At = 0.01 iken sirasiyla
%1.212 x 1072, %0.002 x 10~° ve %0.008 x 10~° olarak hesaplandi. Bu sonuclardan,
zaman adimi At kii¢tildiigiinde korunum sabitlerindeki degisimin kayda deger sekilde
azaldigr gortilmektedir. Tablo 4.44, problemin At = 0.01 i¢in A = 0.1, 0.05, 0.01
konum adimlarinda hesaplanan korunum sabitleri ile L, ve L. hata normlarini
gostermektedir. ¢ = 0 ve t = 20 zamanlarinda [;, I ve I3 korunum sabitlerindeki
degisim, At = 0.01 icin A = 0.2 iken sirasiyla %40.069 x 107°, %0.013 x 1075 ve
%0.093 x 107°; h = 0.1 iken sirasiyla %1.212 x 107°, %0.002 x 10~ ve %0.008 x 1075;
h = 0.05 iken sirasiyla %1.010 x 1072, %0.002 x 10~° ve %0.008 x 10~° olarak
hesaplandi. Tablodan h konum adimi kiigiildiigiinde hesaplanan L, ve L., hata
normlarinda diigiiglerin olmadigi, ancak korunum sabitlerindeki degisimin oldukca
azaldig1 goriilmektedir.

Problem 1" in t = 0, 5, 10, 15 ve 20 zamanlarinda elde edilen Uy ve Vy
¢oziimlerinin maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldigi x konum degiskeninin
degerleri Tablo 4.45" de verildi. Tablodan ¢’ nin artan zamanlar icin tek dalganin
genligini koruyarak saga dogru hareket ettigi anlagilmaktadir. Ornegin ¢t = 0’ da
dalganin genligi 0.707107 (x = 0) iken ¢ = 10’ da 0.707106 (x = 10) ve t = 20’
de 0.707106 (z = 20) olarak hesaplandi. Problem 1’ in ¢t = 20 zamaninda tam
ve niimerik cozliimler arasindaki hata dagihimlar grafiksel olarak Sekil 4.10" da
gosterildi. Bu gekilden, hata dagilimlarinin genligin en yiiksek oldugu z konumu
civarinda buyiik oldugu aciktir.

Problem 2 i¢in tiim hesaplamalar a« =1, 6 = 0.5, ¢; =1, o = 0.7, sy = —10 ve
s9 = 10 i¢in —50 < z < 200 araliginda yapildi. Tablo 4.46 ve 4.47" de farkli konum
ve zaman adimlari i¢cin hesaplanan korunum sabitleri verildi. Tablo 4.46" da verilen
Iy, I ve I3 korunum sabitlerinin degisimi, ¢ = 0 ve t = 150 zamanlarinda A = 0.1 i¢in
At = 0.1 iken sirastyla %88.459 x 1073, %2.908 x 1073 ve %5.267 x 1073; At = 0.05
iken sirastyla %32.866 x 1072, %0.031 x 1073 ve %0.073 x 1072 olarak hesaplandi. Bu
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Tablo 4.43: a =1, =0.5,¢c=1ve h =0.1 igin —25 < x < 45 araliginda Problem
17 in ntiimerik sonuclari.

Un(z,t) = Vy(z,t)
At t L I I3 L, L
0.1 0.0 3.141593 2.828427 -0.235702 0.000000 0.000000
0.0  3.141562 2.828433 -0.235701 0.002135 0.001151
10.0 3.141641 2.828439 -0.235700 0.004147 0.002180
15.0 3.141696 2.828445 -0.235698 0.006166 0.003238
20.0 3.141612 2.828450 -0.235697 0.008164 0.004228
0.06 0.0 3.141593 2.828427 -0.235702 0.000000 0.000000
5.0 3.141584 2.828427 -0.235702 0.000528 0.000286
10.0 3.141602 2.828427 -0.235702 0.001030 0.000543
15.0 3.141608 2.828427 -0.235702 0.001531 0.000798
20.0 3.141593 2.828427 -0.235702 0.002032 0.001051
0.01 0.0 3.141593 2.828427 -0.235702 0.000000 0.000000
0.0  3.141592 2.828427 -0.235702 0.000020 0.000011
10.0 3.141593 2.828427 -0.235702 0.000038 0.000021
15.0  3.141593 2.828427 -0.235702 0.000057 0.000030
20.0 3.141592 2.828427 -0.235702 0.000076 0.000040

Tablo 4.44: o« =1, B = 0.5, ¢ = 1 ve At = 0.01 i¢gin —25 < z < 45 araliginda
Problem 1’ in niimerik sonuclari.

Un(z,t) = Vy(z,t)
h t L P I3 Lo Lo

0.2 0.0 3.141593 2.828427 -0.235702 0.000000 0.000000
5.0  3.141589 2.828427 -0.235702 0.000025 0.000012

10.0  3.141591 2.828427 -0.235702 0.000018 0.000012

15.0  3.141586 2.828427 -0.235702 0.000019 0.000010

20.0 3.141580 2.828427 -0.235702 0.000051 0.000017

0.1 0.0 3.141593 2.828427 -0.235702 0.000000 0.000000
0.0 3.141592 2.828427 -0.235702 0.000020 0.000011

10.0 3.141593 2.828427 -0.235702 0.000038 0.000021

15.0 3.141593 2.828427 -0.235702 0.000057 0.000030

20.0 3.141592 2.828427 -0.235702 0.000076 0.000040

0.06 0.0 3.141593 2.828427 -0.235702 0.000000 0.000000
5.0 3.141592 2.828427 -0.235702 0.000021 0.000011

10.0  3.141593 2.828427 -0.235702 0.000041 0.000021

15.0 3.141593 2.828427 -0.235702 0.000061 0.000032

20.0 3.141593 2.828427 -0.235702 0.000081 0.000042
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Tablo 4.45: o« =1, 3 = 0.5, ¢c =1, h = 0.1 ve At = 0.01 i¢gin —25 < z < 45
araliginda Problem 17 in kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik sonuclari.

t Konum(z) Genlik(Uy ve Vi)

0.0 0 0.707107
5.0 > 0.707107
10.0 10 0.707106
15.0 15 0.707106
20.0 20 0.707106
4.0x10° 4 t=20 4.0x10° 4 t=20

X X

(a) (b)

Sekil 4.10: Problem 1’ in A = 0.1 ve At = 0.01 i¢in t = 20’ deki hata dagilimlari.
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sonuclardan, zaman adiminin kiigiilmesi durumunda korunum sabitlerinin daha iyi
korundugu agikga goriilmektedir. Ayrica Tablo 4.47" de At = 0.1 i¢gin A = 0.1 iken
I,, I, ve I3 korunum sabitlerindeki degisim sirasiyla %88.459 x 1073, %2.908 x 1073 ve
%5.267x1073; h = 0.05 iken sirasiyla %89.000 x 103, %2.907x 1072 ve %5.266 x 103
olarak hesaplandi. Bu sonuglardan, konum adiminin kii¢iilmesi durumunda korunum

sabitlerindeki degigimin hemen hemen ayni kaldig1 goriilmektedir.

Tablo 4.46: o« =1, 8 =05,¢; =1, ¢co = 0.7, s; = —10, s = 10 ve h = 0.1 i¢in
—50 <z < 200 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuglari.

At =0.1 At = 0.05
t ]1 ]2 Ig Il ]2 I3

0.0 6.283185 4.619952 -0.562986 6.283185 4.619952 -0.562986
20.0 6.283152 4.619976 -0.563004 6.283123 4.619952 -0.562992
40.0 6.282980 4.619997 -0.563200 6.283249 4.619953 -0.563042
60.0 6.282495 4.619998 -0.563152 6.283751 4.619954 -0.563029
80.0 6.281439 4.620005 -0.562993 6.284261 4.619952 -0.562990
100.0 6.280221 4.620026 -0.562972 6.284441 4.619951 -0.562986
120.0 6.279317 4.620050 -0.562965 6.284787 4.619952 -0.562986
140.0 6.278169 4.620075 -0.562959 6.285095 4.619951 -0.562986
150.0 6.277627 4.620087 -0.562956 6.285250 4.619951 -0.562986

Tablo 4.47: a=1,3=05,¢1 =1, cg = 0.7, s; = —10, s = 10 ve At = 0.1 icin
—50 < z < 200 araliginda Problem 2’ nin niimerik sonuclari.

h=0.1 h =0.05
t Il 12 Ig Il IQ [3

0.0  6.283185 4.619952 -0.562986 6.283185 4.619952 -0.562986
20.0 6.283152 4.619976 -0.563004 6.283153 4.619976 -0.563004
40.0  6.282980 4.619997 -0.563200 6.282978 4.619997 -0.563200
60.0 6.282495 4.619998 -0.563152 6.282493 4.619998 -0.563152
80.0 6.281439 4.620005 -0.562993 6.281437 4.620004 -0.562992
100.0 6.280221 4.620026 -0.562972 6.280220 4.620025 -0.562971
120.0 6.279317 4.620050 -0.562965 6.279304 4.620049 -0.562965
140.0 6.278169 4.620075 -0.562959 6.278141 4.620076 -0.562959
150.0 6.277627 4.620087 -0.562956 6.277593 4.620087 -0.562956

Problem 2" nin ¢ = 0 ve 150 zamanlarinda elde edilen Uy ve Vi ¢oziimlerinin

maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldigi  konum degigkeninin degerleri
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Tablo 4.48 de verildi. Tablodan ¢t = 0’ da biiytik dalganin kii¢iik dalganin solunda
yer aldigi, ¢ = 150 oldugunda biiyiikk dalganin kiiciik dalganin sagina gectigi

goriilmektedir.

Tablo 4.48: Problem 2’ nin A = 0.1 ve At = 0.1 i¢in ntimerik sonugclari.

Biiyiik Dalga Kiiciik Dalga
t Konum(z) Genlik(Uy ve Vy) Konum(z) Genlik(Uy ve Vy)
0.0 -10.0 0.707223 10.0 0.447215
150.0 144.2 0.707562 108.3 0.446934

Problem 3 icin tiim hesaplamalar o« = 1, 8 = 0.5 ve ¢ = 1 i¢in —15 < z <
35 araliginda yapildi. Tablo 4.49 ve 4.50, farkli konum ve zaman adimlarinda
hesaplanan korunum sabitleri ile Ly ve L., hata normlarimi gostermektedir. Tablo
4.49, problemin h = 0.1 i¢in At = 0.1, 0.05, 0.01 zaman adimlarinda hesaplanan
korunum sabitleri ile Ly ve L., hata normlarim gostermektedir. Tablodan zaman
adimi kiigiildiikce Ly ve L, hata normlarimin kayda deger sekilde azaldigi
gortilmektedir. Tablo 4.49’ da verilen Iy, I ve I3 korunum sabitlerinin £ = 0 ve t = 20
zamanlaridaki degisimi, A~ = 0.1 i¢in At = 0.1 iken sirasiyla %2.042, %4.130 ve
%9.316, At = 0.05 iken sirasiyla %0.153, %0.254 ve %0.595; At = 0.01 iken sirasiyla
%0.043 x 1073, %0.076 x 1073 ve %0.178 x 10~ olarak hesaplandi. Bu sonuclardan,
zaman adimi kiiciildiikge korunum sabitlerindeki degisimin azaldigi goriilmektedir.
Tablo 4.50’ de problemin At = 0.01 i¢in A = 0.2, 0.1, 0.05 konum adimlarinda
hesaplanan korunum sabitleri ile Ly ve L., hata normlari1 verildi. Tablodan konum
adim kigildiikge Ly ve L, hata normlarinin azaldigi acik¢a goriilmektedir. t = 0
ve t = 20 zamanlarinda I, I ve I3 korunum sabitlerindeki degigim, At = 0.01 i¢in
h = 0.2 iken sirasiyla %2.949 x 1072, %0.071 x 1072 ve %0.190 x 1073, h = 0.1 iken
sirastyla %0.043 x 1073, %0.076 x 1072 ve %0.178 x 1073; h = 0.05 iken sirasiyla
%13.832x107°, %7.611x 1075 ve %17.764 x 107> olarak hesaplandi. Bu sonuclardan,
h konum adimi kiigiildiikce korunum sabitlerindeki degigimin azaldig1 agiktir.

Problem 3’ iin t = 0, 5, 10, 15 ve 20 zamanlarinda elde edilen Uy ve Vy

¢oziimlerinin maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldigi x konum degigkeninin
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Tablo 4.49: a =1, 6 =0.5,¢c=1ve h =0.1 igin —15 < x < 35 araliginda Problem
3’ lin nimerik sonuclari.

Un(z,t) = Vy(x,t)
At t L P I3 L, L
0.1 0.0 3.141593 4.898979 3.674235 0.000000 0.000000
5.0 3.120893 4.830317 3.555365 0.138784 0.098610
10.0 3.107093 4.776845 3.464745 0.464478 0.318907
15.0 3.091644 4.733220 3.392152 0.896696 0.598034
20.0 3.077436 4.696629 3.331929 1.333876 0.857510
0.05 0.0 3.141593 4.898979 3.674235 0.000000 0.000000
5.0 3.142760 4.902035 3.679584 0.004045 0.002837
10.0 3.143850 4.905129 3.685006 0.002743 0.002302
15.0 3.144940 4.908265 3.690508 0.019310 0.013625
20.0 3.146395 4.911444 3.696091 0.046800 0.032591
0.01 0.0 3.141593 4.898979 3.674235 0.000000 0.000000
5.0  3.141594 4.898979 3.674233 0.000203 0.000144
10.0  3.141594 4.898978 3.674231 0.000410 0.000287
15.0 3.141592 4.898977 3.674230 0.000619 0.000429
20.0 3.141591 4.898976 3.674228 0.000830 0.000571

Tablo 4.50: a =1, 8 = 0.5, c =1 ve At = 0.01 i¢cin —15 < z < 35 araliginda
Problem 3’ iin niimerik sonuglari.

UN(.CL', t) = VN(x, t)
h t L I I3 Lo Lo

0.2 0.0 3.141593 4.898979 3.674241 0.000000 0.000000
5.0 3.141611 4.898979 3.674239 0.001039 0.000786

10.0  3.141587 4.898978 3.674237 0.001994 0.001413

15.0 3.141692 4.898977 3.674235 0.002995 0.002130

20.0 3.141685 4.898976 3.674234 0.003991 0.002755

0.1 0.0 3.141593 4.898979 3.674235 0.000000 0.000000
5.0  3.141594 4.898979 3.674233 0.000203 0.000144

10.0  3.141594 4.898978 3.674231 0.000410 0.000287

15.0  3.141592 4.898977 3.674230 0.000619 0.000429

20.0 3.141591 4.898976 3.674228 0.000830 0.000571

0.05 0.0 3.141593 4.898979 3.674235 0.000000 0.000000
5.0 3.141593 4.898979 3.674233 0.000278 0.000191

10.0 3.141594 4.898978 3.674231 0.000560 0.000384

15.0 3.141587 4.898977 3.674230 0.000845 0.000578

20.0 3.141588 4.898976 3.674228 0.001132 0.000772
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degerleri Tablo 4.517 de verildi. Tablodan ¢’ nin artan zamanlar: i¢in tek dalganin,
Uy icin x—ekseninin tstiinde, Vi i¢in ise z—ekseninin altinda saga dogru hareket
ettigi gozlendi. Ornegin, t = 0’ da dalganin genligi 1.224745 (x =0) iken t = 10’ da
1.224761 (z = 10) ve t = 20" de 1.224761 (z = 20) olarak hesaplandu.

Tablo 4.51: a« =1, =05, c¢c =1, h = 0.1 ve At = 0.01 igin —15 < z < 35
araliginda Problem 3’ iin kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik sonuclari.

t Konum(x) Genlik(Uy) Genlik(Vy)

0.0 0 1.224745 -1.224745
5.0 5 1.224760 -1.224760
10.0 10 1.224761 -1.224761
15.0 15 1.224759 -1.224759
20.0 20 1.224761 -1.224761
Problem 3’ iin ¢ = 20 zamaninda tam ve niimerik ¢oziimler arasindaki hata

dagilimlar grafiksel olarak Sekil 4.11" de gosterildi. Hata dagilimlarinin genligin en

yiiksek oldugu x konumu civarinda biiyiik oldugu kolayca goriilmektedir.

6.0x10" - =20 6.0x10° 1 =20
4.0x10" 4 4.0x10
"
2.0x10° 2.0x10 4
=]
5 0.0 . oo
i
-2.0x10™ "
-2.0x10™ 1
-4.0x10” - "
-4.0x10™ 1
-6.0x10" 1
-6.0x10™
8010 +—— ———————7——— — T T T T T T
45 10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 45 10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35
X X
(a) (b)

Sekil 4.11: Problem 3’ in h = 0.1 ve At = 0.01 i¢in ¢ = 20’ deki hata dagilimlari.

Problem 4 i¢in tiim hesaplamalar « =1, 6 =0.5, ¢; =1, co = 0.1, sy = —10 ve
ss = 10 i¢in —50 < z < 50 aralhiginda yapildi. Tablo 4.52” de, farkli konum adimlar:
icin hesaplanan korunum sabitleri verildi. Tabloda verilen I, Iy ve I3 korunum

sabitlerinin t = 0 ve t = 20 zamanlarindaki degigimi, At = 0.1 i¢in h = 0.2 iken
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sirasiyla %6.313, %13.425 ve %31.043, h = 0.1 iken sirasiyla %6.297, %13.419 ve
%31.029 olarak hesaplandi. Bu sonuglardan, h konum adimi kiigiildiik¢e korunum

sabitlerinin degigiminde kayda deger farkliliklarin olmadig1 goriillmektedir.

Tablo 4.52: a =1, 3=05,¢1 =1, cg = 0.1, s; = —10, s9 = 10 ve At = 0.1 i¢in
—50 <z < 50 araliginda Problem 4’ iin niimerik sonuclari.

h=0.2 h=0.1
t ]1 ]2 ]3 ]1 ]2 ]3
0.0 6.283185 7.997373 5.068526 6.283185 7.997373 5.068520
10.0 6.093962 7.384995 4.101087 6.094209 7.385401 4.101699
20.0 6.030563 7.206649 3.860239 6.030601 7.207067 3.860767
30.0 6.019192 7.154280 3.798719 6.018651 7.154590 3.799191
40.0 5994802 7.092015 3.723768 5.995325 7.092322 3.724173
50.0  5.985097 7.022016 3.626897 5.984470 7.020855 3.626701
60.0 5.927667 6.947751 3.544746 5.927016 6.950180 3.546070
70.0 5.886528 6.923725 3.495125 0.887553 6.924212 3.495787

Problem 4’ iin ¢ = 0 ve 70 zamanlarinda elde edilen Uy ve Vy coziimlerinin
maksimum genlik degerleri ve bu degerleri aldigi  konum degiskeninin degerleri
sirasiyla Tablo 4.53 ve Tablo 4.54" de verildi. Tablolardan ¢t = 0’ da biyiik dalganin
kii¢iik dalganin solunda yer aldigi, ¢ = 70 oldugunda biiytik dalganin kiiciik dalganin

sagina gectigi goriilmektedir.

Tablo 4.53: Problem 4’ iin h = 0.1 ve At = 0.1 i¢in ntimerik sonugclari.

Biiytiik Dalga Kiiciik Dalga
t  Konum(z) Genlik(Uy) Konum(z) Genlik(Uy)
0.0 -10.0 1.224745 10.0 0.774597
70.0 31.8 0.959361 114 0.778231

Problem 5 i¢in tiim hesaplamalar o =1, 3 = 0.5, A = 0.5, B=—0.5ve y = 0.01
icin —50 < x < 50 arahiginda yapildi. Tablo 4.55 ve 4.56’ da, farkli konum ve zaman
adimlari i¢in hesaplanan korunum sabitleri verildi. Tablo 4.55” de verilen I, I5 ve I3

korunum sabitlerinin t = 0 ve ¢t = 50 zamanlarindaki degigimi, A = 0.1 i¢in At = 0.1

iken sirasiyla %0.184, %0.116 ve %0.115; At = 0.05 iken sirasiyla %0.183, %0.120 ve
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Tablo 4.54: Problem 4’ iin h = 0.1 ve At = 0.1 i¢in ntimerik sonugclari.

Biiyiik Dalga

Kiciik Dalga

t  Konum(z) Genlik(Vy) Konum(z) Genlik(Vy)
0.0 -10.0 -1.224745 10.0 -0.774597
70.0 31.8 -0.959361 11.4 -0.778231

%0.125 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, At zaman adimi kiigiildiikge korunum
sabitlerindeki degisimin hemen hemen ayni kaldigi gortilmektedir. Tablo 4.56" da
verilen Iy, I ve I3 korunum sabitlerinin ¢ = 0 ve ¢ = 50 zamanlarindaki degigimi,
At = 0.1 igin h = 0.1 iken swrasiyla %0.184, %0.116 ve %0.115; h = 0.05 iken
sirastyla %0.181, %0.115 ve %0.115 olarak hesaplandi. Bu sonuclardan, i konum

adim kiictildiikce korunum sabitlerindeki degisimin azaldigr agik¢a goriilmektedir.

Tablo 4.55: a =1, § = 05, A = 0.5, B = —0.5, v = 0.01 ve h = 0.1 i¢in

—50 < z < 50 aralhiginda Problem 5’ in niimerik sonugclari.

At =0.1 At =0.05
t I I I3 I I I3
0.0 8.862269 6.266571 2.611761 8.862269 6.266571 2.611761
10.0 8.862284 6.266571 2.611762 8.862285 6.266571 2.611761
20.0 8.863033 6.266574 2.611756 8.863051 6.266595 2.611772
30.0 8.865413 6.266727 2.611793 8.865469 6.266823 2.611879
40.0 8.848005 6.272345 2.614180 8.848068 6.272530 2.614351
50.0 8.845955 6.273836 2.614756 8.846055 6.274114 2.615017

Tablo 4.56: o« = 1, 3 = 05, A =05, B = —0.5, v = 0.01 ve At = 0.1 icin

—50 < x < 50 araliginda Problem 5" in niimerik sonugclari.

h=0.1 h =0.05
t L P I3 L P I3
0.0 8.862269 6.266571 2.611761 8.862269 6.266571 2.611761
10.0 8.862284 6.266571 2.611762 8.862284 6.266571 2.611763
20.0 8.863033 6.266574 2.611756 8.863032 6.266575 2.611757
30.0 8.865413 6.266727 2.611793 8.865423 6.266740 2.611800
40.0 8.848005 6.272345 2.614180 8.848155 6.272413 2.614218
50.0 8.845955 6.273836 2.614756 8.846241 6.273807 2.614755

t = 0 zamaninda Uy ve Vy dalgalarinin maksimum genlik degerleri sirasiyla
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0.5 (x = 0) ve —=0.5 (z = 0)’ dir. Bu tek dalgalarin ¢ = 50 zamanina ulagildiginda
geride degisik genliklerde iki dalga olusturarak saga dogru ilerledigi anlagilmaktadir.
t = 50 zamaninda olusan bu ardigik dalgalarin konumlari ve genlikleri Tablo 4.57’

de verildi.

Tablo 4.57: a =1, 3 =05, A =0.5, B = —-0.5ve vy = 0.01 i¢cin =50 < 2 < 50
araliginda Problem 5’ in kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik sonuclari.

Konum(z) Genlik(Uy ) Genlik(Vy)

Birinci Dalga 13.6 0.858499 - 0.858499
Ikinci Dalga -11.8 0.533366 -0.533366
Uglinci Dalga -30.0 0.201157 -0.201157

4.2.5 Sonug

Bu boliimde, coupled mKdV denkleminin Galerkin, Petrov-Galerkin, subdomain
ve kollokasyon sonlu eleman yontemleri ile niimerik ¢oziimleri bulundu. Géz 6niine
aliman beg farkli model problem, konum ve zaman adimlarinin degigik degerleri
i¢in ¢alistirildi. Elde edilen sonuclar literatiirdeki mevcut sonuglarla kargilagtirilarak
L,y ve Lo, hata normlar: ile I;, I, ve I3 korunum sabitleri tablolar halinde verildi.
Tablolar incelendiginde Galerkin ve kollokasyon yontemlerinin, Petrov-Galerkin ve
subdomain yontemlerine gore daha iyi sonuclar verdigi gortuldi. Ayrica her bir
yontemin uygulanmasiyla elde edilen sonlu eleman yaklagiminin kararhilik analizi
incelenirken karsilagilan cebirsel islemler Mathematica programi yardimi ile yapildi.

Model problemlerin her bir yontemle elde edilen ntiimerik ¢oziimlerinin grafikleri
ayirt edilemeyecek kadar birbirlerine yakin olacagindan sadece Galerkin yontemiyle
elde edilen ntimerik ¢oziimleri grafiklerle verildi. Ayrica tiim yontemler i¢in tam
ve nimerik ¢oziimler arasindaki hata dagilimlarini gosteren grafikler ve farkl ¢

zamanlarinda dalganin hareketini gosteren tablolar verildi.
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