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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum “Boussinesq Tipi Denklemlerin Galerkin Sonlu
Eleman Yontemi ile Niimerik Coziimleri” baglikli bu caligmanin bilimsel ahlak ve
geleneklere aykiri diisecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve
yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin icinde hem de kaynak¢ada yontemine
uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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Dort boliimden olusan bu caligmanin ilk boliimiinde, lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemler ve bu denklemlerin ¢oziim tiplerinden biri olan soliton ve
soliter dalgalar hakkinda kisaca bilgi verildi.

Ikinci boliimde, temel kavramlardan bahsedilirken, ele alinan model problemlerin
niimerik ¢oziimlerinin elde edilmesinde kullanilan yontemler tanitildi. Model
problemlerin kuadratik ve kiibik B-spline bazlar kullanilarak Galerkin sonlu eleman
modeli kurulduktan sonra elde edilen adi diferansiyel denklem sistemleri dordiincii
mertebeden Runge-Kutta yontemi ile c¢oziildiigiinden bu bdéliimde; sonlu eleman
yontemi, Galerkin sonlu eleman yontemi, spline fonksiyonlar, B-spline fonksiyonlar,
dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi ve yontemin kararlik analizine deginildi.

Uciincii boliimde, soliter dalga {ireten Boussinesq tipi denklemlerden Good
Boussinesq ve Bad Boussinesq denklemleri ele alindi. Kiibik B-spline bazlar yardimiyla
her iki denklemin Galerkin sonlu eleman modeli olusturuldu. Daha sonra, Good
Boussinesq denklemi i¢in dalga hareketi, iki soliter dalganin etkilesimi ve dalga
ayrilmasi problemleri incelendi. Ayrica etkilegim problemi icerisinde soliter dalgalarin



genlik secimine gore dalga etkilegsiminde kargilagilan patlama problemlerine deginildi.
Bad Boussinesq denklemi i¢in ise soliter dalga hareketi ve iki soliter dalganin etkilegimi
problemleri incelendi.

Dordiinci boliimde, Boussinesq tipi denklemlerden Improved Boussinesq,
Improved Boussinesq-tipi ve modifiye edilmig Improved Boussinesq denklemleri ic¢in
kuadratik B-spline bazlar kullanilarak Galerkin sonlu eleman modelleri olugturuldu.
Model problemlerden Improved Boussinesq denklemi igin dalga hareketi, iki soliter
dalganin etkilesimi, dalga ayrilmasi ve c¢oziim patlamasi problemleri ele alindi.
Improved Boussinesq tipi denklem icin dalga hareketi, soliter-antisoliter dalga
etkilesimi problemi, modifiye edilmis Improved Boussinesq denklemi igin ise dalga
hareketi ve dalga etkilegsimi problemleri incelendi.
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Galerkin Yontemi, Spline Fonksiyonlar, B-spline
Fonksiyonlar, Runge-Kutta Yontemi, Kararlhilik
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In the first chapter of this thesis consisting of four chapters, some information are
given about nonlinear partial differential equations and solitons and solitary waves
which are among solution types of these equation.

In the second chapter, while presenting fundamental concepts, numerical methods
used to obtain numerical solutions of the model problem are explained. Since first the
Galerkin finite element model of the model problems are constructed using quadratic
and cubic B-spline base functions and then the obtained systems of
differential equations are solved by the fourth order Runge-Kutta method, finite
element method, Galerkin finite element method, spline functions, B-spline functions,
the fourth order Runge-Kutta method and the stability analysis of the method are
explained.

In the third chapter, Good Boussinesq and Bad Boussinesq equations among
Boussinesq equations producing solitary wave are considered. Galerkin finite element
method models for both equations are constructed. Then, solitary wave movement,
the interaction of two solitary waves and wave break-up problems for Good Boussinesq
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equation are considered and in interaction problem, the blow-up problems according
to the choice of wave amplitudes are taken into consideration. For Bad Boussinesq
equation, the solitary wave movement and the interaction of two solitary waves
problems are considered.

In the fourth chapter, Galerkin finite element models for Improved Boussinesq,
Improved Boussinesq-type and modified Improved Boussinesq equations using
quadratic B-spline bases are constructed. For improved Boussinesq equation; wave
movement, the interaction of two solitary waves, wave break-up and blow-up problems
are taken into consideration. For improved Boussinesq-type equation wave movement,
solitary-antisolitary wave interaction problem, and for modified Improved Boussinesq
equation wave movement and wave interaction problems are considered.

KEY WORDS: Soliton, Solitary Wave, Finite FElement Method, Galerkin
Finite Element Method, Spline functions, B-spline Functions.
Runge-Kutta Method, Stability Analysis, Boussinesq Type

Equations.
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1. GIRIS

Evreni anlamak ve hakkinda bilgi edinmek igin birka¢ farkli yontem vardir. Bu
yontemlerden birincisi, gozlemlerimiz sonucunda elde ettigimiz verileri agiklamaya
calismaktir. Tkincisi ise deneyler yapmaktir. Iki yontem birbiriyle tamamen iligkilidir.
Evreni ve olaylar1 deneyler ile agiklamaya galigmak i¢in tanimlamak istedigimiz olaya
ait verileri saglayacak modeller ve teoriler olusturulmahdir. Yaklagik ti¢ asir once
Galileo Galilei (1564-1642) “Tabiatin kitabi, matematiksel semboller ile yazilmigtir”
ve “Evrenin kitab1 matematik diliyle yazilmigtir” sozleriyle matematik ve evren
hakkindaki diigiincelerini sunarak evrenin anlagilmasinda metematigin onemini ifade
etmis ve Galileo'nun bu diisiinceleri kendi donemindeki bircok fizik¢i tarafindan onay
gormiigtiir. Evrenin matematik diliyle modellenmeye calisilmasi ise Leonardo da Vinci
[1] tarafindan, evreni anlamanin ii¢ kurali ile temellendirilebilir. Bu kurallar;

e Yasadigimiz fiziksel diinyay1 gozlemlemek, sayisal biiyiikliikleri listelemek,

e Tecriibelerimizle geligse bile bu nicelikler arasinda lineer iligkileri kurmalk,

e Bu lineer iligskileri deneyler yaparak olarak ifade etmektir.

Bu iig kural, lineer ve lineer olmayan teorilerin kurulmasinda 6nemli bir yol haritasi
olmustur. Matematik sadece i¢ginde bulundugumuz olay1 tanimlamakla kalmaz aym
zamanda olay1 anlamamiz ve yeni 6zelliklerini bulmamizi saglar. Dolayisiyla lineer
olmayan olaylar1 anlamak i¢in fiziksel teoriler matematik terimleri ile ifade edilmelidir.

Zamana bagh olarak gelisen olaylarin ozelliklerinin anlagilmasi adi veya kismi

diferansiyel denklemlerin analizi ile miimkiindiir. “Olusum Denklemleri Teorisi” olarak



adlandiran alanda yapilan caligmalar ile kurulan modeller fizik, doga bilimleri,
miithendislik, ekonomi ve yapay sinir aglar1 gibi bir¢ok farkli alanin gelisimine katkida
bulunur. Ayni zamanda kurulan modeller iizerinde bir ¢ok teorik ve niimerik ¢aligma
yapilmigtir. Matematiksel olarak formiile edilen bu denklemler lineer olmayan olusum
denklemleri olarak adlandirilir ve bagimsiz degiskenlerinden biri ¢ zamani olan kismi
diferansiyel denklemlerdir. Navier Stokes, Euler denklemi, Lineer olmayan Reaksiyon
Difiizyon denklemleri, Lineer olmayan Klein-Gordon denklemleri ve Lineer olmayan
Schrodinger denklemleri karsilagilan lineer olmayan olusum denklemlerine 6rnek olarak
verilebilir [2]. Bu denklemler, pratik problemlerde ilk olarak yiiksek hizli bilgisayar ve
ozel algoritmalarin geligtirilmesi ile bilim ve teknoloji alanlarinda ilerlemelere neden
oldu. Ornegin; niikleer patlama simiilasyonlar1, ucak tasarimlar: icin riizgar tinelleri
simiislasyonlar1 yapild: [3].

Lineer olmayan olugsum denklemlerinin ¢oziimlerinin bulunmasi, fiziksel problemin
yapisinin kavranmasi, problemin fiziksel etkilerinin ve mekanizmasinin anlagilmasi
acisindan onemlidir. Bu nedenle olugum denklemlerinin ¢oziimlerine ulagmak icin
bircok analitik ve niimerik yontem geligtirilmistir. Fakat olusum denklemlerinin tam
¢oziimlerinin elde edilmesi her zaman miimkiin olmayabilir. Bu durumda denklemin
sayisal ¢ozlimiiniine ulagilmasi i¢in niimerik yontemler kullanilir. Tam ¢oziim yerine
niimerik ¢oztimlerin aragtirilmasinin iki temel nedeni vardir. Bunlar;

e Matematiksel olarak tanimlanmig olan problemin tam ¢oztimiiniin bulunmasinin
miimkiin oldugu bazi durumlarda ¢oziime ulagmak zaman ve kaynak isfarina neden
olabilir.

e Tam ¢oziimiin bulunmasinin imkansiz oldugu durumlarda ¢oziimi elde etmek

icin niimerik yontemler kullanilir.



Lineer olmayan olugum denklemlerinin ¢oziimleri genellikle, u(z,t) = f(z — t)
formunda sunulan ilerleyen dalga (travelling-wave ) ¢oziimleri olarak ortaya gikar.
ilerleyen dalga c¢oziimleri sabit bir hizla hareket eden kalici formda ¢oztimlerdir.
Siklikla lineer olmayan olugum denklemlerinin ¢oziimlerinin, ¢ dalga hizi olmak iizere,
¢ = x — ct doniigiimii ile ¢oztimiin u(x,t) = u(¢) formunda adi diferansiyel denklem
¢Ozlimiine indirgenmesi ile elde edilir [4]. Bir ¢ok bilimsel alanda hizla gelisen dalga
teorisi, soliter dalgalar ve solitonlar, peryodik ¢oziimler, kink dalga ¢oziimleri, peakon
¢oziimler, kompaktonlar gibi ilerleyen dalga ¢oziimlerinin bir ¢ok tipi ile ilgilenmistir.
Bu calismada ¢oziim modellerinden biri olan “soliton ve soliter dalga”tipi ¢oztimler

incelenecektir.

1.1 Soliton ve Soliter Dalgalar

Tarihsel olarak Soliter dalgalarin ilk kesfi John Scott Russell tarafindan 1834 yilinda
Union kanalinda gerceklestirilmistir. Russell, seklinde ve hizinda herhangi bir degigim
olmadan yaklasik iki mil hareket eden yuvarlak ve piiriizsiiz bir su 6begi gézlemlemigtir.
Bu gozlemini kendi climleleri ile [5];

“Dar bir kanal boyunca bir ¢ift at tarafindan hizla gekilen bir teknenin hareketini
gozlemliyordum, tekne aniden durdugunda kanalda teknenin harekete gecirdigi su
kiitlesi hareket etmeye basladi; siddetli calkalanma durumunda teknenin burun kismi
etrafinda birikti ve daha sonra su 6begi aniden bulundugu yerden ayrildi; Biytik
bir tek yiikselti formunda, yuvarlak ve piirtizsiiz bir su yigim1 hizla ileriye dogru
yuvarlandi. Hizinda bir azalma ve seklinde bir degisiklik olmaksizin ilerlemeye devam

etti. Saatte sekiz veya dokuz mil hiz ile otuz fit uzunlugunda ve bir, bir buguk
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Sekil 1.1: Russell'ln soliter dalgasi: soliter dalga tiretiminin 6ncesi ve sonrasi [6]

yar1 yiiksekliginde geklini koruyarak hala yuvarlaniyordu. Yiiksekligi kadameli olarak
azaldi ve bir iki mil onu kovaladiktan sonra kanalin kavislerinde onu kaybettim.
Boylece, 1834 yilinin Agustos ayinda “gevirimli dalga” olarak adlandirdigim yegane

Y

ve glizel olugum ile tanigma sansim oldu.” olarak ifade etmistir.

Daha sonra Russell yapmis oldugu deneylerde Sekil 1.1 ’de sunulan soliter dalganin
iretiminin oncesi ve sonrasini gozlemledi. Russell bu ¢aligmalarda, soliter dalganin
hizim ¢? = g(a + h) olarak hesapladi (Sekil 1.2). Burada a dalganin genligi, h suyun
yiksekligi ve g yer ¢ekimi ivmesini simgeler. Bu ifadeye gore dalganin hiz1 dalganin
genligine baghdir ve genligi biiyiik olan dalga daha hizhidir. Russell yaptig1 deneyler
ile soliter dalganin sabit hizla hareket ettigi ve seklini korudugu, belirli bir genlige

sahip olan soliter dalganin iki veya daha fazla dalgaya ayrildigi ve dalgalarin yapisinin

tepecikler ve bosluklar formunda oldugu sonucuna vardi [6].

X

0

Sekil 1.2: Soliter dalgay1 tanimlayan parametreler [6]



Russell, dalgalar1 siniflandirarak gozlemledigi soliter dalgalar1 “birincil ¢evirimli”
dalga olarak adlandird1 ve elde ettigi sonuclar1 “Dalgalar Raporu” isimli ¢aligmasinda
sundu. Fakat Russell'ln bu galigmasi Airy ve Stokes tarafindan elestirildi. Ayrica
Airy, Russell'ln dalga hiz1 i¢in verdigi formiiliin sig sulardaki genig dalga teorisi ile
gelistigini vurgulayarak hicbir genig dalganin kanal boyunca seklini koruyamayacagini
iddia etti. Stokes ise “On the Theory of Oscillating Waves” (1847) isimli galigmasinda
soliter dalganin viskozitesi olmayan sivilarda bile var olmayacag1 sonucuna vardi. Bu
elegtiriler tizerine Russell [7];

“Bu en gilizel ve olaganiistii bir olgudur: onu gordiigiim ilk giin hayatimin en
mutlu giniiydii. Hi¢ kimsenin bunu ilk olarak gorme veya ne anlattigimi anlama
sans1 olmadi. Simdi ise cevirimli soliter dalga olarak biliniyor. Daha 6nce hig kimse
soliter dalganin olasi bir gey oldugunu diigiinmiiyordu. Sir John Herschel’e bunu
tamimladigimda bunun sadece kesilmig olan genel bir dalganin yarisi oldugunu ifade
etti. Fakat boyle degildi, ¢linkii genel dalgalar kismen yukarida kismen yiizey altinda
gider, bunun dsinda genel dalgalardan sekli de farkliydi. Gozlemledigim yarim bir
dalga olmak yerine tam bir dalgaydi. Bu fark ile agagida ve yukarida degil, dontistimlii
olarak sadece yukarida olan bir dalgaydi. Bir su yiginindan daha fazlasiydi yerinde
durmuyor belirli bir mesafeye ilerliyordu.” kelimeleri ile soliter dalgalarin varligini
ispat etmeye calisgirken yagadigi zorlu siireci ve bu siire¢ boyunca inancini hig
kaybetmedigini vurgulamistir [8].

19. yiizyilda bilim adamlari soliter dalgalari énemli bir olusum olarak gordii.
1872 yilinda Joseph Valentine de Boussinesq (1842-1929) sig sulardaki dalga kavram
konusuna farklh bir yaklagim getirdi. Russell'in soliter dalgalarinin var olabilecegini

ve gekilleri ile hizlarinin yaklagik olarak hesaplanabilecegini gosterdi. Bu caligmalar:



daha sonralari, Rayleigh (1876) ve Saint-Venant (1885)"n galigmalari ile onaylanarak
Russell'in formiiliiniin gecerliligi kanitlandi.
1895 yilinda Alman bilim adami Diederik Johannes Korteweg (1848-1941) ve

ogrencisi Gustav de Vries, genig dalgalarin sig suda yayilimini tanimlayan

on 3 [g|2 On on 1 9
ot 2\/; {3a8x 5 T30 (1.1)

ile ifade edilen yeni bir lineer olmayan denklem tiirettiler [10]. (1.1) denkleminde
x ve t sirasiyla konum ve zaman degigkenleridir. 7 (z,t) lineer olmayan dalganmn
yiksekligindeki degigimi, h suyun derinligini, o suyun derinligi ile iligkili bir sabiti, g
yercekimi ivmesini ve o = h*/3 — T'h/pg olmak iizere p yogunlugu, T ise su yiizeyi

gerilimini temsil eder. Korteweg ve de Vries (1.1) denkleminin

2
n= —ga(6u+1)

203¢
T —
oh

g

dontigiimleri yardimiyla tekrar diizenlenmesi ile

t

— —bu—=+ =0 (1.2)

Korteweg de Vries(KdV) denklemini elde ettiler. Bu ifadede, ikinci terimde bulunan
6 katsayisi yakinsaklik igin segilir ve u — fu déniigiimii yoluyla diizenlenebilir [11].
Korteweg ve de Vries caligmalar1 sonucunda, KdV denkleminin peryodik
¢oziimlerinin pozitif dikey diizlemde yalniz bir tepe formunda sunulabilecegini
gosterdiler. KdV denkleminin elde edilmesi ile soliter dalgalar matematikgiler ve

fizikciler acisindan sadece sig su dalgalarinin diginda lineer olmayan bir¢ok dalganin
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tanimlanmasi bakimindan onemlidir. Korteweg ve de Vries, KdV denkleminin iirettigi
soliter dalgalarin kararlihigi ve etkilesimden sonra dalgalarin davranigt hakkinda bir
calisma yapmadilar [8].

1950’1i yillarda E. Fermi, J. Pasta ve S. Ulam [12], Los Alamos laboratuarlarinda,
katilarda ve metallerde 1sinin nasil iletildigini taklit etmek igin bir bilgisayar
simiilasyonu hazirladilar. Arastirmalarinda sadece saga ve sola hareket edebilen ve
birbirlerine termal dengeye getirilebilen yaylar ile baglanan, her biri mod olarak
adlandirilan 32 parcacikli bir sistem tasarladilar. Bu sistemde tam bir dalga iiretmek
icin gereken enerji seviyesinin ne olacagini arastirdilar. Sistemdeki enerjinin her bir
moda egit olarak boliinecegini ve sistemin termal denge durumuna gelmesini
bekliyorlardi. Calismalar sonucunda; enerjinin sistem icinde %97 oraninda tek bir
moda yogunlagtigini fark ettiler. Bu beklenmedik sonu¢ “FPU’nun tekrarlanan olay1”
olarak adlandirildi. Bundan sonra yapilan aragtirma ve c¢aligmalar deneysel
matematigin temelini olusturdu [13].

E. Fermi, J. Pasta ve S. Ulam’in bu beklenmedik sonuclar1 N. Zabusky ve M.
Kruskal't problemi yeniden arastirmaya yonlendirdi. 1965 yilinda Zabusky ve

Kruskal [14], (1.2) denklemindeki degigkenleri normalize ederek

ou ou B

formunda yazdi. Bu denklemi Fermi-Pasta-Ulam problemi i¢in bir model alip niimerik
¢oziimlerini arastirdilar. Caligmalarinda iki soliter dalganin etkilegsimi sonrasinda
dalgalarin bozulabilecegini veya etkilesimden sonra ortaya ¢ikan fazla enerjinin yeni
bir soliter dalga iiretebilecegini diigiiniiyorlardi. Problemde, yiizeyde u (z, 0) bigiminde

baglangi¢ sekli secerek, zaman igerisinde dalganin gelisimini hesapladilar. Problemin



caligildigr « eksenini 0 < z < L olan bir araliga kisitlayarak bilgisayar ile hesaplamaya
uygun bir hale getirdiler. Bu amacla, dalganin sinirlardan yansimasini hesaba katarak
u (x,t) tizerine peryodik sinir kosullar1 koydular [8]. Boylece Zabusky ve Kruskal, (1.3)

ile verilen denklemin biitiin terimlerini [0, 2] araliginda peryodik ve
u(x,0) = cosmx 0<z<2

baslangi¢ kogulu ile ele aldilar. (1.3) denkleminde bulunan § parametresine § = 0.022
gibi kiiclik bir deger atayarak Sekil 1.3 de verilen sonuglari elde ettiler. Sekil 1.3 'den
goriilecegi tizere, baslangic dalgasi kisa bir siire sonra diklegiyor ve hemen hemen
bir sok dalgasi iiretiyordu. Burada, 6%u,,, terimi yayiim ve nonlineerlik arasinda
bir denge kuruyordu. Zamana bagh ¢oziim her biri sech? fonksiyonu seklinde ardigik
dalgalar olugturuyordu [6]. Dalganin baslangig sekli Sekil 1.3 de ¢izgili noktali egrilerle
gosterilmigtir. Herhangi bir ¢ zamanindaki sekli ise cizgili egri ile, sonraki 2.5t
zamaninda ise koyu ¢izgi ile gosterilen soliter dalga dizileri seklindedir. Burada, soliter
dalgalar azalan genliklerine gore numaralandirilmigtir. (1) ile numaralandirilan soliter
dalga genligi en yiiksek olup saga dogru hareket etmektedir. Her biri bir daire iizerinde
hareket eden soliter dalgalardan hizli olan sag simira ulaginca, sol sinirda tekrar
gorinmekte ve diger soliter dalgalarin arkasindan ilerleyerek etkilesime girmektedir
[8]. Soliter dalgalar birbirleriyle etkilesime girebilen ve etkilegsimden sonra hizlarimi
ve gekillerini koruyabilen dalgalardir ve bu o6zelliklerinden dolay1 pargacik benzeri
davranig sergilerler. Soliter dalgalarin bir diger 6zelligi ise hizli olan dalganin yavasg
olan dalgay1 gectiginde ilerlemeye devam etmesidir. Ayni yone dogru hareket ederken
etkilegsime giren dalgalar Sekil 1.4 de sunulmustur. Sekil 1.4’den goriildiigii gibi

etkilesime giren dalgalardan genligi yiiksek olan yani hizli olan dalga genligi diigiik



-1

Sekil 1.3: Harmonik dalga olusumu [8].

olan yani yavag olan dalga ile etkilesime girdikten sonra hizli olan dalga 6ne dogru
“kaymug (shifted) ” yavag olan ise geriye dogru “kaymig” durumdadir. Bu ise “faz
kaymasi (phase shift)” olarak nitelendirilir. Sekil 1.4’de etkilegime giren dalgalarin
bulunduklar1 konumlar1 diiz ¢izgilerle, etkilesime girmedikleri durumdaki konumlar
ise kesikli gizgilerle gosterilmistir [8].

Zabusky ve Kruskal [9] yaptiklar1 deneyler ile soliter dalgalarin proton, ndtron,
foton gibi parcaciklara benzer ozellikler tagidigini diiginerek “soliter dalga” yerine

“soliton” kelimesini kullandilar.
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Sekil 1.4: Iki soliter dalga etkilegiminin grafiksel sunumu [8].




Solitonu soliter dalgadan ayiran temel Ozellik birbirleriyle etkilesime girdikten
sonra deforme olmadan ve enerji kaybetmeden ilerlemeye devam etmeleridir.
Matematiksel olarak soliter dalgalar integrallenemeyen denklemlerin ¢oziimleri iken
solitonlar integrallenebilen denklemlerin ¢oztimleridir [15].

Zabusky ve Kruskal’in deneylerinden sonra soliton kavrami kabul edildi. Daha
sonra Gardner vd. [16] soliter dalganin tam ¢oziimlerini ters sagihm yontemi ile
elde etti. Bu ¢aligmalarinda baglangicta alinan soliter dalganin arkalarinda yayilan
kuyruklar birakarak iki veya daha fazla dalgaya ayrildigini gosterdiler. Lax [17],
bu sonuglar1 geligtirerek lax ¢ifti kavramini 6nerdi. Zakharov ve Shabat [18], lineer
olmayan Schrodinger denkleminin tam c¢oziimlerini elde etmek igin Ters Sagilma
yontemini kullandi ve baglangic dalgasinin yayilan bir kuyruk icerdigini gosterdi.
Hirota [19], ¢oklu soliton etkilesimi problemini KdV denklemi i¢in inceleyerek
denklemin tam ¢6ztimlerini Hirota direkt yontemi ile elde etti. Ablowitz [20], modifiye
edilmig KdV denklemi, lineer olmayan Schrodinger denklemi ve Sine-Gordon denklemi
gibi bir¢ok yeni denklemin ¢oziimiinii Ters Sacilma yontemi ile elde etti. Boylece bir
cok teknik ve yontem geligtirilerek, lineer olamayan denklemlerin soliton ¢oziimlerine
ulasildi.

Genel olarak solitonlarin ozellikleri;

integrallenebilirlik: Soliton ¢oziimlerin elde edilmesinden 6nce bilim adamlar:
lineer olmayan olusum denklemlerinin tam c¢oziimlerine ulagilamayacagini
diigtiniiyorlardi. Ters Sacilma yontemi, Lax ciftleri veya Hirota teknikleri gibi
yontemler ile integrallenebilen lineer olmayan denklemlerin ¢oziimlerine ulasildi.

Parcacik tipi davranis: Solitonlar bozulmadan ilerleyen etkilesime girdikten

sonra sekillerini ve genliklerini ¢ogunlukla koruyan dalgalardir. Solitonlarin pargacik
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tipi davranigt bir¢ok lineer olmayan sistemde uygulama alaninin bulmasina onciiliik
eder. Dolayisiyla parcaciklar: anlamanin en iyi yolu solitonlardir. Ornegin; okyanustaki
i¢ dalgalar, dogal saydamlik ve fiber optik kablolardaki 1s18in davranigi solitonlar
yardimiyla tanimlanir.

Nonlineer siiperpozisyon:

Lineer denklemlerin aksine lineer olmayan denklemlerin c¢oziimlerinin bir
kombinasyonu ¢oziim degildir. Ancak solitonlarin kesfi ile soliton tipi ¢oziime sahip
lineer olmayan dalgalar i¢in nonlineer siiperpozisyon ilkesi tamimlanmaktadir [21].

Solitonlar ve soliter dalgalar genel olarak miihendislik, fizik, kimya, biyoloji,
hidrodinamik, akigkanlar mekanigi, kuantum mekanigi gibi bir¢ok alanda kargimiza
cikmaktadir. Ornegin, yiiksek hizh veri iletimi icin solitonlar kullamhr ve bu sayede
onemli olgiide veri transferi yapilir. Ayrica soliton dalgalari lazer iginlart yardimiyla
elektronlar: hasarli dokuya ulastirarak hiicreye gerekli besinin saglanmasi i¢cin DNA’y1
uyarir ve boylece hiicrenin onarimi miimkiin olur.

Russell'in gozlemleriyle baglayan soliton ve soliter dalganin yolculugu giiniimiizde
hala devam etmektedir. Soliton ve soliter dalgalar hakkinda Russell'ln gozlemlerini
destekleyen bircok arastirma ve galisma yayimlanmistir. Hala solitonlar tizerine yapilan
calismalar devam etmektedir.

Bu ¢aligmada, Joseph Valentine de Boussinesq tarafindan kegfedilen ve sig sularin
yiizeyindeki uzun dalgalar1 modelleyen bir denklem olan Boussinesq ve Boussinesq

tipi denklemlerin soliter dalga ¢oziimleri iizerine incelemeler yapilacaktir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Birinci boliimde lineer olmayan olusum denklemleri ve bu denklemlerin, ¢oziim
tiplerinden biri olan soliton ve soliter dalgalardan bahsedildi. Bu béliimde ise model
problemlerin niimerik ¢oziimlerini elde etmek igin kullanilan yontemler ele alindi.
Model problemlerin kuadratik ve kiibik bazlar ile sonlu eleman modeli olugturulduktan
sonra elde edilen lineer adi diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimleri dordiincii
mertebeden Runge-Kutta yontemi ile yapildi ve kararlilik analizlerine deginildi. Bu
nedenle temel kavramlar adi altindaki bu béliimde sonlu eleman yontemi, Galerkin
yontemi, spline fonksiyonlar, B-spline fonksiyonlar ve Runge-Kutta yontemi ile

yontemin kararlilik analizi hakkinda bilgiler verildi.

2.1 Sonlu Eleman Yontemi

Matematiksel ifadeleri tanimlanan fiziksel, biyolojik veya mekanik olaylarin bilgisayar
simiilasyonu ile davranigini gozlemleme iglemine sayisal modelleme denir. Sayisal
modelleme agagida belirtildigi gibi yapilir;

° ilgilenilen problemin tanimlanmasi,

e Problemin matematiksel modelinin olugturulmasi,

e Elde edilen veriler ile bilgisayar simulasyonunun yapilmasidir.

Ik adimda 6lgmek istedigimiz niceliklerin bir idealizasyonu tammlamr. Burada
idealizasyon, karmasik bir sistemin islenilebilir bir hale getirilmesi i¢in basitlegtirilmesi

siirecidir. Idealizasyon tanimlanirken, ilgilenilen problemin iyi durumlu (well-posed)
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olmasina dikkat edilmelidir. Hadamard’in ifadesiyle bir problemin iyi durumlu olmasi
problemin tek ¢oziimiiniin bulunmasi ve ¢oztimiin davraniginin baglangi¢ verileri ile
degismesidir. Ikinci adim, idealizasyonu diigiiniilen problemin matematiksel modelini
olugturmaktir.  Ornegin, Navier-Stokes denklemi akigkanlarm  hareketini,
elastisite denklemleri ise kat1 bir nesneye dig etki uygulandiginda olusan deformasyonu
modeller [22].

Baz1 karmasik sistemleri modelleyen olugsum denklemlerinin tam c¢oziimlerine
ulagilmadig1 takdirde niimerik yontemlere bagvurulacagina deginildi. Bu kisimda ise
kismi diferansiyel denklem sistemlerini zaman ve konum adimlar: ile ayrigtirarak
cebirsel veya diferansiyel denklem sistemlerine dontistiiren matematiksel bir metod

olan yontemlerden biri olan sonlu eleman yontemi iizerinde durulacaktir.

2.1.1 Tarihsel Gelisim

Sonlu eleman yontemi,

e Problemin varyasyonel veya agirlikli kalan formiilasyonu,

e Parcali polinom yaklagimi
olmak iizere iki temel ilkeden olusur. Bu yontemin tarihcesi G.W. Leibnitz’in 1696
yihinda Johan Bernoulli’ye (1667 — 1748) Brachistochrone Problemi igin yonelttigi
soruya dayanir. Brachistochrone Problemi Sekil 2.1 de gosterildigi iizere stirtiinmesiz
bir ortamda inigli bir egride bir noktadaki cismin yercekimi kuvvetinin etkisiyle bagka
bir noktaya ulagmasidir ve bu hareketin en kisa siirede tamamlanmasi igin yol
formiiliiniin ne olmasi gerektigidir? Dogru cevap ise diiz bir dogru, parabol veya
cember degildir. Leibnitz, egriyi bir veya iki parcaya boliinmiig lineer egri ile degistirdi

ve egrilerin baglant1 noktalarini belirleyerek problemin ¢oztimiine ulast1 [23]. Boylece,
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sonlu eleman yonteminin ilk uygulamalarindan birini gerceklegtirdi.

Sekil 2.1: Brachistochrone problemi igin Johan Bernoulli’nin diyagrami [24].

Sonlu eleman yontemi, varyasyonel yaklagimin geligtirilmesi ile ortaya ¢ikmigtir.
G. F. B. Riemann [25] (1826 — 1866), Dirichlet prensibi olarak adlandirilan enerji
minimizasyonunun varyasyonel ilkesini Poisson problemi igin kullandi. Hilbert [26],
Riemann’nin minimizasyonun varlhgi ile ilgili argiimanlarin noksanligini fonksiyonel
analiz ilkelerinin esaslarini kullanarak gosterdi. Ritz [27], 1909 yilinda deforme olabilen
katilarin mekanigi ile ilgili problemlerin yaklagik ¢oziimlerini elde etmek igin etkili bir
yontem gelistirdi. Ritz, bu ¢aligmasinda enerji fonksiyoneline bilinmeyen katsayilara
sahip bilinen bir fonksiyon ile yaklagim tanmimladi. Ritz, bilinmeyen katsayilari
fonksiyonelin minimizasyonu ile elde etti. Boylece varyasyonel yontem Ritz yontemi
olarak kabul edildi. Fonksiyonun problemdeki sinir kogullarini saglamasi ise Ritz
yonteminin kisitlamalarindan biridir.

Sonlu eleman yontemi, 1941 yilinda R. Courant’in “American Association for the
Advancement of Science” da sundugu ders notlar ile bagladi. Courant [28], Torsion
probleminin sayisal ¢oziimlerini elde etmek i¢in tiim bolgeyi tlicgensel alt bolgelere
ayirip ozel lineer fonksiyonlar kullandi. Boylece lineer elemanlar “Courant elemanlari”
olarak da adlandirilmaya baglandi. Bu sayede Ritz yontemindeki fonksiyonlarin sinir

kogullarini saglamasi zorunlulugu ortadan kalkti [29].
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1954 yihinda Argyris ve Kelsey [30], enerji ilkesini kullanarak yap: analizinde matris
yontemini geligtirdi. Turner vd. [31], 1956 yilinda iki boyutlu elemanlar1 kullanip
diizlem gerilmelerinde kafes, kiris, iki boyutlu tiggensel ve dikdortgensel elemanlar i¢in
katsayilar matrisini olugturup “Matris Deplasman Yontemi” nin c¢ercevesini
olugturdular. Ray W. Clough vd [32], 1960 yilinda tiggensel ve dikdértgensel elemanlar:
diizlemsel gerilme analizinde kullanarak “sonlu eleman” terimini ortaya gikardilar.

1961 yihinda Martin [33], 1962 yilinda Gallaghger [34] ve 1963 yilinda Melosh
[35] dort yiizlii elemanlar kullanip sonlu eleman yonteminin ti¢ boyutlu problemlere
geniglemesini sagladilar.

Sonlu eleman yontemi ile ilgili ¢aligmalarin biiytik bir kismi gerinimler, kiigiik
esnemeler, elastik madde davranigi ve statik ytikler ile ilgiliydi. Ayni1 zamanda Turner
vd. [36] genig defleksiyon ve termal analizleri, Gallaghger vd. [34], maddenin
nonlineerligi ve Gallaghger ve Padlog [37], Burkulma Problemini incelediler. Y6ntemin
yapisal olmayan uygulamalarda kullanilmasi 1963 yilinda Melosh'in [35]'1in yOntemi
varyasyonel formiiliin terimleri ile ifade etmesi ile basgladi. Boylece sonlu eleman
yontemi birgok farkli mithendislik ve fizik problemlerine uyguland: [38].

Daha sonra yontem, kismi diferansiyel denklemlerin ¢o6ziimii ile ilgilenen
aragtirmacilarin da dikkatini ¢ekti. G. Strang ve G. J. Fix [39], sonlu eleman yontemini
varyasyonel teoremlerden ortaya c¢ikan problemlere uygulayarak yontemin
matematiksel olarak ilk caligmasini yaptilar. Yontem iizerine yazilan ilk kitap 1967
yilinda Zienkiewicz ve Cheung [40] tarafindan kaleme alinan “The Finite Element
Method in Structural and Continuum Mechanics” dir. Yontemin geligimine Desai
[29], Finlayson [41], Beckler vd. [42], Fletcher [43], Reddy [44, 45], Segerlind [46],

Bickfond [47] katkida bulunan arastirmacilardan bazilaridir [48].
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Giiniimiizde bilimin hemen hemen her alaninda sonlu eleman yontemi
kullanilmaktadir. Sonug olarak yontem farkl disiplinleri birbirine baglayan etkili bir

yontem olup bir¢ok aragtirmacinin ilgisini ¢ekmektedir.

2.1.2 Sonlu Eleman Yontemi Nasil Calisir?

Sonlu eleman yontemi, geometrisi karmagik olan bolgelerdeki baslangic ve sinir deger
problemlerinin ¢oziimiinde kullanilan bir niimerik yontemdir. Problemin galigildigi
bolge kesismeyen basit alt bolgelere ayrigtirilir. Bu alt bolgelerin her birine “sonlu
eleman” adi verilir. Problemde bolgenin pargalanmasina “ayriklagtirma”, elemanlarin
kiimesine ise “sonlu eleman meshleri” adi verilir [44]. Boélgenin kiigiik elemanlara
boliinmesi karmasgik geometrilere, degisken malzeme 6zellikli problem bolgelerinin
analiz  edilmesine ve alt bolgelerde kiigiik yaklasim  hatalarina  bagh
¢ozlimlerin aragtirilmasinda avantaj saglar. Ayriklagtirilan bolgede her bir eleman
tizerinde tam ¢oziim bir yaklagim fonksiyonu ile temsil edilir. Bu yaklagim foksiyonu
trigonometrik veya polinom fonksiyonlarinin lineer birlesimi seklindedir.

Sonlu eleman yonteminin iki 6nemli 6zelligi;

e Sonlu eleman yonteminde, basit yaklasim fonksiyonlar1 kullanilarak ve eleman
sayis1 artirilarak daha iyi hassasiyet saglanir.

e Lokal olarak secilen yaklagim fonksiyonlari, cebirsel denklem sistemine indirgenen
problemin matrisinin seyrek matris olmasini saglar [49].

Sonlu eleman yonteminin galigma prensibi Sekil 2.2 de gosterildigi gibidir.
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| Modellenen Kismi Diferansiyel Denk]em|

| Zayif Formun Olugturulmas: |

| Bolgenin Aynklagtinlmas: |

Eleman $Sekil Fonksivonlarinin Secimi ve Yaklagim Fonksivonunun Kurulmas:

|E]eman Denklemlerinin Olugturulmas |

|EEen13n Irenklemlerinin Birlegtirilmesi

|S]n[r Kogullarinin Li_'_:guianmaf-.1|

|Bér]egtirilmi§ Eleman Denklemlerinin {:ﬁz-ii_m';il

Sonuclarin degerlendirilmesi

Sekil 2.2: Sonlu eleman yonteminin adimlar:

Adiml: Zayif formun olusturulmasi1 Zayif form, probleme ait diferansiyel
denklemi ¢ozmek yerine bir integral 6zdesligini ¢ozmektir. Zayif form kullanilarak
¢oziim fonksiyonunun saglamasi gereken tiirevlenebilme sartlar: ve bagimli degiskenler
tizerindeki siireklilik gereksinimleri azaltilir. Boylece ozellikle karmagik geometrisi
olan bolgelerde ¢aligilirken daha kararli ve yakinsak sonuclar elde edilmesini saglayan
ayrigtirilmig denklem sistemleri elde edilir [50].

Bir diferansiyel denklemin zayif formunu kurmak i¢in su adimlar izlenir;
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e Diferansiyel denklemde bulunan her fonksiyon agirhk (test) fonksiyonu
olarak adlandirilan “W?” ile carpilir,

e IV ile carpilan diferansiyel denklem c¢alisilan bolge tizerinde integre edilir,

e Kismi integrasyon uygulanarak tiirev mertebeleri minimuma indirgenir,

e Miimkiin ise smir kogullar1 tiiretilir [51].

Diferansiyel denklem {tizerindeki tiirevlenebilme kosullarinin zayif form kurularak
nasil indirgendigini u € C? ve f € C° olmak iizere, ikinci mertebeden bir boyutlu ve
homojen olmayan u” = f denklemi iizerinde aciklayalim. Once v’ — f = 0 denklemi

W agirlik fonksiyonu ile ¢arpilip integre edilirse;

/(Wu”—Wf)dQ:O
Q

elde edilir. Buradan kismi integrasyon uygulanmas ile;

/(W’u’ LW A = W,
Q

bulunur. Burada u, W € C' ve W f € L? dir.

2.Adim: Bolgenin Ayriklagtirilmasi  Sonlu eleman yonteminin 6zelliklerinden
biri ¢alisilan bolgeyi istenilen sekil ve biytikliiklerde sonlu elemanlara bolmektir.
Tek kisitlama elemanlarin iist tiste gelmeyerek bogluk birakmadan bolgenin tamamini
kaplamasidir. Burada elemanlarin ne kadar kiiciik segilecegi ve eleman sayisinin
yaklagimi nasil etkileyecegi dikkat edilmesi gereken unsurlardir [52].

Elemanlar zaman israfin1 engelleyecek kadar biiyiik ve hesaplama alanindaki
degisimleri yansitacak kadar kiiciik segilmelidir. Gereksiz sayida eleman kullanilmasi

ile hesaplama siireci ve olusan hatalar artar. Kiigiik elemanlar sonuclarin hizla degistigi
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durumlarda, biiyiik elemanlar ise sonuglarin nispeten sabit oldugu yerlerde kullanilir.
Bolgenin geometrisi hesaplama hassasiyeti ve hesaplama yiikii gibi bircok faktor
yaklagimi etkilemesine ragmen eleman se¢imi i¢in genellikle soyle bir simflandirma
yapilabilir [38]:

e Bir boyutlu elemanlar ¢ubuk ve kirig elemanlarindan olugur. Bunlar genellikle
kafes yapilarini modellemek ic¢in kullanilir. Bu elemanlar lineer elemanlar olarak
adlandirilir. Daha yiiksek dereceden elemanlar1 ise kuadratik, kiibik, kuintik vb.
elemanlar olarak adlandirilir (Sekil 2.3a).

e Iki boyutlu elemanlar ii¢gensel ve dortgensel elemanlardir. Bunlar genellikle
mithendislik problemlerini modellemek igin kullanilir (Sekil 2.3b).

e Uc boyutlu elemanlar ise dortytizliiler ve altiyiizliilerdir. Bu elemanlar genellikle
gerilme analizinde kullanihir(Sekil 2.3c).

e Donel elemanlar; iicgenlerin veya dortgenlerin sabit bir eksen etrafinda 360°
donmesi ile meydana gelir. Bunlar eksenel simetrisi olan geometrilerin

modellenmesinde kullanihir (Sekil 2.3d).
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Sekil 2.3: Eleman se¢imi [38].
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3.Adim: Eleman sekil fonksiyonlarimin secilmesi ve Yaklasim fonksiyonun
kurulmasi1  Yaklagim fonksiyonlar: interpolasyon fonksiyonlarinin lineer birlegimi
olarak olusturulur. Farkli eleman tipleri i¢in kendine 0zgii Ozellikleri olan farkli
interpolasyon fonksiyonlar: kullanilir. Bu nedenle interpolasyon fonksiyonlar: “eleman
sekil fonksiyonlar1” veya “baz fonksiyonlar1” olarak da adlandirilir. u(x) gibi bir tam

¢Oziim icin Uy(x) yaklagim fonksiyonu agagidaki gibi
u(z) = Un(e) = 3 e04(2) (21)
J

ifade edilir. Burada ¢; bilinmeyen katsayilar ve ¢;(x) ise sekil fonksiyonlaridir. Her
bir eleman tizerinde lokal olarak tanimlanan eleman sekil fonksiyonlar: ilgili eleman
diginda sifirdir. Genellikle eleman sekil fonksiyonlar: tiirev ve integral iglemlerinin
kolay yapilmasi i¢in polinom olarak tercih edilir. Yaklagik ¢oziimiin yakinsakligi sekil
fonksiyonlarinin se¢imine dayanir. Genellikle yaklagim fonsiyonunda bolgedeki mesh
sayisinin veya sekil fonksiyonlarinin derecelerinin artirilmasi daha iyi bir yaklagim
saglar [44]. Bununla birlikte yaklasim fonksiyonlarmin saglamasi gereken temel

nicelikler agagida verilenlerdir;

i) Yerel Destek: Yerel destek ozelliginin temel fikri sekil fonksiyonlar: sadece
bulundugu diigiim noktasini etkiler ve bu elemanin diginda degeri sifirdir. Bu 6zellik
cebirsel denklem sistemine indirgenen denklemin katsayilar matrisinin seyrek matris
olmasini saglar. Bu nedenle yontemde yerel destek 6zelligine sahip olan parcali polinom

fonksiyonlar1 kullanilir [53].

ii) Lineer Bagimsizlik: Sekil fonksiyonlarinin iist iiste gelmemesi ve aralarinda

bosluk olmamasi i¢in bu fonksiyonlar lineer bagimsiz segilmelidir.
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iii) Tutarlilbik: Lax-Wendroff teoreminin sonlu eleman analogu olan tutarhlik;

tamlik ve bagdagma kisimlarindan olusur.
a) Tamlik:

Tamlik ifadesinin genel fikri yaklagim fonksiyonu olusturulurken en diigiik dereceden
en yiiksek dereceye kadar olan highir terimin ihmal edilmemesidir. Soyle ki zayif
formda karsilagilan en yiiksek mertebeden tiirev mertebesi m olmak tizere kullanilan
polinom fonksiyonlar1 m dereceden kiigiik ve esit olmalhidir. Bu sart1 saglayan sekil
fonksiyonlar1 kiimesine m_tamhk denir. Ornegin, bir boyutlu problem goz 6niine
alinirsa m = 1 icin sekil fonksiyonu olarak x bagimli degiskenini igeren bir polinom

ve bir sabit bulunmalidir. Eleman sekil fonksiyonu
o(r) = ap + a1z

bigiminde olmahdir. Bu sekilde a sayisinin her secimi i¢in yaklagim fonksiyonu tam

¢oziimii en iyi gekilde temsil eder. m = 2 i¢gin ise eleman sekil fonksiyonu
o(x) = ap + a1x + ax?

formunda secilir. Sonlu eleman yonteminde bu 6zellik ile temel fonksiyonlarin yeterince
yitksek dereceye kadar kullamlmasim saglanir. Ornegin ikinci mertebeden bir kismi
diferansiyel denklemin zayif formunda denklemin birinci tiirevi bulunur. Bu nedenle

en az lineer sekil fonksiyonlar: kullanilir [54].
b) Bagdasma:

Bagdasma birbirlerine diigiim noktalari ile bagh olan elemanlar arasindaki siirekliligi

saglayan Ozelliktir ve “elemanlar arasinda stireklilik” olarak isimlendirilir. Bu ozellik
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ile sekil fonksiyonlar1 elemanlarm baglant1 noktalarmda C™~! mertebeden siirekli ve

elemanlar i¢inde parcal siirekli olmalidir [54].

4. Adim: Her eleman igin eleman denklemlerinin olusturulmasi1 Elemanlar
ve onlarin eleman gekil fonksiyonlar1 segildikten sonra her bir elemanin ozelliklerini
ifade eden cebirsel denklemlerin belirlenmesi stirecidir. Polinom olarak ifade edilen
yaklagim fonksiyonu diferansiyel denklemin zayif formunda yerine yazilir ve her bir
eleman igin temel denklemler cebirsel denkleme doniistiiriiliir. Bir e elemani i¢in bu

cebirsel denklem

K°Ug = F*

olarak ifade edilir. Burada K°, e_inci elemana ait katsayilar matrisi U§; bilinmeyenleri

iceren vektor, F¢ ise denklemin sag tarafi yani kuvvet vektortdiir.

5. Admm: Eleman denklemlerinin birlestirilmesi Bu adimda eleman
denklemleri birlestirilir ve genel denkleme ait cebirsel denklem olusturulur. Genel
denklem sisteminin 6zellikleri ayriklagtirma igleminde kullanilan her eleman icin elde
edilen denklemlerin kombinasyonu olarak belirlenir. Her eleman icin elde edilen
denklemler ile sistemin tamami ic¢in elde edilen denklemler ayni yapidadir. Sistem
daha ¢ok diigiim noktasindan olustugu icin daha ¢ok terim igerir. Yaklagik ¢oziimiin

degeri bitisik iki elemanin ortak diigiim noktasinda aynidir.

6. Adim: Siir kosullarinin uygulanmasi Bu adimda birlegtirme iglemi ile elde
edilen genel denklem sistemine sinir kosullarimin uygulanmasi ve sinir kosullarinin
belirlenmesi tizerinde durulacaktir. Bircok problemde global katsayilar matrisi karesel

ve simetriktir. Sinir kosullar1 uygulanmadan once bu matris sistemi ¢ogunlukla
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singiilerdir ve determinanti sifira egittir. Siir kogullar1 uygulanarak singiilerlik
problemi ortadan kaldirilir [38].

Bu adimda siir kogullar1 simflandirilabilir. Zayif formda bulunan sinir terimleri
yardimiyla problemin birincil ve ikincil degiskenleri belirlenir. Sinir terimi iki parcaya
ayrilarak bu islem gergeklestirilir. Birinci parca agirlik fonksiyonu ve onun tiirevlerini,
ikinci parga ise bagimli degisken ve bagimli degiskenin tiirevlerini igerir. Birinci
parcadaki agirlik fonksiyonu ve problemin bagimli degiskeni ayni formda ise bu parca
birincil degigken olarak adlandirilir. Ikinci parca ise fiziksel niceliklerle ilgili olan ikincil
degiskeni icerir. Birincil ve ikincil degiskenler tanimlandiktan sonra smir kosullar:
belirlenir. Birincil degigken problemin sinirlarinda deger aliyorsa temel, ikincil degisken
sinirlarda deger aliyorsa dogal smir kogulu adii alir [44]. Ilgilenilen problemdeki en
yiksek mertebeden tiirev 2m olmak iizere, sinir kogullari su sekilde de siniflandirilabilir;

e 0 dan (m — 1) mertebeye kadar olan smir kogullar1 temel,

e m den (2m — 1) mertebeye kadar olan sinir kogullar1 dogal siir kogullar1 olarak

adlandirihir [55].

7. Adim: Birlestirilmis eleman denklemlerinin ¢oziimii Birlestirilen
elemanlardan elde edilen cebirsel denklem sistemi ¢oziilerek diigiim noktalarindaki
bilinmeyen degerler bulunur. Bu degerler elde edildikten sonra Uy (z) ile verilen
yaklagim fonksiyonunda kullanilarak sistemin diigiim noktalarinda yaklagik ¢oziime

ulagilir.

8. Adim: Sonuclarin degerlendirilmesi Elde edilen sonuclar tablo ve grafikler

yardimiyla sunulur.
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2.1.3 Sonlu Eleman Yonteminin Avantajlari ve Dezavantajlari

Sonlu eleman yonteminin avantajlar1 sunlardir:

e Sonlu eleman yontemi 181 transferi, gerilme analizi, manyetik alanlar, titregim
analizleri, dinamik, elektrostatik problemler, 1s1 problemleri gibi bir¢ok farkl alandaki
probleme uygulanabilir.

e Sonlu eleman yontemi karmagik geometrili birden fazla delik ve kogegenleri olan
bolgelerde caligilirken kolaylik saglar. Caligilan bolgenin geometrisi istenilen sekil ve
boyutta diiz veya kavisli elemanlar kullanilarak tam anlamiyla temsil edilir.

e Heterojen yapiya sahip sistemlerin ¢oziimiinde farkh ozelliklere sahip elemanlar
kullanilarak daha hassas hesaplamalar yapilabilir. Clinkii diigiim noktalar: ile bagh
elemanlar ayni ozelliklere sahip olmak zorunda degildir.

e Ana modeli olugturulan sisteme sinir kosullari satir ve siitun iglemleri ile kolayca
dahil edilir.

e Yontem matematiksel olarak genellegtirilebilir. Ana model olugturulduktan sonra
baslangic ve sinir kogullarinin degismesi ile farkli problemler tek sistemde ¢oziilebilir.

Dezavantajlari;

e Yontem, niimerik iglemler nedeniyle i¢ hatalar icerdigi icin yaklagik ¢oziim sunar.

e Programlama bilgisine ihtiya¢ duyulur.

e Eleman boyutlarinin ¢ok kiiciik secilmesi durumunda bilgisayar hafizas: yetersiz

kalacagindan ¢oziim hassasiyeti kisitlanir [44].
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2.2 Galerkin Sonlu Eleman Yontemi

Galerkin yontemi yapit mekanigi, dinamik, akigkanlar mekanigi akustik ve mikrodalga
teorisi gibi alanlarda ortaya ¢ikan kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilir.
Uzun yillar boyunca genig bir kullanim alanina sahip olan bu yontem 1937 yilinda
Duncan’in havacilik mithendisliginin dinamigi konulu ¢aligmalari ile literatiire girdi
ve giiniimiize kadar kullanilmaya devam edildi. Literatiirde ti¢ temel Galerkin yontemi
bulunur. Bunlar; Geleneksel Galerkin yontemi, Spektral Galerkin Yontemi ve Galerkin
Sonlu Eleman Yontemidir. Geleneksel ve Spektral Galerkin yontemleri eleman sekil ve
agirlik fonksiyonlarinin global sistemden segilmesi ile kullanilir. Fakat, Galerkin Sonlu
eleman yonteminde eleman gekil ve agirlik fonksiyonlar: lokal sistemden segilir [56].
Bu tezde, model problemlerin niimerik ¢oztimleri Galerkin Sonlu Eleman yontemi ile
incelenecektir.

L bir diferansiyel operator olmak tizere
Lu=f (2.2)

formunda bir diferansiyel denklem igin yaklagik ¢oziim arastirilirken yaklagik ¢oziim
(2.1) formunda bilinmeyen katsayilar ve eleman sekil fonksiyonlari cinsinden ifade
edilerek (2.2) denkleminde kullanilir. Genel olarak agirhikhh kalan yontemlerinde
farklh W; (z) agirhik fonksiyonlar1 ve ¢; (z) eleman sekil fonksiyonlar: segilir. Ornegin,
kollokasyon yonteminde agirlik fonksiyonu olarak Dirac-delta fonksiyonu kullanilir.
Galerkin yonteminde ise agirlik fonksiyonlar1 ile eleman sekil fonksiyonlar:
W; (x) = ¢; (x) olacak sekilde esit olarak secilir [57].

Sonlu eleman yonteminde bolge sonlu sayida alt bolgelere ayrigtirildigi i¢in eleman

sekil fonksiyonlar1 her bir alt bolgede tanmimlanir. Agirlikh kalan yonteminde ise tiim
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bolge tizerinde sekil fonksiyonlar1 kullanilir [34].
Galerkin sonlu eleman yonteminin basit bir uygulamasini

"
— + —
whu=f v e (0,1) (2.3)
u(0)=u(l)=0
olarak verilen smir deger problemini goz Oniine alarak inceleyelim. Burada, (2.3)
problemi i¢in Uy fonksiyonunu yaklagik ¢6ziim olarak alalim. (2.3) ile verilen

diferansiyel denklemdeki tiim terimleri W agirlik fonksiyonu ile garpilir ve bolge

tizerinde integre edilirse denklemin agirlikli integral formu

/W(—u”+u—f)da::O (2.4)

olarak elde edilir. (2.4) integral ifadesinde kismi integrasyon uygulanmasi ile denklemin
zayif formu
1
/ (W' + Wu — W f)de = W), (2.5)

0

olarak elde edilir. Burada W' ifadesi sinir terimi olup birincil degigkendir. u (0) = 0
ve u (1) = 0 sinir kogullari ise temel sinir kogullaridir. Tiim bélge tizerinde Uy yaklagik

¢oziimii sekil fonksiyonlar: ve bilinmeyen parametreler cinsinden

Uy =D _es6; () (2.6)

olarak ifade edilir. Bolge, N sonlu elemana boéliindiikten sonra tipik bir [z, Zp11]

elemani tlizerinde problemin yaklagik ¢oziimii
Uy =) _c505 () (2.7)
J
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olarak yazilir. Tipik bir eleman itizerinde problemin zayif formu

Tm+1

/ (W' +Wu— W f)de — [Wa']2mH (2.8)

Tm

olur. Galerkin yonteminde W agirlik fonksiyonlar: eleman sgekil fonksiyonlar: ile

esit secilir ve (2.7) yaklagik ¢6ziimii problemin (2.8) ile verilen zayif formunda yazilirsa

Tm+41

S [ e (ol + 6005 - anf) e = [0

elde edilir. Integrallerin hesaplanmasi ile elde edilen lineer denklem sistemi matris
formunda;

[K]{c;} = {F} (2.9)
dir. Burada [K] cebirsel denklem sisteminin katsayilar matrisi, {c;} bilinmeyenler
vektorli, {F'} ise homojen olmayan etki fonksiyonu ve sisteme dahil olan smir
terimleridir. (2.9) ile verilen denklem sisteminin ¢oziilmesi ile ¢; bilinmeyen
parametreleri elde edilir ve (2.6) ¢dziimiinde yerine yazilarak ile Uy yaklagik ¢oziimiine
ulagilir. Yontemde, eleman sekil fonksiyonlari tiirev ve integral islemlerinin kolay
yapilmasi igin genellikle trigonometrik veya polinom fonksiyonu olarak secilir. Bu
caligmada, eleman sekil fonksiyonlar1 olarak B-spline fonksiyonlar kullanilacaktir.
Yukarida ele alinan problem zamandan bagimsizdir. Fakat bu caligmada zamana bagh
model problemler incelendi. Bu nedenle Galerkin sonlu eleman modeli olugturulduktan
sonra elde edilen diferansiyel denklem sistemleri dordiincii mertebeden Runge-Kutta

(RK4) yontemi ile ¢oziildii.
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2.3 Spline Fonksiyonlar

Yaklagim teorisinin temel yapisi bir fonksiyonu genelde bilgisayar ile kolayca
hesaplanabilen daha basit fonksiyonlar yardimiyla ifade etmeye dayanir. Yaklagim
teorisinde fonksiyonun degerlerinin bilindigi varsayilir ve fonksiyona bir yaklagim
olusturulur. Bir fonksiyona yaklagim olusturulurken dikkat edilmesi gereken iki durum
vardir; Bunlardan ilki yaklagim sartlarini saglayan uygun fonksiyonlar kullanilmasi,
digeri ise uygun bir yontem ve sema kullanilarak yaklagik ¢oziime ulagilmasidir. Etkili
bir yaklagim uygun yaklagim fonksiyonlarinin secilmesi ile miimkiindiir. Bu yaklagim
fonksiyonlarimin simfi F' ile temsil edilmek {izere en az su 6zellikleri saglar [58]:

e F simfindaki fonksiyonlar diizgiin (smooth) fonksiyon olmalidir.

e Fonksiyonlar bilgisayarda kolayca depolanan, islenen, tiirevleri ve integralleri
kolayca hesaplanabilen fonksiyonlar olmalidir.

e Keyfi fonksiyonlar secerek daha iyi bir yaklagim yapilabilmesi i¢in F' sinifi
yeterince genig olmalidir.

Bu kisimda yaklagim teorisinin 6zel bir sinifi olan “Spline fonksiyonlar” hakkinda
bilgi verilecektir. “Spline” kelimesi ahsap veya metal kivrilabilir ¢ita anlamina gelir.
Ucak veya gemi dizayni yapan miithendisler egri yiizeyleri elde edebilmek i¢in metal
veya ahsap olan ince parcalar: bitkmeyi amacladilar. Bu nedenle, parcalar1 Sekil 2.4
de verilen kursun agirliklarla egmeyi denediler. Kursun agirliklar ¢izim yiizeyindeki
belirlenmis noktalara yerlestirdiler ve spline ¢ubugun bu noktalardan gegmesini
denediler. Esnek olan tahta spline’lar kursun agirliklarin yerlerinin ve agirliklarinin
degistirilmesi ile istenilen sekil elde ediliyordu. Boylece, gemiler ve tekneler bu sekilde

inga edildi.
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o A

Sekil 2.4: Mekanik Spline

Isaac Jacob Schoenberg [59], kii¢iik esnemeler ile fiziksel spline seklinin pargali
kiibik polinomlar olacagini buldu ve matematiksel spline notasyonunun tiiretti.
Boylece matematiksel model, tasarim ve olgiimler icin kolaylk sagladi. Ilerleyen
yillarda bilgisayarlarin geligtirilmesi ile 06zel programlarda spline fonksiyonlar
kullanilmaya baglandi.

Matematiksel olarak spline fonksiyonlar, yiiksek dereceden polinomlar yerine, alt
bolgelerde daha diigiik dereceden parcali polinomlarla ¢aligma metodudur. Problemin
tanimlandigi bolgede tam ¢oziim ya da yaklagik ¢oziimde kullanilan fonksiyonlar
veya bu fonksiyonlarin gesitli mertebeden tiirevleri bélgenin baz1 noktalarinda siirekli
olmayabilir. Bu nedenle, diizgiin parcali polinomlar kullanarak daha etkili bir yaklagim
elde edilir.

Matematiksel olarak spline fonksiyonlarin tanimi asagidaki gibi verilebilir:

la,b] arahgl, a = xy < x; < --- < xy = b olacak sekilde N esgit pargaya
ayriklastirilsin. {xi}ij\io diigiim noktalarimi simgelemek iizere, [zg,xy] bolgesinde

m_inci mertebeden bir s (z) spline fonksiyonu

N
s(x) = pi(x)
i=1
olarak tanimlanir. Burada, p; (z),7 = 1,2, ..., N olmak {izere her bir [z;, z;41] araliginda

30



m_inci derceden polinom, p(z) polinomunun kendisi ve (m — 1)_inci mertebeden
tiirevleri [zg, 2| bolgesinde siireklidir [60].

Sonug olarak, spline fonksiyonlar m_inci dereceden pargali polinomlar ile tanimlanir.
Bu pargali polinomlar (m — 1)_inci mertebeden siirekli tiirevlere sahiptir ve boylece
(m — 1).inci mertebeden tiirev ile siireklilik sartlarmin saglandigi noktalarda
baglanirlar [61].

Spline fonksiyonlar agagidaki baz ozelliklere sahiptir:

e Spline fonksiyonlar uygun bazlara sahip sonlu boyutlu lineer uzaylardir.

e Spline fonksiyonlar yeterince mertebeden tiirevlere sahip stirekli fonksiyonlardir.

e Spline fonksiyonlar tiirev ve integralleri kolay hesaplanan, bu iglemler sonucunda
yine bir spline elde edilen fonksiyonlardir.

e Bilgisayarda hesaplanmaya ve depolanmaya uygun fonksiyonlardir.

e Diigtik dereceli spline fonksiyonlar polinomlardaki gibi keskin salinim
sergilemezler.

e Spline fonksiyonlar yardimiyla sadece fonksiyonlara degil ayni zamanda onlarin
tiirevlerine de ulagilabilir [58, 62].

Teknolojinin geligmesi ile spline fonksiyonlar animasyonlar, tibbi goriintiilemeler,

gemi ve ucak govdelerinin modellenmesi gibi bircok alanda kullanilir.

2.3.1 B-spline Fonksiyonlar

B-spline fonksiyonlar parcali polinom fonksiyonlardir. Her spline fonksiyon kendisi
ile aynm1 derecedeki B-spline fonksiyonlarin lineer kombinasyonu olarak yazilir. Bir
B-spline fonksiyon tanimlandigi araliktaki tiim degerler icin sifirdan farkli olan bir

spline fonksiyondur.
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Simdi B-spline fonksiyonlarin bazi 6zelliklerine deginip nasil elde edilecegi tizerinde
duralim; [a,b] C R arahgmm bir parcalamsi A, = {zg, x1, 22, ...,x,} ve {z;}]_, ise
parcalanigin diigiim noktalarini temsil etsin. A, pargalamigmin her bir I = [z;, z;41]
alt araliginda tanimlanan k.anci dereceden polinomlarin kiimesini ise Sy (A,) ile
gosterelim. Diigiim noktalar1 arasindaki mesafe egit olarak secilirse A, parcalanisi
diizenli, aksi takdirde diizensiz olarak adlandirilir. Bununla birlikte diigiim

noktalarinin kiimesi ¢ = 1,2,3, ... i¢cin h = b—Ta

ve x; = xo + th ile istenildigi kadar
genigletilebilir. i € Z olmak iizere k _inc1 dereceden bir B-spline fonksiyonu B¥ (z) ile
belirtilirse B-spline fonksiyonlar i¢in agagidaki 6zellikler verilebilir [63]:

e BF (z) fonksiyonu, |2, 2;4141] arahgmda sifirdan farkh bir polinomdur.

e [ 7,71 141) arahginda bulunan biitiin p, k ve x degerleri i¢in B¥ (x) > 0 dir.

e Herhangi bir [ z;, z;41] araligini derecesi k olan sifirdan farkli en fazla (k + 1)

baz fonksiyonu gerer.

B-spline baz fonksiyonlar ilk olarak Cox ve Boor [64] tarafindan

r—Z; _ xX; — X _
By (z) = me ) + ﬁBZ—f (x) (2.10)

bagintist ile hesaplanmigtir. Bu baginti ile (k — 1)_inci derecden iki B-spline baz

fonksiyonunun lineer kombinasyonu ile k_inc1 dereceden bir B-spline fonksiyonu kurulur.

Sifirinci dereceden B-spline baz fonsiyonu FEn temel B-spline baz fonksiyonu

olan sifirinci dereceden B-spline baz fonksiyonu adim fonksiyonu formundadir ve

B (2) 1, T <o < Tig
i \L) =
0, diger durumlar

seklinde ifade edilir. Bu fonksiyon [z;, z;41) yar1 agik araligi digindaki tiim noktalarda

sifirdir. k’ya bagh Cox-de Boor bagintisi ile yiiksek dereceli B-spline baz fonksiyonlar:
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elde edilebilir. B-spline baz fonksiyonlarinin kullanigh bir formu ve elde edilisi Prenter
[65] ve Rashidinia [63)min ¢aligmalarinda mevcuttur. Bu tezde, B-spline baz

fonksiyonlarimin bu formlar: kullanilacaktir.

Lineer B-spline baz fonsiyonu [a, ] arahginin diizgiin parcalanist
a=Tg <1 <1 <..<xny=0b

ve x,, digiim noktalar1 olmak tizere, h = x,,.1 — x,, secilsin. z,, diigiim noktalarinda,

L., (z) lineer B-spline fonksiyonlar1 ve m = 0 (1) N olmak tizere

([L’m_:,_l — l’) -2 (Im - l’) s [zm—l> zm]
Lm (SL’) = % (xm+1 — LL’) s [S(Im, xm—l—l]
0, diger durumlar

dir. Lineer B-spline fonksiyonlari [z,,, Zmi1) Ve [Tmi1, Tmio) yart araliklarn diginda
sifirdir. Her bir [z,, €,,11] sonlu elemani L,, (x) ve L,,.1 (z) gibi iki sekil fonksiyonu
ile ortiilir. 0 < ¢ < higin § = = — x,, lokal doniigiimii ile bir [z,, x,,11] sonlu
elemamn [0, 1] araligina doéntigiir. Boylece lineer B-spline fonksiyonlar [0, 1] araliginda

¢ cinsinden

dir [62].

Kuadratik B-spline baz fonksiyonlar:1 [a,b] araliginin diizgiin pargalanmasi
a=Tg <1< <..<xNy=0b

ve x,, digim noktalarimi temsil etmek iizere h = x,,11 — x,, se¢ilsin. m = —1 (1) N

olmak {izere ¢,, (x) kuadratik B-spline fonksiyonlar1
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(

(Tmsz = 2)° =3 @1 —2)° +3@m —2)°, [Tt T
1 (Tmt2 — x)2 =3 (Tmi1 — x)z ) [Ty Tt 1]
¢m (Zlf) = ﬁ 2
(Tpmao — )7, [Tms1s Tto]
0, diger durumlar

\

(2.11)
olarak tanmimlanir. Kuadratik B-spline fonksiyonlar1 ve birinci mertebeden tiirevleri
(1, Tmao] araligl diginda sifirdir. Her bir [z, ,,,1] sonlu elemam ¢,, 1 (x), ¢, (),
¢m+1 () sekil fonksiyonlar1 tarafindan értiliir. Bir [2,,, ©,,41] sonlu eleman1 0 < £ < h
icin & = z—ux,, lokal déniigiimii ile [0, 1] araligina doniigiir. Boylece kuadratik B-spline

fonksiyonlar [0, 1] arahginda & cinsinden;

Pm—1 = # ( )
¢m+1 = %5

dir [62].

Kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 [a,b] araliginin diizgiin parcalanmasi
a=Tg <1< <..<xNy=0b

ve T, digiim noktalarini temsil etmek tizere h = x,,.1 —x,, secilsin. m = —1 (1) N+1

olmak {izere ®,, (x) kiibik B-spline fonksiyonlar:

(x— xm_2)3 ) [Tm—2, Tm-1]
h3 +3h% (x — 1) + 3h (2 — xm_1)2 —3(x — :Em_1)3 , [Tim—1, Tm]
P () = % B3+ 3h2 (Tme1 — @) 4 3h (2my1 — ) — 3 (@myr — 2)° [ ——y
(Tmt2 — 33)3 ) [Tm+1, Tmt2]
0, diger durumlar
(2.12)
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dir. Kiibik B-spline fonksiyonlari ile birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri (2,2, o]
araligi diginda sifirdir. Her bir [x,,, Z,41] sonlu elemani &, (x), ®,,, (x), ®ppy1 () ve
®,,12 () sekil fonksiyonlar1 tarafindan ortiiliir. Bir [2,,, ,,41] sonlu elemam 0 < £ < h
icin £ = x — z,, lokal doniigiimii ile [0, 1] araligina doniigiir. Béylece kiibik B-spline

fonksiyonlar [0, 1] araliginda & cinsinden

O = 5 (h—¢)

D, = & (RP+302(h—&) +3h(h—8)°-3(h—¢)°)
D1 = 75 (B + 3h2E + 3hE? — 3¢?)

Dpya = 5&°

dir [62].

2.4 Runge-Kutta Yontemi

Yy

Runge-Kutta yontemleri j—x = f(z,y),y(x0) = yo baslangic deger probleminin
niimerik ¢oziimlerinin elde edilmesinde kullamlir [66, 67]. Runge-Kutta yontemleri
Euler yonteminin genellestirilmig halidir. Ayni1 adim uzunlugu i¢in Euler yontemine
gore daha dogru sonuclar verir. Fakat Runge-Kutta yontemleri Euler yontemine gore
daha cok hesaplama gerektirdiginden Runge-Kutta yontemlerini kullanmak daha

zordur. Klasik dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi ile

Yty v =w

baslangic deger problemini g6z oniine alalim; y fonksiyonunun z;,; noktasidaki
bilinmeyen y;,, degeri ve bir z; noktasindaki bilinen y; degeri kullanilarak dordiincii

mertebeden Runge-Kutta yontemi ile
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ki = f (i, u:)

ko = f (24 h/2,y; + k1/2)
ks = f(zi+Nh/2,y; + ko /2)
ks = f(zi + h,yi + k3)

katsayilar1 ve

Yi+1 :yl—l—h(lﬁ —|—2]{32+2]€3+I€4) /6

bagintisi ile elde edilir.
Simdi, ¥ = f(x,y,y’) formunda ve y (z¢) = a ve y' (o) = b baglangi¢ kogullar
ile verilen ytiksek mertebeden diferansiyel denklemi goz oniine alalim. Bu durumda,

u (z) yardimer degigkeni ile ¥’ (x) = u (z) ayrigtirmasi yapilarak denklem

y/ = fl (LL’,y,U)
u' = fo(x,y,u)

seklinde y (zg) = a ve u(zg) = b baglangi¢ kogullar1 ile verilen birinci mertebeden
diferansiyel denklem sistemine indirgenir ve yontem benzer sekilde uygulanirsa
denklem sisteminin y;,; ve wu;y; bilinmeyen degerleri y; ve w; bilinen degerleri
yardimiyla dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi kullanilarak

ki = fi (%‘;yz‘,uz‘)
L = f2 (Ii,yi,ui)

ko= fi(xi+h/2,y; + k1/2,u; + 11/2)
lo=folxi+h/2,y; + k1 /2,u; +11/2)
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ks = fi(xi+h/2,y; + ko /2,u; + 12/2)
ls=folwi+h/2,y; + ko /2,u; + 15/2)

ky= fi(zi+h,yi + ks, ui +13)
ly = fol(xi +h,y; + ks, u; + 13)

katsayilar1 ve

Yi+1 :yl—l—h(lﬁ —|—2]{32+2]{73—|—]€4) /6
Ui+1 :u,—l—h(ll —|—2l2—|—2l3—|—l4) /6

bagmtilar ile bulunur [68].

2.4.1 Kararhlik Analizi

Ayriklagtirilan diferansiyel denklemler igin kurulan niimerik algoritmalar niimerik
olarak kararli olmahdir. Bazi algoritmalarda niimerik ¢oziim zamanin ilerlemesi ile
yuvarlama hatalarinin artmasi veya baglangi¢ verisindeki kiigiik bir kararsizlik ile tam
¢oziimden uzaklagir. Hesaplamalardaki niimerik hatalarin artmadigini ispatlamak icin
niimerik kararlilik analizi yapilir.

Bu caligmada Galerkin sonlu eleman modeli olugturularak elde edilen semalar
dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi ile ¢oziildii. Bu nedenle Runge-Kutta
yonteminin kararlik analizinin nasil yapilacagi tzerinde durulacaktir. Simdi
Runge-Kutta yontemi uygulanan lineer diferansiyel denklem sistemlerin kararlilik
analizini ele alalim.

Zamana bagli birinci mertebeden baslangic deger problemi

W— f(ty)

to<t<T (2.13)
Yy (to) = yo
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olarak verilsin. Burada
U1

Y2

YN

fl (t7y17y27”'7yN)
o (t,y1, 92, ..., Yn)

f(ty) = ,
| fN(t7y17y27"’7yN) |
ve ) )
Y1,0
Y2,0
Yo = )
| YN0 |
dir. f fonksiyonunun kismi tiirevleri 7 = 1,2,..., N ic¢in g—i = a;; olmak iizere

A = [a;j], n x n seklinde bir matris olsun. Bu durumda (2.13) sistemi

dy
—=A 2.14
7 Y (2.14)

olarak ifade edilir [69].

Diferansiyel denklem sisteminin zaman igindeki davramisi A matrisinin
ozdegerlerine baghdir. Sistemin kararliligi icin A matrisinin 6zdegerlerinin belirli
kogullar1 saglamasi gerekir. Kararlilik analizi i¢in Jain [69] tarafindan yapilan “ A
negatif reel kisimh kompleks bir sabit olmak tizere 3y’ = Ay diferansiyel denklem
sistemine tek adimh niimerik yontemlerden biri uygulamrsa |y;11/y;| < 1 ile belirlenen
kompleks diizlemdeki bolge kararlilik bolgesi olarak adlandirilir.”tanimi géz oniine

alalim. A matrisinin 6zdegerleri \; olmak tizere 6zdeger problemi
Ay =Xy (2.15)
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formundadir. (2.14) ile verilen sistemde (2.15) esitligi kullamilir ve bu esitlik (2.13)

denklem sisteminde yerine yazilirsa

% = Ay =y = f(t,\t) (2.16)

elde edilir. Daha sonra, (2.16) ile verilen denklem sistemine tek adimh yontemlerden

biri olan dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi uygulanirsa j = 1,2,... N igin,

ki = hf (ti, i) = hAy;

ko = hf (ti+ h/2,yi + k1/2) = hA (yi + k1/2) = hA (y; + hAyi /2)

ks = hf (ti+ h/2,yi + ka/2) = WA (yi + k2/2) = hA (y; + (hA/2) (yi + hAyi/2))
ky=hf(t;+ h,y; + ks) = hXA (y; + k3) = hA (y; + hX (y; + (hA/2) (y; + hAy;/2)))

bagintilar

Yirr = Yi + (ky + 2ky + 2ks + ky) /6

formunda yazilirsa,
Yir1 = Yi + (6RA + 3 (AN + (RA)® + (RN)" /4) /6

olmak tizere

B (RN)? (A (AN
yz+1—y,<1—|—h)\+ 5 + G + 7

elde edilir. Burada g (hA) = 1+ hA + @25 4 (7 4 (W7 4,

Yi+1
=q(hA
s (hA)

bulunur [70].
Yukarida verilen tanim geregince dordiincii mertebeden Runge-Kutta yonteminin

kararl olmasi igin \; ozdegerleri
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i) Biitiin 6zdegerler sadece reel ise —2.78 < h\; < 0.

i) Biitiin 6zdegerler sadece sanal ise 0 < |h);| < 2v/2.

iii) Ozdegerler reel ve sanal bilegenlerden olusan kompleks bir yapida ise h);
Sekil 2.5 ile verilen bolge icerisinde bulunmalidir. Eger kompleks 6zdegerler varsa,

6zdegerlerin reel kisimlarimin kiigiik pozitif sayilar olabilecegi toleransi vardir [69].

Unstable

AtRe(iq)

Sekil 2.5: Dérdiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi igin kararlihk bolgesi [69]

Lineer olmayan denklemlerin kararlilik analizindeki problem fl—i’ = Ay formunda
bulunan A katsayilar matrisinin lineer olmayan sistemden elde edilememesidir. Bu
problem sistemin bir denge noktasi civarinda lineerlestirilmesi ile giderilir. Lineer
olmayan sistemler denge civarinda lineer sistemler gibi davramrlar [71].

Diferansiyel denklemler igin denge noktast Brown [71]'in ¢aligmasinda

simiflandirilmigtir. Caligmada 6zdegerler icin verilen sinirlar Sekil 2.5’de verilen bolge

ile uyum igerisindedir.
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3. BOUSSINESQ TiPI DENKLEMLER

Russell'in soliter dalgalar1 kegfi ile zaman iginde dagilmayan su dalgalarinin varligini
kabul eden matematiksel teori kuruldu. 1870 li yillarda Fransiz matematikgi ve fizikci
Joseph Boussinesq [72], kanal ve nehirlerdeki suyun hareketi ile ilgili matematiksel
analizler yapiyordu. Yaptigi analizler sonucunda dalganin genliginin suyun
derinliginden daha kii¢iik oldugunu kabul ederek dalgalarin yayilimini tanimlayan
Boussinesq denklemini elde etti. Bu denklem plazmadaki iyon ses dalgalari, plazmada
manyetohidrodinamik dalgalar, elastik cubuklarda boylamsal yayilim dalgalar1 ve
likit-gaz kopiik karigimlarinda bastirilmig dalgalar gibi bircok alanda uygulama alanina
sahip olan ve bu dalgalarin yayilimini modelleyen lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerden biridir [73].

Tezin bu boliimiinde goz oniine alinacak olan Boussinesq tipi denklem

Ut = Ugz + QUaaes + (V) ret>0 (3.1)

formundadir. Burada © = {z € R:a <z < b} olmak iizere u = u(x,t) yeterince
tiirevlenebilir bir fonksiyon ve ¢ bir reel sabittir. (3.1) ile verilen lineer olmayan
kismi diferansiyel denklemi ¢ > 0 i¢in u (x,0) ve u; (z,0) baglangic kosullar ile ele
alinir. Literatiirde Boussinesq denklemi (Bq), ¢ = —1 i¢in “iyi” veya “iyi durumlu”
Boussinesq Denklemi (GBq) ve ¢ = 1 i¢in ise “kotii” veya “kotii durumlu” Boussinesq
Denklemi (BBq) olarak ifade edilir [74]. BBq denklemi sig sulardaki kiigiik genlikli

dalgalarin iki boyutlu akigkanlhigini tanimlamak i¢in kullanilir. Ayrica, anharmonik

kafeslerin termal iletkenliginin sinirliligini gosteren Fermi-Pasta-Ulam probleminin
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sonraki ¢aligmalarinda gozlenir [75]. BBq denkleminin N-soliton ¢Oziimleri Hirota
[76)'nin  galigmasinda mevcuttur. Bq denkleminin iirettigi soliter dalgalarin
etkilesimden sonra sekillerini ve hizlarim1 koruduklarimi ve denklemin tamamen
integrallenebilir oldugunu gosterir. Zakharov [77]'m ¢aliymasinda BBq denkleminin
ters sacilma yontemi ile ¢oziilmesi i¢in gerekli olan operatér bulunur. BBq denklemi
Cauchy problemini saglamaz, x ekseninde yeterince kiigiik grid se¢imleri kullanilarak
bilgisayar yardimiyla ¢oziimleri elde edilemez [78, 79].

Bir ¢ok aragtirmaci Boussinesq denkleminin niimerik olarak kararsiz davranisi ile
bag edebilmek icin denklem iizerinde gesitli calismalar yaptilar. Fakat daha sonra
Boussinesq denkleminin iyi durumlu diger modellerinin de olabilecegini kesfettiler.
Bunlardan biri (3.1) denkleminde ¢ = —1 alinmasi ile elde edilen Good Boussinesq
denklemidir. Denklem, yer ¢ekimi etkisi altinda uzun su dalgalarinin sig sularda
yayllimini tanimlar. Literatiirde iyi ve kot durumlu Boussinesq denklemleri ile ilgili
bir ¢ok c¢aligma yapilmigtir. Bunlardan bazilary; Manoranjan [80], GBq denklemine
Petrov-Galerkin sonlu eleman yontemi uyguladi. Yontemde, agirlik fonksiyonu olarak
kiibik B-spline bazlar ve eleman sekil fonksiyonu olarak ise lineer B-spline bazlar
kullandi. Bdéylece baglangic ve sinir kosullar ile verilen denklemi adi diferansiyel
denklem sistemine donitistiirdii. Calismasinda ikinci mertebeden terimler i¢in merkezi
fark yaklagimi kullanarak predictor- corrector semasi gelistirdi. Niimerik ¢aligma olarak
soliton etkilesimi ve dalga ayrilmasi problemlerini ele aldi. Daha sonra Manoranjan
vd. [81] , GBq denklemi igin soliter dalga etkilegimini incelediler. Bu galigmalarinda,
soliter dalgalarin ¢ temel ozelligini vurguladilar. Bunlar; soliter dalgalarin ancak
belirli bir hiz araliginda mevcut olduklari etkilegsimin soliter dalgalarin dogasinda

oldugu ve soliter dalgalarin birlesmesinin ve ayrilmasinin miimkiin oldugudur. Ayrica
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Gbq denklemi tarafindan iiretilen kiiciik genlikli soliter dalgalarin sekillerinde ve
hizlarinda herhangi bir degisiklik olmadan etkilesimden ciktiklari, biyiik genlikli
soliter dalgalarin ise etkilesimden sonra anti-soliter dalgaya doniigtiigii sonucuna
vardilar. Ortega ve Sema [82], GBq denkleminin niimerik integrasyonu igin sonlu fark
yontemi kullandilar. Yontemin lineer olmayan kararliligini ve yakinsakligini aragtirmak
icin acik ve kapali sonlu fark gemalar: gelistirdiler. Bu semalar1 soliter dalgalarin
etkilegsimi ve integrasyonunu analiz etmek icin kullandilar. Yontemlerinin kararlhiligini
ise analitik bir cergeve igerisinde inceleyerek acik yontem igin kararlilik sinirim
k < 0.5h? olarak elde ettiler. Ayrica, acik yontemin kapali yontemden daha etkili
oldugu sonucuna vardilar. Pani ve Saranga [83], Faedo-Galerkin yéntemini kullanarak
GBq denkleminin u(0,¢) = u(1,t) = 0, uz(0,t) = ux(1,t) = 0, Uz (0,¢) = Uy (1,¢) =0
sinir kosgullar1 ile zayif ¢oziimiiniin varhigi, tekligi ve diizenliligi ile ilgili sonuclar
elde ettiler. Daripa ve Hua [84], filtreleme ve diizenleme tekniklerini kullanarak BBq
denklemi i¢in niimerik galigmalar yapti. Zoheiry [85], Gbq denklemi i¢in lineerlegtirme
teknigine dayanan kapali sonlu fark semasi olusturdu. Bu niimerik semanin sartsiz
kararli oldugunu ise von Neumann kararlilik analizi ile gosterdi. Bu ¢aligmasinda elde
ettigi niimerik sema yardimiyla dalga ayrilmasi ve ¢oziim patlamasi gibi problemlerin
bilgisayar simiilasyonunu yapti. Uygun genlik degerleri i¢in solitonlarin etkilesimden
sonra gekillerinde ve hizlarinda degigsim olmadigini ancak dalgalarin genlikleri yeterince
biiyiik ise etkilegimin ¢oziimiin patlamas: ile sonuclandigini gosterdi. Wazwaz [86],
Boussinesq denklemine Adomian ayrigtirma yontemi uyguladi. Boylece, modifiye
edilmis bir sema ile peryodik ve soliton ¢oziimlerini elde etti. Ismail ve Bratsos [87],
GBq ve BBq denklemlerinde zamana ve konuma gore kismi tiirevler i¢cin merkezi fark

yaklagimlar1 yazarak ii¢ zaman seviyeli sonlu fark semasi elde ettiler. Bu sema ile
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olugan lineer olmayan sistemin ¢oziimii i¢in Predictor-Corrector yontemi kullandilar.
Sonlu fark semalarimin kararlilik analizini ise von Neumann kararlilik analizi ile
yaptilar ve her iki denklem icin dalga hareketi ve etkilegsim problemlerini incelediler.
Bratsos vd. [88], bir boyutlu Boussinesq denklemi igin parametrik sonlu fark semasi
ile li¢ zaman seviyeli sonlu fark semasi olugturdular. Lineerlestirmeler kullanarak iki
farkh sema geligtirdiler. Caligmalarinda yontemin kararliligina deginerek GBq ve BBq
denklemleri i¢in dalga hareketi ve ekilegim problemlerini incelediler. Bratsos [74], BBq
ve Gbq denklemleri icin sonlu fark formiilasyonunu kullandi ve denklemleri birinci
mertebeden lineer olmayan baslangic deger problemine doniistiirdii. Caligmasinda
iki farkli metod tasarladi. Birincisinde yedi noktali ve ii¢ zaman seviyeli acik sema,
ikincisinde onbeg noktali ii¢ zaman seviyeli kapali sema elde etti. Elde ettigi lineer
olmayan cebirsel sistemleri, lineerlegtirmeler yaparak Gauss-Seidel yontemi ile ¢ozdii.
Ayrica, niimerik semalarin kararlilik, yakinsaklik ve lokal kesme hatalarimin analizini
yapt1. Daha sonra [89] ¢caligmasinda GBq ve BBq denklemleri igin Predictor-Corrector
ve modifiye edilmig Predictor-Corrector gemalar1 olugturdu. Elde ettigi her iki sema
[74] *da verilen kapali ve agik yontemlere dayaniyordu. BBq ve GBq denklemlerinin her
ikisi i¢in elde ettigi semalarin etkinligini dalga hareketi problemi ile test etti. Ayrica,
Bratsos [90] Gbq denklemine fiigiincii zaman seviyeli ve {iglincii mertebeden rasyonel
yaklagimlar: kullanarak sonlu fark yontemi uyguladi. Elde ettigi lineer olmayan sistemi
Predictor-Corrector ve modifiye edilmis Predictor-Corrector yontemleri ile ¢ozdii.
Semanin kararlilik analizini von Neumann kararlhilik analizi ile yapt1 ve ¢aligmasinda
olusturdugu sonlu fark gemasimi kullanarak dalga hareketi ve dalga etkilesimi
problemlerini inceledi. Al Khaled ve Nusier [91] referansh calismalarinda temeli siniis

fonksiyonlarina dayanan Galerkin interpolasyon yontemi ve Adomian ayrigtirma
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yontemi kullanarak Boussinesq denkleminin niimerik ¢oziimlerini elde ettiler. Bulut
[92], baslangig ve sinir kogullari ile verilen GBq denkleminin niimerik ¢oziimlerini elde
etmek igin denkleme Homotopi Perturbasyon yontemi (HPM), Varyasyonel iterasyon
yontemi (VIM) ve Adomian Ayrigim yontemi (ADM) olmak {izere ii¢ farkli yontem
uyguladi. Caligmasinda her ii¢ yontem ile elde edilen sonuclarin uyum icerisinde
oldugunu fakat HPM yontemi ile diger yontemlere gore daha iyi sonuclar elde edildigini
belirtti. Dehghan ve Salehi [93], GBq ve BBq denklemlerinin niimerik ¢6ztimlerini
elde etmek icin agsiz analog denklem yontemi ile sinir diigim yontemini birlestirdiler.
Interpolasyon fonksiyonlar: olarak ise radyal baz fonksiyonlar: kullanarak elde ettikleri
lineer olmayan sistemi Predictor-Corrector yontemi ile ¢ozdiiler. Her iki denklem igin
de dalga hareketi ve etkilesim problemlerini ¢aligtilar. Siddiqi ve Arshed [94], kuintik
B-spline bazlar kullanarak Gbq denklemine kollokasyon sonlu eleman yontemini
uyguladilar ve von Neumann kararlilik analizi ile semanin sartsiz kararli oldugu
sonucuna vardilar. Ismail ve Mosally [95], GBq denklemini bir ayrigtirma teknigi
kullanarak birinci mertebeden diferansiyel denklem sistemine doniigtiirdiiler. Daha
sonra bu sistem icin dordincii mertebeden sonlu fark formiilii kullanarak kapali
sema elde ettiler. Bu semanin sartsiz kararli olusunu von Neumann kararlilik analizi
yardimiyla gosterdiler ve elde edilen lineer olmayan denklem sisteminin niimerik
¢oziimlerini Newton yontemi yardimiyla buldular. Niimerik ¢rneklerde dalga hareketi
ve dalga etkilesimini caligtilar. Dalga etkilesimi problemi ile yeterince kiiciik genlikli
solitonlarin etkilesimi tamamladiklari, genlikleri belirli bir limitin iistiinde oldugunda
etkilesimin ¢oziimiin patlamasi olay1 sergiledigi sonucuna ulagtilar. Yine bu ¢aligmada
ayni yone dogru hareket eden dalgalarim etkilegimi probleminde A < 1.15 genlik se¢imi

icin ¢oziim patlamasinin gereklegsmedigi sonucuna vardilar.
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3.1 Boussinesq Tipi Denklemler icin Galerkin Sonlu Eleman

Modeli

Bu kisimda

ile verilen Boussinesq denklemi
u(z,0)=f(z), w(z0)=g(z) z€lab (3.3)

baslangic kosullar1 ve

u(a,t) =u(b?) =0 tel0,T] (3.4)
ug (a,t) = uy (b,t) =0

siir kogullar ile ele alindi. Burada f (z) ve g (x) bilinen fonksiyonlar olmak iizere

u = u(x,t) yeterince tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Alt indis olarak belirtilen z

ve t degigkenleri ise sirasiyla konuma ve zamana gore kismi tiirevi simgelemektedir.

A, (3.2) ile verilen Bq denkleminin iirettigi soliter dalganin genligi, ¢ hiz1 ve Z, ise

dalganin baglangigtaki konumu, b ve ¢ reel sabitler olmak fizere (3.2) denkleminin

soliter dalga ¢oziimii

u(x,t) = q{A sech? ( AJ6(x —ct — :I?o)) + (l; - q/2>}

N 1/2 (3.5)
c=+ <2q <b+ A/3>)
formundadir [89).
Bu ¢alismada (3.2) ile verilen Boussinesq denkleminde ¢ = —1 ve ¢ = 1 segilmesi

ile sirasiyla elde edilen Good Boussinesq ve Bad Boussinesq denklemlerinin niimerik
¢ozlimlerini elde etmek igin kiibik bazlar kullanilarak Galerkin sonlu eleman modeli

olusturuldu. Daha sonra verilen problemler ile iligkili dalga hareketi, dalga etkilegimi,
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dalga ayrilmasi ve ¢oziimiin patlamasi problemleri ele alindi. (3.5) ile verilen tam
¢oziimden de goriilecegi gibi soliter dalganin hiz1 dalganin genligine baghdir. Ayrica,
g = —1 durumunda GBq denklemi igin b parametresinin b < —A/3 ve q =1
durumunda ise BBq icin b> —A/3 secilmesi ile reel ¢oziim elde etmek miimkiindiir.
b=1 /2 durumundaki ¢oziimler Scott vd. [96] tarafindan verilmistir. Ayrica, b=0
icin ¢ = £(—-2A4/ 3)1/ % olup kompleks coziimlere ulagihr [97]. (3.2) ile verilen Bq
denklemine Galerkin sonlu elemanlar yontemini uygulamadan once bir ayrigtirma
teknigi kullanilacaktir. Ayrigtirma tekniginin arkasindaki temel fikir “bol ve fethet”
diigiincesidir. Niimerik hesaplamalarda bir¢ok kompleks yapidaki denklemlerle
kargilagilir ve bu denklemlere niimerik yontemlerin uygulanmasi oldukca zor olabilir.
Kargilagilan zorluklarin  bir nebze olsun iistesinden gelebilmek icin denklem
ayrigtirilarak alt denklemlerin bir kiimesi olarak modellenir. Her bir alt denklem
ulagilabilen en basit formdadir ve en pratik algoritma tipindedir. Biitiin niimerik
yontemler her bir alt denklem icin niimerik sema olusturulmasi ve bu semalarin bir
araya getirilerek ¢Oziimiin olugturulmasi formundadir. Ayrigtirma teknigi ii¢ adim
igerir;

o Ilk 6nce v = f (u) olacak sekilde yardimer fonksiyon secilir.

e Bu degiskenler kombine edilerek model problem diizenlenir.

e Iki veya daha fazla alt denkleme indirgenen sistem ¢oziilerek ¢oziimil yapilacak
olan degisken elde edilir. Ayrigtirma tekniginin uygulanmasinin basit olusu elde edilen
denklemler kiimesine niimerik yontemlerin uygulanmasindaki kolaylik ve ayrigtirilmig
denklemin ele alinan problemin tam ¢oziimiin yapisal ozelliklerini korumasi, farkl
denklemlere farkli yontemlerin uygulanabilirligi gibi avantajlar1 vardir. Bu avantajlar

g6z oniine almarak v yardimer fonksiyon olmak iizere (3.2) ile verilen Bq denklemi
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u; = v secimi ile ayrigtirilarak

Uy =V
(3.6)
VUt = Ugy + QUprae T (u2>

lineer olmayan denklem sistemine doniistiiriiliir. Bu nedenle (3.2) ile verilen Boussinesq
denkleminin niimerik ¢oziimlerinin elde edilmesi yerine (3.6) ayrigtirilmig sistemin
niimerik ¢oziimlerinin elde edilmesi ayni anlamdadir. Galerkin sonlu eleman yontemini
uygulamak igin ilk adim olarak (3.6) da verilen ayrigtirilmig denklem sisteminin
agirlikli kalan formunu ve bu form yardimiyla zayif formunu elde etmektir. Boylece
(3.6) ile verilen denklem sistemindeki denklemler W agirhik fonksiyonu ile ¢arpilarak

problemin ¢aligildigr bélge tizerinde integrali alimrsa (3.6) ile verilen denklem sistemin

agirlikli kalan formu

/W(ut—v)dx:O
“ (3.7)

b
/W (Vr — Uy — QUagze — (u?),,) dz =0

olarak elde edilir. (3.7) ile verilen sistemde bagimli degigkenler {izerindeki tiirev sartini
agirlik fonksiyonuna dagitilmasi amaci ile kismi integrasyon uygulanir ve bu islem

sonucunda (3.6) ile verilen denklem sisteminin zayif formu

b
/(Wut —Wv)dx =0

a

b
/ (W + Wty — Wty + 2Wou u,) dx

a

(3.8)

= [Wuy + ¢ Wugey — Watty,) + 2Wu ux]z

olarak elde edilir. Sonlu eleman yonteminin ikinci adiminda ise ¢aligma bolgesi olarak
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alinan [a, b] arahigr daha kiiciik ve egit alt araliklara sahip N sonlu elemana
Aa=Tg<T1 <Xy < - <zxy_1<aTN=0b

olacak sekilde boliniir. Burada m = 0,1,2,..., N olmak iizere {xm}i\ri:o digiim
noktalar1 ve h = x,, 1 —x,, dir. Daha sonra ti¢iincii adimda eleman sekil fonksiyonlari
secilir ve yaklasik ¢oziim fonksiyonu olusturulur. Bu kisimda sonlu eleman yonteminde
kiibik bazlar kullanilacag igin eleman sekil fonksiyonlar1 Béliim 2 de (2.12) ile verilen
kiibik B-spline fonksiyonlar1 segilerek problemin u (x,t) ve v (z,t) tam ¢dziimlerine
kargihk gelen sirasiyla Uy (z,t) ve Vi (z,t) yaklagik c¢oziimleri eleman sekil

fonksiyonlari cinsinden verilen bélge tizerinde
N+1

Uy (a,t) = 38,(1) &, (2) (3.9)

j=—1
N+1

Vy (z,t) = Y o5 (t) @, (x)

i=—1

seklinde olusturulur. Burada 6;(t) ve o;(t) belirlenecek olan zamana bagh
parametrelerdir. (2.12) ile verilen kiibik B-spline fonksiyonlarma 0 < ¢ < h olmak
lizere £ = x — x,, lokal koordinat doniigimii uygulanarak tipik bir [z,,, £, 11] eleman
iizerinde eleman matrislerini olugturmak igin standart bir iglem gelistirilir.
Béylece bir [y, Tmy1] sonlu eleman iizerinde kiibik B-spline fonksiyonlar

Dpq = (h—&)° /3

By = (h3 + 302 (h— &) + 3h (h— &> — 3 (h — &)%) /1
D1 = (h® + 3h2E + 3h&? — 383) /h?

(I)m+2 = é—3/h3

olarak elde edilir. (3.9) ile verilen yaklagik ¢oziimler lokal koordinat sistemi ile ifade

(3.10)

edilen ve (3.10) ile verilen kiibik B-spline bazlar cinsinden tipik bir [@,, Zm+1] elemani
icin
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m+2

Un (€t) = Z 6 () 5 (€) (3.11)

m—+2

V(€0 = D 0 (), (¢)

Jj=m—1

olarak ifade edilir. (3.10) ile wverilen kiibik B-spline fonksiyonlar: ile
(3.9) yaklagimlarinin z,, noktasinda Uy ve Viy'nin § ve o parametreleri cinsinden

noktasal degerleri
Un (T, t) = 01 + 400 + Ot
VN (T, t) = 01 + 40 + Omaa
dir. Buradan, Bq denkleminin tipik bir [z,,, Z,41] elemani i¢in zayif formu ise

Tm+1

/ (Wu, — Wo) dx

Tm
Tm+1

(3.12)
/ (Woy + Wouy — qWaptiyy + 2Wou uy) do

Tm

— Wy + q (Witgpe — Wellye) + 2Wu u, [,
seklinde bulunur.

(aligmanin bu kismina kadar Bq denklemine denk olan ve ayrigtirma teknigi ile
elde edilen (3.6) denkleminin global koordinat sisteminde zayif formu ve yaklagim
fonksiyonu olugturuldu daha sonra lokal koordinat doniigtimii ile zayif formun yaklagim
fonksiyonlarimin ve eleman gekil fonksiyonlarmin tipik bir [2,,, Z,,+1] sonlu eleman
tizerinde nasil ifade edilecegine deginildi. Bundan sonraki adimda ise Boussinesq
denkleminin Galerkin sonlu eleman formiilasyonu olusturacaktir. Galerkin sonlu
eleman yontemi uygulandigy i¢in W; agirhik fonksiyonlar:, ®; eleman sekil fonksiyonlar:
ile esit olacak sekilde secilir. Agirlik fonksiyonlari ve (3.11) ile verilen yaklagik

¢Oziimlerin (3.12) denkleminde yerine yazilmasi ile
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m+2 h h
/<I> O, d¢ 56 /<I>Z-<I>jd§ o
j=m—1 0 0
m+2 h h h
/<I>Z-<I>jd§ of + /@;@;dﬁ 05 —q /@;’@;’df 05
j=m—1 0 0 0
m+2 h m+2
+2 ) / Ol | 0565 p — > {(2:®)) 65 + q (2,2 — BjDY) 6
k=m—1 0 j=m—1
m—+1 h
=3 (q>i¢jq>;)5jag}
k:m+1 0
(3.13)
denklem sistemi elde edilir. Burada ¢, j, £ = m — 1, m, m + 1,m + 2 olup

“ . 7ifadesi ¢ = (56

e e e e __ & e e e
ve1s Oy Opi1, 6m+2) ve 0° = (O’m_l, fopi 0m+1,am+2) eleman

« ”:
/

parametrelerinin ¢ bagimsiz degiskenine, ise eleman sekil fonksiyonlariin x

bagimsiz degigkenine gore kismi tiirevini simgeler. (3.13) egitliginde eleman matrisleri

h
e __ e h
A’lj - \({‘¢Z¢]d§? BU — (PZ@-;}O 5
f O P, d¢ Cs = 0,07 )
" X h
Cs = b[ DU de, Ce = @Y
D, (0) = 2bf<1>’<1>’ Ode, D (0) = 28,0, 94
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integrallerin hesaplanmasi ile

-1 —4

4

60

129 1188 933

60

129

20

60

1188 129
129

933
60

20

-3
—36

—36
—87
—87 102

21
102

18

21
—36

21

0

-3

-3 6

ve

D11 (6) Di2(0) Di3(6) Dia(9)
D51 (6) Doz (6) Doz (0) Doaa(9)
D31 (6) D32 (8) Ds3(8) Dsq ()
D41 (6) Dz (6) Daz(0) Daa(9)

(6) = 1410h

e
ijk
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olarak hesaplanir. Burada

Dy (6) = (315,1899,801,9) 6§ D15 (8) = (195,1929, 1353, 51) 8
D13 (8) = (—495, —3591, —1917, —45) § Dy (6) = (—15, 237, —237,—-15)§
Doy (8) = (195,1929, 1353, 51) 5 Doy (8) = (321, 6825,9075,915) 8
Das (§) = (—471, —6837,—6837, —471) 6 Day (8) = (—45,—1917, —3591, —495) &
D3y (6) = (495, —3591, —1917, —45) & Dsy (6) = (—471, —6837, —6837, —471) §
D33 (§) = (915,9075, 6825, 321) & D34 (8) = (51,1353,1929,195) 4
Dy (6) = (=15, —237, —237, —15)§ Dy (6) = (—45, —1917, —3591, —495) §
Dy (0) = (51,1353,1929,195)§ Dy, (6) = (9,801,1899, 315) §
ve

D11 (6) = (1, ,0)6 D12 (0) =4(1,0,-1,0)6

D13(5)=(, 10)5 D14 (8) = (0,0,0,0)6

Dy (0) = 4(1, 10)5 Dy (6) = (16, —1,—16,1)6

Dys (5) =4( ~1,1)6 Dy (6) = (0,-1,0, 1)5

Ds; (0) = (1,0,—1,0)6 Dy (6) = 4(1, 16

D33 (8) = (1,—16 ~1,16) 6 D34 (6) = 4(0,-1,0, 1)5

Dy (6) = (0,0,0,0) 8 Dyy (8) = (0,—1,0,1) 6

Dz (6) = 4(0, —~1,0,1)4 Dy (6) = (0,-1,0,1)0
olmak {izere Afj, o Ch, BE, C’f], ij, D5, (0) ve ijk (0) eleman matrisleridir.

De

ik (0) ve ijk (0) matrisleri ise 0 parametresine baghdir. O halde tipik bir eleman

tizerinde denklem sistemi matris formunda
e — g
Ao (Be = Bt — q (Co+ Co = C°) 4 D° (5°) = D* (5%)) 8
seklindedir.
Boylece, sonlu eleman yonteminin dordiincii adimi olan her bir eleman igin eleman
denklemlerinin olugturulmasi iglemi tamamlanmig olur. Simdi tipik bir eleman icin

elde edilen matris sistemi ¢aligilan biitiin bolge iizerine genisletilmelidir. Bu ise eleman
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matrislerinin birlestirilmesi iglemi olan beginci adimdir. Bu adim ile tek bir eleman
iizerinde degil biitiin bolge tizerinde yaklasim fonksiyonunun elde edilecegi matris

sistemi olugturulur. Bu adim sonunda birlestirilmig matrislerin genel satirlar

A2 (1,120,1191, 2416, 1191, 120, 1)

140

B : ﬁ (=3, —=72,—45,240, —45. — 72. — 3)

C: & (1,0,-9,16,-9,0,1)

B:2(0,0,0,0,0,0,0)
C:5(-1,0,9,-16,9,0,-1)

C:15(0,0,0,0,0,0,0)

D (8) : 15+ ((—15,-237, 237, —15,0,0,0) 8, (—45, —2412, —7182, —2412, —45,0,0) 6,
(51,882, —4713, —4713,882,51,0)6, (9, 1716, 11295, 14280, 11295, 1716,9) §
(0,51, 882, —4713, —4713,882,51) 4, (0,0, —45, —2412, —7182, —2412, —45) 5,
(0,0,0, —15, —237, —237, —15) §)

D (9) : (0,0,0,0,0,0,0)

dir. Elemanlarin birlestirilmesi ile olugan sistem ise matris formunda

d=o0
- - - . - 3.14
o—:—A—l(B—B—q(C+C—C)+D(5)—D(5)) (3.14)

seklinde ifade edilir.
Burada § = (6_1, o, -, 5N,5N+1)T ve o = (0_1, 09, ", O'N,O'N+1)T olup tum

bolge tizerinde elde edilmek istenen zamana bagh parametrelerdir.
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Boylece Boussinesq denklemi ¢oziimii problemi sonlu eleman yonteminin
uygulanmasi ile (3.14) ile verilen (N + 3) bilinmeyen ve (N + 3) denklemden olusan ve
eleman parametreleri cinsinden ifade edilen diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimii
problemine indirgenir. Yontemin altinci adimi ise siir kogullarinin uygulanmasidir.
Bu ise, problemin tam ¢oziimii ve ¢oziimiin ¢ bagimsiz degiskenine gore kismi tiirevinde

T, noktasindaki degerlerin kullanilmasi ile

U (T, t) = Un (T, t) = 01 + 405 + Ot
V (T, t) = VN (X, t) = Ome1 + 40 + Ot

uygulanir. Bu denklemler yardimiyla m = 0 i¢in her bir sistemden iki adet bilinmeyen
olan d_; ve o_; parametreleri sirasiyla dy, d; ve 0o, o1 cinsinden ve benzer diigtince
ile m = N igin dy,1 ve ony1 parametreleri de dy_1, oy Ve on_1, o cinsinden ifade
edilerek, sistemde basit cebirsel iglemlerle yok edilir. Yok etme igleminin ardindan
her biri (N +1) x (N + 1) tipinde iki matris sistemi elde edilir. (3.14) ile verilen
ve artik (N + 1) denklem ve (N + 1) bilinmeyenden olusan denklem sistemlerinin J;
ve o, parametrelerine gore ¢oziimlerinin yapilmasi sonlu eleman yonteminin yedinci
adimidir. Bu sistemler uygun yontemlerden herhangi biri ile ¢oziilebilir. Bu ¢aligmada
daha etkili ve daha yakinsak ¢oztimler eldilmesi, yaklagik ¢coziimiin tam ¢oziime hizh
yakinsamasi ve uygulanmasindaki kolayliktan dordiincii mertebeden Runge-Kutta
(RK4) yontemi kullamilacaktir. RK4 yonteminin kullanmilmasi ile §"*1 ve o™*!
parametreleri 6" ve ¢” parametreleri yardimiyla iteratif olarak elde edilir. Iteratif
islemlere basglamak icin ¢ = 0 zamaninda 5;-) ve O'JO» baglangi¢ degerlerinin bilinmesi

gerekir. Bu parametreler baslangic kosullari kullanilarak hesaplanabilir ¢ = 0

zamaninda problemin baglangi¢ kosullari

u(z,0) = f (x)
v(z,0) =g ()
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ve yaklagik ¢oziimleri
UN (T, 0) = 0,y + 40y, + 59n+1
VN (T, 0) = 001 + 400, + 00,y
olmak {izere baglangi¢ kogullarinin her bir z,,, diigiim noktasindaki degeri m = 0(1)N
igin
U (T, 0) = Uy (2, 0)
v (2, 0) = Vi (2, 0)
kullanilarak elde edilir. Bu sistem acik olarak yazilirsa
UN (1’0, O) = 5_1 + 450 + 51 =Uu (1’0, O)
UN (1’1,0) = 50 —|—451 —|—52 = U(l’l,O)
UN (IQ,O) :(51+4(52—|—(53:U(SL’2,0) (315)

Un (xn,0) = dn_1 + 40y + dn1 = u (2N, 0)

ve
VN (1’0,0) = 0_1 —|—40'0 +o01 = 'U(ZL'Q,O)

VN (1’1,0) = 0y —|—40’1 + 09 =0 (1’1,0)
VN (LL’Q,O) = 01 +40’2 + 03 =0 (LL’Q,O) (316)

Vv (zn,0) = on_1 + 4oy +onp1 = v (2w, 0)

seklinde (N + 3) bilinmeyen ve (N + 1) denklemden olusan denklem sistemleri elde
edilir. Bu sistemlerin §° ve o¢° parametrelerine gore coziilebilir olmasi icin iki
secenegimiz vardir bunlardan ilki her bir sistem kiimesinden iki bilinmeyen d_; ve
Ony1 ile o1 ve onyq yok edilir, digeri ise her bir sisteme iki adet denklem eklenir.
Bu kisimda U/ ve V! ile ifade edilen yaklagik ¢dziimlerin = bagimsiz degiskenine gére

birinci tiirevlerinin sinirlardaki degerleri

(5m+1 - 5m—1)

— 3
h
Vi (Tm,0) = % (Omit1 — Om1)
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kullanilarak m = 0 ve m = N i¢in bilinmeyenler sistemden yok edilir ve boylece
(N + 1) bilinmeyenli, (N + 1) denklemden olugan sistem elde edilir. Bu sistemler

matris formunda

4 2 50 U(ZL’Q,O)
1 4 1 (51 u(:cl,O)
1 4 1 ) u (22,0
‘| = (? ) (3.17)
1 4 1 5N—1 U(I’N_l,())
2 4 (5]\/ U(SL’N,O)
ve _ - - - _ -
4 2 (o) U(IL’(],O)
14 1 o1 v (21,0)
1 4 1 o v (22,0
= (? ) (3.18)
1 4 1 ON—-1 'U(I’N_l,())
2 4 oN v (zn,0)

dir. (3.17) ve (3.18) ile verilen cebirsel sistemler ¢oziilerek j = O0(1)N icin 07 ve
a? baslangi¢ parametreleri elde edilir. Boylece (3.14) sisteminde 5? ve O’? baglangig
parametreleri kullanilarak istenilen ¢t zamanindaki yaklagik ¢oziimler RK4 yontemi ile

iteratif olarak elde edilir.

3.1.1 Good Boussinesq Denklemi

(3.2) ile verilen Boussinesq denkleminde ¢ = —1 segilmesi ile

Uy = Ugy — Ugzer + (u2):c:c (319)
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Good Boussinesq denklemi elde edilir. (3.19) denkleminin tam ¢oziimi;

u(x,t) = —A sech? ( A6 (z —ct —:Ito)> - (l;—l— 1/2)
c=+ (—2 (6+A/3)>1/2

dir. (3.19) ile verilen GBq denkleminin sonlu eleman formiilasyonundan elde edilen

denklem sistemi (3.14) de ¢ = —1 yazilarak

d=0
~ _ - ~ (3.20)
o= A (B—B+C+C—C+D(6)—D(5)>5
dir.
3.1.2 Bad Boussinesq Denklemi
(3.2) ile verilen Boussinesq denkleminde g = 1 segilmesi ile

Bad Boussinesq denklemi elde edilir. (3.21) denkleminin tam ¢oziimii;

u(x,t) = A sech? ( A6 (x —ct —ig)) + (l;— 1/2)
c::t<2 (6+A/3))1/2

dir. (3.21) ile verilen BBq denkleminin sonlu eleman formiilasyonundan elde edilen

denklem sistemi (3.14) de ¢ = 1 yazilarak

(3.22)

dir.
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3.2 Kararhlik Analizi

Bu kisimda (3.1) ile verilen Boussinesq tipi denklemlerin kararlihk analizi incelendi.

Boussinesq tipi denklemlerin (3.8) ile verilen zayif formunda o = [nax {2u;} olmak

uzere .
o= (3.23)
o-—z—;x—l((1+a)B—(1+a>f}—q(é+é—c))5 ‘
seklindedir. ki1 = ko = [0]y,y sifir matrisi, kio = Inxny birim matris,

fooy = _ At ((1 +a)B—(1+a) B— q (C’ +C - C’)) notasyonlarini kullanarak bir

K matrisini

k k
K— [ 1 Rz
kor koo

seklinde tanimlayalim. O halde (3.23) ile verilen lineer denklem sistemi matris formunda

Sl e
o ko1 koo o

seklinde ifade edilir. Béliim 2 de agiklandig tizere (3.14) ile verilen denklem sistemine
uygulanan RK4 yonteminin kararlihg (3.24) ile verilen K matrisinin 6zdegerlerine
baghdir. K matrisinin ozdegerleri j = 0,1,2,..N icin A; ler ile gosterilmek tizere
sirasiyla ¢ = —1 i¢in GBq ve ¢ = 1 i¢cin BBq denklemlerinin N = 45 ve At = 0.001
degerleri icin Aj Ozdegerlerinin - kompleks duzlemdeki konumlar sirasiyla
Sekil 3.1 (a) ve Sekil 3.1 (b) de gosterildi. Sekillerden goriildiigii iizere her iki denklem
icin de \; ozdegerleri Sekil 2.5 ile gosterilen Runge-Kutta kararlilik bolgesi igerisinde
oldugu fakat ¢ok az miktarda 6zdegerin GBq i¢in At); < 8 x 107* ve BBq igin
ise At\; < 15 x 107* olacak sekilde pozitif reel kisma sahip oldugu goriilmektedir.
Bu durumda ise [69] ile verilen referanstaki tolerans kullamlarak Boussinesq tipi

denklemlerin  Galerkin sonlu eleman yontemi ile ayriklagtirilan niimerik
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semasinin ¢ozimi i¢in kullanilan Runge-Kutta yonteminin kararli oldugu sonucuna

varilir.

Sekil 3.1: GBq ve BBq: N = 45 ve At = 0.001 degerleri icin \; 6zdegerlerinin kompleks
diizlemdeki konumlar:

3.3 Niimerik Ornekler ve Sonuclar

Bu kisimda Galerkin sonlu eleman yontemi ile elde edilen (3.20) ve (3.22) semalar:
kullanilarak denklemlerin yapisina uygun olan niimerik oOrnekler ele alindi.
GBq denklemi icin dalga hareketi, iki soliter dalganin etkilesimi ve dalga ayrilmasi
problemleri incelendi. Ayrica, etkilesim problemi igerisinde soliter dalgalarin genlik
se¢imlerine gore kargilagilan c¢oziim patlamasi problemine deginildi. BBq denklemi
icin ise dalga ayrilmasi ve iki soliter dalganin etkilesimi problemleri ele alinarak elde
edilen niimerik sonuglar sunuldu.

Her iki denklem igin dalga hareketi probleminde, sonlu eleman yontemi kullanilarak

elde edilen Uy (x,t) yaklagik ¢oztimlerinin, u (z,t) tam ¢ziimii ile ne kadar uyumlu
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oldugu, uygulanan yontemin etkinligi ve dogrulugu literatiirde Lo ve Lo,

N
2
Lo=u=Usll, = B> u = (Un),
2 ;0 ’ 7 (3.25)
Loo = |lu—Un|l, = o BAX |y — (Un);

olarak tamimlanan hata normlar1 kullanilarak gosterildi.

3.3.1 Dalga Hareketi

Bilimin her alaninda enerji dalgalar tarafindan yapilan titregimler ile taginir ve bilimin
en genig teknik konularindan biri olan dalga hareketi genel olarak belirli bir sinyali
ortamin bir noktasindan bagka bir noktasina belirli bir hizla aktaran harekettir.
Biitiin dalga hareketi formlarinda ortak amac enerjinin aktarilmasi oldugu ic¢in su
dalgalarinin hareketi ile 151k ve sesin yayihim karakteristigi giinliik hayatta benzer
bir yapidadir. Sonik patlama veya hareket halindeki trafikte lokalize daralmalar gibi
modern problemler dalga hareketinin temel ilgi alanidir. Diger yandan bu problemler
uzmanlar tarafindan yogun olarak calisilmig ve bilim ve miithendisligin hemen hemen
her alaninda dalga hareketi ile ilgilenilmigtir.

Bu kisimda (3.2) de verilen Boussinesq denklemi tarafindan iiretilen soliter dalganin
hareketi (3.3) baslangig ve (3.4) smur kosullari ile g6z oniine alindi. Baglangig
kosullarinda goriilen f (z) ve g (z) fonksiyonlar: (3.5) ile verilen tam ¢oziim ve tam
¢Ooziimin t bagimsiz degiskenine gore kismi tiirevinde t = 0 secilmesi ile

f(x)=q {A sech? ( AJ6 (x— :I?o)) + (l; — q/2)}
g () = 2Acq\/A/6 sech? <\/A7/6(:17 — 5:0)) tanh ( AJ6 (z — :Ito))
olarak elde edilir. Her iki Boussinesq tipi denklem i¢in, araligin sag ve sol ug

noktalarinda v =~ 0 saglanmasi goz oniine alinarak, problemin caligildig1 aralik x €
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[—80, 100] olarak secildi. Daha sonra farklh genlik, konum ve zaman adimlar igin
problemlerin yaklagik ¢oziimleri niimerik olarak elde edildi ve soliter dalganin hareketi

incelendi.

Good Boussinesq denklemi icin dalga hareketi

Boliim 3.1 de (3.19) ile verilen Good Boussinesq denkleminin tirettigi soliter dalganin
hareketini incelemek igin baglangi¢ ve siir kogullari sirasiyla

() = u(z,0) = —A sech? ( A6 (z — :zo)) - (13 + 1/2)

g(x) = u (w,0) = —2Acr/AJ6 sech? ( A6 (x — :zo)) tanh ( A6 (x — :zo))

ve

u(a,t) =u(b,t) =0

ug (a,t) = uy (b,t) =0
olarak alindi. Problem i¢in yapilan farkli caligmalar referans alinarak reel ¢oziimler
elde edilmesi icin b= —1 /2 secildi. Ilk olarak A = 0.369 genlige sahip olan soliter
dalganin farkli zaman ve konum adimlarinda yaklagik ¢oziimleri hesaplandi. Kullanilan
yontemin etkinligini gostermek icin yaklagik ¢oziim ile tam ¢oziim arasindaki uyum
(3.25) ile verilen Ly ve Lo, hata normlar ile 6lgiilerek elde edilen sonuglar sirasiyla
Tablo 3.1 ve Tablo 3.2 de sunuldu. Tablolardan goriilecegi tlizere konum adimi h
degerlerinin azalmasi ile hata normlarinin genel anlamda azaldigi fakat zaman adimi
At degerlerinin daha kiigiik se¢ilmesi ile hata normlarinda 6nemli bir degisim olmadig:

gozlendi.
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Tablo 3.1: GBq i¢in farkli At ve h degerlerinde L., hata normlar

Lo x10°
h,/At 0.001 0.00125 0.002 0.003 0.01

0.2 0.008373 0.008373 0.002582 0.003033 0.004027
0.25 0.001698 0.001698 0.003071 0.004088 0.005559
0.5 0.007420 0.005692 0.005964 0.005625 0.004965
0.625  0.011909 0.011909 0.012425 0.014200 0.012349
0.75 0.026173 0.026475 0.028444 0.028969 0.027963
0.8 0.036819 0.036376 0.036748 0.036454 0.036057
0.9 0.062326 0.060322 0.060070 0.059530 0.012349
1 0.086751 0.094202 0.091278 0.090495 0.091810

Tablo 3.2: GBq i¢in farkli At ve h degerlerinde Ly hata normlar:

L2 X ]_03
h, At 0.001 0.00125 0.002 0.003 0.01

0.2 0.025572 0.025572 0.012755 0.013674 0.017339
0.25 0.005524 0.005524 0.009517 0.011410 0.016979
0.5 0.019855 0.014685 0.015546 0.013727 0.011417
0.625  0.027498 0.027498 0.029382 0.035532 0.028792
0.75 0.067092 0.068744 0.067281 0.060511 0.061352
0.8 0.084341 0.085968 0.086468 0.086664 0.086587
0.9 0.028792 0.140809 0.142178 0.141140 0.148450
1 0.220308 0.215134 0.218505 0.228489 0.203745

Soliter dalganin hareketi, z € [—80,100] arahginda A = 0.369, h = 0.3,
At = 0.001, Zp = 0 ve t = 72 degerleri i¢in Sekil 3.2 de sunuldu. Manoranjan [80]
caligmasinda zamanla dalganin genisligi artarken genliginin azaldigini belirtmigtir.
Fakat sekilden goriilecegi iizere Manoranjan’in bu ¢aligmasinin aksine dalga genliginde
belirgin bir azalma olmadan ilerlemektedir ve dalganin arkasinda goriilebilir ikincil

dalgalar bulunmamaktadir.
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Sekil 3.2: GBq igin x € [—80,100], A = 0.369,h = 0.3, At = 0.001,z9 = 0,t = 72
degerlerinde soliter dalga hareketi

Dalganin grafigi ¢t = 0, 20, 40, 60 ve 72 zamanlar i¢in [—0.1 x 1075, 0.1 x 1077]
araligina kisitlandi ve sirasiyla Sekil 3.3 de sunuldu. Sekilden goriilecegi gibi baglangig
dalgasinin her iki tarafinda salinim yapan dalga trenleri formunda maksimum genligi
d =~ 0.4 x 1075 olan ikincil dalgalar gozlenmektedir. Elde edilen sonuclar

Bratsos [90] 'un ¢aligmas ile uyum igerisindedir.
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10x1077 1.0x107q 10x1077
8.0x10°9 8.0x10° 8.0x10™9
6.0x10°4 6.0x10° 6.0x10°4
40x10°4 1.0x10° 40x10°4
_20x10"1 . 20x10°q ~ 2051079
i oo i ool £ 0o 1
g g =] .
= -2,0x10" 2 90x10°4 -2.0x10"4
~4.0x10°4 a0 ~4.0x10"4
-6.0x1077 -6.0x10°1 “60x10"]
-80x10°9 s0x10° -80x10"4
Lo 2 0 . . ) -10x107+— T T T T 1 71'0“07:100 50 60 40 20 0 2 40 60 80 100 12
80 10 0 . 10 80 120 R —) 0, w0 ) 120 .
1051077 10x10°7
80x10° 80x10°
6.0x10" 6.0x10°
40x10°" 40x10°
204107 ~ 205107
oo 4 oo
= 5.
-2.0x10"4 -2,0x10°
-4.0x10" ~4.0x10"9
~6.0x10"9 -6.0x10°
-8.0x107 -8.0x10°
-1.0x107 T T T T T 1 -1.0x107 T T T T T 1
40 40 0 10 80 120 ) 0 10 80 120

Sekil 3.3: GBq:Ikincil dalgalar

Tezde sunulan yontemin dogrulugu ve etkinliginin sunulmasi diigtincesi ile elde

edilen ntimerik sonuclar literatiirde yer alan bazi caligmalarla karsilagtirilarak

Tablo 3.3 ve Tablo 3.4 de sunuldu. Tablo 3.3 de x € [-80, 100] araliginda A = 0.369,

h = 0.1, At = 0.001, 29 = 0 ve t = 72 degerleri i¢in L., hata normlar1 ve Tablo

3.4'de ise x € [—80, 100] araliginda A = 0.369, At = 0.002, o = 0 degerleri igin farkli

zamanlarda ve farkli konum adimlar1 géz oniine alinarak L., hata normlarinin bir

kargilagtirilmasi sunuldu. Tablolardan goriilecegi gibi Galerkin sonlu eleman yontemi

ile elde edilen ntimerik hatalar karsilagtirma yapilan caligmalar ile uyum igerisinde

olup hata miktar1 daha disiiktiir.
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Tablo 3.3: GBq i¢in L. hata normlarmin Ref. [89, 90, 95] ile karsilagtirilmasi

L
9] 0.3779%x 10 °
[90] 0.3779x1073
95](Linearization) 0.9750x107°
Galerkin Yontemi  0.8814x107°

Tablo 3.4: GBq i¢in Ly, hata normlarmin Ref. [87] ile kargilagtirilmasi

t h  [87] Galerkin yontemi

30 0.5 0.005501 0.003274 x 1073
0.3 0.001959 0.000452 x 1073
0.1 0.000126 0.024854 x 1073

60 0.5 0.008277 0.005033 x 1073
0.3 0.002940 0.001722 x 1073
0.1 0.000325 0.042511 x 1073

120 0.5 0.013058 0.008235 x 1073
0.3 0.004651 0.004527 x 1073
0.1 0.000512 0.055376 x 1073

Bad Boussinesq denklemi igin dalga hareketi

Bu kisimda, Bolim 3.1 de Galerkin sonlu eleman modeli olugturulan Bad Boussinesq
(BBq) denkleminin {iirettigi soliter dalganin hareketi ele alindi. Problemin baslangig

kosullar

f (x) = u(z,0) = A sech? ( AJ6(x — 570)> + (l; - 1/2)
g(2) = u, (2,0) = 24c\/AJ6 sech? ( A6 (x — :50)) tanh ( A6 (x — :50))

olarak elde edildi. Probleme ait siir kosullar: ise

u(a,t) =u(bt) =0
ug (a,t) = uy (b,t) =0
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olmak iizere literatiirde bulunan ¢aligmalar géz oniine alinarak b=1 /2 segildi. Ik
olarak, genligi A = 0.369 olan soliter dalganin farkli konum ve zaman adimlar: igin
niimerik ¢oziimleri elde edildi. Niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile ne kadar uyumlu
oldugu (3.25) ile verilen Ly ve L., hata normlari hesaplanarak olgiildii. Elde edilen
sonuglar Tablo 3.5 ve Tablo 3.6 da sunuldu.

Tablo 3.5: BBq icin farkli At ve h degerlerinde L., hata normlar:

Lo x 103
h/At 0.001 0.002 0.01 0.02 0.03 0.1 0.2
4 20.763350 20.760400 20.761790 20.761820 20.761540 20.759040 20.751880
5 46.469530 46.473090 46.473030 46.472230 46.472680 46.472960 46.475330

Tablo 3.6: BBq icin farkli At ve h degerlerinde L, hata normlar:

L2 X 103
h,/At 0.001 0.002 0.01 0.02 0.03 0.1 0.2
4 62.242030  62.233630  62.237130  62.237110  62.236350  62.206930  62.116700
) 171.872500 171.881100 171.882800 171.878600 171.880100 171.869100 171.839700

Tablolardan goriilecegi iizere h konum adimlarinin kiigiik secilmesi ile Ly ve Lo,
hata normlart 6énemli 6lglide azalmig, fakat At zaman adimlarimin degisimi ile hata
normlarinda kayda deger bir degisim gozlenmemistir. En yakin niimerik sonuglar ise
Bratsos [74]'un caliymasinda gozlendigi gibi h = 4 degeri i¢in elde edildi.
x € [—80,100] arahginda Ty = 0 noktasma konumlandirilan A = 0.369 genligine
sahip soliter dalganin hareketi ise h = 4, At = 0.001 ve t = 72 degerleri i¢in Jekil 3.4
de sunuldu. Sekilden goriilecegi lizere baslangic dalgasi t = 72 zamanina kadar seklini
koruyarak ilerler. Baglangic dalgasinin ardinda her zaman adiminda salinim yapan ve
genlikleri artan ikincil dalgalar bulunur. Bu dalgalarin maksimum genligi d ~ 0.004

olup elde edilen yeni niimerik gema ile Bratsos'un [89] ¢aligmasinda sundugu d ~ 0.05
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degerinden daha kiiciik genlige sahip ikincil dalgalar olustugu sonucuna varilir.

Ul

Sekil 3.4: BBq i¢in € [—80,100], A = 0.369, h = 4, At = 0.001, &) = 0 ve t = 72
degerlerinde soliter dalga hareketi

Galerkin sonlu eleman yontemi ile elde edilen yeni sonuclar; literatiirde bulunan
farkli caligmalar ile kargilagtirilarak Tablo 3.7 ve Tablo 3.8 de sunuldu. L., hata
normlary, x € [—80,100] araliginda A = 0.369, h = 4 ve Ty = 0 degerleri igin
Tablo 3.7 de farkli At degerleri icin ¢t = 48 secilerek ve Tablo 3.8 de ise farkli At
degerleri ve ¢ zamanlari goz oniine alinarak sunuldu. Tablolardan goriilecegi iizere
Galerkin sonlu eleman yontemi ile elde edilen niimerik sonuglar [74, 88, 89] referansh
caligmalarda elde edilen sonuclar ile uyum icerisindedir ve daha iyi sonuclar elde

edilmistir.
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Tablo 3.7: BBq i¢in L., hata normlarimin Ref. [89] ile kargilagtirilmas:

Lo
At [89] Galerkin yontemi
0.001 0.175345 0.011866
0.0001 0.133362 0.011885

Tablo 3.8: BBq i¢in L, hata normlarimin Ref. [74, 88] ile kargilagtiriimas

Lo
At t [74] [88] (M I) [88] (M II) Galerkin yontemi
0.1 36 0.360 x 10! — — 0.118 x 107!
72 0.349 x 107! — — 0.207 x 107!
0.01 36  0.358x10"'  0.501x10""  0.501x10°"  0.118 x 10~*
72 0.347 x 107! 0.535 x 107! 0.571 x 107! 0.207 x 107!

Daha sonra genligin degigimi ile elde edilen hatalarin incelenmesi amaci ile
x € [—80,100], A = 0.369, h = 4, Ty = 0 ve At = 0.1 degerleri gbz 6niine alinarak
elde edilen sonuglar Bratsos [74]un ¢alismasi ile kargilagtirilarak Tablo 3.9 da sunuldu.
Tablodan goriilecegi tizere dalganin genliginin azalmasi ile L., hata normu azalmig ve

karsilagtirilmas: yapilan calismadan daha iyi sonuclar elde edilmistir.

Tablo 3.9: BBq i¢in farkl genlik degerleri igin L., hata normlarmim Ref. [74] ile
kargilagtirilmasi

A [74] Galerkin Yontemi

t =36 t =36 t="72
0.100 x 107% 0.119 x 1078 0.120 x 1078 0.123 x 1078
0.100 x 10~° 0.107 x 1073 0.121 x 107 0.123 x 107¢
0.100 0.262 x 1072 0.147 x 1073 0.532 x 1073
0.369 0.360 x 107! 0.118 x 107! 0.207 x 107!
0.5 0.569 x 1071 0.340 x 1071 0.913 x 1071
1 0.454 0.432 0.650
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3.3.2 1Iki Soliter Dalga Etkilesimi

Bu tezde, ilgilenilen model problemler i¢in dalga etkilegimi olaylar1 goz ontine alindi.
GBq ve BBq denklemleri igin birbirlerine dogru hareket eden iki soliter dalganin
etkilesimi goz Oniine alinmakla beraber ayrica GBq denklemi i¢in ayni yone dogru
hareket eden iki soliter dalganin etkilesimi de incelendi. Diger model problemler
i¢in ise problemlerin yapisina uygun olarak soliter-soliter dalga etkilesimi i¢in genligi
pozitif olan iki soliter dalga ve soliter-antisoliter dalga etkilesimi i¢in ise birinin genligi
pozitif olan soliter dalga ile digerinin genligi negatif olan antisoliter dalganin etkilegimi

ele alindi.

Good Boussinesq denklemi igin soliter dalga etkilesimi

Bu kisimda GBq denklemi tarafindan iiretilen iki soliter dalganin etkilesimi konu

alindi. GBq denklemi i¢in iki dalganin etkilegsim problemi [73]

u(r,t) = —37 | A; sech? ( A; /6 (x —cit — :I:Z)) — (l;z + 1/2)
6=+ (—2 (b + AZ-/?)))U2

ile ifade edilir. Burada ¢ = 1,2 olmak fizere (3.26) ile verilen ¢oziim, A; ve A,

(3.26)

genliklerine sahip, basglangictaki z; ve Z5 noktalarina konumlandirilmig, ¢; ve co hizlar
ile x ekseninde saga dogru ilerleyen iki dalgay1 temsil eder.

Bu galigmada GBq denklemi igin dalga etkilesimi problemi by = by = —1/2 olmak
uzere

f(z) = —A,; sech? ( A, 76 (z — ;51)) A, sech? ( A5/6 (1 — :zz))

g () = =24, ¢14/A;/6 sech® <\/T/6(x — :1?1)> tanh ( A1/6 (x — 571)>
—2A5 91/ A3/6 sech? (W T — I ) tanh (W(m — 32’2))
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baslangic kosullar ile esit ve farkli genlikteki dalgalar géz ontine alinarak incelendi.
Her iki durumda soliter dalgalar baslangicta z; = —50 ve Ts = 50 noktalarina
konumlandirildi ve problemin cahgildigi arahk = € [—80,100], zaman adim
At = 0.01, konum adim1 A = 0.5 ve t = 100 secildi. Daha sonra egit genlige sahip
dalgalar i¢in A; = Ay = 0.369 ve farkh genlikteki dalgalar i¢in A; = 0.2 ve Ay = 0.4
secilerek soliter dalgalarin ¢; = —co hizlar ile birbirlerine dogru hareket ederek
etkilegsime girmeleri saglandi. Esit genlige sahip dalgalarin etkilegimi Sekil 3.5-(a),
farkli genlige sahip dalgalarin etkilegimi ise Sekil 3.5-(b) de sunuldu. Sekillerden
goriilecegi tlizere soliter dalgalar birbirlerinin varhgim algiladiklari andan itibaren
yavagca oOrtiigiirler ve ayni genlikteki dalgalar yaklagik olarak ¢ ~ 62, farkl genlikteki
dalgalar yaklasik olarak ¢t ~ 60 da tek dalga formunda goriintirler. Etkilesimden sonra
ise dalgalar ayrilarak genliklerini ve gekillerini tekrar kazanirlar. Ayrica, etkilegime
giren soliter dalgalar arasinda kalan bolgede goriilebilir ikincil dalgalar
bulunmamaktadir. Yani; etkilegsim elastiktir. Bununla birlikte her iki durum iginde
dalgalar ortiigtiigiinde baglanti genligi iki dalganin genliginin toplamindan fazladir.
Elde edilen sonuglar literatiirde bulunan [80, 81, 85, 87, 88, 90, 93, 95] referansh

caligmalar ile uyum igerisindedir.
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(a) (b)
Sekil 3.5: GBq: Soliter dalga etkilesimi

Manoranjan [80] ¢calismasinda esit genlige sahip dalgalarin etkilegim problemi igin
A > 0.369 durumunda ¢6ziimiin niimerik olarak patlayacag: fakat farkl genlige sahip
dalgalarin etkilesimi probleminde bu durumun gozlenmeyecegini rapor etmistir. Bu
nedenle esit genlikli dalgalar icin A; = As = 0.4 secilerek problem ele alindi. Elde
edilen sonuglar Sekil 3.6 (a) de sunuldu. Sekilden dalgalarin etkilesime girdikten
sonra ayrilmadigl ve baglant1 anindaki dalganin genliginin hizla artarak yaklasik ¢ ~
65 zamaninda niimerik olarak patladigi gozlenmektedir. Farkli genlikteki dalgalarin
A > 0.369 durumundaki etkilegim problemi ise A; = 0.2 ve Ay = 0.4 se¢imi igin Sekil
3.5 (b) de sunuldugu gibidir. Genlik degerlerinin artigi igin bu durumun incelenmesi
amaci ile dalgalarin genlikleri A; = 0.3 ve Ay = 1 secilerek niimerik sonuclar
Sekil 3.6 (b) de sunuldu. Sekilden goriilecegi tizere Manoranjan [80]'nin aksine dalgalar
etkilesime girdikten sonra tekrar ayrilmayip baglant1 dalgasinin genligi hizla artarak

yaklagik £ ~ 69 zamaninda ¢oziim patlamistir. Sonug olarak farkli genlikteki dalgalarin

72



etkilegsim problemi igin Zoheiry [85]'nin de belirttigi gibi etkilegime giren dalgalarn

genligi yeterince biiyiik ise etkilesim problemi, ¢oziimiin patlamasi ile sonlanacaktir.

Sekil 3.6: GBq: Soliter dalga etkilesiminde ¢oziimiin patlamasi

Ismail ve Mosally [95)'in ¢galigmalarinda ise ayni yone dogru hareket eden ve farkl
genliklere sahip olan dalgalarin etkilesimi probleminde genlik degerinin A < 1.15
secimi icin ¢oziimlerin niimerik olarak patlamayacagini ifade ettiler. Bu niimerik
deneyimlere ulagmak icin problemin calisildigi aralik, zaman ve konum adimi esit ve
farkli genlikli dalgalarin etkilegim problemi ile ayni secildi. Ayni yone dogru hareket
eden dalgalarin etkilegiminin tamamlanmasi igin ¢t = 150 secildi. Genlikleri A; = 0.3
ve A = 1 olan ve baslangicta £; = —60 ve 7o = —30 noktalarina konumlandirilarak
c1 ve ¢ hizlar ile z ekseninde saga dogru hareket eden soliter dalgalarin etkilegimi
incelendi. Elde edilen niimerik sonuglar ise Sekil 3.7 de sunuldu. Sekilden hizli olan
dalganin yavas olan dalgaya yetiserek yavas olan dalga ile etkilesime girdigi ve t ~ 80
zamaninda etkilegsen dalgalarin ortiiserek tek bir dalga formunda oldugu, etkilesimden
sonra ise her iki dalganin ayrilarak seklini ve genligini dolayisiyla hizimi tekrar

kazandiklar1 goriilmektedir. Etkilesim sonrasinda her iki dalganin arkasinda kalan
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bolgede goriilebilir ikinci dalgalar bulunmamaktadir. Ayrica birbirlerine dogru hareket
eden dalgalarin etkilesiminin aksine ayni yone dogru hareket eden dalgalar
ortiugtiigiinde baglant1 dalgasinin genligi her bir dalganin genliginin toplamindan daha

azdir. Elde edilen sonuglar [95] referansh galigma ile uyum igerisindedir.
"‘vi 4
. lig

Sekil 3.7: GBq i¢in ayni yone dogru hareket eden soliter dalgalarin etkilegimi

Bad Boussinesq denklemi ic¢in soliter dalga etkilesimi

Bad Boussinesq denklemi tarafindan tiretilen iki soliter dalganin etkilesimi

u(z,t) = Y2, A; sech? ( 4,76 ( — cit — :c)) + (b 1 /2)
o (2 (b n AZ-/3>)1/2

¢oziim formu ile ele alinir. Burada ¢ = 1,2 ve A; dalgalarin genliklerini, z; baslangig

(3.27)

konumlarmi ve ¢; (¢; = —c¢y ) dalgalarin hizlarimi simgelemek {izere birbirlerine dogru

hareket eden iki soliter dalganin etkilegimi problemi b; = by = 1/2 segilerek

f (x) = A; sech? ( A1/6 (x — 571)> + Aj sech? (M(x - 5:2))

g () = 241 c11/A1 /6 sech? (\/T/e) (z — jl)) tanh ( 4,76 (z — :zl))
+2A, ¢34/ A3/6 sech? ( Ay /6 (x — 32’2)) tanh ( Ay /6 (x — 32’2)>
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baslangic kosullar ile ele alind. Iki soliter dalganin etkilesimi esit ve farkli genlikteki
dalgalar goz oniine alinarak incelendi. Her iki durumda da problemin c¢aligildigi aralik
etkilegsimin tamamlanmas1 amaci ile x € [—150,150] segilerek dalgalar baslangigta
Z7 = —40 ve Ty = 40 noktalarina konumlandirildi. Esit genlige sahip dalgalar igin
A; = Ay = 0.369 ve farkh genlige sahip dalgalar i¢in A; = 0.2 ve Ay = 0.4 secilerek
h =4,At =0.1,t = 72 degerleri ile elde edilen sonuglar Sekil 3.8 (a) ve (b) de sirasiyla
sunuldu. Her iki durumda da dalgalarin zaman igerisinde ortiigerek tek bir dalga
formunu aldigi, baglant1 noktasindaki genligin her iki dalganin genliginin toplamindan
daha biiyiik oldugu ve etkilesim sonrasinda dalgalarin genliklerinde ihmal edilebilir

oranda bir degisim oldugu sonucuna varildi. Elde edilen yeni sonuclar literatiirde

bulunan [87, 88, 93] caligmalar ile uyum igerisindedir.

Sekil 3.8: BBq: Soliter dalga etkilegimi
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3.3.3 Soliter Dalga Ayrilmasi

Dalga ayrilmasi, lineer olmayan olusum denklemleri teorisinin 6nemli bir alanidir.
Burada konu alinan olay bir soliter dalganin ilerleyen zaman iginde iki veya daha fazla
soliter dalgaya ayrilarak bir miktar radyasyon ortaya ¢ikarmasidir. Bu problemde GBq
denklemi tarafindan tiretilen soliter dalganin ayrilmasi soliter dalganin baslangictaki
hizi ¢ = 0 secilmesi ile elde edilen A = 1.5 civarinda genlik degerinin segilmesi elde
edilir. Problemin gahgildigi aralik = € [—100, 100] olmak iizere, At = 0.025, h = 0.5
ve t = 70 degerleri i¢cin A = 1.49999 genligine sahip ve baslangicta o = 0 noktasina

konumlandirilmig olan soliter dalganin ayrilmasi Sekil 3.9 da sunuldu.

Sekil 3.9: GBq i¢in z € [—100,100], A = 1.49999, h = 0.5, At = 0.025, Zp = 0 ve
t = 70 degerlerinde soliter dalga ayrilmasi

Sekilden goriilecegi tizere baslangic dalgast zamanin ilerlemesi ile ¢ ~ 20
zamanindan sonra genlikleri yaklagtk A; = As; = 0.373831 ve hizlarn ¢ = 0.8665
olan zit yonlere ilerleyen iki simetrik dalgaya ayrilir. Elde edilen sonuclar literatiirde

bulunan [81, 85, 87, 95] ¢aligmalarla uyum icerisindedir.
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4. IMPROVED BOUSSINESQ DENKLEMLERI

Bu kisimda Boussinesq tipi denklemlerden Improved Boussinesq denklemi (IBq),
Improved Boussinesq (IBq) tipi denklem ve modifiye edilmig Improved Boussinesq
denklemi (MIBq) tanitilarak denklemlerin literatiir aragtirmalar: sunuldu. Daha sonra
kuadratik B-spline baz fonksiyonlar:1 yardimiyla model problemlerin Galerkin sonlu

eleman formiilasyonlar1 olusturularak niimerik 6rnekler ve sonuclar verildi.

4.1 Improved Boussinesq Denklemi

Bogolubsky [79, 98], Boussinesq denkleminin kisa dalga uzunluklar1 igin Cauchy
problemini saglamadigim gosterdikten sonra Makhankov [78], tzpp, teriminin g,y
terimi ile degistirerek ile fiziksel olarak kararli, Cauchy problemini saglayan ve

bilgisayar simiilasyoununa uygun

_ 2
Ut = Ugy + Ugtt + (U )xw

Improved Boussinesq denklemini elde etti. IBq denklemi; iyon ses dalgalarinin
yayiliminin modellenmesinde [78], lineer olmayan dalga dinamikleri ve ortamda zayif
dalga yayilimlarinda, dairesel kesitlerle boliinmiis elastik cubuklardaki akustik
dalgalarin modellenmesinde kargilagilan kismi diferansiyel denklemlerden biridir [99].
[Bq denklemi iizerine yapilan ¢aligmalardan bazilar::

Soerensen vd. [99], elastik gubuklarda boylamsal dalgalar igin ¢aligmalar yapmak

amaci ile kuadratik ve kiibik nonlineerlik igeren IBq tipi denklemleri ele aldilar.
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(Caligmalarinda soliter-soliter ve soliter-antisoliter dalga etkilesimlerini incelediler. Her
iki durumda da soliter dalgalarin etkilesimden sonra hizlarini ve gekillerini koruduklar:
fakat kiibik durumda, kuadratik duruma gore daha giiclii radyasyon alani olustugu
ayrica soliter-antisoliter etkilesiminde soliter-soliter etkilegsimine gore daha giicli
radyasyon agiga ¢iktigr sonucuna vardilar. Zhang ve Lu [100], sonlu hacim yontemi
kullanarak IBq denklemi i¢cin bir niimerik sema elde ettiler. Yontemi uygularken
eleman sekil fonksiyonlarini Lagrange tipi kuadratik fonksiyonlardan segtiler ve
semanin kararhlik analizini Von Neumann yontemi ile yaptilar. Niimerik 6rnek olarak
dalga hareketi, etkilesim, dalga ayrilmasi ve ¢oziim patlamasi problemlerini ele aldilar.
Iskandar ve Jain [101], IBq denklemine sonlu fark yaklagimi ve lineerlestirme teknigi
uyguladilar. Boylece ii¢ zaman seviyeli iteratif sema elde ettiler ve bu semanin
¢oziimiinde Thomas algoritmasi kullandilar. Von Neumann kararlihk analizi ile
olugturduklar1 semanin sartsiz kararli oldugunu gosterdiler. Niimerik ornek olarak
dalga hareketi ve dalga etkilesimi problemlerini ele aldilar. Dalga etkilesimi problemi
ile soliter dalgalarin genliginin A < 1 oldugu durumda etkilegimin elastik, A > 1
durumunda inelastik oldugu sonucuna vardilar. El-Zoheiry [102], temeli kompakt
kapali yonteme dayanan li¢ zaman seviyeli bir niimerik sema olusturdu. Elde ettigi
semanin lineerlestirilmis formuna von Neumann kararlilik analizi uygulayarak sartsiz
kararl oldugunu gosterdi ve semanin niimerik ¢oziimlerini Thomas algoritmasi ile elde
etti. Niimerik caligmalarinda ise dalga hareketi ve dalga etkilesimi konularini inceledi.
Yang ve Wang [103], IBq denkleminin w, (0,t) = u, (1,t) = 0 tiirevli sinir kogullar
ve u(x,0) = ¢ (x), u(z,0) = ¢ (z) baglangig kogullar ile ele alarak ¢oziimiiniin
varligi, tekligi ve ¢oziim patlamasi problemleri iizerinde calistilar. Burada i = 0,1, 2

ve j = 1,2 igin ¢;,1); reel sabitler ve ¢ (), ¢ (z) siirekli fonksiyonlar olmak {izere
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© () = ©o/2 + @1 cosTE + Py cos 2mx ve P () = 1y cos T + 1)y cos 2mx dir. Ing ve
Evans [104], IBq denklemini ¢6zmek i¢in Adomian ayrigim yontemi kullandilar. Bu
yontemde ¢oziimii, katsayilar ile yazilmig bir kuvvet serisi formunda ifade ettiler.
Dalga hareketi problemi yardimiyla yontemin dogrulugu ve etkinligini gosterdiler.
Ancak seride diferansiyeli ve integrasyonu agir iglemler gerektiren kompleks terimler
bulunmaktadir. Bu nedenle niimerik ¢oziimler ¢ 'nin ¢ok kii¢iik degerleri icin tam
¢oztimlerle kargilagtirildi. [105] * de ise Wazwaz, IBq denkleminin degiskenlerini pozitif
ve negatif tislerle ele ald1 ve lineer olmayan degiskenlerin kompakt ve kompakt olmayan
fiziksel yapilara neden oldugunu gosterdi. Bu degiskenlerin ¢oziimii i¢in bir sine-cosine
yontemi kullandi. Yaptigi analizler sonucunda ¢oziimlerin kompaktonlar, soliter
modeller, peryodik ¢oziimler ve solitonlar olabilecegi sonucuna  vardi.
Bratsos [106, 107], iyi ve k6tii durumlu IBq denkleminin niimerik ¢oziimlerini elde
etmek icin temeli rasyonel yaklagimlara dayanan ikinci mertebeden sonlu fark
yaklagimi kullanarak ii¢ zaman seviyeli bir ntimerik sema elde etti. Niimerik 6rnekler
yardimiyla gemalarin analizini yapti ve hicbir niimerik c¢aligmasinda ¢6ziimiin
patlamasi problemi ile kargilagsmadi. Elde ettigi sonuclarin literatiirde bilinen
calismalarla benzer davramslar sergiledigini belirtti. [107]'de ise IBq denkleminin
niimerik ¢oziimlerine ulagmak i¢in Predictor-Corrector yontemi ile iligkili kapali sonlu
fark semasi olusturuldu. Bratsos, dalga hareketi ve etkilesim problemleri ile elde
ettigi semanin etkinligini test etti ve galigmalarim [101], [102] referansh galigmalar
ile karsilagtirdi. Lin ve Wu [108], IBq denklemine lineer B-spline bazlar kullanarak
Galerkin sonlu eleman yontemi uygulad. Tkinci mertebeden zamana gore tiirev iceren
denklemi bir yardimci1 degisken ile zamana gore birinci mertebeden tiirev igeren iki

denkleme dontistiirerek lineer olmayan sistem elde ettiler. Bu sistemi ig iterasyonlarla
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lineerlegtirdikten sonra Runge-Kutta-Verner yontemi ile c¢oziimlerini elde ettiler.
Niimerik ornek olarak dalga hareketi, dalga etkilegimi, dalga ayrilmasi ve ¢éziimiin
patlamasi problemlerini ele aldilar. Irk ve Dag [109], Improved Boussinesq denklemi
icin iki niimerik yontem geligtirdiler. Ik niimerik yontemde, bes nokta sonlu fark
yaklagimi yardimiyla denklem icin bir sema olusturdular ve zamana gore tiirev igeren
terimler icin merkezi sonlu farklar ve diger tiim terimler icin ise u = o u™ + apu™ +
azu™ ! geklinde bir yaklagim uyguladilar. «; "leri dogrulugu en yiiksek olacak sekilde
belirleyerek sonlu fark gsemasi elde ettiler ve bu semalari Thomas algoritmasi ile
cozdiiler. Ikinci niimerik yontem olarak denkleme kuintik B-spline bazlar yardimiyla
kollokasyon sonlu eleman yontemi uyguladilar ve yine o; nin farkh secimleri icin iki
sema elde ederek bu semalar1 da Thomas algoritmas: ile ¢ozdiiler. Niimerik 6rnek
olarak ise dalga hareketi ve etkilegim konularim ele aldilar. Shokri ve Dehghan [110],
denkleme radyal baz fonksiyonlar1 kullanarak, agsiz yontem ile kollokasyon yaklagimi
uyguladilar. Elde ettikleri lineer olmayan sistemi ¢ozmek i¢in ise ii¢ zaman seviyeli bir
yaklagim iceren Predictor-Corrector semasi gelistirdiler. Calismalarinda dalga hareketi
ve etkilesimi problemlerini ele aldilar. Etkilesim probleminde soliter dalgalarin genlik
degerlerinin A > 0.4 oldugu durumda etkilegimin inelastik oldugu sonucuna vardilar.
Abdou vd. [111], IBq denkleminin genellestirilmig soliter ¢oziimlerini ve peryodik
¢oziimlerini elde etmek icin iistel fonksiyon yontemi ile sembolik hesaplamay1
kullandilar. Bulut vd. [113], IBq denklemi ve Burgers tipi denklemlerin bazi tam
¢oziimlerini  gelistirilmis Tanh fonksiyon yontemini kullanarak elde ettiler.
Wang vd. [114], IBq denklemi i¢in enerji koruyan sonlu hacim gsemasi dizayn ettiler.
Amaclanan semanin enerji ve kiitleyi korudugunu gostererek, semanin etkinligini

dalga hareketi, etkilesimi ve dalga ayrilmasi problemlerini ¢aligsarak teorik analizler
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ile gosterdiler.

Tezin bu kisminda IBq denkleminin niimerik ¢oziimlerini elde etmek i¢in kuadratik
B-spline bazlar kullanilarak IBq denklemine Galerkin sonlu eleman yontemi uygulandi.
Yontemin uygulanmasindan once zamana gore ikinci mertebeden lineer olmayan kismi
diferansiyel denklem olan IBq denklemi ayrigtirma yontemi ile zamana gore birinci
mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel denklem sistemine indirgendikten sonra
denklemin sonlu eleman modeli olugturuldu. Daha sonra bu model yardimiyla
denklemin yapisina uygun olarak sirasiyla dalga hareketi, dalga etkilegimi, soliton

dogumu olarak adlandirilan dalga ayrilmas: ve ¢oztiim patlamasi problemleri ele alindi.

4.1.1 1Bq Denklemi i¢in Galerkin Sonlu Eleman Modeli
Bu kisimda
Ut = Ugy + (uz)xx + Uyt (41)

Improved Boussinesq denklemi
u(z,0)=f(z), w(z0)=g(z) z€lab (4.2)

baglangi¢ kosullar1 ve

a,t) =u(b,t) =0

wl(at) =ub) te0,7] (4.3)
ug (a,t) = uy (b,t) =0

siir kogullar ile ele alindi. Burada f (z) ve g (x) bilinen fonksiyonlar olmak iizere

u = u(x,t) yeterince tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Alt indis olarak belirtilen z

ve t degigkenleri sirasiyla konuma ve zamana goére kismi tiirevi simgelemektedir.

A, (4.1) ile verilen IBq denkleminin iirettigi soliter dalganin genligi, ¢ hiz1 ve &
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ise dalganin baslangigtaki konumu olmak iizerere (4.1) denkleminin soliter dalga tipi

u(x,t) = A sech? (%\/% (x —ct — f0)> (4.4)

c==4(1+2A/3)"? (4.5)

¢Ozumi

olup dalganin hizi

ile verilir [101].

Baslangig kogulunda goriilen f (x) fonksiyonu problemin tam ¢oziimiinde ¢ = 0
segilmesi ve g (z) fonksiyonu ise tam ¢oziim fonksiyonunun ¢ bagimsiz degiskenine gére
kismi tiirevinde ¢ = 0 secilmesi ile elde edilen yeterince tiirevlenebilen fonksiyonlardir.
Daha 6nce ele alinan Boussinesq denkleminde yapilan ayrigtirma iglemi (4.1) ile verilen

[Bq denklemine uygulanirsa, v yardimei fonksiyon olmak iizere

Uy = v (4.6)

_ 2
Uy = Ugy + (U )xx + Vgt

seklinde denklem sistemine indirgenir. Ayrigtirma tekniginin avantajlarindan soz
edilirken ayrigtirilan denklemin orjinal denklemin o6zelliklerini korudugundan soz
edilmisti. Dolayisiyla (4.1) ile verilen Improved Boussinesq denkleminin niimerik
¢Oziimlerinin elde edilmesi yerine (4.6) ayrigtirilmig sistemin niimerik ¢oziimlerinin
elde edilmesi ayn1 anlamdadir. Galerkin sonlu eleman yontemini uygulamak i¢in ilk
adim; (4.6) ile verilen ayrigtirilmig denklem sisteminin agirhikli kalan formunu ve
bu form yardimiyla zayif formunu elde etmektir. Boylece (4.6) ile verilen denklem
sistemindeki her bir denklem W agirlik fonksiyonu ile carpilarak problemin galigildigi

bolge tizerinde integrali almirsa (4.6) ile verilen denklem sisteminin agirhkl kalan
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formu
b
/W(ut—v)d:c:O
“ (4.7)
/W (0t — Ugy — (U?),, — Vgar) dx =0

olarak elde edilir. Sistemin agirlikli kalan formunda denklem iizerindeki
diferansiyellenebilme sartinin agirlik fonksiyonu iizerine dagitilmasi igin (4.7) ile verilen

sisteme kismi integrasyon uygulanirsa (4.6) ile verilen denklem sisteminin zayif formu
b
/(Wut —Wv)dx =0

: (4.8)
/ (W + Wauy 4+ 2Wou uy + Wovy) do

a

= [Wu, +2Wu u, + vat]z

olarak elde edilir. Yontemin uygulanmasi i¢in bir sonraki adimda galigma bolgesi

olarak aliman [a,b] aralig
a=xg<w < -<aTN1<IN=Db

olacak sekilde daha kiiciik ve esit alt araliklar formunda N sonlu elemana boliintir
ve m = 0,1,2,..., N icin {xm}izo diigiim noktalarini temsil etmek tizere her bir
elemanin uzunlugu h = x,,,1 — x,, secilir. Bu problemde eleman sekil fonksiyonlar:
Bliim 2. de (2.11) ile verilen kuadratik B-spline fonksiyonlar1 olarak secilir. Problemin
sirastyla u (x, t) ve v (x, t) tam ¢oziimlerine karsilik gelen Uy (z,t) ve Vi (x, t) yaklagik
¢oziimleri kuadratik bazlar cinsinden verilen bolge iizerinde

Uy (2,t) = Y 6, (t) @ (x)
=1 (4.9)

AICOEDIACLIC
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seklinde olusturulur. Burada d,(t) ve o, (t) belirlenecek olan zamana bagh
parametrelerdir. Eleman denklemlerinin sistematik bir bigimde tiiretilmesi ilkesi ile
global bazlardan lokal bazlara gegig yapilmahdir béylece tipik bir [2,,, Z,,41] eleman
tizerinde (2.11) ile verilen kuadratik B-spline fonksiyonlari, 0 < ¢ < h olmak iizere
¢ = — x,, donligimi yardimiyla

Gmr = (h—&)* /12

Gm = (B + 2RE — 2€2) /h? (4.10)

Pmi1 = &2/ 1?
olarak elde edilir. (4.9) ile verilen Uy (x,t) ve Vy (z,t) yaklagik ¢dziimleri tipik bir

[, Tmi1] elemam fizerinde kuadratik B-spline bazlar cinsinden

m—+1

Uv= > 06 (t)¢ (4.11)

j=m—1

m+1
Vy = Z 0; (t) ¢;
j=m—1
olarak ifade edilir. (4.10) ile verilen kuadratik B-spline fonksiyonlar: ile (4.11)

yaklagimlariin z,, noktasinda Uy,Vy ve Uy, V3 'nin § ve o parametreleri cinsinden

noktasal degerleri
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dir. IBq denkleminin tipik bir [x,,, Z,,11] eleman igin zayif formu

Tm+1
/ (Wuy — Wo)dx

Tm
Tm+1

(4.12)
/ (Woy + Wouy + 2Wou uy + Wovy) do

Tm

— Wy + 2Wu uy + W]

seklindedir. (4.11) ile verilen yaklagik ¢oziim fonksiyonlar1 ve W; = ¢; formunda
segilen agirlik fonksiyonlarimin (4.12) ile verilen denklemin zayif formunda yerine

yazilmasi ile

m+1 h h
Gip;dE 55— Gip;d§ | o
PRV /
m+1 h h m+1 h
P} [owiie | o+ | [ osac YAED [ oisonde | a5 s
0 0 0
h m-+1
+ / oiade | ot b = S {(6:0)
0 j=m—1

m—+1 h
=2 > (dndon) 0505 + (4i)) df}

k=m—1 0

R

denklem sistemi elde edilir. Burada ifadesi eleman parametrelerinin ¢ bagimsiz

@y
/

degiskenine, ise eleman gekil fonksiyonlarinin z bagimsiz degiskenine gore kismi
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tiirevini simgeler. (4.13) sistemindeki eleman matrisleri
R h
Af = Of Gi¢;dE
h
Bj; = Of Pi;dE
h
ok (0) =2 [ ¢i¢ondE
0
e h
D ij gbigb;'}o
. h
Eijk; (5> =2 @%%\0

olarak adlandirilir ve integral hesaplamalar1 yapilarak eleman matrisleri

6 13 1
Ne __ h
Ag =2 113 54 13 |,
1 13 6
2 -1 -1
e _ 2
_—1 -1 2

(24,-18,—6)5 (52, —24,-28)6  (4,2,—6)6
ce(@) =L 1 (-18,16,2)8 (—24,48,—24)6 (2,16, —18)5
(—6,-2,4)8 (—28,—24,52)5 (—6,—18,24)6
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1 -1 0
Di=211 -2 1|,
0 -1 1

(1,—1,0)6 (1,-1,0)6 (0,0,0)6
(@)==21(1,-1,006 (1,-2,1)6 (0,-1,1)0
(0,0,0)6 (0,-1,1)0 (0,-1,1)6

E°.

ijk

bigiminde elde edilir. O halde tipik bir eleman {izerinde (4.13) denklem sistemi matris

formunda .
0¢ —o°
(Ae+Be _De) é.e_'_ (Be _ De+Ce (56) _ Ee (56))56

seklindedir. Her bir eleman i¢in elde edilen matrislerin birlestirilmesi ile matrislerin

genel satirlary

A:l(1,26,66,26,1),

B:2(-1,-2,6,-2,-1),

C(6) : £((—6,2,4,0,0) 6, (—28,—42,68,2,0) 4,
(—6,—42,96, —42, —6) 6, (0,2, 68, —42, —28) 6, (0,0,4,2, —6) §)
D £(0,0,0,0,0),

E(0) : 4(0,0,0,0,0)
dir. Birlestirilmis matrisler ile tiim bolge tizerinde denklem sisteminin matrisler
cinsinden ifadesi
d=o0
- -1 (4.14)
d:-@+B—D)<B—D+C@—E®»5
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bigimindedir. Burada § = (6_1, &y, 1, -, 5N)T ve 0 = (0.1, 09, 01, "+, JN)T

olmak tizere tiim bolge tizerinde elde edilmek istenen zamana bagh parametrelerdir.

Boylece 1Bq denklemi ¢oziimii problemi, sonlu eleman yonteminin uygulanmasi
ile (4.14) ile verilen (N + 2) bilinmeyen ve (N + 2) denklemden olusan diferansiyel
denklem sisteminin ¢oziimii problemine déniigiir. (4.14) ile verilen denklem sisteminin
¢oziimiine baglamadan once sinir kogullarinin uygulanmasi adimina gegilmelidir. Bu

adimda
u (z9,t) = Un (w0, t) = 01 + do

v (l’o,t) = VN (l’o,t) = 0_1 + (o))

u(xy,t) =Un (xn,t) = 6n_1+ N

v(zn,t) =Vy (N, t) =0n_1+ 0N
sinir kosullar: yardimiyla her bir sistemden d_1, 5 bilinmeyenleri g, dy_1 ve 0_1, on
bilinmeyenleri oy, oy_; cinsinden yazilarak sistemde yok edilir. Bu uygulamanin
ardindan her biri (N x N) tipinde diferansiyel denklem sistemleri elde edilmig olur.
Denklem sistemlerinin 0; ve o; parametrelerine goére niimerik ¢oziimleri uygun
yontemlerden herhangi biri ile elde edilebilir. Bu ¢aligmada uygulanma kolayhgi ve
etkinligi nedeniyle dérdiincii mertebeden Runge-Kutta (RK4) yontemi kullanild.
RK4 yonteminin kullanilmas: ile 6"*! ve ¢"*! parametreleri §® ve o™ parametreleri
yardimuyla iteratif olarak elde edilir. Iteratif islemlere baglamak icin ¢ = 0 zamannda

0

§° ve oY baslangic degerlerinin bilinmesi gerekir. Bu degerler ise (4.9)

yaklagik coztimlerinin ¢ = 0 zamanindaki degerleri

N
Un (2m,0) = Y _ 6%

j=—1
N
VN (xmv 0) = Z O-?(bj
j=—1
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ve baglangi¢ kogullariin her bir z,, diigiim noktasindaki degeri m = 0(1)N i¢in
U (T, 0) = Uy (T, 0)
U (T, 0) = Vv (2, 0)
kullanilarak elde edilir. Bu sistem acik olarak yazilirsa
Un (20,0) = 61 + 6o = u (0,0)
UN (1’1,0) = 50 + 51 = u(a:l,())
UN (x270) :51+52 IU(LEQ,O) (415)

UN (SL’N,O) = (5]\/_1 + 5]\/ = u(xN,O)
ve
VN (SL’Q,O) =0_1 —|—(70 =0 (xo,O)

VN (1'1,0) =09+01 =" (1’1,0)
VN (SL’Q,O) =01 +092 =" (SL’Q,O) (416)

Vn (zn,0) = on_1 +0on = v (2p,0)

seklinde (N + 2) bilinmeyen ve (N + 1) denklemden olusan denklem sistemleri elde
edilir. Bu sistemlerin ¢oziilebilir olmasi i¢in her bir sisteme birer yardimci denklem

ilave edilmelidir. Bu iglem ise
Uy (%0,0) = 7 (90 — 6-1)
Vi (20,0) = % (09 —0-1)
tiirevli siir kosullarinin sistemlere dahil edilmesi ile gergeklestirilir. (4.15) ve (4.16)

denklem sistemleri matris formunda

_Tz % 01 u (xo,O)
1 1 50 u (x070)
11 5, u (z1,0)

1 ON-1 u(ry_1,0)
11 N u (zn,0)




ve

_T2 % 0-1 v’ (IOv O)
1 1 o) v (0, 0)
1 1 o1 v (z1,0)

1 ON-1 v(zn-1,0)
11 oN v (xp,0)

bigiminde yazilir. Boylece (N + 2) bilinmeyen ve (N + 2) denklemden olugan cebirsel
sistemler direkt veya iteratif yontemlerden herhangi biri ile ¢oziilerek j = 0(1)NV
icin 0y ve o) baglangic parametreleri elde edilir. Boylece (4.14) sisteminde 6] ve

O’;-) baglangic parametreleri kullanilarak istenilen ¢ zamanindaki yaklagik ¢oziimleri

dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi ile iteratif olarak elde edilir.

4.1.2 Kararlhilik Analizi

Bu kisimda (4.1) ile verilen Improved Boussinesq denklemin kararhilik analizi incelendi.
IBq denkleminin (4.8) ile verilen zayif formunda o = nax. {u;} olmak {izere
d=o
- -1 (4.17)
o=— <A+B—D) (B—D+2a(B—D))s

seklindedir. Bir K matrisi ki1 = koo = [0] .y sifir matrisleri, kio = Iyyn birim

. -1
matris, koy = — (A +B— D) (B — D+ 2a(B — D)) olmak iizere

k k
K — [ 11 Rz ]
ka1 Koo

seklinde tamimlansin. (4.17) verilen lineer denklem sistemiibq K matrisi yardimiyla

0 ki ko || 0
HEEEE
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seklinde ifade edilir. Béliim 2 de agiklandig tizere (4.14) denklem sistemine uygulanan
dordiincti mertebeden Runge-Kutta yonteminin kararhligi (4.18) ile verilen
K matrisinin 6zdegerlerine baghdir. K matrisinin o6zdegerleri j = 0,1,2,..N — 1 icin
Aj ler ile gosterilmek tizere, N = 44 ve At = 0.001 degerleri icin \; 6zdegerlerinin
kompleks diizlemdeki konumlar1 Sekil 4.1 de gosterildi. Sekilden gortldiigii tizere A;
ozdegerleri, Jekil 2.5 ile gosterilen Runge-Kutta kararlilik bolgesi igerisinde oldugu
fakat ok az miktarda 6zdegerin At\; < 4 x 1071 olacak sekilde pozitif reel kisma
sahip oldugu goriilmektedir. Bu durumda ise [69] ile verilen referanstaki tolerans
kullanilarak, Improved Boussinesq denkleminin niimerik ¢éziimiinde ic¢in kullanilan

Runge-Kutta yonteminin kararli oldugu sonucuna varilir.

03
3)Alo

b) 1 0 1 2 3 4
X1

Sekil 4.1: IBq: N = 44 ve At = 0.001 degerleri icin A; 6zdegerlerinin kompleks
diizlemdeki konumlari

4.1.3 Niimerik Ornekler ve Sonuglar

Bir 6nceki kisimda (4.1) ile verilen IBq denkleminin sonlu eleman modeli olugturuldu.

Bu kisimda elde edilen model yardimiyla niimerik o6rnekler ve sonuclar sunuldu.
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Niimerik ornek olarak; dalga hareketi, dalga etkilesimi, dalga ayrilmasi ve ¢oziim
patlamasi problemleri incelendi. Dalga hareketi probleminde elde edilen Uy (z,t)
yaklagik ¢oztimlerinin u (z, t) tam ¢dziimii ile ne kadar uyumlu oldugu (3.25) ile verilen

Ly ve L., hata normlar ile olcildii.

Dalga hareketi

Bu niimerik ornekte 1Bq denkleminin iirettigi soliter dalganin hareketi ele alindi.
Denklemin tam ¢oziimiinde ve ¢oziimiin ¢ bagimsiz degiskenine gore kismi tiirevinde

t = 0 secilmesi ile baglangi¢ kosullar

f () = A sech? (l\/z(x — ig))

g(z) = QA\/% sech? (%\/% (x — 5:0)> X tanh (%\/% (x — 570))

olarak elde edildi. Burada; A dalganin genligini, ¢ hizin1 ve Z, ise baglangic durumunda

(4.19)

konumlandig1 yeri gosterir.

IBq denklemi tarafindan ftretilen soliter dalga, ¢oziim fonksiyonunun araligin
siirlarinda v &~ 0 olmasini saglamak i¢in = € [—80, 140] olarak segildi. Caligmamizda
A genligine sahip soliter dalga t = 72 zamanina kadar ¢ hizi ile x ekseninde saga
dogru hareket etmektedir.

Bu kisimda farkl genlik, zaman ve konum adimi se¢imleri ile niimerik ¢oziimler
elde edildi. Hesaplanan Ls ve L., hata normlar1 sirasiyla Tablo 4.1 ve Tablo 4.2
de sunuldu. Tablolardan, At zaman adiminin azalan degerleri i¢in hata normlariin
azaldigr fakat h konum adiminin azalmasi ile hata normlarinda kiiciik bir degigim

oldugu gozlemlendi.
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Tablo 4.1: IBq: Farkli A, At ve h degerleri icin elde edilen Lo hata normlar:

A At LQ X 103

h=0.1 h=0.2 h=0.25 h=0.5

0.2 0.001 0.007553 0.011671 0.004031 0.010850
0.025 0.011037 0.008618 0.008348 0.005628

0.05  0.033356 0.032400 0.032269 0.029730

0.1 0.129915 0.129233 0.129263 0.126512

0.25  0.808817 0.808038 0.807795 0.805242

0.25 0.001 0.010282 0.001858 0.003809 0.006369
0.025 0.018199 0.015802 0.015296 0.011082

0.05 0.061957 0.060652 0.060590 0.056025

0.1 0.242742 0.241996 0.241793 0.237292

0.25 1.510986 1.511266 1.510769 1.506435

0.5 0.001 0.009214 0.052424 0.004880 0.036146
0.025 0.111140 0.106918 0.104440 0.080297

0.06  0.419592 0.415189 0.413469 0.389052

0.1 1.658423 1.654639 1.653118 1.627687

0.25 10.277500 10.273220 10.271300 10.246360

Tablo 4.2: IBq: Farkli A, At ve h degerleri icin elde edilen L., hata normlar:

A At Lo x 103

h=0.1 h=0.2 h=0.25 h=0.5

0.2 0.001 0.002031 0.004577 0.000991 0.001579
0.025 0.002907 0.002941 0.002871 0.002093

0.05 0.011855 0.012045 0.011965 0.011224

0.1  0.048605 0.048796 0.048826 0.047817

0.25 0.305993 0.306056 0.306006 0.304154

0.25 0.001 0.002390 0.000639 0.000980 0.002178
0.025 0.005591 0.005647 0.005557 0.004167

0.05 0.022888 0.022985 0.022962 0.021512

0.1  0.092733 0.092827 0.092767 0.090906

0.25 0.580247 0.580579 0.580728 0.576718

0.5 0.001 0.003711 0.008204 0.001400 0.015424
0.025 0.042973 0.042469 0.041959 0.034386

0.05 0.169141 0.168548 0.167993 0.160190

0.1 0.674561 0.673786 0.672754 0.664029

0.25 4.186985 4.183889 4.178461 4.170167
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Elde edilen niimerik sonuglar Irk ve Dag [109)mn sonuglari ile h = 0.2,

At = 0.001 degerleri i¢in kargilagtirilarak Tablo 4.3 de sunuldu.

Tablo 4.3: IBq igin L., hata normlarinin Ref. [109] ile karsilagtirilmasi

Galerkin yontemi [109]
A Lo x 10° M1 x 105 M2 x 10> M3 x 103 M4 x 103
0.25 0.000639 0.27403 0.00164 0.27290 0.00011
0.5 0.008204 1.02472 0.02404  1.004074  0.00080
0.75 0.003077 2.93470 0.13309  2.807873  0.00376
0.9 0.002708 5.00921 0.28976 4.73146 0.00785
Baslangigta o = 0 noktasinda konumlandirilan dalganin hareketinin niimerik

simiilasyonu ise A = 0.5, At = 0.001 ve h = 0.5 degerleri icin Sekil 4.2 de sunuldu.

Dalganin seklini ve hizini koruyarak ¢ = 72 zamanina kadar ilerledigi gozlemlendi.

.
[
A
=
Swm
T\ L\
WA
EE—

S
[
A
A
A
IS

140

Sekil 4.2: IBq i¢in = € [—80,140], A = 0.5, h = 0.5, At = 0.001, g = 0 ve t = 72
degerlerinde soliter dalga hareketi

t = 0 aninda 7y = 0 noktasinda konumlanan A = 0.5 genlikli dalganin hiz1 teorik
olarak (4.5) esitligi yardimiyla ¢ = 1.154701 olarak elde edilir. ¢ = 72 zamaninda ise

dalganin konumu z, = 83 olup genligi A = 0.499398 dir. Dalganin aldigi ortalama

94



yolun, ortalama zamana orani 1.152778 olup soliter dalganin biiytik oranda sabit
hizla ilerledigini ve ihmal edilecek kadar az bir genlik kayb1 oldugu ve soliter dalganin
soliton tipi davrams sergiledigi sonucuna varildi. Elde edilen sonuglar[100, 101, 102,

106, 107, 108, 109, 110, 114] galigmalar ile uyum igerisindedir.

Iki soliter dalga etkilesimi

Dalga etkilesimi probleminde IBq denkleminin tirettigi ve kargilikli ilerleyen iki soliter
dalganin etkilesimi incelendi. (4.1) ile verilen Improved Boussinesq denklemi igin iki
soliter dalga etkilegimi

u (x,t) = Ay sech? ( (g — eyt — 5171)>

6 + A, sech? ( ﬁ(m — Cot — 36’2))

ile ifade edilir. Denklemin (4.2) ile verilen baglangi¢ kogullarinda goriilen f (z) ve g (z)

(4.20)

fonksiyonlar1 (4.20)’den sirasiyla
f () = A; sech? ( A (- 5171)> + A, sech? (é A2 (1 — 5:2))

g (x) —2A1\/7 sech? ( 1\/§(x—x1)> tanh (L\/;(x—fﬂ)
—|—2A2\/7 sech? (02 \/% (x — x2)> tanh (é\/% (x — ig))

olarak yazilir [101].

Bu baslangic kosullar1 ile ilki A; genligine sahip, = ekseninde Z; noktasina
konumlandirilmig ve ¢; hizi ile saga dogru hareket eden, ikincisi A, genligi ile o
noktasinda konumlandirilmig ¢y hizi ile saga dogru hareket eden iki dalga modellendi.
Bu calismada ¢; = (1+24,/3)"% ve ¢; = — (1 +245/3)""* secimi ile iki dalganin

birbirlerine dogru hareket etmesi ve etkilesime girmesi saglandi.
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Soliter dalgalarin etkilegimi egit ve farkli genliklere sahip dalgalar icin ele alindu.
Daha 6nce yapilan niimerik caligmalar 6rnek alinarak dalga genligi A < 0.5 ve A > 0.5
se¢imleri icin elastik ve elastik olmayan etkilegimler incelendi. Her iki durum ic¢in de
tizerinde galigilan bolge © € [—80,140], zaman adimi At = 0.001 ve konum adimi
h = 0.1 segilerek etkilesim yapis1 incelendi.

A < 0.5 durumunun incelenmesi i¢in esit genlikli dalgalar ele alindi boylece,
birinci ve ikinci dalganin genligi A; = Ay = 0.1, baglangigta konumlandiklar: noktalar
1 = —20 ve x5 = 30, farkli genliklere sahip dalgalarin etkilesimin incelenmesi
amaci ile dalgalarin genlikleri A; = 0.2 ve A; = 0.4, baglangicta konumlandiklar:
noktalar 1 = 0 ve Ty = 40 secildi. Dalga etkilesimlerinin niimerik simiilasyonlar: ise
Sekil 4.3 (a) ve (b) de swasiyla sunuldu. Sekillerden, her iki durumda dalgalar
birbirlerinin varliklarini algiladigi andan itibaren yavasga ortiigmeye baglayarak tist
iiste geldikleri, etkilegsimden sonra ise her iki dalganin gseklini ve hizimi tekrar kazanarak
ilerlemeye devam ettikleri gozlemlendi. Etkilesim sonrasinda iki soliter dalganin
arasindaki bolgede ihmal edilecek kiictikliikte genliklere sahip ikincil dalgalarin
olugtugu goriildii. Sonug olarak, Sekil 4.3’den iki soliter dalganin, soliton benzeri
davranig sergiledigi ve etkilegimin elastik oldugu sonucuna varildi. Elde edilen sonuclar
[101, 107] referansh ¢aligmalar ile hemfikirdir.

A > 0.5 durumu igin ise; esit genlikler i¢in A; = Ay = 2, baglangi¢ konumundaki
yerleri T; = —20 ve Z5 = 30 ve yine farkli genlikler i¢in A; = 0.4 ve Ay = 1.5, baglangig
konumundaki yerleri ; = 0 ve 25 = 40 olan dalgalar segilerek etkilegim incelendi.
Dalga etkilegimi Sekil 4.3 (¢)-(d) de sirasiyla sunuldu. Sekillerden dalgalarin etkilegim
sirasinda elastik etkilesim durumu ile benzer davranig sergiledikleri fakat etkilesimden

sonra arkalarinda daha belirgin, goriilebilir ikincil dalgalar olustugu gozlemlendi.
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Bu nedenle etkilesimin elastik olmadigi yani inelastik oldugu sonucuna varildi. Elde
edilen sonuglar [100] ¢alismasinda verilen sonuglar ile uyumludur.

Her dort durum igin etkilesim aninda gozlenen dalganin genliginin her iki
dalganin genliginin iki katindan daha biiyiik oldugu ve etkilegimin inelastikliginin her
iki dalganin genliklerinden herhangi birinin artmasi ile arttigi sonucuna varildi. Elde

edilen sonuglar literatiirde bulunan [101, 102, 107, 114] ¢aligmalarla uyum i¢indedir.

Sekil 4.3: IBq: Soliter dalga etkilegimi
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Soliter dalga ayrilmasi

Uciincii problem olarak ele alman bu niimerik calsmada, f (x) ile verilen baglangic
kogulu problemin tam ¢oziimiinde ¢ = 0 alinmasi ile elde edilen (4.19) esitligi ile aym
secildi fakat ayrilma olayimin gergeklesmesi icin dalganin basglangic hizi olan g ()
fonksiyonu

g(x) = u; (x,0) =0

olarak alindi. Problem z € [—80,140] bolgesinde, t = 72 zamanina kadar gahsildi.
Dalga ayrilmasi olusumunun simiilasyonu, genligi A = 0.5, baglangi¢gta konumlandig:
yer o = 30, h = 0.1 ve At = 0.001 degerleri i¢in Sekil 4.4 de gosterildi.
Sekil 4.4 ’den goriilecegi tizere, zaman igerisinde ilerleyen baglangi¢ dalgasinin yaklagik
olarak t = 10 zamaninda, A = 0.26 degerindeki esit genliklere sahip dolayisiyla esit
hiz ile z1t yonlere hareket eden iki simetrik dalgaya ayrildigi ve olugan yeni dalgalarin
arkalarinda salimim yapan ikincil dalgalarin olugtugu gozlendi. Elde edilen sonuglarin

literatiirde bulunan [102, 108, 114] ¢alismalari ile tutarhdir.

Sekil 4.4: IBq i¢in x € [—80,140], A = 0.5, h = 0.5, At = 0.001, o = 30 ve t = 72
degerlerinde dalga ayrilmasi
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Coziim patlamasi

Lineer olmayan denklemler teorisinin Ozel bir alani “¢oziim patlamasi” dir. Lineer
olmayan olugum problemleri siirsiz ¢oziimler olarak adlandirilan ¢oziimlerin sonlu
zamanda global olarak ¢oziilemez olmasina izin verir. Diger bir ifadeyle ¢oziim; sonlu
zamanda sinirsiz olarak biiylir. Patlama problemi olusum denklemlerinin zamana
bagl ¢oziimiiniin £ sonlu bir zamana yaklagirken ¢oziim normunun sonsuzluga egilimini
temsil eder.

Son niimerik problem olarak (4.1) ile verilen IBq denklemi igin Zhinjian ve Wang
[103], Lin ve Wu [108], Zhinjian [112], tarafindan yapilan galismalarda incelenen

¢oziim patlamasi problemi
f(x) = —3sin ()

4.21
g (x) = —sin (7x) (421)

baglangig kosullar1 ile x € [0,1] araliginda ele alindi. (4.1) denkleminin (4.21) ile
verilen baglangig kogullar1 ile lokal ¢oziimii v € C? ([0, T°): H*(0,1) N H} (0,1)),
T° > 0 icin

[ (s )l 2oy = 00t = 7°

ve
1

I(t) = /u(:c,t)sin(ﬂx)dx ——00 t—=T°
0
sartlari ile vardir [112] .

Problem z € [0,1] ve h = 0.005 ve At = 0.00001 igin ¢ = 1.8 zamanina kadar
caligildi. Farkli zaman adimlarindaki niimerik ¢dziimlerin simiilasyonu Sekil 4.5 (a) ve
(b) de sunuldu. Sekil 4.5 (a) da goriilldiigii tizere t = 1.4 ve t = 1.6 zamanlar1 arasinda
niimerik ¢oziimde kiigiik bir diigiig varken, Sekil 4.5 (b) de t = 1.7 ve t = 1.8 zamanlar1

arasinda daha fark edilebilir bir diigiis gozlenmektedir. ¢ = 1.7 zamanindan sonra ise
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dalganin genliginde muazzam bir diiglig vardir ve bu durum ¢oziimiin patlamasi olarak

adlandirilir.

100 T T T T 0.5r

t=1.7

]

-100-

-2001

—-3001

—4001

-5001
t=1.8

-600 L L L L 45 L L L L ,
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) (b)

Sekil 4.5: IBq igin t = 1.4 — 1.6 ve t = 1.7 — 1.8 zamanlarinda ¢oztim patlamasi

Sonug olarak; bu niimerik caligmada incelenen ¢oziim patlamasi problemi icin elde

edilen sonuglarn literatiirdeki [100, 108] ¢aligmalarla uyumludur.

4.2 Improved Boussinesq-Tipi Denklem

«K, 0

Improved Boussinesq tipi denklem hidrodinamik hiz “u” nun terimleri cinsinden bir

kismi diferansiyel denklem ile

_ 2
Ut = Ugy + Ugztt — (U )xt

formunda ifade edilir [98, 115]. IBq tipi denklem, kii¢iikk genlikteki iyon ses soliter
dalgalarinin dinamiklerini ve 0zel olarak kii¢iik genlikli soliter dalgalarin etkilegiminin
elastik oldugunu tanimlamaktadir [78].

Iskandar ve Jain [115], IBq tipi denklem igin lineerlegtirme yaklagimi ile sonlu

fark yontemini kombine ederek bir niimerik sema elde ettiler ve semanin ¢oziimiinde
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Thomas algoritmasi kullandilar. Lineerlegtirilmis semanin kararlilik analizi i¢in von
Neumann kararhlik analizi yaparak semanin sartsiz kararli oldugunu gosterdiler.
Niimerik problemlerde ise dalga hareketi ve etkilesim problemlerini incelediler.
Etkilegim problemi ele alinirken soliter-antisoliter etkilesimini ¢aligtilar ve dalgalardan
herhangi birinin genliginin artmasi ile etkilegimin inelastikliginin arttigi sonucuna

ulastilar.

4.2.1 1Bq Tipi Denklem ic¢in Galerkin Sonlu Eleman Modeli
Bu kisimda Improved Boussinesq tipi
Ut = Ugy — (u2)xt + Ugqtt (422)

denklemi

u(z,0) = f(x), u (z,0) = g (x) x € |a, b (4.23)

baglangi¢ kosullar1 ve

wlat) =u(b?)=0 telo,7] (4.24)
ug (a,t) = uy (b,t) =0
siir kogullar ile ele alindi. Burada f (z) ve g (x) bilinen fonksiyonlar olmak iizere
u (z,t) yeterince tiirevlenebilen bir fonksiyon olup z ve t sirasiyla konuma ve zamana
gore bagimli degiskeninin kismi tiirevlerini simgeler. A soliter dalganin genligini,

¢ hizim ve Iy ise baglangigta konumlandig: yeri ifade etmek iizere (4.22) ile verilen

denklemin soliter dalga ¢oziimii
u (x,t) = A sech? ((A/fic)l/2 (x —ct — [Z’o)) (4.25)

ve irettigi dalganin hizi

c=Af3+ (1+ A2/9)" (4.26)
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seklindedir [115].
Ilk olarak (4.22) denklemini daha basit alt denklemler kiimesine déniistiirmek

amaci ile v yardimer degigkeni kullanilarak u, = v ayrigtirma teknigi uygulanir ise

(4.22) denklemi

w =v (4.27)

Vp = Ugy — 2UVy — 2UzV + Upot

denklem sistemine indirgenir.

Bu kisimda (4.27) ile verilen denklem sistemine kuadratik B-spline bazlar
yardimiyla Galerkin sonlu eleman yontemi uygulamak igin ilk olarak (4.27) denklem
sisteminde bulunan biitiin terimler W agirlik fonksiyonu ile ¢arpilir ve daha sonra

tiim bolge lizerinde integrali alinirsa (4.27) sisteminin agirlikli integral formu
b
/W(ut—v)d:vzo
“
/W (U — Uy + 20V, + 2UgV — Vgyy) dx = 0
olarak elde edilir. Kismi integrasyon uygulanmasi ile denklem sisteminin zayif formu
(Wuy —Wo)dz =0

(Woe + Wou, + 2Wuv, + 2Wuzv + Wovg) de = [Wu, + vat]f;

S —

bigiminde ifade edilir. Problemin ¢aligildig: [a, b] araligy

a=xg< T < - -<any1<zy=D
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olacak gekilde N egit parcaya boliiniir ve diigiim noktalar: {xm}TNnZO ile belirtilirse
bolge N eleman ve (N + 1) diigiim noktasina pargalanmig olur. Her bir elemanin
uzunlugu h = 41 — @y, secilir (4.27) sistemi i¢in u (z,t) ve v (z,t) tam ¢oziimlerine
sirastyla karsiik gelen Uy (z,t) ve Vi (z,t) yaklagik ¢oziimleri Boliim 2 de (2.11) ile

verilen kuadratik B-spline fonksiyonlari cinsinden
N
Uy (z,t) = > 6; (1)@ (x)
Z;l
Vv (z,1) = o5 (1) @ ()
i=1

olarak ifade edilir. Burada §;(¢) ve o;(¢t) belirlenecek olan zamana bagh
parametrelerdir. Tipik bir [2,,, Z;41] elemani tizerinde (4.27) denklem sisteminin zayif

formu
Tm41
/ (Wuy — Wo)dx

Tm

(4.28)

Tm+1
(Wop + Watty + 2Wuwvg + 2Wugv + Wova) dz — [Wug + Wog o™

dir. Onceki problemlerde oldugu gibi & = z—,, lokal koordinat doniisiimii yardimiyla
(4.10) da verilen kuadratik B-spline bazlar cinsinden tipik bir [2,,, Zm41] elemam

tizerinde yaklagik ¢oziim fonksiyonlar:

m—+1

Un (&)=Y 85(1)¢5 (&) (4.29)

i=m—1
m+1

Vi (€8) = Y s (8) 65 (€)

i=m—1

olarak ifade edilir. (4.10) kuadratik B-spline bazlar ile (4.12) yaklasimlarimin z,,
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noktasinda Uy,Vy ve Uy, VS 'nin § ve o parametreleri cinsinden noktasal degerleri

UN ([L’m,t) = Om—1+ 5m

(4.30)
VN (xma t) =0m-1t0m

ve
Uy (Tm, t) = % (Om — Gm—1)

4.31
Vi (@, t) = % (Om — Om—1) (4.51)

dir. Probleme Galerkin yontemi uygulandig icin W; agirhik fonksiyonlari, ¢; eleman
sekil fonksiyonlari ile ayni segilir. Lokal koordinat sistemi kullanilarak (4.29) de verilen

yaklagik ¢oztimler, (4.28) ile verilen denklemin zayif formunda yerine yazilmasi ile
m+1 h h

S S| Jorwas )i | [ erosac | o

' 0 0

m+41

h
S VGICEIEEs: >
0 k=m—1
m+1 h h
2y (/¢f¢z(¢ 5+ / 5
0

/ oot (05) de | o5t

k=m—1 0
m+1 h
Z ¢e¢e)5+¢e¢e)e}
j=m—1
(4.32)
sistemi elde edilir. Bu sistemdeki eleman matrisleri ¢,5,k = m — 1,m,m + 1

104



olmak tizere;

h
= Of¢f¢§d£,
h , ,
Bj; be(cb?) (45) de,
Cie ( fcbecbe ) dé,

ik ( f ey (¢5)"de,

/P
D = o (¢5)|

olarak adlandirilirsa (4.32) denklem sistemi matris formunda

e — o
+ (Ae + B De) - ((Be — D¢ 420 (o—e)) 5+ 2C° (5°) a)

66

seklinde yazilabilir. Burada 6¢ = (6¢ C, 064) ve ot = (054, 05, O

m—1

bir [z, T,11] eleman {izerinde tanimlanan eleman parametreleri, ”-”

zamanina gore kismi tiirevi temsil eder. Eleman matrisleri

, 6 13 1
Ay = —
25 | 13 54 13 |,
1 13 6
2 -1 -1
2
Be — 2| _ _
Geagp | L2 -1,
—1 -1 2

(~10,8,2)6 (=19,12,7)6  (=1,0,1)6
(—19,12,7)6 (—54,0,54)8 (—7,—12,19)6
(=1,0,1)6 (=7,-12,19)§ (—2,—8,10)6

fjk(é):%
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. (-10,8,2)0  (-19,12,7)¢  (-1,0,1)0
~gk(a):% (—19,12, 7)o (=54,0,54)0  (=7,—12,19)0 |,
(=1,0,1)0  (=7,-12,19)0 (-2,-8,10)c

1 -1 0
e 2
0 -1 1

olarak hesaplanir. Sonlu eleman yonteminin bir diger adimi olan eleman matrislerinin
birlestirilmesi igleminde problemin ¢oziim bolgesindeki tiim elemanlar kombine edilir

ise global sistemdeki matrislerin genel satirlari

A l(1,26,66,26,1),
B:2Z(-1,-2,6,-2,—1),

C(6): &((~1,0,1,0,0)6,(—7,-31,31,7,0) 6
(—2,—-62,0,62,2)46,(0,—7,-31,31,7,0)4,(0,0,—1,0,1) ),

C(o): £((~1,0,1,0,0)0,(—-7,-31,31,7,0) 0,
(-2, -62,0,62,2)0,(0,-7,-31,31,7,0) 0, (0,0, -1,0,1) 0),

D:2(0,0,0,0,0)
olarak elde edilir. Burada 6 = (d_1, &g, 01, -, 5N)T veo = (o0_1, 09, 01, , O’N)T
global eleman parametrelerini temsil eder. (4.33) ile verilen denklem sisteminin global

matrisler ile ifadesi

d=o

§=— (A+B—D)_1 ((B—D—l—QC’(a)) 6+26’(5)a>
seklindedir. Sonug olarak (4.34) denklem sistemi ile (N 4 2) x (N + 2) tipinde iki

(4.34)

matris sistemi elde edilir. (4.34) sisteminde 5" ve o™ *! eleman parametreleri 6" ve
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o™ eleman parametrelerinden dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi ile iteratif
olarak elde edilir. Improved Boussinesq denklemi ile ilgili yapilan calismada oldugu
gibi, smir kogullarmin uygulanmasi amaci ile (4.30) ile verilen denklemlerin
kullanilmasi ile m = 0 igin her bir sistemden iki adet bilinmeyen olan §_; ve o_;
parametreleri sirasiyla oy ve oy cinsinden ve benzer bi¢cimde ile m = N icin oy ve oy
parametreleri de dy_1 ve on_1 parametreleri cinsinden ifade edilerek, sistemde basit
cebirsel iglemlerle yok edilir. Yok etme igleminin ardindan her biri (N x N) tipinde
iki matris sistemi elde edilir. Daha sonra iteratif iglemlere baglanabilir.

Iterasyona baslamak icin bir baglangic degerine ihtiya¢ duyulur. ¢ = 0 zamanmnda
5;-) ve a? parametrelerinin degerleri ile iterasyona baglanabilir. Bu degerleri elde etmek

i¢in problemin tam ¢oziimiintin ¢t = 0 anindaki degerleri ve yaklagik ¢oziimler

N

U (&m, 0) = Uy (27,0) = Y 6%,
j7v—1

v (T, 0) = Vi (24,0) = Zagqﬁj
j=—1

kullanilir. Bu sistemler acik bir gekilde
UN (ZL’Q, 0) = 5_1 + 50 =Uu (ZL’Q, 0)
UN (1’1,0) = 50 + 51 = U(LL’l,O)
UN (ZL’Q,O) = 51 —|—52 ZU(I’Q,O) (435)

UN (SL’N,O) = (5]\/_1 + 5]\/ = U(IN,O)

ve
VN (ZL’Q, O) = 0_1 + 0Op =V ([L’(), O)

Vv (21,0) = 09 + 01 = v (21,0)
VN (ZL’Q,O) = 01 —|—0'2 :’U(ZL'Q,O) (436)

Vn (zn,0) = on_1 +on = v (2p,0)
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seklindedir. Sistemlerin her biri (N + 1) denklem ve (N + 2) bilinmeyenden olusur.
Sistemlerin ¢o6ziilebilir olmast i¢in her bir denklem sisteminde (4.31) ile verilen denklem
sisteminde m = 0 ve m = N segilerek u' (xg,0) = Uy (29, 0) ve v (x9,0) = V} (20, 0)
degerlerinin kullamlmas: ile birer yardimei denklem ilave edilir. (4.35) ve (4.36)
denklem sistemlerinde tiirevli sinir kogullarinin eklenmesi ile elde edilen yeni denklem

sistemleri matris formunda

_72 % 5—1 U/([L’(),O)
1 1 (50 U(SL’(),O)
1 1 51 U(l’l,O)

1 5N—1 U(I’N_l,())

11 (5]\/ u(:z:N,O)

ve _ o _ _ _
_T2 % 0-1 U/(LL’(),O)
11 o0 v (20, 0)
11 o1 v (z1,0)

1 ON-1 v(zn-1,0)

11 ON v (xy,0)

seklindedir. Bu sistemin ¢oziillmesi ile j = 0(1)N igin iteratif islemlere baglamak igin
gerekli olan 5;-) ve O'JO» baslangi¢ parametrelerine ulagilir. Daha sonra (4.34) sisteminde
5? ve O’? baslangi¢ parametreleri kullanilarak istenilen ¢ zaman adimindaki Uy (x, t)
ve Vi (z,t) yaklagik ¢oztimleri iteratif olarak dérdiincii mertebeden Runge-Kutta

yontemi elde edilir.
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4.2.2 Kararlilhik Analizi

Bu kisimda (4.22) ile verilen Improved Boussinesq tipi denklemin kararlilik analizi

incelendi. (4.34) ile verilen IBq tipi denklemin zayif formu «; = max. {u;} ve
Oy = Imax {v;} birer reel say1 olmak fizere
d=o
(4.37)

- —1
d:—<A+B—D> (B = D +2a,0) 8 + 20,C0)

seklinde ifade edilir ve C' matrisi, genellestirilmig satiri;

C:=(-1,-10,10,1)

=

olan (N x N) tipinde bir matrisdir. ki1 = [0]y, y sifir matrisi, kio = Iyxn birim

~ -1 ~ -1
matris, ko = — (A +B- D) (B — D + 205C) ve kpp = — (A +B- D) (20,0)

k k
K — [ 11 Rz ]
ka1 Koo

bigiminde tammlayalim. O halde (4.37) ile verilen lineer denklem sistemi matris

0 ki ki | |0
HEEEsN

seklinde ifade edilir. Boliim 2 de agiklandig tizere (4.34) denklem sistemine uygulanan

olmak {iizere bir K matrisini,

formunda

dordiincti mertebeden Runge-Kutta yonteminin kararliligi K matrisinin 6zdegerlerine
baghdir. 7 = 0,1,2,..N —1 olmak tizere K matrisinin 6zdegerleri \; ler ile gosterilsin.

Jain [69]'nin ¢aliymasimnda K matrisinin biitiin 6zdegerleri sadece reel kisimdan
olusuyor ise ozdegerlerin —2.78 < hA; < 0 araliginda, eger biitiin 6zdegerler sadece

imajinel kisimdan oluguyor ise 6zdegerlerin 0 < |h)\;| < 2/2 araliginda bulunmast
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gerektigi ve ozdegerler sanal ve imajinel kisimlarin her ikisine de sahip ise bu durumda
ozdegerlerin bu her iki aralig1 kapsayan ve Sekil 2.5 ile gosterilen kararlilik bolgesinde
olmasi gerektigi ifade edilmistir. N = 45 ve At = 0.001 degerleri i¢in \; 6zdegerlerinin
kompleks diizlemdeki konumlar1 Sekil 4.6 da gosterildi. Sekilden goriildiigii tizere
A ozdegerleri bahsedilen kararhilik bolgesi icerisinde yer almaktadir fakat cok az
miktarda ozdeger At); < 15 x 107% olacak sekilde pozitif reel kisma sahiptir. Bu
durumda ise [69] ile verilen referanstaki tolerans kullamldiginda IBq tipi denklemin
Galerkin sonlu eleman yontemi ile elde edilen semanin ¢oziimi icin kullanilan

Runge-Kutta yontemi kararhdir.

x10°

05F 4

15 1 05 0 05 1 15
x10°

Sekil 4.6: IBq tipi: N = 45 ve At = 0.001 degerleri i¢in \; 6zdegerlerinin kompleks
diizlemdeki konumlar:

4.2.3 Niimerik Ornekler ve Sonuclar

Boliim 4.2 de (4.22) ile verilen IBq tipi denklemin kuadratik B-spline bazlar yardimiyla

Galerkin sonlu eleman modeli olusturuldu. Bu kisimda olugturulan model yardimiyla
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[Bq tipi denkleme ait olan iki problem ele alindi. Bu problemler dalga hareketi ve dalga
etkilesimidir. Dalga hareketi problemi ile olusturulan modelin niimerik gegerliligi test
edilirken elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile ne kadar uyumlu oldugu Lo
ve L., hata normlar ile 6l¢iildii. Dalga etkilesimi probleminde ise biri pozitif genlige
sahip soliter dalga ve digeri negatif genlige sahip antisoliter dalganin etkilesimi ele

alinda.

Dalga hareketi

Bu problemde (4.22) ile verilen 1Bq tipi denklemin tirettigi soliter dalganin hareketi
incelendi. Problemin baglangi¢ kosullarinda goriilen f (x) ve g (z) fonksiyonlar: (4.25)
ile verilen tam c¢oziimde ve tam ¢oziimiin ¢ degiskenine gore kismi tiirevinde ¢t = 0
secilmesi ile

f(x) = A sech? ((%)1/2 (x — 5:0)>

g(x)=2A (%)1/2 sech? ((é)l/2 (x — 5:0)) tanh ((é)l/z (x — [Z’o))
olarak elde edilir. Burada A soliter dalganin genligi, ¢ hiz1 ve Z, dalganin baglangig
zamaninda konumlandigi yeri temsil eder. Problem icin yapilan tiim hesaplamalar
x € [—80,100] araliginda ¢t = 70 zamanna kadar yapildi. Araligin sec¢imi sag ve sol
sinirlarinda u & 0 saglanacak sekilde belirlendi. Farkl h, At ve A genlik degerleri i¢in

Ly ve L., hata normlari sirasiyla Tablo 4.4 ve Tablo 4.5 de sunuldu.
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Tablo 4.4: IBq tipi: Farkli A, At ve h degerleri icin elde edilen Ly hata normlar:

LQ X 103

A At h=0.1 h=0.2 h=0.5 h=1

0.2 0.01 0.037187 0.002376 0.004123 0.006920
0.02 0.033875 0.006364 0.007862 0.012032

0.025 0.032034 0.008767 0.011819 0.014354

0.05 0.029393 0.038753 0.041705 0.043026

0.1 0.134721 0.158512 0.161045 0.161473

0.25 0.01 0.067361 0.005233 0.006619 0.010439
0.02 0.061750 0.013096 0.017625 0.020669

0.025 0.058873 0.020508 0.025073 0.027777

0.05 0.074462 0.086191 0.089782 0.093794

0.1 0.315346 0.348644 0.353120 0.357072

0.5 0.01 0.493379 0.065049 0.071508 0.081449
0.02 0.142416 0.231832 0.247384 0.259691

0.025 0.559208 0.362282 0.379210 0.389187

0.05 1.447291 1.461305 1.477449 1.488496

0.1  5.816489 5.897358 5.911793 5.926361

Tablo 4.5: IBq tipi: Farkli A, At ve h degerleri icin elde edilen L., hata normlar:

Lo x 10°

A At h=0.1 h=0.2 h=0.5 h=1

0.2 0.01 0.014180 0.000545 0.000799 0.001176
0.02 0.012898 0.001627 0.002021 0.002663

0.025 0.012049 0.002316 0.003183 0.003526

0.05 0.009433 0.011033 0.011931 0.012215

0.1 0.037074 0.046002 0.046428 0.046539

0.25 0.01 0.027757 0.001340 0.001530 0.002052
0.02 0.024337 0.003388 0.004622 0.005106

0.025 0.022258 0.005406 0.006926 0.007244

0.05 0.024854 0.024224 0.025717 0.026440

0.1 0.083691 0.100310 0.102227 0.103151

0.5 0.01 0.185889 0.019600 0.021008 0.023720
0.02 0.037763 0.064059 0.074786 0.078337

0.025 0.216712 0.103118 0.115243 0.118134

0.06 0.418981 0.443490 0.455764 0.458700

0.1 1.673325 1.834811 1.847026 1.850930
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Tablolardan da goriildiigii tizere At zaman adiminin azalmasi ile Ly ve L., hata
normlart da azalmaktadir. Soliter dalganin hareketinin niimerik simiilasyonu ise
A = 05h = 05,At = 0.001 ve t = 70 degerleri igin Sekil 4.7 de gosterildi.
Sekilden, soliter dalganin ¢t = 70 zamanina kadar seklini koruyarak ilerledigi ve
hizinda 6nemli bir degigsim olmadigi goriilmektedir. ¢ = 0 zamaninda genligi A = 0.5
ve baglangictaki konumu #, = —20 olan dalganin hiz1 (4.26) ile teorik hesaplama
yapilarak ¢ = 1.18046 olarak elde edidi. ¢ = 70 de dalganin bulundugu konum
Z1 = 62.5 olup genligi A = 0.499367 dir. Dalganin aldigi yol zamana oranlanir
ise ortalama hiz yaklasik ¢ = 1.17857 olarak elde edilir. Bu ise teorik degerler ile

uyumludur.

t=0 t=70

U_N(x,t)

0.2 )

0.1 4 01

04
0.0 80

T T T T —— < —
-80 -40 0 40 80 ' @ @ 4 B0

(a) (b)

Sekil 4.7: IBq tipi i¢in z € [-80,100], A = 0.5, h = 0.5, At = 0.001, 5 = —20, ve
t = 70 degerlerinde soliter dalga hareketi
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Iki soliter dalga etkilesimi

Bu problemde, soliter-antisoliter dalgalarin etkilesimi farkli genlik degerleri igin ele

alindi. IBq tipi denklem igin soliter-antisoliter dalga etkilegimi

u(z,t) = A, sech? (?

&1

Ay
(x — 1t — xl)) A, sech? <6

(oot xg))

seklinde ifade edilir. (4.22) ile verilen IBq tipi denklemin f(x) ve g (z) ile verilen

baglangi¢ kosullar
f(x) = A; sech? ( (x — x1)> Ay sech? (6—2 (x — 32’2))

g(x) =24, (M)l/2 sech? (A—ll (z — 12’1)) tanh ( (z — #1) (4.39)

+2A4, (Am)l/ sech? <Gc (x — )) tanh ( (x — :52)>
olarak alindi. (4.39) esitliginden goriilecegi tizere A; genligine sahip birinci dalganin
baslangicta bulundugu konum x = z; dir. Dalganin genligi pozitif oldugu icin tepe
noktasi yukar1 dogru olan soliter dalgadir. As genligine sahip ikinci dalga baglangicta
T = Ty noktasinda bulunan, genligi negatif oldugundan dolay1 tepe noktasi asagi
dogru olan ve antisoliter olarak adlandirilan dalga modelidir. ¢ = 1, 2 olmak iizere iki
dalga ¢; = A;/3 + (14 A;/9)? iz ve ¢; = —c; secimi ile birbirlerine dogru hareket
ederler. Bu ¢aligmada onceki boltimde tiim niimerik deneyimlerin simiilasyonu farkl
genlik degerleri igin € [—80,100] araliginda A = 0.1 ; At = 0.001 degerleri igin
€ [0,60] zaman araliginda yapildi.

Birinci durum olarak dalgalarin genlikleri A; = 0.1 ve Ay = —0.1 olmak iizere esit
ve z1t yonlii secildi. Farkl genliklere sahip soliter dalgalar igin ise dalga genlikleri A; =
0.2 ve Ay = —0.4 secilerek sirasiyla Sekil 4.8 (a)-(b) de sergilendi, her iki etkilegim

olusumu i¢gin de soliter dalgalar ¢ = 0 baslangic zamaninda z; = —30 ve T, = 30
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noktalaria konumlandirildi. Sekil 4.8 (a)-(b) den goriildiigii tizere dalgalar birbirine
dogru hareket ederken birbirlerinin varliklarini algiladiklar: andan itibaren dalgalarin
on kisimlari diklegerek, genlikleri stirekli olarak azalir. Etkilesim aninda iki dalga
hemen hemen goriillmeyecek hale gelir ve bir miiddet sonra etkilesimin ardindan iki
soliter dalga tekrar goriinmeye baglar ve orjinal sekillerini tekrar kazanirlar. Etkilegen
dalgalar arasinda kalan bolgede ihmal edilebilir kii¢iikliikte ikincil dalgalar vardir. Bu
nedenle etkilegimin elastik oldugu sonucuna varilir.

Ikinci durumda ise genliklerin artirilmasimin soliter dalgalarin etkilegimi tizerindeki
etkisini gozlemlemek amaci ile egit genlikler icin A; = 1 ve Ay = —1 ve farkh genlikler
icin Ay = 2.5 ve Ay = —2 secilerek dalgalar baglangicta 77 = —40 ve 7o = 40
noktalarina konumlandirildi ve iki dalganin etkilegimi Sekil 4.8 (c)-(d) de sunuldu.

Sekilden goriildiigii tizere birinci durumdakine benze soliter-antisoliter etkilegimi
gerceklesti. Fakat etkilesimden sonra dalgalarin ardinda daha belirgin ikincil dalgalarin
olugtugu gozlemlendi. Bu durumda etkilegimin elastik olmayan (inelastik) etkilegim
oldugu, ayrica etkilesime giren dalgalarin inelastikliginin dalgalarin genliklerinin
artmasi ile arttig1 sonucuna varildi.

Calismanin sonucunda soliter dalgalarin genliginin yeterince biiyiik alindiginda
soliter dalga etkilegiminin inelastik oldugu sonucuna varildi.

Improved Boussinesq tipi denklem igin incelenen soliter dalga hareketi ve iki
soliter dalganin etkilesimi problemlerinin ele alimmasi ile ulagilan sonuglar [78] ve

[115] refeanslarinda bulunan sonuglar ile uyum igerisindedir.
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Sekil 4.8: 1Bq tipi: Soliter dalga etkilesimi

4.3 Modifiye Edilmis Improved Boussinesq Denklemi
Improved Boussinesq denkleminin modifiye edilmesi ile kiibik nonlineerlige sahip

3
Upt = Uga + Ugart + @ (U°)

formunda modifiye edilmig Improved Boussinesq (MIBq) denklemi elde edilir [98].
Burada « bir reel sabit olmak tizere MIBq denklemi anharmonik kafes 6zellikleri
ve lineer olmayan Alfvén dalgalarimi ¢alismak i¢in kullanilmasinin yani sira basing

azaltma ve kompresyon (sikigtirma) dalgalarin etkilegiminin inelastik olarak meydana
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gelmesini tanimlar [78].

MIBq denklemi iizerine yapilan niimerik caligmalardan biri Iskandar ve Jain’e
ait olan [115] referansh ¢alismadir. Bu galiymada yazarlar, MIBq denklemi i¢in iig
seviyeli iteratif fark semasi olusturdular ve semanin sartsiz kararli oldugunu von
Neumann kararlilik analizi ile gosterdiler. U(; zaman seviyeli semanin ¢oziimiinii ise
ayni calismada inceledikleri IBq tipi denklem i¢in elde ettikleri semanin ¢oziimii i¢in
kullandiklar1 Thomas algoritmasi ile yaptilar. Nimerik caligmalarinda ise dalga
hareketi ve etkilesimini konu aldilar ve etkilesim probleminde soliter-soliter dalga
etkilegiminin yapisimi A < 1 ve A > 1 durumlan igin incelediler. Birinci durumda
soliter dalgalarin soliton tipi davranig sergileyip elastik etkilesim gerceklesgtirdiklerini
ve ikinci durumda ise etkilesimin inelastik oldugunu ve inealstiklik katsayisinin
dalgalarin genliklerinin artmasi ile arttigimi vurguladilar. 1Bq denklemi ile ilgili
literatiir aragtirmalar1 sunulurken Soerensen tarafindan yapilan [99] referansh
caligmada IBq denklemi ve kiibik nonlineerlige sahip olan MIBq denklemi icin
soliter-soliter ve soliter-antisoliter dalga etkilesimini konu alan caligmalarini ve
kargilatirmalarindan bahsedildi. Denklemin ¢oztimiiniin varhigi ve tekligi iizerine
yapilan ¢aligmalardan biri ise Yang ve Wang’a ait olan [103] referansh caligmadir.
Yang ve Wang s0z konusu bu ¢aligmalarinda reel bir sabit olan o > 0 i¢in denklemi
u(x,0) = ¢(x), u(x,0) = 9 (x) baslangi¢ kosullar1 ve u, (0,t) = u, (1,f) = 0
sinir kosullar: ile ele alarak global ¢oziimlerinin varligi ve yoklugu tizerine ¢aligmalar
yaptilar. Daha sonra basit bir sonlu fark semasi yardimiyla o = —1 i¢in ¢6ziimiin
patlamasi problemini niimerik olarak elde ettiler ve iki Ornek ile grafiksel olarak
sundular. MIBq denkleminin ¢oziimlerinin lokal ve global varhg ile ilgili caligmalar

[116, 117, 118, 119] referanslarda bulunabilir.
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4.3.1 MIBq Denklemi icin (Galerkin Sonlu Eleman Modeli

Daha onceki ntimerik ¢rneklerde Improved Boussinesq denklemi ve ayni tipte olan
farkl bir Improved Boussinesq denkleminin ntimerik ¢éztimleri ele alindi. Bu kisimda
ise (4.1) ile verilen Improved Boussinesq denkleminde (u?), nonlineer teriminin (u?)__

terimi ile degistirilmesi ile elde edilen
U = Ugy + (ug)m + Uzt (4.40)
modifiye edilmig Improved Boussinesq denklemini
u(z,0) = f(x), w (,0) = g (x) x € |a, b (4.41)

baglangi¢ kosullar1 ve

) =u(bt)=0

wlat) =ub) te[0,1] (4.42)
Uy (a,t) = uy (b,t) =0

sinir kogullari ile ele alindi. Denklemin kuadratik B-spline bazlar yardimiyla Lumped

Galerkin sonlu eleman modeli olugturularak niimerik ¢oziimleri elde edidi. @ = 1 i¢in

problemin tam ¢6ziimii, A dalganin genligi, ¢ hiz1 ve z( ise baglangicta konumlandigi

yer olmak tizere
u(z,t) = A sech ((A/cV2) (x — ct — &)
c=(1+A42/2)"?

ile verilir [115]. Daha 6nceki 6rneklerde ele alindigy gibi (4.40) denklemini daha basit

(4.43)

denklemlerin bir kolleksiyonuna indirgemek i¢in u; = v segilerek bir ayrigtirma teknigi

uygulanirsa (4.40) denklemine denk olan

U = (4.44)

Ur = Ugp + @ (U) 4 Vot

118



denklem sistemi elde edilir. Caligmada tiim hesaplamalar o = 1 i¢in yapilacaktir.

(4.44) ile verilen denklem sisteminin agirhikl kalan formu

olup kismi integrasyon yardimiyla (4.44) denklem sisteminin zayif formu

b
/ (Wuy — Wo)de =0
. (4.45)
/ (W + Wy + 3Wauluy, + Wovg) de = [Wu, + 3Wuu, + va]z

a

seklinde elde edilir.

Sonlu eleman formiilasyonunun olugturulmasi i¢in problemin tamimlandig1 [a, b]
araligi N sonlu elemana boliintir ve (N + 1) diigiim noktasi elde edilir. Bu diigiim
noktalarimi {zm}ﬁzo ile temsil edilerek her bir elemanin uzunlugu h = z,,4.1 — 7,
olarak segilir. Béliim 2 de (2.11) ile verilen kuadratik B-spline bazlar cinsinden u (z, t)

ve v (z,t) tam ¢oziimleri i¢in Uy (x,t) ve Vi (z,t) yaklagik ¢oztimleri

Uy (2,1) = 259' (t) 95 (z) (4.46)
Vi (z,t) = Zaj (t) ¢; (z)

olarak yazilir. £ = x — x,,, 0 < & < h koordinat doniigiimii ile global bazlardan

lokal bazlara gegilir ise sonlu elemanlara ayristirdigimiz bolgede tipik bir [x,,, Zy11]
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eleman i¢in Uy (€,t) ve Viy (€, t) yaklagik ¢oziimleri

m—+1

Un (&)= > 6 ()¢5 (6) (4.47)

j=m—1

m+1

Vv (&)= > a5 (1) e (6)

j=m—1
olarak yeniden yazilir ve (4.10) verilen kuadratik B-spline fonksiyonlar ile (4.47)
yaklagimlariin z,, noktasinda Uy,Vy ve Uy, V} 'nin § ve o parametreleri cinsinden

noktasal degerleri
UN (xm7t> = Op—1 T 5m
VN (@i t) = Ot + o

Uy (T, t) = % (0m — Om-1)
Vi (T, t) = 2

dir. (4.45) zayif formunun yine tipik bir [z,, €;,11] elemani {izerinde ifadesi ise

Tm+41

/ (Wu, — Wwo) dz
T
/ (WUt + Wouy, + 3qu2um + Wwvmt) dx — [Wux + 3Wu2um 4 vat]zzzﬂ

(4.48)
olacaktir. (4.48) sistemlerinde bulunan 3u? terimi Z,, reel bir degeri simgelemek
lizere Z,, = 3u® atamasi yapilarak 3u? terimi iizerinde lineerlestirme iglemleri yapilir.
Burada Z,, lumped parametresi olarak adlandirilir. (4.48) sistemine Galerkin yontemi
uygulandigl icin j = m —1, m, m+ 1 olmak tlizere W; agirlik fonksiyonlar: ¢; eleman

sekil fonksiyonlar1 ile ayni secilir. Daha sonra Z,, = 3u? teriminin reel bir deger oldugu
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g6z Oniine alinarak (4.47) yaklagik ¢oziimleri (4.48) sisteminde yerlerine yazilir ise

/ cbecbedf) /h asfas;ds) o
-1 0

1{(/¢@¢eds)a+h<o/h #) (65)' )mz (O/h #)' (65) ds)

+ /<¢f)’( d&)a} m (¢>(¢))56
+Zm

3
=

1

3
s

™

H

-1

(o @) ¢+ (o (#9)) o5}

(1.49)
diferansiyel denklem sistemi elde edili. Burada 6 = (65_;, 05, 65,,) ve
o¢ = (0%, 0%, 0%,1) tipik bir [@,, Zp1] elemam iizerinde tammlanan eleman

77+

parametreleri ve ifadesi ise ¢ zamanina gore kismi tiirevi temsil eder. (4.49) da

ifade edilen eleman matrisleri

h

A = Ofcbicbjd&
h

B = bfcbécb}df,

Cs = oudl],
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seklinde olup ve hesaplama iglemleri yapilirsa

6 13 1
Ae _ h
A =L | 13 54 13 |,
i 1 13 6
S .
e _ 2
i -1 -1 2
1 -1 0
. 2
0 -1 1

olarak elde edilir. (4.49) ile verilen diferansiyel denklem sistemi tipik bir eleman igin
eleman matrisleri yardimiyla

e — ge

- -1 (4.50)

5 + (Ae 4B Ce) (B® — C° + Zy (B® — C*)) §¢
dir. (4.50) ile verilen denklem sisteminde Z,, terimi B¢ ve C'¢ eleman matrisleri ile
carpim durumundadir. Z,, terimi matrislerin i¢inde diigiim noktalarinin degisimi ile
farkl degerler alarak lineerlegtirme yapilacaktir. 7, terimi matrislerin icerisinde yer
almadan once bu terim i¢in bir lineerlegtirme se¢imi yapilir. Bir ¢ok lineerlegtirme
teknigi olmasima ragmen bu ¢aligmada w(x,t) bagimh degiskeni igin

u = (Up, + Upy1) /2 secilerek z, digiim noktalarinda 7, terimi
Zm = (3/4) (5m—1 + 25m + 5m+1)2

dir. Daha sonra sonlu eleman yonteminin 6nemli adimlarindan biri olan eleman

matrislerinin birlestirilmesi islemine gecilebilir. Tiim bolge tizerinde ¢éziim elde etmek
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icin eleman denklemlerinin birlegtirilmesi ile Z,, lumped parametresini iceren
diferansiyel denklem sistemi
d=o0

6= (A+B-0) (B-C+B(Z)~C(Z)s (4.51)

olarak yazilir. Yine tekrar edelim ki, (4.51) denklem sistemi global formdadir ve
d=(0_1, by, 01, -, 5N)T veo = (0_1, 0, 01, "+, UN)T global parametreler olmak
tizere A, B, C, B(Zy,) ve C(Z,,) global matrislerdir. Her bir global matrisin m._inci

genellegtirilmig satirlar

A:L(1,26,66,26,1)

B:2(-1,-2,6,-2,—1)

C:2(0,0,0,0,0)

B (Zm) : lh (_Zm07 _Zm(] - Zmlv 2Zm0 + 2Zml + 2Zm27 _Zml - Zm27 _Zm2>

3

C (Zm) : % (07 _ZmO + th ZmO - 2Zm1 + Zm27 Zml - Zm27 O)

ve
Zmo = (3/4) (01 + 20 + Gms1)”,
Zml - (3/4) (5m + 26m+1 + 6m+2)2 y
ng = (3/4) (5m+1 + 25m+2 + 5m+3)2
seklindedir.

Matrislerin birlegtirilmesi ile (4.51) ile verilen (N + 2)x (N + 2) tipinde iki denklem

sistemi elde edilir. Denklem sistemlerinin ¢oziimiine gegilmeden once sisteme simir
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kosullar1 uygulanmalidir. Problemin tam ¢oziimlerinin noktasal degerleri

U (Im,t) =Uy (Im,t) = 5m—1 + 5m

(4.52)
V(Tm,t) = VN (T, t) = Ot + O

kullanilarak m = 0 i¢in 0_; ve o_; parametreleri g ve oy cinsinden ve m = N i¢in
dn ve oy parametreleri ise dy_; ve oy_; cinsinden kolayca elde edilebilir. (4.52) ile
verilen sinir kogullarimin uygulanmasi ile (4.51) denklem sistemi (N x N) tipinde iki
matris sistemine indirgenmis olur. Boylece 6"t ve o™*! gekil parametreleri istenilen ¢
zamanmda dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi (RK4) ile 6" ve o”
parametrelerinden iteratif olarak elde edilir. Iterasyon islemine baslamak icin bir
baslangic degerine ihtiyac vardir bu ise 6° ve ¢° eleman sekil parametrelerinin ¢ = 0

baslangic zamanmdaki degerleridir. 6° ve ¢° parametrelerini elde etmek icin ise

N
u(z;,0) = Uy (2;,0) = > _ 8%,

= (4.53)
v(z;,0) = Vn (2;,0) = Za?gbj
j=—1

baglangic kogullar: kullanilir. (4.53) ile verilen sistemler (N + 2) bilinmeyen ve (N + 1)
denklemden olugur. Bu sisteminlerin ¢oziilebilir olmasi igin ise her bir sisteme birer

ek denklem ilave edilir. Ilave edilecek ek denklemler tiirevli simr kosullar:

U (xm) = Uy (#m) = % (Om — Om—1)

kullamlarak
_Tz % 01 u (IOv O)
1 1 50 Uu (x07 0)
1 1 (51 u (.flfl, 0)
1 ON-1 u(ry_1,0)
11 N u (zn,0)




ve

_T2 % 0-1 v’ (IOv O)
1 1 o) v (0, 0)
1 1 o1 v (z1,0)

1 ON-1 v(zn-1,0)
11 oN v (xp,0)

bigimindeki (N + 2) x (N + 2) tipindeki sistem ile bulunur. Bu sistemlerin ¢oziilmesi

ile 6 ve ¢® parametreleri elde edilir.

4.3.2 Kararlilik Analizi

Bu kisimda MIBq denkleminin kararlilik analizi incelendi. Ayriklastirilan

MIBq denkleminde 8 = max {3 (ul)2} olmak tizere

0<i<N
d=0
. -1 (4.54)
b= (A+B—c) (1+8)(B-C))d
seklindedir. Daha &nceki problemlerde oldugu gibi (4.54) ile verilen sistemi matris

formunda ki1 = ko = [0]y,n sifir matrisleri, k12 = Iyxny birim matris ve

- -1
koy = — (A + B — C') (1 — ) (B = C)) ¢ notasyonlarmi kullanarak

k k
K— [ 11 k2 ]
kor koo
seklinde tanimlayalim. O halde (4.54) lineer denklem sistemi matris formunda
0 ki k 5
_ 11 k2 (4.55)
o ko1 koo o
seklinde ifade edilir. Béliim 2 de agiklandig tizere (4.51) ile verilen denklem sistemine

uygulanan dordiincii mertebeden Runge-Kutta yonteminin kararlihigi (4.55) ile verilen

125



K matrisinin 6zdegerlerine baghdir. K matrisinin 6zdegerleri ;7 = 0,1,2,.N — 1
icin A; ler ile gosterilsin. Jain [69], dordiincii mertebeden Runge-Kutta yonteminin
kararli olmasi i¢cin A matrisinin 6zdegerlerinin kompleks diizlemde saglamasi gereken
kogullardan soz etmistir. Buna gore eger K matrisinin biitin A; 6zdegerleri sadece
reel kisimdan olusuyor ise 6zdegerlerin —2.78 < hA; < 0 araliginda, sadece imajinel
kisimdan oluguyor ise 0 < |h);| < 2v/2 araliginda, eger dzdegerler reel ve imajinel
bilegenlere sahip ise Sekil 2.5 ile gosterilen Runge-Kutta kararlilik bolgesi igerisinde
yer almasi gerekmektedir. Bu nedenle, K matrisinin 6zdegerlerinin tizere N = 66
ve At = 0.001 degerleri i¢in kompleks diizlemdeki konumlar1 Sekil 4.9 da gosterildi.
Sekilden goriildigii zere A; 6zdegerleri Sekil 2.5 ile gosterilen Runge-Kutta kararlilik
bolgesi igerisindedir. Fakat birkag ozdeger At); < 3 x 107! olacak sekilde pozitif
reel kisma sahiptir. Bu durumda ise [69] ile verilen referanstaki tolerans kullanilarak,
modifiye edilmig Improved Boussinesq tipi denklemin galerkin sonlu eleman yontemi
ile ayriklagtirilan niimerik semasinin ¢oziimii i¢in kullanilan Runge-Kutta yonteminin

kararl oldugu sonucuna varilir.

3 2 1 0 1 2 3
0¥

Sekil 4.9: MIBq: N = 66 ve At = 0.001 degerleri icin \; 6zdegerlerinin kompleks
diizlemdeki konumlar:
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4.3.3 Niimerik Ornekler ve Sonuglar

Boliim 4.3 de modifiye edilmig Improved Boussinesq denkleminin kuadratik B-spline
bazlar kullanilarak Lumped Galerkin sonlu eleman modeli olugturuldu. Elde edilen
model ile problemin yapisina uygun olan iki problem dalga hareketi ve dalga etkilesimi
ele alindi. Tk niimerik problem olan dalga hareketi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin
tam ¢oziim ile ne kadar uyumlu oldugu (3.25) ile verilen L, ve L., hata normlari
ile olciildi. Tkinci problem olan dalga etkilesiminde ise ikiside pozitif genlige sahip
olan soliter-soliter dalga etkilesimi ve biri pozitif digeri negatif genlige sahip olan
soliter dalga ve antisoliter dalganin etkilegimi ele alinarak bu iki etkilesim arasindaki

farkliliklar incelendi.

Dalga hareketi

Bu problemde modifiye edilmis Improved Boussinesq denkleminin iirettigi soliter
dalganin hareketi ele alindi. (4.40) ile verilen MIBq denkleminin tam ¢6ztimii ve tam
¢oziimiin ¢ bagimsiz degiskenine gore kismi tirevinde ¢ = 0 alinmasi ile

f(z) =u(z,0) = Asech ((A/cV2) (z — To))

g (z) = (x,0) = v (z,0) = (A%?/V/2) sech ((A/cV2) (z — Zo)) X (4.56)

tanh ((A/cv2) (z — Zo))

basglangi¢ kogullar1 elde edildi. (4.56) esitligi MIBq denklemi tarafindan iiretilen ve
genlik degeri A, hiz1 ¢ ve baglangictaki konumlandigi nokta %y olup x eksenininde
sag tarafa dogru hareket eden soliter dalgay: temsil eder. Problemin ¢alisildigi bolge
[—150, 180] olarak segildi. Dalga hareketi incelenirken iizerinde ¢aligilan bélgenin
seciminde; secilen farkli genlik, zaman adimi ve konum adimi degerleri igin yaklagik

¢oziim ve tam cozliim degerlerinin bolgenin sag ve sol uglarinda sinir degerlerinin
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u =~ 0 olmasi1 goz oniine alindi. Farkli A, At ve h degerleri icin ¢ = 70 de elde edilen

L, ve L, hata normlar1 Tablo 4.6 ve Tablo 4.7 de sunuldu.

Tablo 4.6: MIBq igin farkli A, At ve h degerlerinde L, hata normlari

Ly x 103
A At h=01 h=0.2 h=0.5 h =0.625 h=1
0.2 0.01 0.003517 0.010551 0.062799 0.097987 0.248152
0.02 0.003616 0.010354 0.063026 0.097902 0.248340
0.05 0.005016 0.010771 0.063489 0.098607 0.248774
0.1 0.006695 0.013217 0.065216 0.100466 0.250598
0.2 0.013119 0.020699 0.072923 0.108059 0.258291

0.25 0.01 0.008302 0.025281 0.155530 0.242644 0.617641
0.02 0.008342 0.025418 0.155783 0.242847 0.617957
0.05 0.009315 0.026680 0.157046 0.244025 0.618954
0.1 0.013655 0.031317 0.161599 0.248744 0.623690
0.2 0.032117 0.050153 0.180575 0.267618 0.642671

0.5 0.01 0.072425 0.272540 1.697739 2.657717 6.890560
0.02 0.074415 0.274592 1.699360 2.659512 6.892127
0.05 0.090743 0.291180 1.715635 2.675136 6.907578
0.1 0.149280 0.350552 1.772805 2.731729 6.961596
0.2 0.399403 0.595447 2.005275 2.960539 7.180371
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Tablo 4.7: MIBq igin farkli A, At ve h degerlerinde L., hata normlar

Lo x 10°
A At h=0.1 h=0.2 h=0.5 h = 0.625 h=1
0.2 0.01 0.001110 0.003140 0.018486 0.028671 0.072481
0.02 0.001309 0.003199 0.018457 0.028709 0.072630
0.05 0.001556 0.003183 0.018658 0.028925 0.072801
0.1 0.002117 0.003959 0.019187 0.029469 0.073345
0.2 0.003667 0.005898 0.021534 0.031845 0.075722

0.25 0.01 0.002644 0.007623 0.044770 0.069767 0.177756
0.02 0.002526 0.007505 0.044772 0.069837 0.177852
0.05 0.002918 0.007923 0.045193 0.069957 0.178106
0.1  0.004098 0.009176 0.046504 0.071355 0.179477
0.2 0.009598 0.014311 0.051878 0.076619 0.184787

0.5 0.01 0.022512 0.084774 0.531020 0.818710 2.134930
0.02 0.023123 0.086232 0.531854 0.819880 2.135362
0.05 0.028181 0.093191 0.538485 0.826578 2.139281
0.1 0.053767 0.119238 0.562424 0.849354 2.152588
0.2 0.154460 0.219016 0.655966 0.938634 2.206992

Tablolardan goriilecegi tizere Ly ve Lo, hata normlarinin minumum degeri h konum
adimmin farklh secimleri icin At = 0.01 zaman adiminda elde edildi. Daha kiigiik
zaman ve konum adimi kullanilmasi ile yaklagik ¢oziimiin tam ¢oziime daha ¢ok
yaklagtigl, zaman ve konum adimlarinin boliinti sayis1 arttirildikca Lo ve L., hata
normlarinin azaldigi gozlendi.

Genligi A = 0.5 ve basglangi¢ zamanindaki konumu o = 0 olan solitary dalganin
h = 0.1 ve At = 0.01 degerleri i¢in niimerik simiilasyonu ise Sekil 4.10 de sunuldu.
Sekilden goriilecegi tizere soliter dalga seklinde, genliginde ve dolayisiyla hizinda

onemli bir degisim olmadan hareket etmektedir.
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Sekil 4.10: MIBq igin = € [—150,180], 4 = 0.5,h = 0.1, At = 0.01, g = 0 ve t = 70
degerlerinde soliter dalga hareketi

Niimerik simiilasyon grafiklerinin ¢ = 30, 50 ve 70 zaman degerleri igin soliter
dalganin arkasinda salinim yapan ikincil dalgalarin daha iyi gozlenebilmesi amaciyla
biiytitildii ve grafikler Sekil 4.11 de sunuldu. Sekil 4.11’den soliter dalganin arkasinda
bulunan ikincil dalgalarin, baglangi¢c dalgasinin kuyruk kismina dogru genliklerinin
salinimlarindan daha hizh azaldigi gozlenmektedir. Soliter dalganin hareketi icin elde

edilen sonuglar referans [115] de elde edilen sonuglarla uyumludur.
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Sekil 4.11: MIBq: ikincil dalgalar

Daha sonra, soliter dalganin yapisindaki degigsimi incelemek amaci ile t = 70 icin
soliter dalganin genligi A = 1, A = 1.5, A = 2 ve A = 2.5 secilerek niimerik
simiilasyonlar Sekil 4.12 de sunuldu. Sekil 4.12’den goriilecegi tizere soliter dalganin
kuyruk kisminda ikincil dalgalar meydan gelir ve soliter dalganin genliginin biiyiimesi
ile salimim yapan ikincil dalgalar artar. Niimerik deneyler yardimiyla soliter dalganin

genliginin artmasi ile ikincil dalgalarin arttigi sonucuna varildi.
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Dalga etkilegimi

MIBq denkleminin dalga etkilegimini tanimlayan ¢oziim [115]

u(x,t) = iAi sech ((Al/cl\/i) (x — it — fl)) (4.57)

olmak tizere bu kisimda soliter dalgalarin etkilegimi iizerine niimerik ¢aligmalar yapildi.
(u®),, nonlineer teriminin tek fonksiyon olmasimdan dolayr (4.40) ile verilen MIBq
denkleminin soliter dalga iireten coziimlerinin yani sira antisoliter dalga treten
¢oztimleri de mevcuttur [99]. Boylece bu galigmada ilk olarak esit ve farkli genliklere
sahip iki soliter dalganin etkilegimi, ikinci olarak esit ve farkli genliklere sahip biri

soliter ve digeri antisoliter dalga olan iki dalganin etkilegimi ele alind:.

Soliter-soliter dalga etkilesimi

Bu problemde A; ve Aj genliklerine sahip, Z; ve Ty noktalarinda konumlandirilmisg,
c1 ve co hizlar ile birbirlerine dogru hareket eden iki soliter dalganin etkilegimi ele
alindi. Problemin baglangi¢ kogullar1 (4.40) denkleminin dalga etkilegimini tamimlayan

(4.57) ¢oztim fonksiyonunda ¢ = 0 alimarak

f(x) = Ay sech ((Al/clx/i) (x — il)) + A, sech ((Ag/c2\/§) (x — :'&2))

g(z) = (A2/v2) sech ((A1/c1v2) (x — &1)) x tanh ((A1/e1V2) (z — 1))
+ (A%/v2) sech ((A/c2v2) (x — &5)) x tanh ((A2/c2v/2) (z — T))

elde edildi. Dalgalarin ilk konum noktalar1 2y = —75 ve Ty = 75 olmak fizere
problem [—200,200] bolgesi iizerinde dalgalarin etkilegimini tamamlamasi ve daha
iyi gozlenmesi agisindan segildi. Etkilesim problemi zaman adimi At = 0.5, konum

adimi h = 0.5 ve t = 180 degerleri icin genlik degerlerinin A < 1 ve A > 1 olmak

133



iizere iki durumu goz ontine alinarak caligildi. Birinci durumun incelenmesi igin, ilk
olarak dalgalarin genlikleri A; = A, = 0.1 ve ikinci olarak A; = 0.2, Ay, = 0.4
segilerek Sekil 4.13 (a)-(b) de sunuldu. Sekilden, etkilegsimin bagladiginda, dalgalarin
yavagca Ortiigerek tek bir dalga formunu olugturdugu etkilesimden sonra ise tekrar
iki dalga formu gozlemlendigi ve dalgalarin orjinal sekillerini kazanarak ilerlemeye
devam ettikleri gozlemlendi. Ayrica etkilegim sonrasinda dalgalarin arkalarinda ihmal
edilebilir ikincil kuyruk dalgalar1 biraktiklar1 goriildii. Daha sonra ikinci durumu
incelemek amaciyla, dalgalarin genlikleri A; = Ay = 1 ve A] = 1, Ay = 2 seqildi
ve niimerik simiilasyonu Sekil 4.13 (c¢)-(d) da sunuldu. Sekillerden goriildiigi tizere
A < 1 durumuna benzer etkilegim olay1 gerceklesmekte ve etkilesime giren dalgalarin
arasinda kalan bolgede daha fazla goriilebilir ikincil dalga ortaya ¢ikmaktadir.

Sonug olarak; etkilesim anindaki dalganin genligi her iki dalganin genliginin
toplaminin iki katindan fazladir ve etkilegimin inelastikligi, dalgalarin herhangi birinin
genliginin artmasi ile artmaktadir. Yapilan niimerik deneyimler sonucunda, etkilegime
giren soliter dalgalarim genlikleri i¢in A < 1 igin etkilesim elastik ve A > 1 igin
etkilegsim inelastiktir. Elde edilen sonuglar referans [115] de sunulan sonuglar ile

uyumludur.
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Sekil 4.13: MIBq: soliter-soliter dalga etkilegimi

Soliter-antisoliter dalga etkilesimi

Soliter-antisoliter dalga etkilesiminin incelenmesi amaci ile (4.40) ile verilen problemin
caligildigr aralik yine [—200, 200], At = 0.5, h = 0.5, t = 180 ve dalgalarin baglangicta
konumlandig1 noktalar ; = —85 ve 25 = 85 secildi. Mutlak degerce kiiciik genlige
sahip olan dalgalarin etkilesimini arastirmak amaci ile ilk olarak A; = —0.1, A, = 0.1
ve sonra A; = —0.2, Ay = 0.4 secildi. Daha sonra genlik degerleri A; = —1, Ay =1
ve Ay = —1, Ay = 2 degerlerine kadar artirildi. Etkilegimlerin ntimerik simtlasyonu
Sekil 4.14 de sirasiyla sunuldu. Etkilesim siiresince birbirlerine dogru hareket eden

dalgalarin on kistmlarinin diklegerek genliklerinin siirekli azaldigi ve etkilegsim aninda
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iki dalganin hemen hemen kayboldugu, bir miiddet sonra soliter ve antisoliter dalganin
tekrar goriinerek orjinal sekil ve biiylik bir oranda genliklerini tekrar kazandiklar:

gozlemlendi.

Sekil 4.14: MIBq: soliter-antisoliter dalga etkilesimi

Etkilesimden sonra dalgalarin genliklerinin artmasi ile etkilesen dalgalarin
arkasinda ortaya c¢ikan goriilebilir ikincil dalgalarin arttigi ve soliter-antisoliter dalga
etkilesiminde, soliter-soliter etkilesimine gore salimim yapan ikincil dalgalarin daha

fazla oldugu gozlendi. Elde edilen sonuglar [99] de sunulan sonuglar ile uyumludur.
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