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1. GIRIS

Bazlar, hem sonlu hem de sonsuz boyutlu vektor uzaylarinin analizinde onemli
bir role sahiptir. Fikir her iki durumda da aymdir: Uzaydaki tiim elemanlar, { fx}72,
baz elemanlarinin lineer kombinasyonu geklinde tek tiirlii ifade edilebilir. Yani vektor

uzayimin her bir f elemaninin

f= chfk (1.0.1)
k=1

olacak gekilde bir tek {cg}72, skaler dizisi vardir.

Fakat sonsuz boyutlu vektor uzaylarda durum biraz daha karmagiktir. Zaman
zaman sonsuz serilerle caligmakta zorlaniriz. (“)rnegin serileri, elemanlarin sabit
noktaya gore mi (conditional convergent) yoksa elemanlarin nasil siralandigina bakil-
maksizin (unconditional convergent) yakinsamasim mui isteriz? Hilbert uzaylarinda
sartsiz yakinsaklik (unconditional convergent) Bessel dizileri diigiiniilerek elde edilmis-
tir. Bu ylizden Bolim 3.2’de boyle dizilerin genel ozellikleri detayli bir sekilde
anlatildi. Bolim 3.3’de Hilbert uzaylarinda ortonormal bazlarin onemli ozellikleri
tartigildi. Bolim 3.4’de frame kavramindan bahsedildi. Frameler, bazlarin bir
genellegtirmesi olarak diigtiniiliir. Biz bu ¢alisma boyunca ayrilabilir Hilbert uzaylari-
nda caligtik. Her ayrilabilir Hilbert uzayi bir baza sahiptir. O halde boyle bir
genellegtirmeye neden ihtiya¢ duyulmustur sorusunu irdelemek oldukga dogaldir. Bu
sorunun cevabini ise aslinda bazlarin 6zellikleri bize verir. Ciinkii baz olma sartlar
oldukca zordur: Mesela baz elemanlarmm lineer bagimsiz olmasi gerekir. Ozel
ozelliklere sahip baz ingaa etmek gerekirse bu genelde imkansiz olacaktir. Ayrica
bazdaki ufak bir degisiklik bile bazlarin 6zelliklerine zarar verebilir. Bazlarin bu
kisitlayici 6zelliklerinden dolay: daha esnek yapilara ihtiyac duyulmustur. Iste framel-
er bu esnekligi saglayan araclardir.

Simdi H Hilbert uzaymda bir {f}2, dizisinin frame olma kavramindan kisaca
bahsedelim:

Bir {fi}72, dizisi, H i¢in bir framedir 6yleki her bir f € H'nin (1.0.1) geklinde
bir temsili vardir. Fakat bu temsilin tek tiirli olmasi gerekmez. Yani {cg}72,
skaler dizisi tek tiirlii olmayabilir. Bu tanim geregince her frame baz olmayabilir.

Ancak her baz bir framedir. Iste bu yiizden frameler, bazlarn genellegtirmesi olarak



diigtiniiliir. Tanimdan da anlasilacag: iizere frame elemanlar: arasinda genelde lineer
bagimsizlik sart1 aranmaz. Daha agik olarak ifade etmek gerekirse bir frame, bazdan
¢ok daha fazla sayida eleman igerebilir.

Frameler, ilk olarak 1952 de, Duffin ve Schaeffer tarafindan, [1] de tanimlanmisgtir.
Duffin ve Schaeffer, harmonik olmayan Fourier serilerinde, frameleri bir arag olarak
kullanmiglardir. Daha sonra 1985’de, Daubechies, Grossmann ve Meyer, [2] numaral
caligmalarinda frameleri, Ly(R) tizerindeki fonksiyonlarin seri agilimlarim bulmada
kullanilabilecegini gozlemlediler. Ciinkii bu acilimlar, ortonormal bazlar kullanilarak
yapilan acilimlara cok benzemektedir. Pratikte kullanmak igin en uygun bazlar,
ortonormal bazlar oldugundan ve framelerin yapisi ortonormal bazlara benzer 6zellik-
ler tagidigindan frame kavraminin énemi artmistir.

H Hilbert uzaymnda bir { f}32, dizisine , her f € H igin

ANFIP < D IE fal* < BIFIP

k=1
sartin1 saglayacak sekilde 0 < A < B < oo katsayilar1 varsa, bir frame denir.

A ve B sayillarina frame sinirlar adi verilir. A ya alt, B ye de st frame sinary
denir. Frame smirlar tek degildir. Bitiin alt frame smirlarimin supremumuna
optimal alt frame sinar, bitin iist frame sinirlarinin infimumuna ise optimal st
frame sinary adi verilir.

Frameler, sinyal igleme, goriintii igleme, filter bank teorisi, bilgi depolama ve
kablosuz iletigim gibi bir ¢ok alanda kullanilmaktadir. Sayisiz alanda yaygin bir
sekilde kullanilmasindan dolay1, framelerle ilgili ¢caligmalar son yillarda hizla artmisgtir.

Ancak bazi uygulamalarda frameler de yeterli olmamaktadir. Bu eksikligin
giderilmesi i¢in P. G. Casazza ve G. Kutyniok [3] bunun iizerine ¢aligmalar yapmig
ve "altuzaylarin frameleri” kavramini tanitmiglardir. Bu fikrin temelinde, yerel
framelerden global bir frame elde etme gayesi yatar. Bu yilizden fusion frameler
framelerin bir genellestirmesi olarak diigiiniiliir. Yani frame teorinin ¢ok daha 6tesinde
bir teoridir. Bu calismanin asil amaci da bu teoriyi incelemektir. Bu fikrin temeli
aslinda Duffin ve Schaeffer tarafindan, [1] deki galigmalariyla atildi. Daha sonra
sirayla Gabor, Heil ve Walnut farkli konulardaki caligmalariyla bu fikri zenginlestirdi-
ler. Bu fikir {izerine bir diger yaklagim da Fornasier'nin [4] ve [5] numaral ¢aligmalari-
dir. P. G. Casazza ve G. Kutyniok'un caligmalari, Fornasier'in ¢aligmalarinin bir

genellegtirilmesidir.



I sayilabilir bir indeks kiimesi olmak tizere, W = {W, };¢;, H'da kapali altuzaylarin
bir ailesi ve v = {v;};er agirhiklarin bir ailesi yani tiim ¢ € [ i¢in v; > 0 olsun.
Wy = {(W;,v;) bier asagidaki sart1 saglarsa bir fusion frame adim alir. Tim f € H
i¢in

CIIE < 3 Imwi ()1 < DS
el
sartini saglayacak sekilde 0 < C' < D < oo skalerleri vardir. Burada myy,, H Hilbert
uzayindan W; altuzay tizerine olan ortogonal projeksiyondur. C' ve D fusion frame
sinirlart olarak adlandirilir. C’ye alt fusion frame siniri, D’ye de st fusion frame
stnary adi verilir.

Fusion frameler, matematikte, fizikte, miihendislikte, zaman-siklik analizinde,
filter bank teorisinde, paket kodlamasinda, sinyal ve goriintii islemede, kablosuz
sensor aglarimin modellemesinde ve bunun gibi bir ¢ok alanda kullanmilmaktadir.
Fusion frameler, ¢oklu sinyal sistemlerinin yeniden insaasini saglar ve sistemlere
saglamlik katar.

Boliim 4.1 de fusion frameler tanitildiktan sonra, Boliim 4.2 de Hilbert uzaylarinin
sonlu boyutlu altuzaylarindaki fusion framelerinin baz ozellikleri verildi. Bolim 4.3
de fusion framelerin genel Ozelliklerinden bahsedildi. Boliim 4.4 de uygulamalarda
kullanigh olan Parseval fusion frameler karakterize edildi. Son boliimde ise glintimiiz-
de bir ¢ok alanda kullanilan kablosuz sensor aglar1 tanmitilip, fusion frameler ile nasil

modellendigi tizerinde duruldu.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Lineer Cebir Kavramlari

Bu béliimde, diger boliimlerde gecen temel tamim, kavram ve teoremler ifade

edilecektir. Tanim ve teoremlerde gecen K cisminden R veya C anlasilacaktir.

Tamim 2.1.1. [6] X bostan farkl bir kiime ve K bir cisim olsun. X dzerindeki (+)

toplama ve (.) skalerle ¢carpma diye adlandirilan islemleri,

+: X xX —X

(z,y) — x4y

O K xX =X

(a,x) — a.x

olarak tamimlayalim. FEger her x,y,z € X ve a, € K i¢in asagidaky sartlar

saglanirsa, X'e, K fizerinde bir lineer uzay (vektor uzayi) denir:
(x+y)+z=x+(y+2) (2.1.1)

r+y=y+=zx (2.1.2)

x + 0 = x olacak sekilde X in sifur elemany denen bir € X vardir (2.1.3)

Her x € X i¢in x + (—x) = 0 olacak sekilde — x € X vardur. (2.1.4)
a.(z+y)=axr+ oy (2.1.5)

(a+B)x=ax+ Py (2.1.6)

(a.f).x = a.(B.x) (2.1.7)

lx=x (2.1.8)



Tamim 2.1.2. [6] X ve Y, bir K cismi tzerinde iki vektor uzayr olsun. T : X —Y

bir dontisum olmak tzere her x,y € X ve her a € K 1i¢in

T(x+y)=T(x)+T(y)

T(ax) = aoT(x)
esitliklert saglanwyorsa T 'ye, X ’den Y "ye bir lineer doniigim denir.
Tanmim 2.1.3. [6/ X, K cismi tzerinde bir lineer uzay olsun.
T:X—->K

dontusiumi lineer ise T "ye, bir lineer fonksiyonel denir.

Tanim 2.1.4. [7] X, K cismi tzerinde bir lineer uzay ve (,) : X x X — K bir

fonksiyon olsun. (.) fonksiyonu, her x,y,z € X ve a € K i¢in

(1) (z+y,2) = (z,2) + {y, 2)

(ii) (onz,y) = o (z,y)

(iii) (z,9) = (y, )

(iv) (z,2) >0, (x,2) =0 <= 2 =0

sartlariny saghyorsa X tzerinde bir i¢c ¢carpim adini alir.

Tanim 2.1.5. [7/ Uzerinde 1¢c carpim tanimlanmas bir X wvektor uzayina i¢ ¢arpim

uzayr denir.
2.2 Temel Fonksiyonel Analiz Kavramlari
Tamim 2.2.1. [6]

(i) (Holder esitsizligi) p > 1, —1—5 =1wek =1,2,...,n olmak tzere ay,by > 0

1
P

olsun. Bu taktirde

=

1

k=1

3

iakbk S ( ; ai)

k=1 k=1



ve
n n

Z apby, < mkaxbk. (Z ak>
k=1 k=1

olur.

(ii) (Minkowski esitsizligi) p > 1 ve k = 1,2,...,n olmak tzere ay, by > 0 olsun. Bu

(o) < (5 (29

k=1 k=1

taktirde

dir.

Tanim 2.2.2. [6]/ X, bos olmayan bir kiime olmak tzere, d : X x X — R fonksiyonu

verilsin. d fonksiyonu her x,y,z € X i¢in
(i) d(z,y) =0 <= z=y

(ii) d(z,y) = d(y, )

(iii) d(z,y) < d(z,2) + d(z,y)

sartlariny saghyorsa d’ye, X tzerinde bir metrik denir. (X,d) ikilisine de bir

metrik uzay denir.

Ornek 2.2.1. R reel sayilar kiimesi, d(xz,y) = |zv —y| fonksiyonu ile bir metrik

uzaydir. Bu metrige R nin alisilmas (mutlak deger) metrigi denir.

Ornek 2.2.2. = = (z1,1,), y = (y1,%2) € R? olmak izere, R* dizerinde
d(x,y) = max{|zy — 1], [r2 — 12|}
fonksiyonu bir metrik tanamlar.
Ornek 2.2.3. Tim sinrh kompleks terimli dizilerin kimesi olan
loo = {x =(zp) €95 s%p|xk| < oo}

uzerinde
d(z,y) = sup {lzr — ykl}

fonksiyonu bir metriktir. Bu yiuzden ({s,d) bir metrik uzaydr.



Tanim 2.2.3. [6] X = (X,d) bir metrik uzay ve M C X olsun. Ejer M = X ise

M kumesine, X ‘de yogundur denir.

Tamim 2.2.4. [6] Bir X = (X, d) metrik uzayinda bir (z,,) dizisini ele alalim. Eger;

lim d(z,,z) =0

n—o0

olacak sekilde bir x € X noktast varsa (x,) dizisi yakinsaktir ya da x noktasina

yakinsar denir. x noktasina, (z,) dizisinin limiti adu verilir ve

lim z, = x
n—oo

ya da kisaca x,, — x seklinde gosterilir.

Tanmim 2.2.5. [6] X = (X, d) bir metrik uzay ve (x,), X ’de bir dizi olsun. Eger
her ¢ > 0 sayisina karsilik n,m > N oldugunda, d(x,,z,) < € olacak sekilde bir
N = N(e) sayse bulunabiliyorsa, (x,,) dizisine, X 'te bir Cauchy dizisi denir. X 'deki
her cauchy dizisi, yakinsak ise (yani; X 'de bulunan bir limit noktasina sahip ise) X

uzayr tam’dir denar.

Tanim 2.2.6. [6/ X, K cismi dizerinde bir lineer uzay ve ||.|| : X — R bir fonksiyon

olsun. ||.|| fonksiyonu, her v,y € X ve a € K igin
(i) ol =0 = 2=

(ii) [loz]| = [l =]

(iii) [lz +yll <[zl + vl

sartlarna saghyorsa, X fizerinde bir normdur denir ve (X, ||.||) ikilisine de bir

normlu uzay denir.
X tizerindeki bir norm, X iizerinde,
d(z,y) = [lz =yl

seklinde tanimlanan bir d metrigi tanimlar ve bu metrige norm metrigi adi verilir.



Ornek 2.2.4. R ve C iizerinde l.| fonksiyonu, bir norm tanwvmlar. Bu norma

alisilmais norm denir.

Ornek 2.2.5. 1 < p < co olmak tizere (, = {m = (z,) €S : > |za|" < oo} kimesi

] = (; fvnp>;

Tanim 2.2.7. [7] (X,]||.||) bir normlu uzay olsun. Eger X, d(x,y) = |z —yl|

normuyla bir normlu uzaydar.

metrigine gore tam ise (X, ||.||) normlu uzayina bir Banach uzay1r adv verilir.

. n 2

Ornek 2.2.6. R" ve C", ||z|| = (Z xi) , normuyla siraswyla reel ve kompleks
k=1

Banach uzaylaridar.

Ornek 2.2.7. Ca,b] = {f; f:[a,b] = C, siirekli} kiimesi, foksiyonlarin toplamas:

ve bir kompleks skalerle carpima islemleriyle bir lineer uzay yapisina sahiptir. f €

C'|a, b] olmak iizere

= t
151 = s 170
seklinde tanuml ||.|| fonksiyonu, C'la, b] tzerinde bir norm teskil eder. C'|a,b] uzay

bu normla bir kompleks Banach uzay: yapisina sahiptir.

Tamim 2.2.8. [7] X veY birer normlu uzay olsunlar ve T : X — Y lineer operatori

verilsin. Eger her x € X i¢in
IT(@)]ly < cllelx
olacak sekilde bir ¢ > 0 sayist varsa T'’ye siirhidir denir.

Tanim 2.2.9. [7/ X ve Y birer normlu uzay olsunlar ve T : X — 'Y lineer operatorii

A )

degerine, T simirly lineer operatériniin normu denir ve ||T|| ile gosterilir.

verilsin.



Tamim 2.2.10. /8] (X, (,)), bir i¢ ¢carpim uzayr olsun. X,
]l = v/ {x, z)

normuna gore tam ise (X, (,)) uzayima bir Hilbert uzayr denir.

Ornek 2.2.8. ||z|| = (Z xi) , oklid normuyla R™ yi dugtinelim. Bu uzay, x =
k=1
(1, X2, .oy Tp) vE Yy = (Y1, Y2, .., Yn) € R™ igin

(T, y) = T1.91 + To.y2 + ... + Tp.Yn,

i¢ carpvma ile bir i¢ carpym uzayidar.

|zl = V(z,2) = Vr1.010 + 0.0 + ... + T2,

=/ + i+ .. a2

oldugundan, R™ nin normu bu i¢ carpimdan gelmektedir. R"™’nin bu normla tam

oldugunu biliyoruz. Boylece R™, bir Hilbert uzayidur.

Ornek 2.2.9. (, = {]3 = (z3) €5 : Y |z < oo} dizi uzayr bir Hilbert uzayidur:
k

Her x,y € {5 i¢in
(x,y) = Zxk%
k=1

esitlige, Uo tuzerinde bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ ¢arpimin tamimladgr norm

Iz]| = V/(z,z) = \/%: (;xﬁ)é

olup, bu €y nin klasik normudur. Bu normla {y uzayinin tam oldugunu biliyoruz. O

halde (5 uzayr bir Hilbert uzayidir.

Ornek 2.2.10. p # 2 olmak tzere, {p uzayr bir ic carpim uzayr degildir. Dolayisiyla
bir Hilbert uzay: degildir.

Teorem 2.2.1. [9] H bir Hilbert uzay: ve x,y € H olsun. Bu durumda

2]l = sup [(z,y)|
lyll=1

dir.



Tamim 2.2.11. /8] H bir Hilbert uzayr olmak izere her x,y € H igin

[z, )] < [l]] lyl
esitsizligine Cauchy-Schwarz esitsizligi denir.

Tamim 2.2.12. [10] H bir Hilbert uzay: olsun.

(i) z,y € H i¢in eger (x,y) = 0 oluyorsa x elemans, y elemanina diktir denir ve

x Ly ile gosterilir.
(ii) H’daki {xy},., vektorlerinin bir kolleksiyonuna
(g, ) =0, tim k # 1 igin
sartine saglamast durumunda ortogonal sistem denir

(iii) {zx},e, ortogonal sistemi, tim k € N id¢in ||xx|| = 1 ise ortonormal sistem

olarak adlandurilur.
Tamim 2.2.13. [10] H bir Hilbert uzay: olsun.

(1) H'mn bir W altuzayinan ortogonal timleyeni, W 'deki tiim elemanlara ortogonal

olan H 'daki vektorlerdir. W+ ile gosterilir.

W ={zecH|(x,y) =0, Yyec W}

(ii) H’nin U ve W iki altuzayr i¢in, U + W toplama
U+W:={veH|v=u+w, uel, weW}
seklinde tanimlanar.

(iii) Eger her x € H elemam, v € U, w € W olmak tizere x = u + w seklinde tek
bir gosterime sahipse H, U ve W altuzaylarimin direkt toplamidir denir ve

H=U®W seklinde gosterilir.
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Teorem 2.2.2. [10] W, bir H Hilbert uzayinin kapaly herhangi bir altuzayr olsun.
Bu durumda,

H=WaoWw"t

dar.

Tanim 2.2.14. [10] V, H Hilbert uzayimin kapale bir altuzayr olsun. v € H

elemanina, v, €'V, vy € V* olmak iizere
V=01 + V2
olarak yazalim. V tuzerindeki P ortogonal projeksiyonu:
Pv =1
seklinde tanymbidar.

Lemma 2.2.1. [10] H Hilbert uzayiman V # {0} kapale bir altuzayine alalim. Bu

durumda H 'min V' dzerine P ortogonal projeksiyonu asaqidakt ozellikleri saglar:
(i) P, lineer, sinarl ve |P|| =1 dir.

(ii) P, self-adjointtir.

(iii) P? =P dir.

Tamim 2.2.15. [7] H ve K, Hilbert uzaylary olmak dzere, T : H — K taniml
stnarh, lineer bir operator olsun. Bu durumda, T 'nin, T* adjoint operatori, her

x € H vey € K olmak tzere

(Tw,y) = (&, T"y)
olacak sekilde bir T : K — H lineer operatoridir.

Lemma 2.2.2. [10] H ve K, Hilbert uzaylar: olmak tzere, T : H — K sinarl,

lineer bir operator olsun. Bu durumda

(@) (1) =T

11



(i) [T = |7~
olur.

Tanmim 2.2.16. [7] Bir H Hilbert uzay: tzerinde, swrl, lineer bir T : H — H

operatori verilmis olsun.

(i) T* =T ise, T ye self-adjoint,

(ii) T* =T"" ise T 'ye initer,

(iii) 7*T = TT* ise T 'ye normal
operator ady verilir.

Teorem 2.2.3. [7] H bir Hilbert uzay: olsun. H dzerindeki her sinurly f fonksiyoneli
i¢ ¢carpim cinsinden ifade edilebilir. Yani her f € H igin bir tek z € H (f 'ye bagl)
vardir. Oyleki

f(x) = (z, 2)

gosterimine sahiptir.

Tamim 2.2.17. [7] X ve Y metrik uzaylar olsun. D(T) C X olmak tzere bir
T :D(T) — Y donisimini goz énine alalim. Eger, D(T) deki her a¢ik kiimenin
T altindaki goriuntisu de 'Y de ag¢ik bir kiime ise T "ye bir acik dontisim adr verilir.
Teorem 2.2.4. [7] Bir X Banach uzayindan bir Y Banach uzay tizerine olan sinarl

lineer bir T' operatori acik doniisimdiir. Dolayswyla T, bire-bir ve tizerine ise T~ !

sureklt ve bu nedenle de sinirlidar.

Teorem 2.2.5. [7] (T,,)%,, bir X Banach uzayindan normlu bir Y uzaye igine

n=1>

olan sinarl, lineer T, : X — Y operatorlerinin bir dizisi olsun. Her x € X i¢in,

(| Tz |)o, dizisinin simrl oldugunu varsayalim. Yanin € N igin
[Tz < e

olacak sekilde bir c, reel sayisy vardir. Bu durumda (||T,,||) normlar dizisi sinarldar.
Yans;

Tl < c

olacak sekilde bir c reel sayist vardar.

12



Teorem 2.2.6. [8] (T,,)s%,, bir X Banach uzayindan Y Banach uzay tzerine olan
swnarl, lineer T,, : X — Y operatorlerinin bir dizisi olsun. Bu dizn T : X — Y
dondisimine noktasal yakinsasin. Bu durumda T, sinirl ve lineerdir. Ayrica (||T,]])

normlar dizisi sinarlidir ve

|7 < liminf ||7,|]
dir.

Teorem 2.2.7. [8/ X bir Banach uzay. olmak dzere ejer T : X — X sinrl ve

|1 —T| <1 ise T nin tersi vardur ve

T => (-1
k=0
dir. Ayrica
1
T7Y < —r——
e S
olur.

Simdi bir X Banach uzayinda bir serinin yakinsakligi kavramindan bahsedelim:

N
Tamim 2.2.18. [9] (z,,) bir X Banach uzaymda bir dizi olsun. Eger sy = > @,

n=1

o

kismi toplamy X 'in normunda x’e yakinsaksa > x, serisi x € X’e yakinsaktir
n=1

denir.

Tanim 2.2.19. /9] (x,) bir X Banach uzayinda bir dizi olsun. Eger Y T
o (k)
serisi N’nin biitin o permiitasyonlary i¢in yakinsaksa | x, serisi sartsiz yakinsaktir
n=1
(unconditionally convergent) denir.

Lemma 2.2.3. [9] > x,x) serisi sartsiz yakinsaksa bu durumda N’nin biitin o
o(k)
permautasyonlary i¢in

Z To(k) = Z T
o(k) n=1

olur.

ispat. Tspatmm detaylar1 i¢in [9] numarali kaynaga bakinz. O
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Tamim 2.2.20. [9] {zx}72, bir normlu lineer X wuzayinda bir dizi olsun. Eger
span{x}re, = X

ise {x}p2, dizisine, complete veya total dizi denir.

denktir:

(1) {xr}2,, totaldir.

(ii) Eger her k € N igin (z,x)) = 0 ise, bu durumda x =0 dar.
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3. KLASIK FRAME TEORININ TEMELLERI

Bazlar, hem sonlu boyutlu hem de sonsuz boyutlu vektor uzaylariin analizinde
onemli bir rol oynar. Fikir her iki durumda da aynidir: Uzaydaki her eleman,
bu uzaydaki elemanlarimm olugturdugu bir {fx}32, ailesinin elemanlarimin lineer
kombinasyonu seklinde tek tiirlii ifade edilebilir. Yani vektor uzayinin her bir f

elemaninin
o
f = Z Ck f k
k=1

olacak gekilde bir tek {cg}72, skaler dizisi vardir.

Fakat sonsuz boyutlu vektor uzaylarda durum biraz daha karmasiktir. Bir serinin
nasil yakinsamasini istedigimize bagh olarak, bazlarin farkli konseptleri ortaya ¢ikar
ve sonsuz serilerle ¢caligmakta zorlaniriz. Bu boliimiin amaci sonsuz serilerin yakinsak-
ligin1 garanti eden ekstra bir sart saglamaktir.

H ayrnilabilir bir Hilbert uzay1 olmak iizere, H'da, siral bir { fi } 32, dizisi dendigin-
de; {fi}e2, = {f1, fa, ...} seklinde sirali bir kiimeyi kastederiz. Genelde indeksleme
yaparken de uygunluk acisindan dogal sayilar seceriz. Bu boliimde tiim sonuclarin,
keyfi sayilabilir indeks kiimeleri ve keyfi bir yolla siralanmis f; elemanlariyla saglandi-

gin1 gorecegiz.

3.1 Hilbert Uzaylarinda Bessel Dizileri

Lemma 3.1.1. [8] H Hilbert uzayinda, bir { fi.}32, dizisini alalim ve Y ¢y fx serisinin
k=1

tim {ci}32, € l2(N) igin yakinsak oldugunu farzedelim. Bu durumda
T:0,(N)— H (3.1.1)
T{eeil, = Z Ch i
k=1
stnarl lineer bir operator tamamlar. T 'nin adjoint operatori,
T : H — (5(N) (3.1.2)
T f = {{fs fod b

15



ile verilir. Ayrica her f € H igin,

SO ) P < ITIP A (3.1.3)
k=1
dar.

ispat. Sinirh lineer operatorlerin

T, : gQ(N) — H

Tofcn}is, = Z Cr i

k=1
seklinde tamimh (7;,) dizisini diigiinelim. Agik¢a, n — oo iken (7)) dizisi T ye
noktasal yakinsaktir. Bu yiizden Teorem 2.2.6 geregince T dontigiimii sinirh lineer
bir operator tamimlar. 7% adjoint operatériinii bulmak icin, f € H ve {cx}32, €

l5(N) alahm. Bu durumda

(f, T{e ity = <fvzckrfk> =Y {f, fi) T (3.1.4)
k=1 H k=1

Simdi buradan T*f yi elde edelim. Bunun icin iki yol ifade edecegiz. Bunlardan
ilkini aciklayalim:
Tim {c}52, € 6(N) igin Y (f, fi) G serisinin yakinsaklig, [21, sayfa 145] den

k=1

{(f, fr) } oy € Ca(N) oldugunu sdyler. Boylece

(f; T{e}iz)n = U b e am)

yazabiliriz. Buradan
T f ={(f, fo) e
elde edilir. Simdi ikinci bir yoldan 7% f yi elde edelim:
T : (5(N) — H smurh oldugundan T* : H — {3(N) sirh bir operatoriidiir.
Boylece k—inc1 koordinat fonksiyonu da H — C simirhdir. Boylece Riesz Temsil

teoremi geregince H’daki bir {gx}%2, i¢in

T f =A{{f 900 }ia

dir. T* f nin tanimm ile beraber (3.1.4) esitligi her {cx}72, € (5(N), f € H igin

(g =Y_(f.f)e

k=1 k=1
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oldugunu gosterir. Buradan ise g = f elde edilir.
Smurh bir 7" operatériiniin adjointi de smirhdir ve ||T'|| = ||77|| dir. Bu bilgiyi
kullanarak her f € H i¢in
T fI7 < I L1

olup, (3.1.3) saglanir. O

Tamim 3.1.1. /8] H bir Hilbert uzayr olmak tzere her f € H igin

S KL P < BIfIP (3.1.5)

00
k=1

sartiny saglayacak bir B > 0 sayist varsa { fi}32, dizisine bir Bessel dizisi denir.

(3.1.5) sartin1 saglayan B sayismna, {fg}32, dizisinin Bessel sinuri adi verilir.

optimal Bessel siniry adi verilir.

Teorem 3.1.1. [8] H da bir {fr}32, dizisi alalim ve B > 0 verilsin. Bu durumda,

{fx}32, min B Bessel sinari ile Bessel dizisi olmasu igin gerek ve yeter sart
T {a}ie, = ) onl
k=1

nn ly(N) 'den H 'ya sinarl bir operator tansmlamas ve |T|| < VB olmasidar.

Ispat. Ik olarak {f,};2, dizisinin, B Bessel s ile bir Bessel dizisi oldugunu
kabul edelim. {c;}32, € £»(N) alalm. Oncelikle, T{c;}?°,'mn iyi tammli, yani

> ¢k fi serisinin yakinsak oldugunu gosterelim. m,n € N alalim ve n > m olsun.
k=1

Bu durumda

Z Cr fr

k=m+1

Z Crfr — Z C fr
k=1

k=1
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dir. [8, Lemma 2.3.4] ii ve Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak;

m
Z i fr
k=1

n

Z i fr

k=m+1
= Sup Z ki g
lal=1 | \ s 5
< sup Z |Ck fk, ’
=
n > n 3
< ( > |ck|2> sup ( > |<fk,g>|2>
k=m-+1 Igl=1"\ =1
1
n 2
< JE( > |ck\2>
k=m+1
buluruz. {cx}32; € l2(N) oldugundan, {Z |ck|2} dizisinin, C’de Cauchy dizisi
k=1 n=1
oldugunu biliyoruz. Yukaridaki hesaplamalar § > ¢ fx nin H’da bir Cauchy

k=1 n=1
dizisi oldugunu gosterir. Bu yiizden yakinsaktir. Boylece T{c;}72; iyi tammhdir.

T’nin lineer oldugu agiktir. Simdi 7 nin simnirlihgin gosterelim:

[T{ce il = sup [(T{ex}iZy, 9)]

lgll=1

= sup
llgll=1

< sup Z|Ck fr:9)

lgll=14=

< <Z|Ck|2> HSIH1p1 (ZI fr:9) )
(i)

olup, T™nin smirh ve || T|| < v/B oldugu goriiliir.

Tersi icin kabul edelim ki T, smurh bir operatér ve ||T|| < +B olsun. Bu
durumda, Lemma 3.1.1, { fx }?2, dizisinin B Bessel sinir1 ile bir Bessel dizisi oldugunu

soyler. Boylece ispat tamamlanmis olur. O

{fx}32, dizisinin, Bessel smirmi 6nemsemeden, Bessel dizisi oldugunu kontrol
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etmek icin, T operatoriiniin iyi tanimli olup olmadigini kontrol etmek yeterlidir:

Sonug 3.1.1. [8] {fi}i2,, H'da bir dizi ve Z ek fres tim {c}2, € (N) igin

yakinsak ise, bu durumda {fy}7>,, bir Bessel dzzzszdzr

(3.1.5) ile verilen Bessel sart1, { i}, elemanlarimin siralamasia bakilmaksizin

ayni kalir. Bu ise Teorem 3.1.11in 6nemli bir sonucunu ortaya koyar:

o0

Sonug 3.1.2. [8] {fr}2,, H'da bir Bessel dizisi ise, bu durumda Y cyfr serisi,
tim {ci}p2, € l2(N) igin sartsiz (unconditionally) yakinsaktur. =

Boylece {cg}32, dizisi, aym sekilde tekrar siralandiginda, {fi}7, dizisindeki
elemanlarin yeniden siralanmasi, i i [ serisini etkilemeyecektir. Seri yine 6nceden
yakinsadig1 elemana yakmsayacaﬁllr. Bu yiizden Bessel dizisinde elemanlarin keyfi
bir indekslemesini secebiliriz. Genelde indeks kiimesi olarak dogal sayilar1 se¢mek

gibi bir kisitlama yoktur.

Bessel dizilerini daha iyi anlamak icin bir 6érnek verelim:

Ornek 3.1.1. ¢; = {1,0,0,..} ,e; = {0,1,0,..}, e3 = {0,0,1,..},... seklinde
tanamlanan {e.}° € o ortonormal bazim disiinelim. {fi} = {e1,e2,e3,...} dizisi
B =1, Bessel sinwri ile bir Bessel dizisidir. Gergektende;

Her f € {5 i¢in
DSl = 1 P+ 1 PP+ 1 fo) P +
k=1
= [(f.e))|* + [(f, e[ + [{f.es)]* +
Z (f,en)
k=1
= [I£]1?
olup, B =1 Bessel sinuri ile bir Bessel dizisi oldugu goruliir.

Tlerideki konularda tiim ortonormal bazlarmn ve framelerin Bessel dizileri oldugunu

gorecegiz.
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3.2 Hilbert Uzaylarinda Ortonormal Bazlar
Tamim 3.2.1. [8] H 'da vektirlerin bir {ey}72, dizisini distinelim.

(i) Her bir f € H elemaninan

f=> calfex (3.2.1)

00
k=1

olacak sekilde bir tek {ci(f)}32, skaler katsaylar: varsa {ex}3, dizisine, H

i¢in bir Schauder bazi denir.

(ii) Eger (3.2.1) serisi, her bir f € H ic¢in sartsiz yakinsak ise {ex}3>, bazina,

unconditional baz denir.

(iii) {ex}p> bazi, bir ortonormal sistem ise, yani

(er,ej) = Or; =
1se ortonormal baz adwni alir.

Simdiki teorem, {ej}32; ortonormal sisteminin, ortonormal baza denk oldugu

durumlar1 verecektir.

Teorem 3.2.1. [8] {ex}2, ortonormal sistemi igin, asaqidakiler denktir.

(1) {ex}2, bir ortonormal bazdar,

(ii) Her f € H i¢in f = i (f,exr) ek
k=1
(if) Her f.g € H icin (f.0) = 3 {£.ex) {ex.)

(iv) Her f € H igin i Fe = 1117
(v) spanf{ex}ie, = H

(vi) Her k € N igin (f,er) =0 ise f =0 dur.
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Ispat. (i) = (i) : f € H alahm. {e;}?2, bir ortonormal baz oldugundan, {c;}32,

skaler katsayilar1 vardir oyleki

[o@)
f = Z Cr€k
k=1

dir. Verilen 5 € N i¢in

(o)
(f.ej) = E CkCk, €; :E ckék’j:cj
k=1

olur ve boylece (i7) saglanir.

(17) = (iit) : Her f € H icin f = Y (f, ex) e olsun. Her g € H i¢in
k=1

<f7.g> = <Z <f76k> ekag>

k=1
= (fsex) (ex, 9)
k=1
olur.
(17i) = (iv) : Her f,g € H icin (f,g9) = > (f,ex) {ex, g) sart1 saglansm. Bu
k=1

sartta g = f alinirsa

I = (£, 1)

S (Fen) ens f)

x>
Il
—_

[
K

<f7 ek) < >€k>

e
Il
—

|<fa ek>’2

[
NE

B
Il
—

elde edilir.

(iv) = (v) : Eger f € H, her k € N igin, tiim e;’lara dik ise bu durumda
(f,erx) = 0 olacagindan ve (iv) sarti saglandigindan f = 0 oldugu goriiliir. [8,
Lemma 2.3.1] den ise (v) esitliginin saglandig goriliir.

(v) = (vi) : [8, Lemma 2.3.1] den ispat1 agiktir.

(vi) = (i) : f € H alalm. {ex}?>, Bessel dizisi oldugu icin,
=2 (foew)
k=1
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egitligi iyi tanimhidir. Ayrica tiim j € N i¢in

<f gaej <f Z , €k ek7€j>
= (f,¢;) <Z frex) ek,ej>
k=1

0
f ej Z f ek‘ ek‘vej
1

k=

= <f7 €]> <f7 €]>
=0

dir. Bu yiizden (vi) den

o0

=2 (fen)

k=1
temsili elde edilir. {ex}?2; nin baz oldugunu gostermek icin, {ex}32; nmn diger
kombinasyonlarimin, f’ye esit olmadigin1 gostermemiz gereklidir. Bu ise (i) den (i7)

sartini ispat etmek i¢in kullandigimiz yolla saglanir. Boylece {e }72; nin ortonormal

baz oldugu goriiliir. O]
Sonug 3.1.2 yi kullanarak, onemli bagka bir sonug elde ederiz:

Sonug 3.2.1. [8] Eger {ex}2, bir ortonormal baz ise bu durumda her bir f € H

elemana
f=Y (fren)er (3.2.2)
k=1
seklinde sartsiz (unconditionally) yakinsak bir agilima sahiptir.

Ortonormal bazlarin temelde tercih edilmesinin nedeni; (3.2.2) daki gibi bir
acilima sahip ve bu agilimin da sartsiz yakinsak olmasidir. Ayrica ortonormal bazlar,
pratikte kullanmak i¢in en uygun bazlardir. Fakat bir {f;}?2; bazinin, ortonormal
olmasi zordur. Genellikle baz1 ekstra sartlari talep eden bir bazdan ortonormal
baz ingsaa etmek imkansizdir. Verilen bir bazdan, ortonormal baz ingaa etmek igin,
sonlu boyutlu vektor uzaylarinda Gram-Schmidt ortonormallestirmesini kullanmak
ise her zaman iyi bir fikir degildir. Ciinkii bu yontemi kullanmak, baz1 bazlarin
ozelliklerinde cesitli hasarlara yol acip, yapisin1 bozabilir. Hilbert uzaylarina frame

adi1 verilen baz1 dizi ¢esitleri bu tip ihtiyaclar i¢in daha uygun bir yap1 arzetmektedir.
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3.3 Hilbert Uzaylarinda Frameler

Frameler, ilk olarak 1952 de, Duffin ve Schaeffer tarafindan, [1] de tanimlanmigtir.
Duffin ve Schaeffer, harmonik olmayan Fourier serilerinde, frameleri bir arag olarak
kullanmiglardir. Daha sonra 1985’de, Daubechies, Grossmann ve Meyer, Ly(R)
tizerindeki fonksiyonlarin seri agilimlarini bulmada, framelerin kullanilacabilecegini
gozlemlediler. Ciinki bu acgilimlar, ortonormal bazlar kullanilarak yapilan acilhimlara
¢ok benzemektedir. Pratikte kullanmak i¢in en uygun bazlar, ortonormal bazlar
oldugundan ve framelerin yapisi ortonormal bazlara benzer ozellikler tasidigindan
frame kavraminin 6nemi artmigtir. Hatta frameler, ortonormal bazlarin bir genellesti-
rilmesi olarak diigtintiliir.

Frameler, sinyal igleme, goriintii igleme, filter bank teorisi, bilgi depolama ve
kablosuz iletigim gibi bir ¢ok alanda kullanilmaktadir. Sayisiz alanda yaygin bir
sekilde kullanilmasindan dolayi, framelerle ilgili caligmalar son yillarda hizla artmistir.
Simdi frame kavramindan kabaca bahsedelim:

H Hilbert uzaymda bir { f } 72, bazinin temel 6zelliginin, uzayin her bir f elemani-
nin, bazdaki elemanlarin sonsuz bir lineer kombinasyonu olarak tek tiirli bir temsil

verdigini gormiustiik. Yani her bir f € H

f=> ca(f)ex

k=1
olacak gekilde bir tek temsile sahiptir. Burada tek tiirliligi saglayan ise {cx}72,
katsayilarinin tek olmasiyd.

{fx}2y, H icin bir frame ise her f € H’min yukaridaki gibi bir temsili vardir.
Ancak buradaki {c,}?2, frame katsayilarin tek tiirli olmasi gerekmez. Yani uzaymn
her bir f elemaninin birden ¢ok temsili vardir. O halde bu aciklamalara dayanarak
su sonucu ¢ikarabiliriz: Her baz bir framedir ancak her frame bir baz olmayabilir.

Aslinda ilk basta verimsiz olarak goriinen bu ¢ok cesitlilik, uygulamalarda kisiye
oldukga esneklik kazandirmig ve bir ¢ok sorunun ¢oziilmesinde yardimer olmustur.
Fakat buradan bir f € H ’nin en iyi temsilinin ne olacagi sorusu ortaya ¢ikar.

Frame teori, mimkiin olan en kii¢iikk /5 norma sahip katsayilarla bir temsil elde

etme konusuna yogunlagir ki bu f igin iyi bir yeniden ingaa (reconstruction) stratejisi
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imkani saglar. Temsil uzay1 ise ¢»(N) Hilbert uzayidir.
Bu béliimde sonlu boyutlu ve sonsuz boyutlu Hilbert uzaylarindaki frameler
ayr1 ayr1 incelenecektir. Ik olarak sonlu boyutlu bir H Hilbert uzayinda frameleri

karakterize edelim:

3.3.1 Sonlu Boyutlu Hilbert Uzaylarinda Frameler

Bu boliimde H Hilbert uzayini, asikar olmayan, sonlu boyutlu ayrilabilir bir

Hilbert uzay1 olarak alacagiz.

Tamim 3.3.1. [8] H Hilbert uzayinda bir { fi}-, dizisine her f € H igin

AFIP <D /L P < BIFIP (3.3.1)
k=1

sartine saglayacak sekilde 0 < A < B < oo katsayilar olmast durumunda bir frame

adr verilir.

A ve B sayllarina frame sinarlar adi verilir. A ya alt, B ye de st frame sinir
denir. Frame smirlar tek degildir. Bitin alt frame smirlarinin supremumuna
optimal alt frame sinar, bitin st frame smmirlarinin infimumuna ise optimal st
frame sinary ad1 verilir.

(3.3.1) esitsizliginde

A = B ise {fp}i, ya A—tight frame,

Eger A = B = 1ise {fi}}, ya Parseval frame,

Her i,j € 1,2,....m icin || fill = [|f;[] ise {fx}}Ls ya uniform frame,

Framedeki elemanlardan herhangi biri kaldirildiginda, frame olma durumu

bozuluyorsa, { fi}7-, va ezact frame denir.

Sonlu boyutlu bir H Hilbert uzayinda iist frame sinir1, Cauchy-Schwarz esitsizligin-

den otomatik olarak saglanir. Gergektende her f € H igin

Z (f, )| < Z £l 11.£117
P

m
k=1
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m
olup, fist frame s Y || fi||” alabiliriz.
k=1
(3.3.1) esitsizligindeki alt frame simirmi bulmak icin span{f;}7~, = H sartinin

olmasi yeterlidir. Yani her sonlu dizi gereni i¢in bir framedir. Simdi bunu ifade eden

bir 6nermeyi verelim:

Onerme 3.3.1. [8] H da bir {f,}", dizisi alalvm. Bu durumda { f}7,,
V i= spon{fily

uzayr i¢in bir framedir.

Ispat. f,—larm hepsinin 0 olmadigim kabul edelim. Yukarida da gordiigiimiiz gibi

m
iist frame st B = 3 || fx|” alinarak saglanir. Simdi
k=1

p:V—-R

= > WL )l

siirekli dontigiimiinii diigiinelim. ¢ doniigtimiiniin siirekli oldugunu gosterelim. Bunun

icin ¢ dontigiimiiniin dizisel stirekli oldugunu gostermek yeterlidir: f,, — f olsun.

(D(fn) = SO =D 1{Fus )P =D IF Fi)

= D1 ) = 1L f))

k

(¢
= D> F P = 1 )

=0

olup buradan ¢(f,) — ¢(f) elde edilir. Yani, ¢ dizisel siirekli, dolayist ile siireklidir.
V' sonlu boyutlu oldugundan, birim yuvar: kompakttir. Bu yiizden ||g|| = 1 olan

g € V bulabiliriz oyle ki

A=) g )l = inf{2|<f,fk>|2 feVvifl= 1}
k=1 k=1

dir. A > 0 oldugu agiktir. Simdi verilen f # 0, f € V i¢in

Z‘f’f’“ <||f|! >

olup, boylece ispat tamamlamr. O

> AllfIP”
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Sonug 3.3.1. [8] H’daki {fi}}, ailesinin H i¢in bir frame olmasi i¢in gerek ve
yeter sart

Span{fk}kmzl =H

olmasaidar.

Bu sonug, bir framenin bazdan daha fazla sayida eleman icerebildigini gosterir.
Bu yiizden baz olmayan frameler bu sonuctan da goriildiigii gibi mevcuttur. Bu
framelere overcomplete veya redundant frameler diyoruz.

Simdi {fi}7, H Hilbert uzay1 i¢in bir frame olsun ve

m

T:C" — H, T{a}, =Y i
k=1

operatorinii tanimlayalim. Bu operatore sentez operatori veya pre-frame operatori

ad1 verilir. Sentez operatoriiniin adjointi olan
T :H — Cma Tf : {<f7 fk)}rkr;l

operatoriine ise analiz operatori adi verilir. Analiz ve sentez operatorleninin bilegkesi

alimarak

S H—H, Sf=TT"f=> (f fi) fr

k=1

seklinde tanmimlh frame operatéri elde edilir. Ayrica
(SEL) =D ISl (3.32)
k=1

dir.

Simdi frameleri daha iyi anlamak i¢in birkag 6rnek verelim:

Ornek 3.3.1. {fi}3_, = {(0, \/g \/g), \/;\f (0,1,0), \/; \[

(—\/%, 0, \/g)} ailesi, C3 icin A = g frame sinary ile tight framedir:
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Her f = (g1, 2, 93) € C? i¢in

S OKEFIP =1 SO+ 1 L)+ 1 )P+ 1 )P+ [ )]

o ‘<<91’92793>,<07 Vi \/§)> <(91792793)7(07_@ \/§>>‘
(inmon o5
<<91,92,gs>,<— %0’\/@'2

R LI A

2
+

+ |<(917927g3)7 (07 170)>|2 +

_|_

2

+ |- + |go)?

Ornek 3.3.2. {fi}i_, = {5:3), (3. %), (5, —3). (5, — %)} vektorlerinin ailesi, C* i¢in

bir Parseval frame olusturur:
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Her f = (g1, 92) € C? i¢in

S OKE AP =1 O+ 1 L+ 1 )P+ [ £

~ {05 ) . (o G.5)
# [, 3 0 | (oG 5))

g1+ 9o 2+ g1 — 192 2+ g1 — 92 2+ g1 + 192
2 2 2 2

(Tt 9\ (Tt 4 g1 — 192\ {91 — 192

B 2 2 2 2
g =92\ (91— 92 g1t1ig2\ (91 + 192

S () () ()

|2

2

2

2

= |g1]” + |92
2
=fI"-

Frame operatoriinii tanitip, birka¢ frame 6rnegi verdikten sonra bu operatorii

karekterize eden bir teorem ile devam edelim:

Teorem 3.3.1. [8] {fx}iy, S frame operatiri A, B frame sumrlar ile H igin bir

frame ise asagidaki ifadeler saglanar:
(1) S, swnarl, pozitif, self-adjoint ve tersinirdir.
(i) {S7'fx}y,, S7! frame operatori ve A™Y, B~ frame sinarlari ile bir framedir.

(iii) Her f € H'min

F=871SF = {f f) S e = (f:87 fi) fi (3.3.3)
k=1

k=1
olacak sekilde temsili vardwr (yeniden insaa formiili). Buradaki (f,S™1fy)

sayrlarina frame katsayilari denir.

(iv) Eger bir f elemanwmin bazi {cy}7, skaler katsaylary i¢in f = > ¢ fr seklinde
k=1

bir temsili varsa bu durumda

m

Solel =S+ D fe = (£.57 )l
k=1 k=1

k=1

olur.
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Ispat. Bu lemmanm (i), (i) ve (iii) sartlarmm ispati, sonsuz boyutlu Hilbert
uzaylarindaki frameler kisminda detayli bir gekilde verilecektir. Simdi (iv) sartinin
ispatina bakalim:

f€ Hnm f =5 cfr seklinde bir temsili olsun. {c}}",, skaler dizisini
k=1

{erties = {entie, — {<fa S_lfk:>}2n:1 + {<f» S_lfk>}?:1

seklinde yazabiliriz. {cg}7, dizisinin se¢imi ile

Z (e = (f.57 fi) =0
k=1
olur. Yani, {c;}7, — {(f, S7 fx)}; € Nr = Ri. dir. Ayrica

{<f> Sflfk>}zﬁb:1 = {<Sflfa fk>}2n:1 € Ry~

olduguna da dikkat etmeliyiz. Tim bu bilgileri yerine koyarak;
. m — m — m 2
Z |Ck|2 = ||{Ck}k:1 - {<f7 S lfk>}k:1 + {<fa S lfk>}k:1H
k=1

=3 e = (LS D[S
k=1 k=1

olur ve ispat tamamlanir. O

{fe}m,, S frame operatoriine sahip bir frame ise {S™'f;}7, nin S™! frame
operatorii ile bir frame oldugunu lemmada belirttik. {S~!f. }7, dizisine { fx }7*, nin
kanonik dual framesi adi verilir.

Simdi bir f € H'nin, kanonik dual framesi yardimiyla nasil yeniden ingaa edilebile-

cegine iligkin bir 6rnek verelim:

Ornek 3.3.3. {er}s_,, iki boyutlu bir H Hilbert uzay: i¢in ortonormal baz olsun.

fi=e1, fo=e1— e, f3=e1+ ey olsun. {fx}i_,, H igin bir framedir.

Sf=) (ffe) I

e
Il w
—
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frame operatori tanimany kullanarak,

3

Se; = Z (e1, fi) fr

k=1
= (e1, f1) fr +{er, f2) fo + (e1, f3) f5

= (e, e1) e1 + (er,e1 — ea) (€1 — €2) + (€1, €1 + €2) (€1 + €2)
= (e, e1) er + (e, e1) (e1 — €2) — (e, e2) (€1 — €2)

+ (e1,e1) (e1 + e2) + (e1,€2) (€1 + €3)
=e+e—€yt+er+ e

= 361

ve

—(e1 —ez) +ep + e
=—e1texterte

= 262

elde edilir. Boylece

1 1
3_161 = —€1, S_162 = 562

3

olur. Kanonik dual frame ise

{S™ fetio, = {Silflasflfmsflfg}
= {571, S er — 57 ey, 57 er + 5 ey}

1 1 1 1 +1
= 4§ —€1, =61 — —€9, —€ —€
3 173 1 2 273 1 2 2
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seklindedir. Her f € H min frame tarafindan temsili ise

3
S {87 )

k=

= % (f,e1)er+ <f, %61 - %€2> (e1 —e2) + <f, %el - %€2> (e1 + e3)

f

—_

olur.

Ornekten de anlagilacag gibi frame elemanlar sonsuz oldugunda, S~ operatorii-
nii bulmak ve kanonik dual frame yardimiyla (3.3.3) esitligindeki gibi uzaymn her
bir elemanm temsilini hesaplamak ok kolay olmayacaktir. Iste bu yiizden tight

framelerle ¢aligmak her zaman daha avantajhidir.

Sonug 3.3.2. [8] {fx}7,, A frame sinarvile bir tight frame ise bu durumda { A~ fi,}i,

kanonikal dual framedir ve her f € H i¢cin

=G LU e (334

temsili mevcuttur.

{fx}iy, H i¢in ortonormal baz ise her f € H'nin

m

=2 fe) fr

k=1

seklinde bir temsilinin oldugunu séylemistik. Dikkat edecek olursak (3.3.4) esitligin-
deki bu temsil, ortonormal bazlarla verilen temsile g¢ok benzemektedir. (3.3.4)
esitligindeki aciliminda sadece % carpani gelmekte ancak frame Parseval frame oldugu
zaman bu carpan da kalkmaktadir. Boylece uzayin her bir elemaninin temsili, tight
framelerle ¢ok daha kolay bir hale gelmektedir. Iste bu yiizden tight framelerle
caligmak her zaman daha avantajhdir.

Bu avantajlarindan dolay1 bir frameye baz1 vektorler ekleyerek tight frame elde
edilebilecegi gozlenmigtir. Bunun ispat1 i¢in spektral teoremin sonlu boyutlu uzaylar-
daki versiyonu kullanilacaktir. Spektral teoremin ispati da herhangi bir lineer cebir

kitabindan kolaylikla bulunabilir.

Teorem 3.3.2. [§/ H bir Hilbert uzay: olmak tizere U : H — H lineer déndsimd,
self adjoint ise bu durumda tim eigen degerleri reeldir ve H, U 'nun eigen vektorlerin-

den olusan bir ortonormal baza sahiptir.

31



Onerme 3.3.2. [8] {fi}7,, n- boyutlu bir H Hilbert uzay icin frame olsun. Bu

durumda n — 1 tane ho, ..., h, vektorleri vardir oyle ki
{fk}?zl U {hk}Z=2
birlesimi, H icin bir tight frame olusturur.

ispat. S: H — H, {fy}{, framesi icin frame operatoriinii gostersin. Bir 6nceki
teorem, H'mn, S'nin {e;}}_; eigen vektorlerinden olugan bir ortonormal baza sahip
oldugunu soyler. Bu eigen vektorlere kargilik gelen eigen degerleri, {A;}7_; ile

gosterelim. Kabul edelim ki eigen degerler
A=A > 2>\,

olacak sekilde siralansin. Simdi k£ = 2,...,n icin

hk =/ )\1,)\kek

seklinde tammmlansin. {f}7", U {hi}}_, ailesi i¢in frame operatorii
St H—H, Sf=S8f+> (f hi)h (3.3.5)
k=2
ile verilsin. Simdi keyfi bir f € H alalim.

F=> (fen)ex
k=1

esitligini kullanarak, f iizerinde S frame operatoriiniin uygulanmasiyla
Sf=Y (fex)Ser =3 M (f.ex)ex
k=1 k=1

elde ederiz. Bu ifadenin ve hx min tanimimin (3.3.5) de yerine yazilmasiyla

gf = Z )\k <f, €k> er + Z()\l — )\k) <f, €k> €L
k=1 k=2

=M (freer+ > M(frenyen+M ) (fren)en— Y M (f,en) ex
h=2 h—2 h=2
- )\12<f7€k>6k
k=1
— A
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olur ki bu ise tim f € H ic¢in

SOUE P+ DU = (SF. ) = M F1P
k=1 k=2

yani, { fi }7, U{hi}}_y ailesinin \; frame sinir1 ile bir tight frame oldugunu gosterir.

]

Frameler yardimiyla uzayin her bir f elemani miimkiin olan en kiiciik ¢, norma
sahip katsayilarla bir temsil (yeniden ingaa) verir. Bunu béliimiin baginda ifade
etmistik. Ancak bu katsayilar, /5 digindaki bagka uzaylarin normuna gore de alinabilir.
Simdi verecegimiz teorem, uzayin her bir elemaninin en kiiciik ¢; norma sahip

katsayilarla verilebilen bir temsile sahip oldugunu gosterir.

Teorem 3.3.3. [8] {fi}ir,, H Hilbert uzayinda bir frame olsun. Verilen f € H

icin {di }iy € C™ katsayilary vardur oyle ki

=Y dife
k=1
ve m m m
> ldi| = inf {Z el = f = chfk}
k=1 k=1 k=1
dir.

Ispat. Sabit bir f € H alalim ve {¢;}}, katsayilarmin bir kiimesini secelim 6yle ki
F=Y cf
k=1

olsun. 7 := ) |ck| seklinde tanimlayalim. Katsayilar en kiiciikk ¢; normunda
k=1

istedigimiz i(;in,_ Bu aragtirmamiz
M= {{dp}7, € C:|dy| <, k=1,...,m}

kompakt kiimesine ait olan {dj}7", dizilerine kisitlayabiliriz. Simdi

A= {{dk}z;l eM:f= defk}
k=1
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kiimesini tanimlayalim. A kiimesi kompakt ve
¢:C" SR, ¢{di}iy = |dl
k=1
seklinde taniml ¢ fonksiyonu siirekli oldugundan s6z konusu infimum mevcuttur ve

boylece sonug elde edilir. O]

Teorem 3.3.4. [8] {fi}iny, H Hilbert uzaywmn bir W altuzay: i¢in frame olsun.

Bu durumda H 'man W dizerine ortogonal projeksiyonu

Pf=> (f.5"fi) fu

k=1

seklinde taniymbidar.
Ispat. Ispat1 icin [8] numarali kaynaga bakiniz. O

Teorem 3.3.5. [8] {fx}iey, H igin bir frame olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

saglanar:

(i) Optimal alt frame simir1, S nin en kiigiik eigen degeri, optimal iist frame siiri,

S nin en biiyiik eigen degeridir.

(ii) Kabul edelim ki H, n—boyutlu olsun. {\¢}7_;, S nin eigen degerlerini gostersin.

Bu durumda
S = Sl
k=1 k=1

dir.

(iii) Kabul edelim ki H, n—boyutlu olsun. Eger {f;}7, tight ve tiim k—lar icin
| fxll = 1 ise, frame sinir1

q=m
n

dir.

Ispat. (¢) = {fe}iey, H icin bir frame olsun. S : H — H frame operatori,

self-adjoint oldugundan, Teorem 3.3.2, H'nin, S nin {ex}}_;, eigen vektorlerinden
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olugan bir ortonormal baza sahip oldugunu gosterir. Bu eigen degerlerleri, {\g}}_;

ile gosterelim. Verilen f € H’nin

3

seklinde bir temsili vardir. Bu durumda

SF=> (frew)Sex=> M (frex)ex
s h=1

ve

DU S = (SE )
k=1

= <Z)‘k<fuek>€k7f>

=Y e (frew) (Fren)

=Y Nl{foel
k=1

olur. Boylece

Amin [ F17 <1 F) P < Amae 11

k=1

elde edilir. Son egitlikten, optimal alt frame sinirinin A;,, optimal tist frame sinirinin
Amax oldugu goriiliir ve (i) ispatlanir.

(74)'nin ispat1 igin,
D M= A e
k=1 k=1
= {enex)
k=1
= Z (Arer, ex)
k=1
= Z <S€k, 6k>
k=1

n m

=> > lew fP

k=1 =1
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yazariz. Toplamlarin sirasi yer degistirilerek ve son olarak {e;}}_; dizisinin, H i¢in
bir ortonormal baz oldugu kullanilarak (i7) ispatlanir.
(¢43) : [11, Boliim 2.3] {\g}7_; eigen degerlerinin toplaminin, A frame siirimin

n—Kkere tekrar edilmesiyle olustugunu ifade eder. Yani

A=Y M= _|fl’
k=1 =1

esitliginin oldugunu soyler. Buradan tiim 1 < i < m ic¢in || f;|| = 1 oldugundan
n.A=m
olup
a="
n
elde edilir. O

3.3.2 Sonsuz Boyutlu Hilbert Uzaylarinda Frameler

Sonlu boyutlu Hilbert uzayilarinda frameleri tanittiktan sonra bu boltimde, frame-
lerin genel taniminmi ve ozelliklerini verecegiz. H'’y1, agikar olmayan ayrilabilir bir

Hilbert uzay: olarak alacagiz.

Tanmim 3.3.2. [8] H Hilbert uzayinda bir { fi.}52, dizisine, her f € H i¢in

ANFIP <Y K £l < BIFIP (3.3.6)
k=1

sartiny saglayacak sekilde 0 < A < B < oo katsaylarimin olmasy durumunda bir

frame denir.

A ve B sayilaria frame sinarlar, adi verilir. A ya alt, B ye de st frame sinir
denir. Frame smirlar tek degildir. Bitiin alt frame smirlarinin supremumuna
optimal alt frame sinar, biitliin iist frame sinirlarinin infimumuna ise optimal st
frame sinary adi verilir.

(3.3.6) esitsizliginde

o A= Bise {fp}2, ya A—tight frame,
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e Eger A= B =1ise {fi}2, va Parseval frame,
o Hor i, j € Ligin ||/l = 11 ise {fichi2s ya uniform frome,

e Frame’deki elemanlardan herhangi biri kaldirildiginda, frame olma durumu

bozuluyorsa, {fr}32, va exact frame denir.

Simdi verecegimiz lemma, bir dizinin frame olma sartini, sadece H’daki yogun

bir kiime iizerinde saglandigini kontrol etmenin yeterli oldugunu gosterir:

Lemma 3.3.1. [8] Kabul edelim ki { fi}3>,, H daki elemanlarin bir dizisi ve H 'min

yogun bir V' alt kiimesindeki tim f-ler i¢in, A, B > 0 sabitleri var oyleki
AAIP <Y1 f) P < BIFIP
k=1
sarty saglansin. Bu durumda, {fx}32,, A, B surlar ile H i¢in bir framedir.
{fx}2, H igin bir frame ise bu durumda frame tanimindan
spany fr}re, = H

dir. Eger k € Nigin f € H, tiim fy-lara dik ise bu durumda (3.3.6) sartindan f =0
oldugu goriiliir. Biz genelde H’da tam olmayan dizileri de diigiiniiriiz. Bu diziler
H’da frame olusturmazlar. Ancak kendi elemanlarimin kapali lineer gerenleri icin
iyi bir frame olugtururlar. Boyle dizileri diisiiniirsek agagidaki tanima ihtiyacimiz

vardir.

Tanim 3.3.3. [8] {fx}32,, H da bir dizi olsun. Eger { fi}32,, spand fi}32, i¢in bir

frame ise, { fr}%2, ya bir frame dizisi denir.
Simdi sonsuz boyutlu Hilbert uzaylarindaki framelere bir kag 6rnek verelim:

Ornek 3.3.4. {e,}?>,, H i¢in bir ortonormal baz olsun

(1) {fi}2, ={e1,e9,¢€3,...} dizisi A =1 frame sinar ile bir parseval framedir:

DL P = WSO+ I P )P+ K )+

= |<f’ 61>|2 + |<fa 62>|2 + |<fa 63>|2 + ...
= [I£1I”
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(1) {fe}32, ={e1,e1,e2,e9,...} dizisi A =2 frame svnar ile bir tight framedir:
S UE B = 1 P+ 1 PP+ 1 B+ 1 £+
k=1

= [(foen)|” + [(f,e)” + [{f.e2) " + [(frea)]” +
=2[(f, )" +2[(f, e2)|* + ...
=2|/fI°

olup A = 2 frame sinari ile bir tight frame oldugu gorilir.

(iii) {fx}2, = {e1, \/»62, feg, feg, feg, \}363,...} dizisi, A = 1 frame sinar ile

bir parseval framedir:

Z! £ P =10 P+ 1 R+ 1 £3))° +

=[{f,e)]’ + !<f,ez>\ +—!<f,e2>\
:‘<f>61>’2+‘<f>€2>’ +(f, es) ] + ..
= || f|I*

H i¢in frame olan bir {f;}72, dizisi, Bessel dizisi oldugu igin,

oo

T:6(N) — H, T{a}, =Y afe

k=1
seklinde tanimli operator sinirh lineer bir operatordiir. Bu operatore sentez operatori
veya pre-frame operatoriu adi verilir.

Bir f € H elemanini, analiz etmek icin ise sentez operatoriiniin adjointi olan

T H — L(N), Tf:{(f, fr) }res

seklinde tamimli analiz operatori uygulanir. Analiz ve sentez operatorleninin bilegkesi

alinarak

S:H—H, Sf=TT"f =Y ([, fx) fx

k=1
frame operatori elde edilir.

Lemma 3.3.2. [8] {fi}i,, S frame operatiri ve A, B frame sinarlary ile bir frame

ise asagqidaki ifadeler saglanr:
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(1) S, swnarh, pozitif, self-adjonit ve tersinirdir.
(i) {S7'fx}32,, ST frame operatiri ve A™Y, B~ frame sinarlari ile bir framedir.

Ispat. (7) : S'nin siirh oldugunu gosterelim. S frame operatorii, analiz ve sentez

operatorlerinin bilegkesi oldugundan [8, Teorem 3.1.3] yi kullanarak
IS =TT = [T |T"]| < B
elde edilir ve boylece S smurhdir. Ayrica S* = (T7T*)* = TT* = S olup, 5,
self-adjointtir. (3.3.6) esitsizliginden her f € H igin
ANFIP < (SF ) < BISfIP

veya [8, Boliim 2.2] den
Al < S<BI
olup, S pozitiftir. Bu esitsizligi kullanarak
—AI < -5<—-BI
0<BI-S<BI-AI

B-A

0<I-B'S< I

buluruz. Bunu kullanarak

17 = B7S|| = sup [((1 = BTS)[. f)]
< sup

Ifl=1
B-A
—If,

I <( B ff>'

B—A
=—3 chﬁg'(f’f”
:B__A 1

B

elde edilir. Bu son esitsizlikle beraber, 2. Boliimdeki Teorem 2.2.7 den ise S frame

opertoriiniin tersinir oldugu goriiliir.

(i1) : S, self-adoint oldugundan, S—! de self-adjointtir. Her f € H igin
STHESTRIN =D ST |
k=1 k=1

<B|s7f|’
< B|IS7Y II£17
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olup bu ise {S7!f;}22, mmn bir Bessel dizisi oldugunu gosterir. Yani {S™'f;}%2,

dizisi i¢in frame operatorii iyi tanimhidir.

Z<f’ Tk ST =57 Z<f, i) f (3.3.7)

= S1S571f
=Sf

olur. Buise, {S™! fx}?2, dizisi igin, frame operatériiniin S~!’e esit oldugunu gosterir.
Al < S < BI esitsizligini S~! operatorii ile goz oniine alirsak, [8, Teorem 2.4.2] yi
de kullarak, her f € H i¢in

BlI<sSt< Al

yani;
BT fIP < (ST f) < AT fIP

elde ederiz. (3.3.7) esitligini de g6z 6niinde bulundurusak
BSIP <D K87 )l < AT AP
k=1

bulunur. Bu ise {S7!f;}%2, min B~ A! frame smrlan ile bir frame oldugunu

gosterir. Boylece ispat tamamlanmig olur. O]

{S71fi )2, dizisine {f}32, nin kanonik dual framesi adi verilir. Boylece her

f € Hnn
F=871SF = (f ST e = (f. 87 i) i (3.3.8)
k=1 k=1

olacak sekilde temsili vardir (yeniden ingaa formiilii). Buradaki (f, S™!f;) sayilarina
frame katsayilary denir.

Kanonik dual frame yardimiyla uzaymn bir elemaninin, nasil temsil edildigine
iligkin bir 6érnegi sonlu boyutlu Hilbert uzaylarinda vermistik. Uzay, sonsuz boyutlu
oldugunda bu temsili kanonik dual frame yardimiyla vermenin ¢ok zor olacagini da

sOylemistik. Bu yiizden tight framelerin 6nemi burda daha ¢ok ortaya gikmaktadir:
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Sonug 3.3.3. [8] {fx}52,, A frame sinarvile bir tight frame ise bu durumda { A~ fi,}32,

kanonik dual framedir ve her f € H i¢in

Z fofo) f (3.3.9)
k:
dar.

Ispat. {fe}2y, A frame smur ve S frame operatorii ile bir tight frame ise, her

f € H i¢in
(Sf.f) Zlffﬂ = AllfIIF = (Af, 1)

dir. [8, Lemma 2.4.3], S = A.T olacagim soyler. Boylece S™! = %.I dir. Bu sonucu
(3.3.8) esitliginde kullanirsak ispat tamamlanmig olur. O

Ortogonal projeksiyonlar, bir ¢ok yerde 6énemli roller oynarlar. Simdi framelerle

ortogonal projeksiyonlar arasindaki iligkiyi gosteren bir 6nerme ifade edilecektir:

Onerme 3.3.3. [8] {f.}2,, H Hilbert uzayinda bir dizi olsun ve P, H ’mn kapal
bir V' alt uzay tuzerine ortogonal projeksiyon olsun. Bu durumda asaqidaki ifadeler

saglanar:

(1) {fe}2y, A, B frame simarlar ile H igin bir frame ise {Pfy}32,, da A, B frame

stmarlars ile V' oigin bir framedir.

(1) {fe}2y, S frame operatori ile V igin bir frame ise, bu durumda H 'nin V

tizerine ortogonal projeksiyonu her f € H i¢in

Pf=> (f.5"fi) fr
k=1

ile verilir.

Eger {fp}72, frame ise her bir f € H elemaninm, f = i cr fr seklinde birden
fazla {cx}72, € (5(N) ye kargilik gelen temsilleri oldugunu ﬁg?rmu@tuk Eger boyle
bir temsil varsa, {(f,S™!fi)}3°, frame katsayilari, tiim diziler arasinda miimkiin
olan en kiiclik 5 normuna sahiptir. Yani baska bir deyisle f'nin en iyi temsilini

verir. Simdi bunu ifade eden bir lemma verelim:
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Lemma 3.3.3. [8] {fr}22,, H i¢in bir frame olsun. Eger f € H mn bazi {cx}52,

skaler katsayilary icin f = ) ¢ fr seklinde bir temsil varsa, bu durumda

k=1
D olel® =D KA ST+ D Jew = (f57 )
k=1 k=1 k=1
dar.
ispat. Bu lemmanin ispat1 Teorem 3.3.1 dekine benzer sekilde yapilabilir. O

Simdi frameleri karakterize eden 6énemli bir teoremi ifade edelim:

Teorem 3.3.6. [8] H’daki bir {fi}32, dizisinin frame olmas i¢in gerek ve yeter

sart
T:{cktreq, — chfk
k=1

seklinde tanimlanan déndsimin (2(N) den H ya iyi tanuml olmasidur.
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4. FUSION FRAMELER

4.1 Fusion Framelere Giris

Frame teori, 3. Boliimde de anlatildigi gibi vektorlerin genellikle birden fazla
temsillerini veren ve bir ¢ok alanda (filter bank teori, sinyal igleme, goriintii isleme,
kablosuz sensor agi modellenmesi vb..) kullanilan, 30 yildir gelismekte olan ¢ok yeni
bir alandir. Fakat yapilan ¢aligmalarda bir ¢ok uygulamanin modellenmesinde tek
bir frame sisteminin yeterli olmadig1 goriilmiigtiir. Bu eksikligin giderilmesi igin P. G.
Casazza ve G. Kutyniok bunun iizerine ¢aligmalar yapmig ve [3] numarah kaynakta
anlatilan ”altuzaylarin frameleri” fikrini ortaya atmislardir. Bizim bu ¢aligmadaki
temel amacimiz da bu yeni fikri incelemektir.

Fusion frameler ¢oklu sinyal sistemlerinin yeniden ingaasini saglar ve bu sistemlere
saglamlik katar. Fusion frameler, framelerin bir genellestirilmesi olarak diisiiniiliir.
Bu yiizden frame teorinin ¢ok daha otesinde bir teoridir.

Ik olarak bir H Hilbert uzayinda fusion frameleri genel tammim verip, daha
sonra sonlu boyutlu altuzaylarin fusion framelerini ve genel fusion frameleri ayri

ayr1 karakterize edecegiz.

Tanim 4.1.1. [12] I saylabilir bir indeks kiimesi olmak tizere, W = {W,};e;, H 'da
kapaly altuzaylarin bir ailesi ve v = {v; }ier agurbklarin bir ailesi, yani tim i € I
icin v; > 0 olsun. Wy = {(W;,v;) hier ailesi asagqrdaki sarts saglarsa bir fusion frame
adina alwr. Tim f € H icin

CIAP <D o lmw (HIF < DI (4.1.1)

iel

sartiny saglayacak sekilde 0 < C' < D < oo sayular varder. Burada my,, W; altuzay:
tzerine ortogonal projeksiyondur. C ve D fusion frame sinirlar olarak adlandirilar.
C'’ye alt fusion frame simir1, D ’ye de st fusion frame sir1 ads verilir. Eger (4.1.1)

esitsizliginde
o C =D ise {(W;,v;) }ier ailesine C—tight fusion frame,
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e (=D =1 ise Parseval fusion frame,

Tim 1,7 € I i¢in v = v; = v; tse v-uniform fusion frame,

Eger {(W;,v;) }ier ailesi sadece D Bessel fusion frame sinirina sahipse bir

Bessel fusion dizisi,

Eger {(W;,vi) }ier fusion framesi igin H = ®eW; oluyor ise {(W;,vi) bier

ailesine ortonormal fusion bazi
denir.

Tanim 4.1.2. [153] Wy = {(W;,v;) }ier ailesi, Hyw = span{W,}ics icin bir fusion

frame oluyorsa fusion frame dizisi olarak adlandirilr.

Uyar1 4.1.1. [13] H 'man {W, }ic; altuzaylarinan her bir ailesi igin (Z @W}) uzayr
Lo

icl

(Z @Wi) = {{fitier : fi € Wi ve {||fill}.c; € t2(1)}
12

el

seklinde tanimlanir. Bu uzay tzerinde

({fitier. {gitier) = Z (fir 9i)

i€l

esitligi bir i¢ carpum tanimlar.

Tanim 4.1.3. [3] W, = {(W;,v;) }ier, H i¢in bir fusion frame olsun. Bu durumda

analiz operatori:

Lo

T, (f) = {vimw, (N},

seklinde tanimlanir.

Sentez operatori ise analiz operatoriiniin adjointidir ve

12

icl
Ty, (f) = sz’fm f=A{f}, € (Z @W@)
icl icl 4
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seklindedir.

Diger taraftan [13] numarali kaynakta sentez operatorii

(Z@W) ) — H

el
Ty (F) = S vmw (). £=1{f}., (Z@W)
el el 0y

olarak tanimlanmigtir. Ancak ortogonal projeksiyonlarin 6zellikleri géz oniine alinirsa
bu iki tanimin ayni oldugu goriiliir.
W igin Sw, fusion frame operatoru ise framelerde oldugu gibi analiz ve sentez

operatorlerinin bilegkesidir ve

Sw, (f) = Ty, T, (f) = >_ vimw,(f)

il
seklindedir.
Frameler, fusion framelerin 6zel bir durumudur. {f;}ic; ailesi , A, B frame

sinirlart ve S frame operatorii ile bir frame ise , {(span{f;}, | fil)}..,, 4, B fusion

i€l?

frame sinirlari ve S fusion frame operatorii ile bir fusion framedir. Bu sonug ise her
f € H igin
fi
Z”fi||2ﬂ-span{fl Z”fz” < ||f||> ||f” Z(f fz> fz Sf
i€l icl ! i€l
esitliginden elde edilir.

Fusion frameleri kisaca tamittiktan sonra simdi sonlu boyutlu altuzaylarin fusion

framelerini inceleyelim

4.2 Sonlu Boyutlu Altuzaylarin Fusion Frameleri

Bu boliimde bir H Hilbert uzayinin sonlu boyutlu altuzaylari i¢in fusion framelerin

genel ozelliklerini verecegiz.

Onerme 4.2.1. [13] W = {W;}™,, H’da sonlu boyutlu altuzaylarin bir dizisi ve
v ={u;},, agurliklarm bir ailesi, yani 1 < i < m i¢in v; > 0 olsun. Bu durumda

Wy = {(Wi,v) Yy, H da bir fusion frame dizisidir.
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Ispat. Hy = span{W;}"™, alalm . Yani; her f € Hy icin g € Wi, 9o € Wa, ..., g €

Wi ve A1, Ag, ..., Ap skalerleri mevcuttur oyleki

F=> Mgr
P

olur. Simdi
¢: Hy — R
= o Imw.(f)
i=1

siirekli dontigiimunii digiinelim. Hyw sonlu boyutlu olacagindan Hyw nin birim yuvari,

H Hilbert uzayinda kompakttir. Bu yiizden ||g|| = 1 olan g € H,, bulabiliriz dyle ki

2
C = ZU 7w, (g _”}ﬂlflzv e, (f

dir. Simdi verilen f # 0, f € Hy igin

SO () =32 wﬁ) 122 O
=1 =1

olup alt fusion frame simir1 sart: saglanir. Ust fusion frame sart: ise

ZUQHWW ?< Zv
< z:vzgllfll2
i=1

esitsizliginden D = >~ v? oldugu goriiliir. O
i=1

Sonug 4.2.1. [13] W, = {(W,;,v;)}~, dizisinin sonlu boyutlu H Hilbert uzays igin

fusion frame olmasu i¢in gerek ve yeter sart H = span{W;}, dir.
Ispat. Fusion frame tanimimdan ve bir énceki énermeden elde edilir. ]

Teorem 4.2.1. [13] Wy = {(W;,v;)}", sonlu boyutlu bir H Hilbert uzay: igin

fusion frame olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanr:

(1) Optimal alt fusion frame sinwr, Sw, nin en kii¢ik eigen degeri, optimal iist

frame sinari, en biyik eigen degeridir.
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(i) {M\e}i_y, Sw, nin eigen degerlerini gostersin. Bu durumda

d A= vl dimW;
i=1 i=1
dar.
(iii) Wy = {(Wy,v)}, H igin C- tight fusion frame olsun. Bu durumda

S~ v dim W
=
dim H

dar.

Ispat. (1) : Sw,, fusion frame operatorii self-adjointtir. Bu ylizden H, Sw, nin
{ex}_, eigen vektorlerinden olusan bir ortonormal baza sahiptir. Bu eigen degerleri

{ e }r_; ile gosterelim. Bu durumda her f € H'nin

f = Z <f7 6k> €k
k=1

seklinde bir temsili vardir. Buna gore

n

S, (f) =Y (fren) Sweer =Y M (foen) e
k=1

k=1

olur. Bu egitligi kullanarak

m

> v lmw (NI = (Sw. (), 1)
- <Z)‘k<f>€k>€k,f>
= " lfren) Gers f)

=3 nellf e
k=1

yazabiliriz. Buradan

Aain [ £ <Y~ 07 I, (NI < A 1/
i=1
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esitsizligi elde edilir. Bu ise optimal alt fusion frame sinirinin \.;,, optimal tist
fusion frame simirinin A, oldugunu gosterir.

(77) : Bu ispata baglamadan 6nce [11, Bolim 2.3] de ifade edilen gu bagimtilar
hatirlayalim: H, n boyutlu bir Hilbert uzay1 olmak tizere eger {fi}7-,, H i¢in bir

Parseval frame ise
2
n=> X=>_|lfil (4.2.1)
k=1 i=1

esitligi vardir. Simdi 1 < ¢ < m alalim. {mw,(ex)}p_;, Wi icin Parseval frame

oldugundan, (4.2.1) esitliginden

dim W; = [|mw, (ex)[|”
k=1

olur. Bu yiizden

D= Mellex?
k=1 k=1

= Z i (e, ex)
k=1

= (eers ex)

k=1
n

= (Sw,ex, ex)

k=1

= > ot lmwien)

k=1 i=1
m

= Z v? dim W

i=1
olur ve (i) ispatlanir.

(73i) : H, n—boyutlu bir Hilbert uzay1 ve {fi}7-,, H icin bir C'—tight frame ise

nC ="M= Al
k=1 i=1

esitligini [11, Boliim 2.3] den yazabiliriz. Bu esitlikle beraber (i7) de kullamlarak

dim H.C = Xn:/\i = Zm:vf dim W;
i=1

i=1
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esitligi yazilabilir ve buradan

S~ vZ dim W
=l
¢= dim H

elde edilir. n

4.3 Genel Fusion Frameler

Ilk olarak fusion framelerle, frameler arasinda temel bir iligki veren bir teoremle

baglayalim.

Teorem 4.3.1. [3] Her bir i € I i¢in v; > 0 ve {fi;}jes, Ai, Bi frame sinirlar ile
H ’da bir frame dizisi olsun. Tum 1 € I i¢in W; = spanjeJ_{fij} olarak tanimlayalim

ve her W, altuzayr i¢in {e;;}jcs, ortonormal bazini secelim. Farzedelim ki

0<A=infA;, <supB; = B < >
i€l icl

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

(i) {vifij}iesicr, H igin bir framedir.

(ii) {wviei;}iesier, H icin bir framedir.

(iii) {(W;,v) bier, H i¢in bir fusion framedir.

ispat. Herbir i € I i¢in { f;;};es;, Ai, B; frame smurlari ile W; i¢in frame oldugundan

A [ (PP < 3402 [lm ()P

i€l iel

< ZZ |<7TWz(f>’ Uifij>|2

iel jEJi

< 3B ()P

iel

< B> o7 [lmw, (NI

el

elde ederiz. Simdi

DY Hmw () vifi)l? = DY [ vifi)l?

i€l jeJ; iel jed;
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oldugunu gézlemleriz. Bu ise {v;fij}jesicr, C, D frame smurlan ile H icin bir

frame oldugunda, {(W;, v;) }icr nin %, % fusion frame sinirlari ile H igin bir fusion
o .. . ... C D . .
frame oldugunu gosterir. Ayrica {(W;, v;)}ier, H igin %, 5 fusion frame sirlan ile

bir fusion frame ise yukaridaki hesaplamalar {v; fi;} ;e icr ailesinin AC,BD frame
siurlart ile H igin bir frame oldugunu séyler. Boylece (i) <= (iii) ispatlanmig olur.

(11) <= (4i1) denkligini ise

= Z ‘(fv Uieij>|2

JjeJi

2
v} [lmw, (I = o7

D (frep) e

jeJi

esitliginden elde edebiliriz. Bu ise ispat1 tamamlar. O]
Simdi ise altuzaylarin bir dizisi i¢in tamlik tanimini verelim:

Tanim 4.3.1. [3] H 'nin {W,}icr altuzaylarimn bir ailesine
spanieI{I/Vi} =H
sartine saglamast durumunda tamdir denar.

Lemma 4.3.1. [3] {W;}icr, H da altuzaylarin bir ailesi ve {v;}ier agurliklarin bir

ailesi olsun. Eger {(W;,v;) }ier ailesi H ig¢in bir fusion frame ise tamdar.

Ispat. Kabul edelim ki {Wi}ier tam olmasim. Bu durumda f # 0, fLlspan, {Wi}
olacak sekilde f € H vardir. Buradan ise 302 ||mw,(f)]|> = 0 olur. Bu yiizden

i€l
{W;}ier ailesi altuzaylarin bir framesi degildir. Yani {(W;,v;)}ie; fusion frame
degildir. Bu ise bir celigkidir. O

Simdi fusion framelerin tamligin1 kontrol etmek i¢in kullanigh olan bir lemma

ifade edelim. Lemmanin ispat1 tanimdan kolayca goriilebilir.

Lemma 4.3.2. [3] {W,}ier, H'da altuzaylarn bir ailesi ve her bir i € I igin

{eij}ies, Wi igin ortonormal baz olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
(1) {W.}ier tamdar.

(li) {eij}jeJiJE] tamdar.
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Lemma 4.3.3. [3] V', H 'nin bir altuzayr ve {(W;,v;) }ier ailesi C ve D fusion frame
sinarlary ile H i¢in bir fusion frame olsun. Bu durumda {(W; NV, v;) }ier ailesi C ve

D fusion frame sinarlars ile V' i¢in bir fusion framedir.

Ispat. Tiim f € V icin
D0 lmw (OIF =D vf lmwaew (NI
iel iel

yazariz. Buradan ise istenilen sonug elde edilir. O

Simdi bu béliimiin baginda tanmimlanan fusion analiz, sentez ve frame operatorlerini
karakterize eden bazi sonuclar verecegiz. Ilk olarak fusion sentez operatoriinii karekteri-
ze eden bir lemma ile baglayacagiz. Ancak bu lemmaya baslamadan once ilk olarak

lemmanin ispatinda gerekli olan bazi bilgileri verelim:

Tanim 4.3.2. [14] X bir Banach uzay olsun. Eger dogal saylarin herhangi bir o

permutasyonu i¢in
O o)
k=1

dizisi zayf Cauchy dizisi ise Yy x, serisine zayif sartsiz Cauchy denir
Buna denk olarak " x,, serisinin zayif sartsiz Cauchy olmast i¢in gerek ve yeter
sart her bir x* € X* i¢cin

S (@) < oo

olmasadar.

Teorem 4.3.2. [1/] X bir Banach uzay: olsun. Y x,, zayf sartsiz Cauchy serisinin
sartsiz yakinsak (unconditionally convergent) olmasi i¢in gerek ve yeter sart X 'in cg

uzayrman bir kopyasini icermemesidir.

Uyar1 4.3.1. Bir X normlu uzay: icerisinde bir Y normlu uzayinin kopyast demek;

X in Y 'ye 1zometrik izomorfik olan bir Z altuzayr demektir.

Teorem 4.3.3. [15] X bir Banach uzayr ve K, X Banach uzayiman cismi olsun. Bu

uzayda >z, serisini diginelim. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

n

(1) >, serisi zayf sartsiz Cauchy’dir.
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(ii) Her (a,) € ¢o i¢in Y anx, serisi yakinsaktor.
n

(iii) Pozitif bir M sayist var dyle ki tim m € N ve aq, aq, ..., ap, € K igin

m

E Anp

n=1

< Mmax{|a,| :n=1,2,...,m}

dar.

Lemma 4.3.4. [3] {(W;,v;) }ier, H igin bir Bessel fusion dizisi olsun. Bu durumda
her biri € I igin f; € W; ile her bir { f;},c, dizisi igin

Z v; fi

icl

serisi sartsiz yakinsaktur.

el

g = >_ v;f; alahm. Bu durumda

(o))

= <Z V; <7TWZ- (9)7 fl>>

Ispat. f = {fiticr € (Z @VVZ) alalim. |J| < oo olan sabit bir J C I segelim ve
lo

Z%’fz’

icJ

ied
2
< (Z o I, (9)] Hﬁ-l\)
icJ
! %
< ((Setimiont) (o)
= ieJ
<370 fmu () S 1P
ieJ ieJ
<D|gl*>_ Il
ieJ
2
<D Z%’fi I1£1°
ieJ
olur. Bu yiizden
2
ST uh| < DIsP
icJ
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esitsizligini elde ederiz. Buradan Teorem 4.3.3 iin (i7) = (7) sartiu kullanarak
> v f; serisinin zayif sartsiz Cauchy oldugunu soyleriz. Yine ayni teoremin (i) =
l(%) sartin1 kullanarak A Hilbert uzayimin ¢y uzayimin bir kopyasini iceremeyecegini
sonucuna variriz. Bu sonugla beraber Teorem 4.3.2 yi de goz 6ntine alirsak > v; f;
serisinin gartsiz yakinsak oldugunu elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir. “ O

Simdi fusion sentez operatoriine gore Bessel fusion dizilerini karakterize edecegiz:

Teorem 4.3.4. [13] W,, = {(W;,v;) }ier ailesinin H i¢in D Bessel fusion sinir ile

bir Bessel fusion dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart sentez operatorinin

Ty (Z @Wi) — H
Lo

i€l

T (F) = S vimw (£, £ = {fi} € (Z @m)
12

el el

‘ < /D olmasidar.

Wt tanamly sinarly lineer bir operator ve HT{,“Vv

Ispat. Ik olarak W, = {(Wi,v;) }ier, H igin D Bessel fusion sinir1 ile bir Bessel
fusion dizisi olsun. Teoremin gerek yoniinti ispatlamak igin |.J| < oo olacak gekildeki

her bir J C I ve {f;},.; € (Z @WZ) alalim.
iel 0o
2

T3, (DI =

Z Uz’T"Wi(fi)

icJ

= sup <g7 > Uiﬂ-Wi(fi)>

lgli=1 P

2

2

= sup Z’Ui (mw, (9), fi)

”9H:1 ieJ

< sup (Z vi |l (9)l Hfi”)

e

< sup (valhwi(g)IIZ) <Z||fi||2>

llgll=1 ieJ ieJ

< sup > of i (9) P Y Il

lgll=1 "% ieJ

<D |Ifil?

i€

2
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olur. Buradan, bir 6nceki lemmadaki gibi, > v;mw,(f;) toplami sartsiz yakinsak
i€l
olup, bu ise Ty  sentez operatoriiniin iyi taniml olmasim gerektirir. Ayrica son

esitsizlikten

T, Uikies < 2|53

oldugu gortiliir ki bu da Ty, " smirh bir operator oldugunu gosterir. Boylece gerek
yon ispatlanir.

Tersi igin farzedelim ki Ty iyi tanimh ve HT@VH < +/D olsun. Bu durumda
Tw, adjoint operatorii simirli bir operatordiir ve || Ty, || = HT{R,VH dir. Bu bilgileri

kullanarak her f € H icin

> o lmw, (NI = 1 Tw, ()]

el
2 2
< [ Tw, I [I.£1]

<D|fI’

olur ve buradan Wy, = {(W;, v;) }ies, ailesinin, H i¢in D Bessel fusion siniri ile bir

Besel fusion dizisi oldugu ispatlanmig olur. m

Simdi fusion analiz ve sentez operatorlerini karekterize eden genel bir teoremle

devam edelim:

Teorem 4.3.5. [3/ {W,}icr, H da alt uzaylarin bir ailesi ve {v;}ier agurliklarin bir

ailesi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir

(1) {(Wy,v;) }ier, H igin bir fusion framedir.

(ii) Ty, sentez operatori, sumrh, lineer ve drten bir operatdrdir.
(iii) Tw, analiz operatéri, (muhtemelen i¢ine) bir izomorfizimdir.

Ispat. Ilk olarak (i) <= (iii) denkligini ispatlayalim. Oncelikle Tyy, analiz operatdrii
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lineerdir. Ayrica,
T, () =0 = |Tw,(NI* =Y o} llmw, (HI* =0
iel
< heric I ign |mw,(f)]* =0
<= heri € [ i¢gin my,(f) =0

— f=0

olup, Ty, bire birdir.
(17) <= (7i7) denkligi ise Hilbert uzay: lizerindeki her bir operatér icin genelde

saglanir. [

Yukarida tanittigimiz fusion frame operatoriiniin 6zelliklerini veren bir 6nermeyle
devam edecegiz. Dikkat edecek olursak, fusion frame operatorii, frame operatorti ile

benzer ozellikler gosterecektir.

Onerme 4.3.1. [3] Wy = {(W;,v;) }ier ailesi C ve D fusion frame sinarlar ile H
i¢in bir fusion frame olsun. Bu durumda , Sw, fusion frame operatori, pozitif, self

adjoint olup, H tzerinde tersinir ve C'I < Sw, < DI dwr. Ayrica tim f € H i¢in

f= ZUQS w, (

el

yeniden insaa formilini yazariz.

Ispat. Herhangi bir f € H icin

(Sw, (f), ) = <ZU?WWi(f)7f>

el
- s
el
=0} lmw (f)
el

olup, bu ise Sy, fusion frame operatoriiniin pozitif oldugunu gosterir. Ayrica

(CF 1) =CIIP <D0 llmw (NI = (Swo (), ) < (DF, f)

el
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olup buradan C'I < Sw, < DI esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligi kullanarak

~DI < —Sw, < —CI

0< DI — Sy, <DI—CI
D-C,

0<I—D 'Sy, <
elde edilir. Bunu kullanarak

|1 = D~ "Sw, || = sup [{(I =D 'Sw,)f, [)]

lFl1=1
D-C
» |(E55187)

buluruz. Bu son esitsizligi kullanarak, 2. Boliimdeki Teorem 2.2.7 dan Sy, fusion
frame operatoriiniin, H iizerinde tersinin oldugu goriiliir.
Simdi ise Sy, nin self-adjoint oldugunu gosterelim: Her f,g € H igin
(Swy (), 9) =07 (mw,(f), 9) = > _ 07 (f, 7w, (9))
iel iel
olup, boylece Sy, , self-adjointtir. Yeniden ingaa formiilii ise

f =Sl Sw, (f) =Y vlS, taw(

el

esitliginden elde edilir.
Simdi verecegimiz onerme ise bir H Hilbert uzayindaki fusion frame operatorii
ile 0o uzaymn altuzaylarindaki frameler i¢in frame operatorii arasindaki iligkiyi ifade

eder: O

Onerme 4.3.2. [3] W, = {(W;,v:)}ies, H icin bir fusion frame ve her biri € I igin
{fij}ies., Wi igin Parseval frame olsun. Bu durumda Sw,, fusion frame operatiri
Sve frame operatorine esittir ve tim g € H icin

ZU?S@iji(g) = Z (g, vifi) S vilfis

icl i€l,jed;
esitligi vardr.

Burada Sye, her bir i € I i¢in {v; fi;}jes ic1, framesinin frame operatoridir.
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Ispat. Her bir i € I icin {fij}ies, Wi icin Parseval frame oldugundan eger g € H
ise bu durumda
T, (9) = Z (mw;(9), fi3) fij = Z (9, fij) 1ij
Jedi Jedi
olur. 7y, ’ler ortogonal projeksiyonlar ve her bir i € I icin {f;;};es elemanlar1 W;

altuzayimin elemanlari oldugundan her bir 5 € J; icin

(9, fij> = <7TWZ-(9): fij>

olur. Ciinkii k£ # 7 i¢in
(mw.(9), fis) =0
olacaktir. Yani g nin W; altuzay1 diginda kalan altuzaylara diigen projeksiyonlarina

{fi;}jeu. ailesindeki her bir vektor diktir.

Boylece
Sw, (g ZU T, ( Z (9,vifij) vifi; = Sve(g)
iel iel,jed;
elde edilir. Ayrica
Z 25 L TW; (9) = S Z (9,vifij) vifij = Z (9, vifij) Sv_flvifij
el el JjeJ; iel,jed;

olup, ispat tamamlanir. O

Ozel bir altuzay tizerindeki fusion frame operatérii, bu altuzay iizerindeki ortogonal
projeksiyonu kolay bir sekilde hesaplamayi saglar. Simdi bunu ifade eden bir 6nermeyle

devam edelim:

Onerme 4.3.3. [3] W, = {(W;,v;)}Yser, H’mn bir V altuzay icin fusion frame

olsun. Bu durumda V' dizerindeki my, ortogonal projeksiyonu, tim f € H i¢in

ZUQS 7TW

el

ile verilir.
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Ispat. Sy, : V — V operatorii tiim f € V+ icin 7y (f) = 0 oldugunu séyler. Ayrica
yeniden ingaa formiiliini kullanarak tiim f € V igin

f=Y vS b, (

el

vazariz. Boylece 7% = my dir ki bu da ispat1 tamamlar. O]

Tamim 4.3.3. [3] {(W;,v;) }ier ailesi Sy, fusion frame operatori ile fusion frame

olsun. Bu durumda {(S@im,vi)}ig ailesi dual fusion frame olarak adlandirilr.

4.4 Parseval Fusion Frameler

Parseval frameler, uygulamalar i¢in oldukca kullanigh olduklarindan frame teoride
onemli bir rol oynamaktadir. Benzer sekilde Parseval fusion frameler de fusion
framelerde 6nemli bir yere sahiptir. Bu yiizden bu béliimde Parseval fusion frameleri
karekterize edecegiz. Ilk olarak tanimi hatirlamakla baslayalim: (4.1.1) esitsizliginde-

ki C'=D =1 ise yani

LFIP =D of llmws ()

icl
ise {(W;,v;) }ier ailesine, H icin Parseval fusion frame demistik. Simdi ise Teorem

4.3.1 da verilen framenin, Parseval frame oldugu durum igin Parseval fusion framelerin

karekterizasyonunu veren bir teorem ifade edelim:

Teorem 4.4.1. [3] Her bir i € I i¢in v; > 0 ve {fij}jes;, H da bir Parseval frame
dizisi olsun. Tim i € I igin W; = span__ {fi;} olarak tanmwmlansin ve her W;
altuzayr icin {e;;}jcs, ortonormal bazimi secelim. Bu durumda asagidaki ifadeler

denktir:

(1) {vifij}iesier, H i¢in bir Parseval framedir.

(ii) {vieij}jesier, H igin bir Parseval framedir.

(iii) {(Wi,v)}ier, H igin bir Parseval fusion framedir.

Ispat. Bu sonug Teorem 4.3.1 den elde edilir. [
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Onerme 4.4.1. [3] {W;}ie;, H da altuzaylarin bir ailesi ve {v;}ic; agurbiklarn bir

ailesi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
(1) {(Wi,vi) }ier, H igin bir Parseval fusion framedir.
(ii) Sw, =1 dur.

ispat. Her biri € I i¢in W; altuzaymda {e;;},c,, ortonormal bazimi alalim. Onerme
4.3.1 den (i) = (i7) saglanir. Tersini ispatlamak i¢in Sw, = I kabul edelim. Bu
durumda tiim f € H igin
F=8w,(f) = vimw.(f) =D v} > (frei) e
iel iel  jeJ;
olur. Buradan ise
A7 = <vaz (f, 6ij>€z‘j7f> => 0} [|mw, ()
iel  jeJ; iel

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Simdi bu esitligin gercekten de dogru oldugunu [ sayilabilir indeks kiimesinin
dogal sayilar olmasi durumunda nasil saglanacagini agarak gorelim. Burada bir

genellik kayb1 olmayacaktir.

Hf||2=<z 'S ey >

=1 Jj€J;
= <U% Z <f, €1j> e + ’Ug Z <f, 62j> €2 + .-y f>
JjeN1 Jj€J2
= v} <Z (f,e1) 61j7f> +vj <Z (f.e2) €2juf> + .
jen jed2
=i Y (fren) (Fren) +v3 Y (fre) (frea) +
j€J1 JEJ2
—Z PO e —ZUQHWW
=1 J€J;

]

Ortonormal fusion bazlar ile parseval fusion frameler arasindaki bagintiy1 veren

bir onermeyle devam edelim.
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Onerme 4.4.2. [3] {W;}ic;, H da altuzaylarn bir ailesi ve {v;}ie; agurbiklarn bir

ailesi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
(1) {(Wi,v3) }ier, H igin ortonormal fusion bazidur.
(i) {(Wi,vi)}ier, H i¢in 1—uniform Parseval fusion framedir.

Ispat. Her bir i € I icin W; altuzaymmn {€i;}jes; ortonormal bazini alalim. Eger
() saglanirsa, bu durumda {e;;}jeJ, ier, H igin bir ortonormal bazdir. Buradan tiim

f € H icin,

AP =20 Hew NI =D lmw (DI

i€l jeJ; iel
olur ve (i7) saglanir.
Diger yandan (7i) nin saglandigii kabul edelim. Bu durumda tiim f € H igin
2 2 2
AP =D lmwa (D17 = D2 > Kewss £
i€l il jeJ;

yazariz. Boylece ve tiim i € I, j € J; i¢in |le;;|| = 1 oldugu goriiliir ki bu da
{€ij}jesicr nin H icin bir ortonormal baz oldugunu gosterir. Bu ise H = ®;c;W;

oldugunu soyler. Dolayisi ile (i) gosterilmis olur. O

Simdi ise daha genis uzaylardan projeksiyonlar yardimiyla bir Parseval fusion
framenin nasil ingaa edebilecegimizi veren bir teorem ifade edelim. Fakat bunun

oncesinde bu teoremde gegecek olan v;-izometrinin tanimini yapalim:

Tanim 4.4.1. X, Y normlu uzaylar ve T : X — Y sinarly lineer bir operator ve tum

1 € I i¢in v; > 0 olsun. Eger her x € X i¢in
[T]| = v |||
oluyorsa T ye bir v;-izometridir denir.
Teorem 4.4.2. [16] Asaqidaki ifadeler denktir:
(1) {(Ws,v) }ier, H idgin bir Parseval fusion framedir.

(i) H man bir {I/T/Z'}Z'ej kapaly altuzaylar ailesi i¢in K = (Z @VT@) seklinde insaa
iel
edilen daha genis bir K Hilbert uzay, ve P : K — H projeksiyonu mevcuttur

oyleki her bir i € I igin P’Wu WZ dan W; tzerine bir v;-izometridir.
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Ispat. (1) = (i) : Tw,, {(W;,v;) bier min analiz operatoriinii gostersin. { (W, v;) }ier

bir Parseval fusion frame oldugundan her f,g € H igin

(Tw, (f), Tw,(9)) = (T, Tw, (f),9) = (f,9)

olur. Bu yiizden H Hilbert uzayini, Ty, (H) uzay: ile 6zdeglestirebiliriz. Tiim i € [
icin W; = W, olsun. P = Ty, Ty, alalm. Oncelikle P-nin projeksiyon oldugunu
gosterelim:

{(W;, v;) }ier bir Parseval fusion frame oldugundan,
pP? = Ty, T{;VV Ty, T{;VV = Tw, T{;VV =P

olup, P bir projeksiyondur. Ayrica herbir f € Ty, (H) oldugundan, P, Tw,(H)

tizerinedir. Bu ylizden baz1 g € H icin f = Ty, (g) oldugundan

Pf =Tw, Ty, f = Tw, Ty, Tw,(9) = Tw,(9) = f

olur. Simdi bir j € I segelim ve f € W; alahm. Bu durumda Ty, f = v; f dir ve bu

yiizden
Pf =Ty, Ty, | = {vitw,(v; ) bier = {vivymw, (f)},

iel

dir. {(W;, v;) }ier nin bir Parseval fusion frame oldugunu tekrar kullanarak

IPfII* = (Pf, Pf)
- <{Uz'vj7TW¢(f)}iez ’ {UiUﬂWi(f)}ieI>
= Z lvsvmw, ()]

i€l

=v; >0} mw, ()

el

2
=v; |/l

elde ederiz.
(i7) = (i) : {e;} _ , herbir i € I icin W; altuzaymmn bir ortonormal baz olsun.
JjE€J;

. . . o -1 ..
Ply, bir vi-izometri oldugundan, {v; " Pe;;}, , dizisi,

W, = P(W,;) = span__, {Pe;;}
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altuzay1 igin bir ortonormal baz olup, bir Parseval framedir. Gergekten de bu ailenin
Parseval frame oldugunu gosterelim: {eij}jer, herbir ¢ € I icin W; altuzaymm bir
ortonormal bazi oldugundan tiim f € W;
f= Z (f,eis) €ij

JE€J;

seklinde bir temsili vardir. Buradan
Pf= Z<f>eij>P€ij

Jj€Ji

elde edilir. Ayrica Pl , bir v-izometri oldugundan

1

<f7€ij> = <;Pf,$P€ij>

esitligi vardir. Bu egitlikler birlikte goz oniinde bulundurulursa
Pf=> (Pf L pe, ) Lpe,,
- : ) v; ij Vs ij
J€J;
olur ki bu ise {v; ' Pe;;},. 5, ailesinin, W; i¢in bir ortonormal baz oldugunu ispatlar.
Ortonormal bazlar, Parseval frameler olduklarmdan {v; ' Pe;;} . 5, dizisi, W; igin bir
Parseval framedir.

Ayrica
~1
{vi (viPeij)} e, = {Pei},_,
ailesinin bir Parseval frame oldugunu biliyoruz. Ciinkii bir ortonormal bazin bir

projeksiyonudur. Bunlarla birlikte Teorem 4.4.1 de beraber diigtiniirsek {(W;, v;) }ier

ailesinin H icin bir Parseval fusion frame oldugu goriiliir. O]

Bu sonug ¢ok genel oldugundan, H'nin sadece kapali iki altuzayi tizerinde Parseval

fusion frameleri karakterize eden su lemmay1 verelim:

Lemma 4.4.1. [16] Wy, W5, H nin bostan farkl kapaly iki alt uzayr ve vi,v9 > 0

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:
(1) {(Wy,v1), (Wa,v9)} H igin bir Parseval fusion framedir.

(ii) Ya W, LWy vevy =vy =1 ya da Wy =Wy = H ve vi+vi=1 dir
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Ispat. (i) = (ii) : Ik olarak W, # H kabul edelim. g L W, secelim. Bu durumda
(7) den
lgl* = o2 llww, (9) I + 03 7w (9) 1
= U12 ||7TW1(9)||2 < 1)12 ||g||27
olup, bu yiizden v* > 1 dir. Fakat tim f € W,
LA = w2 AN+ ) s (NI 2 o2 [1£11°

yazabiliriz. Bu ise vf < 1 oldugunu soyler ve boylece v; = 1 elde edilir. Tim f € W,
icin

AP = 1A + o3 [l ()]
oldugundan W5 1L W; oldugunu goriiliir. Benzer sekilde v, = 1 elde edilir. Wy = H
ve Wy # H oldugunu kabul edelim. g 1 Wj secelim. Bu durumda

2 2 2 2
lgll” = v} llmws ()7 + v3 [z (D I” = 03 |9
olup, bu yiizden v3 = 1 dir. Simdi g € W} icin,
2 2 2 2
lglI” = o} llmws ()7 + 03 7wz (@) I° = (v + 1) [|g]l

elde ederiz. Buradan v; = 0 elde edilir. Bu ise bir celigkidir. Boylece Wy = H dir.

Simdi v? + v3 = 1 oldugunu gosterecegiz. Tiim f € H igin

LFI7 = o2 LI + o3 lwe (NI = (o + 03) |11

olup, buradan ise v} + v3 = 1 oldugu goriiliir.

(i7) = (i) : Asikardir. O

Onerme 4.4.3. [16] Wy, Wy, H nan bostan farkly iki alt uzayr olsun. Bu durumda

asagqidaki ifadeler denktir:
(1) {(Wy,v1), (Wa,v9)}, H igin bir Parseval fusion framedir.

(ii) Wi, We kapala altuzaylar olmak “zere, vy, vy > 0 saylar, ve P : WieW, — H

projeksiyonu var oyleki i = 1,2 i¢in P|y., W; dizerine bir v;—izometridir.
(iii) Ya W, LWy vevy =vy =1 ya da Wy = Wy = H ve v3 +v5 = 1 dir.

ispat. Ispat son teorem ve son lemmadan aciktir. O
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5. FUSION FRAMELERIN GUNCEL BIiR
UYGULAMASI

Fusion framelerin bir cok modellemede yaygin bir bigimde kullanildigini séylemis-
tik. Kablosuz sensor agi modellemesi buna bir ornektir. Fusion frameleri genel
hatlariyla tanittiktan sonra, simdi bir kablosuz aginin fusion framelerle nasil modellen-
digini acgiklayalim. Bu agiklamalara baglamadan ¢nce kablosuz sensor aglarinin ne

demek oldugu ve kullanim alanlar1 hakkinda kisa bir bilgi verelim:

5.1 Kablosuz Sensor Aglari

Kablosuz sensor aglari, son zamanlarda oldukca giindemde olan ve bir¢ok alanda
uygulanabilen yeni bir teknolojidir. Kablosuz sensor aglari kullanilarak, ortamla
etkilegimli olarak bilgi toplanabilir. Toplanan bu bilgi kollektif bir sekilde degerlendi-
rilebilir ve gerektiginde bilgiye dayali olarak ortam iizerinde degisiklikler yapilabilir.
Farkli mekanlardaki sicaklik, nem, 151k, ses, basing, kirlilik, toprak bilesimi, giirtilti
seviyesi, titregim, nesne hareketleri ve bunun gibi fiziksel ya da gevresel kogullari
ortak bir gekilde izlemek i¢in sensor kullanan ve birbirinden bagimsiz ¢aligan araglar
iceren kablosuz aglara ”Kablosuz Sensor Ag1” denir. Tipik bir Kablosuz Sensor Ag,
kablosuz bir ortam araciligi ile birbirine baglanmisg ve birbirleriyle bilgi aligverisi
yapan yiizlerce hatta binlerce sensor diigiimiinden olusur.

Kablosuz sensor aglarmin giiniimiizde cok cesitli uygulamas: vardir. Ornegin;
diigman hareketlerini belirlemek, bulmak ve izlemek icin, bitki, hayvan izleme ve
cevresel gozlem i¢in, hava durumu tahmin etme sistemlerinde, uzak yerlerin konumla-
rinin ¢oziimlenmesinde, genis bir metropol alanindaki taksilere sensorler yerlestirilerek
trafigin gozlenmesi ve bu gozlemlere dayanarak rotalarin planlanmasinda ve bunun
gibi bir¢ok alanda kablosuz sensor aglari yaygin bir bicimde kullanilmaktadir.

Kablosuz sensor aglari, insan bakimina gereksinim duymayan sensor diigiimleri

icerir. Bu her sensor diigiimii, kablosuz iletisim yetenegine ve sinyal igleme ile veri
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yaymaya yetecek zekaya sahiptir. Diigiim bazinda bakildigunda, tek bir diigiimiin
kapsami kiic¢iik olsa da, ortama yogun olarak dagitilmig diigimler, es zamanlh ve
ig birligi prensibiyle calisabilir ve boylece tiim agin kapsami genisletilebilir. Ayrica
sensor aglari, kurulumlarinin kolay olmasi, maliyetletlerinin diigiik olmasi, alinan
bilgiyi dogru ve giivenilir bir bigimde iglemesi sebebiyle tercih edilen sistemlerdir.
Bu kadar avantajini saydigimiz sensorlerin elbetteki kullanimlarinda zaman zaman
bazi kisitlamalar vardir. Sensorler, kablosuz olduklarindan kendilerine verilen gorevle-
ri yerine getirmek icin gerekli olan enerjiyi tizerlerine entegre olan bataryalarindan
saglarlar. Sensor uzak bir yerdeki bilgiyi almaya calisirken iletigsim mesafesinin
uzak olmasindan dolay1 ¢ok enerji harcayacak ve bataryanin omrii ¢ok uzun stireli
olmayacaktir. Sensorlerin bilgileri saklayacagi bir veri depolama kapasitesi vardir.
Sensorler, istenilen bilgi digindaki ortamda var olan farkli bilgileri de alabilir. Bu
nedenle veri deposu dolup, sensor igse yaramaz hale gelebilir. Ayrica sensorlerin
bozulmaya yatkin olmalari, ¢ok fazla sayida kullanilmalar: sonucu olusabilecek tikan-
ma ve carpigmalar veya bir ag i¢indeki ¢ok sayida sensorden her an gelen sinyallerin
yorumlanmasiyla ilgili zorluklar da kablosuz sensor aglarinin benimsenmesinin éniin-
deki engeller olarak algilanmaktadir. Bunlar gibi iletigim kisitlamalar1 her bir sensor-
iin algiladigi ham bilgiyi iglemek icin merkeze iletmesini engeller. Bu engelleri
ortadan kaldirmak icin cesitli ¢aligmalar yapilmigtir. Sensorler, salkimlar seklinde
altgruplara ayrilir, her bir grup icerisinde bilgi yeniden iglenir. Altgruplar i¢inde
bilgilerin islenmesi frameler yardimiyla olacaktir. Her bir altgrup icinde iglenen
bilgi, daha sonra toplu islem icin daha merkezi bir yere iletilir. Ancak frameler, toplu
islem icin yeterli gelmemektedir. Bunun icin yerel sensor sistemleri yerine bunlardan
daha giivenilir olan ”agirlikli (weighted)” yapiya sahip mekanizmalar kullanilir. Iste
bu noktada devreye fusion frameler girer. Fusion frameler bu yapilarindan dolay1

kablosuz sensor agi modellemesinde yaygin bir gekilde kullanilir.

5.2 Fusion Frameler ile Sensor Agi Modellenmesi

Bu modelleme boyunca sinyal kavramindan bahsedilecektir. Sinyal, bilgi igeren

fiziksel niceliklerdir. Simdi ise matematiksel olarak sinyalin neye karsilik geldigini
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ifade edelim. Bu kisimda [18] numarah kaynaktan yararlanilmigtir.
X bir Banach uzay1 veya Hilbert uzay1 ve C kompleks sayilar cismi olmak tizere,
f sinyali, f : X — C geklinde kompleks degerli bir fonksiyoneldir. Burada, X

uzayinm farkl secimleriyle sinyaller 6zel isimlerle adlandirihr. Ornegin;
o X =Rise, f: R — C fonksiyonu siirekli-zaman sinyali,
e X =7 veya X = N ise f, ayrik zamanli sinyal,
e X =a,b], —00 < a<b< oo fyesmirh zaman sinyali,
o f(t)=f(t+kt), T € RT ve k € Z ise f ye T-periyodik sinyaller,
o f e Ly(R) veya f € l3(Z) ise, sonlu enerjili sinyaller,
o f e Lo(R)veya f € l(Z) ise simirh sinyal,
o f € L1(R) ise integrallenebilir sinyal,

e f €11(Z) ise toplanabilir sinyal

denir.

Bir sensor agimi modellemek igin, agdaki her bir sensore RM’de f;; (j € J;,
i € I) vektorii karsilik getiririz ki bu vektore kargilik gelen sensor, ¢evreyi ne derece
algiladiginin miktarimi belirler. Bir f sinyalinin algilama 6l¢lisii (f, fi;) i¢ ¢arpimu
ile verilir. Eger bu olciilerin tiimi tek bir merkezde mevcutsa, f cevresel sinyalinin
yeniden ingaasi (reconstruction), klasik frame teorisinin dogrudan bir uygulamasi
olacaktir. Bunu daha iyi anlamak i¢in bir f sinyalinin, klasik frame teorisine gore,
sonlu boyutlu bir uzayda nasil yeniden ingaa edildigini agiklayalim. Bu kisimda [§]
numarali kaynaktan yararlanilmigtir.

Bir A yayicisindan, bir R alicisina, bir H uzayma ait f sinyalini tagimak istedigimi-
zi kabul edelim. Eger hem A hem de R, H i¢in bir {fx}72, ailesinin, frame oldugu
bilgisine sahipse bu iglem yapilabilir. §6yleki A yayicist {(f, fx)}7-,; kompleks
sayllarimi tanir ve R alicisina génderir. R alcist da {fi}}, frame elemanlar

yardimiyla
f

> S ST

m
k=1
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frame temsilini kullanarak f sinyalini yeniden ingaa eder. Fakat bu gonderme iglemi
sirasinda ortamdan bagka sinyaller (parazit) de f ye eklenebilir. Simdi R alicisinin,
parazitli bir sinyal, yani {(f, fx) +cr}7, seklinde {c,}}*, paraziti katilmig bir sinyal

aldigini kabul edelim. Alinan katsayilara dayanarak, R alicisi, tagian sinyalin,

> (F fe) + ) ST = Z<f, fi) S e+ 57! (Z ckfk>
k=1

k=1 k=1
= f+57 (Z ckfk>
k=1

oldugunu soyleyecektir. Bu ise yukaridaki toplamda, S~ (3°)", ¢ fx) ifadesinin
varligi sebebiyle, dogru f olan sinyalinden tabiki farklidir. Simdi amag¢ ise bu
parazitli sinyali ortadan yok edip, istenilen dogru sinyali elde etmektir.

Eger { fx}7-, overcomplete yani baz olmayan bir frame ise;

m

T{ck}r, = Z Cr fr

k=1

pre-frame operatorii agikar olmayan bir cekirdege sahiptir. Bu ise su demektir;
parazitli sinyal katkilarinin parcalar: sifira toplanir ve iptal edilir. Ancak bu durum
{fx}iy, H icin bir ortonormal baz ise asla saglanmaz. Ciinkii bazlarin lineer
bagimsiz olmasindan 6tiirii 7" operatorii sadece {0, 0, 0..., 0} m—lisini sifira gotiirecek-
tir. Ancak overcomplete framelerin lineer bagimsizlik 6zelliginin olmayisindan dolay,
ttim {cx}7r, larn hepsi sifir olmasa bile, T{cx }7; = 0 olabilir ve boylece parazitli
sinyal sifira toplanip, iptal edilebilir. Boylece sinyal bu sekilde frameler yardimiyla
yeniden insaa edilmig olur.

Kablosuz sensor aglari hakkinda bilgi verirken, sensor diigiimlerinin bazi iletigim
kisitlamalar: oldugundan bahsetmistik. Bu kisitlamalar yiiziinden, sensorleri, salkim
seklinde altgruplara ayirdigimizi soylemistik. Simdi bu soylediklerimizi matematiksel
olarak neye karsilik geldigini ifade edelim:

Tiim sensorler, her bir J;, ¢ € I indis grubu igin { f;; }j ¢, sensorlerinin olusturdugu
salkimlar halinde gruplandirilir. Yani ashinda her bir salkim, ¢ € I igin { fij}j e,
vektorlerinin gerdigi, H'nin kapali W, altuzaylaridir. Her bir ¢+ € [ indis grubu

igin {f;};es, vektorleri, kendi kapali lineer gereni (yani W;) i¢in bir frame tegkil
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ettiginden, her bir ¢ € [ indis grubu igin W; icerisindeki sinyalin kismi yeniden
ingaasi, yukarida anlatilan gekliyle yapilir. Bu kismi yeniden ingaalar yapilirken
sinyal, her bir 7 € I indis grubu i¢in W; altuzaylar: tizerine ortogonal projeksiyonlar
yardimiyla iletilir. Yani daha net olarak, altuzaylar iizerine sinyalin projeksiyonlarinin

(izdiigiim) kismi yeniden ingaa formiili;

D AF f) Sy = mw(f) (5.2.1)

JeJ;i
seklindedir. Buradaki S; operatorii {f;;}jes,, ¢ € I, olmak iizere W; altuzay1 igin
frame operatoriidiir. Her bir salkimda yani ¢ € I olmak tizere W; kapali altuzaylarinda
elde edilen kismi yeniden ingaalar, W; igerisindeki bir toplama noktasina (collection
point) iletilir. Buradaki toplama noktasi, W; i¢indeki sabit bir sensor diigiimii olarak
ya da W; icindeki sensorlere sirayla gelecek sekilde tayin edilen herhangi bir nokta
olabilir. Her bir altuzay {izerindeki toplama noktalarinda bulunan sinyallerin (5.2.1)
formiiltine gore yapilan kismi yeniden ingaasi, tiim sensor agi i¢in merkezi istasyon
(central location) denilen ana toplama noktasina génderir. Bu merkezi istasyon, her
bir altuzay tizerindeki toplama noktasindan aldigi igslenmis bilgilerden, f sinyalini
yeniden insaa etmekle gorevlidir. Iste bu noktada fusion frameler devreye girer ve
fusion framelerde anlatilan
f=Y oSyt aw (f)
i€l
yeniden ingaa formiilii ile merkezi istasyonda sinyalin son yeniden ingaasi yapilmis

olur. Boylece {(W;, v;)}ies fusion framelerin gorevi son bulmug olur.
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