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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum “Lineer Olmayan Kismi Tiirevli Denklemlerin Haar
Dalgaciklar1 Yardimiyla Niimerik Coziimleri” baghikli bu ¢alismanin bilimsel ahlak
ve geleneklere aykiri diisecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve
yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin icinde hem de kaynak¢ada yontemine

uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Omer ORUC
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DALGACIKLARI YARDIMIYLA NUMERIK COZUMLERI
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Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali
95+xii sayfa
2016
Danigman: Prof. Dr. Alaattin ESEN
Ikinci Danisman: Yrd. Doc. Fatih BULUT

Bu tez alt1 boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde dalgaciklarla ilgili genel bil-
giler verildikten sonra tezde kullanilan Haar dalgaciklari, Haar dalgaciklariyla fonksi-
yonlara yaklasim ve Haar dalgaciklarinin integralleri ile ilgili bilgiler verilmistir. Ikinci
boliimden altinc1 boliime kadar olan kisimlar tezin 6zgiin kisimlaridir. Bu boliimlerde
ele alinan model problemler Haar dalgacik yontemiyle ¢coziilmiigtiir.

Ikinci boliimde, diizenli uzun dalga (RLW) denklemi ele alinmistir. Haar dalgacik
yontemi, tek soliter dalga, iki soliter dalganin etkilesimi ve dalga gelisimi olmak iizere
tic model probleme uygulanmistir. Elde edilen niimerik sonuclar tam ¢oziimler ve li-
teratiirdeki mevcut bazi sonuclarla karsilagtirllmig hata normlar1 ve korunum sabitleri
tablolar halinde verilmistir. Ayrica niimerik sonuglarin grafikleri ¢izilmistir.

Uciincii boliimde, Korteweg-de Vries (KdV) denklemi ele almmistir. Tek soliton

dalga problemi ve iki soliton dalganin etkilesimi problemi Haar dalgacik yontemiyle



niimerik olarak ¢oziilmiigtiir. Elde edilen niimerik sonuclar tablolar halinde verilip gra-
fikleri ¢izilerek tam ¢oziimler ve literatiirdeki mevcut bazi sonuglarla karsilastiriimistir.

Dordiincii boliimde, ikili (coupled) lineer olmayan Schrodinger-KdV (NLS-KdV)
denklemi ele alinmigtir. Haar dalgacik yontemi ile niimerik ¢oziimler ve korunum sa-
bitleri hesaplanmistir. Elde edilen niimerik sonuclar tablolar yardimiyla verilmistir. So-
nuclarin grafikleri ¢izildikten sonra tam ¢oziimler ve literatiirdeki mevcut bazi sonug-
larla karsilagtirilmisgtir.

Besinci boliimde, dordiincii merteben parabolik kismi tiirevli denklemler ele alin-
mistir. Haar dalgacik yontemiyle degisken ve sabit katsayili, homogen ve homogen
olmayan model problemler niimerik olarak ¢oziilmiigtiir. Elde edilen niimerik sonuclar
tam coziimler ve literatiirdeki mevcut bazi sonuclarla kargilagtirilmigtir. Ayrica niime-
rik sonuclarin grafikleri ¢izilmistir.

Altinct boliimde, kesirli mertebeden tiirevli Burgers denklemi ve kesirli mertebe-
den tiirevli ikili Burgers denklemi ele alinmigtir. Kesirli mertebeden tiirevler literatiirde
L1 formiilii olarak bilinen bir formiille ayriklastirildiktan sonra Haar dalgacik yonte-
miyle g6z Oniine alinan model problemler niimerik olarak ¢oziilmiistiir. Elde edilen
niimerik sonuglar tablolastirilip grafikleri ¢izildikten sonra tam ¢oziimler ve literatiir-
deki mevcut baz1 sonuclarla karsilastirilmistir.

Bu tezdeki niimerik hesaplamalar GNU Octave 6zgiir yazilimi ve Python program-

lama dilinde yazilan kodlar yardimiyla yapilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Haar dalgacik yéntemi, Diizenli uzun dalga denklemi,
Korteweg-de Vries denklemi, Dordiincii merteben
parabolik kismi tiirevli denklemler, Kesirli
mertebeden tiirevli Burgers denklemi, Lineer
olmayan kismi tiirevli denklemler, GNU

Octave, Python, Bilimsel hesaplama.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

NUMERICAL SOLUTIONS OF NONLINEAR PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH THE HELP OF HAAR WAVELETS

Omer ORUC
Inonii University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
95+xii pages
2016
Supervisor: Prof. Dr. Alaattin ESEN
Co-Supervisor: Asst. Prof. Fatih BULUT

This thesis consists of six chapters. In the first chapter after giving some general
knowledge about wavelets, Haar wavelets, function approximation by Haar wavelets
and Haar integrals that used in the thesis are introduced. The parts in the second to
sixth chapters are the original parts of the thesis where considered problems are solved
by Haar wavelet method.

In the second chapter, regularized long wave (RLW) equation is considered. Haar
wavelet method is applied to three model problems: single soliter wave, interaction
of two solitary waves and wave undulation problems. The obtained numerical results
are compared with exact solution and with existing results in the literature. The error
norms and the invariants are given in tables. Also the numerical results are plotted.

In the third chapter, Korteweg-de Vries (KdV) equation is regarded. Single soliton
wave problem and interaction of two soliton waves problem are solved by Haar wavelet

11



method. The obtained numerical results are given in tables and are plotted. Also they
are compared with the analytical solution and with those already exist in the literature.

In the fourth chapter, coupled nonlinear Schrodinger-KdV (NLS-KdV) equation is
taken into account. Numerical solutions and invariants are computed with Haar wavelet
method. After tabulating and plotting the obtained numerical results they are compared
with the exact solution and with available results in the literature.

In the fifth chapter, fourth order parabolic partial differential equations are consi-
dered. With the help of Haar wavelet method, variable and constant coefficient, homo-
geneous and non-homogeneous model problems are solved numerically. The obtained
numerical results are compared with the analytical solution and with previous results
that exist in the literature. Also numerical results are depicted graphically.

In the sixth chapter, Fractional Burgers’ and Fractional Coupled Burgers’ equations
are taken into account. The fractional derivatives are discretized by a formula which
is known as L1 formula in the literature and then the considered model problems are
solved numerically by the aid of Haar wavelet method. The results are given in tables
and are plotted. After that they are compared with the exact solution and with those
already exist in the literature.

The numerical computations in this thesis are done with the codes written in free

software GNU Octave and Python programming language.

KEYWORDS: Haar wavelet method, Regularized long wave equation, Korteweg-de
Vries equation, Fourth order parabolic partial differential equations,
Fractional Burgers’ equation, Non-Linear partial differential
equations, GNU Octave, Python, Scientific computing.
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GIRIS

Dalgaciklarin kokeni yaklagik bir asir 6nceye uzanir. {1k dalgaciklar 1910 yilinda
Macar asilli matematik¢i Alfred Haar [1] tarafindan ortaya atilmistir. Dalgaciklarin
detayli matematiksel teorisi ise 1980-1990 yillar1 arasinda Daubechies [2]], Mallat [3]]
ve Meyer [4] gibi arastirmacilar tarafindan olusturulmustur. Dalgaciklar; sinyal ve go-
riintii igsleme, ses tanima, veri sikistirma vb. alanlarda siklikla kullanilir [5) 16]]. Lite-
ratiirde Daubechies, Coiflet, Symlet, Morlet, Mexican Hat gibi farkli bir ¢ok dalgacik
aileleri bulunmaktadir. Bunlardan Daubechies dalgacik ailesi farkli problemlerin ¢ozii-
miinde siklikla kullanilmaktadir [[7, 8, 9]. Ancak Daubechies dalgacik ailesini analitik
olarak yazmak miimkiin degildir. Dolayisiyla bu dalgaciklarin tiirevlerini ve integralle-
rini de analitik olarak ifade etmek imkansizdir [[10]. Bu dezavantajdan dolay1 Daubec-
hies ailesini diferensiyel denklemleri ¢c6zmek i¢in kullanmak her zaman kolay bir is ol-
mayabilir. Ozellikle lineer olmayan denklemleri ¢6zmek daha da karmagik bir hal alir.
Ayni1 dezavantaj Symlet ve Coiflet dalgacik aileleri i¢in de gecerlidir [[10]. Daubechies
dalgacik ailesinin 6zel bir hali olan Haar dalgaciklarinda ise yukarida bahsedilen de-
zavantajlar yoktur. Haar dalgacik ailesi parcali sabit fonksiyonlardan olusur. Bu aileyi
analitik olarak ifade etmek miimkiindiir. Fakat Haar dalgacik ailesi siireksiz fonksi-
yonlardan olusur. Dolayisiyla bu fonksiyonlarin siireksiz oldugu noktalarda tiirevleri
mevcut degildir. Bu durum Haar dalgaciklarini diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde
dogrudan kullanmaya imkan vermez [11]. Bu olumsuz durumu ortadan kaldirmak icin
diferensiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerini elde etmede Haar dalgaciklarinin tii-
revlerini kullanmak yerine integrallerini kullanan bir yaklasim ilk kez Chen ve Hsiao
[11] tarafindan ortaya atilmistir. Chen ve Hsiao’nun yaklasimindaki ana fikir, diferen-
siyel denklemde goriilen en yiiksek mertebeden tiirevli bilinmeyen fonksiyonu Haar
dalgaciklart serisine acip ardisik integral alma yontemiyle bilinmeyen fonksiyonun
kendisine ulagmaktir. Bu yaklasimla Haar dalgaciklarini kullanmanin diger yontem-
lerle kiyaslandiginda daha kolay programlanabilir olmasi, hesaplamada diisiik mali-
yetli olmasi ve yiiksek dogrulukta sonuglar vermesi daha fazla tercih edilmesine sebep
olmustur. Dolayisiyla son yillarda Haar dalgaciklarina dayali bir ¢ok ¢alisma yapilmis-
tir. Bunlarin bazilarin1 agagidaki gibi siralayabiliriz.

Chen ve Hsiao [[11}12] toplu ve daginik parametre sistemlerini ve optimal kontrol

problemini ¢cozmede Haar dalgaciklarini kullanmiglardir. Hsiao ve Wang [13, [14), [15]],



singiiler ve lineer olmayan sistemler ve lineer olmayan kati (sziff) sistemleri ¢6zmek
icin Haar dalgaciklarim kullanmiglardir. Hsiao [16], Haar dalgacik yaklagiminin ay-
rica varyasyonel problemleri ¢6zmek i¢in de etkili oldugunu gostermistir. Lepik [17,
18, [19], Burgers, 1s1 ve Poisson gibi kismi tiirevli denklemleri Haar dalgaciklar1 yardi-
miyla ¢ozmiistiir. Celik [20, 21]], Burgers-Huxley ve magnetohydrodynamic akis denk-
lemlerinin Haar dalgaciklariyla niimerik ¢6ziimlerini vermistir. Jiwari [22}, 23], Burgers
denkleminin ¢6ziimlerini bazi lineerlestirme teknikleri ve Haar dalgaciklart yardimiyla
elde etmistir. Orug vd. [24] modified Burgers denklemini sonlu fark ve Haar dalgacik-
laria dayal1 bir yontemle ¢ozmiistiir. Eliptik sinir deger problemleri ve parabolik kismi
tiirevli denklemler [25] ve [26]’da Haar dalgaciklarina dayali yontemlerle ele alinmig-
tir. Hariharan ve Kannan [27]’de parabolik denklemlerin niimerik sonug¢larini Haar
dalgaciklartyla bulmustur. [28] 29] calismalarinda ikili Burgers denklemleri Haar dal-
gaciklariyla ¢oziilmiistiir. Kaur vd. [30], astrofizikte ortaya ¢ikan Lane-Emden denk-
lemlerinin niimerik sonuglarini Haar dalgaciklariyla elde etmistir. Ikinci mertebeden
hiperbolik telegraf tipindeki denklemler Pandit vd. [31] tarafindan Haar dalgacikla-
riyla ¢oziilmiistiir. Iki ve ii¢ boyutlu Poisson ve Biharmonik denklemlerinin niimerik
cOziimleri Zhi Shi vd. [32] tarafindan Haar dalgaciklar1 yardimiyla bulunmustur. Siraj-
ul-Islam vd. [33]] lokal olmayan sinir kosullu iki boyutlu eliptik kismi tiirevli denklem-
lerin ¢oziimlerini Haar dalgaciklariyla elde etmistir. Patra ve Ray [34] duragan notron
tasima denklemini (Stationary Neutron Transport Equation) Haar dalgaciklariyla ¢6z-
muistr.

Ayrica Haar dalgaciklar integro diferensiyel ve integral denklemlerinin ¢éziimle-
rinde de yaygin olarak kullanilmaktadir. Lepik [35}36] lineer olmayan integro diferen-
siyel denklemleri ve integral denklemleri, Lepik ve Tamme [37/]] lineer olmayan Fred-
holm integral denklemlerini Haar dalgaciklarina dayali yontemlerle ¢6zmiistiir. Bir ve
iki boyutlu integral ve integro-diferensiyel denklemler Aziz vd. [38}139] tarafindan ve
Siraj-ul-Islam vd. [40, 41] tarafindan Haar dalgaciklariyla ¢caligilmistir.

Kesirli mertebeden tiirevli denklemleri niimerik olarak ¢c6zmek icin de Haar dalga-
ciklarin1 kullanan bir ¢cok ¢alisma yapilmistir. Lepik [42] kesirli mertebeden Volterra
ve Fredholm integral denklemlerinin niimerik sonug¢larin1 Haar dalgaciklariyla elde et-
mistir. Wu [43]], baz1 kesirli mertebeden ksimi tiirevli denklemleri Haar dalgaciklariyla
cOzmiistiir. Li ve Zhao [44] Bagley - Torvik ve Riccati kesirli mertebeden tiirevli denk-
lemlerinin ¢6ziimlerini Haar dalgaciklarina dayali yontemle bulmustur. Kesirli merte-
beden bazi sinir deger problemlerinin niimerik sonu¢lari Rehman ve Khan [45] tarafin-
dan Haar dalgaciklariyla elde edilmistir. Ray ve Patra [46] kesirli mertebeden salinimli
Van der Pol sistemini Haar dalgaciklariyla ¢ozmiistiir. Saeed ve Rehman [47] baz1 ke-
sirli mertebeden adi tiirevli denklemlere Haar dalgaciklarini ve bir lineerlestirme tekni-
gini uygulamistir. Wang vd. [48]] bazi1 kesirli mertebeden kismi tiirevli denklemlerinin

cOzlimlerini Haar dalgaciklar1 yardimiyla bulmustur. N6tron nokta kinetik denklemi



Patra ve Ray [49, 50] tarafindan Haar dalgaciklar1 yardimiyla ele alinmigtir. Degis-
ken katsayili kesirli mertebeden tiirevli denklemler Yi ve Huang [51]] tarafindan Haar
dalgaciklar1 yardimiyla ¢coziilmiistiir.
Bu tezde asagidaki denklemler Haar dalgaciklari ile niimerik olarak ¢oziilmiistiir.
Diizenli uzun dalga (RLW) denklemi:

U+ Uy + EUUY — Uy = 0

Korteweg-de Vries (KdV) denklemi:

Uz + €Uty + ity = 0.

Ikili (coupled) lineer olmayan schrodinger-KdV (NLS-KdV) denklemi:

3 1
ieE, + EEyy — ENE =0,

1 1
Ni+ 5Ny + 5 (N*+ |E|2)y =0.

Dérdiincii merteben degisken katsayili parabolik kismi tiirevli denklemler:

MU + EI)Uxxxr = F(x,1).

Kesirli mertebeden tiirevli Burgers denklemi:

Dfu+uuy—vuy, = F(x,1), O0<a<l.

Kesirli mertebeden tiirevli ikili (coupled) Burgers denklemi:

Dfu—uyy —2uuy+uv), =0, O0<a<l,

DPv—v—2w+(uv), =0, 0<B<1.



BOLUM 1

TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Dalgaciklar

Dalgaciklara giris i¢in Fourier doniisiimii iyi bir baglangi¢c noktasi olabilir. Fourier

doniistimii matematiksel olarak

flw)= \/% I : f(e “dt

seklinde ifade edilir [6]. Burada ¢ degiskeni zamani, w degiskeni ise frekansi ﬂ ifade
eder. Fourier déniisiimiinde zamana bagli bir f(¢) fonksiyonu frekansa bagli bir f(w)
fonksiyonuna doniistiiriiliir. Bu doniisiim iglemi tersten de yapilabilir yani frekansa
baglh bir fonksiyon zamana bagli bir fonksiyona doniistiiriilebilir. Bu doniisiime ise

ters Fourier doniisiimii ad verilir. Ters Fourier doniigiimii

() = \/% f :f(we"‘“fdw

ile verilir [6]. Fourier doniisiimii grafiksel olarak asagidaki gibi ifade edilebilir

Dorfustmt ©

N

sintsoidlér

Sekil. 1.1: Fourier doniigiimii.

Sekil [I.T]de goriilduigii gibi Fourier doniisiimii verilen bir fonksiyonu (sinyali) siniiso-

IBir olayin birim zamanda tekrarlanma sayisi



idlere cevirir yani zamana bagl herhangi bir fonksiyonu frekansa bagl bir fonksiyona
doniigtiiriir. Bu islem sonunda zamanla ilgili bilgi kayboldugundan bu durum Fourier
doniisiimiiniin bir eksikligi olarak nitelendirilir. Ornegin Sekil (a)’da yaklagik ola-
rak 1000 milisaniye siiren bir sinyal ve Sekil [I.2](c)’de bu sinyale karsilik gelen 5 Hz
ve 15 Hz civarinda yogunlagsmis frekanslar1 verilmistir. Yine Sekil (b)’de yakla-
stk olarak 100. milisaniyede baglayip 900. milisaniyede sonlandig1 goriilen bagka bir
sinyal ve Sekil [I.2] (d)’de buna karsilik gelen yine 5 Hz ve 15 Hz civarinda yogunlas-
mis frekanslar1 verilmistir. Farkli olan bu iki fonksiyona (sinyal) Fourier doniistimii
uygulandiginda her ikisi icin de ayn1 frekans degerleri elde edilmistir. Ayrica sagdaki
sinyalin nerede baglayip nerede bittigi ile ilgili bir bilgi elde yoktur. Yani zamanla ilgili

bilgi kaybolmaktadir.

"0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

(a) ¢ (b) t
0.6 0.30
0.5} B 0.25F B
0.41 8 0.20 8

[m) [a]

P 0.3} g @ 0.15 g
0.2} B 0.10f B
0.1} . o.os) L .
00 L L L L L L L 000 L L B L L

0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
(c) Frekans (d) Frekans

Sekil. 1.2: Farkli iki fonksiyon ve onlara karsilik gelen frekans degerleri.

Fourier doniisiimiiniin bir bagka dezavantaji ise konum (spatial) degigkeni icin lo-
kal (localized) olamamas1 yani bir sinyalde kiiciik bir aralikta meydana gelen ani de-
gisiklikleri etkili bir sekilde analiz edememesidir [9]]. Ornegin Sekil ’te verilen za-
mana bagh (burada zaman, konum degiskenidir) fonksiyonun frekans1 6 —7 Hz civa-
rinda yogunlagmistir. Sekil [I.4]te ayn1 fonksiyonda yapilan degisiklikler ve bunun so-
nucunda elde edilen frekans degeri verilmistir. Sekil [I.4]ten farkli fonksiyon olmasina
ragmen buna karsilik gelen frekans degerinin yine 6 —7 Hz civarinda oldugu goriilmek-
tedir.
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Sekil. 1.3: Diizgiin (smooth) bir fonksiyonun Fourier doniigiimii.
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Sekil. 1.4: Diizgiin olmayan (non-smooth) bir fonksiyonun Fourier doniistimii.



Bu dezavantajlar Fourier doniisiimiinde kullanilan (¢ = cos(wt) — isin(wt)) te-
mel (basis) fonksiyonlarindan kaynaklanmaktadir. Bu fonksiyonlar (—co, co) araliginda
taniml1 olduklar1 icin ya da bagka bir deyisle kompakt destege sahip olmadiklari i¢in
incelenen fonksiyonlardaki ani degisiklikleri tespit etmekte pek uygun sayilmazlar.
Dalgaciklar ise bahsedilen dezavantajlart ortadan kaldirmak i¢in uygun araclardir [9].

Dalgacik kelimesi “Kiigiik Dalga” anlamina gelmektedir [6]]. Dalgaciklar kisa siire-
ligine salinim gosterip sonra yok olan fonksiyonlardir. Literatiirde farkl tiirde dalgacik

aileleri mevcuttur. Bu ailelerden bazilarma ait dalgaciklar Sekil [I.5]te verilmistir.

’— Haar=Daubechies2 Daubechies4

n Daubechies16 Morlet

n Mexican Hat Shannon
/\ ’\ Symlet Coiflet

Sekil. 1.5: Cesitli dalgacik aileleri.

Dalgacik aileleri baba dalgacik (Father wavelet) ve ana dalgacik (Mother Wave-
let) olarak adlandirilan dalgaciklardan olusmaktadirlar [52]. Genelde baba dalgacik ve
ana dalgacik sirasiyla ¢ ve ¢ sembolleriyle gosterilmektedirler. Literatiirde baba dal-
gacik i¢in Olcek fonksiyonu (Scaling function) ifadesi de kullanilmaktadir. Dalgacik
ailesindeki diger dalgaciklar,

1 t—>b
H=——=y|—1|. 1.1
W (1) N (a) (L.1)

biciminde verilen, konumsal olarak iyi lokalize olmus ana dalgacigin 6l¢eklenip (sikistirlip-
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gevsetilmesi) yer degistirmesiyle elde edilebilirler [6]. Sekil [I.6]da Haar dalgacik aile-

sinin ana dalgacig1 ve ona karsilik gelen baba dalgacigi verilmistir.

1.2}

0.8

0.6

0.4}

0.2}

- ————=-==---0

-0.2+

0.5F

0.2 0.4 0.6 0.8

-0.5}

O----af

Sekil. 1.6: Haar dalgacik ailesinin 6l¢cek ve ana dalgacik fonksiyonlari.

denklemindeki b € R kaydirma parametresi ve a € R* da 6lgek parametresidir.
b degistikce dalgacik yatay eksende yer degistirir buna karsilik a degistik¢ce dalgacik
esner veya sikisir. Sekil [I.7/de Daubechies dalgacik ailesinden bir dalgacigin kayduril-
mis halleri (iistte) ve esnetilip-sikistirilmig halleri (altta) gosterilmistir. Grafikten dal-

gaciklarin kisa siireli salinimi goriilebilir.
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Sekil. 1.7: Kaydirilmig ve esnetilip-sikistirilmig dalgaciklar.

(1.1)) denkleminde eger a ve b parametreleri a = 2~/ ve b = k277 (k, j € N*) bigi-



minde ayrik noktalar olarak alinirsa
Y ju(t) =277y (271~ k)

ayrik ana dalgacig: elde edilir. Buna karsilik gelen dl¢ek fonksiyonu (baba dalgacigr)
da

$ix(t) =21 (2t - k)

seklindedir [6]. Bu iki dalgacik arasindaki iliskiyi veren ve genisleme veya iyilestirme

denklemi (Dilation equation- Refinement equation) olarak adlandirilan denklem

2 2
ikt = %‘/J’jﬂ,zk(t) - §¢j+l,2k+l(t) (1.2)

seklinde verilmektedir [5].

V, 6lcek fonksiyonlarinin ve W, dalgacik fonksiyonlariin kiimesi olsun.

1. {¢ j,k(x)}j> o xezOlsek fonksiyonlart L2(R) igin birim dik (orthonormal) temel fonk-

siyonlardir.
2. Vi=VeW,;
3. UV;=L*(R)
4. VicVin
5. fheV,e f7 eV,

j=..—-1,0,1,..olmak iizere; eger{Vj, Jj€E Z} uzaylar koleksiyonunun 6l¢ek fonksi-
yonu yukaridaki sartlar1 saglarsa ¢oklu ¢oziiniirliik adim alir [S].

v jx(t) ve ¢ (1) dalgaciklarinda bulunan 2J/2 katsay1s1 normalizasyon katsayisidur.
Yani bu katsay1 sayesinde bu dalgaciklardan birim dik temel fonksiyonlar elde edilir.
Eger, 2//2 katsayis1 alinmazsa bu dalgaciklardan dik (orthogonal) temel fonksiyonlar
elde edilir. Buradaki j 6lcek, k kaydirma parametresidir. j 6l¢cek parametresi arttikca
dalgaciklar yatay eksende sikisir yani gittikce lokalize olur. Bundan dolay1 dalgaciklar
lokal temel fonksiyon olusturmaya oldukga elveriglidir.

Dalgaciklar konum degiskenine gore iyi lokalize olduklarindan yapisinda ani de-
gisimler barindiran fonksiyonlar1 (sinyalleri) daha iyi analiz edebilirler [9]. Ornegin
daha once Fourier doniisiimiiniin uygulandig: Sekil [I.3HT.4]teki fonksiyonlara dalga-
cik doniisiimii uygulandiginda ani degisimlerin konumu bariz bir sekilde goriilebilir.
Bu durum Sekil [I.8{I.9]da gosterilmektedir.

10
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Sekil. 1.8: Diizgiin (smooth) bir fonksiyonun dalgacik doniisiimii.
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Sekil. 1.9: Diizgiin olmayan (non-smooth) bir fonksiyonun dalgacik doniistimii.
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1.2 Haar Dalgaciklar

Haar dalgacik ailesi ilk olarak 1910 yilinda Macar matematik¢i Alfred Haar tara-
findan ortaya atilmigtir. Parcali sabit fonksiyon bi¢ciminde olan Haar dalgaciklar [0, 1]
aralifinda karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzayinda dik bir sistem olustururlar.

Haar 6l¢ek fonksiyonu [55, [18]]

1, 0<x<1
¢(x) = (1.3)

0, diger durumlar

olarak tanimlanmaktadir.

Haar dalgaciklar ise genellikle 4;(x) ile gosterilmekte olup x € [0, 1] araliginda

k k+0.5
1, Ecx<kls

i(x) = hi(x) = hi2Ix—k) =4 -1, K05 < kil (1.4)

0, diger durumlar

seklinde tanimlanmaktadirlar [18]]. j =0, 1,...,J olmak iizere m = 2/ tamsayis1 dalgaci-
gin ¢oziiniirliigiinii (6lcegi) ve k=0, 1,...,m— 1 kaydirma parametresini gostermektedir.
(I.4) denkleminde A4;’nin indisi i = m + k + 1 formiilii ile hesaplanir. m = 1, k = 0 igin
i’nin minimum degeri i = 2 olur, ’nin maksimum degeri i = 2M = 2/*!"dir. Burada J
dalgacigin maksimum ¢oziiniirliigiinii verir. i = 1 durumu ise Haar dalgacik ailesinin
olgek fonksiyonuna karsihik gelir . Sekil [I.10[da ilk sekiz Haar dalgaciginin grafigi

verilmistir.

12
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Sekil. 1.10: Ilk sekiz Haar dalgacigi.

1.3 Haar Dalgaciklariyla Fonksiyonlara Yaklasim

Haar dalgaciklari dik olduklarindan dolay1 [[18]]

277, i=lise
f hi(x)h)(x)dx =
0 i#1ise

b

yazilabilir. [0, 1] araliginda karesi integrallenebilir herhangi bir u(x) fonksiyonu

u(x)= Y cihi(x), i=2/+k j>0,0<k<?2/
i=1

biciminde gosterilebilir. Buradaki c; katsayilar

1
ci = (u(x), hi(x)) =2/ f u(x)hi(x)dx
0

olarak hesaplanir. u(x) sonsuz seri acilimi sonlu sayida terim i¢in hesaplanabilir. Yani

M =27 olmak iizere

13



2M

u(x) = Z cihi(x)

i=1

yazilabilir. Ornek olarak Sekil de u(x) = sin(20x) + sin(15x) fonksiyonuna J =
2, 3,4, 5 i¢in Haar dalgacik yaklagimlar1 gosterilmigtir. Sekilden J arttikca daha iyi

yaklagim elde edilebilecegi goriilebilir.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X

Sekil. 1.11: u(x) fonksiyonuna farkli J de8erleri icin Haar dalgacik yaklagimlari.

1.4 Haar Dalgaciklarimn Integralleri

Haar dalgaciklar siireksiz fonksiyonlar olduklar i¢in tiirevleri mevcut degildir.
Dolayisiyla diferensiyel denklemlerin niimerik ¢dziimlerinde dogrudan kullanilamaz-
lar. Bunun yerine diferensiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri i¢in Haar dalgaciklari-

nin integralleri kullanilir [11]. Haar dalgaciklarinin integralleri

14



X
pi1(x) = f hi(x")dx’
0
X
pi,n+1(X)=fpi,n(X’)dX’, n=1273,.. (1.5)
0

seklinde tanimlanir [18]]. Birinci ve ikinci integrallerin

k _k+05 k1

{] = ” é/z B {3 -
m m

olmak iizere, analitik olarak (I.T0) denklemi yardimiyla nasil hesaplanacag: asagida
gosterilmisgtir.
1-) Birinci integral

a-) x € [{1,42) igin

X {1 X
P = [ heray = [ heorars [ neode=x-g
0 0 4]

b-) x € [{2,{3) igin

X ’§| 163 X
pii(x) = f hi(x')dx' = f hi(x')dx' + f hi(x')dx' + f hi(x')dx’
0 0 4| 6]

k+05 k k+0.5
=0+H-0-(x=0) = -—+ -x
m m m
k+1
m
sonug olarak birinci integral
x={1, x€[{1,0)ise
Pin(X)=403—x, x€[{H,03)ise (1.6)

0, diger durumlar

olarak bulunur [18]].
2-) Ikinci integral
a—) X € [{1,(2) igin

15



X {1 X
pi2(x) = f pii(xX)dx" = f pii(xX)dx" + f pii(x)dx’
0 0 141

X _ 2
—0+ (x’_gl)dxfzu
4| 2

b-) x € [{2,{3) igin

X {1 4]
pip(x) = fo pii(xdx’ = fo pi(xdx’ + f pi(x")dx’

Q1
+ f pia(x)dx’
%)
%) X
=0+ X' =)dx' + | (G —x")dx
41 6]
=0 G=x),
B 2 Q 2 )
_(L-0)? _o_|% -0 (H-0)
2 2 2
_ERo G- 6w
2 2 2
1 N 1 _((3-)6)2 1 _((3—96)2
- 8m?  8m? 2 4m? 2

c-) x € [{3,1] igin

X (1 163 {3
pin(x) = f pi1(x)dx" = f pi1(x)dx" + f pii(xX)dx" + f pii(x)dx’
0 0

41 14}
+ f pia(xX)dx’
14}
5) X
=0+ (x’—{l)dx’+f (3 —x")dx' +0
41 14)
_ (x/ _é/l)z 0 _ (43 _x,)2 Ig)
B 2 I 2 1)
_(GL-0)? (3 —0)?
e

k+0.5 k2 k+1 _ k+0.5\2
(ke alombsp

2 2 4m?

bulunur. Sonug olarak ikinci integral
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pip(x) =

@’ x€[{1,0)ise
#_@, x €[, ¢3)ise
ﬁ’ x € [{3,1]ise

0, diger durumlar

seklinde bulunur [18]. Uciincii ve dérdiincii integraller ise

g— 3 1
%’ x € [{1,42)1se
— - 3 1
| ) Z_ﬁ_%’ x € [{2,43)ise
pisx) =1 ise
o X € [§37 1]lse
0, diger durumlar
— 4 i
(x=01) ’ X € [§1,§2)lse

pis(x) =

(=0 (G=x*

1

8m? 24 192m*’
=) 1 -

gm? " 192m* x € (23, 1ise
0, diger durumlar

+ x €[, 03)ise

(1.7)

(1.8)

(1.9

olarak verilmektedir [18]. Gerekli oldugunda diger integraller de benzer adimlar izle-

nerek bulunabilir.

Haar dalgaciklarini ve integrallerini matris formunda kullanmak diferensiyel denk-

lemlerin niimerik ¢oziimiinde kolaylik saglar. Ornegin x degiskeni M =2’ olmak iizere
[=1,2,...,2M noktalarinda ayriklastirilirsa 2M x 2M boyutlarindaki H(i,[) =
hi(xp), P(i,1) = pi1(x)) ve Q(, 1) = p;2(x;) matrislerinin M = 4 i¢in elemanlari

_1-05
XL= S5m0

H@G, D)=

O OO = O = =

S = =

o O

o o = O O

S = O O = O

1 1 1 [ 1 3 5
-1 -1 -1 1 35
0 0 0 1 3 3
1 -1 -1 ’P(i’l):looo
0 0 0 161 1 0
0 0 0 0 0 1
-1 0 0 0 00
0 1 -1 |0 0 0
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o
Q(lsl)_ 51_2

O O O = O = =
S O O N O v v VO

25
25
23

0

S O =

49 81
49 79

31 32 32

1
8
8
1
0

S O N o O

121
103

S N 0 0 O

169 225 |
119 127
32 32
23 31

8
8
8
1

~N o0 o0 o0

seklinde bulunur. Daha biiyiik M degerleri i¢in matrislerin yapilar1 Sekil[I.12]de veril-

mistir. Sekilde beyaz yerler sifirlari, renkli yerler sifirdan farkli sayilar1 gostermektedir.

Dikkat edilirse Haar matrisi ve integrallerinin matrisleri ¢cok sayida sifir icermektedir.

Bu da bilgisayar programlarinda hiz agisindan bir avantaj saglar.

0 10 20 30 40 50 60

0 =

10—_—___—;
20+ q
30 a

a0l

50+

0 10 20 30 40 50 60

0 =

50+

60+

10—_—___—;
20+ q
30 a

a0l

Sekil. 1.12: Haar matrisi ve integrallerinin matrislerinin yapisi.
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1.5 Haar Dalgaciklarmin Yakinsakhgi

Bu boliimde Haar dalgaciklarinin yakinsakligr verilmistir. Yakinsaklik analizi Ray
ve Patra tarafindan yapilan ¢alismadan [46] alinmistir.
Lemma [46]: u(x) € L3(R), (0,1] araliginda tanimli siirekli bir fonksiyon olsun. O

halde J. ¢oziiniirliikteki hata normu

2
IE/| < Lo/
12

esitsizligini saglar. Burada, Vx € (0, 1] igin |u(x)| <5 ve n > 0, M = 2/ "dir.
ispat [46]: uj(x) = Zf%'l a;hi(x) olmak lizere J. ¢coziiniirliikkteki hata normu

EJ| = lu(x) = uy(x)l = | Y aihi(x)
i=2M
seklinde tanimlanir. M = 2/ igin
I = f <Z aihi(x), ) arhr<x>>dx: D, D aiar f Rk (dx < ) lail
—®\i=2Mm r=2M i=2M r=2M - i=2M

dir. hi(x) = 2/?h(2/x—k) k=0,1,2,..,2/ =1, j=0,1,...,J ve

L k2 <x<(k+3)27,
¢x-k)=1-1, (k+1)27 <x<k+1)27,
0, diger

olmak iizere a; = fol 24/ 2u(x)¢(2j x—k)dx ’tir. Dolayisiyla

(k+3 )27 (k+1)277

./2 2

a; =2/ f u(x)dx— f u(x)dx
k2= (k+5)2i

((k+ %)2‘1' —k2‘j) u(W) - ((k+ 27— (k+ %)Z_j) u(lllz)} :

—0J/2

olur. y; € (k2‘j , (k + %)Z‘j) ve Y € ((k + %)Z_f J(k+1)27/ ) olmak iizere, ortalama de-
ger teoremi geregince a; = 2-il2-1 (Y2 — 1)U’ (¥) olur. ¥ € (Y1,y7) igin yine ortalama

deger teoremi geregince
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a? =272 (o — g )Pl (1)

<22 2y2.
olur. i’ (x)| < 17 = 2737257 oldugundan

0o 00 o 2/t
TS WD T D M Vs
j=J+1 =2

i=2M i=2M

- i 2732 (27— 1-20 4 1)

j=J+1
772 i 2j

=L 272
4 j=J+1

_ n_22_2(J+1) _ ,7_2 Y o (1.10)
4 (1_‘1‘) 12 '

bulunur. (T.10) denkleminden hatanin J ile ters orantili oldugu goriiliir. Yani dalgacik

coziiniirliigii J arttikca daha yiiksek dogrulukta sonuglar elde edilebilir.
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BOLUM 2

RLW DENKLEMININ HAAR DALGACIK
YONTEMIYLE NUMERIK COZUMLERI

Bu boliimde, € ve u pozitif parametreler olmak iizere

_’uc’)t

ou Ou ou 0 ( ou
=0 2.1
(6)6%) —

—+ +eu
ot Ox, 0x,

denklemi, x, — +oco iken u — O smir kosular: ile géz oniine alinmigtir. Bu denklem
ilk olarak 1966°da Peregrine [S3] tarafindan dalga bozunumunun (undular bore) geli-
simini modellemek i¢in ortaya atilmistir. RLW denkleminin analitik ¢coziimleri sinirlt
sayida baslangi¢ ve sinir kosullari i¢in bilinmektedir. Dolayisiyla niimerik ¢éziimler bu
denklem i¢in biiyiik bir 5neme sahiptir. Bu denklem iizerine literatiirde yapilan bazi ca-
lismalar sunlardir: [54} 55, 156]] calismalarinda RLW denkleminin niimerik ¢oziimii icin
sonlu fark yontemleri kullanilmistir. Gardner vd. [S7] RLW denklemini lineer sonlu
elemanlar kullanarak en kiiciik kareler yontemi ile ¢ozmiistiir. Zaki [38] ayirma (sp-
litting) teknigi ve kiibik splinelara dayali bir sonlu eleman yontemi ile RLW denkle-
minin niimerik ¢oziimlerini bulmustur. [S9, 60] caligmalarinda RLW denklemi sonlu
eleman yontemleriyle ¢oziilmiistiir. Dogan [61] lineer sonlu elemanlar kullanarak Ga-
lerkin yontemiyle denklemin niimerik ¢oziimlerini elde etmistir. Esen ve Kutluay [62]
kuadratik B-spline temel fonksiyonlar1 kullanarak lumped Galerkin yontemiyle denk-
lemin niimerik ¢oziimlerini bulmusgtur. Jain vd. [63] ayirma teknigi ve kiibik splinelara
dayal1 bir sonlu eleman yontemi ile RLW denklemini ¢ozmiistiir. Raslan [64] RLW
denklemini ¢6zmek icin kiibik B-spline kollokasyon yontemini kullanmistir. Dag vd.
[65] diferensiyel kuadratiir yontemi ile RLW denkleminin ¢oziimlerini elde etmistir.
Saka vd. [66, 67, 168,169, 70] RLW denklemini kollokasyon algoritmalar1 ve Galerkin

yontemleriyle ¢cozmiislerdir.
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2.1 Zamana Gore Ayriklastirma

(2.1)) ile verilen RLW denklemi

u(a,t) = f1(1), ulb,t)y=fo(t), a<x.<b

sinir kogsullar ve

M(X*, O) = g(X*),t > O

baslangi¢ kosulu ile gboz Oniine alinsin. Haar dalagaciklart x € [0, 1] i¢in tanimlandi-
gindan dolay1 l| denklemi [0, 1] aralifina doniistiiriilmelidir. Bunun i¢in x = x*—L_“,

L = b —a doniigtimii kullanilirsa

1 € u
U+ Zux + Zuux - Eum =0 2.2)
denklemi bulunur. (2.2) denkleminde u,, uu, terimlerinin zaman adimina gore ortala-

malari ve u; ve u,,, icin ileri fark yaklagimi alinirsa

Ujr1 —Uj 4 (ux)j+1 + (ux)j +E(””x)j+l +(W/tx)j _ ﬁ(uxx)jﬂ _(uxx)j ~0
At 2L 2L 12 At -

esitligi elde edilir. (uuty) ;41 terimi igin wjyy (uy);+ uj(uy)jp1 —uj(uy); Rubin Graves

[71] lineerlestirme teknigi ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

At At J7i At
2ujp + T (Ux)jp1 + €+ [uj+1 (ux)j+u; (ux)j+l] —ZE (Uxx) jr1 =2uj— T (ux);

L
25 )y (23)

denklemi

uy =g(Lx+a) 2.4)

baglangic kosulu ve ayriklastirilmig

ujr1(0) = fitje1), ujr1 (1) = otj41),  j=0,1,..N-1 (2.5)
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sinir kosullarina bagh olarak elde edilir. j =0,1,...,N — 1 olmak lizere t;,1 = At(j+ 1),
AtN =T ve ujq (2.3)-(2.5) probleminin (7 + 1). adimindaki ¢6ziimiidiir.

2.2 Konuma Goére Haar Dalgaciklariyla Ayriklastirma

Haar dalgaciklariyla bu denklemi ¢ozmek icin denklemde goriilen en yiiksek mer-

tebeden turev terimi

2M

(o) o1 (0 = ) cili(x) (2.6)

i=1

bi¢iminde Haar dalgacik serisine agilir. (2.6) denkleminin x’e gore 0’dan x’e integrali

alinirsa
2M
(1) o1 (0 =) 1 (0)+ > €ipi1(x) 2.7)
i=1

elde edilir. (2.7) denklemindeki () ;41 (0) terimi bilinmiyor. Bu terim, (2.7) denkle-
minin 0’dan 1’e integrali alinip (2.5)) sinir kosullari kullanilarak

2M
041 (0) =faltjr1) = filtjs1) = > cipia(D) (2.8)
i=1

seklinde bulunabilir. Bu son esitlik (2.7) denkleminde yerine yazilirsa

oM oM
) o1 () = Y cipin (@) + ot = filtjp) = D eipia(l) (2.9)
i=1 i=1
elde edilir. (2.9) denkleminin de 0’dan x’e integrali alinarak

2M 2M

uj1(x) = fi(tje1) + X(fz(tj+1 )= f1(tj+1 )) + Z cipin(x)— XZ cipin(1) (2.10)

i=1 i=1

bulunur.
1}1} denklemleri 1b denkleminde yerine yazilip sonuclar x; = %, l=
1,2,...,2M noktalarinda ayriklastirilirsa
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At
Aie; = 2uj = = ()= 2% (txx) (2.11)

bicimindeki sistem elde edilir. Burada ¢; Haar dalgacik seri acilimindaki katsayilardan
olusan kolon vektori, esitligin sag tarafi, u ile ¢esitli tiirevlerinin x; kollokasyon nok-
talarinda ardigik j zaman adimlarinda hesaplanmis kolon vektoriidiir. A;; matrisi ise

Li=1,2,...,2M olmak iizere agsagida verilmistir.

Asi = (2[piaGa) = xipia(D] + 5 [pia () = pia(D)] +
€4 | (piaCen) = xipia(1) () + (pia (x0) = pia(D)uj| = 245 hiCep)) +
2 [fl(tj+1) +Xx; (fz(tj+1) —fl(tj+1))] + 4 [fz(tj+1) —fl(lj+1)] +
et ([fl(tj+1) +x1(fatje1) —fl(tj+1))] (ux)j+uj [fz(tj+1) —fl(tj+1)])
Bu sistemin ¢6ziilmesiyle ile bulunan ¢; katsayilart (2.6)-(2.10) denklemlerinde yerle-

rine yazilarak ¢oziimler ardigik olarak bulunabilir. Hesaplamaya baglamak i¢in

uo(x) = g(xp),
(ux)o (xp) = g’ (x1),
(Uxx)o (x) = 8" (x1).

baglangi¢ kosullarindan faydalanilir.

2.3 Niimerik Sonuglar

Bu boliimde Haar dalgacik yontemiyle elde edilen sonuglar, tam ¢6ziim ve litera-
tiirde mevcut olan bagka yontemler ile bulunan sonuglarla karsilagtirilmistir. Niimerik

cOziimiin tam ¢oziime ne kadar 1yi yaklastigini1 gormek i¢in

oM 172
-]

tam __
i

L2 = [Ax*
i=1

Lo = max |u u?um|
l

hata normlar1 kullanilmistir. Ayrica RLW denkleminin sahip oldugu, sirasiyla kiitle,

momentum ve enerjiye karsilik gelen
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2M

b
I = f udx, = Ax*Zu,-,
a i=1
2M

N e

i=1
b
_ 3 2 o~ § 3 )2
I3 —L (u +3u )dx* =~ Ax, (ul +3(u;) )

korunum sabitleri [72]] hesaplanip bunlardaki degisimler incelenmistir. Korunum sa-
bitlerinin degismemesi beklendiginden, etkili bir niimerik algoritmanin korunum sa-
bitlerini 1iyi muhafaza etmesi beklenir [69]. Burada u?am tam ¢Oziimii ve u"™ niimerik
¢Oziimii gostermektedir. Ax, ise konum degiskeninin adim uzunlugudur.

2.3.1 Tek soliter dalga hareketi

(2.1) ile verilen RLW denklemi ilk olarak

1
u(x,,0) = 3esech’(k(r, ~x0)), k=3[, v=l+ec (2.12)
jny
baglangic¢ kosulu ve x, — +oo iken u — O sinir kosullar1 ile alinmigtir. Niimerik hesap-
lamalar i¢in —40 < x, < 60 sonlu arali81 secilip probleme=1,u=1, xo =0 ve Ar=0.1

parametrelerine gore ¢oziilmiistiir. Problemin tam ¢oziimii [S3|]

u(xs,1) = 3csech?(k(x, — vt — xp))

seklindedir. Bu tam ¢6ziim baslangicta xg noktasinda bulunan 3¢ genlikli, k& geniglikli
ve v sabit hiziyla saga dogru ilerleyen soliter dalga hareketini ifade etmektedir. Prob-

lemin korunum sabitlerinin analitik deZerleri asagida verilmistir [S8]]:

6 12¢2 48kc?
11=?c,12=—c e

.\ e 36c* .\ 144¢3
k 5 k Sk

Ele alman RLW denkleminin (2.11)) ile verilen ayrik formunda Ar = 0.1 ve (2.12)
baglangic kosulunda bulunan ¢ parametresi ¢ = 0.1 alinarak farkli kollokasyon noktalar1
i¢in hata normlarinin karsilagtirilmas: Tablo [2.1]de verilmistir. Tablodan kollokasyon
noktalarinin artmasiyla hata normlarinin diistiigi gériilmektedir. Tablo 2M =512
ve 2M = 1024 kollokasyon noktalar1 i¢in korunum sabitlerinin hesaplama siiresince

neredeyse sabit kaldiklarini gostermektedir.
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Tablo 2.1: ¢ = 0.1 ve At = 0.1 icin farkli kollokasyon ve farkli zamanlarda tek soliter
dalga probleminin hata normlari.

2M =256 2M =512 2M =1024
Lryx10° Lex103 Lryx10° Ly x10° Lryx10° Lo x10°
0.37262 0.14931 0.12505 0.04946 0.06366 0.02456
8 0.73957 0.30224 0.24831 0.10003 0.12626  0.04968
12 1.09250 0.44199 0.36747 0.14723 0.18716 0.07351
16 1.42882  0.56900 0.48169 0.19023 0.24594  0.09556
20 1.74833  0.68428 0.59079 0.22942 0.30249 0.11589

A~

Tablo 2.2: —40 < x, <60 ve At =0.1, ¢ = 0.1 i¢in tek soliter dalga probleminin korunum
sabitleri.

2M =512 2M =1024

t I I I3 I g I3

0 3.979927 0.810462 2.579007 3.979927 0.810462  2.579007
4 3979930 0.810457 2.578998 3.979930 0.810461  2.579005
8 3.979928 0.810457 2.578998 3.979928 0.810461  2.579005
2 3.979926 0.810457 2.578998 3.979926 0.810461  2.579005
16 3.979917 0.810457 2.578997 3.979917 0.810461  2.579005
20 3.979883 0.810456 2.578997 3.979883 0.810461  2.579005

p—

Soliter dalganin ¢ = 0’dan ¢ = 20’ye kadar 2M = 1024 kollokasyon noktas1 i¢in
hareketi Sekil 2.1}de verilmistir. Tablo [2.3]te dalganin farkli zamanlardaki konum ve
genli8i verilmistir. Buradan da goriilecegi iizere dalganin genliginde cok az bir de-
gisiklik olmustur. Ornegin ¢ = 0.1 igin # = 0 da genlik 0.3 iken ¢ = 20°de dalganin
hesaplanan genligi 0.299961 dir. Yani 7 = 0 ve ¢ = 20 arasinda bagil hata yaklasik ola-
rak %0.013’tiir. Ayrica soliter dalganin v = 1 + ec yardimiyla hiz1 teorik olarak 1.1

bulunmugken bu deger niimerik hesaplamalarda yaklagik 1.098 bulunmustur.
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0.30}

0.25f

0.20}

0.051

0.00

-40 -20 0 20 40 60
X

Sekil. 2.1: 2M = 1024 nokta icin tek soliter dalganin hareketi.

Tablo 2.3: Tek soliter dalganin ¢ = 0.1, ¢ = 0.03 ve 2M = 1024 icin farkl1 zamanlardaki
konum ve genligi.

Zaman c=0.1 c=0.03
Konum Genlik Konum Genlik
tr=0 0.000000 0.300000 0.000000 0.090000
t=4 4.384766 0.299995 4.091797 0.089999
t=8 8.779297 0.299988 8.193359 0.089998
t=12 13.173828 0.299980 12.392578 0.089999
r=16 17.568359 0.299971 16.494141 0.089999
t=20 21.962891 0.299961 20.595703 0.089999

Tablo 2.4 te 1024 kollokasyon noktasi i¢in Haar dalgaciklart ile elde edilen sonug-
larin literatiirdeki bagka sonuclarla karsilastirilmasi verilmistir. Tablodan, uygulanan
yontemle elde edilen sonuclarin sonlu farklar [S6], kiibik B-spline sonlu eleman [S8]],
en kiiciik kare kiibik B-spline sonlu eleman [60] ve B-Spline kollokasyon [66] yon-
temlerinden elde edilen sonuclardan daha iyi oldugu goriilmektedir. Genligi 0.3 olan
soliter dalganin # = 0 ve ¢ = 20 arasinda /1, I, ve I3 korunum sabitlerinin bagil degisim-

leri TRm Dot Trerte Deketl 5 100 formiilii ile sirastyla %1.67x 1073, %1.85x 107 ve

%9.74 x 10~ olarak hesaplandi. Elde edilen bu sonuclar korunum sabitlerinde ihmal
edilecek kadar kii¢iik degisim oldugunu gostermektedir. Tablo [2.5]te 512 kollokas-
yon noktasi i¢in Haar dalgaciklarinin sonuglar ile literatiirdeki bagka sonuclarin bir
bagka karsilastirilmasit verilmigtir. Tablodan, boliintii sayist literatiirde verilen c¢alis-

malarda kullanilanlardan daha kiiciik secilmesine ragmen L, ve Lo, hata normlarinin
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(57,163, 164] teki calismalardan daha kiiciik oldugu agikc¢a goriilmektedir.

Tablo 2.4: —40 < x < 60, t = 20, At = 0.1, Ax = 0.1 ve ¢ = 0.1 icin tek soliter dalga
probleminin hata normlar1 ve korunum sabitleri.

Lrx10° Lox10° I, I I
Analitik 3.97992 0.81046 2.57900
Haar 0.302 0.115 3.97988 0.81046 2.57900
Kutluay [56] 0.550 0.210  3.97997 0.81045 2.57901
Gardner [57] 0.220 0.086  3.97989 0.81046 2.57902
Zaki [58]] 0.514 0.181  3.97781 0.80963 2.57620
Dag [60] 0.014 1.500  3.96466 0.80461 2.56971
Jain [63] 196.1 67.35 441219 0.89734 2.85361
Raslan [64] 0.532 0.227  3.97803 0.80972 2.57657

Saka QBCM2 [66] 0.357 0.129  3.97995 0.81046 2.57901
Saka QBCM1 [66] 0.215 0.083  3.97995 0.81046 2.57901

Tablo 2.5: =40 < x <60, t =20, At = 0.1 ve ¢ = 0.03 icin tek soliter dalga probleminin
hata normlar1 ve korunum sabitleri.

Boliintii S. Ly x10° Lo x 10° I I I
Haar 512 0.550 0.234  2.10461 0.12730 0.38880
Kutluay [56]] 1000 0.638 0.233  2.10900 0.12730 0.38880
Gardner [57] 1000 0.563 0432  2.1050 0.12730 0.38880
Zaki [58] 1000 0416 0.231  2.10760 0.12730 0.38879
Dag [60] 1000 0.032 1.598  2.13070 0.12720 0.38846
Jain [63] 1000 14.45 3.996  2.33300 0.14081 0.43005
Raslan [64] 1000 0.572 0.364  2.10362 0.12718 0.38843
Saka QBCM2 [66]] 800 0.359 0.302  2.10832 0.12909 0.38881
Saka QBCM1 [66] 800 0.356 0.295  2.10831 0.12913 0.38881

2.3.2 IKki soliter dalganm etkilesimi

RLW denklemi ikinci olarak, genligi 3¢ olup baslangi¢ta konumu x; noktasinda
bulunan bir soliter dalga ile genligi 3¢ olup baslangi¢ta konumu x, noktasinda bulu-

nan bagka bir soliter dalganin hareketini ifade eden

€C;

1
u(x.,0) = 3cysech? [k (x, — x1)] + 3casech? [k (x. — x2)], ki = = [ ———,
2V u(l +ecy)

i=1,2)
baglangic kosulu ile géz oniine alinmistir. Niimerik sonuclar —200 < x, < 400 arali-
gindac; =0.2,c0=0.1,x; =177, x =—-147, At =0.1,2M = 1024, e =1 ve u =1
degerleri icin elde edilmistir.

Iki dalganin hareketi ve etkilesimini gozlemlemek icin ¢ = 400’e kadar farkli za-
manlarda elde edilen niimerik ¢oziimlerin grafikleri Sekil 2.27de verilmistir. Sekilden
t = 0’da yiiksek hiza sahip biiyiik genlikli dalga diisiik hiza sahip kiiciik genlikli dal-
ganin solunda iken zaman ilerledik¢e biiyiik genlikli dalganin kiiciik genlikli dalgay1
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yakaladig1 ve ¢ = 200 civarinda dalgalarin etkilesime girdigi goriilmektedir. t = 400°de
iki dalganin birbirinden ayrilmaya basladig1 aciktir. Ayrica iki dalganin etkilesimi ta-
mamlandiktan sonra geride kuyruk dalgalarim1 biraktigin1 géstermek igin ¢ = 400 za-
manindaki biyiitiilmiis grafik Sekil 2.3]te gosterilmistir.

Tablo [2.6/da bu problem i¢in elde edilen korunum sabitlerinin [61] ile karsilas-
tirtlmasi verilmistir. Simiilasyon boyunca korunum sabitlerinde neredeyse hi¢ degi-
sim olmadig: tablodan acik¢a goriilmektedir. = 0 ile # = 400 zamanlarinda hesap-
lanan korunum sabitlerindeki mutlak fark Al} = 9.6484 x 1075, AL = 6.5029 x 1074,
Al = 0.0014783 olarak hesaplanmistir. Buradan elde edilen mutlak farklarin [61]’da
Al =0.0344, Al = 0.0136, Alz = 0.0463 olarak verilenlerden daha kii¢iik oldugu go-

rilmektedir.

0.6

t=200
0.4} 1

t=0 t=100 t =300 t =400
0.3} N

U(x,t)

0.1} g

UL

_01 ! ! ! !
-200 -100 0 100 200 300 400

X

Sekil. 2.2: 2M = 1024 i¢in iki soliter dalganin etkilesimi.
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0.006 8
0.004 8
0.002} 8

0.000 L

-0.002} 4

U(x,t)

- 200 -100 0 100 200 300 400
X

(a)
Sekil. 2.3: ¢ = 400 deki yakinlagtirma.

Tablo 2.6: 2M = 1024 icin iki soliter dalganin etkilesimi probleminde elde edilen ko-
runum sabitleri.

Haar Dogan [61]

t I b I3 I I I;

0 9.85823 3.24479 10.77832 9.8586 3.2449 10.7788
80 9.85833 3.24397 10.77591 9.8683 3.2475 10.7872
160 9.85833 3.24290 10.76928 9.8751 3.2506 10.7979
240 9.85833 3.24287 10.76907 90.8825 3.2544 10.8109
320 9.85833 3.24393 10.77563 9.8883 3.2569 10.8197
400 9.85833 3.24414 10.77685 9.8930 3.2585 10.8251

2.3.3 Dalga gelisimi (Wave undulation)

Son olarak 2.1ldenklemi

U .=
u(x.,0) = 70 [1 —tanh(x dxo)]
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baglangi¢ kosulu ve

u(a,t) = Uy, u(b,t)=0

sinir kosullariyla gdz Oniine alinmistir. Burada; u(x.,0), = 0 aninda denge seviyesi
tizerindeki su yiizeyi yiiksekligini; Uy, su seviyesindeki x = xo merkezli biiyiikliik de-
gisimini ve d degisimin dikligini (steepness) gostermektedir. Bu problem i¢in verilen
sinir sartlar1 altinda korunum sabitleri artik sabit kalmaz, simiilasyon boyunca lineer

olarak asagidaki oranlarda artar [S8]].

d d [+ |
M :—I = — d *:U _U 3
matt T an ) Hax 0T 2%
d d [+ 2
Mzzalzza . (u2+/,tui)dx*:Ug+§U8, (213)
d d (%, 4 2 2 3,34
M3:EI3:d_tvLo (u +3u )dx*:3Uo+3U0+ZUO'

Bigisayar simiilasyonu —36 < x, <300 araliginda u = 1/6, Uy = 0.1, xp = 0, At =
0.1,e =1.5,2M = 1024 ve d = 2,5 i¢in t = 250 zamanina kadar yapilmistir. Tablo
[2.77de korunum sabitlerinin lumped Galerkin yontemiyle [62] bir kargilastiriimasi ve-
rilmigtir. Sonuclarin Galerkin yontemiyle uyum icinde oldugu goriilmektedir. Tablo
[2.8]de 6ncii dalganin konum ve genligi gosterilip yine Galerkin yontemiyle [62] karsi-
lagtirilmas1 verilmistir.

Korunum sabitlerindeki degisimlerin niimerik degerleri d = 2 i¢in My = 0.10750,
M5 =0.011001 ve M3 = 0.034099 olarak ve d =5 i¢cin M = 0.10750, M, = 0.011001
ve M3 = 0.034099 olarak elde edilmistir. Bu degerlerin, ile hesaplanan M| =
0.1050, M; = 0.01067 ve M3 = 0.033075 analitik degerleriyle de uyumlu oldugu go-

rilmektedir.
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Tablo 2.7: 2M = 1024 ve At = 0.1 i¢in dalga gelisiminin korunum sabitleri.

d t I I I3 1 [62]] L [62]] I3 [62]]
0 3.600000 0.350278 1.084500 3.6120001 0.35148 1.08822
50  8.975000 0.900318 2.789723 8.9869997 0.90144 2.79314
100 14.350000 1.450376 4.494792 143619987 1.45140 4.49778
150 19.725000 2.000442 6.199787 19.7369989 2.00134 6.20229
200 25.100002 2.550511 7.904754 25.1119971 2.55128 7.90675
250 30.475001 3.100580 9.609708 30.4869971 3.10123 9.61118

[\

50 3.600000 0.335111 1.037250 3.6120002 0.33631 1.04097
50 8975000 0.885121 2.742780 8.9870004 0.88630 2.74643
100 14.350000 1.435150 4.448122 14.3619996 1.43628 4.45156
150 19.725000 1.985202 6.153253 19.7369994 1.98624 6.15631
200 25.100000 2.535265 7.858269 25.1119996 2.53618 7.86086
250 30.475000 3.085333 9.563244 30.4869998 3.08613 9.56533

Tablo 2.8: 2M = 1024 ve At = 0.1 i¢in 6ndeki dalganin konum ve biiytikligii.

d t Konum Genlik Konum[62]] Genlik[62]

2 50 48.8203125 0.139492 48.96000 0.13960
100 102.632812 0.158899 102.72000 0.15900
150 156.773438 0.170523 156.96000 0.17065
200 211.242188 0.177615 211.20000 0.17735
250 265.710938 0.181981 265.92000 0.18177

5 50 48492188 0.110496 48.48000 0.11028
100 102.304688 0.136963 102.24000  0.13686
150 156.117188 0.157203 156.24000  0.15741
200 210.585938 0.170250 210.72000  0.17012
250 265.054688 0.177411 264.96000  0.17767

Sekil 2.4]te dalganin gelisimi sirasiyla = 100 ve 7 = 250 zamanlarinda d = 2 ve
d =5 icin verilmistir. Sekil 2.4]ten d degerinin azalmasi ya da zamanin artmasiyla

dalga sayisinin arttig1 goriilmektedir.
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U(x,t)

u(x,t)

0.151

0.10t

0.051

d=2,t=100

o 50 100

X

150

200

(a)d=2,t=100.

250

300

0.14f

d=>5,t=100

(¢)d=5,t=100.

U(x,t)

U(x,t)

015}  d=2t=250 J
AN
0.10- "'A"A'VV 1
0.05¢ 4
0.00p L L L L L L L
-50 0 50 100 150 200 250 300
X
(b)d =2, t=250.
015}  d=5t=250
0.10F A
0.05¢ ]
0.001 L
-50 0 50 100 150 200 250 300

(d)d =5, t=250.

Sekil. 2.4: 2M = 1024 nokta icin dalga gelisimi.
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BOLUM 3

KDV DENKLEMININ HAAR DALGACIK
YONTEMIYLE NUMERIK COZUMLERI

€ ve u reel parametreler olmak iizere

Uy + €uity + ity = 0 3.1

olarak verilen Korteweg-de Vries (KdV) denklemi [73], uu, lineer olmayan terimi ve
uyyy lineer terimi arasindaki dengelenme sonucunda soliton dalgalar iireten, miihendis-
lik ve fizikte bir cok uygulamasi bulunan 6nemli lineer olmayan evoliisyon denklem-
lerinden biridir. Denklemde bulunan uu, terimi dalga bi¢ciminin diklesmesine neden
olan konveksiyon (1s1 yayilmasi) etkisini ve uy,, terimi dalganin yayilmasim saglayan
dagilim etkisini temsil etmektedir. Iste bu konveksiyon etkisi ve dagilim etkisi reka-
beti nedeniyle bir soliter dalga ortaya ¢ikmaktadir. Soliter dalgalarinda, solitonlar sekil
ve hizinda degisim meydana gelmeden yayilan lokalize dalgalar olarak tanimlanirlar
[74]. KdV tipindeki denklemler, plazma fiziginde iyon akustik solitonlar [75], jeofi-
ziksel akiskanlar dinamiklerinde, s1g denizlerde ve derin okyanuslarda uzun bir dalga
[76,[77] gibi fizik ve miithendisligin 6nemli problemlerinin modellenmesinde kullanilir
(78, 79] 180, 81].

denkleminin varlik ve tekligi uygun bagslangi¢ kosullar1 altinda Gardner vd.
[73] tarafindan calisilmistir. Bu denklemin tam ¢6ziimii genelde bilinmemektedir. Do-
layistyla (3.I) denkleminin niimerik ¢oziimlerini bulmak bir ¢ok arastirmacinin ilgi
odagi olmustur. Ornegin sonlu fark, sonlu eleman ve spektral metodlar [82} 183,184, 185,
agsiz metodlar 86, 87, |88, 189]] ve yar1 analitik metodlar [90], @) denkleminin nii-
merik ¢oziimlerini bulmak i¢in kullanilan metodlardan bazilaridir. Bu bélimde (3.1))

denklemi

u(y,0) = f(y), YISY<S»m
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baglangi¢ kosulu ve

u(y,f) = u(y, ) =0, >0
uy(y2,0)=0, >0

sinir kogullari ile gbz Oniine alinmustir.
Haar dalgaciklar1 x € [0,1]’de tanimlandig1 i¢in 1| denklemine x = y_% L=
y2 —y1 degisken degisimi uygulanarak problem

€
wy+ ot + %um —0 (3.2)

w0, =u(l,n)=0, >0
uy(l,0=0, >0 (3.3)

bicimine doniistiiriiliir.
3.1 Zamana Gore Ayriklastirma

Zaman degiskeninin ayriklastirilmasi icin genellestirilmis Taylor-Euler ayriklasti-
rilmas1 kullanilmigtir. Bu yaklasim ilk olarak [91},192,193] caligmalarinda kullanilmagtir.
Kumar ve Mehra [8] bu yaklasimi Burgers denklemi i¢in Daubechies dalgaciklariyla
kullanmistir. Canivar vd. [94] calismasinda bu yaklasimi1 KdV denklemi icin Galerkin
yontemiyle birlikte kullanmistir. Bunun i¢in # zaman degiskeni Taylor serisine agilirsa

Wty At
(u,)" = — ?u?f —O(AP), (3.4)

elde edilir. (3.2) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinirsa

€ u n € € M
Uy = (—zuux - Buxxx)t = _Zun (u?)x - Zuslcu? - E (u?)xxx

utt 1

bulunur. Yukaridaki esitlikte u} terimi yerine At_”n yaklasimi yazilirsa

€ un+1 —u" € un+1 —u" un+1 —u"
SR LR WP TR
L
x XXX



elde edilir. Daha sonra (3.2)) ve (3.5) denklemleri (3.4) denkleminde yerine yazilirsa

n+l _ n n+l _ n
_E (u)_ %(u) }
L At L At )

ifadesi bulunur. Bu ifade de denklemin yan kosullar1 eklenerek asagidaki gibi sade bir

halde yazilabilir.

At At At At
1+£—u”0x+£—u” a a

=8t = 1= 5 =83 | 3.6
L2 L2"+L32X)” ( 32 )" (36)

W’ = f(x), xe[0,1]

W 0) = AETH, W (1) = AHEEH, (W) ()= HEED, n=0,1,.N-1.
(3.7)

Burada n = 0,1,...,N — 1 olmak iizere t,+1 = At(n+ 1), AtN = T ve u"*! (3.6)-(3.7)

probleminin (n + 1). adimindaki ¢6ziimiidiir.
3.2 Konuma Gore Haar Dalgaciklariyla Ayriklastirma

(3-2) KdV denkleminde goriilen en yiiksek tiirev Haar dalgaciklar1 yardimiyla

2M

Wi (x) = Z cihi(x) (3.8)

i=1

seklinde ifade edilebilir. Bu denklemin x’e gore 0’dan x’e integrali alinirsa
2M
Wiy () = 00+ ) eipia () (3.9)
i=1

bulunur. (3.9) denklemindeki «*£!(0) terimi bilinmediginden (3.9) denkleminin 0’dan

XX

I’e integrali alinip (3.7)) sinir kogullar1 kullanilirsa
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2M
Wt (D) =l 0) =y )+ ) eipia(D),
i=1

2M
Ui ) =D = 0) = D cipia(D) (3.10)
i=1

elde edilir. (3.10) denklemi (3.9) denkleminde yerine yazilarak ikinci tiirev igin

2M 2M

W' () = > epin 0+ HEH =0 = D eipia(D). (3.11)

i=1 i=1

esitligi bulunmus olur. (3.T1) denkleminin 0’dan x’e tekrar integralinin alinmasiyla

2M
W) = W 0)+ ) cipia(x)
i=1

2M

+x(AEH = w1 0) = x Y eipia(l) (3.12)

i=1

elde edilir. (3.10), (3.11) ve (3.12) denklemlerinde, «**'(0) terimi bilinmediginden
1) denkleminin 0’dan 1’e integrali alinip 1i stnir kosullar1 uygulanirsa #"*1(0)

terimi

1 2M 1 2M
W11(0) =2 [fza"”)—fl(r”“) A~ 21] cipia(D)+5 21] cipia(l)

olarak bulunur. Bulunan bu deger (3.12)) denkleminde yerine yazilirsa birinci tiirev

1 2M 1 2M
W () =2| A = AT = S A0 - 21] cipis(D)+3 21] cipia()|(1-x)
2M 2M
+x(AEH)+ ) epin0=x ) cipia(l) (3.13)

olarak elde edilir. Son olarak (3.13) denkleminin 0’dan x’e integrali alinirsa
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1 2M 1 2M
W (x) =2 fz(tn+1)—f1(fn+])—§f3(tn+])—zcipi,3(1)+ E;cipi,xl)

xZ
x_ —
2
2M 2 2M

2
+ 3 () + chpla(x)——z cipia(D)+ fi(tne1) (3.14)

i=1

bulunur. Sonugta, ! (x), ! (x), u"*'(x) ve u"*!(x) terimleri haar dalgaciklari cin-

sinden sirasiyla

2M
1
Wil (0= ) cili(x),
i=1
2M

W' () = D epin () + AT - chm(n

i=1

1 1 2M
—2[fz<r"“)—f1<r"“>—Efs(t"+1)—2c,~p,~,3(1)+Ezcip,-,z(l) ,

2M
W () =2| o - AT - fs(t"“) Zc,p,3<1>+ D epia(|(1-x)
i=1
2M 2M
+x(AEH)+ Y apia0-x ) eipia(l), (3.15)

i=1 i=1

1 2M 1 2M
u"™(x) = Z[fz(t"”)—fl (ADE §f3(f"+])—ZCipi,3(1)+ 3 ;Cipi,z(l)

-9

2M 2 2M

2
+ 5 (AEH)+ Zc,p,sm——chp,z(1)+f1<z"“

i=1

seklinde bulunur. (3.15) denklemleri (3.6) denkleminde yerine yazilip sonuglart x; =
122,15 ,1=1,2,...,2M noktalarinda ayriklagtirtlirsa KdV denklemi i¢in

At
Asci=u —%7 W (3.16)

lineer denklem sistemi elde edilir. Burada A;;
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2 2
1 X X
Api=2 [_Pi,3(1) + 5Pi,2(1)] [Xl - ?) + pi3(xp) — ?Pi,2(1)+
A,
—. 2
2 [ (
2

nlo 1 xl xl2
+ Uy [—Pi,z(l) + Epi,z(l)] X—— +piz(x) — 31);‘,2(1)

1
-pi3(1)+ Epi,Z(l)] (I=xp) + pip(x) — lei,Z(l))

At

2L3]’li(xl), i=1,2,....2M.

+p

seklindedir. (3.16) sistemi ¢oziilerek ¢; katsayilar1 bulunduktan sonra bu katsayilar
denkleminde yerine yazilarak niimerik ¢6ziim ardigik olarak bulunabilir.

3.3 Niimerik Sonuclar

Niimerik ¢6ziimlerin tam ¢oziimlere ne kadar iyi yaklastigini 6l¢mek icin

2M
Ly = J Z |ut.am - ur.lum|2
l l
i=1

tam _

num
i u; |

Lo = max|u
1

hata normlar1 ve niimerik yontemin korunum sabitlerini ne kadar iyi muhafaza ettigini

gormek igin

~
=
Il

f udy
I = f uzdy
0 3
L= f (u3 — Z,uui)dy.

korunum sabitleri [95] hesaplanmustir. Burada #{*™ tam ¢oziimii ve u]"™

UM piimerik ¢o-
1

ziimii gostermektedir.
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3.3.1 Tek soliton dalga problemi

(3.1) ile verilen KdV denklemi

u(y,0) = %sech2 (%y - yo)
baslangi¢ sart1 ve u(—30,1) = u(30,1) = 0 sinir kosullari ile gbz 6niine alinmistir. Prob-

lemin tam ¢oziimii

u(y,t) = gsech2 (% (y—ct) —yo) .

olarak verilmektedir [96]. Bu problem —30 <y < 30 araliginda, (3.16) ayriklagtiril-
mis denkleminde € = —6, u = 1, Ar = 0.025 ve u(y,0) baslangi¢ sartindaki parametreler
yo =0, ¢ = —1 degerleri alinarak ¢oziilmiistiir. Tablo [3.1}de, Haar dalgacik yontemi ile
elde edilen hata normlari, korunum sabitleri ve 6l¢iilen islemci zamanlar1 verilmistir.

Tablodan kollokasyon noktalar: artarken hatalarin diistiigii goriilmektedir.

Tablo 3.1: e = —6, u =1 ve t =5 i¢in KdV tek soliter dalga probleminin hata normlari
ve korunum sabitleri.

2M Leo L, I L L Islemci
zamani
128 5.125535¢-3  1.246500e-2 -2.000131  0.666668 -0.199955 0.8
256 1.450248e-3  4.887941e-3 -2.000014  0.666667 -0.199997 1.93
512 4.035078e-4  1.938313e-3 -2.000002  0.666667  -0.200000 15.63
1024 1.364662e-4  9.698138e-4 -2.000000 0.666667  -0.200000 61.03

Tablo @de, farkli zamanlar i¢in hata normlar1, korunum sabitleri ve hesaplama
icin gereken islemci zamanlar1 verilmistir. Bu tablodan korunum sabitlerinin hemen
hemen sabit kaldig1 goriilmektedir. = 0 ve r = 5 zamanlarn arasinda /1, I ve I3 ko-
runum sabitlerindeki bagil degisim |1;=‘I);;(1)}1=5|

yaklasik %0.00068, %7.7418 x 10~° ve %0.00145 olarak hesaplanmustr.

x 100, (n = 1,2,3) formiilii ile sirasiyla
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Tablo 3.2: € = -6, u =1 ve 2M = 256 icin artan zamanlarda KdV tek soliter dalga
probleminin hata normlar1 ve korunum sabitleri.

t Lo L, I b I Islemci
zamani
0 0 0 -2.000000 0.666667 -0.200000 0
1 7.323935¢-4  2.289311e-3 -2.000001  0.666667 -0.199997 0.46
2 9.678022e-4  3.159668¢-3 -2.000004 0.666667 -0.199997 0.85
3 1.140417e-3  3.790376e-3 -1.999954  0.666667 -0.199997 1.22
4 1.290261e-3  4.349251e-3 -1.999996  0.666667 -0.199997 1.5
5 1.450248e-3  4.887941e-3 -2.000014  0.666667 -0.199997 1.93

Tablo te, Haar dalgacik yontemi ile x = 10, 15,20, 25, 30 noktalarinda ve ¢ = 0.5
zamaninda elde edilen mutlak hatalarin Adomian ayrisim yontemi (ADM)[90], homo-
topi analiz yontemi (HAM) [90], varyasyonel iterasyon yontemi (VIM) [90], homo-
topi pertiirbasyon yontemi (HPM) [90] ve acik sonlu fark yaklasimi (EFDM) [90] ile
karsilastirilmasi verilmigtir. Elde edilen hatalarin diger yontemlerdeki hatalardan daha
kiiciik oldugu agik¢a goriilmektedir. Sekil[3.1fde e = —6, u=1,2M =256 i¢in t = 0°dan

t = 5’e kadar tek dalganin hareketi verilmigtir.

0.1

0.0

-0.1} ;

D -0.2- g

-0.5 ‘
=30 - 20 -10 0 10 20 30

Sekil. 3.1: e = -6, u=1,2M =256 icin t = 0’dan ¢ = 5’e tek soliter dalga hareketi.
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Tablo 3.3: Tek soliter dalga probleminde € = -6, c =1, u =1 ve t = 0.5 icin bir kargi-

lastirma.

Yontemler x=10 x=15 x=20 x=25 x =30
ADM 2.99336e-4  2.01722e-6 1.35919¢-8  9.15815e-11  6.17071e-13
HAM 2.56683e-4  1.72975e-6 1.16549¢e-8  7.85304e-11  5.29134e-13

(5. der. yaklgm.)
VIM 6.09593e-4  4.10597e-6  2.76657¢-8  1.86417e-10  1.25602e-12
(5 terim)
HPM 2.99337e-4  2.01722e-6  1.35919e-8  9.15815e-11  6.17071e-13
(5 iterasyon)
EFDM 1.35102e-5  8.94343e-8  6.03380e-10  4.06554e-12  2.73934e-14

(h=0.05)

Haar 6.48807e-7  4.53146e-9  2.95359e-11 3.45719¢-13  5.94063e-13
2M =128)

Haar 1.59215e-7  1.10328e-9  7.27026e-12 1.51781e-13  8.85066e-13
2M =256)

Haar 3.70319e-8 2.55480e-10 1.58948e-12  6.20498e-14  4.38945¢-14
2M =512)

3.3.2 Iki soliton dalgasinin etkilesimi

Bu problemde (3.1)) denklemi

u(y,0) = 3cisech? (A1y + D1) + 3casech? (Asy + Dy),

1/2
1 .
Ai:—(eﬁ) Q=12
2\ pi

baglangic sartt ve u(0,7) = u(2,t) = 0 sinir kosullar1 ile goz Oniine alinmistir. Prob-
lem c¢; = 0.3, c; =0.1, Dy = D, = -6, At = 0.005 ve 2M = 512 degerleri i¢in ¢oziil-

miistiir. Tablo [3.4te, artan zamanlara gére hesaplanan korunum sabitleri verilmistir.
=0 -17
0

I, I, ve I3 korunum sabitlerindeki bagil degisim sirasiyla %0.1420, %3.7626 x 10>
ve %0.0027°dir. e =1, u =4.84e—-4,2M =512 icin t = 0, 0.75, 1.5, 3 zamanlarinda
dalgalarin etkilesimi Sekil [3.2]de verilmistir. Sekilden etkilesim sonlandiginda soliton
dalgalarin yine eski hallerine doniip hareketlerine devam ettikleri goriilmektedir.

t =0 ve t = 3 zamanlar1 arasinda x 100, (n = 1,2,3) formiilii ile hesaplanan

Tablo3.4: e=1,u=4.84e—4 ve 2M =512 i¢in elde edilen korunum sabitleri ve gecen
islemci siireleri.

t I I Iz 1§emci Zamani
0 0.228081 0.107062 0.053316 0
0.75 0.228111 0.107059 0.053309 11.8
1.5 0.227893 0.107059 0.053312 23.5
3 0.227758 0.107062 0.053318 43.5
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0.8

o6} t=0

0.4f

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Sekil. 3.2: e=1,u=4.84e—-4,2M =512 i¢in t = 0, 0.75, 1.5, 3’te iki soliter dalganin
etkilesimi.
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BOLUM 4

NLS-KDV DENKLEMININ HAAR DALGACIK
YONTEMIYLE NUMERIK COZUMLERI

1y0n akustik (ion-acoustic) hizinda hareket eden bir koordinat sistemindeki tek bo-
yutlu Langmuir ve iyon akustik (ion-acoustic) dalgalarin lineer olmayan dinamiklerini
tanimlayan ikili lineer olmayan Schrodinger-KdV denklemi (NLS-KdV) [97, 98],

_ 3 1
i€Ey + 2 Eyy~ >NE =0, (4.1)
1 1
N+ >Ny + (N2 + |E|2)y =0 (4.2)

olarak verilmektedir. Burada, E Langmuir salinimlarini ifade eden kompleks bir fonk-
siyon, N diisiik frekansli yogunluk pertiirbasyonunu ifade eden reel bir fonksiyon ve
€ pozitif bir sabittir. NLS-KdV denklemi bir ¢cok aragtirmaci tarafindan caligilmistir.
Kaya ve El-Sayed [99] Adomian ayrisim yontemiyle, Abdou ve Soliman [100] varyas-
yonel iterasyon yontemiyle, Kiiciikarslan [[101] homotopi pertiirbasyon yontemiyle,
Labidi vd. [102] soliter dalga ansatz ve G’/G yontemleriyle, Abardeh vd. [103] Fo-
urier doniisiimii ve varyasyonel iterasyon yontemi ile NLS-KdV denkleminin analitik
cOziimiinii bulmuglardir. Niimerik olarak; Appert ve Vaclavik [104] Crank-Nicolson
(CN) sonlu farklar yontemiyle, Bai ve Zhang [97, 98] B-spline sonlu elemanlar yon-
temi (SSQBS FEM) ile, Golbabai ve Safdari-Vaighani [105] radyal temel fonksiyon
agsiz yontemiyle, Ismail vd. [106] Petrov-Galerkin (PG) sonlu elemanlar yontemi ile
NLS-KdV denklemini ¢ozmiiglerdir.

4.1 Zamana Gore Ayriklastirma

ve (4.2) denklemleriyle verilen NLS-KdV denklemi, u(y,?), v(y,t) ve w(y,?)

reel fonksiyonlar olmak iizere:
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EG,0) =u(y,d)+iv(y,1),  i*=-1
N(y,1) =w(y,1)

alinarak

3 1
€u; + Evyy - va =0,
3 1
€V — Euyy + Euw =0, 4.3)
1 1
W+ > Wy + > (u2 +12 +w2)y =0

kismi tiirevli denklem sistemi biciminde yazilabilir. Burada a <y < b ve ¢ > 0’dir. Haar
dalgaciklart x € [0, 1] i¢in tamimlandigindan dolay: (4.3)) sistemi [0, 1] araligina doniis-

tiriilmelidir. Bunun i¢in x = y%a, L = b —a doniigtimii kullanilirsa

3 1
€u; + mvm - va =0,
3 1
€V, — mum + Euw =0, “4.4)
1 1
we + ﬁwxm + i (I/t2 +V2 +W2)x =0

sistemi elde edilir. Burada 0 < x < I ve ¢ > 0’dir. Simdi (#.4)) sisteminde zamana gore
tiirevli terimlerin ileri sonlu fark yaklasimi ve diger terimlerin zaman adimina gore

ortalamalar1 alinirsa

w3 it 1 [owy™ !+ ow)]
At 202 2 2 2 ’

il 3 [u’gl + uﬁx] 1 [(Ltw)”+1 + (uw)"]
AL 22 2 2 2 :

+1
Wn+1 —-w' 1 I:Wﬁxx + Wﬁxx] l ((uux)’”l + (I/tbtx)n)

€

+
At 213 2 L 2

n+1 n n+1 n
+1[((vvx) +(vvy) ) +((wwx) + (Wwy) )] 0
L 2 2

elde edilir. Burada bulunan (uu,)**' lineer olmayan terimi igin u"*' " + u"u"*! — u'u”*

lineerlestirme yontemi [71]] kullanilip daha sonra ayni yontemle (vww,)"!, (ww,)*t!,

(w)"*! ve (uw)"*! terimleri de lineerlestirip gerekli sadelestirmeler yapilirsa
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n+l 3At n+l g(vn+lwn+vnwn+l) n 3Atvn

TR e
3At At 3At
el - mu';}:l T (u"”wn + u"w"”) =e/ + mu';x,
At At
1 1 1 1
W EWZ;x t57 (u"+ ul+u" )+
At n+l_n n. n+l n+l. n n. n+l n At n
i[(v Vi+VhL )+(w we+wiwy )] =w —mwmx 4.5)
bulunur. @.5)) sisteminin baslangi¢ kosullart
0 _ 0 _ 0 _
u = ¢(X), V= QD(-X)7 w = lp(X), X € [05 1] (46)

ve sinir kosullari

o) =g, W (1) = o™,
VH0) =i, V) = (), 4.7)
Wn+1(0) _ wl(tn+1)’ Wn+1(1) _ m(tnﬂ)’

Wi (1) = ya(™ )

bi¢imindedir. Buradan =0, 1,...,N — | olmak iizere "*! = At(n+1), AtN = T ve ™+, y*1
ve w1 (4.5) sisteminin (n+ 1). adimindaki ¢oziimleridir.

4.2 Konuma Goére Haar Dalgaciklariyla Ayriklastirma

Haar dalgaciklartyla konum degiskeni ayriklastirilirken (4.5) sisteminde goriilen
en yiiksek mertebeden tiirevlerin Haar serisine acilabildigi varsayilir. u(x) ve v(x)’in
(4.5) sisteminde goriilen en yiiksek tiirevleri ikinci mertebeden ve w(x)’in goriilen en
yiiksek tiirevi iiclincli mertebedendir. Dolayisiyla u(x) ve v(x)’in ikinci tiirevleri ve

w(x)’in liciincii tiirevi Haar serilerine agilir. Once u(x)’e gore ayriklastirma yapilirsa

2M
Wi (0 = ) eihi(x)
i=1

n+1

" (x)’in x’e gore 0’dan x’e integrali alinarak

yazilabilir. u
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2M
Wi () = w1 O)+ > eipia () (4.8)
i=1

elde edilir. (4.8) denkleminde u*!(0) terimi bilinmediginden (4.8) denkleminin 0’dan
I’e integrali alinip u(x)’in lb denklemindeki sinir kosullar1 kullanilirsa uﬁ“(O) =
Gt 1) — g1 (") = T ¢;pin(1) olarak bulunur. Bulunan u*1(0) degeri (4.8) denk-

leminde yerine yazilirsa

2M 2M

W0 = Y epia (0 + g =i (= > cipia(l) (4.9)

i=1 i=1

elde edilir. Simdi, @) denkleminin 0’dan x’e integrali alinirsa

2M 2M
W0 = 61 () + x (o) = 1 () + Y cipia(®) = x ) eipia(D)
i=1 i=1
bulunur. Yukarida u(x) icin yapilan islemlerin aynis1 v(x) i¢in de gegerlidir. Sonug ola-

rak, u(x) icin

2M

Wi (0 = ) eihi(),

i=1

2M 2M

W) = D epin (@) +@a " = g1 = > eipia(D), (4.10)
i=1 i=1
2M 2M

W)= cipia()+ e+ x (62" = g1 () = x > eipia(l)

i=1 i=1

esitlikleri ve v(x) i¢in de

2M
Vi ) = ) dihi(),

i=1
2M 2M
V@) = Y dipin () + ot = (") = > dipia(D), (4.11)
i=1 i=1
2M

2M
V) = Y dipia@ + 1 (D + x ("D =i (") = x ) dipia(1)
i=1 i=1
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esitlikleri elde edilir.

w(x)’in ti¢lincii mertebeden tiirevi i¢in

oM
Wi (x) = Z eihi(x) (4.12)

i=1

dir. Bu denklemin x’e gore 0’dan x’e integre edilmesiyle
Wil (0 =wit' (0) + Z eipii (%) (4.13)

elde edilir. - 4.13) denkleminde w'!(0) terimi bilinmediginden (4.13)) denklemi 0’dan
1’e integre edilip (4.7) sinir kosullart uygulanirsa

Wil (1) - with(0) W”“<0>+Z eipia(l),

2M
Wil 0) =ya (™) —wit ) = > eipia(l) (4.14)

i=1

bulunur. Daha sonra (#.14)) denklemi, (4.13)) denkleminde yerine yazilarak ikinci tiirev

2M
Wil (0 = Ze,pll(x)wg(t"“) Wil 0) - > eipia(l) (4.15)

i=1 i=1

seklinde bulunur. Simdi (4.T5) denkleminin 0’dan x’e integrali alinirsa

2M

2M
Wit () = wit )+ ) epin(0) +x(y3 () = Wi ) = x ) eipin(1)  (4.16)
i=1

i=1

elde edilir. (4.14)), (4.15) ve (4.16) denklemlerinde bulunan w**!(0) terimi bilinmedi-
ginden (4.16) denkleminin 0’dan 1’e integrali almip (4.7) smur kosullar: kullanilirsa

1 . .
wit(0) terimi

1 2M 1 2M
W) 2w =g () = Sus ) - ;eipi,s(l) +3 ;eipi,z(n
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olarak bulunur. Daha sonra w”*1(0), (4.16)) denkleminde yerine yazilarak

1 2M 1 2M
W) 22U @) =y () = Sus () - ;eipi,g(m 3 ;eipi,xl) (1-x)
2M 2M
+x(ws(@™ )+ D eipia®)—x Y eipia(l) 4.17)
=1 i=1

elde edilir. Son olarak (4.17) denkleminin O’dan x’e tekrar integrali alinirsa

1 2M 1 2M
w1 (x) = 2[wz(r"”)—m<t"“>— Ewga"“)—;eipig(m E;eipi,z(l)

2M 2 2M

X2
T
2
+ 5 () + Y epist0 -5 Z} eipia(1)+ Y1 (1) (4.18)

i=1

bulunur. Sonug olarak w(x) i¢in asagidaki esitlikler bulunmus olur:

2M

Wil (x) = Z e;hi(x),

i=1
2M

Wil =) eipii (-2
i=1

2M 2M }

1 1
D@ =g (D= Sus ) = ) eipis()+ 5 ) eipia(h)

i=1 i=1
2M

+ys(h - Z eipin(1),

i=1

1 2M 1 2M
Wi (x) =2 {wzu"“) —n () = Sus ) - Z eipis(D+5 ;eipi,za) (1-x)
2M 2M
+x(Ua(H)+ Y eipia®)—x Y eipia(D), (4.19)

i=1 i=1

[-5)

1 2M 1 2M
W (x) = 2{«&2(%*‘)—%@"“)— Ews(r””)—;eipi,3<1>+ E;emi,z(l)

2 2M Q2w
+5 (s ) + ;eip,-,g()o -5 Z: eipia(D)+¥1(ts1)

Elde edilen (@.10), @.11)) ve (4.19) esitlikleri (4.5) denkleminde yerine yazilarak x
degiskeni icin x; = %, [=1,2,...,2M kollokasyon noktalar1 alinirsa NLS-KdV denk-
lemi i¢in
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3At
EAL,'C,' + Bl,,'d,' + C[gl'ei =eu" - mv;x ) 1

At
+ T (Sow" +V'S3)

3At
—Bl,ici + EAL,'d,' + Dl,,-ei =e + muﬁx —€S»

At
- Z(Slwn +unS3)

A s

El,ici + Fl,idi + Gl,iei =w,— _4L3 Wiex —

At
— Z(Slufc+u"P1)

At
- Z(Szv§+vnpz + 83wl +w"P3) (4.20)

tam ayriklastirilmig lineer denklem sistemi elde edilir. Burada,

At
A =pir2(xp)—xipip(1),Dy; = [ZQQLM"] ,

RYAV At
B, = [mhi(xl) -7 (pia(x)) = xipia(1)) W"] ,

At
2L

-A
Ci= [TtQQz,iV"] B = —[(pi2Ge) — xipip(D) uy + (i (x) + pip(1) "],

At
F;; =37 [(pi2(x) — xipi2()VE+ (pi1 (xp) + pia(D)V'],
At At
Gii =QQu+ = hiCa) + 5 (QQuw; + Quiw'”).

S1 =1 )+ (g2 -1 (2")),
2 =1 (") + x(pa (™) = o1 (")),

S3=2

1 2
U = () - 5%0"“)] (xl— %’)

2
+ %’ (w3 ) + Y1 (e,

Py =g (" = 1 ("),
Py =po (") — oy ("),

P3 =2

1
Wz(tnﬂ)—lﬁl(fnﬂ)—5¢3(ﬂ1+1)](1 )
+x(wa™h),
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1 X7 X
QQ; =2 [_Pi,3(1) + 5Pi,2(1)] [xl - 3) +piz(x) — 7171',2(1),

1
Qi =2 [—pis(l) + EPi,Z(l)] (I =xp) + pi2(x) — x1pi2(1),

¢;, d; ve e; dalgacik katsayilarii bulundugu kolon vektorleri ve (4.20) sisteminin sag
tarafindaki her bir denklem, x; kollokasyon noktalarinda her bir n zaman adimi i¢in he-
saplanmig kolon vektorleridir. Denklemin sag tarafindaki ifadeleri sirasiyla rhs1, rhs2

ve rhs3 ile gosterirsek (4.20) sisteminin matris formu

€Ay, B, Cii C; rhsl
-B;; €Ay Dy; d; |=| rhs2
Ei; Fii G, K the3

seklinde yazilabilir. Burada i,/ = 1,2,...,2M’dir. (4.20) lineer denklem sistemi ¢oziile-
rek ¢;, d; ve e; bilinmeyen dalgacik katsayilar1 bulunabilir. Daha sonra bulunan ¢;, d;
ve e; katsayilar1 (4.10), @.11)) ve (4.19) denklemlerinde yerine yazilarak u(x), v(x) ve

w(x) niimerik ¢oziimleri ardisik olarak elde edilebilir. Coziim prosediirii (#.6]) baslan-

gic degerleri ve bunlarin tiirevleriyle baglar.

4.3 Niimerik Sonuclar

Bu boliimde Haar dalgacik yontemiyle elde edilen sonuclar tam ¢oziim ve litera-
tiirde mevcut olan bagka yontemler ile elde edilen sonuglarla karsilagtirtlmistir. Niime-

rik ¢Oziimiin tam ¢oziime ne kadar iyi yaklagtigin1 gormek i¢in

2

oM
Ly = | Ay Z |utam — yyum
i=1

tam _

Lo, = max |ui u?“m|.
1
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olarak tanimlanan L, ve L hata normlar1 kullanilmigtir. Burada u}am tam ¢oziimii ve
u"™ niimerik ¢oziimii gostermektedir. Ay ise konum degigkeninin adim uzunlugudur.
Ayrica NLS-KdV denkleminin;

plazmon Sayisini veren

I = f |E* dy,

partikiil sayisin1 veren

12 :dey’

ve enerji salinimini veren

1 1 2
I :f[3|Ey|2+N|E|2+§N3—§(Ny) ]dy

korunum sabitleri hesaplanmistir [97]].
@.1)) ve (4.2) denklemlerinin tam ¢6ziimii

6 tanh &
E(y,t)=——-V3
1) 5 \/_acoshf

e ) 3 e , €y
X — — — —_— —
PV N20e "6 ) 3|

9 1
N(y,t) =— gacoshzf

seklindedir [104]. Burada a pozitif bir parametre olmak iizere & = (a/10)"/%(y + ar)
dir. Niimerik ¢oziimii hesaplamak icin gerekli olan baglangi¢ ve sinir kosullar tam ¢6-
ziimden alinmigtir. Bilgisayar simiilasyonlart NLS-KdV denkleminin ayriklastirilmis
formu olan denkleminin Az ve € parametrelerinin farkli degerleri i¢in ¢oziilme-
siyle yapilmistir. Birinci simiilasyon —50 <y < 50 araliginda At = 0.1, a =045, e =1
parametreleri ve 2M = 1024 kollokasyon noktasi igin yapilmustir. Tablo @.1[de artan
zamanlar i¢in hesaplanmis L, ve Lo, hata normlari ile birlikte korunum sabitleri veril-
migtir. Tablodan korunum sabitlerinin hemen hemen sabit kaldig1 goriilmektedir. r = 0

o S .. . . 1=0-pi=10
ve t = 10 arasinda /1, I> ve I3 korunum sabitlerindeki bagil degisim miktari “Ffél X

100, (i = 1,2,3) formiilii ile sirasiyla yaklasik %3.32754 x 1075, % —2.27103 x 1076 ve
% —0.01024 olarak hesaplanmugtr.
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Tablo 4.1: —-50 <y <50,2M =1024, At =0.1, € = 1 ve a = 0.45 parametreleri i¢in
farkli zamanlardaki hata normlar1 ve korunum sabitleri.

t LY LE, LY LY

I 3.724543e-6 1.381246e-5 1.746928¢-6 8.445736¢-6
2 7.578010e-6 2.984995e-5 3.735585¢-6 2.038150e-5
5 1.875066e-5 7.670633e-5 1.182382¢-5 6.682404e-5
8  3.054598e-5 1213177e-4 2.155259¢-5 1.145447e-4
10 3.898884e-5 1.498269e-4 2.818029e-5 1.432171e-4

t I I I3

1 2749231 -7.636753 -1.150671
2 2.749231 -7.636753 -1.150671
5 2.749231 -7.636753 -1.150671
8 2.749231 -7.636753 -1.150671
0 2.749231 -7.636753 -1.150671

—

Tablo 4.2]de Haar dalgacik yontemiyle 2M = 1024 kollokasyon noktast i¢in elde
edilen sonuglar Petrov-Galerkin [106] yontemiyle N = 1000 eleman icin elde edilen so-
nuglarla karsilagtirilmistir. Tablo [4.2]den goriildiigii iizere Haar dalgacik yontemiyle
elde edilen sonuglar Petrov-Galerkin yontemiyle elde edilen sonuclarla uyum i¢inde-
dir.

Tablo 4.2: =50 <y <50, 2M = 1024, At = 0.1, e = 1 ve a = 0.45 parametreleri i¢in
Haar dalgaciklari ile Petrov-Galerkin yontemlerinin sonuclarinin kargilagtiriimasi.

Haar [[106] Haar [106]

IE IE 2 2
1.381246e-5 5.316514e-5 8.445736e-6 4.771576e-6
2.984995e-5 5.560756e-5 2.038150e-5 9.503973e-6
7.670633e-5 7.150639¢-5 6.682404e-5 2.110167e-5
1.213177e-4 9.411501e-5 1.145447e-4 2.920509¢-5

O N N =~

Sekil[d.T}4.2]de € = 8, 2M = 128 ve At = 0.1 i¢in E’nin reel ve imajiner kisimlarinin
zaman i¢indeki hareketleri verilmistir. Sekilden E’nin reel ve imajiner kisimlarinin ani

salinimlar gosterdigi gézlenmistir.
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eal(E)

ag(E)

Sekil. 4.2: € =8, 2M = 128 ve At = 0.1 i¢in E’nin imajiner kismi.
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Sekil 4.3}4.4/te |[E| ve N'nin € = 1, 2M = 128 ve At = 0.1 i¢in grafikleri verilmistir.

|E|

Sekil. 4.3: |E’'nin € = 1, 2M = 128 ve At = 0.1 i¢in niimerik sonuglari.

Sekil. 4.4: N’nin € = 1, 2M = 128 ve At = 0.1 i¢in niimerik sonuclari.

Ikinci simiilasyon —50 <y < 50 aralifinda A = 0.0001, @ = 0.45, e =1 ve 2M =
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1024 kollokasyon noktast i¢in yapilmistir. Hata normlart ve korunum sabitleri Tablo
M.3te verilmistir. Tablodan Haar dalgacik yontemiyle elde edilen korunum sabitleri-
nin hemen hemen hi¢ degismedigi gozlemlenmektedir. Tablo #.4fte Lo, hata normlari
Petrov-Galerkin yontemiyle [[106] elde edilen L., hata normlariyla kargilagtirilmagtir.
Tablo f.4fte, E’nin niimerik sonuglar1 i¢cin Haar dalgaciklari daha kiigiik hatalar ve-
rirken N’nin niimerik sonuglari i¢in Petrov-Galerkin yonteminin daha kiiciik hatalar

verdigi goriilmektedir.

Tablo 4.3: =50 <y <50,2M = 1024, a = 0.45, € = 1 ve At = 0.0001 parametreleri i¢in
farkli zamanlardaki hata normlar1 ve korunum sabitleri.

t LY LE LY LY
0.2 1.034988e-006 4.369033¢-006 3.176431e-007 1.466889¢-006
04  2.066225¢-006 8.854762¢-006 6.336870e-007 2.953561¢-006
0.6 3.089703¢-006 1.333198¢-005 9.470001e-007 4.422317e-006
0.8 4.102149e-006 1.771350e-005 1.257603¢-006 5.840487¢-006
1 5.100902¢-006  2.192107e-005  1.566727¢-006 7.193195¢-006
t I g Iz
0.2 2749231 -7.636753 -1.150671
04 2749231 -7.636753 -1.150671
0.6 2749231 -7.636753 -1.150671
0.8 2749231 -7.636753 -1.150671
1 2749231 -7.636753 -1.150671

Tablo 4.4: =50 <y <50, 2M = 1024, @ = 0.45, e = 1 ve At = 0.0001 parametreleri i¢cin
farkli zamanlardaki hata normlarinin Petrov-Galerkin yontemiyle karsilagtiriimasi.

Haar [106] Haar [106]

‘ 23 IE 2 2
0.2 4.369033e-6 4.1779e-5 1.466889¢-6 6.5270e-8
0.6 1.333198e-5 4.5066e-5 4.422317e-6 5.1653e-8
0.8 1.771350e-5 4.6236¢-5 5.840487e-6 4.9147¢-8

1 2.192107e-5 4.7321e-5 7.193195e-6 5.6538e-8

Uciincii simiilasyon —30 < y < 30 araliginda At = 0.0001, = 0.45, e = 1 ve 2M =
64 kollokasyon noktasi i¢in # = 0.1 zamanina kadar yapilmistir. Elde edilen sonuc-
lar Tablo {.5te sonlu eleman yontemi (FEM) ve Crank-Nicolson (CN) yontemleriyle
karsilastirilmigtir. Bu yontemlerde kullanilan boliintii sayis1t N = 60’tir. Tablodan Haar
dalgacik yontemiyle elde edilen niimerik sonuglarin [104} 97, 98]]’de verilen sonuglar-

dan daha 1yi oldugu acikca goriilmektedir.
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Tablo 4.5: —30 <y < 30, Ar =0.0001 icin = 0.1°de hatalarin karsilastirlmas.

Yontemler LE LY
Haar 1.891247e-04 7.749427e-05
SSQBS FEM [98]] 8.831056e-04 3.213056e-04
SSCBS FEM [98] 8.093879¢-04 2.723093e-04
Semi-discrete FEM[97]] 8.881089¢-04 3.221997e-04
CN [104] 8.928318e-04 5.431211e-04

Son simiilasyon —30 <y < 30 aralifinda Ar = 0.00001, @ =0.45, e = 1 ve 2M =256
kollokasyon noktasi icin ¢ = 0.001 zamanina kadar yapilmistir. Elde edilen sonuglar
[105] calismasindaki Crank-Nicolson (CN), sonlu eleman (FEM) ve radyal temel fonk-
siyon agsiz (RBF) yontemleriyle karsilagtirilmigtir. Bu yontemlerde alinan boliintii sa-
yis1 N = 240’tir. Kargilagtirma Tablo {.6[da verilmistir. Tablodan Haar dalgacik yonte-
miyle elde edilen sonuclarin diger yontemlerle elde edilen sonug¢lardan daha iyi oldugu
acikca goriilmektedir.

Tablo 4.6: =30 <y < 30, At = 0.0001 i¢in ¢ = 0.001°de hatalarin karsilagtirilmasi.

L, Leo Io,RBF LoRBF I,FEM [I,CN
Haar Haar [103] [105] [105] [105]

Real(E) 1.7193e-7 9.9794e-8 1.6756e-4 7.7949e-5 2.5407e-4 3.4776e-3
Imag(E) 2.4136e-7 1.1986e-7 1.6525e-4 7.3429e-5 3.6691e-4 2.0203e-3
N 9.1612e-8 4.1508e-8 4.1078e-4 1.2973e-4 1.5194e-5 3.3631e-4
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BOLUM 5

DORDUNCU MERTEBEDEN DEGIiSKEN KATSAYILI
PARABOLIK KISMI TUREVLI DENKLEMLERIN
HAAR DALGACIK YONTEMI ILE NUMERIK
COZUMLERI

Bu tezin konusu lineer olmayan kismi tiirevli denklemler olmasma ragmen Haar

dalgacik yonteminin lineer problemlerdeki basarisin1 gormek icin bu boliimde,

U uy + BI(Xuyr = F(x,8), a<x<b, 0<t<T, 5.1

dordiincii merteben degisken katsayili parabolik kismi tiirevli denklemi

u(x,0) = ¢(x),
u(x,0)=y(x), a<x<b,

baglangic kosullar1 ve

u(a,r) = f1(2), u(b,1) = f(1),
ux(a,t) = f3(t)’ uxx(b,1) = f4([)’ 0<t<T

sinir kosullariyla ele alinmigtir. Bu tip denklemler iki ucundan menteselenmis esnek
bir kirigin dikey olarak yer degistirmesini modeller. Burada u = u(x,?), esnek kirisin
yerdegistirme miktarini, ¢ ve x sirastyla zaman ve konum degiskenlerini, p(x) > 0O kiri-
sin yogunlugunu, EI(x) > 0 biikiilme sertligini (bending stiffness) ve F(x,t) birim kiitle
bagsina diisen itici giicii ifade eder.

Literatiirde @) denklemi, sonlu fark yontemleri [[107, 108, 109, [110, 111} 112,
113,114,115, 1164117, [118]], Adomian ayrisim yontemi [[119], varyasyonel iterasyon
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yontemi [[120], Sinc-Galerkin yontemi [121], kollokasyon yontemleri [122, (123 124,
12501126, [127]] gibi niimerik ve analitik yontemlerle degisik baslangi¢ ve sinir kosullari

altinda ¢oziilmiistiir.

5.1 Zamana Gore Ayriklastirma

(5.1) denklemini ¢6zmek i¢in

_6u

"o

seklinde yeni bir degisken tanimlanirsa (5.1]) denklemi

u,—v=0,

u(x)ve + EI()uyxnx = F(x,1). (5.2)

bicimindeki bir kismi tiirevli denklem sistemi olarak yazilabilir
(5.2) denkleminde zamana gore tiirevler icin ileri sonlu fark yaklagimi ve v ve uyyyx

terimlerinin zamana gore ortalamalar1 alinirsa

wth —yl ity 0
At 2

J+1 ) Wt _
+ EI X XXXX XXXX — F X, t]
— + El() =S ()

1%

u(x)

sistemi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilarak

. At . ; .
Wt - It =y oy

. ArEl ; . At .
0w+ SN = S+ A ) (53)

sistemi bulunur. Burada baglangi¢ kosullari

u(x) = ¢(x),
W) =y(x), a<x<b (5.4)

ve ayriklastirilmis sinir kosullari

59



Wl a) = (Y, Wt (b) = HETH,0<1<T
Wl @) = @, ult' ) = a7 ), 0<e<T (5.5)

bicimindedir. At = k ve t/*! = k(j+1) j=0,1,..,N—1, kN = T olmak iizere u/*! ve
v/*1 (5.3)-(5.5) probleminin (j+ 1). zaman adimindaki ¢6ziimleridir.

5.2 Konuma Gore Haar Dalgaciklariyla Ayriklastirma

li denklemi dordiincii mertebeden oldugu icin u{;,lcx(x) terimi Haar dalgaciklari

serisi yardimiyla

i+l B 2M
i) = > cihi(x) (5.6)

i=1

seklinde yazililir. (5.6) denkleminin x’e gore 0’dan x’e integrali alinirsa

2M
e (0) = wlx (0)+ D eipin(x) (5.7)
i=1

bulunur. Burada uﬁ}c (0) terimi bilinmediginden li denkleminin 0’dan 1’e integrali
almip (5.5) sinir kosullari kullanilirsa

2M
ule(0) = A4 = AT = cipia(1)
i=1

elde edilir. Simdi |j denkleminin 0’dan x’e tekrar integrali alinirsa ugl(x) ikinci

tiirevi i¢in

2M 2M

uly (0= ) cpip(@)+ O+ AETH = AETH]x-x D epiah)  (5.3)

i=1 i=1

esitligi bulunur. Benzer olarak (5.8) denkleminin de ardisik olarak iki defa 0’dan x’e
tekrar integrali alinip |l sinir kosullart uygulanirsa uf] (x) ve u/*1(x) icin sirastyla
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2M ' . 1 . 2M
w0 = ) apis()+ A = AEH - 2 A0 Ezab%dh——m204
i=1 i=1
x2 2
2

i

<

——ﬂ@”5+ﬁ0”UX+ [ﬁO”U AE]- cpial),  (5.9)

I
—

2M

ujH(x) = Z cipia(x) + fi (fj+1) +

i=1

. . 1 . 1 .
ﬁaﬁb—ﬁaﬁh—gﬁaﬁh—aﬁm“ﬂx

2M

1
zyﬂman——mxn
i=1

3 2M

6

x2

+ﬁm“%w-[ﬁw“>ﬁw“]

lptZ(l) (5.10)
=1

esitlikleri elde edilir.
Ayrica (5.3) denkleminde goriilen v/*!(x) degiskeni de Haar dalgaciklari serisi cin-

sinden

2M
W) = dibi(x) (5.11)

i=1
olarak yazilabilir. Daha sonra elde edilen (5.6), (5.10) ve (5.11)) denklemleri (5.3]) denk-
leminde yerine yazilarak sonuglar x; = 122/[5 ,1=1,2,...,2M kollokasyon noktalarinda
ayriklastirilirsa ¢oziimii Haar dalgaciklar seri aglhmlndaki ¢; ve d; dalgacik katsayila-
rin1 veren bir lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistem ¢oziiliip elde edilen katsay1-

lar (5.6), (5.10) ve (5.11) denklemlerinde yerine yazilirak u/*!(x) ve v/*!(x) niimerik
coziimleri ardisik olarak elde edilebilir.

5.3 Niimerik Sonuglar

Bu boliimde yukarida tanimladigimiz niimerik sema cercevesinde elde edilen so-
nuglar tablolar yardimiyla verilerek literatiirde mevcut olan diger yontemlerle karsi-
lastirllmistir. Problem 1°de [[117], [118]] ve [125] ¢alismalariyla kendi sonuclarimizi

kargilagtirmak icin

tam __  niimerik
I/tl- I/li

max n
1<i<2M u ™
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olarak tanimlanan maksimum mutlak bagil hata hesaplanmistir. Diger problemlerde,

elde edilen sonuglar1 daha 6nceki yontemlerle karsilastirmak igin (1™ — u?ﬁmeﬁk mut-
lak hata hesaplanmusgtir. x; = 15%, [=1,2,...,2M kollokasyon noktalarim1 x = 0.1, 0.2,
0.3, 0.4, 0.5 noktalarina tagimak icin interpolasyon tekniklerinden faydalanilmistir.

Ayrica

Lo = max u;am _ u?umerlk
i

olarak tanimlanan L., hata normu da tablolalarda verilmistir. Burada ugam tam ¢ozlim

ve u?”merlk niimerik ¢oziimdiir.

5.3.1 Problem 1

Birinci problem olarak

(120x) u,, + (120+x5)uxxxx =0

dordiincii mertebeden degisken katsayili parabolik kismi tiirevli denklem

X 1
0)=0 0O)=1+—, =-<x<1
bt(x, ) > th(x, ) + 120’ 2 SXS
baglangic¢ kosullar1 ve
1 3841 121 .
M(E’t)_ 3840 sint, wu(l,1)= msmt,
1 1 . 1 .
uxx(i,t) = &smt, uyn(l,t) = gsmt, t>0.

sinir kosullariyla géz oniine alinmigtir. Problemin tam ¢oziimii [[117], [118] ve [[125]

X\ .
u(x,t) = (1 + m)smt
seklindedir.

Tablo [5.1fde k’nin farkli degerleri i¢in # = 0.01°de elde edilen maksimum mutlak
bagil hatalar literatiirde mevcut olan diger yontemlerden elde edilen hatalarla karsi-
lastirilmugtir. Diger yontemlerde konum degiskeninin adim uzunlugu 4 = 0.05 olarak
alindi81 icin Haar dalgaciklarinda buna en yakin olan 2M = 8 kollokasyon noktasi se-

¢cilmistir. Tablo [5.1den Haar dalgacik yontemiyle elde edilen sonuglarmn sektik spline
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[125]] ve sonlu fark [117], [118]] yontemlerinden elde edilen sonuglardan daha iyi ol-
dugu goriilmektedir. Niimerik ve tam ¢oziimlerin grafikleri 2M =8, k=0.0025 ve t = 1
icin Sekil [5.1]de verilmistir.

Tablo 5.1: Problem 1 i¢in # = 0.01°’de maksimum mutlak bagil hatalar ve karsilastir-
malari.

Haar Rashidinia ve Andrade ve Khaliq ve
Yontemi Mohammadi [125] Mckee [117] Twizell [118]]
2M =8 h=0.05 h=0.05 h=0.05
k=0.000625 6.61e-09 3.51e-08 4.10e-07 3.30e-07
k=0.00025 1.04e-09 9.97e-08 7.20e-07 3.30e-07
k=0.000125 2.60e-10 5.33e-08 1.90e-06 3.30e-07

0.848 T
----- Numerik cozum

G—o
0.8a7. Tam cozum |

0.846 | R

0.845 1

U(z,t)

0.844 :

0.843} R

0.842 :

0841 ! ! ! !
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Sekil. 5.1: Problem 1 i¢in # = 1’de 2M = 8§, k = 0.0025 i¢in tam ¢Oziim ve niimerik
¢Ozim.

Tablo [5.2/de problem 2’nin 0 < x < 1 araliginda k£ = 0.001 ve artan kollokasyon

noktalari i¢in t = 1°deki Lo, hatalart verilmistir. Tablodan hatanin artan kollokasyon

noktalari i¢in azaldig1 gortilmektedir.
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Tablo 5.2: Problem 2’nin 0 < x < 1 aralifinda k = 0.001 ve farkl1 2M degerleri i¢in
t = 1’deki Lo, hata normlari.

2M L&

8 6.4919¢-09
16 6.4765e-09
32 6.3582e-09
64 6.3178e-09

Tablo [5.3te 0 < x < 1 araliginda 2M = 8, k = 0.0025 igin x; = =22,1=11,2,...8

kollokasyon noktalarinda ¢t = 1 zamanindaki tam ¢oziim, elde edilen niimerik ¢oziim

ve mutlak hatalar verilmistir.

Tablo 5.3: Problem 1’in 0 < x < 1 araliginda 2M = 8 ve k = 0.0025 i¢in ¢ = 1’deki

mutlak hatalari.

X Niimerik ¢6ziim Tam ¢6ziim Mutlak hata
1/16 0.84147099 0.84147099 6.22579666¢-09
3/16 0.84147259 0.84147261 1.90313278e-08
5/16 0.84149185 0.84149188 3.20103550e-08
7/16 0.84158334 0.84158338 4.07609513e-08
9/16 0.84186583 0.84186587 4.20603837e-08
11/16 0.84254796 0.8425480 3.58678560e-08
13/16 0.84395395 0.84395397 2.36805021e-08
15/16 0.84654923 0.84654924 7.76129849¢-09

5.3.2 Problem 2

Ikinci problem olarak degisken katsayili

(sin x) sy + (X = SINX) Uyyyy = 0

denklemi

u(x,0) =x—sinx, wu(x,0)=—-(x—-sinx), 0<x<1

baglangic¢ kosullar1 ve

(0,0 =0, u(l,r)=e'(1-sinl),

Up(0,6) =0, uy(1,0) =€ "sinl, t>0

sinir kogullartyla g6z oniine alinmistir . Problemin tam ¢éziimii
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olarak verilmistir [125]]. Problem, 2M = 16 kollokasyon noktasi ve zaman adim1 uzun-
lugu k = 0.05 alinarak 10 ve 16 zaman adim i¢in ¢oziilmiistiir. Tablo [5.4]te Lo, hata
normu, x = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 noktalarinda elde edilen mutlak hatalar ve bunlarin
sektik spline yontemi [125] ile karsilagtirilmas: verilmistir. Tablo[5.4] ten Haar dalgacik

yontemiyle elde edilen sonuclarin daha iyi oldugu goriilmektedir. Problemin niimerik

u(x,t) =(x—sinx)e"

t

ve tam ¢Oziimlerinin grafikleri 2M = 16, k = 0.005 ve ¢ = 0.08 i¢in Sekil [5.27de veril-

migtir.
Tablo 5.4: Problem 2 i¢in mutlak hatalar.
Yontemler Zaman  Parametreler x=0.1 x=0.2 x=0.3 x=04 x=0.5
adim s.

Haar 10 2M =16 1.68e-09  4.59e¢-10 3.90e-10 1.91e-10 2.00e-10
Haar 16 2M =16 1.12e-09  1.39e-10 1.57e-09 3.58e-09 5.77e-09
[123] 10 h=0.05 8.35e-08 4.51e-08 8.25e-08 2.33e-08 4.52¢-08
[125]] 16 h=0.05 8.42e-08  2.62e-08 5.32¢-08 1.45e-08 2.89e-08
Haar 10 2M =16 Lo, =9.0052¢ -09
Haar 16 2M =16 Lo =2.6720e — 08

0.14

----- Numerik cozum

0.12|| == Tam cozum i

0.10 i

0.08} .

2
= 0.06f .

0.04} 4

0.02} E

0.00} .

0.0 0:2 0:4 O.‘6 0‘.8 1.0

Sekil. 5.2: Problem 2 i¢in ¢ = 0.08’de 2M = 16, k = 0.005 i¢in tam ¢6ziim ve niimerik

¢Ozum.
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Tablo [5.5]te problem 2’nin 0 < x < 1 aralifinda k = 0.0025 ve artan kollokasyon
noktalart i¢in ¢ = 1’deki Lo, hatalar1 verilmigtir. Tablodan hatanin artan kollokasyon

noktalar1 icin azaldig1 goriilmektedir.

Tablo 5.5: Problem 2’nin 0 < x < 1 aralifinda k = 0.0025 ve farkl1 2M degerleri i¢in
t = 1’deki Lo, hata normlari.

2M L
8 1.6757e-06
16 4.3862e-07
32 1.1097e-07
64 2.9200e-08

Tablo [5.6/da 0 < x < 1 araliginda 2M = 8, k = 0.0025 igin x; = =93,1=1,2,...,8
kollokasyon noktalarinda ¢ = 1 zamanindaki tam ¢6ziim, elde edilen niimerik ¢oziim

ve mutlak hatalar verilmistir.

Tablo 5.6: Problem 2°nin 0 < x < 1 araliginda 2M = 8 ve k = 0.0025 icin ¢ = 1’deki
mutlak hatalari.

X Niimerik ¢6ziim Tam ¢oziim Mutlak hata
1/16 1.54021297e-05 1.49661294e-05 4.36000319e-07
3/16 4.04631686e-04 4.03454574e-04 1.17711157e-06
5/16 1.86359632¢-03 1.86201643e-03 1.57988930e-06
7/16 5.08714646¢-03 5.08547077e-03 1.67568179¢e-06
9/16 1.07426531e-02 1.07410961e-02 1.55695175e-06
11/16 1.94594798e-02 1.94582178e-02 1.26191770e-06
13/16 3.18192096e-02 3.18183876e-02 8.22010841e-07
15/16 4.83465938e-02 4.83463085e-02 2.85384565e-07

5.3.3 Problem 3

Ugijncij problem olarak li denkleminde u(x) = EI(x) = 1 alinmasiyla elde edilen

sabit katsayil1 dordiincii mertebeden homogen olmayan

Ugt + Uyyxx = (7‘(’4 - 1) sin(mrx)cost

parabolik kismi tiirevli denklemi

u(x,0) =sin(rx), wu;(x,00=0, 0<x<1

baglangic kosullar1 ve
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u(0,1) = u(l,1) = uyy(0,1) = ux(1,1) =0, >0

sinir kosullariyla gbz oniine alinmigtir. Problemin tam ¢6ziimii

u(x,t) = sin(zrx) cost

olarak verilmistir [112]]. Tablo de, x=0.1,0.2, 0.3, 0.4, 0.5 noktalarinda 2M =
16, 128 ve k = 0.00125, 0.005 icin ¢ = 0.02, 0.05 zamanlarindaki mutlak hatalar veril-
migtir. Ayni zamanda elde edilen sonuclar1 karsilastirmak i¢in daha 6nceki ¢aligmalarin
da sonuglar1 verilmistir. Tablo [5.7fden Haar dalgacik yontemiyle elde edilen sonugla-
rin AGE yontemi [112], besinci mertebeden B-spline yontemi [124]] ve yeniden ta-
nimlanmis temel fonksiyonlu B-spline yontemlerinden [126] daha iyi sonug verdigi ve
(122, 123, 125] [127] ¢alismalarindaki sonuclarla uyum i¢inde oldugu goriilmektedir.
Sekil [5.3[te niimerik ¢oziimiin 2M = 64 ve k = 0.05 i¢in degisimi verilmistir.

Tablo 5.7: Farkli parametrelere gére Problem 3 icin hatalar.

Yontemler Zaman Parametreler x=0.1 x=02 x=0.3 x=04 x=0.5
t=0.02 2M =128 k=0.00125 1.65e-07 3.17e-07  4.36e-07 5.12e-07 5.39e-07
t=0.05 2M=128 k=0.005 2.38e-06 4.52¢-06  6.22¢-06  7.31e-06 7.69¢-06

Haar t=002 2M=16 k=0.00125 7.06e-07  2.32e-05 2.66e-05  2.72e-05 2.73e-05

t=005 2M=16 k =0.005 4.69e-05 1.11e-04  1.47e-04 1.69e-04 1.77e-04
Evans t=002 h=0.05 k=0.00125 2.50e-05  4.70e-05  6.60e-05  7.80e-05  8.20e-05
[L12] t=005 h=0.05 k =0.005 2.20e-04  4.10e-04  5.40e-04  6.20e-04  6.50e-04
Caglar t=002 n=121 k =0.005 4.80e-06  9.70e-06  1.40e-05 1.90e-05  2.40e-05
[124] t=002 n=191 k =0.005 5.20e-06  2.10e-06  3.10e-06  4.20e-06  5.20e-06
Mittal M1 t=002 n=181 k =0.005 8.00e-06  1.52e-05  2.09e-05  2.46e-05  2.59e-05
[126] t=005 n=181 k =0.005 8.97e-06 1.71e-05  2.35e-05  2.76e-05  2.90e-05
Mittal M2 t=002 n=181 k =0.005 1.50e-07  2.90e-07  3.90e-07 4.60e-07  4.90e-07
[126] t=005 n=181 k =0.005 1.10e-06  2.09¢-06  2.88e-06  3.38¢-06  3.56e-06
Khan vd. t=002 h=0.05 k=0.00125 9.07e-06  7.79e-06  2.75e-06  1.01e-06 2.59-06
[122] t=005 h=0.05 k =0.005 1.87e-06  2.13e-05  1.49e-05 8.60e-06  5.96e-06

Rashidinia t=002 h=0.05 k=0.00125 4.47e-07  2.66e-07  1.39e-07 1.55e-07 1.57e-07

[125] t=005 h=0.05 k =0.005 291e-06  1.73e-06  1.60e-06  2.23e-06  2.60e-07
Aziz vd. t=002 h=0.05 k=0.00125  9.20e-06  7.90e-06  2.80e-06 9.80e-07  2.50e-06
[123] t=005 h=0.05 k =0.005 9.30e-06  8.00e-06  2.80e-06 1.00e-06  2.70e-06

Mohammadi  t=0.02 h=0.05 k=0.00125  4.29e-07 2.51e-07  1.24e-07 1.38e-07 1.40e-07

[127] t=0.05 h=0.05 k=0.005 2.96e-06 1.77e-06 1.64e-06 2.28e-06 2.65e-07
t=0.02 2M =128 k=0.00125 Lo =5.3820e-07

Haar
t=0.05 2M=128 k=0.005 L, =7.6895¢—06

67



0.75
0.50
0.25
0.00
-0.25
-0.50
-0.75
-1.00

Sekil. 5.3: 2M =64 ve k = 0.05 icin ¢ = 0 ile ¢ = 4 arasinda problem 3’{in niimerik
¢Ozimu.

5.3.4 Problem 4

Son problem olarak (5.1 denkleminde u(x) = EI(x) = 1 ve F(x,t) = 0 alinmasiyla

elde edilen sabit katsayil1 dordiincii mertebeden homogen

Ut + Uy =0

parabolik kismi tiirevli denklemi u(x,0) = 5 (2x2 —x - 1) , uf(x,0)=0,0<x <1 bag-
langi¢ kosullari ve u(0,7) = u(1,1) = uyx(0,1) = uy(1,¢) = 0, t > 0 sinir kosullariyla goz
Oniine alinmugtir. Problemin tam ¢oziimii, a; = S;‘?(cos(sn) — 1) olmak {iizere u(x,t) =
% | assin(smx) cos(s*mt) seklindedir [114].

Elde edilen sonuglarin diger sonuglarla karsilastirilmast i¢in 2M = 16 ve 2M = 64
secilmigtir. Tablo [5.8[de 2M = 16 i¢in 7 = 0.02 zamaninda Haar dalgacik yonteminin
H.O.C.M. (high order correction method) [115]] yontemi hari¢ tiim yontemlerden daha
1yi sonug verdigi t = 1 zamaninda ise en iyi sonuglart verdigi gozlemlenmistir. Kollo-
kasyon noktalar1 2M = 64 olarak secildiginde ise Tablo[5.8deki hi¢cbir yontemin Haar
dalgacik yontemi kadar iyi sonuglar veremedigi gézlemlenmistir. Sekil[5.4te, 2M = 64

ve k =0.01 i¢in # = 0 ile # = 1 arasinda niimerik ¢Oziimiin degisimi verilmisgtir.
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Tablo 5.8: Farkli parametrelere gére Problem 4 icin hatalar.

Yontemler Zaman Parametreler x=0.1 x=02 x=03 x=04 x=05
t=0.02 2M=16 k=0.00125  3.53e-07 1.87e-06 1.43e-06  2.50e-07  1.07e-06
t=1 2M =16 k =10.005 5.14e-05  7.63e-05  6.40e-05  4.06e-05  3.32e-05

Haar t=0.02 2M=64 k=0.00125 1.89e-07 9.21e-08  3.85e-07  4.05e-07  1.14e-07
t=1 2M =64 k=0.005 1.59¢-05 1.27e-05  9.09e-06  2.99¢-05  3.78e-05

H.O.CM. t=0.02 h=0.05 k=0.00125 1.40e-07 2.90e-07  5.60e-07  3.40e-07  1.70e-07

[LL5] t=1 h=0.05 k=0.005 2.59e-03 1.91e-03  7.17e-04  2.20e-03  6.65e-04
Danea t=0.02 h=0.05 k=0.00125  2.50e-06 3.90e-06  1.37e-05  2.60e-06  9.80e-06
[LL3] t=1 h=0.05 k=0.005 3.19¢-03 2.73e-03  9.80e-03 1.25e-02  1.40e-02
Evans t=0.02 h=0.05 k=0.00125 8.44e-06  1.42e-05 1.74e-05 1.40e-06  1.20e-05
[114] t=1 h=0.05 k=10.005 3.20e-03 2.73e-03  9.80e-03 1.25e-02  1.40e-02
Richtmyer t=0.02 h=0.05 k=0.00125  2.24e-04 3.67e-04  4.03e-04  3.64e-04  3.35e-04
[L16] t=1 h=0.05 k=0.005 2.73e-03 9.48e-03 1.74e-02  2.30e-02  2.24e-02
Semi-explicit  +=0.02 h=0.05 k=0.00125 3.0le-05 6.19e-05  6.69¢-05 5.10e-05  1.34e-05
[115] t=1 h=0.05 k=0.005 2.74e-03  5.93e-03 4.48e-03  2.32e-03  6.51e-03
Mittal t=0.02 n=181 k=0.005 2.70e-07 9.00e-08  5.73e-06  8.80e-07  1.00e-05
[126] t=1 n=181 k=0.005 1.51e-05  9.85e-06 1.23e-05  3.15e-05  3.79¢-05
t=0.02 2M=64 k=0.00125 Leo = 4.3782e-07
Haar
t=1 2M =64 k=0.005 Lo = 3.7724e-05

le-2
2.4

18
1.2
0.6
0.0
= ~0.6
s ~12
_1.8
—2.4

le-2

Sekil. 5.4: Problem 4’iin 2M = 64 ve k = 0.01 icin # = 0 ile = 1 arasinda niimerik
cOziimiin degisimi.
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BOLUM 6

KESIRLI MERTEBEDEN BURGERS VE IKILI
BURGERS DENKLEMLERININ HAAR DALGACIK
YONTEMIYLE NUMERIK COZUMLERI

Son yillarda kesirli kalkiiliisiin miithendislik, fizik ve kimya gibi bilim dallarindan
bir ¢cok problemi modellemede daha gercekci bir yaklasim sundugu ortaya ¢ikmustir.
Bundan dolay1 arastirmacilar kesirli matematik analiz ve analitik geometri ve uygula-
malarina yogun bir ilgi duymuslardir [128],[129]. Ornegin kesirli mertebeden tiirevin
en onemli uygulamalarindan biri, belli tipte gbzenekli bir ortamdaki yayilma (difiiz-
yon) olayinin modellenmesidir [[130].

Kesirli mertebeden tiirevli denklemlerin tam ¢6ziimiinii elde etmek i¢in bazi yon-
temler varsa da cogu zaman bu denklemlerin tam ¢6ziimiinii elde etmek miimkiin de-
gildir [131}132]. Dolayisiyla kesirli mertebeden tiirevli denklemlerin yaklasik ¢6ziim-
lerini bulmak icin bir ¢ok yontem gelistirilmistir. Bu yontemlerden bazilari; sonlu fark
yontemleri [133} 1134, (136, 135} 1137, 138, [139], sonlu eleman yontemleri [131} 132,
140], homotopi analiz yontemi [141]], genellestirilmis diferensiyel transform yontemi
[142,143], Adomian ayrisim yontemi [[144, [145] ve varyasyonel iterasyon yontemle-
ridir [146]].

Kesirli mertebeden tiirev tanimlar icin farkli yaklasimlar mevcuttur. Bunlardan en
sik kullanilanlar Griinwald-Letnikov, Riemann- Liouville ve Caputo yaklasimlaridir.
Bu boliimde ele alinan kismi tiirevli denklemlerdeki kesirli mertebeden tiirevler Ca-
puto anlaminda oldugu i¢in Caputo anlaminda kesirli mertebeden tiirev tanimi ve Ca-
puto anlaminda kesirli mertebeden tiirevi ayriklastirmak icin bilinen L1 formiilii [[147]

verilmistir.

Tamim 6.1. m, a’dan biiyiik en kii¢iik tamsay1 olmak iizere Caputo anlaminda kesirli

mertebeden tiirev a > 0 olmak tizere
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I'm—a) JO 05
ot 0" u(x,1)
atlﬂ

0%u(x,t) . £ 9" ulx,s) (t—s)"ds, m-1<a<m
m=a.

seklinde tanimlanir [130, [131].

Tanim 6.2. Caputo anlaminda kesirli mertebeden tiirevi ayriklagtirmak i¢in kullanilan

ve L1 formiilu olarak bilinen formiil

9" f(1)
ot

ORES
w L2-

b [f tnic) = f(tn-1-1)] + O (A1) (6.1)

)k=0

olarak verilmektedir [147]. Burada At, ¢t degiskeninin adim uzunlugu, 0 <@ <1 ve

be = (k+ 1) -k

dir.

6.1 Kaesirli Mertebeden Tiirevli Burgers Denklemi

Bu boéliimde,

DYu+uuy —vuy, = F(x,1), 0<a<l1 (6.2)

olarak verilen ve

u(x,0)=¢(x), t>0

baslangi¢ kosulu ile

u(0,n = fi(0), u(l,n)=fo(), 0<x<1
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sinir kosullarina sahip kesirli mertebeden tiirevli Burgers denklemi ele alinmistir. Bu-
rada, F(x,?) bilinen bir fonksiyon ve D¢ Caputo anlaminda kesirli mertebeden tiirev

operatorii olup

D?u(t):;??u(t)— f( yrar 19 u(T)dT, n-l<a<n

I'(n—-a) ar”

olarak verilmektedir.

6.1.1 Zamana gore ayriklastirma

(6.2) denkleminde bulunan kesirli mertebeden tiirev i¢in (6.I) formiilii kullanilip

Uyxx V€ ully terimlerinin zaman adimina gore ortalamalar1 alinirsa

Af)~¢ o n-l
1“((2t—)—a)(u”+l_u )+ (( 28 )Zba (k1 — tn—i]
(Ut )n+1 + (Uity)n (Ux)n+1 + (Uxx)n _
+ > -V ) - F(x’ t)

elde edilir. Burada (uu,),+1 lineer olmayan terimi i¢in w41 (uy), + tp (Uy) 41 — (Ulty),

lineerlestirme teknigi [[71] uygulanip gerekli sadelestirmeler yapilirsa

Aty + tie G ey (U)o _— (Uxx)ps1 = Aun + L (txx)n
2 2 2
n—1
- AZb,f [Up—tr1 — Up—i] + F(x, 1p11).
k=1
(6.3)
denklemi bulunur. (6.2) ile verilen denklemin baglangi¢ kosulu
up = ¢(x)
ve ayriklastirilmis sinir kosullari
un+1(0) = f1(tw+1)s Un+1(1) = fo(tys1), n=0,1,..N—-1 (6.4)
bigimindedir. Buradan =0, 1,...,N - 1 olmak iizere f,,1 = At(n+ 1), AN =T, A = {—

ve Up+1 (6.3)-(6.4) probleminin (n+ 1). zaman adimindaki ¢6ziimiidiir.
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6.1.2 Konuma gore Haar dalgaciklariyla ayriklastirma

(6.2) denkleminde bulunan (uy,),; terimi Haar dalgaciklar serisine agilirsa

2M

(e (9= ) €ihi(x) (6.5)

i=1

yazilir. (6.5) denkleminin x’e gore 0’dan x’e integrali alinirsa

2M
et () = @1 0)+ D cipi () (6.6)

i=1

bulunur. (6.6) denkleminde bulunan (), (0) terimi bilinmiyor. Bu terimi bulmak
i¢in (6.6) denkleminin 0’dan 1’e integrali aliarak sinir sartlart kullanilirsa (uy),,, 1 (0)

terimi

2M
41 0) =faltns1) = filtnr1) = Y cipin(D) (6.7)
i=1

olarak bulunur. Daha sonra denklemi (6.6) denkleminde yerine yazilirsa birinci

tiirev igin

2M 2M
W1 (0 = D eipia () + faltus1) = filtur1) = ) cipia(l). (6.8)
i:l l:1

elde edilir. Son olarak (6.8)) denkleminin 0’dan x’e integrali alinirsa

2M

oM
Un+1(X) = filtns1) + x(F2(tr1) = f1(Ens1) + Z cipip(x) — XZ cipip(l) (6.9)

bulunur. Elde edilen (6.5), (6.8) ve (6.9) esitlikleri (6.3) denkleminde yerine yazila-
rak sonuclar x; = %, [=1,2,...,2M noktalarinda ayriklastirilirsa kesirli mertebeden

tiirevli Burgers denklemi i¢in
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2M

Z Ci [A (pia(x) —xpin(1)) +

(tx)n

2

(pi2(x) —xpin(1)) + u_zn (Pia(xp) = pip(1) - %hi(xl) =

i=1

n—1

Aup + g(uxx)n —Asz [Un—k+1 —Un-r] —A [fl (tn+1) + x1(f2(tns1) — S (tn+1))]
k=1

_ (tx)n
2

[Aitre) + 2 falta) = filtae )] = 5 [folts) = filtas )]+ Fxtrer)

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢oziilmesiyle c; dalgacik katsayilar elde
edilir. Daha sonra bu katsayilar (6.5), (6.8) ve (6.9) denklemlerinde yerine yazilirak

niimerik ¢6ziim ardigik olarak bulunur.

6.2 Kaesirli Mertebeden Tiirevli Ikili Burgers Denklemi

Bu boliimde,

DY u—uyy —2uuy+uv), =0, O0<a<l,

DPv—ve—2v, + (), =0, 0<B<1 (6.10)

olarak verilen ve

u(x,0) =v(x,0) = ¢(x)

baglangic kosullar ile

u(a,t) = fi(t), u(b,t) = fo(t), a<x<b,
v(a,1) = g1(1), v(b,1) = gao(t), a<x<b

sinir kosullarina sahip kesirli mertebeden tiirevli ikili Burgers denklemi ele alinmistir.

Burada Df ve Df Caputo anlaminda kesirli mertebeden tiirev operatorleridir.

6.2.1 Zamana gore ayriklastirma

(6.10) denkleminde bulunan kesirli mertebeden tiirevler (6.1) formiiliine gore ay-

riklagtirilip u,y ve vy terimlerinin zaman adimina gore ortalamalart alinirsa
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(A (A~ = (Wx)n+1 + (Uxx)n
(tn+1 —up) + b;: [Un—k+1 — tn—t]—
I'2-a) I'2-a) = 2

= 2(utty)ps1 + [(uv)x]n =0,

(At)iﬁ (At)iﬁ = Vst + Vedn _
r2-p) (Vne1=va) + T2-p) kz:;bf [Vi—k+1 = Vil = - 5 2(vv)nt1 + [(uv)x]n =0.
elde edilir. u;11 (uy), + uy (Uy),+1 — (uuy), lineerlestirme yaklasimi [[71] ile (uuy),+1 ve

(vy)n+1 lineer olmayan terimleri lineerlestirilip gerekli sadelestirmeler yapildiginda

n—1
Aup,—A Y, bg (k1 — Un—k]
Aupiy — (uxx)n+1 -2 [un+1(ux)n + Uy (ux)n+l] = k=1

—2uy, (Uy)y, + (Usx)y — [(uv)x]n

n—1
Bvy—B Y B [Vaies1 = Vai]
Bvyi1 —(Vx)ne1 —2 [Vn+1 (Vidn + v (Vx)n+l] = k=1

—2v, (Vx)n + (Vxx)n - [(”V)x]n
(6.11)

denklem sistemi bulunur. Sistemin baglangi¢ kosullar1

up = vo(x) = ¢(x)

ve ayriklastirilmis sinir kosullari

ups1(a) = filtns1), Uns1(b) = fo(tys1), n=0,1,.N-1
Vns1(a) = g1(ths1), Vne1(D) = g2(ty+1), n=0,1,.N-1

bicimindedir. Burada n = 0,1,...,N — 1 olmak iizere ft,+1 = At(n+ 1), AtN = T dir.

-« -B .. .
A= IS(A;)_ L B = I(“(A2t—)—ﬁ) V€ Up+1, Vn+1 (6.11) probleminin (7 + 1). zaman adimindaki

coziimleridir.

6.2.2 Konuma gore Haar dalgaciklariyla ayriklastirma

Ikili Burgers denkleminin konum adiminin ayriklastirilmasi: Burgers denkleminde

izlenen adimlar takip edilerek u(x) icin
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2M

(edna1 (¥) = D eihi(),

i=1
oM oM

(tx)ps1 (X) = Z ciPin(X)+ fo(tnr1) = filtnse1) — Z cipia(1), (6.12)
i1 i=1

2M

oM
Up1(X) = fitne1) + X (F2(ta1) = [i(tns1) + Z cipin(x) — XZ cipin(1)
i1

i=1

esitlikleri ve v(x) icin de

2M
st (0 = ) dihi(),
i=1
2M 2M
et () = D dipi 1 (9 + g2tus1) = g1(tus) = ) dipia(1), (6.13)
i=1 i=1

oM oM
Vi1 (x) = g1(tps1) + x(82(th1) — g1(Tns1)) + Z dipin(x)—x Z dipia(1)

esitlikleri elde edilir. (6.12)) ve (6.13) esitlikleri (6.1T)) denkleminde yerlerine yazilir ve

sonra sonuglar x; = %, [=1,2,...,2M noktalarinda ayriklastirilirsa

M
Z ci[A(pi2(xp) = xi1pip(1) = hi(x1) = 2 [(w)n (pi2(x1) = x1pi2 (1)) + uy (pis1 () = pia(1D)]] =

i=1
n—1

Au, — Azbg [Up—k+1 — Un—i] —2uy (Mx)n + (Uyx)n — [(uv)x]n -A [fl (the1) + xl(fZ(trHl) - fl (th+1 ))]
k=1

+2 [(ux)n [fl (trH—l) + xl(fZ(tn+1) - fl (tn+1))] +Up [fZ(tn+1) - fl (tn+1)]]
M
Z d;[B(pip(x) = x1pi2(1)) = hi(xp) = 2 [(vi)n (i (x1) = xipin(1) + vy (pi1 () — pia(D))]] =

Bv, - szf [Vn—ta1 = Vil = 2vn (Vi) + (V) — [(uv)x]n = B[g1(ta+1) + x1(g2(tar1) — 81(tns1))]
+2[ (v [81(tne1) + xi(g2(tns1) = 81 (tne )] + Va [82(tnr1) — 81 (tn1)]]

lineer denklem sistemi bulunur. Bu sistemin ¢oziilmesiyle elde edilen c; ve d; dalgacik
katsayilar1 (6.12)) ve (6.13)) denklemlerinde yerine yazilarak niimerik ¢oziimler ardisik

olarak bulunur.
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6.3 Niimerik Sonuclar

Bu boliimde kesirli mertebeden tiirevli Burgers ve ikili Burgers denklemleri icin
elde edilen niimerik sonuclar verilmistir. Haar dalgacik yontemiyle elde edilen sonuc-

larin tam ¢6ziime ne kadar iyi yaklastigini1 6lgmek igin

2M 5
_ tam _ ,,num
Ly = AxZ |”i u; ,
i=1

tam num
—U.

Lo = max|ui ;
1

olarak tanimlanan L, ve L. hata normlar1 kullanilmistir. Burada Ax, x degiskeninin

adim uzunlugunu, #*™ tam ¢oziimii ve u™™ niimerik ¢oziimii gostermektedir.
Problem 1.
Haar dalgacik yonteminin kesirli mertebeden tiirevli Burgers denklemi icin ilk uy-

gulamasi olarak (6.2]) denklemi F(x, ) fonksiyonu

olmak tizere

u(x,00=0, >0

baslangi¢ kosulu ve

w0, =1, u(l,n=et*, 0<x<l1
sinir kosulu ile goz 6niine alinmigtir. Problemin tam ¢oziimii
u(x,r) = 1*e*

dir [148].

Tablo [6.1]de a’nin farkli degerleri ve At = 0.00025 igin ¢ = 1 zamanindaki hatalar
verilmis olup [[148] calismasinda kullanilmis olan kiibik B-spline sonlu eleman yonte-
miyle karsilagtirilmugtir. Tablo[6.Ifden 2M = 32 kollokasyon noktasi i¢in Haar dalgacik
yontemiyle elde edilen sonuglarin daha iyi oldugu goriilmektedir.
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Tablo 6.1: Problem 1 i¢in a’nin farkli degerleri, At = 0.00025 ve ¢ = 1 icin hatalarin
karsilagtirilmalari.

a=0.1 a=0.25 a=0.75

Haar [148]] Haar [148]] Haar [148]]
2M =32 N=40 2M =32 N=40 2M =32 N=40

Ly x10° 0.061711 0.096733 0.060373  0.090053 0.057277 0.035448
Lo x10° 0.088042 0.272943 0.086178 0.258623 0.081753 0.124569

Tablo [6.2]de azalan Ar degerleri ve v = 1, @ = 0.5, 2M = 8 i¢in ¢ = 1 zamanindaki
hatalar verilmistir. Elde edilen hatalar [[148]’daki hatalar ile karsilastirildiginda Haar

dalgacik yontemiyle elde edilen hatalarin daha kii¢iik oldugu goriilmektedir.

Tablo 6.2: Problem 1 icin A¢’nin farkli de8erleri ve v =1, @ = 0.5 i¢in # = 1 zamanindaki
hatalarin kargilagtirilmalari.

Ar=0.002 Ar=0.001 Ar =0.0005
Haar [148]] Haar [148]] Haar [148]]
2M =8 N =40 2M =8 N =40 2M =8 N =40

Lryx10° 0.374531 0.434586 0.084420 0.176195 0.062500 0.068869
Lo x10°  0.539468 0.642003 0.126338 0.265419 0.085722 0.211883

Problem 2
Ikinci uygulama olarak, (6.2)) denklemi F(x,7) fonksiyonu

3 2127 cos(nx)

F(x,t)= rG-a) -t cos(mx) sin(mrx) + v cos(mx)

olmak tizere

u(x,0)=0, >0

baglangi¢ kosulu ve

wO0,n=71% ul,n=-1* 0<x<l

sinir kosulu ile ele alinmigtir. Problemin tam ¢oziimii

u(x,t) = t2 cos(mrx)
dir [[148]].
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Tablo [6.3[te farkli v degerleri, At = 0.0005 ve a = 0.5 i¢in ¢ = 0.1 zamanindaki
hatalar kiibik B-spline sonlu eleman yontemiyle [148] elde edilen hatalar ile karsi-
lagtirllmigtir. Tablodan v’niin azalan degerleri i¢in hatalarin azaldig1 ve Haar dalgacik
yontemiyle elde edilen sonuglarin [148] calismasindaki sonuglardan daha iyi oldugu

goriilmektedir.

Tablo 6.3: Problem 2’de farkli v degerleri, At = 0.0005 ve @ = 0.5 i¢in ¢ = 0.1 zama-
nindaki hatalarin kargilagtirilmalari.

yv=1 v=0.5 y=0.1
Haar Met. [148]] Haar Met. [148]] Haar Met. [148]]
2M =16 N =80 2M =16 N =280 2M =16 N =80

Lryx10°  0.004860  0.006528 0.004580  0.005835 0.003227  0.003105
Lo x10%  0.006764  0.009164 0.006372  0.008250 0.004461  0.004847

Tablo [6.4] te farkli kollokasyon noktalari ve Az = 0.00025, v=1,a=05i¢inr=1
zamanindaki hatalar verilmis olup kiibik B-spline sonlu eleman yontemiyle karsilas-
tirilmigtir. Tablodan kollokasyon noktalar arttikga hatalarin azaldigi ve bu hatalarin
B-spline sonlu eleman yontemiyle elde edilen hatalarla karsilastirildiginda daha kiiciik

oldugu goriilmektedir.

Tablo 6.4: Problem 2’de farkli kollokasyon noktalar1 ve At = 0.00025, v=1, @ =0.5
icin t = 1 zamanindaki hatalarin karsilastirilmalari.

Haar Yontemi [148]] Haar Yontemi [148]] Haar Yontemi [148]]
2M =8 N=10 2M =16 N =20 2M =32 N =40
Ly x 10° 1.002460 1.787278 0.253572 0.440305 0.046634 0.092735
Lo x 103 1.348227 2.415589 0.353832 0.583583 0.065461 0.120495

Problem 3
Son olarak (6.10) denklemi

u(x,0) =v(x,0) =sin(x), >0

baglangi¢ kosullari ile gbz Oniine alinmistir. Denklemin tam ¢éziimii @ =8 =1 i¢in

u(x,t) = v(x,t) = e 'sin(x)

dir [149]. Problem [—10, 10] araliginda tam c¢oziimden alinan sinir kosullariyla ¢oziil-
miistiir. Tablo [6.5]te farkli kollokasyon noktalari ve azalan Ar degerleri igin L, hata
normu verilmistir. Tablodan kollokasyon noktalar1 arttikca hatanin azaldigi ve zaman

adimi uzunlugunun azalmasiyla da hatanin azaldig1 goriilmektedir. Sekil [6.1]de o =
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SONUC

Bu tezde, dalgaciklarla ilgili temel bilgiler verilmis olup Haar dalgacik yonteminin
kismi tiirevli denklemlerin niimerik ¢6ziimlerini elde etmede nasil kullanildig: gosteril-
mistir. RLW, KdV, NLS-KdV, dordiincii mertebeden parabolik kismi tiirevli denklem-
ler ve kesirli mertebeden tiirevli Burgers ve ikili Burgers denklemleri model problemler
olarak g6z oniine alinmistir. Haar dalgaciklarina dayali niimerik yontemin performansi
Dirichlet veya Dirichlet-Neumann sinir kosullu, sabit veya degisken katsayili, homo-
gen veya homogen olmayan farkli yapilardaki problemlerle test edilmistir. Bu prob-
lemler i¢in Haar dalgaciklarina dayali niimerik yontem ile elde edilen sonuclarin, tam
coziimler ve sonlu eleman, sonlu fark, agsiz yontemler gibi literatiirde mevcut olan
bagka yontemlerin sonuglariyla karsilastirildiginda oldukga iyi oldugu goriilmiistiir.

Bu gozlemler 15181inda Haar dalgaciklarina dayali niimerik yontemin bazi avantaj-
lar1 agagidaki gibi siralanabilir.

¢ Az sayida kollokasyon noktalarinda bile yiiksek tamlik elde edilebilir.

e Hesaplama ag¢isindan diisiik maliyetlidir. Yani bilgisayar tarafindan harcanan ha-

fiza miktar1 ve gecen islemci zamani diistiktiir.

e Yontem bilgisayar ortaminda mevcut diger yontemlere gore daha kolay prog-

ramlanabilirdir.
e Sinirda verilen sartlarin uygulanmasi olduk¢a kolaydir.

Diger taraftan dalgacik tabanli niimerik yontemlerin diferensiyel denklemlerin ¢ozii-
miinde bagka avantajlar1 da mevcuttur. Ornegin miihendislikte karsilagilan problemle-
rin ¢ogunda Oncelikle tam ¢oziim hakkinda fikir veren hizli ve kaba (coarse) bir ¢o-
ziime ihtiya¢ duyulur. Boyle bir ¢oziim dalgaciklarda bulunan ¢oklu ¢oziiniirliik, diklik
ve lokallik 6zellikleri sayesinde ¢ok hizli ve az bir cabayla bulunabilir. Daha sonra iste-
nilen yerde ¢oziim ardisik olarak iyilestirilebilir [9]. Yine dalgacik temel fonksiyonlari
coklu ¢oziiniirliik, diklik ve lokallik 6zelliklerinden dolay1 ¢6ziimiinde ani ve keskin
degisimler (lokal olaylar) barindiran problemler i¢in klasik sonlu elemanlardaki temel
fonksiyonlara gore daha esnek bir arag¢ olarak goriiniirler [9]. Bu durum Boliim 2°de

ticlincii problemde ve Boliim 4’teki problemlerde goriilebilir.
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