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Ozet

Iki béliimden olugan bu ¢alismada; ¢ift dizilerin £, uzay insa edildi ve bu

uzayin bazi ozellikleri incelendi.

Birinci boliimde; ikinci béliimde kullanacagimiz bazi temel tanimlar ve teo-
remler verildi. Ayrica ¢ift diziler ve serilerle ilgili daha 6nce yapilan caligmalarda

elde edilmig sonuglar ifade edildi.
Ikinci boliimde; ¢ift dizilerin L, uzay1 tanimlanarak, bu uzaym Banach uzay:
oldugu gosterilmistir. Ayrica, diger uzaylarla arasindaki kapsama bagintilar: aragtirildi

ve bu uzayin solid oldugu gosterilerek a—, f(v) — ve y— dualleri hesaplanmigtir.



Abstract

In this study, which consists of two parts, £, spaces of double sequence spaces

was constructed and some properties of this sequence space were investigated.
The present thesis is organized as follows:

In the first part, some basic definition and theorems which used in the second
part were given. Also, The results obtained in the previous studies concerning double

sequences were stated.

In the second part, we have defined the £, spaces of double sequences. Then
some inclusion relations were given. Thus a—, f(v)— and y— duals of space were

calculated.
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Giris

Cift dizilerde, tek dizilerin aksine birden fazla yakinsaklik g¢esidi tanimlan-
mustir. {1k olarak Pringsheim [13] cift dizilerin yakinsakligi ile ilgilendi. Daha sonra
Hardy (6], Robison [15], Kojima [9] ve Hamilton [5] gibi yazarlar, ¢ift diziler tiz-
erindeki yakinsaklik ve bazi ¢ift dizi uzaylarimin 6zelliklerini inceledi. Bu uzaylar

arasindaki matris siniflar1 karekterizasyonunu Hamilton [5] verdi.

Son yillarda ¢ift diziler {izerinde galigmalar yogunlagmaktadir. Jardas ve Sarapa
[8] iki tek dizinin koordinatsal ¢arpimi geklinde ifade edilebilen ¢ift diziler {izerinde
caligmugtir. Moricz [4], tek indisli ¢ ve ¢y dizi uzaylarina kargihk gelen Pringsheim ve
regiiler anlaminda yakinsak ve sifira yakinsak ¢ift dizilerin C,, Co, ve C, uzaylarmin
baz1 6zelliklerini inceledi. Hill [7], fonksiyonel analiz metodunu ¢ift dizilere uyguladi.

Tiirkmenoglu [16], ¢t = (t,,,,) pozitif reel sayilarin bir dizisi olmak {izere, baz
¢ift dizi uzaylar1 tanimlayarak, bu uzaylarin 6zelliklerini ve duallerini inceledi.

Boos, Leiger ve Zeller 3] ¢ift dizilerde e-, be- ve c-yakinsakligi tamimladi ve SM
metodunu kullanarak bu yakinsaklik gesitlerinin bazi topolojik ozelliklerini verdi.

Zeltser [17] tezinde, Boos, Leiger ve Zeller tarafindan verilen e-, be- ve c-
yakinsak ¢ift dizi uzaylarinin tagidigi bazi 6zellikleri inceledi. Ayrica, ¢ift dizilerde
bir A metodunun e-, be- ve ¢- etki alanlarinin yapisini verdi.

Altay [1]; kismi toplamlari sinirli, Pringsheim ve regiiler yakinsak seri olugturan

¢ift dizilerin ve sinirh salimimh ¢ift dizilerin uzaylarini inga ederek, bu uzaylar ile ilgili

bazi ozellikleri inceledi.

Bu ¢alismada; ¢ift dizilerin £, uzaymi insa ederek, bu uzayin baz ozelliklerini

inceledik, a—, f(v) — ve y— duallerini hesapladik.
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BOLUM 1

Temel Tanim ve Teoremler

Bu béliimde; ¢alismamizda kullanilan tanim, teorem ve esitsizlikleri verecegiz.

1.1. Lineer Uzay

Tanim 1.1.1. X, bos olmayan bir ciimle ve C, kompleks sayilar cismi olsun.

Bu durumda;

+: X xX —X
ve

i Cx X — X

fonksiyonlari, eger her z,y, 2z € X ve A\, u € C igin

L1) r+y=y-+ux,

L2)  (z4y)+z=a+(y+2),

L3) x + 0 = x olacak sekilde bir § € X mevcut,

L4) x4 (—z) = 0 olacak sekilde bir — x € X mevcut,
L5) l-x=u,

L6) ANz +y) = Ax + Ay,

L7) (A + )z = Az + px,

L8)  Aux) = (An)z

sartlarim saglarsa, X ciimlesine C cismi tizerinde bir lineer uzay denir.

X, C cismi tizerinde bir lineer uzay ve Y C X ise, Y ciimlesinin de X ciimlesi
iizerinde tanimlanan + ve - iglemleri altinda lineer uzay olmasi i¢in her A € C ve

Y1,Y2 € Y bakimindan A\y; + y2 € Y bulunmas: yeterlidir.
1



TaNiM 1.1.2. X bos olmayan bir ciimle ve d : X x X — R bir fonksiyon

olsun. Her z,y, z € X i¢in,

M1) dlz,y) =0 x =y,
M2)  d(z,y) = d(y, z),
M3) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y)

sartlarin saglayan d fonksiyonuna X tizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de bir

metrik uzay denir.

Tanim 1.1.3. X bir lineer uzay ve g : X — R fonksiyonu, her x,y € X

vektorii ve A, € C skalar1 igin;

P1)  g(0) =0,

r2)  g(x) = g(==),

P3)  glz+y) <g(@)+9(y),

P4) An — Ao Ve &, — xg olmast g(A,x, — Aoxg) — 0 olmasin gerektirir

sartlarim sagliyorsa, g fonksiyonuna X {izerinde bir paranorm ve (X, g) ikilisine de

paranormlu uzay denir.

TANIM 1.1.4. X bir lineer uzay ve || . H : X — R olsun. Eger her z,y € X

vektorii ve her A\ skalar i¢gin;

YN1) |z >0,

YN2)  ||0]] =0,

YN3) |zl = ||z,

YNG |z +yll < 2] + [l
sartlari saglaniyorsa, || fonksiyonuna X tizerinde bir yari-norm ve (X, || . H) ikilisine
de bir yari-normiu uzay denir. Eger |[z]| = 0 <= z = 6 sart: saglamyorsa || - |
fonksiyonuna bir norm ve (X, || -||) ikilisine de normlu uzay denir.

Uzaylarin tamhigini karakterizasyonunda kullanilan Cauchy dizi tanimi agagi-

daki gibidir.



TANIM 1.1.5. (X, d) bir metrik uzay ve (z,) de X’deki noktalarm bir dizisi
olsun. Bu durumda; her € > 0 ve n,m > ny olan biitiin n, m’ler i¢in d(z,,x,,) < €
kalacak gekilde bir ng = ng(¢) € N bulunabiliyorsa o zaman "(x,,) dizisi, (X, d)

metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir" denir.

TANIM 1.1.6. Bir (X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise, X
uzayina tam metrik uzay denir. Eger X uzay1 lizerindeki metrik bir normdan elde

edilmis ise tam metrik uzaya Banach uzay: denir.

Son olarak, dual hesabinda kullanacagimiz, yari normlu uzaylar arasindaki
doniigiim ailesinin diizgiin sinirliligini gésteren Diizgiin sinirlilik prensibi ve Banach-

Steinhaus teoremlerini verelim.

TEOREM 1.1.1. [2, Teorem 6.3.35, sh.290] (X, p) ve (Y, q) yart normlu uzay,
(X,p) tam ve ) # ® C B(X,Y) olsun. ® noktasal yakinsak ise, dizgin sinrlider.

TEOREM 1.1.2. |2, Teorem 6.3.38, sh.290] (X, p) tam yar: normlu uzay, (Y, q)
yar normlu uzay ve (T,,) C B(X,Y') bir dizi olsun. Eger (T,,) dizisi

T: X —Y

r — T(z)= lim T,(z)
seklinde tanymly T donigimine noktasal yakinsak ise, T € B(X,Y) ve
I7[| < lim inf [|T,,|] < sup |[T5]] < oo
n—0oo neN

olur.

1.1.1. Bazi Esitsizlikler. Bu kisimda, daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz

baz esitsizlikleri verecegiz.|10, shf. 21-22]

(1) a ve b, herhangi iki kompleks say1 olsun. O zaman,
(1.1.1) la 4+ b] < |a| + 0]

ticgen esitsizligi gecerlidir.



(2)pileq,1<p<oo,%+%:1vea20,b2()igin

p q
(1.1.2) < Y
P g

esitsizligi gecerlidir.
(3) ag, by kompleks sayilar olsun. 0 < p < 1 igin,
(1.1.3) lag|? — [0k|P < |ag + belP < |ag|” + |bg|?
ve p > 1 igin,

(1.1.4) (lak| + [b&])? = lar]” + bk ]”
esitsizlikleri gegerlidir.
(4) ag, b € C,p > 1 ve % + % = 1 olsun. Bu durumda; Vk € N i¢in
(1.1.5) |akbk| S |6Lk|p+ |bk‘q

esitsizligi saglanir.

(5) x = (zn), y = (yn) € £, ve p > 1 igin

(1.1.6) (Z |z, + yn|p> < (Z |a:n|p> + (Z Iyn|p>
n=0 n=0 n=0

Minkowskr esitsizligi gegerlidir.
(6) pile ¢, 1 < p < o0, %+$zlvea::(mn)eﬁp,y:(yn)eﬁqigin

50 0 Ur /s 1/q
(1.1.7) > |wayal < (ZI%V) (ZIM")
n=0 n=0 n=0

Hélder esitsizligi gegerlidir.

1.2. Cift Diziler ve Yakinsaklik Cesitleri

TANIM 1.2.1. X, bos olmayan herhangi bir climle olmak iizere
f+ NxN — X
(m,n) — f(m,n) = Tmn
seklinde tamimlanan f fonksiyonuna bir z terimli ¢ift dizi denir. Bundan sonraki

kisimlarda c¢ift dizi yerine kisaca dizi ifadesi kullanilacaktir.

4



Herhangi bir x = (x,,,) ¢ift dizisinin x,,, elemanlarmu,

Zoo Tor Lo2 --- Lon
1o 11 T12 ... Tin
Too T21 Xo22 ... Top
Tmo Tml Tm2 .- Tmn

seklinde bir tablo olarak diislinebiliriz. €2 ile kompleks veya reel terimli biitiin ¢ift

dizilerin ciimlesini gosterecegiz. Buna gore;
Q={z=(xm,): Ym,n € Ni¢in z,, € C}

olup bu climle, Yoo € C ve Vx, y € Q i¢in az = (aZmn) Ve T+ Yy = (Tyn + Ymn)

islemleri altinda bir lineer uzaydir.

* = (Tmn) kompleks terimli bir ¢ift dizi olmak iizere

sup |xmn| <0
m,n>0

oluyorsa, = dizisine stmirlidir denir. Biitlin sinirh ¢ift dizilerin ctimlesini M, ile

gosterecegiz. Buna gore;

M, = { = (mn) € Q¢ [[2][oc = sUD || < OO}

m,ne
seklinde olup, bu uzay || - ||o normu ile, Banach uzay: teskil eder.

Tek dizilerdeki durumun tersine, ¢ift dizilerde birden fazla yakinsaklik kavrami
mevcuttur. Bunlardan en ¢ok ¢alisilanlar Pringsheim ve regiiler yakinsakliktir. Diger
yakinsaklik cesitleri de, mesela; SM metoduyla baglantali olarak, ¢c—, be— ve e—

yakinsaklik Przysyblski [12] ve Boos, Leiger ve Zeller|3] tarafindan, ¢aligilmigtir.
Oncelikle bahsettigimiz alt1 cesit yakinsakligin tanimlarii verelim.

Reel yada kompleks terimli bir z = (z,,) ¢ift dizisi eger verilen Ve > 0 igin

m,n > N oldugunda



|Tmn — 1] < &

olacak gekilde bir N dogal sayis1 bulunabiliyorsa, © = (x,,,) dizisi, [ € C sayisina
Pringsheim anlaminda yakinsak ve | degerine de x dizisinin Pringsheim limiti denir.
Pringsheim anlaminda yakisak bir x = (z,,,) dizisine kisaca p-yakinsak dizi diye-
cegiz ve limitini de p — lim x,,,,, = [ ile gosterecegiz. Pringsheim anlaminda yakinsak

dizilerin climlesi, C, ile gosterilir. C, climlesi,
Co={2=(vyn) €Q|Ip, € CVe > 03k e NVm,n >k > [Ty — pa| < €}

biciminde ifade edilebilir. C, climlesi, ¢ift dizilerin koordinatsal toplama ve skalarla
carpma iglemleri altinda lineer uzay olup,
— 1
[z]le, = lim_ Sup ||

ile bir tam yarmormlu uzay teskil ettigi Moricz [4] tarafindan gosterildi.

Pringsheim anlaminda yakinsak bir ¢ift dizi, sinirli olmak zorunda degildir.
Pringsheim anlaminda [ noktasina yakinsak olmasina ilave olarak sup,, ,, |Zmn| < 00
oluyorsa x dizisine, [ noktasina Pringsheim anlaminda sinwrly yakinsak dizi denir.
Bu sekildeki dizilerin ciimlesini Cp, ile gosterecegiz. Buna gore;

Cip = {# = (@) € Cy | [alloo = sup fema] < 00} =€, 1 M,
olarak tanmmlanmaktadir. Bu uzaym da || - ||oc normu ile bir Banach uzay: tegkil
ettigi Moricz [4] tarafindan gosterilmigtir.

Hardy [6]; regiiler yakinsakhgi asagidaki gibi tanimlamigtir:

Pringsheim anlaminda ! noktasina yakinsak olmasina ilave olarak her n € N
i¢in lim,,, x,,,, ve her m € N igin lim,, x,,,, limitleri mevcut olan x = (x,,,) dizisine, "I
noktasina regiiler yakimsaktir (kisaca, I’ ye r—yakinsak)" denir. Regiiler yakinsak bir
x = () dizisi i¢in lim,, lim,, 2,,,, ve lim,, lim,, 2,,,, limitleri mevcut ve Pringsheim

limitine egittirler. Regiiler yakinsak dizilerin C, climlesi,

C, = {:L‘ = (Tmn) € Cp | (Tmn)m, (Tmn)n € ¢, Ym,n € N}

6



olarak tanimlanabilir. Burada c ile yakinsak tek dizilerin uzay1 ve (z,,,), € ¢ ile m
indisine gore yakinsakligi gostermektedir. Regiiler yakinsaklik kavraminda, yakinsak

her ¢ift dizinin sinirh oldugu kolaylikla goriiliir.

C. ve Co, (sifira r—yakinsak dizilerin uzayi) ciimlelerinin || - ||oo normu ile

Banach uzay1 tegkil ettigi Moricz tarafindan gosterildi.

Boos, Leiger ve Zeller 3|, Pringsheim anlaminda yakinsakliktan daha zayif

olan ¢ift dizilerin [’ ye e-yakinsakligini,
Ve >03dng e NVn >ngdmo €N m>mgy = |y, — 1| <e

seklinde tanimladi. e-yakinsak bir x = (z,,,) dizisi, her n € N i¢in sup,,, | %, | degeri
sonlu ve lim,, z,,, mevcut ise x dizisine sirasiyla be-yakinsak ve c-yakinsak denir.
Acgik olarak be— ve c—yakinsaklik sirayla bp— ve r—yakinsakligin genellegtirmesidir.
c-yakinsak bir z = (z,,) dizisi i¢in lim,, lim,, 2,,, mevcut ve e- limitine egittir. Buna

gore; e-yakinsak dizilerin C, ciimlesi,

Ce:{x:(xmn)eﬂ | Ja, € C, Ve > 0i¢in Ing € N, Vn > ny,

dm, € N, Vm > m,, i¢in |2, — a,| < 5}

seklindedir.

C, uzaymin topolojisi Boos, Leiger ve Zeller [3] tarafindan verildi. Boos, Leiger
ve Zeller |3| tarafindan tanimlanan e—, be— ve c¢— yakinsak dizilerin topolojik 6zel-
likleri, Zeltser [17] tarafindan doktora ¢aligmasi olarak incelendi. Baz tek dizi uzay-
larindan ¢ift dizi uzaylarina, ¢ift dizi uzaylarindan tek dizi uzaylarina matris doniistim-

leri ile ¢ift dizi uzaylar1 arasindaki matris doniisiimlerinin karekterizasyonunu verdi.

v herhangi bir yakinsaklik kavramini gostermek iizere, v-yakinsak biitiin dizilerin
climlesi C, ile ve x € C, dizisinin limiti de v — lim z ile gosterildi. Sifira v-yakinsak
olan dizilerin ciimlesini de Cy, ile gosterildi.

Genel olarak, bir ¢ift dizinin simirhligy diizgiin smirhihk, yani sups, ,|%m,| nin
sonlu bulunmas1 anlamindadir. Bu r— ve bp—yakinsaklik i¢in tabii bir smirlilik

tanimidir.



Yukarida tanimlanan yakinsaklik gegitlerinin kendilerine 6zgii sinirlilik tanim-

lar1 agagida verilmektedir.

TANIM 1.2.2. (17, sh. 33| & = () ¢ift dizisi;

1
2

(1) Eger  limysup,, >y [Tmn| < 00 ise, p-sunerhdar.
(2) Eger lim, lim,, |7,,,] < oo ise, e-smarhdar.
(3) Eger  sup, lim,, |7, < oo ise, be-sunarhdur.
(4)

4 Eger  sup, |lim,, Z,,,| < oo ise, c-sumrldor.

TaNIM 1.2.3. Eger verilen Ve > 0 i¢in m,n,p,q > N oldugunda
|Zn — Xpg| < €

kalacak sekilde bir N dogal sayis1 varsa o zaman x = (,,, ) kompleks terimli dizisine

bir p-Cauchy dizisi denir.

TEOREM 1.2.1. Kompleks terimli bir x = (x,,) dizisinin p-yakinsak olmast

wein gerek ve yeter sart bir p-Cauchy dizisi olmasidar.

TANIM 1.2.4. 2 = (xy,;) reel sayilarin bir ¢ift dizisi ve

an(z) = kSlu>p T ve [Bp(z) = ki}l>fn Tkl
b 777’ =

olsun. Bu durumda; en az bir n € N says1 i¢in a,(z) < 0o ve f,(x) > —oo ise
x = (xy) dizisi Pringsheim anlaminda bir iist ve alt limite sahiptir. Buna gore; bir
x = (z1;) dizisinin Pringsheim alt limiti,
i) Eger her bir n € N igin 3, (z) = —oo ise
p — liminf z = —o0,
ii) Eger baz1 n € N igin (3, (z) > —oo ise
p—liminfz = lim (k1}1>f xkl) = sup G, (z)

ve Pringsheim iist limiti

i)Eger her bir n € N i¢in o, (z) = +o00 ise

p — limsupz = 400,

8



ii) Eger bazi n € N igin a, () < 400 ise
p — limsupz = lim (Sup xkl) = inf o, ()
n—00 \ . I>n n

seklinde tanimlanir.

Asagida verecegimiz 6rnek, bir ¢ift dizinin alttan ve iistten sinirsiz olmasina

ragmen, Pringsheim iist ve alt limitlerinin varligin1 géstermektedir.

ORNEK 1.2.1. o = (zy) cift dizisi; k,! € N i¢in

ko, (I=1)
-1, (k=1
T =
(—DF , (k=1>1)
\ 0 , (diger hallerde)
seklinde tanimlanirsa, supxy = 400 ve infzy = —oo oldugu halde, n > 2 igin

a,(x) =1 ve f,(x) = —1 bulundugundan
p—liminfzr=—-1 ve p—limsupzr=1

olur.

TEOREM 1.2.2. (1) limy_.o(SUp,, > n Tmn) = L olmasy igin gerek ve yeter sart

verilen her € > 0 i¢in
(a) Yeteri kadar biyik her m,n > N i¢in Zy,, < L + ¢ ve

(b) Sonsuz ¢oklukta (m,n) i¢in Tpn > L+ ¢ olmasidur.
(11) Umpy oo (infy, >N Timn) = K olmast igin gerek ve yeter sart verilen her € > 0
¢mn

(a) Yeteri kadar biyik her m,n > N i¢in x,,, > K + ¢ ve

(b) Sonsuz ¢oklukta (m,n) i¢in Tp, < K + & olmasidar.

TANIM 1.2.5.

f+ NxN — X

<m7n> - f(m’ n) = Tmn



dizisi verilmis olsun. Bu durumda;
1N — N
m — i(m)=1in
ve
j:N — N
n — j(n)=jn
artan fonksiyonlar (diziler) olmak tizere
h : NxN — NxN
(m,n) — h(m,n) = (im, jn)
seklinde tanimlayalim. Bu durumda
foh : NxN — X
(m,n) — foh(m,n)=u,;,

bilegke fonksiyonuna, "(x,,,) dizisinin bir alt dizisi" denir.

N x N ciimlesinin sonsuz ¢oklukta (i,,7,) dizisi bulunabileceginden, bir (x,,,)
dizisinin sonsuz ¢oklukta alt dizisi vardir. Bir anlamda alt diziyi, orjinal diziden satir
ve siitunlar atmakla elde ediyoruz. (x;,,;,) alt dizisinin her teriminin (z,,,) dizisinin

bir terimi oldugu agiktir.
TEOREM 1.2.3. Yakinsak bir dizinin her alt dizisi yakinsaktur.

TEOREM 1.2.4. © = (xy,) reel degerli bir ¢ift dizi olsun. Bu durumda dizinin

p-limatleri arasinda asagidaks iliskiler mevcuttur:
(1) liminf z < limsup z,
(2)p—limx =L <= liminfz =L =limsupz,
(3) limsup(—z) = — liminf x,
(4) limsup(z +y) < limsup x + limsup y,

(5) liminf(z + y) > liminf z 4 liminf y,
10



(6) Eger z, x ¢ift dizisinin bir olt dizisi ise
liminf x < liminf z < limsup z < limsup z.

TANIM 1.2.6. [11, sh. 278] m < m’ ve n < n' oldugunda S, < Sy Oluyorsa
(Smn) dizisine monoton artan, m > m' ve n > n’ oldugunda s,,, < Sy, oluyorsa

(Smn) dizisine monoton azalan dizi denir.

Monoton ¢ift diziler hakkindaki teoremler, monoton tek diziler hakkindaki teo-

remlerle ayni yapiya sahiptir.

TEOREM 1.2.5. Artan bir ¢ift dizi tistten sinirl ise limiti supremumuna, azalan

bir ¢ift dizi alttan sinarl ise limiti infimumuna esittir.

Genel olarak gdzoniine alinan ¢ift dizi uzaylari,

Kl 1, ((kvl) = (Zaj))

0 , (diger durumlarda)

olarak tanimlanan e* dizilerinin gerdigi ® uzaymn kapsarlar.
Her x = (xy;) ¢ift dizisi igin, dizinin m, n. kism

gl = f: zn:xklekl ; (m,n eN)

k=0 1=0

seklinde tanimlanir.

1.3. Cift Seriler

Bu kisimda; ¢ift seriler ile ilgili kavramlar tanitilarak, ¢ift serilerle ilgili baz

teoremler verilecektir.

TANIM 1.3.1. = (2y) ift dizisi verilmis olsun. Simdi,
Smnzzzxzj ) (mvneN>
=0 j=0
seklinde tamimlanan (s,,,) dizisini gézoniine alalim. Bu durumda; (), (Smn))

ikilisine bir ¢ift seri denir. x,,, terimine serinin genel terimi, (sp,,) dizisine de serinin

11



kismi toplamlar dizisi denir. Eger (s,,) kismi toplamlar dizisi bir s sayisina v-

yakinsak, yani
m n
v — lim E 5 Tij = S
mn
i=0 j=0

ise "((Zmn), (Smn)) serisi v-yakinsaktir ve serinin v-toplami s’dir" denir. Yakinsak

olmayan seriye wraksak seri denir.

Genel terimi z,,, ve toplami s olan yakinsak seri,
oo oo
PIPIETEE
m=0 n=0
seklinde gosterilir. Seri ister yakinsak ister iraksak olsun, genel terimi z,,, olan seri
oo o0
pIPIEE
m=0 n=0

ile gosterilir. v-yakinsak ¢ift seri olugturan dizilerin uzaym CS,, ile gosterecegiz.

Buna gore;

CS, = {x € Q| U—inj :U—limzm:zn:xij mevcut}
4,

i=0 j=0

seklindedir.

TEOREM 1.3.1. Yakinsak bir serinin genel teriminin limaiti sifirdar.

TANIM 1.3.2.
m o oo n x o
DI IETED D WED D DL
i=0 j=n+1 i=m+1 j=0 i=m41 j=n+1

toplamina, ), ;x;; serisinin kalan kisma denir.

TEOREM 1.3.2. Yakinsak bir seride kalan kisman limiti sifirdor.

UYARI:
12



[o.¢] oo oo o0 . . . . .
Yo 0D g Tmn V€ D o D T serilerine suraly seriler denir. Sirali seriler,

ayni toplama sahip olmak zorunda degildir. Gergekten x = (zy;) ¢ift dizisi,

1, m=n+1n=0,1,2,..)
Typn=9 —1 , (m=n—-1,n=0,1,2,...)
0 , (diger durumlarda)

igin Y S (s = 1 fakat Y00 (D% a,,, = —17 dir.

TANIM 1.3.3. Eger > 7% > % || serisi yakmsak ise, 3 77 > ™% 2;; kompleks

terimli serisi mutlak yakinsaktir denir.
TEOREM 1.3.3. Mutlak yakinsak bir ¢ift seri yakinsaktar.

TEOREM 1.3.4. Pozitif reel terimli bir serinin yakinsak olmast i¢in gerek ve

yeter sart bu serinin kismi toplamlar dizisinin sinwrl olmasidir.

TEOREM 1.3.5. Reel terimli (a;;) ve (b;;) dizilerini gézénine alalim. Vi, j € N
icin 0 < a;; < by ve Y oo Z;io bi; serist yakinsak ise bu durumda Y ;- Z;io aij

serist de yakinsaktir ve

esitsizligi gegerlidir.

UYARI:

Yakinsak bir ¢ift serinin kismi toplamlar: sinirli olmak zorunda degildir. Gergek-

ten genel terimi

1, (m=1 ise)
Tmn =19 —1 , (m=2 ise)
0, (m>3 ise)

olarak tanimlanan > x,,, serisi yakinsak fakat kismi toplamlar dizisi simirh degildir.
Mutlak yakinsak seri olugturan dizilerin ciimlesini £, ile gosterecegiz. Yani;
L, = {x € Q| |lzfly =) |wyl < oo}.
i’j

13



TANIM 1.3.4. C cismi {izerinde E; ve E, iki lineer uzay olsunlar. Her (z,y) €
E1 x Es ¢ifti i¢in tanimh
<,> : FEixEy—C
(2, y) =<,y >
fonksiyoneli;

(D1): <, > bilineer déniigtimdiir, yani;

< T, oY1 +Yys >= a1 < T,Y; > +ag < T,Yg >

< Bixy + Bawa,y >= 1 < 21,y > +02 < 22,y >

(D2): 1) Biitiin y € Ey’ler i¢in < z,y >=0ise z = 0,
ii) Biitiin « € Ey’ler igin < x,y >=01ise y = 0

sartlarimi saghyorsa, bu durumda F, ve Ey uzaylar: dualdir denir.

(D1) sarty; bir y € Es elemaninin, F uzaymin E cebirsel dualinde bir fonksiy-
onel tamimladigini ifade eder. Farkli y elemanlarinin farkl fonksiyoneller belirtecegi

aciktir.

(D2)(ii) sart1, Ey uzaymin E7 cebirsel dualinin bir altuzay: oldugunu gosterir.

TANIM 1.3.5. Bir F dizi uzaymin a— ve (v)— dualleri,

E® = {(aij) e ’ Vee B 1g1n Z ]aijxij\ < OO}
2
ve
EBW) — {(aij) €Q|VreFEignv— Z ;i Tij mevcut}
,J
olarak tanimlanir.

F cift dizi uzay1, B(v)-duali olan E%®) uzay ile

<,> Ex BV — C, (x,a) — v — Zakl:ckl
k.l

bilineer formu altinda dualdirler.
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Herhangi bir £ dizi uzay1, her z € E ve y € {0, 1}V i¢in 2y = (vpyn) € E
sartini saglarsa monoton uzay olarak adlandirilir. Monoton bir uzayin a- ve 3(v)-

dualleri ¢akigiktir [17, sh.36].

A. Tirkmenoglu [16]| doktora ¢alismasinda; t = (t,.,,) pozitif reel sayilarm bir
dizisi olmak iizere,
M, (t) = {x = (Tyn) € Q : SUP | Ty | < oo}

m,n

Cy(t) = {x € Q:p—lim|x,,, — L|"" =0 olacak sekilde L € C Vardlr.}

tmn — 0 }

L,(t) = {:1: €N |am|™ < oo}

m,n

Cop(t) = {x € Q:p—lim|z,,

Cop(t) = Cp(t) N Mu(t) ve Conp(t) = Cop(t) N Mu(t)

ciimlelerini tanimlayarak , bu ciimleler ile bilinen M,,, Cp,, Cyp, Copp ve L, uzaylari
arasindaki kapsama bagintilarini , lineer uzay ve paranormlu uzay olma sartlarimi
vererek paranorm altinda tam lineer metrik uzay olduklarini ve bu uzaylarin n du-

allerini inceledi.

Tek dizilerin toplanabilme teorisindeki Tauberian teoremleri ve ¢ekirdek kavrami

ile ilgili bilgiler, Patterson [14] tarafindan ¢ift dizilere uygulandi.

B. Altay [1] doktora ¢aligmasinda ; M, ve M, (t) sinirh ¢ift dizi uzaylarina

karsilik
- oo}

tmn
< oo}

BS = {:1:69: sup Zm:ixw
=0 j=0

m,n>0

ve

m n
E xij
=0 7=0

15
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seri uzaylarmi ve v = {p, r, bp} olmak iizere, v-yakinsak dizi uzaylarina karsilik gelen
CS, seri uzaylarim tamimlayarak, bazi 6zelliklerini , sinirli salinimh gift dizilerin BY
climlesini,
BY = {x eN: Z Z |Tij — Tim1j — Tijo1 + X1 1] < oo}
i=0 j=0
olarak tamimlayarak, bu uzayin lineer uzay oldugunu gosterip bazi1 kapsama bagin-
tilarim verdi. Seri uzaylarinin a— ve §(v)— duallerini ve ¢ift dizi uzaylar arasindaki

baz1 matris siniflarinin karakterizasyonunu verdi.
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BOLUM 2
Cift Dizilerin £, Uzay1

2.1. £, Cift Dizi Uzay1 ve Baz1 Kapsama Bagintilari

Bu béliimde; ¢ift dizilerin £, uzayi insa edilerek, £, ciimlesinin normlu bir li-
neer uzay oldugunu gosterecegiz. Daha sonra, £, uzay: ile ilgili baz1 kapsama bagin-

tilarii vererek, £, uzaymm a—, B(v) — ve y—duallerini belirleyecegiz.

TEOREM 2.1.1. £, = {a: = (i) € Q2 32,5 wylP < oo} climlest , p > 1 i¢in
dizilerin koordinatsal toplama ve skalarla ¢carpma islemleriyle bir lineer uzay teskil

eder.

ISPAT. z,y € L, ve o, f € C alalim. Bu durumda, ax + 8y elamanlarinin £,

uzayina ait oldugunu gosterelim.

ax+ 0y = (ax;;+ By;;) olup tiggen ve Minkowski esitsizlikleri dikkate alinarak,

1 1
p p
<Z |awi; + 5y¢j|p> =< (Z (lewis| + W?Jiﬂ)p)
i,9 i,J
1 1
P P
< af (Z |$ij|p> + 18] (Z |yij|p>
%] %]
< 00

elde edilir. Bu ise, ax + By € L, oldugunu gosterir. Su halde £, uzayi, dizilerin
koordinatsal toplama ve skalarla carpma iglemleriyle bir lineer uzay teskil etmekte-

dir. O

TEOREM 2.1.2. 1 <p < o0 i¢gin , L, lineer uzay:

1
r
Iz, = (Z |Iij|p>
i

17



normu ile bir Banach uzayidar.

IspaT. Once £, uzaymm, ||-||, ile normlu uzay teskil ettigini ispatlayalim. Bunun

i¢in norm sartlarini sagladigini gorelim.

(i) Mutlak deger tanimindan dolay,

3=

Jell, = (Z |xij\p> >0

i?j

oldugu agiktir. Yani, (N1) saglanir.

(i) [ll, = 0, yani

D=

Jall, = (Z |%.|p> 0

1,J

olsun. Bu durumda; V 7, j € N i¢in
mz‘j = 0

olur ki bu z = 0 oldugunu gosterir.
Tersine olarak x = 6 iken [|z||, = 0 oldugu agikardir. Yani (N2) saglanir.

(iii) Herhangi bir z = (z;;) € £, ve A skalar1 i¢in
[Azl, = (Z |/\$z’j|p>
1,

= Al (2} \%I”)

ALl

[un

P

oldugundan (N3) saglanir.

(iv) Herhangi z,y € £, i¢in liggen ve Minkowski egitsizlikleri yardimiyla,
18



|

p

[z +yll, = Z’$ij+yz‘j!p>
i

IA

S (| + |yij|>P) P

1,J

IN

1 1
> |fffz‘j!p) + <Z |yij\p>
i i
< llzlly + llyllp

oldugundan (N4) ii¢gen esitsizligi saglanir.

L, uzay1 tizerindeki || - ||, fonksiyonu, (N1)-(N4) aksiyomlarim sagladigindan
bir norm olup, ( £,,| - ||, ) ikilisi bir normlu uzaydir.

k

Simdi, £, uzaymm tam oldugunu gésterelim. z* = (x”) olmak iizere (x*), £,

uzayimda bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda; her ¢ > 0 i¢in k£, > N oldugunda

1
p
(2.1.1) Hﬂ—xmz(E:WZ—dﬁj <e
i?j
kalacak gekilde bir N € N vardir. Burada her sabit (¢, 7) € N x N ¢ifti igin,
|xfj - azﬁj| <e

yazabiliriz ki bu (xfj)keN dizisinin C’de bir Cauchy dizi oldugunu gosterir. C kom-

pleks diizleminde her Cauchy dizisi yakinsak oldugundan her bir sabit i, 7 € N i¢in

2.1.2 lim ¥, = z;;
(2.1.2) j

koo W)

olacak sekilde z;; € C’ler mevcuttur. Bu yolla elde ettigimiz z;; sayillarindan x =
(z;;) dizisini olugturalim. Her k € N i¢in 2* € £, oldugundan herhangi m,n € N'ler

icin

m,n
> ekl <M
'7]'
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olacak gekilde bir M € R vardir. Bu esitsizlikte 6nce £ — oo daha sonra m,n — oo

i¢in limit alirsak
D lwlP <M
i,J
elde ederiz ki bu x € £, oldugunu gosterir. Ayrica (2.1.1)’den herhangi m,n € N
icin
1
P
<Z \xfj — x§j|p> <e
.3
yazabiliriz. Bu esitsizlikte [ — oo ve daha sonra m,n — oo igin limit alirsak

(2.1.2)’den

1
P
k
Z|wij_xij|p <€
,J
elde ederiz. Bu ise k£ > N olmak iizere;
— xij| <e¢

a3

k

yani, ¥ — x oldugunu gosterir. Su halde £, uzay1 tamdir. U

TEOREM 2.1.3. 1 < p < q < 0o olmak tzere, L, C L, kapsama gecerlidir.

IspaT. z € L, alalm. Bu durumda;
K={(i,j):i>NVj>N}
climlesi iizerinde
|| < v
esitsizligi gegerlidir. p < ¢ esitsizliginden her (i, j) € K igin,
|i|* <yl

elde ederiz. Buna gore,

o

D lwlt = D0 gl > gl
i,j=0 (i) EK (if)eK
< A+ Z |35
(1,))eK
< A+e¢
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oldugundan » 7 |i;|? < oo ve su halde x € £, dur. O
TEOREM 2.1.4. p > 1 olmak fizere L, C M, kapsama gecerlidur.

[sPAaT. Bunun igin, x ¢ M, ise z ¢ £, oldugunu gosterelim.
r = (Tpp) ¢ M, olsun. Bu durumda, sup,,, |Tm.] = oo olur. O halde,

| Tim(i)n(j)| > 2 olacak sekilde en az birisi kesin artan m(7) ve n(j) dizileri mevcuttur.
K = {(m,n) : m=m(i),n =n(j)}

olmak tizere

P D DR D
m,n

(m,;n)eK (m,n)¢K

> ) 24 ) [l

(mn)eK (mn)¢K
> o0

kalir. Bu durumda, x ¢ £, dir. Bu da istenendir. 0

2.2. £, Gift Dizi Uzaymin a—, §(v) — ve y—dualleri

TANIM 2.2.1. X bir ¢ift dizi uzay: olsun.

X = {y€Q|VxEX:Z|xklykl|<oo}

k,l
D G- {y EQVre X :v— Zxklykl mevcuttur. }
k,l
X7 = {y € QVx € X :sup Zxklykl < oo}
m,n ol

ciimlelerine, sirasiyla, X in a—, B(v) — ve y—dual uzaylar denir. X<, X?®) ve X7

ciimleleri,
X c XPW e X*c X7

kapsama bagintilarini saglarlar.
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TANIM 2.2.2. |2, sh. 342] Eger {(uw) € Q|F(xn) € X,Vk € Nt Juy| < |z} C

X oluyorsa, X uzayina solid denir.

TANIM 2.2.3. |17, sh. 36] X bir ¢ift dizi uzay1 olsun. Her z € X ve y €
{0, 1}NXN icin zy := (xryr) € X oluyorsa X ¢ift dizi uzayina monoton denir. Mono-
ton her X cift dizi uzay i¢in, v € {r,bp, p, c, be, e} olmak iizere X = XP®) esitligi

mevcuttur.

Her solid uzay monotondur fakat bunun tersi her zaman dogru degildir.
TEOREM 2.2.1. X solid ise X = X7 dur.

ISPAT. X, bir solid uzay olsun. Bu durumda; X = X7 oldugunu gostermek icin

X7 C X oldugunu gostermek yeterlidir.

Y= (yw) € X7 ve x = (w1;) € X olmak iizere, sup,, ,,

Zzl’n xklykl} < oo ’dur.
x = (vg) € X verilsin. k,l € N igin z = (zy) dizisini, zg = g.S9n(TrYr)

bigiminde tanimlayalim.

X solid ve |zg| < |xg| oldugundan z = (z;) € X olur. Bu da

m,n

Z\iﬂkzykz\ = ZyszUszgn(xkzykl)

k,1=0 k,1=0

m,n

Z ZElYkl

k,1=0

m,n

Z “klYkl

k,1=0

< sup

m,n

< 00

r € X keyfi oldugundan y € X olur. Yani, X solid ise, X = X7’ duir. O
TEOREM 2.2.2. p > 1 i¢in L, uzayr soliddir.

[SPAT. u = (u) € Q noktast ve z = (1y) € L, igin |uy| < |z esitsizligi

saglansi. Her k,[ € N i¢in

g < |@pl
22



oldugundan, p > 1 olmak ftizere
up[? < |zp]?

esitsizligi saglanir. k,[ € N tizerinden toplam alinirsa,

Z lug|? < Z |25 |”
k.l

k,l

esitsizligi elde edilir ki € £, oldugundan boylece
Z |ukl|p < 0
kol
yani, u = (uy) € £, bulundugu anlasilir. Dolayisiyla, £, uzay: soliddir. O
Simdi de £, ¢ift dizi uzaymm a—, f(v) — ve y— dualerini verelim.
TEOREM 2.2.3. p > 1 ve % + %1 =1 olmak iizere, L5") = L, dur.

IsPAT. p > 1 ve %4— % =1olsun. = (X)) € L, ve Y= (Ymn) € Ly

alalim. O zaman,

|xmn|q n |ymn|p
q p

| | < < @]+ [Ymnl”

esitsizligi her m,n € N i¢in saglanir. Burada m,n € N'ler {izerinden toplam alarak

m,n m,n m,n

< o0

elde ederiz. Bu ise bize, x € L} oldugunu verir. Burada £, uzaymimTeorem 2.2.2’den

dolay1 solid oldugu dikkate alindiginda
(2.2.1) L,CLycLy

kapsaminin gecerli oldugu goriiliir.

Diger taraftan, herhangi bir y = (yu,) € £2®) alahm. £2©) ¢ L,, oldugunu

gostermek igin Boos [2, p. 344, Theorem 7.1.11.c]" de tek diziler igin kullandig
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metodu uygulayalim. f, lineer fonksiyonelini ve y!™ cift dizisini agsagidaki gibi tanim-
layalim:
fn L, —s C
r=(z) +— folz) = ZZJ:() TriYkl

ve her n € N igin

Yoo Yo Yoz - Yon O
Yio Yyn Yz o Y 0
Yoo Y21 Y22 o Yan O
) — : : : .
Yno Yni Yn2 * Ynn O
0O 0 0 0 O
olsun. y" € £, oldugundan, her * = (z) € L, igin f, lineer fonksiyonelinin

stirekliliginden Holder esitsizligi yardimiyla

n

@) <3 Ll = [wafy)| < llelly [l
k.l

k,1=0

elde ederiz. Buradan her n € N i¢in

(2.2.2) fall < [|5]],

olur.

(2.2.2) esitsizliginin tersini ispat etmek icin (™ = {:U,(g)}kkN dizisini,

lyri]? .
xl(glz) _ e (Y #0, ve kI <n ise)
0o (diger hallerde)

seklinde tanimlayalim.

z™ € L, ve ¢ = (¢ — 1)p oldugundan,

n 1/p n 1/ a/p
=], = (Z |ykl|(q_1)p> = (Z |ykl|q> - (“yMHq) '

k,1=0 k,1=0
24



Ozel olarak H:c(") Hp # 0 ve her n € N igin

|fn (l,(n))‘ o ZZ,I:O |ykl|q o H [n]H
2~ Jaey 1 e

(2.2.3) 9™, < [1£all-
olur.

Boylece, her n € N i¢in (2.2.2) ve (2.2.3)" den

1£all = (5™,

elde ederiz.

Simdi de Banach-Steinhauss Teorem ve hipotezden (f,,) dizisinin noktasal

yakinsaklhigindan faydalanalim.
(Ly, || - llp) ve (C,|-|) Banach uzay1 oldugundan,
fy L, — C
= (z) — fy(@) =limpo fo(®) = 224 Traym

sureklidir ve

1,1l < sup || full = sup [[y")]] < oo
neN neN

olur. Boylece y € L, ve

n 1/q 1/q
||fy||Swpuy[”]ﬂfsup(Z'W'q) :<Zlykl'q) -
neN neN el el
oldugundan
(2.2.4) £ cr,

kapsamasini elde ederiz.

(2.2.1) ve (2.2.4) kapsamalarindan istenen sonug elde edilir.
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