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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum ” Null Koni Uzerindeki Egriler ve Yiizey-
lerin Geometrisi” basglikli bu ¢alismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykiri diisecek
bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazldigini ve yararlandigim biitiin kay-
naklarim, hem metin i¢inde hem de kaynakc¢ada yontemine uygun bigimde gosterilen-

lerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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Bu tez ti¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde sonraki boltimlerde kul-
lanabilecegimiz bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ikinci boliimde yiizey
ve bir yiizey lizerinde yatan egriler hakkinda temel bilgiler 1g1g1nda helisler ve slant
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This thesis is consist of three chapters. In the first chapter of this work, some
fundamental definitions and theorems which will be used in the later chapters are
given. In the second chapter, helices and slant helices handled with the aid of basic
notions about surfaces and curves in the surfaces. In the third chapter, firstly curves
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GIRIS

Oklid uzaymnda ve Riemann manifoldlar: iizerinde uzun siiredir caligilan egriler

ve yiizeylerin geometrisini, bir indefinite metrik olan

g(z.y) ==Y wyi+ > wy; (0.0.1)
=1

i=v+1
metrigi yardimiyla tanimlanan yari-Riemann manifoldlar tizerine aktarirken bazi
yeni durumlarla karsilagilmigtir. Egrinin spacelike veya timelike olmasi durumunda
Frenet catilar1 ve egrilikleri kolayca elde edilirken, null egri olmasi durumunda, egri
yay parametresi cinsinden ifade edilemediginden bazi problemlerle kargilagilmigtir.
Bu problemi 1969 yilinda W.B. Bonnor [14] 'Null Curves in Minkowski Space-time’
isimli caligmasinda egrinin ivme vektoriinii birim hizh yapan pseudo-yay parametresi
kavramini ve buna bagl olarak olugturulan Cartan catisini kullanarak Minkowski
Spacetime’da null egrilerin geometrisini incelemistir.

Genel olarak Oklid uzaymda bir egrinin
st={PeE": <pp>=r?}

ile tanimlana kiire yiizeyi tizerinde kalmasi (kiiresel bir egri olmasi) icin gerek ve
yeter kogullar [4] de verilmistir. 4-boyutlu Oklid uzay'da S? ile gosterilen birim
kiirenin Minkowski Spacetime R} de tek bir denkligi olmayip S ve H3 = H SUH?

gibi iki hiperquatratik ile tanimlidir. Bunlar
S} ={veRi:glvv)=1} wve Hj={veR]: glv)=-1} (0.0.2)

esitlikleri ile tanimli olup bunlardan S? in teget vektorleri timelike vektorler oldugun-
dan buna pseudo-Riemann kiire veya Lorentz kiiresi, H3’ a pseudo-Riemann hiper-
bolik uzay adi verilmistir.

R} de verilen bir egrinin pseudo-Riemann hiperbolik uzay H{ iizerinde kalmasi
i¢in gerekli sartlar [17] aragtirilmig ve timelike ve null egrilerin Hg iizerinde kala-
mayacagl gosterilmistir. 3-boyutlu Oklid uzay E® de, tegeti sabit bir dogrultu ile

sabit ac1 yapan egriler olarak tanimlanan genel helis egrileri ile ilgili bir ¢ok ¢aligma
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yapilmigtir. Son yillarda helis egrisinin taniminda teget yerine asli normal kul-
lanilarak yeni tip egriler tarif edildi. Ornegin, S.Izumiya and N.Takeuchi (8] uzayda
sabit bir dogrultu ile her noktasindaki asli normali arasindaki ag1 sabit olan egrilere
slant (yatik) helis adin verdiler ve bu yeni tanimlanan egriler i¢in bazi karakterizasy-
onlar ifade ettiler. M.Onder, H.Kocayigit ve M.Kazaz da E* ve E} uzaylarinda slant
helisler ile ilgili yeni bir kavram olan Bsy-slant helisler iizerinde ¢ahstilar [11, 28].
Bu galismada H.L. Liu'nun [5, 12, 15] de yapmis oldugu caligmalar temel

alimarak 4-boyutlu Minkowski Uzay1 R} de verilen bir egrinin veya yiizeyin
Q*={veRi:gvv)=0} (0.0.3)

esitligi ile tanmmlanan null (lightlike) koni tizerinde kalmasi igin gerekli ve yeterli

olan kosgullar arastirilmigtir.



1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde tezin diger boliimlerinde kullanacagimiz bazi geometrik ve cebirsel

kavramlarin tanimlari ve bu kavramlarla ilgili 6zellikler verilecektir.

1.1. Pseudo Riemannian Manifoldlar

Tanim 1.1.1 ( Simetrik Bilineer Form ). V' bir reel vektor uzay: olsun.
g:VxV =R

tanimlanan ¢ dontigimii, V a,b € R ve V u,v,w € V i¢in
i) g(u,v) = g(v,u) simetri Ozeligi,
ii) g(au + bv,w) = a g(u,w) + b g(v,w) l.yere gore lineer ve
g(u,av +bw) = a g(u,v) + b g(u,w) 2.yere gore lineer
ozelliklerine sahip ise g doniigiimiine V' uzay1 tizerinde simetrik bilineer form denir

1,2, 3]

Tanim 1.1.2. V reel vektor uzayi tizerinde tanimli bir simetrik bilineer form
g olsun. Bu durumda,

i) VoveV vewv#0icin g(v,v) > 0 ise g'ye pozitif tanimls,

i) VoeV vewv#D0igin g(v,v) <0 ise g'ye negatif tanvml,

iii) g(v,v) > 0 ve g(w,w) < 0 olacak sekilde v,w € V vektorleri mevcut ise

g'ye indefinit denir [3].

Tanim 1.1.3. V reel vektor uzayi iizerinde tanimli bir simetrik bilineer form
g olsun. 0 # & € V olmak {izere Vv € V i¢in g(&,v) = 0 ise g’ye V {izerinde dejenere
bilineer form, aksi halde g’ye nondejeneredir denir.

Bu tanima gore, g'nin nondejenere olmasi icin gerek ve yeter sart V v € V igin

g(u,v) =0 iken u = 0 olmasidir [1].

Tanim 1.1.4. V reel vektor uzay: tizerinde bir simetrik bilineer form ¢ olsun.
V'nin
RadV ={£ €V :g(v)=0, VveV}
seklinde tamimli alt uzayma, g'ye gore V' uzaymn radikal (veya null) uzay: denir.
RadV'nin boyutuna g'nin nulluk derecesi denir ve null V ile gosterilir.

Eger null V' > 0 ise g dejenere, null V = 0 ise g non-dejeneredir [1].
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Tamim 1.1.5 (Indeks). V reel vektor uzay: iizerinde taniml bir simetrik bili-

neer form ¢ olsun. Bir W C V' alt uzay1 i¢in g’'nin W {izerine kisitlanmisi
glw W xW =R

negatif tanimlh olacak sekilde en biiylik boyutlu W alt uzayimmin boyutuna g¢'nin

indeksi denir ve g ile gosterilir [2].

Teorem 1.1.1. V' reel vektor uzayr tuzerinde tanvmly bir simetrik bilineer form
g olsun. Bu durumda,
i) glog, ) =0, i #j
i) glag, o) =1, 1<i<n
ii) (o, o) = =1, 7+ 1<i<7y+gq
w) glai, i) =0, v+qg+1<i<y+q+p=n

olacak sekilde V' 'nin bir {aq, ..., a,} baze meveuttur [1].

Tanim 1.1.6. Bir V reel vektor uzay: iizerinde tanimli nondejenere simetrik
bilineer g formuna V' tizerinde bir skalar ¢arpim denir ve <, > sembolii ile gosterilir.

(V, g) ikilisine de skalar ¢arpim uzay (pseudo-Oklid uzay1) adi verilir [1].

Tamm 1.1.7. Bir V pseudo-Oklid uzay tizerinde tanimh g skalar ¢arpim icin,
i) g pozitif tamml ise g’ye Oklid metrigi, (V, g)’ve de Oklid uza,
ii) ¢g'nin indeksi ¢ = 1 ise g’ye Lorentz (Minkowski) metrigi, (V,g)'ye de
Lorentz (Minkowski) uzays,
iii) g dejenere ise V' vektor uzayna g’ye gore lightlike (dejenere) vektor uzayn

denir [1].

Tamm 1.1.8. V pseudo-Oklid uzay1 {izerinde tanimh bir ¢ skalar carpimu icin,
i) g(v,v) > 0 veya v = 0 ise v vektoriine spacelike vektor,
ii) v # 0 iken g(v,v) < 0 ise v’ye timelike vektor,
iii) v # 0 iken g(v,v) = 0 ise v’ye de lightlike (null veya isotropik) vektor
denir.
Bir V' Minkowski uzayinda alinan bir v € V' vektorii bu ¢ tipten birine sahip

olup bu ozellige v vektériintin causal karakteri denir [3, 23].

V pseudo-Oklid uzay iizerinde tanimli bir g skalar carpm icin; [[v]| = |g(v, v) |%
sayisina v vektoriiniin uzunlugu (boyu), uzunlugu bir birim olan (yani g(v,v) = +1)

vektore birim vektor denir. v, w € V vektoérleri igin g(v,w) = 0 ise bu iki vektor bir
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birine diktir (ortogonaldir). Buna gore 0 vektorii tiim vektorlere ortogonaldir. Eger
g bir indefinit bilineer form ise herhangi bir null vektor kendisine ortogonaldir [16].
Bir V' uzayindaki lineer bagimsiz vektorlerin sayisina V'nin boyutu adi verilir. Bu
vektorlerin kiimesi V' igin bir baz olusturur. Sonlu boyutlu her vektor uzayi igin bir

baz mevcuttur ve bu baz ortonormal hale getirilebilir [2, 3].

Tanim 1.1.9. V bir reel vektor uzayr ve W C V' de bir alt uzay olsun. V'
izerinde taniml bir simetrik bilineer g formunun W alt uzay1 tizerine kisitlanmigt

gl,, bir dejenere bilineer form ise W alt uzayma lightlike (dejenere) alt uzay denir.

Genel olarak bir alt uzay W C V'nin tamamlayicis1 (ortognal complemant)
Wt ={veV|glw) =0, Vwe W}
olmak iizere, Oklid uzayinda
Wnw+=1{0}
Lorentz (Minkowski) uzayimda ise,
Wnwt #£{0}

dir [1].

Tamim 1.1.10 (Pseudo-Oklid uzay). R reel sayilar cismi iizerinde tanimh n—
boyutlu standart vektor uzayr R"’'de, 0 < ¢ < n bir tamsay1 olmak iizere Va,y € R"
icin,

- n—q n
Glr,y) =<zy>=> xgi— >
=1 j=n—q+1
esitligi ile tanimlanan metrik tensor (pseudo-Riemannian Metrik) g6z 6niine alinarak

elde edilen uzaya ¢ indeksli, n-boyutlu pseudo-Oklid uzay denir ve Ey ile gosterilir.

E} uzay1, q indeksli n-boyutlu bir flat pseudo-Riemannian manifoldtur 2, 5].



1.2. Hiperyiizeyler

M C Ej bir alt manifold olsun. Eger E;' nun pseudo-Riemannian metrigi G,
M {izerinde bir pseudo-Riemannian G metrigine (sirasiyla bir Riemannian metrige,
bir dejenere kuadratik forma) indirgenirse, M manifolduna £ nun timelike (sirasiyla
spacelike, dejenere) alt manifoldu denir. M manifoldunun boyutunun n — 1 olmasi
durumunda M ye hiperyizey adi verilir.

C, Ey" uzaymda secilmis bir nokta ve r > 0 bir sabit say1 olmak tizere,
SHC,r)={z € B} : Gz —c,x —c) =r?}
kiimesine pseudo-Riemannian kire,

HC) = (o € B - Glo— o — ) = —?)

q+1

kiimesine pseudo-Riemannian hiperbolik uzay ve
QuC)={z e B : Gz —c,x—c) =0}

kiimesine de pseudo-Riemannian lightlike koni (kuadrik koni veya null koni) adi
verilir. Biz bu calismamizda bu kiime ic¢in null koni ifadesini kullanacagiz.
n .o . .o . n+1 . . (VRS RV 72
Sy(C,r) kiimesi ¢ > 1 igin £ uzayinda sabit kesit egriligi = olan, ¢
indeksli n boyutlu bir tam pseudo-Riemannian hiperyiizey,

2 olan, q

HMC,r) kiimesi ¢ > 1 i¢in E}f] uzaymda sabit kesit egriligi r—
indeksli n boyutlu bir tam pseudo-Riemannian hiperyiizey ve

Qy(C) kiimesi de Eg“ uzayinda bir dejenere hiperyiizeydir.

B, Sp(C,r) ve H]'(C,r) uzaylari birer pseudo-Riemannian uzay formlari, yani
birer sabit egrilikli, tam ve irtibath pseudo-Riemannian manifoldlardir [5].

C noktasma bu hiperyitizeylerin merkezi denir. C' = O orijin noktasi ve ¢ = 1
oldugunda elde edilen Q7 (O) hiperyiizeye null koni denir ve kisaca Q™ ile gosterilir.

B2 uzayidaki bir {e;, ..., e, €41, €nra} cat1 alani igin;

<epep>=0;4, 1,7=1, ...,n

< e, epr1 >=< €, €ep10 >=0

< lpi1ylpi1 >=<€pio, 640 >=0 ve < eppq,€p10>=1
ise bu cat1 alanina asimtotik ortonormal caty alana,

< €pt1,6pt1 >= — < €p42,Ep42 >= 1 ve < €n+1, Enya >= 0

ise pseudo ortonormal ¢atr alant denir.



1.3. Hiperyiizey Uzerinde Egriler

vl — QP C BT t—a2t) e, telICR

d -
egrisinin bir regiiler egri oldugunu, yani V¢ € [ igin z'(t) = d—f(t) #+ 0 ve
x(t) }f 2/(t) oldugunu kabul edelim.
n+2 .. (n) d"x .
Tanim 1.3.1. E"° de Vt € [ igin 2'"(t) = d—(t) olmak {izere;
xn
x(t), o'(t), 2"(t), ..., 2™ (t), 2V (t) vektorleri lineer bagimsiz ve

x(t), 2'(t), 2"(t), ..., 2™ (), 2V (t), 22 (¢) lineer bagimh ise x(t) egrisine

Frenet egrisi denir.

Vitelign z(t) € Q" olup < z(t),z(t) >= 0 ve < z(t),dz(t) >= 0

oldugundan dx(t) bir spacelike vektor olup z(t) egrisinin yay uzunlugu s;
ds®> =< dx(t), dx(t) >

seklinde tanimlanir.

Eger z(t) egrisinin s yay uzunlugunu parametre olarak alr ve z(s) = z(¢(s))
olarak gosterirsek; z/(s) = d—i(s), x(s) egrisinin bir spacelike birim tanjant vektor
alan1 olur.

Simdi
<z(s),y(s) >=1, <2(s),y(s) >=<y(s),y(s) >=0
sartlarii saglayan bir y(s) vektor alanim ve x(s) egrisinin
VTt = Spang{x,y, o'}t
spacelike normal uzayini goz oniine alalim. Buna gore
Spang{x,y, o', V" 1} = B2

olacaktir.



Boylece V! alt uzaymdan < oy, «j >= 05, 4,7 = 1,2, ... ,n olacak sekilde

asagidaki sartlar saglayan as(s), as(s), ..., a,(s) vektor alanlar: segilebilir.

0l(s) = Kl)2(5) ~ 7 (5)ai1(5) + () s) .
p_1(8) = Kn-1(8)2(s) = Tua(s)na(s) + T-1(s)an(s)
al (s) = knp(s)z(s) — Tuo1(8)an_1(8)
y'(s) = = 2 rils)euls),
Bu denklemlere Frenet denklemleri denir. Burada k1(s), ... , kn(s), 71(S), ... s Tn_1(8)

fonksiyonlar1 z(s) egrisinin koni egrilik fonksiyonlaridir.

{l‘(S), y(S), al(s)a aQ(S)a 7an(8)}

vektor kitmesi B2 uzay1 icin (s) C Q"' egrisi boyunca bir asimtotik ortonormal

catidir [5, 30].



2. YUZEYLER VE YUZEYSEL EGRILER

2.1. Yizeysel Egriler

Bu boliimde yiizey ve bir yiizey tlizerinde yatan egrilerin geometrisi ile ilgili
temel kavramlar ele alincakatir. 3- boyutlu Oklid uzay E® iin noktalar
R} ={(z,y,2) : ,y,2 € R} kiimesinin elemanlaridir. R de degisken bir P(z,y, 2)
noktasinin koordinatlari arasinda F'(z,y,z) := 0 bi¢iminde bir bagint1 varsa, bu
noktanin geometrik yeri genellikle bir yiizey dir ve bu ytizey S ile gosterilir.

Buna gore E? de bir S yiizeyi
S={P(x,y,2) € E*: F(x,y,2) =0} (2.1.1)
kiimesidir. Ornegin E? de
F(r,y,2) =2 +y*—2>=0

esitligini saglayan P(x,y, z) noktalarinin kiimesi, tepe noktasi orijin noktasi ve ek-

seni z ekseni olan dik dairesel koni ylizeyini gosterir.




Diger bir ifadeyle bir yiizey, I, .J C R birer acik aralik olmak tizere I x J C R?
bolgesinin
¢:IxJ— B3
(t.5) — 9(t,5) = (61(t, 5), Ga(t. ), Ga(t. 5))

esitligi ile tanimlanan siirekli bir ¢ fonksiyonu altindaki goriintii kiimesidir. (2.1.2)

(2.1.2)

esitligine S ylizeyinin parametrik ifadesi denir.
Tepe noktasi orijin noktasi ve ekseni z ekseni olan bir dik dairesel koni yiizeyini
z = ma dogrusunun z ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olugan donel ytizey olarak

ele alirsak, bu ylizeyin parametrik ifadesi I C R ve J = [0, 27) olmak {izere

61 x.J— B
(2.1.3)
(s,t) — ¢(s,t) = (scost, ssint, ms)

dir.

(2.1.2) egitliginde verilen s ve t parametreleri arasinda s = f(t) (Veyat = g(s))
bi¢iminde bir fonksiyon tanimli ise bu fonksiyon yiizey iizerinde bir egri tanimlar.
Boylece elde edilen

a: ] — E3
(2.1.4)
t — a(t) = (ar(t), aa(t), as(t))
egrisine yuzeysel egri denir. Burada ¢t € [ ya egrinin parametresi, I araligina egrinin
parametre araligi ve o; - I — R, t — «;(t) fonksiyonellerine de egrinin koordinat
fonksiyonlar: denir [6].

alinarak elde edilen d—(:(t) vektoriine egrinin a(t) noktasindaki hiz vektdri denir ve
o/(t) ile gosterilir. Her ¢ € [ igin ||o/(¢)|| # 0 ise « egrisine regiiler egri denir. Her
t € [ icin ||o/(t)|| = 1 ise t parametresine « egrisinin yay parametresi adi verilir
ve yay parametresi genellikle s ile gosterilir [29]. I = (a, b) olmak {izere I {izerinde
tanimlanan bir a C E? egrisi i¢in a(a) ve a(b) noktalar arasindaki uzunluga kargilik
gelen fab &/ (t)]|dt, t € I reel sayisina « egrisinin yay uzunlugu denir. Regiiler her
egri yay parametresi cinsinden ifade edilebilir [7].

Eger uzayda verilen bir «v egrisi icin «;, i = 1,2, 3 koordinat fonksiyonlar1 C*—
simfindan diferansiyellenebilir ise « egrisi de C*— smifindan diferansiyellenebilir
denir. Yk € N icin o, C*— simfindan ise a egrisi C*— smifindandir denir.

Biz bu galisma boyunca aksi belirtilmedikce secilen egrileri C'*— siifindan

birer egri olarak alacagiz.
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2.2. Egilim Cizgileri := Helisler

Iki dogru arasindaki a¢1 tanimma benzer sekilde iki egri arasmdaki agidan da
bahsedebiliriz. Bunun i¢in
a:] — B3 B:J— E3
t — aft) s — B(s)

herhangi iki regiiler egri olmak iizere,

a(t)

bu iki egri arasinda tammlanan bir ¢ : «a(l) — [(J) fonksiyonu bire bir ve
orten ise ¢ fonksiyonuna bu iki egri arasinda bir esleme denir. ¢ fonksiyonunun
stirekli olmasi durumunda bu iki egri bir ylzeye ait iki egridir. «a(t) € (/) igin
e(a(t)) = B(s) ise a(t) ve B(s) noktalarma karsik gelen noktalar veya ¢ ile

eslenen noktalar denir.

Tamim 2.2.1. ( Iki Egri Arasindaki Ac1): E® de a ve 3 gibi iki regiiler egri
verildiginde bu egrilerin eslenen noktalarindaki tegetler arasindaki a¢i bu iki egri

arasindaki agi olarak tanimlanir.

t € I degistikge a(t) noktast buna bagh olarak ta [(s) noktasi ve bu nokta-
lardaki tegetler degistiginden iki egri arasindaki aci ilk egrinin parametresinin bir
fonksiyonudur 6 = 0(t) dir.

Tanim 2.2.2. ( Egilim Cizgisi): E® de verilen bir «v egrisinin sabit bir dogrultu
ile her noktada yaptig1 aci sabit ise bu egriye egilim ¢izgisi bu sabit dogrultuya da
egilim ekseni denir.

Ornek 2.2.1. Dik dairesel silindir yuzeyi lizerine ¢izilen helis egrisi egilim ek-
seni silindirin ekseni olan bir egilim ¢izgisidir [6].

Ornek 2.2.2. : Tepe noktasi T (0,0, b) noktasi ve dayanak egrisi Ozy diizleminde

orijin merkezli, r yarigcapli cember egrisi olan dik dairesel koni ylizeyinin parametrik

denklemi P(z,y, z) yiizey lizerinde herhangi bir nokta olmak iizere,
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P

OP = ON+ NP =ON +ANT
= (rcost,rsint,0) + A(—rcost, —rsint,b)
= ((1 — A)rcost, (1 — N)rsint, )\Z)), 1-A=s

alinirsa
o(t,s) = (sr cost, srsint, (1 — s)b) (2.2.1)

olarak elde edilir.
(2.2.1) esitliginde s = f(¢) alnirsa koni yiizeyi iizerinde

Mo:(ﬂom%uﬂommua—f@w) (2.2.2)

esiligi ile bir egri tanimlanmig olur. Bu egrinin egilim ekseni konin ekseni olan bir

egilim ¢izgisi oldugunu kabul edelim. Bu durumda

o (t) = (f’(t)r cost — f(t)rsint, f'(t)rsint + f(t)r cost, —bf’(t))

ve ||/ ()] = \/(r2 +b2) f2(t) + r2f2(t) olup V¢t € I i¢in I r # 0Ab # 0 oldugundan
[|a/(t)|| # 0 olup « egrisi bir regiiler egridir.
Koninin ekseni (z ekseni) nin dogrultu vektorii e3 = (0,0, 1) olup bu iki vektor

arasindaki aci @ : sabit olmak iizere,

<o es >=/(r2 +02) f2(t) + r2f2(t) cos§ = —bf'(t)

esitliginde her iki tarafin karesi alinir ve gerekli iglemler yapilirsa

12(t) r? cos® 5

f2() T 2sin?l — r2cos20 c” 1 sabit
elde edilir. Buradan
f/2(t) R f/(t) B
2o - T g T ]



her iki tarafin belirsiz integrali alinarak
Inf(t) =ct+k < f(t) =™

elde edilir, burada k integral sabitidir. Basglangi¢ noktasi (r,0,0) < k& = 0 olmalidur.

Buna gore « egrisinin denklemi,
a(t) = (e“'r’ cost, e“rsint, (1 — e“)b)

olarak elde edilir.

Boylece asagidaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 2.2.1. Tepe noktasi T(0,0,b) noktase olan r yarigapl dik dairesel koni
yuzeyr uzerine ¢izilen bir egri, egilim ekseni koninin ekseni olan bir egilim ¢izgisi
1se, bu egri

at) = (edr cost,ersint, (1 — GCt)b> (2.2.3)

egitligi ile tanimlanan helis egrisidir [6].

Tanim 2.2.3. Tepe noktasi verilen bir dik dairesel koni taniminda r = b =1

alinarak elde edilen koniye birim koni denir.
Buna gore asagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug 2.2.1. Birim koni tuzerine ¢izilen helis egrisinin parametrik denklems,
at) = (GCt cost,e“sint, 1 — GCt) (2.2.4)
esitlige ile verilir.

Egriler giinliik hayatta sik sik karsimiza cikan geometrik nesnelerdir. Ornegin
kalp grafisi ¢ektirdigimizde egrimizin nasil davrandigi bizim i¢in énemlidir. Ekono-
mide verilerin degerlendirilmesinde, derslerimizde ogrencilerimizin notlarini siralarken
(can egrisi) egrileri sik sik kullaniriz. Fizikte bir parcacigin hareketini de yine
egrilerle veririz. Goriildiigi gibi, egriler giinliik hayatimizin vazgecilmez bir parcasidir.
Egriler icerisinde helis ad1 verilen egriler, giinliik hayatta kargimiza ¢ok sik cikmaktadir.
Ornegin, bir fasiilyenin cubuga sarilirken izledigi yol, DNA nin yapisinda molekiillerin
dizilisi helis egrisi seklindedir. Bir vidanin ilerleyisinde yoriingesi yine bir helis
egrisidir [10].

3-boyutlu Oklid uzay E*’de tedeti sabit bir dogrultu ile sabit a¢i yapan egriler

olarak tammlanan genel helis egrileri ile ilgili bir ¢ok calisma yapilmistir. Ik defa
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1802 de M. A.Lancret tarafindan ifade edilen ve 1845 de B. de Saint Venant tarafindan

ispatlanan klasik bir sonug agagida verilmigtir [21].

Sonug 2.2.2. Bir egrinin helis olmast i¢in gerek ve yeter sart egri boyunca k/T
oraminan sabit olmasidir, burada k ve T siraswyla egrinin 1. ve 2.egrilik fonksiyon-

laridar.
2.3. Slant Helisler

Son yillarda helis egrisinin taniminda teget yerine asli normal kullanilarak yeni
tip egriler tarif edildi. Ornegin, S.Izumiya ve N.Takeuchi (2004) uzayda sabit bir
dogrultu ile her noktasindaki asli normali arasindaki ac¢i sabit olan egrilere slant
(yatik) helis adini verdiler ve bu yeni tanimlanan egriler i¢in bir karakterizasyon

olarak agagidaki sonucu ifade ettiler.

Sonug 2.3.1. Birim hizly bir « egrisi igin 1.egrlik fonksiyonu k(s) # 0 olsun.

Bu durumda o egrisinin bir slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

K2 K

o) = (e )

esitligi ile tanamlanan o fonksiyonunun bir sabit fonksiyon olmasidur [8].

L.kula ve Y.Yayl (2005) bir slant helisin teget ve binormal vektor alanlarinin
kiiresel gostergelerini arastirdilar ve bu kiiresel gostergelerin kiiresel helisler oldugunu
gosterdiler [25]. A. Magden (1993) 4-boyutlu Oklid uzay E* de helislerin bir integral

karakterizasyonunu elde etti. Bu sonu¢ asagida verilmistir.

Sonug 2.3.2. Birim hazl bir o C E* egrisinin sifir olmayan egrilik fonksiyon-
lary k1 = k1(8), ko = ko(s) ve ks = k3(s) olmak tizere, a(s) egrisinin bir genel helis

veya dairesel helis olmasi i¢cin gerek ve yeter sart

(%)2 + [%%(%)r = tan’ § = sabit

olmasidur [9].

H.Kocayigit ve M.Onder (2007) 4-boyutlu Minkowski uzay1 E} de benzer bir

karakterizasyonu asagidaki sekilde ifade ettiler.
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Sonug 2.3.3. a C E{ Spacelike egrisinin sifir olmayan egrilik fonksiyonlar
k1 = k1(s), ko = ka(s), ks = k3(s) ve e; = F1 olmak tizere, a(s) spacelike egrisinin
4-boyutlu Minkowski uzayn EY de bir spacelike helis olmas icin gerek ve yeter sart

]{Zl 2 1 d ]{Zl }2 .
— ) —e1|——(—)| = sabit
(k}g) c |:k’3d$(k32) sat
olmasidur [10].

Aym yazarlar (2008) E* de slant helis kavraminin bir yeni gesiti olan By— slant

helis kavramini tanimlayarak bu tiir egrileri agagidaki sekilde karakterize etmiglerdir.

Tanim 2.3.1. Birim hizh bir o C IR — E* egrisinin sifir olmayan egrilik
fonksiyonlar1 k1 = ki(s), ke = kao(s), ks = ks(s) ve Frenet Catis1 {T, N, By, By}
olmak fizere; egri boyunca Ikinei Binormal birim vektor, belirli dogrultudaki bir U
birim vektorii ile < By, U >= cos § = sabit olacak sekilde sabit bir ag1 olugturuyorsa

bu egriye Bo— slant helis ad1 verilir.

Sonug 2.3.4. Birim hizl bir o C E* egrisinin sifir olmayan egrilik fonksiy-
onlary k1 = ki(s), ko = ka(s), ks = ks(s) ve Ikinci Binormal birim vektor ile sabit
U birim vektori arasindaki sabit agi 03 olmak tizere, a(s) egrisinin E* de bir By—
slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

kg 2 1 d ]{Z3 i|2 2 .
— ——(—=)| =tan 03 = sabit
(k’Q) + [klds(kfg) s savt

olmasidar [11].
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3. NULL KONI UZERINDEKI EGRILER ve YUZEYLER

Bu boliimde 3-boyutlu Minkowski uzay1 E% de yatan 2-boyutlu null koni
Q*={veR]:gvv) =0} (3.0.1)
tizerindeki egriler ile 4-boyutlu Minkowski uzay1 £} de yatan 3-boyutlu null koni
Q*={veR;:gvv)=0} (3.0.2)

tizerindeki egriler ve yiizeyler ele almacaktir. Bu kavramlar ilk olarak H.Liu (2004)
tarafindan ele alinip incelenmistir. Bu calismada da burada kullanilan kavram ve

notasyonlara baglh kalinacaktir.
3.1. Null Koni (? Uzerindeki Egriler

Bu béliimde 3 boyutlu Minkowski uzay1r E? de tanimh 2-boyutlu null koni @?
tizerinde yatan egrileri ele alacagiz. x: 1 — Q?, s yay parametresiyle verilen bir

spacelike egri olsun. Bu durumda Vs € [ i¢in < z(s),z(s) >= 0 dir. Buna gore

v =x(s) = (11,09,23) & 27 +15 —13=0 (3.1.1)

vazilabilir. Bu esitlikten, 27 — 22 = —a3 olup esitligin sol tarafi iki kare fark

oldugundan bu ifade ¢arpanlarina ayrilarak her iki taraf z5(z; — x3)’e boltiniirse

T+ 23 ) 1+ X3 T2
= — veya — =
i) Tr1 — I3 i) 1 — I3

elde edilir. Genelligi bozmaksizin verilen z : I — Q? egrisi icin

r=x(s) = (21, 19, 3) Ve

T+ T3 2
= — = =2 3.1.2
B ve = 2p(6) (3.12)
alinirsa (3.1.2) esitliginden
T+ x5 =2
1+ =2pf (3.1.3)

xy — a3 =—2pf!
esitlikleri elde edilir. Bu iki esitligin taraf tarafa toplanip ve c¢ikarilmasiyla
x1=p(f = f7)
To = 2p (3.1.4)
x3=p(f+f7)



elde edilir. Buna gore x: I — Q? egrisi

v=a(s) = (v1,29,23) = p(f = [, 2, f+[7) (3.1.5)

esitligi ile tanimlanabilir. Burada p ve f fonksiyonlari arasindaki baginti, verilen

egrinin s yay parametresi ile verilen bir spacelike egri olmasi, yani
. dr d*x
T=0s=—, T ==Ts5=—7, ...

ds ds?

olmak iizere < @,4 >= 1 esitliginden 4p>f2f~2 = 1 elde edilir. Dolaysiyla p ve f

fonksiyonlar1 arasindaki baginti,

()

2f:(s)

olarak bulunur. p nun bu degeri (3.1.5) esitliginde yerine yazihrsa x : I — Q?

p(s)

(3.1.6)

egrisinin f(s) fonksiyonu cinsinden ifadesi elde edilir.

Boylece asagidaki Teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.1.1. x : I — Q% s yay parametresiyle verilen bir spacelike
d,

egri olsun. Bu durumda f(s) sabit olmayan bir fonksiyon ve f; = Ts olmak tzere
s

x = x(s) = (x1, 19, x3) €grisi

1.
w(s) = ST = 1 2f, [P+ 1) (3.1.7)
esitligi ile verilir [12].

Bu teoremde verilen f(s) fonksiyonuna Q* C FE3} null koni iizerinde s yay
parametresiyle verilen x: I — Q? egrisinin yap2 fonksiyonu adi verilir.
(3.1.7) esitliginde s’ye gore tiirev alinarak,
26 = 2w, = — [T [P = 120 P D) +2(0, 1)
28 = 2w = (217715 — [T ess) (2 = 1, 2, 24 1)
=2f7 M fes(f, 1, f) +2£4(1,0,1)
elde edilir. Buradan

< E,3 >= —3f 2 f2 + 2 s (3.1.8)

olmak tizere null koni Q* C F} iizerinde tammh yeni bir vektor alani y(s)

y(s) = —i(s) — % < Z(s), Z(s) > x(s) (3.1.9)
esitligi ile tanimlanirsa (3.1.9) dan
Y(s) = =302 P+ S 1, ) = 11,01 (31.10)
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elde edilir. Buradan
<y y>=<y,t>=0 ve <xz,y>=1 (3.1.11)
oldugu gortilebilir.

Tanim 3.1.1. z:1 — Q* C E}, s yay parametresiyle verilen bir spacelike
egri olsun. Bu durumda (3.1.9) esitligi ile tanimlana y(s) fonksiyonu da Q? iizerinde

bir egridir. Bu egriye z(s) egrisinin dual egrisi (associated curve) adi verilir.

i(s) = a(s) olmak tizere {x(s), a(s),y(s)} kiimesinin z(s) egrisi boyunca bir

asimptotik ortonormal gati alan oldugunu ve (1.3.1) esitliklerinden

a(s) = k(s)x(s) —y(s) (3.1.12)
oldugunu biliyoruz [19].

x(s) egrisinin x(s) koni egrilik fonksiyonu i¢in (3.1.9) ve (3.1.10) esitliklerinden
1 3
’%(S) = _5 < l‘(S),ZL‘(S) >= 5]272 523 - fglfsss

1
= §fs_2 33+f;2 SQS_fs_lfSSS

olup buradan
(5) = 5 1(10g).” ~ [ogfo)]. (3113

esitligi elde edilir.
Tamim 3.1.2. Bir y(z) fonksiyonu i¢in

y' = f(z) + g(x)y + h(z)y®

Il
o

denklemine Riccati Denklemi denir. Burada h(z) = 0 oldugunda lineer, f(x)

oldugunda ise Bernoulli denklemi elde edilir.

r: I — Q2% s yay parametresiyle verilen bir spacelike x(s) egrisinin r(s)

koni egrilik fonksiyonu igin verilen (3.1.13) esitligide (logfs)s = £(s) alnirsa,

&(s) = %SQ(S) — Kk($) (3.1.14)

bir Riccati denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oztimi olan

n(s) = exp( — / %é(s)dzs) (3.1.15)
18



degeri (3.1.14) esitliginde yerine yazilirsa

n"(s) — %/@(s)n(s) =0 (3.1.16)

n(s) fonksiyonu i¢in ikinci dereceden bir lineer denklem elde edilir.

Eger £(s) < 0 ise bu denklemin ¢éziimii

n(s) = arexp f/\/— st ) (3.1.17)

sin 0

/!
0 = 1/—g+;—ﬁsin9(:os€ (3.1.18)

esitligini saglayan bir acidir.

olup burada a; sabit ve 6,

k(s) > 0 olmasi durumunnda ise (3.1.16) denkleminin ¢6ztimii

n(s) = arexp f/\/— Z:Eg ) (3.1.19)

olup burada 6,
, kK
0 = 5t o sinh 6 cosh 0 (3.1.20)
K

esitligini saglayan bir agidir [12].

(3.1.14) denkleminin baz1 6zel ¢oziimleri igin elde edilen null koni Q* C E3

iizerindeki 0zel egriler bir sonu¢ olarak agagidaki teoremle verilir.

Teorem 3.1.2. z : I — Q% C E}, s yay parametresiyle verilen ve yapi
fonksiyonu f(s) olan bir spacelike egri olsun. Eger x egrisi dizlemsel bir egri ise,

bu durumda f(s) yapr fonksiyonu

[(logfs)s]? — [(logfs)s|s = 2k(s) = c := sabit (3.1.21)

esitligini saglayan bir fonksiyon ve x bir quadric egri olup,

c = —a* < 0 oldugunda x egrisi bir elips, f(s) = = tan 5
a

¢ =0 oldugunda x egrisi bir parabol, f(s) = L
s

2
c=a*> 0 oldugunda x egrisi bir hiperbol olup f(s) = = tanh % dir [12].
a
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Uyar: 3.1.1. Calismanin bundan sonraki boliimlerinde s, bir sabit olmak tizere
s — s+ s, parametre doniigiimii kullanilarak verilen integral ¢oziimlerinde integ-
rasyon sabiti gézardi edilecektir. (3.1.14) ve egrilerin temel teoreminden bilinmek-
tedirki bir egri, bir birine denk olan (congrent) iki fonksiyon f(s) ve f(s) + f, ile

tanimlanmaktadir, burada f, bir sabittir.
Bu uyar:1 ve Teorem 3.1.2 den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.1. z: 1 — Q? C E}, s yay parametresiyle verilen bir spacelike
egri olsun. Bu durumda,

1. Eger x egrist bir elips ise,

2 1 1 2 1
x(s) = (? sin? % ~ 3 cos? %, . sin as, pes sin? % + 5 cos? %) (3.1.22)
2. Eger x egrisi bir parabol ise,
a s° a s
= (55— =5 5+5) 1.23
#(s) (2 2 U2t 2a> (3.1.23)
3. Eger x egrisi bir hiperbol ise,
2 1 1 2 1
x(s) = (? sinh? % — 5 cosh? %, - sinh as, o] sinh? % + 3 cosh? %) (3.1.24)

yazilabilir.

Teorem 3.1.3. z : [ — Q? C E?, s yay parametresiyle verilen ve yapr
fonksiyonu f(s) olan bir spacelike egri olsun. FEger x egrisi dizlemsel olmayan bir

helis egrisi ise, bu durumda f(s) yapr fonksiyonu
[(logfs)s]? — [(logfs)s)s = 2k(s) = a(s + b) 2 (3.1.25)
egitligini saglar ve (uygun bir parametre dénisimiyle) asagidaki durumlardan biri-
sine uygun olarak yazilabilir.
Ldurum c¢#0, Flvea=c*—1 i¢in f(s) =s° wveya f[(s)=s"¢,

l
2.durum ¢ # 0 vea = —1 i¢in f(s) = lo; S veya f(s) = %,
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3.durum c# 0 vea+1=—c* i¢in

2 2
f(s) = - tan (glog s) wveya f(s)= - tan—! (glog s).
ISPAT 3.1.1. Bu teoremin ispate Huili Lui ve Qingzian Meng tarafindan [12, 27|
de ¢ farkh metotla verilmaistir.

3.2. Null Koni (Q? iizerindeki Egriler

Bu béliimde 4 boyutlu Minkowski uzay1r Ef de tanimlh 3-boyutlu null koni @3
tizerinde yatan egrileri ele alacagiz. z : 1 — Q3, s yay parametresiyle verilen bir

spacelike egri olsun. Buna gore
2, .2, .2 2
r=ux(s) = (x1, 09, 23,24) & ] +ax5+2x5—2;=0

yazilabilir. Bu esitlikten,

oy — (i72)” = — (a5 — 2})

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi iki kare farki oldugundan

T+ i.TQ T3 — T4 T+ i.TQ T3+ X4
= — . veya = — -
T3+ X4 €r1 — 129 XT3 — X4 T1 — 129

elde edilir. Genelligi bozmaksizin verilen z : I — Q3 egrisi icin

r=x(s) = (21, 9, T3, T4) Ve

T1 + 179 T3 — T4 .
= — = 3.2.1
AT BT ) gl 3:21)
ve x3+ x4 = 2p(s) alimirsa,
$1+i$2:_$3+$4:_ 1 (3.2.2)
T3 — Ty T — 1T f(s) —ig(s) o

olup (3.2.1) ve (3.2.2) den;

x1 +izy = 2p(f +ig)
xy — iy = 2p(f — ig)
T3+ x4 =2p

—x3 + x4 = 2p(f* + ¢°)

(3.2.3)
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bulunur. Buradan;
.

T =2pf
Ty =2
2= (3.2.4)
vy =p(1 = f* = g%
[ za=p(L+ f*+9°)
yazilabilir.
Buna gore x: I — Q3 egrisi
r=a(s) = (w1, 29,13, 24) = p(2f, 29,1 — f* — ¢*, 14+ f* + ¢*) (3.2.5)

esitligi ile tanimlanabilir. (3.2.5) den s ye gore tiirev alinirsa,

Ts = ps(Qfa 29a 1- f2 _92a 1 + f2 +92) + 2p(fs>gsa _ffs - ggsaffs +ggs) (326)

elde edilir.
x: I — Q3 egrisi s yay parametresi ile verilen bir spacelike egri oldugundan

< &,& >=1 egitliginden yukaridaki p ve f fonksiyonlar1 arasindaki baginti,
192 (f2 + g2) = 1 (3:2.7)

olarak bulunur.

Boylece asagidaki Teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.2.1. z:1 — Q3, s yay parametresi ile verilen bir spacelike egri
df dg

olsun. Bu durumda f(s) ve g(s) sabit olmayan fonksiyonlar, f; = — ve gs =

ds ds

icin  4p*(s)[f2(s) + g2(s)] = 1 olmak tizere x = x(s) = (1, Tq, T3, 24) €grisi
$:$(S):p(2f, 2971_f2_9271+f2+92) (328)
egitligi ile verilir [12].

Bu teoremde verilen f(s) ve g(s) fonksiyonlarima Q3 C E} null koni {izerinde
s yay parametresiyle verilen x(s) egrisinin yapt fonksiyonlar adi verilir.

(3.2.7) egitlignden

1
) = R v i) e
veya
2fi(s) = /)(S>j sin 6(s) (3.2.10)
295(s) = p(s) " cosb(s)
yazilabilir.
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y(s) = —i(s) — % < i(s),i(s) > a(s) (3.2.11)
olmak tizere;

<y, y>=<uz,r>=<y,r>=0 <z,y>=1 (3.2.12)
oldugu goriiliir. Ayni zamanda (3.2.10) den

2fs = —p 2pssinb + p~ 10, cosh
J pr P (3.2.13)

2055 = —p 2pscost — p~ 10, sin b

ve

2fsss = (2 Bpt—p? ss —16? sin 0 + 71955—2 -2 505 cos 6
foss = 2p7"p5 = p~"pss — p05) (p P~ ps0s) (3.2.14)

29sss = (2p7°p — p2pss — p102) cos O — (p~ 055 — 2p~p,0;) sin

bulunur. (3.2.6) den

= pss(2f,29,1 = 2= ¢*, 1+ 2+ ¢*) + 4ps(fs, 95, — [ fs — 995, [ [s + 995)

+2p<f357g357 _f52 - ffss - 93 - ggssa f52 + ffss + g? + ggss>
(3.2.15)

ve

T = pys(2f,29,1 — fP=g* 1+ f? ‘|“92) + 6pss(fs: 95, — [ fs — 995, [ fs + 995)
+6p8(fssagssa _f52 - ffss - g? - ggssafsz + ffss +g§ +gg$8)

+2p<fsssa Gsss» _3fsfss - ffsss - 393933 — 9Ysss 3fsfss + ffsss + 3gsgss + ggsss)
(3.2.16)

yazilir.

(3.2.17)

olmak iizere (3.2.10), (3.2.13) ve (3.2.14) kullanilarak;

<EE> = 16p2(f2 + g2) + 40 (f2 + 92,) — 8ppss(f2 + 92) + 16pps(fs fss + GsGss)

= p PP+ 07— 2p s
(3.2.18)

elde edilir. Ayni zamanda
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<A T > = 360517+ 93) + 3602 (f2 + g2,) +4p*(fl + 92)
_24pspsss<f52 + gz) - 24ppsss<fsfss + gsgss) + 72pspss<fsfss _'_ gsgss)
+24ppss(fsfsss + gsgsss) + 24pps(fssfsss + gssgsss)
= Ap2pl, +p oy +3p72p207 — Ap TP plpss — 4o pssl]

+0; +2p~" ps0,03,
(3.2.19)

bulunur.

a(s) = i(s) olmak iizere B(s), det (2(s),a(s), B(s),y(s)) = 1 olacak sekilde
segilirse (3.2.11) den;

elde edilir.

Boylece z = z(s) : I — @Q® C E} egrisinin Frenet Formiilleri agagidaki

gibidir.
[ 2(s) = a(s)
éf(é‘) = r(s)(s) —y(s) (3.2.21)
P(s) = 7(s)x(s)
L 9(s) = —r(s)a(s) —7(s)B(s)
Tanim 3.2.1. (3.2.21) de bulunan x(s) ve 7(s) fonksiyonlarma; =z = z(s)

egrisinin sirasiyla (birinci) koni egriligi ve koni torsiyonu (ikinci koni egriligi) denir.

Ayrica {z(s),a(s),5(s),y(s)} catr alanina z(s) egrisinin Koni Frenet Catis

e (1 2) " () .
95 9s/ &

olmak iizere (3.2.17), (3.2.18) ve (3.2.20) den

adi verilir. Buradan

I 1 1 -
w(s) = —5 <&i>=—5pp; =50+ 9 pss
1 2 15 (3.2.23)
= 5 [(log p),]” + (log p),, — 595
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elde edilir. (3.2.20) ve (3.2.21) esitlikleri ile < z, 7 >=0ve < &, 7 >= — < &, & >
kullanilarak yapilan hesaplamalarla

? = <7, ko —kx, T, ko — kT > —kK

= Appi +p o+ 3p72 P07 — Ap TP plpss — 40T psst;
0, + 207 p 0,02, — p~ps — 05 — 4p~2pl, — 2072202
+Ap 32 pas + 4p~ 1 past?

= p7p302 + 207 pabi, + 62,

= (p 'psbs + 0,5)°

= (0. (log p), + 0.)*

bulunur. Ayrica basit hesaplamalarla

(3.2.24)

7(s)B(s) = ¥ (s)+ < i(s),i(s) > i(s)+ < F(s),&(s) > z(s) (3.2.25)
bulunur.

ONERME 3.2.1. s yay parametresi, f(s) ve g(s) yapr fonksiyonlar: olmak tizere
v =x(s) : [ — @Q* C E} egrisi Q® de bir spacelike egri olsun. Buna gore x
egrisinin koni egriligi ve torsiyonu (3.2.23) ve (3.2.24) de; Koni Frenet Cati Alana
da (3.2.11) ve (3.2.25) de verilmistir.

Uyar1 32.1. z = z(s) : [ — Q* C E} egrisinin {z,a,3,y} Asimptotik

Ortonormal catisi i¢in
<z x >=<y,y>=<zx,a>=<uzx,p>=<y,a>=<y,f>=<a,>=0

<mzy>=<a,a>=<f,>=1 (3.2.26)

oldugunu biliyoruz. Buna gore bu egrinin Frenet formiilleri;

(3.2.27)

seklindedir.

Burada y(s) egrisinin (3.2.11) geklinde tanimlandigi durumlarda A(s) = 0 olup
bu tir ¢atilar baz1 matematikgiler tarafindan Cartan Cat: olarak isimlendirilmekte-

dir [22, 26].

25



(3.2.11) ve (3.2.12) esitlikleri daha yiiksek boyutlu uzaylar igin de gegerli

oldugundan z: I — Q"' C E7"? egrisi icin asagidaki ifadeler gecerlidir.

ONERME 3.2.2. Q"' de s yay parametresi ile verilen = = x(s) : I —>
QY C EYT? egrisi bir regiiler egri olsun. i = a; ve < a;, aj >= 65,1 <i,5 < n

ile as(s), as(s), ... ,an(s) € span{z,y, a1}t igin
y(s) = —i(s) — % < Z(s),Z(s) > x(s)

olmak tzere

(

(3.2.28)

dir(12].
3.3. Null Koni Q* Uzerindeki Yiizeyler

4 boyutlu Minkowski uzayinda irtibatli, yonlendirilmig 2-boyutlu bir manifold
M vez: M — R}, (u,v) isothermal parametreleri ile bir yiizey olsun. Bu durumda

dxr = z,du + x,dv olmak iizere,
g =< dz,dr >= 2¢*(du® + dv?) (3.3.1)
fonksiyonu x(u, v) yiizeyi tizerinde bir metrik tammlar.
G =<y, Ty > du® + 2 < 1, 1, > dudv+ < x,, T, > dv° (3.3.2)

oldugundan

< Ty, Ty S=< Ty, Ty >= 2%, < Ty, Ty >=0 (3.3.3)
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olur. Burada z = u + iv doniisiimii yapilirsa,
dz = du+idv, dz=du—idv (3.3.4)
esitliklerinden
dz ®dz = dz @ dz = du® + dv? (3.3.5)
elde edilir ve (3.3.1) deki g metrigi
§g=<dz,dr >=e“(dz®@dz +dz ® dz) (3.3.6)

ifadesine doniistr.

Ayrica dx = x,dz 4+ x:dz oldugundan

<dzv,dv >=< 2,1, >d?*+ < x,,0: >dr Q@dz+ < 25,7, > dZ Q@ dz+ < T35, x5 > dZ?

(3.3.7)
olarak yazilir ve (3.3.6) den
<Xy Ty >=<T35,2; >=0, < T,,0;>=<x5,T, >=c" (3.3.8)
sonucuna ulagilir.
o 1[0 0 o 1[0 0
=—==-(=—-i=), O====(=+i— 3.3.9
9. 2 (au Zav) 9. 2 (&Hﬁv) (339)
Cauchy-Riemann operatorleri kullanilarak;
1 , 1 :
€Ty = é(l‘u - va)a Tz = §(xu + Zl‘v) (3310)

esitlikleri elde edilir.
Simdi (u, v) isothermal parametreleri ile Q3 light koni iizerinde x : M — @3

yiizeyini alahm. x(u,v) ylizeyi lizerine indirgenen metrik (3.3.6) den
g=<dzr,dr >=e“(dz®dz + dz ® dz) (3.3.11)

ile verilir. z(u,v) € @3 oldugundan < z,x >= 0 dir. Bu son esitlikte z ve 2z ye gore

kismi tiirevler alinirsa
<z, x,>=0, <z,0:>=0 (3.3.12)
esitlikleri elde edilir. Burada
g =< dx,dv >= 2¢*(du’® + dv?) = e“(dz @ dz + dz ® dz) (3.3.13)

metrigi icin
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<x,x >=<T,T, >=<1,T; >=< T,, T, >=< T5,T; >=0

<Xy, z >=eY (3.3.14)

elde edilir.

Bu esitliklerde z ve z ye gore kismi tiirevler alarak;

KXy Tyy S=< Xy, Loz >=< X35,T55 >=< T35, T,5 >=< T, L, >=< T, T5z >= 0,
(3.3.15)

< Xz, Ty >= YWy, < Xy, Tz >= €¥ws, <X, Tz >= —€Y (3316)

ifadeleri elde edilir [13]. (3.3.9) ve (3.3.13) den g metriginin Laplace operatorii

2 2
A=t ( o 9 ) — L 10.0. = 200, (3.3.17)

T 2ew \ Qu? Zﬁ 2e¥
olur. Bu durumda
Ax =2e “x,; (3.3.18)
olur. (3.3.17) den z(u,v) ylizeyinin K Gauss egriligi

1 1
K = _QAW = —526*“@35 (3.3.19)

olarak elde edilir.
Ayrica ? light koni tizerinde (u, v) isothermal parametreleri ile verilen x(u, v) yiizeyi

igin Christoffel Sembolleri
1 1

ile verilir.
Boylece x(u, v) ylizeyinin K Gauss egriligi, Christoffel sembolleri cinsinden agagidaki

sekilde ifade edilir [13].
K=—-e"%w,;= —e*”((f‘h)2 + (if‘%l)g) (3.3.21)
@Q? light koni iizerinde
1 1
y=1y(u,v) = —iAx -3 < Az, Ax > x (3.3.22)
esitligi ile tanimh bir y yiizeyi i¢in
<zy>=1,<yy>=<uz,y>=<1zy>=0 (3.3.23)
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olup burada z ve z ye gore kismi tiirevler alinirsa;

<X, Y, >=< 2, Yz >=< Y.,y >=<yz,y >=0 (3.3.24)
ve
<X Yo >=0, < Tz, Yz >= —0, < Tz, Y, >=< Yz, T, >= —A (3.3.25)
esitlikleri elde edilir [13].

Bununla birlikte z(u,v) ylzeyi i¢in u' = u, u®> = v ve hy; ler ylizeyin ikinci

temel formunun bilegenleri olmak tizere
< Tyigi, Y >= 2hl-je“ (3326)

seklindedir [18].
(3.3.3) deki ilk esitlikten, ||z,]| = ||z,] = (2¢)= olup, (2¢*) 2z, ve (2¢) 2z,
ortonormal (birim dik) vektorlerdir. Ayrica (3.3.14) ve (3.3.23) deki esitlikler dikkate

alinarak agagidaki sonug verilebilir.
Sonug 3.3.1. Q3 light koni tizerindeki x(u,v) yiizeyi boyunca
{x, y, (2¢¥) 21, (26“)_%%}
kiimesi E} tizerinde bir asimtotik ortonormal ¢atr alans ve
{x, —1, \/5(26“)’%:@, \/5(26“)’%(1 — z)x;}
kimesi de Ry tizerinde bir lightlike gati (null tetrat) alamdir [13].

Ali Thsan BORAN (2008) hazirladigs tez cahsmasinda; E iizerindeki lightlike

ortonormal c¢atilar ile ilgili agagidaki tanimlar: vermistir;
Tanim 3.3.1. RY in B = {f, f*, k,1} quasi-ortonormal baz1 yardimiyla
< f,ff>=<m,m>=1
olacak sekilde ikisi reel null vektor, ikisi kompleks null vektorden olusan

(1—17)

A9 oy ity m = el —il)}

T:{f,f*,m:

catisina R{’de bir lightlike baz ad1 verilir.
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Tanim 3.3.2. Q3 light koni tizerindeki x(u, v) yiizeyi boyunca

{0y, Qe U+ Des, (269721 = i)as }
kiimesi R} iizerinde bir lightlike cati alanidir.

BORAN (2008); z., zz ve y nin z ve z ye gore kismi tiirevleri Rf de ya-

tacagindan dolay1 x(u,v) yiizeyi boyunca R{ iizerindeki
{20, Qe A+ D, (26) 751 = i)as }

lightlike ortonormal ¢at1 alan1 cinsinden yazilabilecegi i¢in bu yiizeyin yapi denklem-

lerini agagidaki teoremle ifade etmistir.

TEOREM 3.3.1. x : M — Q3; light koni tizerinde bir yiizey olsun ve x(u,v)

yuzeyr boyunca

N

{x, Y, (2¢¥)75(1 + i)z, <2ew)*%(1—¢)x2}

lightlike ¢atisy i¢in < T,z,y >= X ve < x,,,y >= p olmak tzere x(u,v) yluzeyinin

yapr denklemleri

Tys = Ar — e’y
Y, = —Ae Yx, — pe Vs
Yz = —pe “r, — Ae Y1z

seklindedir [13].

Az’in (3.3.18) deki degeri Az = 2e “x,;, x ile i¢ carpima tabi tutulursa
< Ax,x >= —2 elde edilir. Buradan,
A=< 2,5,y >=< ﬁ—xw,y >=1e¥ < Az,y >
ev < ASL’,—%ASL’— % < Azxr, Az > x>
e {—3 <Az, Az > —¢ < Az, Az ><z, Az >}
—3 <Az, Az > —1 < Az, Az > (-2)}

e“{—1 < Az, Az >}

= —%e” < Az, Axr >

Q
€
—

N NI N N

bulunur.

Boylece asagidaki teorem verilir.
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TEOREM 3.3.2. x : M — Q3 C E} light koni dizerinde bir yiizey olsun ve

x(u,v) yizeyi boyunca
{29, @e) 7 1+ D, (264) 721 = i)as } € B}

catisy i¢in < T,z Yy >= A ve < Z,,,y >= ¢ olmak tzere x(u,v) ylzeyinin yap:

denkleminin integrallenme sartlarindan

2)\ = Wyz
D= Az — Awsz
Y= A, — A\w,

sonuglary elde edilir [13].

Buna gore z(u,v) ylizeyinin yapi denklemlerinde kullanilan katsayilarin K

Gauss egriligi cinsinden ifadeleri

_ 1 w
A= —56 K
Yz = _%ewKz
@z = _%GWKE

seklinde verilir [13].

Tanim 3.3.3. x : M — Q? bir yiizey olsun. Q? deki z(u,v) ylizeyinin H
ortalama egriligi

1
H = 3 < Az,y >
ile tamimlanir. Eger H = 0 ise x(u,v) ylizeyine Q? iizerinde sifir ortalama egrilikli
yiizey denir.
TEOREM 3.3.3. = : M — Q3 light koni tizerinde bir yizey olsun. x(u,v)
yuzeyinin H ortalama egriligi ile K Gauss egriligi arasinda
K+2H =0

bagintisy gecerlidir.

x yiizeyinin ortalama egriligi ile Gauss egriligi arasindaki bu bagintidan asagidaki
sonuca ve ortalama egriligin Christoffel Sembolleri cinsinden ifadesini veren asagidaki

lemmaya ulasilir.
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Sonug 3.3.2. x : M — Q3 light koni tizerinde bir yiizey olsun. Bu yiizey igin
asaqidaki ifadeler denktir:
i) x: M — Q3 bir flat yizeydir.

i) o : M — Q3 wyiizeyi sifir ortalama egrilikli bir yizeydir.

LEMMA 3.3.1. Q? light koni tizerinde (u,v) isothermal parametreleri ile verilen

x(u,v) yuzeyinin H ortalama egriliginin Christoffel Sembolleri cinsinden ifadesi

H =S ((Th), + (i%).)

seklindedur.

Simdi x yiizeyinin sifir ortalama egrilikli bir yiizey olmasi durumunda denk

oldugu yiizey tipini veren asagidaki teoremi verelim.

TEOREM 3.3.4. x : M — Q3 yiizeyi sufar ortalama egrilikli bir yiizey olsun.

Bu durumda bu yuzey, asaqidaki yizeylerden birine denktir.
i) x: M — Q3 yiizeyi total umbilik bir yizeydir.

ii) z(u,v) = a(sinu, cosu, sinh v, coshv),0 # a € R

Calismaminin bundan sonraki kisminda z yiizeyine konformal olarak denk olan
bir ylizey ile x yiizeyinden tiiretilen bir yiizeyi ele alip, x yiizeyinin sifir ortalama

egrilige sahip olmasi durumunda bu yiizeylerin durumlar: incelenecektir.

Uyar1 3.3.1. 0 : M — R bir diferansiyellenebilir fonksiyon olmak iizere Q*
deki bir x(u,v) yiizeyine bagh olarak tanimlanan Z(u,v) = ez (u,v) yiizeyi de Q3
de bir yiizeydir. Gergekten

<E T >=<e’z e >=e" <z, >=0
dir. Aym zamanda
< di,di >=€*’ < dx,dx >=0
oldugundan z(u,v) ve x(u,v) yiizeyleri konformal olarak denk yiizeylerdir.
LEMMA 3.3.2. x(u,v), Q3 dzerinde bir yizey olsun. o : M — R bir difer-

ansiyellenebilir fonksiyon olmak tizere T(u,v) = e’x(u,v) ile tanamh Q* de bulunan

diger bir yiizeyin K Gauss egriliji ile x yizeyinin K Gauss egriligi arasinda
K=e¢2(K —20..¢7*)
bagintisy gecerlidir.
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H, #(u,v) yiizeyinin ortalama egriligini gostersin. #(u,v) yiizeyi de @? light
koni {izerinde bir yiizey oldugu icin # yiizeyinin H ortalama egriligi ile K Gauss

egriligi arasinda Teorem 3.3.3 den
K+2H =0

bagintisi yazilabilir. Boylece x yiizeyi ile Z yiizeylerinin ortalama egrilikleri arasindaki

bagintiy1 veren agagidaki lemma verilebilir.

LEMMA 3.3.3. z(u,v), Q3 dzerinde bir yiizey olsun. o : M — R bir difer-
ansiyellenebilir fonksiyon olmak tizere T(u,v) = e“x(u,v) ile taniml Q* de bulunan

diger bir yizeyin H Ortalama egriligi ile x yizeyinin H Ortalama egriligi arasinda
H=e¢2(H+20.:¢7%)
bagintisy gecerlidir.
o : M — R diferansiyellenebilir fonksiyonu,
o(u,v)=au+buww+cv+d a,b,c,dE€R
ile tamimlanarak agagidaki teorem ve sonuclar elde edilmistir.

TEOREM 3.35. z : M — Q3 yiizeyinin sifir ortalama egrilikli bir yiizey
olmasu icin gerek ve yeter sart & : M — Q3 ylizeyinin de sifir ortalama egrilikli bir

yuzey olmasuidar.

TEOREM 3.3.6. x : M — Q® wiizeyinin flat olmasy icin gerek ve yeter sart

T : M — Q3 yiizeyinin flat olmasidar.

x: M — Q? yiizeyi icin bu yiizeyden tiiretilen ve

1 1
y(u,v) = —§Ax -5 < Az, Ax > x

esitligi ile tanimlanan bir y(u, v) yiizeyi almarak, bu yiizeyin z yiizeyine konfarmal
olarak denk olan Z(u,v) = e?x(u,v) ylizeyi ile arasindaki iligki incelenmis, y yiizeyi

icin H,, ortalama egriligi ile K, Gauss egriligi arasinda
K,+2H,=0
bagintisi elde edilmistir.
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TEOREM 3.3.7. z : M — Q3 bir yiizey ve bu yiizeyden tiretilen yiizey de
y(u,v) olsun. Bu durumda, x(u,v) yizeyinin sifir ortalama egrilikli bir yizey (veya
flat bir yiizey) olmasu i¢in gerek ve yeter sart y(u,v) yuzeyinin de sifir ortalama

egrilikli yizey (veya flat yiizey) olmasudar.
Son iki teoremden asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.3.3. © : M — Q3 light koni tizerinde sifir ortalama egrilikli bir
yiizey olsun. Bu durumda Q® tizerinde alinan herhangi bir yiizeyin, sifir ortalama
egrilikli bir yizey olmasi igin gerek ve yeter sart, ya x(u,v) yizeyine konformal
olarak denk bir yiizey olmasi ya da x(u,v) ylzeyinden tiretilen bir yizey olmasidor.
Yani, & C Q3 sufir ortalama egrilikli bir yiizey ise @ asagrdaki esitliklerden birisi ile
tanimlvdar.

i) Z(u,v) = e“z(u,v),

1 1
i) &(u,v) = —iA:c -3 < Az, Az > z(u,v).
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