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lerden oluştuğunu belirtir, bunu onurumla doğrularım.

Fatih Sevinç



ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

NULL KONİ ÜZERİNDEKİ EĞRİLER VE YÜZEYLERİN

GEOMETRİSİ

Fatih SEVİNÇ

Inönü Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

iv+36 sayfa

2014

Danışman: Prof. Dr.Recep ASLANER

Bu tez üç bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde sonraki bölümlerde kul-

lanabileceğimiz bazı temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir. İkinci bölümde yüzey

ve bir yüzey üzerinde yatan eğriler hakkında temel bilgiler ışığında helisler ve slant

helisler ele alınmıştır. Üçüncü bölümde ise E3
1 de yatan null koni Q2 üzerindeki

eğriler ve 4-boyutlu Minkowski uzayı E4
1 de yatan null koni Q3 üzerindeki eğriler ve

yüzeyler incelenmiştir.

ANAHTAR KELİMELER: Null koni, koni üzerinde eğri, yapı fonksiyonu, koni

eğriliği, koni torsiyonu.
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ABSTRACT

MSc Thesis
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Department of Mathematics
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Supervisor: Prof. Dr. Recep ASLANER

This thesis is consist of three chapters. In the first chapter of this work, some

fundamental definitions and theorems which will be used in the later chapters are

given. In the second chapter, helices and slant helices handled with the aid of basic

notions about surfaces and curves in the surfaces. In the third chapter, firstly curves

on the light cone Q2 in E3
1 investigated. Then the curves and the surfaces on the

lightlike cone Q3 in Minkowski-4 space E4
1 have been investigated.

KEY WORDS: Lightlike cone, curves on cone, structure function, cone curva-

ture, cone torsion.
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1.3. Hiperyüzey Üzerinde Eğriler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2. YÜZEYLER VE YÜZEYSEL EĞRİLER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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GİRİŞ

Öklid uzayında ve Riemann manifoldları üzerinde uzun süredir çalışılan eğriler

ve yüzeylerin geometrisini, bir indefinite metrik olan

g(x, y) = −
v

∑

i=1

xiyi +
n

∑

i=v+1

xiyi (0.0.1)

metriği yardımıyla tanımlanan yarı-Riemann manifoldlar üzerine aktarırken bazı

yeni durumlarla karşılaşılmıştır. Eğrinin spacelike veya timelike olması durumunda

Frenet çatıları ve eğrilikleri kolayca elde edilirken, null eğri olması durumunda, eğri

yay parametresi cinsinden ifade edilemediğinden bazı problemlerle karşılaşılmıştır.

Bu problemi 1969 yılında W.B. Bonnor [14] ’Null Curves in Minkowski Space-time’

isimli çalışmasında eğrinin ivme vektörünü birim hızlı yapan pseudo-yay parametresi

kavramını ve buna bağlı olarak oluşturulan Cartan çatısını kullanarak Minkowski

Spacetime’da null eğrilerin geometrisini incelemiştir.

Genel olarak Öklid uzayında bir eğrinin

Sn−1 =
{

P ∈ En : < p, p >= r2
}

ile tanımlana küre yüzeyi üzerinde kalması (küresel bir eğri olması) için gerek ve

yeter koşullar [4] de verilmiştir. 4-boyutlu Öklid uzay’da S3 ile gösterilen birim

kürenin Minkowski Spacetime R4
1 de tek bir denkliği olmayıp S3

1 ve H3
0 = H3

+ ∪H3
−

gibi iki hiperquatratik ile tanımlıdır. Bunlar

S3
1 =

{

v ∈ R4
1 : g(v, v) = 1

}

ve H3
0 =

{

v ∈ R4
1 : g(v, v) = −1

}

(0.0.2)

eşitlikleri ile tanımlı olup bunlardan S3
1 in teğet vektörleri timelike vektörler olduğun-

dan buna pseudo-Riemann küre veya Lorentz küresi, H3
0 ’ a pseudo-Riemann hiper-

bolik uzay adı verilmiştir.

R4
1 de verilen bir eğrinin pseudo-Riemann hiperbolik uzay H3

0 üzerinde kalması

için gerekli şartlar [17] araştırılmış ve timelike ve null eğrilerin H3
0 üzerinde kala-

mayacağı gösterilmiştir. 3-boyutlu Öklid uzay E3 de, teğeti sabit bir doğrultu ile

sabit açı yapan eğriler olarak tanımlanan genel helis eğrileri ile ilgili bir çok çalışma
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yapılmıştır. Son yıllarda helis eğrisinin tanımında teğet yerine asli normal kul-

lanılarak yeni tip eğriler tarif edildi. Örneğin, S.Izumiya and N.Takeuchi [8] uzayda

sabit bir doğrultu ile her noktasındaki asli normali arasındaki açı sabit olan eğrilere

slant (yatık) helis adını verdiler ve bu yeni tanımlanan eğriler için bazı karakterizasy-

onlar ifade ettiler. M.Önder, H.Kocayiğit ve M.Kazaz da E4 ve E4
1 uzaylarında slant

helisler ile ilgili yeni bir kavram olan B2-slant helisler üzerinde çalıştılar [11, 28].

Bu çalışmada H.L. Liu’nun [5, 12, 15] de yapmış olduğu çalışmalar temel

alınarak 4-boyutlu Minkowski Uzayı R4
1 de verilen bir eğrinin veya yüzeyin

Q3 =
{

v ∈ R4
1 : g(v, v) = 0

}

(0.0.3)

eşitliği ile tanımlanan null (lightlike) koni üzerinde kalması için gerekli ve yeterli

olan koşullar araştırılmıştır.
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1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tezin diğer bölümlerinde kullanacağımız bazı geometrik ve cebirsel

kavramların tanımları ve bu kavramlarla ilgili özellikler verilecektir.

1.1. Pseudo Riemannian Manifoldlar

Tanım 1.1.1 ( Simetrik Bilineer Form ). V bir reel vektör uzayı olsun.

g : V × V → R

tanımlanan g dönüşümü, ∀ a, b ∈ R ve ∀ u, v, w ∈ V için

i) g(u, v) = g(v, u) simetri özeliği,

ii) g(au+ bv, w) = a g(u, w) + b g(v, w) 1.yere göre lineer ve

g(u, av + bw) = a g(u, v) + b g(u, w) 2.yere göre lineer

özelliklerine sahip ise g dönüşümüne V uzayı üzerinde simetrik bilineer form denir

[1, 2, 3].

Tanım 1.1.2. V reel vektör uzayı üzerinde tanımlı bir simetrik bilineer form

g olsun. Bu durumda,

i) ∀ v ∈ V ve v 6= 0 için g(v, v) > 0 ise g’ye pozitif tanımlı,

ii) ∀ v ∈ V ve v 6= 0 için g(v, v) < 0 ise g’ye negatif tanımlı,

iii) g(v, v) > 0 ve g(w,w) < 0 olacak şekilde v, w ∈ V vektörleri mevcut ise

g’ye indefinit denir [3].

Tanım 1.1.3. V reel vektör uzayı üzerinde tanımlı bir simetrik bilineer form

g olsun. 0 6= ξ ∈ V olmak üzere ∀v ∈ V için g(ξ, v) = 0 ise g’ye V üzerinde dejenere

bilineer form, aksi halde g’ye nondejeneredir denir.

Bu tanıma göre, g’nin nondejenere olması için gerek ve yeter şart ∀ v ∈ V için

g(u, v) = 0 iken u = 0 olmasıdır [1].

Tanım 1.1.4. V reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

V ’nin

RadV = {ξ ∈ V : g(ξ, v) = 0, ∀ v ∈ V }

şeklinde tanımlı alt uzayına, g’ye göre V uzayının radikal (veya null) uzayı denir.

RadV ’nin boyutuna g’nin nulluk derecesi denir ve null V ile gösterilir.

Eğer null V > 0 ise g dejenere, null V = 0 ise g non-dejeneredir [1].
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Tanım 1.1.5 (İndeks). V reel vektör uzayı üzerinde tanımlı bir simetrik bili-

neer form g olsun. Bir W ⊆ V alt uzayı için g’nin W üzerine kısıtlanmışı

g|W : W ×W → R

negatif tanımlı olacak şekilde en büyük boyutlu W alt uzayının boyutuna g’nin

indeksi denir ve q ile gösterilir [2].

Teorem 1.1.1. V reel vektör uzayı üzerinde tanımlı bir simetrik bilineer form

g olsun. Bu durumda,

i) g(αi, αj) = 0, i 6= j

ii) g(αi, αi) = 1, 1 ≤ i ≤ γ

iii) g(αi, αi) = −1, γ + 1 ≤ i ≤ γ + q

iv) g(αi, αi) = 0, γ + q + 1 ≤ i ≤ γ + q + µ = n

olacak şekilde V ’nin bir {α1, ... , αn} bazı mevcuttur [1].

Tanım 1.1.6. Bir V reel vektör uzayı üzerinde tanımlı nondejenere simetrik

bilineer g formuna V üzerinde bir skalar çarpım denir ve <,> sembolü ile gösterilir.

(V, g) ikilisine de skalar çarpım uzayı (pseudo-Öklid uzayı) adı verilir [1].

Tanım 1.1.7. Bir V pseudo-Öklid uzayı üzerinde tanımlı g skalar çarpımı için,

i) g pozitif tanımlı ise g’ye Öklid metriği, (V, g)’ye de Öklid uzayı,

ii) g’nin indeksi q = 1 ise g’ye Lorentz (Minkowski) metriği, (V, g)’ye de

Lorentz (Minkowski) uzayı,

iii) g dejenere ise V vektör uzayına g’ye göre lightlike (dejenere) vektör uzayı

denir [1].

Tanım 1.1.8. V pseudo-Öklid uzayı üzerinde tanımlı bir g skalar çarpımı için,

i) g(v, v) > 0 veya v = 0 ise v vektörüne spacelike vektör,

ii) v 6= 0 iken g(v, v) < 0 ise v’ye timelike vektör,

iii) v 6= 0 iken g(v, v) = 0 ise v’ye de lightlike (null veya isotropik) vektör

denir.

Bir V Minkowski uzayında alınan bir v ∈ V vektörü bu üç tipten birine sahip

olup bu özelliğe v vektörünün causal karakteri denir [3, 23].

V pseudo-Öklid uzayı üzerinde tanımlı bir g skalar çarpımı için; ‖v‖ = |g(v, v)|
1

2

sayısına v vektörünün uzunluğu (boyu), uzunluğu bir birim olan (yani g(v, v) = ±1)

vektöre birim vektör denir. v, w ∈ V vektörleri için g(v, w) = 0 ise bu iki vektör bir
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birine diktir (ortogonaldir). Buna göre ~0 vektörü tüm vektörlere ortogonaldir. Eğer

g bir indefinit bilineer form ise herhangi bir null vektör kendisine ortogonaldir [16].

Bir V uzayındaki lineer bağımsız vektörlerin sayısına V ’nin boyutu adı verilir. Bu

vektörlerin kümesi V için bir baz oluşturur. Sonlu boyutlu her vektör uzayı için bir

baz mevcuttur ve bu baz ortonormal hale getirilebilir [2, 3].

Tanım 1.1.9. V bir reel vektör uzayı ve W ⊂ V de bir alt uzay olsun. V

üzerinde tanımlı bir simetrik bilineer g formunun W alt uzayı üzerine kısıtlanmışı

g|
W

bir dejenere bilineer form ise W alt uzayına lightlike (dejenere) alt uzay denir.

Genel olarak bir alt uzay W ⊂ V ’nin tamamlayıcısı (ortognal complemanı)

W⊥ = {v ∈ V | g(v, w) = 0, ∀w ∈ W}

olmak üzere, Öklid uzayında

W ∩W⊥ = {0}

Lorentz (Minkowski) uzayında ise,

W ∩W⊥ 6= {0}

dır [1].

Tanım 1.1.10 (Pseudo-Öklid uzay). R reel sayılar cismi üzerinde tanımlı n−
boyutlu standart vektör uzayı Rn’de, 0 ≤ q ≤ n bir tamsayı olmak üzere ∀x, y ∈ Rn

için,

Ḡ(x, y) =< x, y >=

n−q
∑

i=1

xiyi −
n

∑

j=n−q+1

xjyj

eşitliği ile tanımlanan metrik tensör (pseudo-Riemannian Metrik) göz önüne alınarak

elde edilen uzaya q indeksli, n-boyutlu pseudo-Öklid uzay denir ve En
q ile gösterilir.

En
q uzayı, q indeksli n-boyutlu bir flat pseudo-Riemannian manifoldtur [2, 5].
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1.2. Hiperyüzeyler

M ⊂ En
q bir alt manifold olsun. Eğer En

q nun pseudo-Riemannian metriği Ḡ,

M üzerinde bir pseudo-Riemannian G metriğine (sırasıyla bir Riemannian metriğe,

bir dejenere kuadratik forma) indirgenirse, M manifolduna En
q nun timelike (sırasıyla

spacelike, dejenere) alt manifoldu denir. M manifoldunun boyutunun n− 1 olması

durumunda M ye hiperyüzey adı verilir.

C, Em
q uzayında şeçilmiş bir nokta ve r > 0 bir sabit sayı olmak üzere,

Sn
q (C, r) =

{

x ∈ En+1
q : Ḡ(x− c, x− c) = r2

}

kümesine pseudo-Riemannian küre,

Hn
q (C, r) =

{

x ∈ En+1
q+1 : Ḡ(x− c, x− c) = −r2

}

kümesine pseudo-Riemannian hiperbolik uzay ve

Qn
q (C) =

{

x ∈ En+1
q : Ḡ(x− c, x− c) = 0

}

kümesine de pseudo-Riemannian lightlike koni (kuadrik koni veya null koni) adı

verilir. Biz bu çalışmamızda bu küme için null koni ifadesini kullanacağız.

Sn
q (C, r) kümesi q ≥ 1 için En+1

q uzayında sabit kesit eğriliği r−2 olan, q

indeksli n boyutlu bir tam pseudo-Riemannian hiperyüzey,

Hn
q (C, r) kümesi q ≥ 1 için En+1

q+1 uzayında sabit kesit eğriliği r−2 olan, q

indeksli n boyutlu bir tam pseudo-Riemannian hiperyüzey ve

Qn
q (C) kümesi de En+1

q uzayında bir dejenere hiperyüzeydir.

En
q , S

n
q (C, r) ve H

n
q (C, r) uzayları birer pseudo-Riemannian uzay formları, yani

birer sabit eğrilikli, tam ve irtibatlı pseudo-Riemannian manifoldlardır [5].

C noktasına bu hiperyüzeylerin merkezi denir. C = O orijin noktası ve q = 1

olduğunda elde edilen Qn
1 (O) hiperyüzeye null koni denir ve kısaca Qn ile gösterilir.

En+2
1 uzayındaki bir {e1, ... , en, en+1, en+2} çatı alanı için;

< ei, ej >= δij , i, j = 1, ... , n

< ei, en+1 >=< ei, en+2 >= 0

< en+1, en+1 >=< en+2, en+2 >= 0 ve < en+1, en+2 >= 1

ise bu çatı alanına asimtotik ortonormal çatı alanı,

< en+1, en+1 >= − < en+2, en+2 >= 1 ve < en+1, en+2 >= 0

ise pseudo ortonormal çatı alanı denir.
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1.3. Hiperyüzey Üzerinde Eğriler

x : I −→ Qn+1 ⊂ En+2
1 , t → x(t) ∈ Qn+1, t ∈ I ⊂ R

eğrisinin bir regüler eğri olduğunu, yani ∀t ∈ I için x′(t) =
dx

dt
(t) 6= ~0 ve

x(t) ∦ x′(t) olduğunu kabul edelim.

Tanım 1.3.1. En+2
1 de ∀t ∈ I için x(n)(t) =

dnx

dxn
(t) olmak üzere;

x(t), x′(t), x′′(t), ... , x(n)(t), x(n+1)(t) vektörleri lineer bağımsız ve

x(t), x′(t), x′′(t), ... , x(n)(t), x(n+1)(t), x(n+2)(t) lineer bağımlı ise x(t) eğrisine

Frenet eğrisi denir.

∀ t ∈ I için x(t) ∈ Qn+1 olup < x(t), x(t) >= 0 ve < x(t), dx(t) >= 0

olduğundan dx(t) bir spacelike vektör olup x(t) eğrisinin yay uzunluğu s;

ds2 =< dx(t), dx(t) >

şeklinde tanımlanır.

Eğer x(t) eğrisinin s yay uzunluğunu parametre olarak alır ve x(s) = x
(

t(s)
)

olarak gösterirsek; x′(s) =
dx

ds
(s), x(s) eğrisinin bir spacelike birim tanjant vektör

alanı olur.

Şimdi

< x(s), y(s) >= 1, < x′(s), y(s) >=< y(s), y(s) >= 0

şartlarını sağlayan bir y(s) vektör alanını ve x(s) eğrisinin

V n−1 = SpanR{x, y, x′}⊥

spacelike normal uzayını göz önüne alalım. Buna göre

SpanR{x, y, x′, V n−1} = En+2
1

olacaktır.
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Böylece V n−1 alt uzayından < αi, αj >= δij , i, j = 1, 2, ... , n olacak şekilde

aşağıdaki şartları sağlayan α2(s), α3(s), ... , αn(s) vektör alanları seçilebilir.






































































































x′(s) = α1(s)

α′

1(s) = κ1(s)x(s)− y(s) + τ1(s)α2(s)

α′

2(s) = κ2(s)x(s)− τ1(s)α1(s) + τ2(s)α3(s)

α′

3(s) = κ3(s)x(s)− τ2(s)α2(s) + τ3(s)α4(s)

.......

α′

i(s) = κi(s)x(s)− τi−1(s)αi−1(s) + τi(s)αi+1(s)

.......

α′

n−1(s) = κn−1(s)x(s)− τn−2(s)αn−2(s) + τn−1(s)αn(s)

α′

n(s) = κn(s)x(s)− τn−1(s)αn−1(s)

y′(s) = −
n
∑

i

κi(s)αi(s),

(1.3.1)

Bu denklemlere Frenet denklemleri denir. Burada κ1(s), ... , κn(s), τ1(s), ... , τn−1(s)

fonksiyonları x(s) eğrisinin koni eğrilik fonksiyonlarıdır.

{x(s), y(s), α1(s), α2(s), ... , αn(s)}

vektör kümesi En+2
1 uzayı için x(s) ⊂ Qn+1 eğrisi boyunca bir asimtotik ortonormal

çatıdır [5, 30].
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2. YÜZEYLER VE YÜZEYSEL EĞRİLER

2.1. Yüzeysel Eğriler

Bu bölümde yüzey ve bir yüzey üzerinde yatan eğrilerin geometrisi ile ilgili

temel kavramlar ele alıncakatır. 3- boyutlu Öklid uzay E3 ün noktaları

R3 = {(x, y, z) : x, y, z ∈ R} kümesinin elemanlarıdır. R3 de değişken bir P (x, y, z)

noktasının koordinatları arasında F (x, y, z) := 0 biçiminde bir bağıntı varsa, bu

noktanın geometrik yeri genellikle bir yüzey dir ve bu yüzey S ile gösterilir.

Buna göre E3 de bir S yüzeyi

S = {P (x, y, z) ∈ E3 : F (x, y, z) := 0} (2.1.1)

kümesidir. Örneğin E3 de

F (x, y, z) := x2 + y2 − z2 = 0

eşitliğini sağlayan P (x, y, z) noktalarının kümesi, tepe noktası orijin noktası ve ek-

seni z ekseni olan dik dairesel koni yüzeyini gösterir.



Diğer bir ifadeyle bir yüzey, I, J ⊂ R birer açık aralık olmak üzere I×J ⊂ R2

bölgesinin

φ : I × J −→ E3

(t, s) −→ φ(t, s) =
(

φ1(t, s), φ2(t, s), φ3(t, s)
) (2.1.2)

eşitliği ile tanımlanan sürekli bir φ fonksiyonu altındaki görüntü kümesidir. (2.1.2)

eşitliğine S yüzeyinin parametrik ifadesi denir.

Tepe noktası orijin noktası ve ekseni z ekseni olan bir dik dairesel koni yüzeyini

z = mx doğrusunun z ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan dönel yüzey olarak

ele alırsak, bu yüzeyin parametrik ifadesi I ⊂ R ve J = [0, 2π) olmak üzere

φ : I × J −→ E3

(s, t) −→ φ(s, t) = (s cos t, s sin t,ms)
(2.1.3)

dir.

(2.1.2) eşitliğinde verilen s ve t parametreleri arasında s = f(t)
(

veya t = g(s)
)

biçiminde bir fonksiyon tanımlı ise bu fonksiyon yüzey üzerinde bir eğri tanımlar.

Böylece elde edilen

α : I −→ E3

t −→ α(t) = (α1(t), α2(t), α3(t))
(2.1.4)

eğrisine yüzeysel eğri denir. Burada t ∈ I ya eğrinin parametresi, I aralığına eğrinin

parametre aralığı ve αi : I −→ R, t −→ αi(t) fonksiyonellerine de eğrinin koordinat

fonksiyonları denir [6].

Uzayda verilen bir α(t) eğrisi için α fonksiyonunun t değişkenine göre türevi

alınarak elde edilen
dα

dt
(t) vektörüne eğrinin α(t) noktasındaki hız vektörü denir ve

α′(t) ile gösterilir. Her t ∈ I için ‖α′(t)‖ 6= 0 ise α eğrisine regüler eğri denir. Her

t ∈ I için ‖α′(t)‖ = 1 ise t parametresine α eğrisinin yay parametresi adı verilir

ve yay parametresi genellikle s ile gösterilir [29]. I = (a, b) olmak üzere I üzerinde

tanımlanan bir α ⊂ E3 eğrisi için α(a) ve α(b) noktaları arasındaki uzunluğa karşılık

gelen
∫ b

a
‖α′(t)‖dt, t ∈ I reel sayısına α eğrisinin yay uzunluğu denir. Regüler her

eğri yay parametresi cinsinden ifade edilebilir [7].

Eğer uzayda verilen bir α eğrisi için αi, i = 1, 2, 3 koordinat fonksiyonları Ck−
sınıfından diferansiyellenebilir ise α eğrisi de Ck− sınıfından diferansiyellenebilir

denir. ∀k ∈ N için α, Ck− sınıfından ise α eğrisi C∝− sınıfındandır denir.

Biz bu çalışma boyunca aksi belirtilmedikçe seçilen eğrileri C∝− sınıfından

birer eğri olarak alacağız.
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2.2. Eğilim Çizgileri := Helisler

İki doğru arasındaki açı tanımına benzer şekilde iki eğri arasındaki açıdan da

bahsedebiliriz. Bunun için

α : I −→ E3

t −→ α(t)
ve

β : J −→ E3

s −→ β(s)

herhangi iki regüler eğri olmak üzere,

α(t)

α
′ (t)

β(s) β ′(s)

bu iki eğri arasında tanımlanan bir ϕ : α(I) −→ β(J) fonksiyonu bire bir ve

örten ise ϕ fonksiyonuna bu iki eğri arasında bir eşleme denir. ϕ fonksiyonunun

sürekli olması durumunda bu iki eğri bir yüzeye ait iki eğridir. α(t) ∈ α(I) için

ϕ
(

α(t)
)

= β(s) ise α(t) ve β(s) noktalarına karşılık gelen noktalar veya ϕ ile

eşlenen noktalar denir.

Tanım 2.2.1. ( İki Eğri Arasındaki Açı): E3 de α ve β gibi iki regüler eğri

verildiğinde bu eğrilerin eşlenen noktalarındaki teğetler arasındaki açı bu iki eğri

arasındaki açı olarak tanımlanır.

t ∈ I değiştikçe α(t) noktası buna bağlı olarak ta β(s) noktası ve bu nokta-

lardaki teğetler değiştiğinden iki eğri arasındaki açı ilk eğrinin parametresinin bir

fonksiyonudur θ = θ(t) dir.

Tanım 2.2.2. ( Eğilim Çizgisi): E3 de verilen bir α eğrisinin sabit bir doğrultu

ile her noktada yaptığı açı sabit ise bu eğriye eğilim çizgisi bu sabit doğrultuya da

eğilim ekseni denir.

Örnek 2.2.1. Dik dairesel silindir yüzeyi üzerine çizilen helis eğrisi eğilim ek-

seni silindirin ekseni olan bir eğilim çizgisidir [6].

Örnek 2.2.2. : Tepe noktası T (0, 0, b) noktası ve dayanak eğrisiOxy düzleminde

orijin merkezli, r yarıçaplı çember eğrisi olan dik dairesel koni yüzeyinin parametrik

denklemi P (x, y, z) yüzey üzerinde herhangi bir nokta olmak üzere,
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y

z

x

b

b

bb

b

b

O

T

N

P

t

~OP = ~ON + ~NP = ~ON + λ ~NT

= (r cos t, r sin t, 0) + λ(−r cos t,−r sin t, b)

=
(

(1− λ)r cos t, (1− λ)r sin t, λb
)

, 1− λ = s

alınırsa

φ(t, s) =
(

sr cos t, sr sin t, (1− s)b
)

(2.2.1)

olarak elde edilir.

(2.2.1) eşitliğinde s = f(t) alınırsa koni yüzeyi üzerinde

α(t) =
(

f(t)r cos t, f(t)r sin t, (1− f(t))b
)

(2.2.2)

eşiliği ile bir eğri tanımlanmış olur. Bu eğrinin eğilim ekseni konin ekseni olan bir

eğilim çizgisi olduğunu kabul edelim. Bu durumda

α′(t) =
(

f ′(t)r cos t− f(t)r sin t, f ′(t)r sin t+ f(t)r cos t,−bf ′(t)
)

ve ||α′(t)|| =
√

(r2 + b2)f ′2(t) + r2f 2(t) olup ∀t ∈ I için ∃ r 6= 0∧ b 6= 0 olduğundan

||α′(t)|| 6= 0 olup α eğrisi bir regüler eğridir.

Koninin ekseni (z ekseni) nin doğrultu vektörü e3 = (0, 0, 1) olup bu iki vektör

arasındaki açı θ : sabit olmak üzere,

< α′, e3 >=
√

(r2 + b2)f ′2(t) + r2f 2(t) cos θ = −bf ′(t)

eşitliğinde her iki tarafın karesi alınır ve gerekli işlemler yapılırsa

f ′2(t)

f 2(t)
=

r2 cos2 θ

b2 sin2 θ − r2 cos2 θ
= c2 : sabit

elde edilir. Buradan

f ′2(t)

f 2(t)
= c2 ⇔ f ′(t)

f(t)
= |c|
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her iki tarafın belirsiz integrali alınarak

lnf(t) = ct+ k ⇔ f(t) = ect+k

elde edilir, burada k integral sabitidir. Başlangıç noktası (r, 0, 0) ⇔ k = 0 olmalıdır.

Buna göre α eğrisinin denklemi,

α(t) =
(

ectr cos t, ectr sin t, (1− ect)b
)

olarak elde edilir.

Böylece aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 2.2.1. Tepe noktası T (0, 0, b) noktası olan r yarıçaplı dik dairesel koni

yüzeyi üzerine çizilen bir eğri, eğilim ekseni koninin ekseni olan bir eğilim çizgisi

ise, bu eğri

α(t) =
(

ectr cos t, ectr sin t, (1− ect)b
)

(2.2.3)

eşitliği ile tanımlanan helis eğrisidir [6].

Tanım 2.2.3. Tepe noktası verilen bir dik dairesel koni tanımında r = b = 1

alınarak elde edilen koniye birim koni denir.

Buna göre aşağıdaki sonucu verebiliriz:

Sonuç 2.2.1. Birim koni üzerine çizilen helis eğrisinin parametrik denklemi,

α(t) =
(

ect cos t, ect sin t, 1− ect
)

(2.2.4)

eşitliği ile verilir.

Eğriler günlük hayatta sık sık karşımıza çıkan geometrik nesnelerdir. Örneğin

kalp grafisi çektirdiğimizde eğrimizin nasıl davrandığı bizim için önemlidir. Ekono-

mide verilerin değerlendirilmesinde, derslerimizde öğrencilerimizin notlarını sıralarken

(çan eğrisi) eğrileri sık sık kullanırız. Fizikte bir parçacığın hareketini de yine

eğrilerle veririz. Görüldüğü gibi, eğriler günlük hayatımızın vazgeçilmez bir parçasıdır.

Eğriler içerisinde helis adı verilen eğriler, günlük hayatta karşımıza çok sık çıkmaktadır.

Örneğin, bir fasülyenin çubuğa sarılırken izlediği yol, DNA nın yapısında moleküllerin

dizilişi helis eğrisi şeklindedir. Bir vidanın ilerleyişinde yörüngesi yine bir helis

eğrisidir [10].

3-boyutlu Öklid uzay E3’de teğeti sabit bir doğrultu ile sabit açı yapan eğri ler

olarak tanımlanan genel helis eğrileri ile ilgili bir çok çalışma yapılmıştır. İlk defa
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1802 de M.A.Lancret tarafından ifade edilen ve 1845 de B. de Saint Venant tarafından

ispatlanan klasik bir sonuç aşağıda verilmiştir [21].

Sonuç 2.2.2. Bir eğrinin helis olması için gerek ve yeter şart eğri boyunca κ/τ

oranının sabit olmasıdır, burada κ ve τ sırasıyla eğrinin 1. ve 2.eğrilik fonksiyon-

larıdır.

2.3. Slant Helisler

Son yıllarda helis eğrisinin tanımında teğet yerine asli normal kullanılarak yeni

tip eğriler tarif edildi. Örneğin, S.Izumiya ve N.Takeuchi (2004) uzayda sabit bir

doğrultu ile her noktasındaki asli normali arasındaki açı sabit olan eğrilere slant

(yatık) helis adını verdiler ve bu yeni tanımlanan eğriler için bir karakterizasyon

olarak aşağıdaki sonucu ifade ettiler.

Sonuç 2.3.1. Birim hızlı bir α eğrisi için 1.eğrlik fonksiyonu κ(s) 6= 0 olsun.

Bu durumda α eğrisinin bir slant helis olması için gerek ve yeter şart

σ(s) =
( κ2

(κ2 + τ 2)3/2
(
κ

τ
)′
)

(s)

eşitliği ile tanımlanan σ fonksiyonunun bir sabit fonksiyon olmasıdır [8].

L.kula ve Y.Yaylı (2005) bir slant helisin teğet ve binormal vektör alanlarının

küresel göstergelerini araştırdılar ve bu küresel göstergelerin küresel helisler olduğunu

gösterdiler [25]. A. Mağden (1993) 4-boyutlu Öklid uzay E4 de helislerin bir integral

karakterizasyonunu elde etti. Bu sonuç aşağıda verilmiştir.

Sonuç 2.3.2. Birim hızlı bir α ⊂ E4 eğrisinin sıfır olmayan eğrilik fonksiyon-

ları k1 = k1(s), k2 = k2(s) ve k3 = k3(s) olmak üzere, α(s) eğrisinin bir genel helis

veya dairesel helis olması için gerek ve yeter şart

(k1
k2

)2

+
[ 1

k3

d

ds
(
k1
k2

)
]2

= tan2 θ = sabit

olmasıdır [9].

H.Kocayiğit ve M.Önder (2007) 4-boyutlu Minkowski uzayı E4
1 de benzer bir

karakterizasyonu aşağıdaki şekilde ifade ettiler.
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Sonuç 2.3.3. α ⊂ E4
1 Spacelike eğrisinin sıfır olmayan eğrilik fonksiyonları

k1 = k1(s), k2 = k2(s), k3 = k3(s) ve ε1 = ∓1 olmak üzere, α(s) spacelike eğrisinin

4-boyutlu Minkowski uzayı E4
1 de bir spacelike helis olması için gerek ve yeter şart

(k1
k2

)2

− ε1

[ 1

k3

d

ds
(
k1
k2

)
]2

= sabit

olmasıdır [10].

Aynı yazarlar (2008) E4 de slant helis kavramının bir yeni çeşiti olan B2− slant

helis kavramını tanımlayarak bu tür eğrileri aşağıdaki şekilde karakterize etmişlerdir.

Tanım 2.3.1. Birim hızlı bir α ⊂ IR → E4 eğrisinin sıfır olmayan eğrilik

fonksiyonları k1 = k1(s), k2 = k2(s), k3 = k3(s) ve Frenet Çatısı {T,N,B1, B2}
olmak üzere; eğri boyunca İkinci Binormal birim vektör, belirli doğrultudaki bir U

birim vektörü ile < B2, U >= cos θ = sabit olacak şekilde sabit bir açı oluşturuyorsa

bu eğriye B2− slant helis adı verilir.

Sonuç 2.3.4. Birim hızlı bir α ⊂ E4 eğrisinin sıfır olmayan eğrilik fonksiy-

onları k1 = k1(s), k2 = k2(s), k3 = k3(s) ve İkinci Binormal birim vektör ile sabit

U birim vektörü arasındaki sabit açı θ3 olmak üzere, α(s) eğrisinin E4 de bir B2−
slant helis olması için gerek ve yeter şart

(k3
k2

)2

+
[ 1

k1

d

ds
(
k3
k2

)
]2

= tan2 θ3 = sabit

olmasıdır [11].
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3. NULL KONİ ÜZERİNDEKİ EĞRİLER ve YÜZEYLER

Bu bölümde 3-boyutlu Minkowski uzayı E3
1 de yatan 2-boyutlu null koni

Q2 =
{

v ∈ R3
1 : g(v, v) = 0

}

(3.0.1)

üzerindeki eğriler ile 4-boyutlu Minkowski uzayı E4
1 de yatan 3-boyutlu null koni

Q3 =
{

v ∈ R4
1 : g(v, v) = 0

}

(3.0.2)

üzerindeki eğriler ve yüzeyler ele alınacaktır. Bu kavramlar ilk olarak H.Liu (2004)

tarafından ele alınıp incelenmiştir. Bu çalışmada da burada kullanılan kavram ve

notasyonlara bağlı kalınacaktır.

3.1. Null Koni Q2 Üzerindeki Eğriler

Bu bölümde 3 boyutlu Minkowski uzayı E3
1 de tanımlı 2-boyutlu null koni Q2

üzerinde yatan eğrileri ele alacağız. x : I −→ Q2, s yay parametresiyle verilen bir

spacelike eğri olsun. Bu durumda ∀s ∈ I için < x(s), x(s) >= 0 dır. Buna göre

x = x(s) = (x1, x2, x3) ⇔ x2
1 + x2

2 − x2
3 = 0 (3.1.1)

yazılabilir. Bu eşitlikten, x2
1 − x2

3 = −x2
2 olup eşitliğin sol tarafı iki kare farkı

olduğundan bu ifade çarpanlarına ayrılarak her iki taraf x2(x1 − x3)’e bölünürse

x1 + x3

x2
= − x2

x1 − x3
veya − x1 + x3

x2
=

x2

x1 − x3

elde edilir. Genelliği bozmaksızın verilen x : I −→ Q2 eğrisi için

x = x(s) = (x1, x2, x3) ve

x1 + x3

x2
= − x2

x1 − x3
= f(s) ve x2 = 2ρ(s) (3.1.2)

alınırsa (3.1.2) eşitliğinden






x1 + x3 = 2ρf

x1 − x3 = −2ρf−1
(3.1.3)

eşitlikleri elde edilir. Bu iki eşitliğin taraf tarafa toplanıp ve çıkarılmasıyla


















x1 = ρ(f − f−1)

x2 = 2ρ

x3 = ρ(f + f−1)

(3.1.4)



elde edilir. Buna göre x : I −→ Q2 eğrisi

x = x(s) = (x1, x2, x3) = ρ(f − f−1, 2 , f + f−1) (3.1.5)

eşitliği ile tanımlanabilir. Burada ρ ve f fonksiyonları arasındaki bağıntı, verilen

eğrinin s yay parametresi ile verilen bir spacelike eğri olması, yani

ẋ = xs =
dx

ds
, ẍ = xss =

d2x

ds2
, ...

olmak üzere < ẋ, ẋ >= 1 eşitliğinden 4ρ2f 2
s f

−2 = 1 elde edilir. Dolaysıyla ρ ve f

fonksiyonları arasındaki bağıntı,

ρ(s) =
f(s)

2fs(s)
(3.1.6)

olarak bulunur. ρ nun bu değeri (3.1.5) eşitliğinde yerine yazılırsa x : I −→ Q2

eğrisinin f(s) fonksiyonu cinsinden ifadesi elde edilir.

Böylece aşağıdaki Teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.1.1. x : I −→ Q2, s yay parametresiyle verilen bir spacelike

eğri olsun. Bu durumda f(s) sabit olmayan bir fonksiyon ve fs =
df

ds
olmak üzere

x = x(s) = (x1, x2, x3) eğrisi

x(s) =
1

2
f−1
s (f 2 − 1, 2f, f 2 + 1) (3.1.7)

eşitliği ile verilir [12].

Bu teoremde verilen f(s) fonksiyonuna Q2 ⊂ E3
1 null koni üzerinde s yay

parametresiyle verilen x : I −→ Q2 eğrisinin yapı fonksiyonu adı verilir.

(3.1.7) eşitliğinde s’ye göre türev alınarak,

2ẋ = 2xs = −f−2
s fss(f

2 − 1, 2f, f 2 + 1) + 2(f, 1, f)

2ẍ = 2xss = (2f−2
s f 2

ss − f−2
s fsss)(f

2 − 1, 2f, f 2 + 1)

−2f−1
s fss(f, 1, f) + 2fs(1, 0, 1)

elde edilir. Buradan

< ẍ, ẍ >= −3f−2
s f 2

ss + 2f−1
s fsss (3.1.8)

olmak üzere null koni Q2 ⊂ E3
1 üzerinde tanımlı yeni bir vektör alanı y(s)

y(s) = −ẍ(s)− 1

2
< ẍ(s), ẍ(s) > x(s) (3.1.9)

eşitliği ile tanımlanırsa (3.1.9) dan

y(s) = −1

2
f−2
s f 2

ssx+ f−1
s fss(f, 1, f)− fs(1, 0, 1) (3.1.10)
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elde edilir. Buradan

< y, y >=< y, ẋ >= 0 ve < x, y >= 1 (3.1.11)

olduğu görülebilir.

Tanım 3.1.1. x : I −→ Q2 ⊂ E3
1 , s yay parametresiyle verilen bir spacelike

eğri olsun. Bu durumda (3.1.9) eşitliği ile tanımlana y(s) fonksiyonu da Q2 üzerinde

bir eğridir. Bu eğriye x(s) eğrisinin dual eğrisi (associated curve) adı verilir.

ẋ(s) = α(s) olmak üzere
{

x(s), α(s), y(s)
}

kümesinin x(s) eğrisi boyunca bir

asimptotik ortonormal çatı alanı olduğunu ve (1.3.1) eşitliklerinden


















ẋ(s) = α(s)

α̇(s) = κ(s)x(s)− y(s)

ẏ(s) = −κ(s)α(s)

(3.1.12)

olduğunu biliyoruz [19].

x(s) eğrisinin κ(s) koni eğrilik fonksiyonu için (3.1.9) ve (3.1.10) eşitliklerinden

κ(s) = −1

2
< ẍ(s), ẍ(s) >=

3

2
f−2
s f 2

ss − f−1
s fsss

=
1

2
f−2
s f 2

ss + f−2
s f 2

ss − f−1
s fsss

olup buradan

κ(s) =
1

2
[(logfs)s]

2 − [(logfs)s]s (3.1.13)

eşitliği elde edilir.

Tanım 3.1.2. Bir y(x) fonksiyonu için

y′ = f(x) + g(x)y + h(x)y2

denklemine Riccati Denklemi denir. Burada h(x) ≡ 0 olduğunda lineer, f(x) ≡ 0

olduğunda ise Bernoulli denklemi elde edilir.

x : I −→ Q2, s yay parametresiyle verilen bir spacelike x(s) eğrisinin κ(s)

koni eğrilik fonksiyonu için verilen (3.1.13) eşitliğide (logfs)s = ξ(s) alınırsa,

ξ′(s) =
1

2
ξ2(s)− κ(s) (3.1.14)

bir Riccati denklemi elde edilir. Bu denklemin çözümü olan

η(s) = exp
(

−
∫

1

2
ξ(s)ds

)

(3.1.15)
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değeri (3.1.14) eşitliğinde yerine yazılırsa

η′′(s)− 1

2
κ(s)η(s) = 0 (3.1.16)

η(s) fonksiyonu için ikinci dereceden bir lineer denklem elde edilir.

Eğer κ(s) < 0 ise bu denklemin çözümü

η(s) = a1exp
( 1√

2

∫ √
−κ

cos θ

sin θ
ds
)

(3.1.17)

olup burada a1 sabit ve θ,

θ′ =

√

−κ

2
+

κ′

2κ
sin θ cos θ (3.1.18)

eşitliğini sağlayan bir açıdır.

κ(s) > 0 olması durumunnda ise (3.1.16) denkleminin çözümü

η(s) = a1exp
( 1√

2

∫ √
−κ

cosh θ

sinh θ
ds
)

(3.1.19)

olup burada θ,

θ′ =

√

κ

2
+

κ′

2κ
sinh θ cosh θ (3.1.20)

eşitliğini sağlayan bir açıdır [12].

(3.1.14) denkleminin bazı özel çözümleri için elde edilen null koni Q2 ⊂ E3
1

üzerindeki özel eğriler bir sonuç olarak aşağıdaki teoremle verilir.

Teorem 3.1.2. x : I −→ Q2 ⊂ E3
1 , s yay parametresiyle verilen ve yapı

fonksiyonu f(s) olan bir spacelike eğri olsun. Eğer x eğrisi düzlemsel bir eğri ise,

bu durumda f(s) yapı fonksiyonu

[(logfs)s]
2 − [(logfs)s]s = 2κ(s) = c := sabit (3.1.21)

eşitliğini sağlayan bir fonksiyon ve x bir quadric eğri olup,

c = −a2 < 0 olduğunda x eğrisi bir elips, f(s) =
2

a
tan

as

2
,

c = 0 olduğunda x eğrisi bir parabol, f(s) =
−a

s
ve

c = a2 > 0 olduğunda x eğrisi bir hiperbol olup f(s) =
2

a
tanh

as

2
dir [12].
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Uyarı 3.1.1. Çalışmanın bundan sonraki bölümlerinde so bir sabit olmak üzere

s → s + so parametre dönüşümü kullanılarak verilen integral çözümlerinde integ-

rasyon sabiti gözardı edilecektir. (3.1.14) ve eğrilerin temel teoreminden bilinmek-

tedirki bir eğri, bir birine denk olan (congrent) iki fonksiyon f(s) ve f(s) + fo ile

tanımlanmaktadır, burada fo bir sabittir.

Bu uyarı ve Teorem 3.1.2 den aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1.1. x : I −→ Q2 ⊂ E3
1 , s yay parametresiyle verilen bir spacelike

eğri olsun. Bu durumda,

1. Eğer x eğrisi bir elips ise,

x(s) =
( 2

a2
sin2 as

2
− 1

2
cos2

as

2
,
1

a
sin as,

2

a2
sin2 as

2
+

1

2
cos2

as

2

)

. (3.1.22)

2. Eğer x eğrisi bir parabol ise,

x(s) =
(a

2
− s2

2a
, −s,

a

2
+

s2

2a

)

. (3.1.23)

3. Eğer x eğrisi bir hiperbol ise,

x(s) =
( 2

a2
sinh2 as

2
− 1

2
cosh2 as

2
,
1

a
sinh as,

2

a2
sinh2 as

2
+

1

2
cosh2 as

2

)

(3.1.24)

yazılabilir.

Teorem 3.1.3. x : I −→ Q2 ⊂ E3
1 , s yay parametresiyle verilen ve yapı

fonksiyonu f(s) olan bir spacelike eğri olsun. Eğer x eğrisi düzlemsel olmayan bir

helis eğrisi ise, bu durumda f(s) yapı fonksiyonu

[(logfs)s]
2 − [(logfs)s]s = 2κ(s) = a(s+ b)−2 (3.1.25)

eşitliğini sağlar ve (uygun bir parametre dönüşümüyle) aşağıdaki durumlardan biri-

sine uygun olarak yazılabilir.

1.durum c 6= 0, ∓1 ve a = c2 − 1 için f(s) = sc veya f(s) = s−c,

2.durum c 6= 0 ve a = −1 için f(s) =
c

log s
veya f(s) =

log s

c
,
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3.durum c 6= 0 ve a+ 1 = −c2 için

f(s) =
2

c
tan (

c

2
log s) veya f(s) = −2

c
tan−1 (

c

2
log s).

ispat 3.1.1. Bu teoremin ispatı Huili Lui ve Qingxian Meng tarafından [12, 27]

de üç farklı metotla verilmiştir.

3.2. Null Koni Q3 üzerindeki Eğriler

Bu bölümde 4 boyutlu Minkowski uzayı E4
1 de tanımlı 3-boyutlu null koni Q3

üzerinde yatan eğrileri ele alacağız. x : I −→ Q3, s yay parametresiyle verilen bir

spacelike eğri olsun. Buna göre

x = x(s) = (x1, x2, x3, x4) ⇔ x2
1 + x2

2 + x2
3 − x2

4 = 0

yazılabilir. Bu eşitlikten,

x2
1 − (ix2)

2 = −(x2
3 − x2

4)

elde edilir. Bu eşitliğin her iki tarafı iki kare farkı olduğundan

x1 + ix2

x3 + x4

= − x3 − x4

x1 − ix2

veya
x1 + ix2

x3 − x4

= − x3 + x4

x1 − ix2

elde edilir. Genelliği bozmaksızın verilen x : I −→ Q3 eğrisi için

x = x(s) = (x1, x2, x3, x4) ve

x1 + ix2

x3 + x4

= − x3 − x4

x1 − ix2

= f(s) + ig(s) (3.2.1)

ve x3 + x4 = 2ρ(s) alınırsa,

x1 + ix2

x3 − x4
= − x3 + x4

x1 − ix2
= − 1

f(s)− ig(s)
(3.2.2)

olup (3.2.1) ve (3.2.2) den;



























x1 + ix2 = 2ρ(f + ig)

x1 − ix2 = 2ρ(f − ig)

x3 + x4 = 2ρ

−x3 + x4 = 2ρ(f 2 + g2)

(3.2.3)
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bulunur. Buradan;


























x1 = 2ρf

x2 = 2ρg

x3 = ρ(1− f 2 − g2)

x4 = ρ(1 + f 2 + g2)

(3.2.4)

yazılabilir.

Buna göre x : I −→ Q3 eğrisi

x = x(s) = (x1, x2, x3, x4) = ρ(2f, 2g, 1− f 2 − g2, 1 + f 2 + g2) (3.2.5)

eşitliği ile tanımlanabilir. (3.2.5) den s ye göre türev alınırsa,

xs = ρs(2f, 2g, 1− f 2 − g2, 1 + f 2 + g2) + 2ρ(fs, gs,−ffs − ggs, ffs + ggs) (3.2.6)

elde edilir.

x : I −→ Q3 eğrisi s yay parametresi ile verilen bir spacelike eğri olduğundan

< ẋ, ẋ >= 1 eşitliğinden yukarıdaki ρ ve f fonksiyonları arasındaki bağıntı,

4ρ2(f 2
s + g2s) = 1 (3.2.7)

olarak bulunur.

Böylece aşağıdaki Teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.2.1. x : I −→ Q3, s yay parametresi ile verilen bir spacelike eğri

olsun. Bu durumda f(s) ve g(s) sabit olmayan fonksiyonlar, fs =
df

ds
ve gs =

dg

ds
için 4ρ2(s)[f 2

s (s) + g2s(s)] = 1 olmak üzere x = x(s) = (x1, x2, x3, x4) eğrisi

x = x(s) = ρ( 2f, 2g, 1− f 2 − g2, 1 + f 2 + g2) (3.2.8)

eşitliği ile verilir [12].

Bu teoremde verilen f(s) ve g(s) fonksiyonlarına Q3 ⊂ E4
1 null koni üzerinde

s yay parametresiyle verilen x(s) eğrisinin yapı fonksiyonları adı verilir.

(3.2.7) eşitliğnden

ρ(s) =
1

2
√

f 2
s (s) + g2s(s)

(3.2.9)

veya






2fs(s) = ρ(s)−1 sin θ(s)

2gs(s) = ρ(s)−1 cos θ(s)
(3.2.10)

yazılabilir.
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y(s) = −ẍ(s)− 1

2
< ẍ(s), ẍ(s) > x(s) (3.2.11)

olmak üzere;

< y, y >=< x, x >=< y, ẋ >= 0, < x, y >= 1 (3.2.12)

olduğu görülür. Aynı zamanda (3.2.10) den







2fss = −ρ−2ρs sin θ + ρ−1θs cos θ

2gss = −ρ−2ρs cos θ − ρ−1θs sin θ
(3.2.13)

ve







2fsss = (2ρ−3ρ2s − ρ−2ρss − ρ−1θ2s) sin θ + (ρ−1θss − 2ρ−2ρsθs) cos θ

2gsss = (2ρ−3ρ2s − ρ−2ρss − ρ−1θ2s) cos θ − (ρ−1θss − 2ρ−2ρsθs) sin θ
(3.2.14)

bulunur. (3.2.6) den

ẍ = ρss(2f, 2g, 1− f 2 − g2, 1 + f 2 + g2) + 4ρs(fs, gs,−ffs − ggs, ffs + ggs)

+2ρ(fss, gss,−f 2
s − ffss − g2s − ggss, f

2
s + ffss + g2s + ggss)

(3.2.15)

ve

...
x = ρsss(2f, 2g, 1− f 2 − g2, 1 + f 2 + g2) + 6ρss(fs, gs,−ffs − ggs, ffs + ggs)

+6ρs(fss, gss,−f 2
s − ffss − g2s − ggss, f

2
s + ffss + g2s + ggss)

+2ρ(fsss, gsss,−3fsfss − ffsss − 3gsgss − ggsss, 3fsfss + ffsss + 3gsgss + ggsss)

(3.2.16)

yazılır.

tan θ =
fs(s)

gs(s)
(3.2.17)

olmak üzere (3.2.10), (3.2.13) ve (3.2.14) kullanılarak;

< ẍ, ẍ > = 16ρ2s(f
2
s + g2s) + 4ρ2(f 2

ss + g2ss)− 8ρρss(f
2
s + g2s) + 16ρρs(fsfss + gsgss)

= ρ−2ρ2s + θ2s − 2ρ−1ρss
(3.2.18)

elde edilir. Aynı zamanda
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<
...
x ,

...
x > = 36ρ2ss(f

2
s + g2s) + 36ρ2s(f

2
ss + g2ss) + 4ρ2(f 2

sss + g2sss)

−24ρsρsss(f
2
s + g2s)− 24ρρsss(fsfss + gsgss) + 72ρsρss(fsfss + gsgss)

+24ρρss(fsfsss + gsgsss) + 24ρρs(fssfsss + gssgsss)

= 4ρ−2ρ2ss + ρ−4ρ4s + 3ρ−2ρ2sθ
2
s − 4ρ−3ρ2sρss − 4ρ−1ρssθ

2
s

+θ4s + 2ρ−1ρsθsθ
2
ss

(3.2.19)

bulunur.

α(s) = ẋ(s) olmak üzere β(s), det
(

x(s), α(s), β(s), y(s)
)

= 1 olacak şekilde

seçilirse (3.2.11) den;

α̇(s) = ẍ(s) = −1

2
< ẍ(s), ẍ(s) > x(s)− y(s) = κ(s)x(s)− y(s) (3.2.20)

elde edilir.

Böylece x = x(s) : I −→ Q3 ⊂ E4
1 eğrisinin Frenet Formülleri aşağıdaki

gibidir.



























ẋ(s) = α(s)

α̇(s) = κ(s)x(s)− y(s)

β̇(s) = τ(s)x(s)

ẏ(s) = −κ(s)α(s)− τ(s)β(s)

(3.2.21)

Tanım 3.2.1. (3.2.21) de bulunan κ(s) ve τ(s) fonksiyonlarına; x = x(s)

eğrisinin sırasıyla (birinci) koni eğriliği ve koni torsiyonu (ikinci koni eğriliği) denir.

Ayrıca {x(s), α(s), β(s), y(s)} çatı alanına x(s) eğrisinin Koni Frenet Çatısı

adı verilir. Buradan

θs =

(

1 +
f 2
s

g2s

)−1

·
(

fs
gs

)

s

(3.2.22)

olmak üzere (3.2.17), (3.2.18) ve (3.2.20) den

κ(s) = −1

2
< ẍ, ẍ >= −1

2
ρ−2ρ2s −

1

2
θ2s + ρ−1ρss

=
1

2
[(log ρ)s]

2 + (log ρ)ss −
1

2
θ2s

(3.2.23)
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elde edilir. (3.2.20) ve (3.2.21) eşitlikleri ile < x,
...
x >= 0 ve < ẋ,

...
x >= − < ẍ, ẍ >

kullanılarak yapılan hesaplamalarla

τ 2 = <
...
x , κα− κ̇x,

...
x , κα− κ̇x > −κ2

= <
...
x ,

...
x > −4κ2 =<

...
x ,

...
x > − < ẍ, ẍ >2

= 4ρ−2ρ2ss + ρ−4ρ4s + 3ρ−2ρ2sθ
2
s − 4ρ−3ρ2sρss − 4ρ−1ρssθ

2
s

+θ4s + 2ρ−1ρsθsθ
2
ss − ρ−4ρ4s − θ4s − 4ρ−2ρ2ss − 2ρ−2ρ2sθ

2
s

+4ρ−3ρ2sρss + 4ρ−1ρssθ
2
s

= ρ−2ρ2sθ
2
s + 2ρ−1ρsθsθ

2
ss + θ2ss

= (ρ−1ρsθs + θss)
2

= (θs (log ρ)s + θss)
2

(3.2.24)

bulunur. Ayrıca basit hesaplamalarla

τ(s)β(s) =
...
x (s)+ < ẍ(s), ẍ(s) > ẋ(s)+ <

...
x (s), ẍ(s) > x(s) (3.2.25)

bulunur.

Önerme 3.2.1. s yay parametresi, f(s) ve g(s) yapı fonksiyonları olmak üzere

x = x(s) : I −→ Q3 ⊂ E4
1 eğrisi Q3 de bir spacelike eğri olsun. Buna göre x

eğrisinin koni eğriliği ve torsiyonu (3.2.23) ve (3.2.24) de; Koni Frenet Çatı Alanı

da (3.2.11) ve (3.2.25) de verilmiştir.

Uyarı 3.2.1. x = x(s) : I −→ Q3 ⊂ E4
1 eğrisinin {x, α, β, y} Asimptotik

Ortonormal çatısı için

< x, x >=< y, y >=< x, α >=< x, β >=< y, α >=< y, β >=< α, β >= 0

< x, y >=< α, α >=< β, β >= 1 (3.2.26)

olduğunu biliyoruz. Buna göre bu eğrinin Frenet formülleri;


























ẋ(s) = α(s)

α̇(s) = κ(s)x(s) + λ(s)β(s)− y(s)

β̇(s) = τ(s)x(s)− λ(s)α(s)

ẏ(s) = −κ(s)α(s)− τ(s)β(s)

(3.2.27)

şeklindedir.

Burada y(s) eğrisinin (3.2.11) şeklinde tanımlandığı durumlarda λ(s) = 0 olup

bu tür çatılar bazı matematikçiler tarafından Cartan Çatı olarak isimlendirilmekte-

dir [22, 26].

25



(3.2.11) ve (3.2.12) eşitlikleri daha yüksek boyutlu uzaylar için de geçerli

olduğundan x : I −→ Qn+1 ⊂ En+2
1 eğrisi için aşağıdaki ifadeler geçerlidir.

Önerme 3.2.2. Qn+1 de s yay parametresi ile verilen x = x(s) : I −→
Qn+1 ⊂ En+2

1 eğrisi bir regüler eğri olsun. ẋ = α1 ve < αi, αj >= δij , 1 6 i, j 6 n

ile α2(s), α3(s), ... , αn(s) ∈ span{x, y, α1}⊥ için

y(s) = −ẍ(s)− 1

2
< ẍ(s), ẍ(s) > x(s)

olmak üzere


































































































ẋ(s) = α1(s)

α̇1(s) = κ1(s)x(s)− y(s)

α̇2(s) = κ2(s)x(s)

α̇3(s) = κ3(s)x(s)

...

α̇i(s) = κi(s)x(s)

...

α̇n−1(s) = κn−1(s)x(s)

α̇n(s) = κn(s)x(s)

ẏ(s) = −
∑n

i=1 κi(s)αi(s)

(3.2.28)

dir[12].

3.3. Null Koni Q3 Üzerindeki Yüzeyler

4 boyutlu Minkowski uzayında irtibatlı, yönlendirilmiş 2-boyutlu bir manifold

M ve x : M −→ R4
1, (u, v) isothermal parametreleri ile bir yüzey olsun. Bu durumda

dx = xudu+ xvdv olmak üzere,

g̃ =< dx, dx >= 2eω(du2 + dv2) (3.3.1)

fonksiyonu x(u, v) yüzeyi üzerinde bir metrik tanımlar.

g̃ =< xu, xu > du2 + 2 < xu, xv > dudv+ < xv, xv > dv2 (3.3.2)

olduğundan

< xu, xu >=< xv, xv >= 2eω, < xu, xv >= 0 (3.3.3)

26



olur. Burada z = u+ iv dönüşümü yapılırsa,

dz = du+ idv, dz̄ = du− idv (3.3.4)

eşitliklerinden

dz ⊗ dz̄ = dz̄ ⊗ dz = du2 + dv2 (3.3.5)

elde edilir ve (3.3.1) deki g̃ metriği

g̃ =< dx, dx >= eω(dz ⊗ dz̄ + dz̄ ⊗ dz) (3.3.6)

ifadesine dönüşür.

Ayrıca dx = xzdz + xz̄dz̄ olduğundan

< dx, dx >=< xz , xz > dz2+ < xz, xz̄ > dz ⊗ dz̄+ < xz̄, xz > dz̄ ⊗ dz+ < xz̄, xz̄ > dz̄2

(3.3.7)

olarak yazılır ve (3.3.6) den

< xz, xz >=< xz̄, xz̄ >= 0, < xz, xz̄ >=< xz̄ , xz >= eω (3.3.8)

sonucuna ulaşılır.

∂z =
∂

∂z
=

1

2

(

∂

∂u
− i

∂

∂v

)

, ∂z̄ =
∂

∂z̄
=

1

2

(

∂

∂u
+ i

∂

∂v

)

(3.3.9)

Cauchy-Riemann operatörleri kullanılarak;

xz =
1

2
(xu − ixv), xz̄ =

1

2
(xu + ixv) (3.3.10)

eşitlikleri elde edilir.

Şimdi (u, v) isothermal parametreleri ile Q3 light koni üzerinde x : M −→ Q3

yüzeyini alalım. x(u, v) yüzeyi üzerine indirgenen metrik (3.3.6) den

g =< dx, dx >= eω(dz ⊗ dz̄ + dz̄ ⊗ dz) (3.3.11)

ile verilir. x(u, v) ∈ Q3 olduğundan < x, x >= 0 dır. Bu son eşitlikte z ve z̄ ye göre

kısmi türevler alınırsa

< x, xz >= 0, < x, xz̄ >= 0 (3.3.12)

eşitlikleri elde edilir. Burada

g =< dx, dx >= 2eω(du2 + dv2) = eω(dz ⊗ dz̄ + dz̄ ⊗ dz) (3.3.13)

metriği için

27



< x, x >=< x, xz >=< x, xz̄ >=< xz, xz >=< xz̄, xz̄ >= 0

< xz, xz̄ >= eω (3.3.14)

elde edilir.

Bu eşitliklerde z ve z̄ ye göre kısmi türevler alarak;

< xz, xzz >=< xz, xzz̄ >=< xz̄, xz̄z̄ >=< xz̄, xzz̄ >=< x, xzz >=< x, xz̄z̄ >= 0,

(3.3.15)

< xz̄, xzz >= eωωz, < xz, xz̄z̄ >= eωωz̄, < x, xzz̄ >= −eω (3.3.16)

ifadeleri elde edilir [13]. (3.3.9) ve (3.3.13) den g metriğinin Laplace operatörü

∆ =
1

2eω

(

∂2

∂u2
+ i

∂2

∂v2

)

=
1

2eω
4∂z∂z̄ = 2e−ω∂z∂z̄ (3.3.17)

olur. Bu durumda

∆x = 2e−ωxzz̄ (3.3.18)

olur. (3.3.17) den x(u, v) yüzeyinin K Gauss eğriliği

K = −1

2
∆ω = −1

2
2e−ωωzz̄ (3.3.19)

olarak elde edilir.

Ayrıca Q3 light koni üzerinde (u, v) isothermal parametreleri ile verilen x(u, v) yüzeyi

için Christoffel Sembolleri

Γ1
11 = Γ2

12 = −Γ1
22 =

1

2
(ωz + ωz̄), Γ1

12 = Γ2
22 = −Γ2

11 =
1

2
i(ωz − ωz̄) (3.3.20)

ile verilir.

Böylece x(u, v) yüzeyinin K Gauss eğriliği, Christoffel sembolleri cinsinden aşağıdaki

şekilde ifade edilir [13].

K = −e−ωωzz̄ = −e−ω
(

(Γ1
11)z̄ + (iΓ2

11)z̄
)

(3.3.21)

Q3 light koni üzerinde

y = y(u, v) = −1

2
∆x− 1

8
< ∆x,∆x > x (3.3.22)

eşitliği ile tanımlı bir y yüzeyi için

< x, y >= 1, < y, y >=< xz, y >=< xz̄, y >= 0 (3.3.23)
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olup burada z ve z̄ ye göre kısmi türevler alınırsa;

< x, yz >=< x, yz̄ >=< yz, y >=< yz̄, y >= 0 (3.3.24)

ve

< xz, yz >=ϕ, < xz̄, yz̄ >= −ϕ̄, < xz̄, yz >=< yz̄, xz >= −λ (3.3.25)

eşitlikleri elde edilir [13].

Bununla birlikte x(u, v) yüzeyi için u1 = u, u2 = v ve hij ler yüzeyin ikinci

temel formunun bileşenleri olmak üzere

< xuiuj , y >= 2hije
ω (3.3.26)

şeklindedir [18].

(3.3.3) deki ilk eşitlikten, ‖xu‖ = ‖xv‖ = (2eω)
1

2 olup, (2eω)−
1

2xu ve (2eω)−
1

2xv

ortonormal (birim dik) vektörlerdir. Ayrıca (3.3.14) ve (3.3.23) deki eşitlikler dikkate

alınarak aşağıdaki sonuç verilebilir.

Sonuç 3.3.1. Q3 light koni üzerindeki x(u, v) yüzeyi boyunca

{

x, y, (2eω)−
1

2xu, (2e
ω)−

1

2xv

}

kümesi E4
1 üzerinde bir asimtotik ortonormal çatı alanı ve

{

x,−y,
√
2(2eω)−

1

2xz,
√
2(2eω)−

1

2 (1− i)xz̄

}

kümesi de R4
1 üzerinde bir lightlike çatı (null tetrat) alanıdır [13].

Ali İhsan BORAN (2008) hazırladığı tez çalışmasında; E4
1 üzerindeki lightlike

ortonormal çatılar ile ilgili aşağıdaki tanımları vermiştir;

Tanım 3.3.1. R4
1’ in B = {f, f ∗, k, l} quasi-ortonormal bazı yardımıyla

< f, f ∗ >=< m, m̄ >= 1

olacak şekilde ikisi reel null vektör, ikisi kompleks null vektörden oluşan

T =

{

f, f ∗, m =
(1 + i)

2
(k + il), m̄ =

(1− i)

2
(k − il)

}

çatısına R4
1’de bir lightlike baz adı verilir.

29



Tanım 3.3.2. Q3 light koni üzerindeki x(u, v) yüzeyi boyunca

{

x, y, (2eω)−
1

2 (1 + i)xz, (2eω)−
1

2 (1− i)xz̄

}

kümesi R4
1 üzerinde bir lightlike çatı alanıdır.

BORAN (2008); xz, xz̄ ve y nin z ve z̄ ye göre kısmi türevleri R4
1 de ya-

tacağından dolayı x(u, v) yüzeyi boyunca R4
1 üzerindeki

{

x, y, (2eω)−
1

2 (1 + i)xz , (2e
ω)−

1

2 (1− i)xz̄

}

lightlike ortonormal çatı alanı cinsinden yazılabileceği için bu yüzeyin yapı denklem-

lerini aşağıdaki teoremle ifade etmiştir.

Teorem 3.3.1. x : M −→ Q3; light koni üzerinde bir yüzey olsun ve x(u, v)

yüzeyi boyunca
{

x, y, (2eω)−
1

2 (1 + i)xz, (2eω)−
1

2 (1− i)xz̄

}

lightlike çatısı için < xzz̄, y >= λ ve < xzz, y >= ϕ olmak üzere x(u, v) yüzeyinin

yapı denklemleri

xz = xz, xz̄ = xz̄

xzz = ϕx + ωzxz

xz̄z̄ = ϕ̄x+ ωz̄xz̄

xzz̄ = λx− eωy

yz = −λe−ωxz − ϕe−ωxz̄

yz̄ = −ϕ̄e−ωxz − λe−ωxz̄

şeklindedir [13].

∆x’in (3.3.18) deki değeri ∆x = 2e−ωxzz̄, x ile iç çarpıma tabi tutulursa

< ∆x, x >= −2 elde edilir. Buradan,

λ =< xzz̄, y >=<
∆x

2e−ω
, y >= 1

2
eω < ∆x, y >

= 1
2
eω < ∆x,−1

2
∆x− 1

8
< ∆x,∆x > x >

= 1
2
eω{−1

2
< ∆x,∆x > −1

8
< ∆x,∆x >< x,∆x >}

= 1
2
eω{−1

2
< ∆x,∆x > −1

8
< ∆x,∆x > (−2)}

= 1
2
eω{−1

4
< ∆x,∆x >}

= −1
8
eω < ∆x,∆x >

bulunur.

Böylece aşağıdaki teorem verilir.
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Teorem 3.3.2. x : M −→ Q3 ⊂ E4
1 light koni üzerinde bir yüzey olsun ve

x(u, v) yüzeyi boyunca

{

x, y, (2eω)−
1

2 (1 + i)xz , (2e
ω)−

1

2 (1− i)xz̄

}

⊂ E4
1

çatısı için < xzz̄, y >= λ ve < xzz, y >= ϕ olmak üzere x(u, v) yüzeyinin yapı

denkleminin integrallenme şartlarından

2λ = ωzz̄

ϕ̄z = λz̄ − λωz̄

ϕz̄ = λz − λωz

sonuçları elde edilir [13].

Buna göre x(u, v) yüzeyinin yapı denklemlerinde kullanılan katsayıların K

Gauss eğriliği cinsinden ifadeleri

λ = −1
2
eωK

ϕz̄ = −1
2
eωKz

ϕ̄z = −1
2
eωKz̄

şeklinde verilir [13].

Tanım 3.3.3. x : M −→ Q3 bir yüzey olsun. Q3 deki x(u, v) yüzeyinin H

ortalama eğriliği

H =
1

2
< ∆x, y >

ile tanımlanır. Eğer H = 0 ise x(u, v) yüzeyine Q3 üzerinde sıfır ortalama eğrilikli

yüzey denir.

Teorem 3.3.3. x : M −→ Q3 light koni üzerinde bir yüzey olsun. x(u, v)

yüzeyinin H ortalama eğriliği ile K Gauss eğriliği arasında

K + 2H = 0

bağıntısı geçerlidir.

x yüzeyinin ortalama eğriliği ile Gauss eğriliği arasındaki bu bağıntıdan aşağıdaki

sonuca ve ortalama eğriliğin Christoffel Sembolleri cinsinden ifadesini veren aşağıdaki

lemmaya ulaşılır.
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Sonuç 3.3.2. x : M −→ Q3 light koni üzerinde bir yüzey olsun. Bu yüzey için

aşağıdaki ifadeler denktir:

i) x : M −→ Q3 bir flat yüzeydir.

ii) x : M −→ Q3 yüzeyi sıfır ortalama eğrilikli bir yüzeydir.

Lemma 3.3.1. Q3 light koni üzerinde (u, v) isothermal parametreleri ile verilen

x(u, v) yüzeyinin H ortalama eğriliğinin Christoffel Sembolleri cinsinden ifadesi

H =
1

2
e−ω

((

Γ1
11

)

z̄
+
(

iΓ2
11

)

z̄

)

şeklindedir.

Şimdi x yüzeyinin sıfır ortalama eğrilikli bir yüzey olması durumunda denk

olduğu yüzey tipini veren aşağıdaki teoremi verelim.

Teorem 3.3.4. x : M −→ Q3 yüzeyi sıfır ortalama eğrilikli bir yüzey olsun.

Bu durumda bu yüzey, aşağıdaki yüzeylerden birine denktir.

i) x : M −→ Q3 yüzeyi total umbilik bir yüzeydir.

ii) x(u, v) = a(sin u, cosu, sinh v, cosh v), 0 6= a ∈ R

Çalışmamının bundan sonraki kısmında x yüzeyine konformal olarak denk olan

bir yüzey ile x yüzeyinden türetilen bir yüzeyi ele alıp, x yüzeyinin sıfır ortalama

eğriliğe sahip olması durumunda bu yüzeylerin durumları incelenecektir.

Uyarı 3.3.1. σ : M −→ R bir diferansiyellenebilir fonksiyon olmak üzere Q3

deki bir x(u, v) yüzeyine bağlı olarak tanımlanan x̃(u, v) = eσx(u, v) yüzeyi de Q3

de bir yüzeydir. Gerçekten

< x̃, x̃ >=< eσx, eσx >= e2σ < x, x >= 0

dir. Aynı zamanda

< dx̃, dx̃ >= e2σ < dx, dx >= 0

olduğundan x̃(u, v) ve x(u, v) yüzeyleri konformal olarak denk yüzeylerdir.

Lemma 3.3.2. x(u, v), Q3 üzerinde bir yüzey olsun. σ : M −→ R bir difer-

ansiyellenebilir fonksiyon olmak üzere x̃(u, v) = eσx(u, v) ile tanımlı Q3 de bulunan

diğer bir yüzeyin K̃ Gauss eğriliği ile x yüzeyinin K Gauss eğriliği arasında

K̃ = e−2σ(K − 2σzz̄e
−ω)

bağıntısı geçerlidir.

32



H̃ , x̃(u, v) yüzeyinin ortalama eğriliğini göstersin. x̃(u, v) yüzeyi de Q3 light

koni üzerinde bir yüzey olduğu için x̃ yüzeyinin H̃ ortalama eğriliği ile K̃ Gauss

eğriliği arasında Teorem 3.3.3 den

K̃ + 2H̃ = 0

bağıntısı yazılabilir. Böylece x yüzeyi ile x̃ yüzeylerinin ortalama eğrilikleri arasındaki

bağıntıyı veren aşağıdaki lemma verilebilir.

Lemma 3.3.3. x(u, v), Q3 üzerinde bir yüzey olsun. σ : M −→ R bir difer-

ansiyellenebilir fonksiyon olmak üzere x̃(u, v) = eσx(u, v) ile tanımlı Q3 de bulunan

diğer bir yüzeyin H̃ Ortalama eğriliği ile x yüzeyinin H Ortalama eğriliği arasında

H̃ = e−2σ(H + 2σzz̄e
−ω)

bağıntısı geçerlidir.

σ : M −→ R diferansiyellenebilir fonksiyonu,

σ(u, v) = au+ buv + cv + d a, b, c, d ∈ R

ile tanımlanarak aşağıdaki teorem ve sonuçlar elde edilmiştir.

Teorem 3.3.5. x : M −→ Q3 yüzeyinin sıfır ortalama eğrilikli bir yüzey

olması için gerek ve yeter şart x̃ : M −→ Q3 yüzeyinin de sıfır ortalama eğrilikli bir

yüzey olmasıdır.

Teorem 3.3.6. x : M −→ Q3 yüzeyinin flat olması için gerek ve yeter şart

x̃ : M −→ Q3 yüzeyinin flat olmasıdır.

x : M −→ Q3 yüzeyi için bu yüzeyden türetilen ve

y(u, v) = −1

2
∆x− 1

8
< ∆x,∆x > x

eşitliği ile tanımlanan bir y(u, v) yüzeyi alınarak, bu yüzeyin x yüzeyine konfarmal

olarak denk olan x̃(u, v) = eσx(u, v) yüzeyi ile arasındaki ilişki incelenmiş, y yüzeyi

için Hy ortalama eğriliği ile Ky Gauss eğriliği arasında

Ky + 2Hy = 0

bağıntısı elde edilmiştir.
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Teorem 3.3.7. x : M −→ Q3 bir yüzey ve bu yüzeyden türetilen yüzey de

y(u, v) olsun. Bu durumda, x(u, v) yüzeyinin sıfır ortalama eğrilikli bir yüzey (veya

flat bir yüzey) olması için gerek ve yeter şart y(u, v) yüzeyinin de sıfır ortalama

eğrilikli yüzey (veya flat yüzey) olmasıdır.

Son iki teoremden aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.3.3. x : M −→ Q3 light koni üzerinde sıfır ortalama eğrilikli bir

yüzey olsun. Bu durumda Q3 üzerinde alınan herhangi bir yüzeyin, sıfır ortalama

eğrilikli bir yüzey olması için gerek ve yeter şart, ya x(u, v) yüzeyine konformal

olarak denk bir yüzey olması ya da x(u, v) yüzeyinden türetilen bir yüzey olmasıdır.

Yani, x̂ ⊂ Q3 sıfır ortalama eğrilikli bir yüzey ise x̂ aşağıdaki eşitliklerden birisi ile

tanımlıdır.

i) x̂(u, v) = eσx(u, v),

ii) x̂(u, v) = −1

2
∆x− 1

8
< ∆x,∆x > x(u, v).
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ÖZGEÇMİŞ
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