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BzET
481 diferensiyel denklemlerde her n yinoi mertebeden lineer dife-
rensiyel denklem ve en yiksek n yinci mertebeden tiirevi diBerleri clnsin.
don syaklanabilen lineer olmaymn diferensiyel denklem
y=fixy 84
formma indirgenchilire Verdlen diferensiyel denklem n yincd mertebaden
1ineer diferensiyel denklesm ise A{x), n yimi wertebedon bir karesel mat-
ris ve 8(x) de n satirl: kolon vektlrii olmek fzere (1) form
y& Alx)ysB(x) (2
bigiminde yazalebilire Denklemin mortcbesine gire verilen ve denkiemin
HxJuby o ¥ CEIuly wmeest > iz )al, o (3
baglangrg kogullara ds kisses :
¥z )= X, {4)
bigiminds yomlsbilire :
Bu galigmsda

¥ =2z} ¥z d=r, (5}
ve ¥ =A(x)ysBlx), ylx )X, (8)
baslangaig defer problemleri ele -a}.mam& dnce mmaca yUnelik baz kavrem
ve tamanlar Uzerinde durulmuy ve Zemel olarak {5) baglangag deffer prob-
lemine 1ifgkin gUzimlerin Verlsk ve Teklik Tooromlerdi,
a} #{x,y) fonksiyomurum bir bilgede lipschidz kogulumu saflemesi,

b} fx,y) fmmm%.’;__ pargals thvewinin bir bElgede sirekl!

olmssy durumlarzos gire iki temel yapidan hareketls incelenme ve irdelenmf

galigmlm gtar,




b

<ﬁnm (- > %1le gipfereceils,

agr. Bu duras Jim O, = ¢ yezalavsk gSsterilire |

1.1, CERCEL FONKSIYGRLAR EURANINDAN BAZI KAVEARLAR:

Bu kesimde smata yinelik boga Tamm ve Tecrenmler Uzepinde durvla-
eakiar [ﬂ* A

Dizi gBsterininiy nokia olinle 3t ;
, BBylsoe bir dizi, tamam gilmlesi ¥ dozel says-

lar clinlesi olan bir Tonksiyondur ['1‘3] .

TANTH Lodals Bir { ©, ) gorgel samalor dizisimin bivr o lisitine
akunsamasy, verilen herhangi bir €0 ssyisana kermlak her nOD¥ igin
]# 0 |{€ olasak gekilds positif bir X saysounan varlaZ: ile epdefierli- |

n :
g)%cm a1 d&r. £>0  olmak Uzore,
. n
lﬁﬁ%'#,‘mﬂilﬁ e € olur. |
1 | X
Buradsm, n) = - 1 bolwmr, €30 oldufundsn Ne—p~ -1 oclacsk ge~

] n
kilde bir N savasy belirlensbilir. Biylece her a)R igin ,m-— =1 l( & /

olur. Bu 4se verilen disinia I limitine yelunsedsfam:
TABTH 112, { £, ) fonksigonlar izfsi, dizide ki herdir fonksiye
o1 fopksiyonlen

sfxib gergel araliify Szerindeki bher x igin ftamamla gerg

dizist olsume =€ | 8,5 | olacak gekilde herbir Gael x o karmlik gelen
{ £,(x) ) aistetni gizbnine alslame Ber x¢|a,b | 3ein (£,(x)) disisinin

yakansadafzoe ve fdm £ (z}uf{x) oldufunu versayalinm.

{NONU UNIVERSITES) |
1 SENEL KUTUPHANES!



i i

Sever ki bu aralikts £ limit fonkelyem, F{0)=0 ihen, 04x<1 wralafinds

C#aym atr, Bu nedenle limit # fonksiyomumur O0<¥ L} sralijands sivekit

 olmsdaZa agikiar, Burodan sUrekli fonksiyonlar dizisinin limit fomksiyoe

nunen da stivekll clmaminy glivence sltina almak foin #Mizplin yakansskizk \
denen doha kuvvetll bir yskinssklak gegidine gereksdnin vardaur, Diwglin
planeaklak kaveamny vermeden tnoe noktassl yakinssblak temman: |
Tanin 1.l.1 diliyle yeniden dfizenleyorck verelims
NI Lalade {2, > gereel fonkeiyonlar diafsi, dizidekt herbir
fonksiyonun a{x<b arelafs Userinde tamula olduliu fonksiyomler dfzisi |
disun,. Bier verilen her M ﬁzw EX0 a karsmlik her bir zﬁe[a,;hf_l L ] |
hor n)E igin | |

| 2 (a2t }v< & |

~olseslk gekilde pomitif bir ¥ ssyasa(genel olarek Cve x'e bafila) var ise, |
bu durumds (£, > fonksiyonler dizisine, afxLb Uzerinde  fonketyonuna
noktasal bigimds yelansmyor denir.

Bu tammds ki ¥ sayies gemel olarek sadece & ne deil syni zamanda

2 e de baglydir. Verilen bir £ 'ma kawsalik gensilikle farkly x moktalars

dgin farkls B(z) sayler elde edilir. Bummle bersber, verilan bir Ese

ksrgaizk her =x€ [i,ﬁx] ve ker nyR iging
| g2t | <€

olacak bigimde bir tek N sayisy varsa bu durumda yalansaklzk 8<x<bh Hza-
rinde dilzglindlir., Jindd bu yakinssklafa daha agak bigimde verelim:

TANIE leolede (T, ) fonksiyonler disisi, dizideki herbir fonksiyo
o a4zLtb arslafs Gzerinde tanxmli oldugn gergel fonksivonlar dizdsd
olsun. Bu durumds verilen herhangd bir &> 0 a karsslnk her x¢ la,b]| ve
her n) N igin




| gatmienta [ < €

olasak gekilde positif bir ¥ sayasy(sadecs C na bails) var ise, (2, fonk-
gigonlar disisine si<xilb Uzerinds £ yo digelin yalonsayor denir, Gecpete
rik olarak bumm anlam gudury AY
Verilen bir €50 o kargluk her n 38 dgin L/_\
Mﬁ{x} Lorked gonlaramn grafikisrinin Slnil, i : {’61_&)1-8
pefixisl dle yutlzint ' - o
fonkaiyoalarsmn grafikierd srammnia bulummr. . fato
UREBK: 0<x <1 gergel aralafiinds ki | : 'f’cx)—i.
Him x Jer igin tamamiz ﬂm<'£ﬁ> fonkeiyontar = ;‘ L ;
#isi%z- 2

o | ekl
flEdm iy v 043 LD o (nndeZyneal

ile faminlansyn, xe0 doferine kargs zelen (fa{_§§>g&w¥ sagiler dizist

|
{030ssne > goklinde yamlobilfr, Ayrace Lz 7 (0)ed dire 04x<1 eralafsn- |
\

. |

mi’
ve Jim £lxlax dire |
|

s ki her x Sgin de-

2, (x}= nErl
Biyleas (£, > dlzisi 0Lx<L) aradifands {xlex Sle tamala £ limit fonk-
siyonuns nokiasal bigimde yakinemr, Ayracs bu aralik lzerindeki yakansakisl

insaklvictur, m&m

=
nEel > | = nrsl

pir £>0 defierd igin

i 1

— {E &mx&)*gwﬂg w

;3 ;3 : '

04£x£1 sralifands ki her x igin = -~ ~ < — =1 yamlabilirs,
3 : i 3

Biriece = N 1 segilirse her n)E igin n)- - Olure




i

i Bowhened mgm & m&@ﬂaf-i mm& her x ? her
a>¥ igin !i fx}*ﬁx}k& slacak gakilde sadece bns bail: bir Ne - -1
sayis: wardire. Bagks bir deyigle salonaak

m# z

L85} w e oy DLl

- 5x°
m&gl&; {ﬁ}ﬁi Py ) %rx}* gm
10x°
ve £ ()= oo ile %m
ﬁi » £§ e % fonksiyonlav: ile
f{x)=x 1init Yonks igmm grafiZi gekil 3 de gUriliyors.
Yimdt de, ileride Varlnk Teoreminin kemytands knllsmscaizmasz fonksiys {

iligkin 1k3 Spemll fecreni knmaflerana |

girmeden verelimz |
TROREE lal+) Bir a<z<b oralalx Userinds £ fonksivonuns dffssil

yalanesyan gergel fonksiyoniay Gindsd (> olsune Herbir £ § Dely2,35e00
1 versayalim, Bu duramds

fonkniyonunm ni{x< b Hgepinde sirekdt oldulm
£ liwit fonksigomu s<x<h iizerinde sireklidis.
m‘&
fﬁ{‘s}# el B - . P [
ite mm(;rn> fonksigonior dizisinin 0<z<1 aralnis Hzerinde br £ ’
Iiwtt fonkeiyomma diizmgin yelonesdifan dobe Snoe girdtk. Aymes berbir 1
T, 3 B 14243s0es fonksiyomu 0<£x<} esralafn Gserinde streklidir.




s
roft Lelele nodenivle 185sit fonkelgonunun do 0L x 4% Userinds aiire;

3;2 olmess gorektlZd sommomma vemslir, Gergekien bu Urackte lxdmx $le
$emaly iinit fonksiyonu 04x <1 mrolafs Userinde slrekiidirs
TBORER Mtif Mraitxiy ﬁ.‘?ﬁh&; Lzerinde ¢

g¥ gokiassysn gergel fonksigonlar ﬁiﬁaﬁ(%) olmm, Ayrsss hepbir

i‘g; E s N S m BEETLh Uzerinds ohirelkls S1iuuan vardne
yalsme Du durunds

BLx<BL b olmeak pekllte her o vo B igsn

gogerlidir, aa teovenin wmym&m Toorets Lelel ile aymdar veo mm
1a1a1 d¢ gSeBaine alumm %ﬁsi 0£x<1 timerinde bu varsapaslam sezlar. \
cmalas . | |
#2, Sfﬁ{-*}‘-‘@" U, . Spixdac

A 3

|

Yo £ () Ha)u x

alduivadm
S “mmag G Sm&t

dr, Ba mgé dofradan gewgellonehilir,

A z

o o
= = 1 _
*?*?*;ﬁ In{nzedd

b 4 4 Iﬁﬁm};} |
. — - ;
2 k. n‘a |

clévivme gire .4

T fa s e,
. Bl oo iin | g e g J“%"
dar, o
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[ ———

e T E——

i
Buradam j@&m = olmas: nedeniyle sonug pergekleniv,
[+ ] . =

11§ Sserinde kxsscs duralin,

TANIE 1.1.3 U (x) ¢ m&;ﬁ,ﬁ,;“ fonksiyonlarsnin herbird ssix sl \
mhﬁm fimerinde tominl:r olmak Ugers U {x;} gersel fonksiyonlarznin
ﬁé’_ ﬁﬁ_{x} peyisl ile bu serinin

% - | |
Ege Upel, | | |

ol e

’

f m Ezi-?i %ueﬁi
miz (£, > pargsly toplamlar dimteint glstnfine alalime Bger (£,
pargala toplonlar dimiel a4x<b Ugerinde £ fonked Hisgiin yekon
ser ise O U (x) gerel fonksiyonlar serisi m<x<b iizerinds £ fo
sigowans dlzpin yakansar,
ROREN Yele3e(Welerstrass X teati)
<z 4<b sralafands her x ve herbir mﬁaﬁwn icin I%{x} ‘ éﬁﬁ slace
sekilde gorgel fomksiyonler serisi 0o U (x) olmumd¥,) positif sabit
ler &iﬁiﬁi ng' arn serisi yokansek olacek sekilde bir ddsi ise, bu dux
da n;{ng:{x) sepini a<x<h iizerinde dizgin yalansar,Bu teorem suril
dlisglin yskansaklafiz igin oldukes yarsrla bir Reiterdir.
CREEEs 0<% 41 aralafs lzerinde |
ﬁsn e

serisini gtstnine slalam, 04 x 41 aralijands her x ve herbir mel,2,3
igin Sin mx [

H

i
u,(=) a? =R,

dir.
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1
m< ﬂﬁ> aizigd, a; V. seriai yalinenk a;;w& m&za&mm iy

8in
olduluns giire Weiersivsas i hﬂi { Teorsm 1.%.3 )} neden yle oo

2
n

Rerisi 0<x £} Hezerinde dlivglin yakunsar,
SORBE 1.l.4. Bir {x,5) fonksiyonm . bir
Ry '-x—ux@f{-_ a2, }A@gﬁj <
bilgesinde slirekll 1ge I{x,¥)} fonkaivonu bu biigede simairladan,
KARIT: B DbElgent kspaly elduurdinn, £lx,y) fonksiyonu B tizapdnd
sxmrirdar, Bu nedenls pe P X,FIER olacak gekilde "Brveth® gibi fyie
ikt S5y1 yapdar ki, her pCE  olmak komiin ile;
. B LHpILB asr. - :
Her peR igin "m*, #(p) fonksiyonuwmnm R Hzerinde en kilghk fat
SInIr1 ve "m* do en bUyGk alt symrg oldulunu varsayalim, Baylece
nEf(PILE olur, Burads *E% min azsleagar, "E® nin de srimeyan bir de- |
gor olduu agiktar, Eger R bilgest fginde her PER olmak Uzere, R iging
P, &ib3 bir nokta var ve I{pﬁ}m H ise, T fouksiyenu 2¢in ipx, deler )
R lgindedir. Boylebir P, noktasl yok fse £{p) < # afr, Jimdy

it 1 ' |
2(p)= oy |
diyelim, Bu orands payds me;-iur zaaan mfar olamayacslandsn glp), B b33
g&ﬁaﬁtﬁﬁ stlreklidir ve bu bilgede mnirly simss gerekir, Ejsr bu smnir

her pER fgin #{pl< 4 Ravu adersek her pER olmsk Lzers

: 1
H~E(p) £4  olwr. Bursdm #p) £ 5 = air,

Bu ise { fonksiyomumm R Uzerindekl en kilgik st mniprs alarsk kabul e
len "N" deferi ile geligir, Boylece R bilzesinde R € R olaoak sekilde
Z{p )=l gibi bir nokte bulunamaz,. Benwer digiince fls "m® de £ fonkeigon |
mun R bblgesindeki en biyiik ais samry oldufiv gisterilebilir, ‘




IBOREM 1.1.5. (Gronwall Egitsisligi)
X 444 sralaifands, :
HE) Lk » Lt flaiglajds, ' : ' {L1elal)
ogitaizligl saglemscak gekilde A positif bir ssbit ve 2(4), z($) bu
Bralikia negatif olmayen sirekll foaksiyonlar olsuas
Bu kogullar altunds <<¢< dgdng

+ :
2(t) 24 exp( Jg{séaa-) - — (1.1.2)
air [7]. ' |
RANIT:  U({t)= As Jr{ a}géa}aa {1.1.3)
diyelime Bﬁm gdre Ul)s is jﬁa}gﬁm}n& alurs ;

Biylece {x.h;i) nedeniyle - . .
HB Uy (1.1.4)

bulumr, lesegral aliinda tirev alme Szelipi (l.1¢3) ¢ uygulenmirss
U () 2(8dgl{t) £{Wglt); <282 P elde ediltr, §inaa

(1els2) egitsizlifiinin her iki ysnuma -
t

. &lg' {a)ds ile gerpalim, Bylece £{%) s wgls)ds , A bulunure

& 4 els)ds negatil ve mafar olmeyan bir garpan olduBu foim {1.1.4)
: ” :

egitaiglizd yardim ile, ﬂt}aiﬁ{ﬂﬁgéﬁm alg{“)“%& slue,

Son 1ki bafants alinaraky

: [%’it} e«g’f*}@] £ 0 bulumur. Buradans
i
i

d 'j o '
j w5 LUl ~&ls)ds ]ét £0 pedeniyle

o piion ' S

Ble) e~V L (e 20 yade U{E) LU a«gig}é’  @lde edilir,

)L U(E) ve U(=<)m A oldugumdan £t} LUCE) <4 oaB B 4cp
seklinde {l.1.2) egitsizliZinin werlify zistorilmiz olur.
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1.2« LINEBR BACTHIILIE VE LINESR BalINSIiznx

(N .21 PP, bir I;ﬁ} xwxﬁlé.as graixfz Userinde taomaol:
skf fonkeiyon olmak Users, bu fonkelyonlsrin I Hzerinde limeer bsiamia
olmslars €3,0, esbitlorinin her fkisi birden O olmmek kogalu ile ber
xeX igﬁa

_ &, R}, Bx) = 0 {1.2,1)
aﬁmm 1e sgdeferziair [5] « (1.2.1) egitilf ancak ve ancek C, 100

fgin saflamyorsa bu durundsd)ve()fonksiyonlar: I fgerinde Lineer
msdir domir, o ‘ |
TEORCY l.2.1s Bir I I Mﬁl ta arslifas Gzerinds L{gled denk~

Iemizin @, qg_:agﬁw&mriﬁiz 1ineer bafimsas clmalor: igin g:&mk ve pater ,\
kogul her xeX fgin W P, PHx¥ 0 dr, i

KANI%: Unee her x€ I Sgin ve f:y &g birer sabitler olmsk lizere, |
R iz 0 clduune kebul edelin. Biylecss v
C, Rzl + ¢, Rixkm o

{1.2.2)
L 1
C, Pilxl + ¢, Pzl =0 |
aluy. Bu iss ﬁl ve '&2 igin 1ineor homozon bir denklem sisterdidir, Bu
sistenin katsayrlar deberminantyg

% %
MO,@) = [qf qi| #0 oldugunden
2 ¢ oj

Efinliji"*l“wi}*ﬁzﬁ <

= O dyr, Somug olarak,

P 2Py I tzmerinde Iineer balzmsasdar.
§imdi de karsad clarak cq,q%mm I fiverdnde 1inser baiipers

olduklaran: kabwl edelim, By dwrunds, I arslifs Hzepinde x nokissimir

He ,qilf{xv}m ¢ olacak sekilde bir nokbs oldubusu varsasyslinm,

BEylece {1.2.2) sistenmis |
m.



i1
Rhtn Rl i

8, P {2348, Bix))= @
maﬁm*%ﬁaﬁﬁéﬁwa@%imeﬁm\MaMﬁm%w
€, sabitieorinin bulunmosm perekiv, Biylece €, ve O, sabitlerd fg¢in
W*'fe‘:;ﬁ’, ﬁacpz olagek gekilde bdr ) fonksiyonomm verlafim zBzintine
alalat, O s P, 2in bar biri Liyie0 homogen linmeer diferonsiyel donk-
lsmin bir gisinl oldufuns gire, ﬁ}jm €, sabitler olmek dzere zzt1¢: macp,_
de bu denklemin bir ¢Bglieiidlir, Bu nedenle I{V J=0 olur. Ayraca {1.2.3)

{1.2.3)

sistont nedeniyle W{m;aé,.wizvm dar, Teklik teoreminden dolay,
I aveligandaki her % igin (x)=0 olur. BSylsse,
¢, G {x) + ©,Plx) = 6 bulumur,
Bu ise R ve @ nin I Uzerinde lineer bafammrz olaslarz ile gelisir, Sonug
LG »BHxy)=0 olscak biginde bir zymoktssmy
Chislde I arslaly fcerinde her x igin ﬁ{cp,.,c%?ix}ﬁ?

Tariiiy oloneksrzdar.
1r.




T i S st e et

BULUR
2

2.1 BIRINCI MERIVBEDEN LINEER MEFERENSivey DENKLLEMEER 1oiw
BASTARGIC DEURR mROBIZWE: |
TANIN 24141 f(x,y) fonkeigoms, = |’
{x y) dtzlemindeki agak bailsatxly bip
kﬁ}@ﬂn&xmy@g&e%@i (
olmsk Uzers birinei mertebeden

A

m;-f = flx,y) {2.1.1)
dlferemsiyel denklemini gbatniine slalam, (xge¥y) € P olusk Gizere x,
roktesamids iginde bulunduran bir It|x-x |2 gergel aralizinda
(24141} denkloninin giatinli olsn qumsm;d){x@ﬁ-;& olscak bigine

de baglangig kosulunuds safilayor ise, bu problem kissca

-*g“ = Hx,y) iz ) = ¥, | {(2.3.230
biciminde yazalabitie [ *3] « B3ylece géziim olen P tonksiyonu ralmis
{2141} denklemini dspi) ayny samsmda x 4n x, dsiterine kergilik v de
¥, deferin 3iarak,cpix§}ﬁit# baslongag kegulunuds sailor. Qobriniini
bulms islemi (2.1.1) dendlesdain bzellifine baflydar. Birined merdo.
beden diferensivel demklemlerin glnlinii bi¥ paropetrels intogral efirie
lerd ailesi gosterir. Bulunan bir paranetrell bu intesrsl egri silesi
bulundukian sones baglanpay Kosulvmm uysulsnmass 1le istenilen nokiaw
dan gegen Yzel bir ek Intepral ofimisi elde edilir. BSyloce baglangarg
degor problend verilen bﬁr{x{}ﬁﬁ? nobtamndsn gegen bir Smel integrol

eirisinin deniloning bulme 1slamidip,

¥




. TR ay ® | ‘

paglensag deler problemind glzdunine clalan, Verilen diferensiyel denie

Yewinin gSzlnl kapaly Biginfe, xPap® wC dir. Bu bir povavetrell Bir efred |
 ailesi glslorir, Baglangie kogulu gerogines 2w} dsjerine kergulik yed
imaladars Bbylece Osl6el veys 25«40 olur, Opnlda {3,4) noktegindan go-

gen fotegrs) ezpisintn dentlomi z%ey%z5 dir. ¥s 8a, ye 7 V25x2 olur, |
. Baglengag kogulonds yeed dollerine korgin, xs=s3 ocldufumdan problemin
gtiziindi olan (Pix} fenksiyomu,
Dixie |/ Hux? -5 {x{5
geklinde gBsterilir. Gizimlerin warizlr ve $ekIiZi Ezaricde ilurde duru- |

lacaktar,
2,2 1KiEC WERTFREEN LINTSR DENKLESEAR
TROREH 2.2.1 Bye By birer sabitler olmsk ilzere

icix BAgLANGIY DRGER

Hy) = ;«& aigt-t 3,5 = O
! 7 I : {2;3&3}
baglangag defer problemining colx{ 0O sralzfaadaki gergel dir %, nok-
tasanda bir D ¢osial vardar [5 |« ‘
RANIT: (Z.2.1) de verilen demklemin ryér, igin,
Plad= o1, Pla)e w6 (24242)

zibt 4%d ayrs cizinll veym ry= Ty igin,
Pz & C'Pzix}# ze' " : {2.2:3)
gibi ki glalinii olsun. CUsterecegiz ki €, we C2 pirer sabitler olmak

Hzeors bu gBxim,
P = 0, R+ 0, {2,244} ‘

goklinde tek bigimde gisterilir.




i3

3?“ Py (2.2,1) denilowminin birer glatmleri olup, baglamgig kognlu~

G Rixy) ’“"a%{%} - %

Gy b tr )96, Pix) = 3

bigiminde bir slaten slde odilipr, Bu sisterin 33% 52 gibl bip tak
‘gUztinil olmomy dgin pevek ve yoter koguls

Pla) Oz , ! i
AN I 2R wblad {xz 3= Dz ) Oix M ¢
q[)'{xﬂ) @{xﬂ} CP Q} CE £+ 3 CP g q?_ o
olopedrr, rlaf rg olmaey dupramene g¥z Bnline alapak {2,242) duki glw

{2.,2.3)

zindery alalain,

{r )% {r ar )x
3;;;’1 C (1* b S o

Myxy P,
Ty Egg@ =

PyZys Pax
Aar' 1 &2%)* by

(e )z, Ar er )=
= -Erg-ri} é A _E ™ olur, 3’}:" ¥y vo licined garpan olan e el .

eldvbundan AL 6 @ur,

Sindide Fywr, oltam durummy giztnine alalim,

r. r.x r.x 2.z
A#&xz{ai +xx*iﬁ3‘ }-‘xa:}e r

.z 2w 2r.x 2r.x
= 8 x +x£-13 lxa-mez. x = o x bulunue,

e .
Burade @ ©  Galfl terimi x in her defierd igin safirden farkly dar.

Biylece her Iki halde do /\4 O kogulu pergellenmis olur, Sier €, ve

%’.‘-2,{ 2.2.5) sistomini ssflayncak biginde bek el belirlensn sabitler

ise; P =0, P +2,(D> fonksiyonu, baglencaig kosullara olan,Plx )=k,
: |

Plrd=pP vafantalaram 45 saflayan, sranan oniin fonlkelyomidur,

Boylace Uyd=0, ylx )=, g"*{xﬂ}a[é beglangare defier probleminin gisiim-
leri olan Dve q%mn Lineer kombinassyomu tek Hirll belirlenir.



|
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i tek oldulu kesin olarak belli depildir,

Wi H S ) hiﬁiikﬁ m g il

' neeitkls, I(y)s0 demklominin gisinl olan bix (Pfenkelyommun gister=

85 cirinin geompirik aslarsk dafiginini jnoeleysling

o g};;-mlgiwzga 0 1ineer donkleminde

# E 3 L
FyoFs Fp=F konums 116 Fy=f, ¢ Y= ~8 .5y~ ¥

sldi edilir, Burndan birdnei merfebeden

¥

, - {24246
¥a Ay Ey ¥y

ya da kasaca ¢'why bigiminde vektorel diferensiyel demklemine varilar,

:

fu sistemde 4 natrisinin nemmg

“A”f Zl&;;}] - lﬁl&z‘*’ﬁil = k dire
vy=y=Py oy w P dspisim 1le

51 | P
P=y= - ; olur. Simdd de (O vekitr fonkaliyonumn
72 o |

2 L 2 :}:’3_ : —
”CPU; | P+ (| (2.2.7)
alur. Ayrica ileride, teoremlerin kemtinda Enllanylseak olsn bir epli-~
siziiktan sozedelim: |

b we ¢ birsr sabifler olmak lzere

2 |v]leefo | ] c|® air. cergekten,
%?*_L_(lbl~lcl )Zn, %‘;fl*]CliE]h” ¢| gamlsbilir. Buradan

2lv]| o[£l % o f? (2.2.8)

olur, Bz én bilgilerdesn sonra agafadald tsoreh verilebilir:
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TEOREM 242.2, Verilem bir, x, nokfasim igersinde bulundvren
bir I arelafi iserinde, '
3 - ” * ! =3 "
Heke v 7 8 O

denkleninin bir gﬁmmﬁ P oisun, Bursdsn ber xc X igin,

”CP&}” & [Jcbfx}lz + )43'453:}[2]-% e

ke 1s }&1‘ * /aﬁ] olmasy kagam ile;

«-&

Hq)ix }N 8 “4_”43{3:}” L{ Pz }H e, {2.2.9}

esitsizlizi gegerlidir [5]
Saometrik olarak im gaﬁﬁaﬁaziﬁiﬁ anlam:,
&(MQ
Hcpixi ” %&sx’ gaman e H CD{x } Ha e : |
] Q ' Xol y_” (xJ”Ckix Xo ; |

y=|p = .3 e sigrilert ;

areminds bulumur, Bu bilze ge=
il 5 dekl iki epri orsmndaki

kasamdsre Ceomatrik anlamma hiy- ™ =

i lece belivitikien gonrs teoremis :
i ksmitans gecelinm, So l
Sekil 5 )
. 2 :
KANIT®: ¥{x)= ” CP{E}” diyelim. En gemel durumy ils P(x) gt~ |
sipintn kspmagak bir fonksiyen oldufunu kebul edelim, Karmigik fonksi- |‘

L R B i b

yoularan norm tanam gerefince {2.2.7) bajintisim
=P P+ PP |
goklinde yozabiliriz, Buradan U karmegk Fonkelyomonun tirevind alalinm, |
t e PPsp B+ PP 2P P’ (2.2.10)
clur, Karmagik O ve q‘D' forikaiyonlery iging |

r‘mm-mmrm.'A b L ST R 22 e
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il e A
Du D v | Cb&}lnlcbix}l slduin sgaktar,
{2.2.8) Buelifi (2,2.10) baiantioine uygulamrss,
e | 22l pm] [ @ | + 2| P | Pta] (2e2.21)
olure (D, g¥siin oldugundan denkloni ssilar ve L( P)e0 olur.
(2.246) 88 D men, (P, D>  ogit1ips, (2.2.8) Umelizd kullsnilarak,
’CD{ZH L|a ||Cf>£x} |+ ] az”C\b{x}f pigiminde g&zﬁamlﬁf,
: @{x} deferi {2.2.11) de yorine komures, :
[t =} | L 2| )| |t |+ zld){x}mﬁ”q)ix}l i.[a,uncbwi]

é—zlcpix}] |q>{x} \ * al 1]\(2]){:5}! + z\azucpfx}”CD{xﬂ

]g{z}lé-qux)( #lCD{x} lzwla}\ ]CD(n:}}
sl |6 [+ 0] [0t |*
a2 ] o0} [ B@ % 10 o }lcpml
r L2 1s |8y ]+ |8,]) [ tCP{x}‘ ‘*lCP{K}I ]
: Burada }“'l&l‘ *|a,| v “CD{S)I +-’Cfbix}| ] ifadelori yerd-
ne sarssiyle k ve U deferleri konalursa l%’ix}l L owilx) elde edi-

1ir. Buradan -2kU{z) L ?Etix}' L 2ez) dir, Bu sgitsislikien, ilkincd
egiteizlik yisbnine slamyr ise, ﬁiixi--&kﬁix} Lo gzeklinde U igin
birined mordoboden Iincer @ fopensi yel denklen elde edilir,

Denklemin intepral g¢arpam ‘e“m olung

o2y k) ale ™ 1) L 0 sar. %)%, ‘slanorak, x, dan x ®

=2l
kadar intogre &ﬁiiirﬂ;, o Fy(z)e Uz ) L0 o da |
Pl -z ' ‘

vz} é&ix@a} 2 ' elde edilir, Simdi Ulx) we ﬁ{x@} yerlorine |
deferleri yamlarsa, ¢ ;
klxwx_,

” b (=) | & “ Pz || . (xyx,) elde edilir.




is

sakl gakilde DLU (x)42K(x) egftsizlift slimarss bu kes de,

R ”c:pi,zﬁ}” & g é“ CD.{&}” (x)>x_ dgin) bulumr,
| Buglecs (2.2,3) egiisizlizinin varlifa kemtlemmng olur, Benmer dligince

|
Tl o || £ | pupl ™™ g 1m

slde edilir, Simdide (2.2.)) baglangag defior probleminin gBalimti olan T |
fonkslyonunun ek oldufhunn glsterelinme |
| TEORSE 2,243 OC o herhamgi ikl sabit ve x_ da gergel bir
soy: elovme x| mobtomma kepsayn herhanzi bir I arslsia Uzepinde,
. Wy)es, ¥z Jucl, f*ix;}a{%
baglangag dejer probleminin en fazls bir (D gtsliall vardir | 5,
EiRIT: (D wve () min I Guerinde verilen baglangig defer pre;ua-
minin &kl farkly clslistl olduklaram verssyalin, V| =P~ () olewm.
(Pve | birer gusim olduklarindan Teorem 2.2.1 gersgines bunlaran

i lineer kembinssyonu da homogen lineer domklemin bir géstimidir. Béylece
. U= UPI-K ) =0 ve

Nixd= Plxde Ylx)eXaa 0

Nixe Plag= Pix jupfuo

olure Bu ise I l’YLixﬁir H = O olmasun gerekbirir. Gergekien-

1
Inesglle | [nep [*+ e | x
~klx=x ) g

Mezplle™ @ £ el zlmes |
olue, Sooug olarak 0O é_”‘}’[{x}“ L0 bulunur. Bu iss ber €I dgin |
H Ni=) H =0 olmssum gerektirir. Buredanda 1({z)=0 clur. |

{2209} nedoniyle,
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T{=i=0 olmsez Plxdn (J{z) olmeerns gevektirecefiinden kanit tamane
lsmmg olors {2.2.1) baglansig defer probleminds, 2,42, katsayalars

birer sabltler defiflde, bir I srsizda dzex

de siirekll Tosksiyonlar
1oe; Teorenm 2.2.2 ve Toorem 2.2.3 bu hal iginds dogrudur,
aiix}, a_gtx}, bir I aralafs Gzerinde her xcI igin birer sirskli
fonksiyonlar olmek Hivere I 31(’3[ £ b; olacak gekilde bysb, gibl sa~ |
 bitler bulunsbilir. Biylece, I aralafa iserindeki bir x_ moktasunds |
I y)ed denkleminin, |
fe= labyab, e

Dyl o 5%, | || £ |y || e

kogullerini saileyscel bhigimde ﬁmﬂq}gﬁﬁm rardye, & ve a, yerine
mprases. 1le h ve &2 Seflorleri komorak, Teorem 2.2.2 ve Teorsm 3;2.:3
deki yintem oldubu gﬁﬁi uypulanabiliv,

243 n yined E@%ﬁ-ﬁ@ LiNEER PRBKLEWLER igin BAsLAMGIQ

DEGER mOBLEME :
ﬁ}'*&ﬁ;asegﬁn ler birer sabitler clpak Usere n yinet perdebe-
don sabif batsayila bir linser demklen genel olaraks

U an s BV, o yenn) (243.1)
bigimindedir. Ikincd mortcboden denlklenmier ¥gin baglaniig deller probe
leminde yopalan iglemlerin benseri, n yinei mertebe igin genellepti-
rilerek amen uygulonshilir,
D(,,D( penas X, ler birer sabiiler olmmn, ¥, gergel sayiey biw
¥ gergel aralifands bulunmak fizere, n yinel mertebeden L({y¥)=l lineer
homogen denklemin,
DlxJecty P lrdeHyenes P Vi )e ), (2.3.2)




0

: gergekloyen blr glziini CD olsun. Bu baglangse defer -
2o knsaca,
O O SIS SR WS o = i {2e3.3)
m gﬁa#&iii& {2.%3} bagzﬁmg deffer problesi tamimlsnan
7 _K #ralifa lzerinde bir D g sahiptip [ 5], : -
= = TEREE 234 %p Moktamns kapsayen bir I svalafs Uzerdnde
gg}a.g‘*’”jm {n-1) re#8,¥=0 donkleminin herbangd bir gUzing @)
_ olmin, Bu &zrmé‘a
k=24 fay |+ |8y 4aeer |a, | (243.4)
olmak fizere her el foing

¥

”CD‘“” ‘M”HAHCDM(( L ” Pe= 3” *ol (2.3.5)
egimﬁiigﬁ gegerlidiy,
RANIT:

Ky)= ?{ﬁ}w 3&1‘*&} 23{&*3}*“*% 23. % 3‘::

lineer homogen &ank}.ummi birinci mertebsden }inesr douklen mistew
iwﬂ

i
e
4

wine m&ﬁrge yelinm, Bumm $cdng Eyay, xzng % st;r .“.,,zﬂs
deitigken dejigimi ileg
%%
-
Ta= %,

2

Er ¢
Ba® -
¥ ‘
xﬁ = "Bﬁ "'E T, !éﬁ“t;.’&lxn
335?:&2&1 elds edilipr, 8y ﬁsm h{x!pxg,.u,xa), f"’{}‘;? e tt'u‘g'n“l

N Ly ,.uf )} olmek Hzere gemel olarak e P(X,¥} seklinde yuzila~ |
&ilir. ﬁu aiﬁtem matris glateriml olarak

[y
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V 2; e E G - - . & xl
o 3 ' ¥ % s % % B x,
z - - - - - - * . ‘:
.,'a; 0 3] ; 43 - % 1 2 L3
gada X =AX biginiade yazalsbilir. |
l'ﬁ ” }nl E&;l dire - "‘4 - x“",a;‘[*lﬁﬁl*uﬁ-wﬁ!ﬁ I

?.J!

ﬁyeﬁa, denklemin gbziisii ﬁéﬁéﬁﬁ&aﬁ, {2.3.6) sistonini safi-
layacely agikiir. Duradsn,
Iz - ¥ ‘sn CD . , ) | 3

) ‘ .:; = X = @l
t 11
xa = 13-: Cp
)
xn—i *n= 3¢
yazalabilir, Burads (D goziimi,
e
D= C-f:’_n geklinde nxl hoyuilu bir kolen velkté-

@

Il o[ plo | Bl Qauwee] 2] st

Teorem 2.2.2 de oldufm gibi U(x)= || (DIR)|* aiverim. (P nin kurma-

(2.3.7)

mk bir fonkesiyon oldulunu verseyalis, Bu durumm dogreluin kanite
iemir ise, gergel fonksigon olessy durumsds glsterilmis olure
{242.7) baiantam nedeniylas,

“f“ q'-) Cpi- qj Fanalk q&l’: i} xﬁ*}«} ; {?ngta}

gir, Burndsn o meCI>4~CPCP +* saed an} QD{ntl}

‘*‘CPC—JST * qicgriuu* q:%ﬁ""i} q:§n}




: bigiminde yemlabilire (O ¢fzlim fonksiyonu L{y)=0 homogen

= 22
- alde odilir. Bu egitlik
et

||l o) el Pt [ #amesl ™ NS |
ol e P O™ yade
L 2ot )] 4210 | [ens
sz | & (o Sl (2.3.9)

saflayacaiindan ﬁ@}'ﬁ olar, {ﬁaﬁts} haZintisandsn
B o [ oD, 2D, e, o] v

' fﬁ}{x}lﬁjaﬂ]qg““ﬂ(x)’m.u!a || <Pl (2+3.10)
elde edilir, (2.3.10) bofantass (2,3,9) egitsinlifinde ybrine ko
nurss,

0" |22 ] Pl | i) s2ldbta] | S| eaee

s2| A | | fo- ﬁzx;l*zlaillggn“l}xx;]wlgzl]%"ﬁzﬂ{]cﬁﬁ*ﬂ{le

reess2la |00 V| | (2.3.10)
mm@* $indi (2.2.8) Szelifl Imllamlarsk bu egitsizlik,

" ()le (rela | | Pt 2ol a 81l B0 ranantel o h) | F22 0w |*

s(1e2fa,| +| 8, | seeut]m nl;l&""{ﬂl yeda

|0 G2 200 3y 418 emes| 8] YR30 [ranns] PP )
bigiminde yazalabilir, Bgiteizliin ikinei geminduki paretesler
iginde bulunan ifadelerin tzdegleri olam k ve U{x) deferleri ger-
lerine yamildafandng
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Jo'ter| £ 2wt (2.3.12)
bafantism 2ide edilir. Bu ise daba agak olarsk,

~2R0{x) LB (x) £ 260(x) @i&}.i;w& amxlabilir, Buradsn
_ U'(x)=2kol{x) L 0 geklinde birines mertebeden bir Iiness
 diferensiyel denklen elde edilir, Busun kolasylakls gBeiilebileceii
agiktir, Benzsr &i‘i@aﬁa ite © _L_E*fx}ﬂéﬁféﬂ denkloml elés edi-
. ¥ir, Teorem 2.2,2 den hatarlsnaceis gibi bu denklemler oUuzilir

- ¥e X)X olumek lizere %, dan x € kadar intagrs edilirss

£z, )
HxIL¥x ) e * v

3

~2klxs ) ;
Uz} e “L0(x) bulusur. Buradan (2.3.5) bagane
fasaman verlals ksmiilanms olur, f;f:imai bud gizsliniiniin I araizifan-
@s tek oldufumu mtlﬁﬁha[f%] .
TROREM Z.3.2 Xjx X; pessy Xn ler sabitler ve x  herhen=

gi bir soy: olsun, Bu durumds x, roklasini kepsaysn herhangi bir
I aralafa Userinde L{y)=0 donklesinin
g D (x Xy PlxIxKyunes QP Pz Y= (2.3.13)
> ¥ kegullaram sefilagan bir tek (D gtziinli vardar,

KalIT: L{yi=0 fenklewminin x o Bolctasainda (2.3,13) kogulle~
rani gergekleyucelk bigimde Q)%w it ikl farkly giziimiinim bplune

dufivnu varsayalim. Ove () linecr bafamenz olduklsrindsn bunlaran
YL# CD-L[J geklliandeli linecsr birlesimi olan n’f“ﬁ?"_ﬁ‘mﬂ da,
L{yi=0 denkleninin Bir gisisl olup (V] 3=0 dare

nixﬁ} ol @iﬁﬁ}* 'q}i’xﬁ} uo(l-ﬂ()('u 4

'}’f{xﬂ} = qufx‘ﬂ}w kpléxg} 50(2& O(zw o

,Y_{Lﬁ*izxéc %‘4} (xﬂ} = L-Ii;nwﬁ EH&} " O(n*" > - &




= -giizf},agfx}ﬁ.“aﬂ{x} katsaystamay 1 arshifs Gzerinde sirekls
 fonksigonlar iss Xy X,

A

”"%A [ -

1o —w@ﬁﬁ% {H‘l{:sﬁ}” =0 olur, By ise her vy igin

24

| ” Y[{z}” #0 olmagin gerekiirie, Biylece hem 2EI igin 7{{;35@
' = Uz} olmasy SOrektifl kammna varalar, Bope
merteboden sobis fatsagsls 1ineer denklemler igin
RFLANEIY defor probleminin gciizlipiiniin m;x& o feklifinin kunyta
Wm& alur, Elep {2.3.1) Sanitlems doifighen katenyaly e

#nse) Ol sabitler olmaf izare, X asralaix

| tmerintokt bar %, gergel noktasindag

Plads Oy Pz ya = CD(M}{xg}m i,
| Jogullarine sapiagacar bigimde (2,3.1) denkyenm

yine P gibi bir
pozime =ahiptir, I gergei arslify afx<Zp pipg kapala Wir asslap

Teoroln 1,1.4 geregince bir Het sxmxrlara vardie, Bu ngdenle hap

xcT toin adx)| L By clacak bigiade b, sabitiert belirlenebiliy,

Teoren 2.3.1 ve Teorem 2,3.2 4o B kemitlame yBntemdepinse
8 ler yorime i’i sabltlert alinarak aonen wraulamr, Homogen olmoe
yan W yd=blx) lireer denkleminin eSatps ce Myl=blzx) denkleminin
lzel cBsimii 11s L{y}=0 homozen denkleminin genel cizlintintin toplam e
ar. Bger W5)=vlx) in bir tze1 gumimy ove 105100 20 gomtntorsas
CpI - CB,“. *q%is& K g)=b{x) denkleminin genel gliztimti,

C1aCosenssC sobitior olmak iizere,

P e %"‘ SICPI D e s 8, P bicicindeasr,



. &#___ m bilegen kebul eden nxl m;mi;l& fs&t&» defferdl fenksiyorm,

-

igly nagranerg mlism

Ei};ﬁgng sapslardan olugen bir vehifve sabié wekiir demir.
[@,ﬂh] maﬁ@z&é&: tomanly olan zargel fonked yonlartan
ﬂnm vokiilr do wokily defiorli fenksiyon adim slar, Urmogin, bir
[a8] erstaginde 2iferenstyorionsbiten PDs QB ganey QL)

qpl:!‘.)
QL) ,
Plti= : bigiminde gﬁammimmm
' B, | ap(e)
Bor t € [a,b] fgin Dnin revs olan g vektdr fonksdyonu-
m da, | [ AR8 - ’
gt
aQ( €}
e
ap+) .
e
At
goklinde nxl buyutli® kolen vektdrGaiin,
@ K
Fi = AlLE)aeP(t) {2.4.5) f

bigiminde ki her veltirel iferensiyel denklemy n deligken ve n denle .
lemden olugan Lineer sisteme ksrs: pelir,
Xys Fas esey =, ler n tzne bilinmeyen fonkeiyonlar olmsk Hzepre
biringi mertebedon n Giferonsiyel denkien sisteni,
-
el aziﬁ.}xlmmét}zgﬁuﬂmi t}xnﬂii &)
s |

W = aii{ ﬁ}xli-ﬁgg{ E}xgwn s+, {t}x +F, {%}

_%.—. "' 3111{*}:1 2{ ﬂx ‘i‘m;l%{ g}%&? {t} ‘
%ﬁ.zmﬁih

s |



26

Bu sistemde,
2,,(t) 8,50 t},“am{ %) 2‘3;{ t}
fa{ +) fz;e‘ 3] “.f ol ¥) fgi %)

ilti=| = : 4 il >
5f®  8,,(8) s (8 ax) Fult)
_ TEE
x
: ax &

L i e
5 b

at

olmak Uzere (2e4.2) lineer sisteri, (2,4.1} vektirel diferensiyel
donitlens indirgenmig olur,

TEOREN ZuduXs  {24441) voltspel 21 ferensiyel denklemini
glstniine almlim. A(%) motrisinin elomanlars olan %3{%}*
$2l,2p000sll, Fo1,2,00e4n Vo F(t) kolan vekidrinin bilegenleri
olan E*i{ )y 3%1,2p0eesnt in her biri a LtLb gercel areliZinda
slirekli olsunlar, e 8LELDd aralifindga bip gergel sayx olsun.

Gi,,{}?“.,ﬁa ler sabitler olmsk Gzore zxl boyutlu € kolon vektd
%
™ *fz seklinds gUsterelim,
.
an

Bu durumds {2.4.1) denklopdrin
P =T, Bt )eC, o eney q;' { sﬂ}a&n
olacak gekilde bir fok @
R
D= D
n
¢Oziield verdyr, Bu gizim sL L) gergel aralafands tamimla ve
siireiklidir,




2

e Al ' ' (244.3)
_ Eomoger W&i &ﬁfwmmi denklemin n linser bafameas olislie
- F ﬁscp@ q;,ﬂ.f Q) isey G0 aveeesCy Babitler olnsk tizere

= 5 D= ;C,,‘ vektir fonkelyomuds (Zefe3) fin bir e

silgidir. Benzer gekilde eger P 2 (2.4.1) donkleminin bir Seel
. ghatni ve Cp q),“q Q) lerds {2.4.3) homogen denkleminin
“in lineer %@mmm glzlimlori imlm o, ,ﬁ?gu,ﬁ sabitler olmek

. R + Z;_.'Ck@ (2edutl)

s (2.4.1) denklominin bir gbstntdir, C 9%*“..& Ior birer
2851 tler ve Cp CD,MQ Cp isz'ﬁe birer vektir Ffonksiven: olmak

fsore,
_ % C
CR {2.4.5}

gtzin fonksiyonu, {2.4.3) denklemini sailar. Sergekten

&%[ chcpu)] Z'[ ~& CDW}]

{

: &CP;‘;%} ]
- Z;% [ 3t
=

olure Her Wir (D, {Ze4e3s) denkleminin bir gBotn: oldufundan,

M*Et—!“,ﬁ igiﬂ 2

4 C%“} a ¢ %
= AL %) CD {t) va -y [ ngcpkiﬁ]*zﬁkﬁ‘ﬁ q%f;t}
”

dxr. Bursds makris ﬁwmk}.ari kullenmilarsa,

iﬁﬁkﬁt} Rit) = Za{@:} [ kcpku}} = A{%) Z kq%m

olur. Buradan "

g ,
3
g [ Z%ﬁ? CP{ £} J = AlE) Z CD{ t}} yozalabilir,
=
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‘ { &) _
#2445 aralafandskt ber & igin _q;t -~ = A(t) P

weuna veralir. Benzer &igince 11, {Z.4.4) vektir fonke
{2e441) denklemind sailediifs ztsterilebilirs

h

e+ koo Jogm | e

pars O, (24.1) donklominin bir Gzel oUnint oldufiundan, denklewmd

sablayacsiy sgiktir. Biyleces

a PRy |
e AL (DUEIAR(8) | . ek
 olur, Ayracs (2.4.5) vektdr fonksiyonanun (2.43) denklomini sefi-

jsmam ve ayrics

n n .
g -
b [ ;lﬁk q%{ t) ] = A{ %) [ ;&R C%{ *E}J ﬁlmyz nadeniyle

r

i ; n
4
wgg-{qgmg &&qg;g; ] = A{E) DUP(E) Al E) [E’% w}
={
n

© k=t

= ALS) [CZ}%{%} + Dk Rt } + #{t) olur. Buradn
k={ d
Yap,+ iakq% (244.6)

| ay(s) |
olmak lizers ————— As) L[){#}ep ?($) seklinde yozalabilirv.

Chalde (2.4408)} vekittr fonksiyonu (2.4.1) nin bir gbeliinidiir. Keza
birinel mertebuden n denklemden olugan,

¥
Vg = 3y (XaTy oFpneeest,)

4

T2

' fﬁ{x’gl,gzﬁiib;? } . {2e4aT}

¥

.
¥, = tﬁ{xgylpyﬁwugn}
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11 sistem, bir vektSrel diferensiyel denileme
nda fi,i‘g,u“f lorin harbiri (nsl) boyutiu
wssy: iginde sirekli fonksiyomlardir. {2.4.7) mintem,
. Yo (5 i ¥areensty)
3= iré&;.uﬁ;}
: Pa (£ 08 0naest,)
~ glnak limere birtned mertsbodon Y R(x,¥) bigiminds yemlabilir.
S ﬁ m.?i “iﬁiwﬁ
T3 Dot *| gL | 9ymvi] L byseens | 1] |28,
B 1efpeessed, Tonksiyonlarann her bird stirekli olduklarin- |
m W&n biver ilat simirlara vardir. Ayrics > fonksigenlerin her—
&5&‘5 X# ]xﬁx lé»a areliiinds

P (x,)=b, PxIwby savey Pz dmd, |
baglangag kegullerom salladiblerandsn problem doha Once incelonen |
Torma Indirgenir.

2,5 Llirserivz goovno .
TANTH 2,5.1e XY dlizleminde bir D bilges! gbzduiine slslum
{kasin 2.1, gekil 4). #{x,y), D bilgest iginde hor (x,y) piftl igin
taxoalx bir fonksiym oleun. D bElgesi fzsrinde
Iﬂ:x:,giia-ﬂqua}‘ £ Kl ¥y ygl {2.5.1}
clacak gekilde bir KD 0 sabitd bulunabiliyer ime, £ fonksiyonu D
lizerinde bir Lipschiis kogulinu safliyor denir,
TEOREM Z.5.1. D bilgesinin
]t«x#l{___a s |¥-y,|Lb s (8,b)0) Zikdrtgensel yads |
]xma:ﬁl L8y |yl<co, {8 »0) geklinds bir gerit bilse
olduffunn varsayalim. Aypaca ${x.y) fonkedyonunun




i gergel deferli ve D de her (x,y) fgin
oz

7 (=9 | £ & {Z:5.2)
olsun, 3u durande ¢ Ponksiyonu ¥ sabitli bir Eipsehits kogulum:
: _ t ?11‘
ﬁxﬁl}-nﬁm.yz = ;i <5 {=,t)a8

yazmlabilir, Buradan her ix,,?,i;» (z,y,) D 4gin

x5, )~2(x,7,) ]/—f | s {24t} l&e L K| yy=y, | olte satlir,
Bindd de velktir &&éaﬁ.& fonksiyonlor ve denklem sistemleri
igin, Lipechitz kogulunun wvarlifzna iligkin tamm ve Wﬁl‘i
woralims
mm -5

m}_ {{ttfligziib"!y 3 ] ] Bt l,fﬁ;]yi&ﬁzlix‘i,t.,,];n-an]m } (

uzays iginde, her {%,;g : {ﬁ,yziﬂu,eﬁ oluak fisere;
| #ttry3-ettar,) | £ % || 5o, ogutams gsgoitosecek bigim de
bir K sablti bulumabiliyor ise, ¥{tyY) fonksiyonu D igin do bir
Lipechitz kogulunn sa@liyor denirp.
TEOREN 2.5.2,

B s 1™ {(t"'?}.*fz*"*"fn) l It-ta [ Ly ot } yl-éi l _L_ri,,.“, ] ?n”anl érn }

{nﬁ} hoyutlu usayr iginde, ¥( t;yly??uuynl fonkaiyonunun kendigi
bt uzay iginde sirekll ve berbip FysTgueresd, defil skonine gire kasmi

tirevieri tamamiz ve sifwelkli ise, P fonksiyonu D

gy iginde bir

Idpschits kogulumu saflar [ 4]«»
KANIT: Kolay anlepalmomy dgin P ve ¥ nin iki blegenli

T, {tayya7,) ve £ty 07,) durumnn sbztnine slslime




3
oy E;ﬁ"r;E} wa 33;.{3-%1‘?&} 53 igerisinde bulunur. Buradsn;
__M*mﬁ"z? | &le £ taT g sy o) -2y (2755 700) ]

*&l fg(tifn#fia}‘fzigﬁﬂtfzg} l slur.

“op : 5
%Ew&gm)-«s &‘gﬁ’gﬁﬁ}' 39, T T12* 55, Vo)
s a:
?*‘*"ﬁ*’u’" 2 ez a¥ap)s =57 ¥y TR 1+ 57 321«3%1 air,

.. Her deiasinde hesaplanan hxsmi tiﬁ'whw E ﬁg&zﬁa b ile ¥, aramnia
 xaslir. Dolagisiyle inemi tirevier By iqmaa siireklidir, Kspala bir
' bblge de slirekll olan her fonksiyomm Toorem l.l.4 nedeniyle bir st
. sumwa verdar, Bu deffer M olmm. Bbylece '
X r-r(er) || & o Fy1Fyo| 42 (v5y5 2, |
Ly mnfﬂ‘#’izl lfm""aeﬂ“‘” % "xzn
bulunurs Benzer digincewmbilesen igin gemellegtirilebilecelt sgiktor,
-Eé‘ﬁ*}* 'Xwﬁryyzﬂngﬁi olmak Hzere, bir £{x,Y) vektir

defierli fonksi yonug
B | x=_|La, ,'f;‘i’ﬁ]éﬁ (8,b> 0)

yada |m§|_L_&¢|3ILDO {a>0) -

bBlgesinde tamanla olsun. Eler kel,2,..een igin -5;;—* kzomi tlrevier: |

de § tzerinde %amimly ve stirekli ise, 5 igindeki her {x,¥) igin

of
...a.‘.yr(%fg} \ LE : {Re543)

tlacak gekilde bir X0 ssbiti vardir, Bu K defieri £ fonkslyonumm
8 Hzerinde sapladafn bir Lipschitz mabitidir,

RANIT: {x4¥) ve (x,3), S iginde sabl$ nckialsr olsum.
OL8L] gereel ssyren igin tommlanan vakéﬁf &aé;arii F fonkslyonu,
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gMﬁxﬁw{f-ﬁ)?; (0£8<1) bigiminde belirliyelim, OLs<4l dgin, |
{x,2¢n(¥~2)) noktalars S iginde bulunacefindan, f amaca yinelik |
femmlz bir fomksivondur, Agak ﬁm]m ]Lamm ]3»3’ }f—a

-~ |ax,|LD se, bu dwumds |
|| mestremyox, ”u”mm ”*” (1-8) (5~ wémz@)” |
L (1-8) Hfm ][q.s ”!«‘I |£41-63bead = b azr, |
| ‘fl(oo «B|Loo 1me,
| Zeatr-m|| £ Camsd || 2l 45 lxlicliz]] o ]| 2] L o0 oreze
Ute yandan Ya(y)sesssdpls Bu{Bypesess,) olamk tzere

of
3 {s} = ’E;ral} £x¢%ﬁz~£}§«r—tu

+€r-’&} 2 {z,4+a(1-2)} (Be5e5)
dare Buredsn {2.5.3) mzmm
(B LK [gymn,| & B ] yyom, ] #00ask | g8, |+ yade Krsaca
|2"ts) || 2K | vz | , t0LaLY) bulunur. Boylece
£z, Y)=2(x,2) = @{ﬁws*m} uj? ‘é&}ﬁa eldufundan
|| s =tix,2) || = || ﬁé‘ fa}aaj)éﬁ? {s) ||z = EH%&H sorueuns
varalarak kemt %mﬁ;mg olur, o

URNEK L | _
: £z, ¥} = (3x427y 0775

fonksiyonu, 85| x|{p0s | ¥]( 00 belseat tzerinde bir Lipschits

kogelunu ssiler, Corgekien
oz It |

ETA (2o¥) = (2,1, =3 5%, (z¢1) = (0p=1) ve
” o (20X) ” = 3 “ aa:é {247} ” = 1 dar. Ohalde £ fonksiyonu ‘

2 Emim}a K=3 Lipechits sebitid bir Lipschitz kogulumu sallar, ‘
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1183 agalindeki pekilde de gUsterilebilirg
Mlelletyy=sy)s Coymndoty eyl
= 2|vymy |4 Crpomy )ty |
L 2|yy~sy |+| 313y |¢| 7275 |
=3|3y5y|+|rpmm, |
£3f|vz||

SrEx 2 s o
Pw {“31*52“31"'52} fonksi yonumm

: | §w1*?33 ,ﬁlﬁi@l 31“’=i#l32|é£} bilgesinde
gulwn safladafam g¥sterelime
Yy 11272 ve 52‘{3‘2@3“22) olmak Uzerey

Ity pix,) || o] K347 00 07, 503,207y 37503, 203, 2) |

R S L T

ors : __- 51{3‘11'9'11&*%;”?22’] ES , ifig"‘?;g*?é"ﬁ' gg } ‘

Sl [y Tan| 4] iy S| |91 sy Ts) |77
u[h];u@yﬁlj Ifﬁ”yml*[l*’gm*y@ﬂ 72125 | |
L [i*l"nl *|3'3.2|J|’11"’:z|*[1*’ 321'*]"231] [#2172s |

- B”n"&al‘ﬂfm"ﬁ’z& )]

ok AN
somuguns varalirs Sonla boyublu usaylards biitin normlar egde-
gerdir, Yani | - n’. | - |l, herhangs skt noem 1se




o) -lly 2111, £ pll-ty -

£(x,X,) || =3[¥,<¥, ]|, (oktabedral norms gave)

éﬁ“xx-t-zllu {8K11% noruuns gbrs)

-gga{{x,rt.yzi) ]zlé},jlx;_]é};,-,_ ﬁé 3‘24—_1}

bilgesinde bir Lipsehiiz Kogulunu ssfleman, Gergelkten

# Fy= {F3995) » ¥5= 9y 09,,)  Glmak Gzere

1 Trmrpaty) | <oy, . (55|

|ty 5100 @1“‘ [EPRIIN
}fn"yw]“‘l\f;; 725 |

— - - ] ¥y Fou ]
= nyyrale T vs
i
yazilebilir.

21 +V9as kesiriy y,, ve ¥,, yoteri keder sifirs

yalan alinmak suretiyle berbangi bir sabitten daha bigik yaprlable

lr. Bu nedonle bir Iipschiis Kosulu maflenmes, Bu trmek B, de

3
i silrekli olan sncak 2.3 de bir Lipschitz Kogulunu sailamayan bir
vekillr dollerii fonkslyon Srnsiidir,.
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> TAKLASIRLIRIAR YOmInal {58 VARLIE vE TexLix
TEORSMISIN RaszTI

i Cauehy yo oft olduiu biliniyor lsede, i1k kos
m ikinel mertebeden hﬂ&%&ﬁ lineer denklenler lizerine

'm.m.gmﬁ‘ Genel form: Plcard ve dsha sonrs Bocher Sarae

gellstirilm stir ¥

”?&m_m #tx,5) iﬁx“"}* A (3.3.1)

baglangag defer problemini gisiniine elalam. Bu problemin gHeiimnt
Bulgek fxdn x, noktasum iginde bulundorss bir I srelajy Gzerinde
Pioerd an Ardigak Yaklagmklaklar Yostemini kussoa Ssetligelims
i1k adan 3s tférﬂeﬁ gix }»yrﬂ baglangtg kogulunu sailagacak
&iﬁim&e bir CD gBzlln fonkeiyenn segilir, CGorgek gBziime yapalam Cp

mfirines ga&l@tﬁm &Im gofunlukla mﬁ 8 ksrsi pelen y&

defiori alimy, Hoemen mrg;aima& gerekir ki ¥, i1k yaklsgk

Giziim clarak seolilmest soprunlu delildis, | Baglangig koguluns ugpun
tigooel herhengi bir gisinde safirinca yaklagiirms olarak seglile-

bilir, Nevarki uygulams ds goBn kez kher x igin sablf defferli hir
fonksiyon olun Yor P, olarsk alanir.

= Eimmﬂl&, o da ﬁa%h‘{ﬂ%.(wiﬁi ?ﬁ% {I)3(1838) 2.565,.
mm, Annariai mﬁa,{smm?a}m%.ﬁ ammrba,x.mzaﬁh

_ Peano, Hath. Amm. 32(1008),P.450,

§ Pioard, J..ﬁa ﬁ#%.i*)?ﬁiﬁ‘}ﬁ}#‘vﬁ?; Traitd @ mxm,a‘:eng
(2nd eds) 24843404
Eﬁﬁw, m.&m&’x. 34{1%2}1 311,

35
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31 yaklamk ¢oalm fonksiyonunu bBylece belirledikien sonra

——gﬁﬁiﬂ {3elel) de yorine konarak |

e Dot | x| meypd)

Pix = 7, _ (3.2

sznmm P birtnet yaklagk olstill saptamir, Burada £[x, Qx|
- Toniwi yonu varilen aralik Userinde siirekli olmek sorunds daxr, Bura-
mq?m {3.1+2) bafanialarim seilamasz
= X |
P Cxloyr jf[‘fr,—. SR t}] at - (34343}
e Xo
~ 4Ye egdeferlidir, Benger dliglinee ilo P ikined yaklsmk gBziimil

e .. |
g W[Qg{x; = £|x, D) )
; D) = 7, Gara) |
sallayacak bigimde belirlenir. :E‘[x*CPf{x}] fonkgivomu da I araliis |
tiserinde elirekl: olmak tzere (D nin (3.1.4) sefantalarmm soflsmes
X
q:?)- {.'x’}n;?_ a{« /E;f [ﬁ*q?{ﬁ}J as g ‘ {31.5) .

1l sgdeferlidir, Benzer yinienle C_T,D; Cj),- ve difer yaklagik g‘ﬁzﬁm

¥

fonksiyonlars belirlenir. Sonug olarak CD ey (B=1) yinel yaklagik
gidsiim olmak iizepe n gined QR (=) yaklagak gieinil

;x}ug *[ [' iz}]&t s TR

its belirlenir. Eﬁ_ﬁem
E Cpﬂsq%:_;@z;itfg ag&-tir
| fonksiyonlar dizisi elde edilir. n-» 00 igin n>1 olmek lizers (3.1.6) |

ile tamuolapen (P, fonksiyeslar dizisi I arelilanda bir P rimitine
yaklagarlare Bu (D ikt fonksiyomu (3,141} diferonmigel denklemind |
ve bagslangig kogulumu saiflar, Somug olarsk (3.1.1) baglenmig defer

probleninin gergek gBzimi = jie (b, elarsk saptemr. |
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o Langag defierine olsbildifine
lae gelon segilivse ard@imle yaklagharuelsrls bulunen D Limit giisin
oz ronu 3.1.1) baglongag deffer probleminin gercek gbaiimine o den-
%m ohwr, Bu yintemin en olumsuz goni, yapilen birkag sdam mre |

m& yeklagtiresdsn sonra homaplams ve iglemierin cldukes usun we
g‘ﬁ% olmasadir. Bu nedenle pratikte, verilen bir beglangag Jefer prob
. Zewinin gUmimE fgim be yOnbem golumlukls kullonlnas

7——;%@:{‘1}; ve Toklik Teorsminin kanitlswmmesinds femel srac olavak slimy,
—_ 1.f—-*‘ lnetle, Ardimk Yaklagillar Yintemis baplanzaye deler Ropullo-
B 3%e Bi¥Yikbe verilen bir demilenin GUalinimil bulusda amag, vertlen
bir diferensiyel denklemin gUzliminiin Varlik ve Tekligini ptstormmds

dse bir erag olarak kullemlir, ‘
g BREEK. ir
b =7 5 yl0)s1, xe (0,00}

2 , mxﬁmﬁ defier probleminin ggaﬁmﬁ drdagmk Yaklambklaklar Yintewml

_’,k 1le bulsiam,

C.Dﬁ yﬁ = 1
=== q%{x}aﬁ-@ famW 2

DOixyuts ((128)a }.*m-m
2 f oy .
C%i:x}wh f{i&ﬁw*wi L 5 * 3T :

v & x &2 x2 = L
C%{x}u T Lf }_{‘E«% ""%""’ FosetBEmling mmmm—— 2L ‘i‘agt‘!‘*"gf‘““ |
n b g
E \
- ) = |
k=o

bulumure P(x), y{z)ne™ guginintin Taylor spalimenin n yined knem
$oplomdar, Gergekion Hu @C%{x}mx dir,

cpa,q:)v(l)zﬂ“;q)m fonkaiyonlar digisinin geometrilk onlam |
§ekil 6 de gHrllanzy pibidir.




gekil &

WA 3ulats it
1) 2, (XY) Guslemindeki bir D bSlgesinde slrekli hi> fomksie

i1) ser xe[_—%ﬁ] igin éx.qaé,sﬁ_} € B slasaic bigimis Dy (£ XL P
aralaiainds slirokiis
15%) = 0¥ X Lx, 4 [3 olacak gekiide bir gergel saya olsun. Bu
kpsullar altanda, D pin [u,ﬂwam izorinde PDlx Juy, olmsk

- &

e x,y)
Genklominin bir gizilvi oimass igin parek we yeter bogul, ber
zelctP ] 1gim

QD{x}ss % fﬂ’&;cpi%}ﬁﬁ) {31@1#?}

- dintegral deniclemind saiiamaomdyy,

KANIT.  Bper D 4[o,f | aralaiizngs ¥ wflx,y) donklemini
maiiryor ise
| ;ECD{::}
elor, Her ikd yamun m&&mﬁ glandzMands
X

Pixin L 2{t, PlE))atee

ol ey -




 Hger Dz ey, foe Omy, olscaime
 den ver ze[. £ Sstn D (3.0.7)

par = x e[ 1018, 3617} inm-

e — —--g—-.-
5 ‘l"':‘ I a ]

mi denklemint saflsmn. Bura~
ém_ {34147} denktlominin her 3k1 ga=

puan direvi alindainnda _
)

¥=Yotol ‘

+h

: | EIR - L £ , J
TN T fla,D(x}} '

§  bodwer, Bipiscs O, [ P leredaf Uzerinde e £lx,y) denicle~

dnden Jog 1

ol sa@iew, (3:1.7) Derklen

-

s ¥
E . ¥ = Hzgky yix ey,

baglangag deler problopindn séniai, (3.1.7) intorral denklieminin
ghgiiice indipgenmig clur. Bu nedenle gindi{3,1.7) denklominin

yaklagik dolier olarak

@ixéu e

alelzny {3.3.8) posind genellilkls {32.1.7) denklemini
. Bilir, Bommle birlikte ikinei sdimdaki geklagik gliztim olan

X
B nedenle

Diatyw v ¢ f (5, Dldatmy + If{ by )ak

CDgﬁx}: ¥+ f 25, B t)as
Gorm e [20s, Pycodes
Prlxd= ya [ 28, Deeas
ardigak yaklogik ¢tstinlerd bulumabllive.

| :_ = q){%,lﬁﬁ’ﬁ claeafis agalktis, Scmag olapsk

glalinine finelir, CBaiimis spdagaik yaklegsklzicler sindenm

tn, P, dsn dsha uyran bir oUzim olscainm: baklegebiliriz,
1 o

Sekil 7




ol gonel olarak, Bel,),2,eee igin

CDixg} - Fo

amlanir, @tﬁﬁ k—> 00 igin CDkiﬁ;g‘-} in silrekli we sampds

FROREM 3a1e2

nlarz, her zcl ve

| J &3“% I Lt | zx ’
1 saplar (geli2 7) [ 5 .
| KANTT:

| zil%féﬂwﬁm{%m}
g2 iizerinde {3.1.10) ardimk yaklagaklziklars ile famulenan CDk

(o, RuadIers | x| La, | 3y, | L

(3.1.10%

randaki tUs x'lor igin

{3e1421)

X = W %%t hepr € X i@ﬂ x’*xﬁ IL W olsenianion

) sepmts | Putmroz, | £ v otur, Biyisce (x, B (x3) nolcte-

lara B hﬁiﬁ&m bulumurlar, B2
olup (3.1.11) opitataliys | @kmwﬁ |23
{3.1.11) egitaizlipt

® Uw o o0, her xex'iﬁﬁ*"x“xélé -

olur, Uoomatril olayal

== Wamx )y Tmge ~i(z-x ) {3.1.12)
£ibl $ki dofiru donklemd pHcterip,
"{, , . Yotb e ; .Jf:%\\ Yotb \+‘+:\, :
] "“"rk o N A T
1 N N A" T ch Db | T
Xo-el /- £ | Yaig, \"- i Xofst | Xol
: s ' Yoo, |Xo-of : .-
: . /R “tenye) . 7 (Ma3Ye) :
Yo-b Yo-b "
Jekll & Sekil o
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& gekll B8 ve 9 do 2EPULAE piM herbir CDk ardrgik yakleagik

i Lale# nedeniyle bu dofier ¥ olsun. BOyloce lﬁmﬁ\é B @,

kel 3gin (3.3.31) egitclziifl de seflamp, Simad,
R % %2“?*‘%&”‘1’**& ﬁﬁfﬁ} qug CDE“**“" @m,t*v

arim yinteni ile gm@aﬁ;w,

: k=1l igin {3;&333 egitiisd
Eiﬂﬁxﬁ 5; ﬂﬁxﬁ)é& m, ﬁ?ﬂ?&ﬁﬁ;&;

iCDifat}u-galul fﬁgﬁs Y&t |LS|£{ME)‘¢§L§IN | oror.

~ Bigtece (D, de {3.1.31) epitaiziifini saplar, © Tonksiyon: R ligew

A

rinde slirekld olfuiundan i?@%} ile tommnlanons
P L R = 2,y ) |
- ~ Fonksliyomu da T aralafy Szerinde slirek)lidir. Buradsn
X
@I{ﬁ = g+ SF {8)éae
i1z tamalz olen Py(z) de I arelaionds siveklidir. Simdd P, mn
I I araligands siivekli oldnfumy varsayalils Biylece hor t ¥ igin
| (8. QL)) €R dire Kabulden dolesa,
208 = 2(8, DY)
fonkniyonu I aralifiands sireklidir, (inkil f, R Uzerinde sifrokli
Yo C[D.E‘ da I HUszerinde slirekiidir, Boredsns
X
Py sd = 7,0 S 7 (that
X

D, fonkslyonumm I arslifz Uzerinde variiias ve siirekli3iii scikiar,




Pppr () @6 T uzerinde temimls ve slirokiia 2
T x
l | ka{t}ﬁt ] L (Pi‘gﬁ%} | atLw | xex, )
mden (3elell) molbsisiifl de seilomr, Blylece teorcmin kamty
381 Gzerinde {2%*1;163

_ leleminde bir b¥lge ve £ de agaln
 safilagacak bigimde gorgel deferll bir fonksiven olsun:

‘ J: © 4) £, D iginde stirekii, |
#5 i1) £, D iginds y glre alinan Lipschits kognlunu bir K>O

sabiti ile her €:£,fx}, (2,9,0 €D igin,
| #mary)tlo,g,) | LK | vyey, |

olanak bicinde saBlaopan,
b ixﬁhv Yo U nin vlr ig nokias: olmsk dzere, U b8lgeat iginde

her {z,y)€R igin,
s Rs | xmx, | Loy |ymp, | L0 tayb>0)
dikdBrizensel b¥lgesind tamnliyalin ve
=¥} 4+ B iginde l {x,v) J L3 3 b= win{e,b/H)
kogalune sallesin. (3skil 7). Bu kogullaer altinda
Is l e \ L= winlab/)
aralags Bserinde,(3<l.10) srdrgmk yeklogklaklora ile bulunen
<q3 o* PyseesasDy > dizmiwi k > 0o igin yokansak olups bu dizinin
Limiti, I arslafia Gmerinde, y =f{Z.y)s ¥ix )=y, bagiansg defier
probleminin (P glzliningé yakinsar ve bu gbsin telkdir[ S ] r[ﬂs
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EANIT:

Teoremin komatans beg sdimds gerceklegiirecelis.
1) tnee <P(x) > aimisinin bu srolak fzerinde yakinsak
gié@m glstereliny

Py yincs yaklsgi degers
Py = D HPy= DI Dya Ty Jbwn et Dy qg_l}

5 Lﬁﬁg&aﬁzﬁa ga&iabim, %ﬁg‘mﬁa CDkiin

i

D, + Z[ CD;:}- ﬁ"}] (3.1413)

: P=i

§  serisinin parcala toplam olorsk alinabilir, Bégrecs <D (x))>
| aisisinin yelmeokiigne gisternek, {3s1.13) pargalz toplamlar

] gerisinin ﬁmnmkhﬁm gUetormoye aaéaécz-éirj Teoram {3.1.2) noe
- dewmiyle, tim C%ixi_ ler I aralaZx Hzerinde siirekii olup, her _

{2, {=)}ER  &ir, Ayrica her xcI igin,
| B0~ R | L8 | x| aar.
] {341.13) ifadesinde, P, {x)=- (%_ﬁx}} farkaman p Soodigin linie
E e tine bakalime Bumn timevarin yintemi ile yspalime
P, ve P, igin integral denklem temimlara yemlarok oraf
- tarafe gakerailarsa

,j — O (%) = T, * jfit, D (i:))&'k
Rz =y, + jm, P (that

|Pyim- Ry | = | f [ 208, @, con-208, D00y | at |

olur, Buradsn
“ﬁm Dy(e))-2(t, P(8)) ,ﬁt
Lipschifs kogulu ile ©°

Lxg fcplm..a Pty | as
ve {3,1.11) nedeniyie L EM g I tex, ‘ dt  bulunure




e, |
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Py =Pyt | £ (3.1.24)

S[ {t}- Kt \ at

Lunure inﬁgﬂ}, altandoki ifede verine (3.1.14) egltsiziijindekl
ﬁaha bllylik deffor slamirss

1@(33* fﬂ] LEM :{I%mxal
3
N Bm-mw | & 1 i

 bulwmr, Varsagalan ki kwp igin

ey S 3
T e P | . TR m

{3.1.15) egitoizlifi dofru eleun. p=k+l iginde

 dse anit Tansmiongng olur, Bunen igin

- o - | o o o]

Jl 25, DeN-2lt, D (80 | at

Lipsehitz koogulundsn, *°
JICD:&;) SIRORET

bulvnur, Intesral altandski ifads yorine, doBrulufiu kalul edilen
{3.1.15) ifpdosinin oo} vepandski delsr yazrlirss

X
J‘ltwﬁalg at
Xo

D o tx- CD(:&:—? l L
ysda x >x, igin

dofruluin gﬁa‘ﬁ’éri iir.

CoER A
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| CD_éx}*qD @ | £ : mg?‘il | |
~Upel ? K {p+ (321,16}
 pulumur, Bu 1ge (3.1,15) epitwiziifinde p yerine pel geluesl ha-

. 313d4r, BUylsce ksm? tormmlonmg olwr, {3 I 4% &@m&igﬁm

=

goif yomandaki ifadede Ixﬂ&‘éh giinir ige
palm= e | =g (pe)s {31417}

¥ o
§ s ediliviBuise p-e

fravvet serisinin genel terdimidir,

aﬁ wuwwet sepisi yakinssk olduffundan, k—oo igin (3.1.13) pergala
1 ~ %oplem seprisi, I aralxfn Uzerinds yalonsakiire

: ,‘ Sormge olarsk, I mm ﬂmrin%ﬁ, E> oo iAging <c]%€(x} b
:7 aimisi, bir O(x) Limitine vzamire .
gel. 11) Tdmit (D(x) fonksiyomu I arelifs tiserinde streklidir.
_ WL ferils ki nekita olewn. (D(x) im bu aralik Uzerinde mono=

" -~ %on bir fonksiyon oldufum: gdetsrmomiz gerekir, Bummm igin X, ve X,
nektalorindsid, O, . inci srdagk yaklogtk gBelinil veren integzral
. denklemleri yazalim wve k—> OO igin bu iki gagliniin farklarinin linie

Yine bokalimg )
— %&zﬁ‘z} =¥ * quﬁh C%in‘:}} it

X2
D xy) = 5, + J glt, QUE)) as

o

Buradan; Xi
| i Date)= Tl ‘ fo{ » R8N *“‘ L i |z, |
olur, Biylace z

1%1{1{ }- %}‘{123 L ou l"ﬂ.@z‘
bulumur. (1) sdam gersPince k>00 fgin P, (x,) » Pilx)) Yimi-

tine we %1(:&, J — CDW23 1iml ¥ine yaklegars Bu nedenle

WEE - St

s e SN Mo

ETadazaid b -
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f’ @ixiﬁ*Qﬁx 3 ‘ o | zfﬁg|
gy DU ﬁﬁ%ﬂiﬁi&%ﬁ eler xz-—}-»zz ¢ yak
yant @ {x) fonksiyonmu I apalzianda wenoton

laqr tse Plxy) de

e

S

az {%} s yaklagaPs
tir fomkelyondurs
4543} Imde de k yaimod yaklagak defer olau <2I>k

a3e P 1imit fomksiyonu srasundaki fark: polirliyelim. Yani . .

00 dgtn | PI= @) | man Mmitind areyecaiits |

SREsEs

A PR

‘pu nedenlie, {3.1.13) don =

= D (x) = Dlad + Z_ | Pn- ®§_,3_ix}] ' |
1
e K ‘
> , Dix) = CP{xz} ¥ z[qbgﬁx}n %ﬁﬁ]
M&k yazilabiliXs ﬁmm a

ICDiﬁx-CDgax} \ ‘ Z [CD%:}* 1{:;}]

oo P=k+t
L) | P Byt \
p=k+

ve {3.1.17) nedemiyle, o
; E (xn)?

W : K P4l pe¥)
- , on > P
g ="K {1}l — Pt
; Bl
A_ - (&b 53% ro %
Pz~ CP(}:'} —— i {3.1.18)
gmk&l

pulunur, (J61.18) agitsmmgmaa k3 W =
Ayrava E’k* -&m; ruvvel

diyelim.

k> 0O igin € >0 gidecsil agiktire
gerisinin genel terimidir. Biylece (3.1.18) egiteizlild £, ve
paily olavaky

i ,
l@(z}*cl?&ix} 1.é w-;ﬁ-'"a% Ek (3.1.19)
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wis yazal bilirs Burade k—oolgin E/k—>*3 glder iken,
Cpk{x} —>D(x) wuzanir.
4y} 1dmit Pl{x) FLonksiyonu arsusn glatimdir, {oetiniin mhﬁx

kanataman bamemlanabilmesi 4gin her x €I olmak Uzers(D{(x) Tonk=

styonummn (3,1,7) ntegrsl denklemini ssfladafia gBsterilmelidir,

" g, § tzerinde sirekli oldufundan, ¥(t)=£(¢,D(t)) ile tanie-
1anen F{t} fonksiyoma, buna baila otapak (D{x) fenksiyoou I sralaiz
Hzerinde sipeklidir,

(1}, (43), (43%) 2 540, L gnns im
her CDk(x;') Ponkai venun ve Timit (P{x) Fonkslgonimun 1 aralalz Uze~
rinde sirolld olduklors ve K>00igin ker z < oluak Gzers
D )+ Dlx) Multine uzmhia gUruldis simdi &0, DI(x) v

%};{:ﬁ fonksiyonlorans karg: saiea intesrsl denklemlerin k> OO
igin bird diferdinin 1imitl oldufu gisterilmelidir.
fani k> o0 igin x
j 2, B ﬁ{f{t@mﬁﬁ* | (341420)
citeeAiate, Bumm dofns

X
l f?ﬁit,@{ﬁ}}ﬂ» (ﬂﬁ, P L) at |
Xp

L { }*’i:,@{,,}}'-—*{t,@ktt}} lai: "
ye Mpmhit; koguiu nedeniyle;
f!CD{z}*CP (| as
bulunur. Jimdi (3.1.13) s@azaﬁmiﬁnﬁa kullsmilimass 3leg

K Twetds = s

Lg

at

X X :
| ffﬁt,ﬁp{t}}ﬁtﬂ im, @eenas [ £ €™ [xx | (3020
Xa o

_izafigg f}fﬁ "
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eide s@ilir. {3.1.71) de K ->00 igin Ezk-—)- ¢ gideceiindsn her xcl I
figere,(3s1,20) bagantasamin verlifs kenztlonmyg olare Bu ise Pixd
13mit fonksigomumm (3.1.7) dntegrsl denklemini sejlemesin gerck-
tirir, Somug olorak y = £{xay), ¥ix )ey, beglangze defer problemi-
min O gozliminti bulmak igin yaprlen k yinca ardigrk yaklaskarna
C?i- jge, her x X dgin, Plx) ile CDKE_:} aprasrads

i {my

ICDE:&:%%{E} } L i {75 2 .
ggitaizlill gegerlidive 2Eyisce guslisin varlifinsn kanita tavnan-

l.:mmg oldue Simdt bu glislimin tek oldufunu plsterelim
? 3

v} £, Rz | Mﬁl.l;-ﬂ, lgs-%léh :
pElgesi Uzerinde, sirexii ve Ripsehitw kogalunt salisyan bir fonksi-

yon oleums Bfer I aralaia Uzerinds ki bir £, nolckasinda

g = 2xyy), ¥ix) » 3,
saglenfag deier problemimia (Dve | mibi ikl farkla gUzinl var i8e3
her x€I igin (D (x)=(x) d3r, T arslafana, | x| L& olarak
pommliyaline ([, bu arsliita pagks bir gSsim ise, aralifan bir

x, noktasindas y'=2(z,9), ylx Jos, baslange dofer problemini sarlar..

RBéylote,

a ey '
= £l 0))s Y ix=r, {3.1.21)

alur. ix:,-wizﬁ € & salduiundan, , W) -ssﬁl L & olacaix agikiar. L]) nin
{3.1.21) ile tomimlensm baglangag deler probleminin bir cUsini olmas
jgin perek ve yeter komil, Ll) (x)s
: X
Wix}ngg j t[t,l.[){i:}] at {3.1.22)
Xo :
intesral denlklemind sailacesrdil.




4

Lre)

] xwz&‘é s sealapy Uzerings, (D  srdagak yaklagik gizimlerinin
g wflxyy), 7ix =y, baglangsp dsfer problemimin bir P gisiinine ya-
gameadifuan biliyoruz. Béylets e 0O jgin(yY (x) in (3.1.22) denk~
lemifin bir gtzind olmasl | -

l W ()= L) l : {341.23)
i fadesinin ygkmsa#. slmesiny gerektirire Bu nedenle AslyZyere ITi0
{3.1.23) mm:n yakinsak oldufm glsterd 1me1lidir. Buun Mimeverim

yuntend iie kanxtlayalams

n=1 igin 7 -
L})ix}ﬁgéﬁ gx gt L) )at,
Py Sx £(t, D0))at
dar, Buradani i
lq){x}aqitx} ‘ wl K [ﬁt,witﬁuﬁm%{ﬁ}]ﬂ 1
e
£ (7] s Peonmeie e |a
%o
vo Tioschitz koguls :”21;*;:‘
LK Ll Ywr-Pw | ax

- ¥ Sx| Yeey -y, | at
o P#X
LKDb S as = bE{x-x )
Xp

olur. Buradan
Wey-Qla) | £ X ] xmxﬁl | {3.1.24)
wulusur, Ayni igleomi nm2 fgin bir sihm 412ri gbtlivelin.

X

l ) (x)- R lm g [ﬁi*’a,w{t}}vfi‘&,q%iﬂl]f?e‘% \
Xo
LX g‘l Yeor-Ren | as (3.1.25)

olure (3ele2d) d8 :;mag,mf “altandaki ifade yerime (3.1.24) dekd

doperi ullamlarss;




| W =P | £ &xz( | e, | an
AR Hiee- 18 I .

bulumurs Bu iglemin nek ipia dofrulufurm kobul edips pekel iginde

{ Lp (@)- Q) } Ly “«fg&w (30128
dofre olsun. Buraden; X
E [2¢e,y {t}nﬁt,qag{a}} ] as l

j | a2, LN | ok,

f | Wn-Rue | as :

olwr, Burads inbtegral ait:mﬁ&ki ifade yerdne (3.1,26) da ki kabul

siliparsa e
| Y- Q| L x o LI x| * at
il P
b ' fb £3.1.27)
Teeld 4

pucuns varalirs (3e1.27) egitsizlifinin sef yam sgikea girdlecedd

gind Z: b -ggéﬁ iwevot serisi olup, bu serinin gemel terdimi
n=o

> 00 igin mfira ugamyr. Bu ise;
jn P (=i |
cimsmmy perektirir. Oysa (3.1.17) nefderdiyle
Lin DOCDnix)ndD{x}
dir, Oholde T: | x-x, | £h sralafa tiserinde her %cI igin
P ixr= Yixd
#ir. Boylece (3.1.,7) integral deniklemine 113gkin D (x} glsiin fonk-

sigonusn Vorlik ve Telklik sorunu kspatlonmas gldne




T 3

3,2 GUINEIRIN YERSL V2 YURSEH vARLIGT
Feoren 3.le3 yorel wariik ve teklik teoremi olarsk adlan=
daratar [ 5 ] « Bu teorendo gtatiuin varlik 10 sek1iEs bir x, noklasi

gomauiuiundaic: = ier igin glivenee altiana alanabiliyordis Baglangig

degier problexieri fgin pazen lx«za\es apalzis boyunoa gozinin vare |
I3k ve tokliEl olam.dues Bu tir giulaiars il géstialew denire Ore iy

naiin 44 fgrensiyel Senllel,
&

¥ selx)yebiz) : {3e2al) |

olem, Tavesyalim ki glx) we nlx) fonxaiyonlanl I 'Et-?ﬁ@‘éﬁ apola- |

pinds elrekli olmmlar vé | gt | & X slacak wiginde bir K S0 Ba- |

ikl bulonabileine Ayrica her (2e7y)e {347, noklas {342.1) denk~ \
1emini seilayacak pigipde, ' brok

. Sw]mgl!: By 13‘400 \
gerit bElgesinde pojunsune Bu koguller altanda f(x.y) $onksiyonu ~
& pilgesinde tammladir vO jdpechibs kogulunt poiilares {3s2+1) deni-
tomind her ikl nokta dgin ary: 8yrl yoazaliins ~

¥ = HEgy) = ~glxdyy #nl=) |
i | ¥ %
¥ o ﬁ’{xf?;:; i %ﬁx}fﬁ!‘g&hix}t

olur, Buradsng
. i

| steagp-sizer | = a2 | H
. o T 9 |

bulonur, Biylece ¥ fenksiyond Peorem 3el.3 Hn kogullaraod pergekio= "

gipinden, 8 sepit holzest poyunca Hir gBuilne sehiptir ve bu $aktir. ‘

PEOREE 3e2ek

Gepoel dejerli bir £ fonkslyontig
gs | xx | L os|7]L00 o {a>0)
garib bElzeed fizerinds stirekil olmue ATILGH, £,5 fimerinde K >0
soblid Sle Lipsehits poguivnn sefledille Bu kesullar aglianday
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b 17
iz | xﬁxﬁl L & sralif: Boevinde ;}wﬁaﬁ} dsnkisminin LD n > ardae

sk goklagak pBzinlerinin clinlesi, T tzerinde mipekli ve tzmumla

olup bu sralak Hzerinde k3
7 =225}y ¥x)oF,
paglangic defer probleminin P géainine FAEINSET.
EANESs f fonkeigonu, & f#izzrinde sdrekll oldeiundsn
lx.-xﬂ\ L g gralijinda strekll ve smmrly oien bir ¥ fonked yorunuy
‘?Q{x}mﬁ‘ixﬁé '
pigiminde tamanlaysiasie I X, lﬂ.’—_ﬁ ioin:
| #0x,50 | £ # , {3.2.2)
olasak Bigimde bir B pomitif sebitinin varlafs sgakiar. Ayrica
{31410} bafantren fle tamamisnan srdrmk yaklamk gHsinleria var=

332 Teorom Jele? do zom tlanmoptie Bueada @ Hmevarim ¥ ﬁt@ﬁi iza

wenzey camiin verocelint
P, (=)= Q=)+ fﬂi&,@{%}%&

s, | !G{ix}waéx}[ « fm, it [ o

X
L f e,y | a8 & 1 =z,

Bolunnke Bursgds homen belirtelis kis awit O fonksiyonuaun,
l CD’Z}:Q»G){&?’}I L x| x%»:s:zl

bafantionn: slivekld 3aBlonoon pErekueZs JUDM

X, léa igin

kopoang

{3.1.15) egitasizlifl *& @rliéirg'3§g1§ﬁal L= lﬁ—ﬂ i3in;
‘@{&}*}fﬁ l = ' Z [CD (=)~ D xXI:l l

L Z] D, ARy 0 |

% ST
£ s & Z ..._g...l s .eJ,,_, N
A P=1 234
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co
2 P e ‘
g Bl e

— K
|
clyp, Bivisce \
P il Bl P
l P fxd~y, l é: o (o7 -1} {3423} "

pulunur, Bier b= —{13*{3@ -1)  @miree | |

| Dtmyey, | L3y Gz | L2) _
sonucuna voralir, Bu son egitliite Teorem 3.1.3 reredinte k—s>o00 Igin
Liedt elandalandaz

| ptad-g, |£be (|xmzy | L8} {3u244)
elde gdiliv. §, f%k:ﬁigm&g Eg; l :af:—xﬁléa:* l J-gﬂll;iz hileeel Hesrinde | |
atpekll ve maarli oliulimdar, bu bilzeds her (X,¥)ER igia,

| | #tx) |3 | £34245)

clacuk biginde bd® ¥) G sabitl bulunabilir, Burads (O liwié fonksi-
genunun slireklilijil Teorel 3.1.3 de olduin gibi glisterilebilire.

x?xg noktslara | B {é_i! aroizfinds oimak fzere; bu moktslardski
Dy ‘bi ined srdignl yaklagaklak igin integpal donklenm tsmimisrindan |

hurekefles

X - :
IC‘%F},{K;}"’ C%.,}_‘{Eg} l = | [f‘{ iy Q%{t}}ﬁ:; , |
2 :
!:r]l ete, Qi liae

|
bukemura(3.25) den " 1
‘ %i{xl}m G@;}fk%} ‘ L= l 31‘“3-21 £ 2uleb) '

| elde editir. {3.2.6) eaitaizlilinin sol ysmuon k- 00 igin adeld |
si:nMmiinda, Teorem 21,3 den drlays
E z,_ ; —
| Cp(xz}“@{*z” L 1|z, |
sonuenna varzlare (D nin veriafana ilipkin, Seorsmin artekslon b¥li-

mitin banaty, Teorenm 3,1.3 kamtx Ilo Sadegtire




1
E B
1

4
sintt dey |2|200 o | g| {00  disteminde tomElmen,
spr | 2| L Be t gle o0 { 3a2aT}
gorit bElgesl Gmrinde sirekid olon we Iipsohids kogwluss sl Lay e
gorgel doferi bir I femksiyom aging
g wflzgr)as #X )T,
baglongag decer problominin ber ::e{] ;xl!—.x%} alacak biginde biz Lok
ghuiwil olduliumu ghoterellng
Ejer = nerhonst bip pergel SU¥I isa: X, dginde walumdnpacak

pigiule l R, ]é':f aratiiapl sapamisyebilmel lgin @ gii}’ﬁ poziTif
bir suys sulimabd 1jr. SUylede £ fmﬁm.
| :zs»xﬁ\i-#,' B 5 : : {ae2.8) -

gerit bilgesinds sneslanebilirs Bn iods (2.2.7) 88 tonuplsaon HUiges
min, |22 488 |7 |£ 00 gerst volegest sodnde elduiuny varpulere

Sonug clarel; Tooren B.led ORPGEANTSY D« I BTy, lé—.e& arali-
zande bir begloniig defer probleminin ghuiil oluek Goeres {3a2.8)
bhlgesinde goraeiy ve mirekll slan, syrzca bu nilzede Tdipachitz

k3
koguloma saglaysn § wili,y) @fcronsiyel Zenklamine ksrgalak golen

{3s1e10) spdsguk yaklagk LDz} > gusimlerinia cinlesiy
lxa—:szﬁlé_a gpaiaiands OIx} 14mikine yoionEer Ve e 1ind% fonked yom

gekbir. Tevreld 1.%5.3 de yarilan peklik kemta wursds ds aynen geger-

1idire

E




3.3, GROMWALL BylTsiziill YARDINI b3 0
fanzmlanan bir sralik 3gerieinde, verilen pip diferonsi-
yel denklopin gislsinin variabs Snemii bir serunduls {oelisiin var-

1aBs h&}.ﬁﬁmﬁm giiglin aramek goyelkslz sahan rapoanmasing ve made
di ksyabe neden olurs Bu aralik icerdsinde varizias sepionan ¢Halinin

|

tel olup olmadafizde bagla pasane bir sorundils Bu nedenle wygulans- |

4o glsiniin sokliszind belirlemek igin asaiiadakl bGeoreR smkes kullamo=
lanleardsa biridirs
mEoREN 3.3ude B | xex,|( 34 | 9o7, | B blgesinds, 2 ve |

f
ﬂ%-éz fonlted yonloxa sipekil ve sanirly olmmisp, Bu kogullar altanda,

¥ ‘o {x, ) difevensiye) démkleminin Pix }m}'ﬁ haglangi; Kogulumn saf-
vardir [ T —_I .

layacak bigimde en fomla wir gzl

KANIT. |

P, we Dy verilen denklemin It z-w;;ﬁ_l ( & apalajfands-
k3 bir =, nokiaginda baglamgyg kegulung gefleyon iki ayr: ghziinll ol~-
gun, Bu gizislerin her bird her x€X dgin,
: X

gix)ng + L £ B, y( ) ) Ak

integral depklewmind ayrz: ayrn saplariar, Biylece her xe€ I 3cgin,

mmd (X

b 4
CDli )=y v Lo e, q)gj{ $))at

&

e X _
D (xy=y gt x £t e, Dyl 8))at

dare Buradong X ‘
D Lx)- Rix)= f (£ts, Py 8) )= %y Byt t}}Jﬁ% {3a3.1) |
X

° |

plur, Ber xel ve har {x,y}€ B oinsk Hzers

P
et (L4 F) ‘ LE

Lipschits kogulu £ 3‘-3&} de kullasmlarsasg

55

‘
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\@gx}»qm\ L g \gge.*d:g{g;}~f{k,'@1{e}}\a@

X

Lx le B0~ Byw)|as
Xo

5
fomiammd

pine benzerdirs Uylekis

E ;-,'1.'.13*

an,
vl

‘ A=0, glt)=E drs :
lmee x = X, ¢ SOOFS da x< X, alimirsa, Srenwall Eoiteizlifi me- |
deniyle .

|a-glco oom

polunure {3.3.2) bafintasy highir saman negstlf oiameyacaiindan

per xcI igin ; £855 : ;
|-G | =0

olur. Buradan &a (PylaixPylm) somou gukor. BOyiess Plxgi=vg

sarlayacak biginde ;dﬁx-.g} i forensivel

7 noktasnda iki ferkls

baglengrg kogulums
denkleminin I aralzfanin herhanspi bir x@

giptipll 0lamaZe




1
|
-
£ |

3ube IRIELENE
Bu yéntende I #{x,y) fonksiyom: D bilgest iginde incelenir
ikep: iki Snepll kebul gyapaléi, Bunlarg ¢{=,y) fonksiyonunum B
joinde sirek1lilsst ve £(z,y) min bu pilge iginde Lipschits kogu- |
T a&%&a&mﬁaﬂﬁﬁ‘ Bu 1ki kabul pipibirlerinden oldukgs bafim~
g1zdar, Bursde sopu, bu ki ferkla ksbulln gerekll olup olmadi-

Eadhre Bu nedonls sbzkosus kabullere éatm yekindsn bakip, gere-

ginden gok ks tiayroy olup singdyklarany aragtiralin [ ﬁ]
i1 adamds glrilebilir kij giirekll bir gisiimin vorlsia

i1k sragltile

¥

fgin f{x,y) nin slireicll olmas: garekmes. S8rgex
malaran hﬁgﬁm £{x,5) nin samril clpask ¥e
l £l4,,(%)) 8%

formmda ki mmgmnwin wuriiiy iotensekbedire Ezal olarsk,

{x,y} mumrix ve welli sayada sireksizlik noktany olabilire(Bun~
jar ayrak nokialar veys ¥ eksenine parelel olan gofirulordar. Bun-
iaran dxsandakd Br shrekatzliky sonlu hoyutly bir aralik boyones

Lipechits kogulunun gergeklenpenoaine aeden olure)

frneging
a ¥{ L=2x) => 0 igin
33
¥ =1} % £ @ igin

denklemind giztnine alelime Pu denklemin x=l igin gol baglengig
koguluny soflaysocak bigimde alirekli bir gizic vardirs Bu ¢izin

Tonkaiyonus 2
e"&“x x>0
= g
@x = x 20

dar. Gozim tUm gergel x doberleri igin tamamla ve ayrica $ekbir.
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Difer toraltan, Lipachitz kogulu ¥eys benzer Ysalikie bIr kooul,
cistinlin teklifini glivencs altana almsyl ymmiﬂmf OpnoBin

Pesno, e, Perron, ga}xgmaloranda Lipechite kogulunu saflama=

i
yam fakat baglangig kogullsram. sagleyer ve 22 as iki sirekli A
gualimli olan aonklenieri irdelomiglerdirs péyle bir denklen Jremalk 3

denilemin ststnine elsline elzu)e) | 3| olups ye0 Qofwmunn
wulunduwran her bilpgede, i’(xﬁ) mpmfﬁtﬁ kosulunu caflansl. Buna
|  heacek bigindes

karein denklom, X=iy ye=0 baglangag KOGH Y
I o '
-z >0 dgin
" ,
s = . 220 igin

11 percel, sirekli goginti kobul odefs Biylecs SoPUD, Sopucd tara-

findon keratlanmy olan nokbaya indfrsenils Oapoods ﬁxzﬁr} fonksi~

gomu (X ¥ ﬁi noktam komguluionda slirekli ise, genel olersk denlkle-

min bu pokia Eomguluguecs baglsngag kogulumu saflayacak pigimds bls
gizi goslin clinlosi kabsl e¥HiEin ganytiamgtars Bu giziimber goiil 8 &
ve gokil 7 da tommlapan polge igerisinde bulumire Bu bilge ds glall-

L
min tok olmasa igin pir gerek ve yeter kosul olmsladare Iate bu du-

rupds Lipschits Hegulumun saiflenmast SPNIT. Bummla birlikte Lipochit
kogala yarine dsha azZ gasatlayica olan agaliadakl feogollardan viride
fullonalabilive

w Teano, Wath. Amne 37 {1890}, P.1823

e, loe. cils,enbes




E
‘ fiﬁwi}”ﬁﬁygj l L ii l Xﬁg‘ o W "
1 1
l i’ix;.f}*f{x,?} ‘ > 5-21 Ly l Log W 1oz 1og W "
. |

E 3

Suradn Ez.; Kypese 1er biror sabitlerdir. Gygulapsds gofu kes Ky

= s
.y pam Ry P

Y 2z}
e pin bir B bilgesd jgindeks: st smar degerd plarak & |‘

Q¥
alanar, Simdi farkla Semsiier 118, Lipschits kogaluna ¥ ardigak ’

ar yintemine araklak gotirmeye galrpalife

BRUEX 2 sy | |
2{z,¥) Z. .2 " (x5} # (0,0}
o W

Su | w  fmg) e 08

.| ¥lcoo pulpesinds X ¥6 v nin her ikisi birden

Br ‘ = ‘L 00
sxfar oluayaeak higinde gizinini apragiuralans
Ayricn EpULANEN g163 ELET ) I |

S

Eror x=0, y=lF 3me3 fla,yist 1P«
yin siirelli fonksiyontaradar. DAEeX —
|
éxﬁﬁ ﬁgg |
: _

y RS ey’

X vey

#xﬁiﬁén§¥§ 1= :
- (=3} |

olur, Bger, ga;fxaﬁ i‘m@xﬁ donir iae: ‘\\w-.‘
» 1-py |t | i
ﬁ-xﬁ'%ﬁs’y} { - @‘ ———— — lx"[ 1ie.
(1ep M 1ea")

hwalunur. Biylece Lipschitz kogulu print bulunduran piitlin bélgeler
boynnes sajlaumads B padente £0,0) nokbamund pulunduren bilgeler
de denklemin gozlininlin telklili glivence gliine alinaliBe gergekien
ﬁeﬁﬁmﬁuicpinéﬁ}ﬁéyﬁf}y} +& gibi bir glslind gardar,. © bir sabll
pldufundan Z=ys0 beglsngig kogulun saitlayacalk biginde saylsiz =
siim Tonksiyona pulmnabilize ;




: ¥ = ym, ¢(G)= B,
baglangag dsfer problomind alnlill.
tlx, = 3"}3 aiap; R } z ‘éﬁ, | g\é_ﬁ

piigesinde orjin Romsulufunds strekiidir, b L8 olmak zers, .
y"&. g"/ 3; y{@}mﬁ naclangrg deier problaminin | 4 \é—.h aralaix
gzerinde en az bir gUsiinl wapdar. Simdd de gUninin ek olmasiny
irdeliyslin. Bfer f, R Hperings Lipschits kogulunn saiiiyor igej
173 __gifﬁ

& wp || Bz e
?}_j”?ﬁ ¥ :’“'fg

7= 3 sy ¥ $ sogelin, Biyleced

E

o i S
igin $fedenin WX st samar: bolunsuas. Senug olarsks I, i)
doprusonn bulwmduran wephaned bir bflge boyunca Lipachits kogu=~

s saplomas, dolssasiyle R iginds do Lipsohils hegluns Safies
paz, Bu nedenls, problesin fammianan balgedes ©4+Po gibd ikl

bulamae, O—> O

ghsiindl vardile’ «00{x{ 00 sralajiande bu gigtinlers
Dytx) = ¢ {4im = ler dgin)

DPfx) = iﬂf%}ﬁjg x>0 igin
o o | % £ 0 igin Hir.
UREER 4.
y'= g%, D=1
Haglangng deder problomining
Re | =1 |£ 2| g4l |Lb bElzesindskl giziuiinin yzrlajam vo tok-
3i2ind inceliyelint

2 P S
flx,g)= y° olups “5F" {x,7)~ 2y dire

e ——E R
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Ew e Fg@ -1 baglongip komillarz olan, {1,~1} nekias: kemgulufune
dalkd her bilzeds £, Varlak ve Teklik Teoreminin kogullerim. ssilare
Heorek Jele3 den, her {x.y) B Iging
# » mag £(X,¥}
» = min {a,b/E) dir, Burade ' z~1 ,_4_- h igin

| o o 2 »
% om ful=b}® = (bal)° ve b= min | & \

" oee?

clur, Simdt m ve b yi e wygm biginde 04 1 X

b i-b |

P{b)m e ¥ fh}mw slur, L {(1-0) :
{1+ bed) t- b——— _‘, By
X=1{-a X=1+¢t

$(3) nin >0 igin mex. Seferd bl &8 |
olugur. Biylece 1= -3=-- oiur, Fher s

::-f;ﬁw £ L. aramavizar, Bger al-i- tos, seak slarak ’n<—3=~ M,
s 2

Sorme oleraky her durumds bel, sm-—%-“ igin hé:-}-* olir. Biylecs probe

Jenimiz dctn tek gizisin verlifimn kesinlikle givence sliana alinscaiis

apalil, ] -1 l!_._.%_ olup, w%*.":x L—’—%ﬁ Fr. $y | ‘1 | %ng
| g domsl QoRilAiE Eip ¥ egos ¥{De=l © | Xl

baglengsg defior probleminin goziioll yal- TR

nazea bu kgl arelak igerisindedir. (gekil 11). ': |.

Teorel 3.163 Un kogullarin: saplayacak bigimde,
bu kilglik evelaizda iginde dulunduran dshe cenig
bix apalalk temimlansbilir. Gergekten bu proble-
win giglimily = - ...,i,._* ainpy 0 {x{ 00 araliian-

da kemdisl we tlrevleri airekli bir Fonksiyondule




&2
LRWEX Se
Ds 'xlém )g,é_—_k nilgesinde tanamianen

Tz ¥)=x I y| fonksiyonwmu gBzintne ainlim. flx,y) Ffonzaslyonunun
sapapionan bolgeds Lipeehits Kogulumn saflamsming kargan g?—» ",
bu bilgede slirakll olmayabilire Lipsehits Xogulunun tammandan hey
(27y) {2y} €D oloosk bigimle

x| g},l”x lfalll—‘lx],%’%,

< o |y, |

I:E{tx,yz}-fﬁ{ 26y} l =

bulimur, Burads ;i;}agmﬁwﬁahiﬁ %en olorek belirieniv. Birlete

(%, 71y D biflgesl iginde y yo pire Ldpschits Komlunu gaflar. Bune

Eaprman %ﬁ“ sareal: Birevi, x # U oluak Gzere nigsir {%.,0YED

nokisands tamauly degildirs
By sreds Buenli nokiayx vargulanskia yored vars Idpschits
Kogulunun Sonies alarsk verdilen
!ﬂ’f“*ﬁ’;}*ﬁxﬂz} ‘ L K I gx"‘%l

. poiantasy tonamlenan bilgeds #{x,y) fonksiyommwm X & gire sfirale

141555 bakianda higblr bilgl Veriod. {rnegin:
2my) = (2] +¥
pigiminge tsmamlansn £{x,y) fonkslyor wapala her D bilgesinde
y ye gére ldpschilbz Kogulinu saglar. Ayrica pabit herbir x deferi
igin ¥y ye kajla froagstpon ber verd: sipellidir. Buns kaygal

£{x,y) fonksiyonu x e glre atirokli dedildir. Cofin kes bir fonkai-

yonun temamlanepn bir bilgede pirinei pargaly tirevimin { v yo gbre)

sireklilifinl pistormel, feniaiyonun bu btlgede Tdpechitz Roguluno
safleyip saiilamodalam gBstermekion dsha kolaydir. Buradas Inenil
olan nokta, tanimlsnan bir bilgeds Lipschltz Kogulundan bulunon

g gsbiti yolnazea bilge igindekl {x .7 ) moktasm ronsuluienda asi-

lanir,. § sabifd segilen bilce 41lc deRigil.

e T A T IR |

11
|
*
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3.5, SURSxLILIK KAVRAMI YARDIME ILs VARDIK
vE PEELIXK TEOREML

Bu kesiwds Varlak we Teklik Teoreminin kanity yine Ardagpak

Yaklagzlkliklar Yonteml yardim ile bu kozde sirekliltik kavram %o~
mel alinsrak verilseel.

n pozitif bir tam sayr olmek Hsere afx4h kapala arsliinm
¢ [5,6] ile gosterelin, C [a,b] Gzerinde sireklf olan n poyutlu

vektirel fonksiyonlar ciimlesi
oloune © [3,&3] aralify Userinde bu fonksiyoniars 1ligkin norm Lorie.

gl yonurm 1 "
Irle = 5z, 1600 =22, 7 1)

pigiminds Samimiyslii. yaylxd, f sf {x}, € [aga]

grslifands bulunmak koguin Ite © [a,h] figerinde ﬁammlém
dyefd = “3- f” =

metrigi ile © [a,b] nir metrilk uzay temimlar, Cergekien, © [a,ﬁ]

ain bir motril ueay olmem igin agairdakl dzelikleri sajlagacaiy

kolayes kontrol sdilebilirs

oz aly, ?} >g ve aisly.y) = 0 (Negatif olmoms)
i, s dty, £3 = a(fom {Simetri)

M, ¢ aly, f) £ alg,+a¥ })  (Gogon end todzlii)
B3y 4§ s Ay, §))0 { Pozitif olm)

Bundan bagks € [0hb] Sginde verilan { y, > Csuchy disilerd,
gegilen bu nora ile

iii—)oo“ =T g ” = 'ii:&w ;ﬁ:&é_§ ” ’fﬁix}“?aix} “ ok

oluyor ise, bu < - > aizisinin atfxtb eralafinds diizelin yakan-
onle olwes ile epdeferlidir. onpekli fonkalgyonlardan olugen dhzgiin
63
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yakansok dizilerds liniti de slirekli bir fonksiyon elasa andan,
sonug olarek C [a,%s] bir tem wetrik uzapdar, € )0 bir assbit,
¥, @2 B" do bir nokts olsm. n boyutle, #{x,y) voktr defierti
fonicsi yonn :
4 m{éxa,e;?f} [ alxds ,,” ywyﬂ]ka }
agak bilgesinde sirekli we yav{x), C [&,ia] aralafa iginde olsun.
hgpics éxé—r,;f igin {x,y(x}) €E kabpl sdelin, Bursdan
PylE (T, placsk bigimde verilen herbangi 2:;.1? x, igin P LxLy,
aralzfiands 5

* \Agm ?u %(x} -y Loﬁ%?{tﬁﬁt
bigiminde ki bir déniigim »,Lxir, lserinds siirekll bir fonksiyen

4

tammlar, Buradas g=v{x¥c ¢ [ rl‘rg] eldufundan, Jq mn © [r}pﬁrg
den kendi igine bir dintisiin tanmamladalls acalkdar,

yix oy olduwiondsn x an komsulugunde ki $iim x ler 1gin
{x,9(z)} noktalars E sk bilgesinde bulwmr, Sonug elarak
:ﬂjﬁ zLr, sralafz Uzerinde y{xﬁ}wya baglansaic kosulunu safilayscak
bigimde y = £(&,y) denklomindn berhanei bir ¢izlini olen yey(s),

X
vix} =y * j e, v{8) )38 P iz < r, {3541}
Xo
bsfantigam 8o saflar. (3.5.1) in o3f yom glrileceii giﬁi\)q y

dtnlisiinll oldugnndan, y =£{x,y) diferonsiyel denkleminin ».Z xir

x 2

aralifands ki herhengi biy
y= ylx} gztmii
v= Ay {3452}
bafantasina sallar, Bureda y nin © [?1’2“,2] aralijans ait oldugu
agakbir. {3.5.2) nedemiyle y =£(z,y) 4iferensiyel deskleminin
r-ié xérg aralziands ki bir y=y{x) gﬁfﬁ}m&m,.\/q dniisinintn bir

T e S ————




. :
ssbit noktasy demirs Bu sgaklemslardan sonrs esas teoremi vepebili- |
rigs -

; 3g . 1

TEORTH 343.1c B, B™F do bir bolge clsun, E(x,y) ve I

=3y 25 00npyenny 1gin B BElgesinde tamamla ve siivekli olacak bi- 'ﬁ
ginde y'wﬁx@y} denklemini gBztnime alalime B de Id ber (x,y.) m
nolttaz igin H'tmfix‘;f} denkloninin ytxa}*yg baglengig kosulormu H;
sajjlayscak biginde (x,y,) noktasm komgvlufunds ymy(x) gibi bir tek g
géatinli vardar[(4]. | r

KANIT.
B bog olmayan agrkebefilantals bir kise olsun,

(2,,7,)€E ve a,b birer goritif says olseak biginde B igiade swwls
¥e kapali bir giimle )

Tefan| Jxmy| Loflsw fl Lo}
bigiminde tamnlanabilire
2f
33'-1
rinden, | bSlszesinde de slireklidirler. Bu ise {xey) €[ olduiu siire~

£y} we fonkelgonlar: 3 bUlgesinde sirekli oldukla-

’ ” fimﬂ” L u, ) *ﬁ;%ﬁ-léfi $ dgd=le2yenent {3.5.3

olacak bigimde posifif ¥ ve K samalarmmn varlaim gerekiirir. {3.5.3) \
ve Ortalams Dojer Teoraminde her ix:,;;},&x,yg}er ve | konvers olau- |'
gu glirecs
|| 2eszydmeCear) || £ % [|7yos, ]
dir. Simde r>{} clmagy koguln ile
1) eLa, 13) rib/, 111) rli/n

bigiminde gegelim. P nin biyle segilmesinin nedeni iglemlords kolay-
lak ssfilammesa igindlr, Bupradan [e * [ nin bir kepala alt ciimlesd

olmalk izere,




i

[ e { 9| | mex o & waf vy Il £ b}

sigimnde tmmanisynlse,
ageos [, smiadoes
kogullur: asdlagnosk bie T
sinds 2b
Fladal gy (047,02 wnos s, )] l
Fonkslyoniarians olinlost =
Cleai. ; ﬁik;c;.i 12

@) iz} fonkuigonu |z |L » S¢in sireris,

B} |, | £ » ualaapa stiveve (x,p(xide [, o
o komilew, | wes | & = igin | ﬁx}w? | £ & srmsenm sorerctirts,
e [x ¥, X.r ] yo ei% olen fonkaiyenioran Bir sl
simtest olup ﬁr nin grofill temawen |  dginde bulumr,

€, ssinte, yusts) dgtn §o $Cm olmok Gzere

= ?{xiaﬂw* f ft,y{alias, | w2 x

(x"f‘JnJ

“«— 21—

Y

“ f*{x}*% ”* f e,ginas |

!—f | #0803 || 8t Ln | |2 oL
Smlumar. SOvisce ¥ L bS1 ceqded ? {x}w\ﬂ 7 nin geafidisds
E__% tpinde & hor 7 Solin I;
slayr. ffs.? sifpekii Hr fm&%ﬁm oldzfendy: » 2in bu gekilde oo~
ﬂ:im;i\_/l e 6 don kondd igine by 48nilgls oldulunt glntorir.

igiude bvlmsmana glivence slismn

Avryen ?!;:ﬂ: ﬁ}sgﬁ oidu undom ‘F huslsrae kosulomm 42 gailar,

{yyoryl=de mp,(53) € Er
clom. Daradun




} 67
”\A?‘imﬂ% ” = ” f [ﬁ% g}_it})-ﬁ%ﬁg%ﬁ]ﬁ? "
J l | 2ty (et sr, 00 || at
£ ng f [| yttrmgatnr || as
L nix [ ne IU Tyhzl=y (=) & ]

= o H !r*xz | &
bulune. Bhvisce » £ -3'-- pegilmred oL a#fiﬁrél oliopsmmn oo 16T,
Bursdon 94441 W8 Pia¥, € f",¥ igin
* ,zi;léllluqﬁfﬂ v, | <l Ag=Ar, Iy
&t yymry [l (34544)

ova [l - [l ﬁr i¢inde vsakiik tlelnd oldwiumdan {345+4)

nedeniyle € tserindold iicd nektamin A srtanases veanlatiom,

ik3 nokite arsoandskl ueokiskten kiglikiirs Du nedenle uq Siniinil=
nine E,r dan komdd igine olon gokes dBnfisilell denie. lodi

]Kﬁxﬁ léé srzlalanda ¥ {xgaxﬂ molowag dellord 1ie ardipmk éfa%tu

lagtaponiar _
ssiug}{x}wﬂ ¥y
ygergtxia Ay

E

t

¥ a‘%‘“ﬁ”\ﬂ Fray
bigininde paphanehilliyr, Jq Ginflgiintinily $smymendan
yé*:i{g}ﬁé}’ﬂ Fi ?ﬁgfx} (3 63“ 5j=0§1.‘2'k!i§§’il&
Benser goitilde

1 Ay = Al A g, = A Fpymera A,

o]




k fve uyiulage

Bureds herbangd Hr k igin qu:g: A st gtisgtogin
diiame wurgulare |

2 ¥ & pozifif tom sawlier ﬁm-ﬁ%ﬁ- g1 glemn, Duraden
¥, R yaklsmk delerieri dgin bisllme Siiiglng e

u ¥y ”@ - “ ‘-ﬂfm—f’ﬂ 3%._..1 "g

£ ” Yot o1 o

B "\JQ ?ﬁwﬁi“ﬂg&%?;“ o & " LI P "ﬁ

ol
-

£ 3 n
ot || F5gam o

§

oler. L6 gen Faiteistips nedontyle
o‘? ”%"'%—&”g = f{” Ty ”,,3 ﬁr” Fy~¥y ”g»g“

£

——

¥ opnctmd. ™ iy "g }
sulunur, Biylsce

‘f"?ﬁnym ”@: = tf] 3’;’;*3“;“?5 { iﬁ“#ﬂgﬁﬁﬁ S } _

- AR g

& e ”fa"yi ”ﬁ =5 =1=23

bulonir. Birleoe n,5 pealiil %on say: ve & nodgin g, ve y Sved
ardagak yaklagbirmalar

” Yoy ”a £ = d;i y 0442 (3.345)

vaitainlifing sallmr, {2.5,5) de sog paomndok! Ifsdonin a—> 00 igin

I3cd %l slamran
x* 5

nsoo 2 X

Bulomr,




Bo i yo= g,0x) o $e0,Le2Zpese avlacks yoklogtermsloranaan bir
Cenehy dimial oldufuns gUsterir. Sonug olarsk, © [gﬁ#’gﬁﬁw] o
poteil usnr oldulnndan

- 7y(xdaglaly [momy|Lr  Gmorinde Quagin olreils

b} |z, | L2 ve sz )=y, fgin (zyis))e T
vlasok bigimde |wex, |L ¥ Userinde
yos(z)
pibd sirekld bir fomlatysn verdir, Birlece yey{zd)e€ ﬂ o OLuZe Torw
haned M § igin
' .

[ Ag- A, I, £ o< || =33 Il | {3e545)
dum, {3e546) Unliteisiijinin mal yenz J — OO0 - dgin smfara gldore
Pa ise | '

ﬂgﬁ ?ﬁmﬁ s ;ioo V3o * Y
ylunur. Biviece pey{x), A diniiginipin bir sebid noltess olup,
§r£:e;¢}ay# baglanszg kogulune sefilogpacek bdginds ;wﬂx,g} A farens
siyel dordklesminin bir gizfisidfir. Biylece ¢lalidin verlaia konatiane
me oldue
Toklifinn keaatx iging | mez |Le, erolyjmeds tanasds ve

%{xeﬁﬂz?’g siscak gelilde backs bir % w%f{:ﬁ}
gabul edclim, Duredas 5S> 0 olmak iuere | Mal L 5 igim (x, fi’*xﬁ}
nokialors F & igikrs bulmoocak biginde B £ min(r,»,) seyam

pEniin vardalam

soptanabilir,  yeyls) wo % = ?{x} birer gligiin oldnicinrandan,
§d4L1 dgin :
- ” glx)e ?{.;ﬂ ”u ”;?“ F‘L

| | u

Ay Al £ ot fls- £l e




-
Bu 35 ancak [|g= |, = 0 oteem komule f1s swplome. Somug ola-
rai ,M&léﬁ aralafands yixle f{x} bulunur, Bigloce olstingn
1idndn banta
1 5414 ] :
L : .:
¥ 3’2‘&‘&3; #{G=l, denklesing alalame ‘
- . T ; s ; :
Brlocs flz,vi= ¥ =t , {207 0= (041)e B B¥lgent tim (xy) dlinlenmt
olng, B blgendind Birdn kore slarok Samelavel .

s olure Simdl bu plntere 1lislin Bir Bre

ra{{xﬁ}l |=|ea, |p2]Ly } olmie Blvlece sebel vo

| 20es9) | = | 7Px?| £ | 4] 4] 52| L 20205

i%lnl%];a

j

(et | som

Buradas Hel, Bed bulwwmig olur. 4} rle, £1) »L4b/8, 313) »{ 1k

kogilarandan Odlr L ) slariie delirleniv, Birloce -A diinitaiinily
E

X
Hxde Ag= 1s ,[ [H%ﬁ?*ﬁa ] as, ]glé_..%;.u .

ilk ‘%ﬁﬂéﬁlm icin ¢ {v)%)&yﬁuz rerine konowos

x 3
'Ff:ﬁ;}mqq - 1s f ﬁiw?}% = lage '%i . ’
0

. X
3‘2@}#\)4&% 14 f [ {ﬁm-‘g’f }2 + g ] as
i e}
Z . e g i gl adbn b 7
= lizsn s 3 xgﬁ-é‘:gﬂwﬁ g@g%*x .
v biglece dovall edore Bu digince sliands sirdipllen ardaigek ok
isgtarmelor | = éu:f;%-» foin g(0)=1 lmauiuny ealilsysest Bislade

bir plx) gizinine dUmcin olaorsk palnnesrlor,
Teoremin kamitands ve ayrace Urnektede vurrulondala pibi
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{83,(21),(313) komller: sltiads buluncs gizim yereldir. Apdagnk
Faklagkiaklarles bulunmen gozimler yal
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