T. C.
INONU UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

KESIRLI MERTEBEDEN KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
B-SPLINE SONLU ELEMAN YONTEMLERI ILE COZUMLERI

Orkun TASBOZAN

DOKTORA TEZi

MATEMATIK ANABILIM DALI

MALATYA
Subat 2015



Tezin Bashg1

Tezi Hazirlayan

Sinav Tarihi

Kesirli Mertebeden Kismi Diferansiyel Denklemlerin B-
spline Sonlu Eleman Yontemleri ile Coziimleri

Orkun TASBOZAN
27.02.2015

Yukarida adi gecen tez, jiirimizce de8erlendirilerek Matematik Anabilim Dalinda
Doktora Tezi olarak kabul edilmistir.

Smav Jiiri Uyeleri

Tez Damismanu:

Prof. Dr. Alaattin ESEN ...
Inonii Universitesi

Prof. Dr. Selcuk KUTLUAY ........ccccoviiiiniieen.
Inonii Universitesi

Prof. Dr. Yilmaz YILMAZ ...,
Inonii Universitesi

Doc¢. Dr. Hasan BULUT ...
Firat Universitesi

Doc. Dr. Ercan CELIK ...,

Atatiirk Universitesi

Prof. Dr. Alaattin ESEN
Enstitii Miidiird



ONUR SOZU

Doktora tezi olarak sundugum “Kesirli Mertebeden Kismi Diferansiyel Denklem-
lerin B-spline Sonlu Eleman Yontemleri ile Coziimleri” baslikli bu ¢alismanin bilimsel
ahlak ve geleneklere aykir1 diisecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigim
ve yararlandifim biitlin kaynaklarin, hem metin icinde hem de kaynakcada yontemine
uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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Yedi boliimden olusan bu tezin birinci boliimii Girig boliimii olarak diizenlendi ve
literatiir 6zeti de bu boliimde verildi.

Ikinci boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel kavramlara yer
verildi. Bu boliimde, Gama ve Mittag-Leffler fonksiyonlari, kesirli mertebeden tiirev
ve integral hesaplamalarinda kullanilan Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Ca-
puto yaklasimlari, spline ve B-spline fonksiyonlar, Galerkin ve kollokasyon sonlu eleman
yontemleri hakkinda bazi bilgiler verildi.

Uciincii, dordiincii, besinci ve altinci boliimler bu tezin orijinal kistmlarini
olusturmaktadir.  Uciincii boliimde, zamana gore kesirli mertebeden gaz denklemi,
kuadratik B-spline Galerkin ve kiibik B-spline kollokasyon yontemleri ile ¢oziildii. Elde
edilen niimerik ¢oztimler ile L, ve L. hata normlari tablolar halinde sunuldu. Niimerik ve
tam c¢oOziimlerin grafikleri ile birlikte mutlak hata grafikleride verildi.

Dordiincii boliimde, zamana gore kesirli mertebeden Burgers denklemi, kuadratik
B-spline Galerkin ve kiibik B-spline kollokasyon yontemleri ile ¢oziildii. Bu yontemler
tic model probleme uygulandi. Elde edilen niimerik ¢oziimler ile L, ve L., hata normlar1
tablolar halinde sunuldu. Niimerik ve tam ¢oziimlerin grafikleri ile birlikte mutlak hata
grafikleride verildi.

Besinci boliimde, zamana gore kesirli mertebeden telegraf denklemi, kuadratik B-
spline Galerkin ve kiibik B-spline kollokasyon yontemleri ile ¢oziildii. Bu yontemler li¢
model probleme uygulandi. Elde edilen niimerik c¢oziimler ile L, ve L. hata normlari
tablolar halinde sunuldu. Niimerik ve tam ¢oziimlerin grafikleri ile birlikte mutlak hata
grafikleride verildi.

Altinci boliimde, zamana gore kesirli mertebeden Schrodinger denklemi, kuadratik
B-spline Galerkin ve kiibik B-spline kollokasyon yontemleri ile ¢oziildii. Elde edilen



niimerik ¢oziimler ile L, ve L. hata normlar: tablolar halinde sunuldu. Niimerik ve tam
cOziimlerin grafikleri ile birlikte mutlak hata grafikleride verildi.

Son olarak yedinci boliimde, kuadratik B-spline Galerkin ve kiibik B-spline kol-
lokasyon yontemleri ile ¢oziilen problemlerin niimerik ¢oziimleri i¢in bazi sonuglar veril-
di.

ANAHTAR KELIMELER: Kesirli Mertebeden Gaz Denklemi, Kesirli Mertebe-
den Burgers Denklemi, Kesirli Mertebeden Telegraf Denklemi, Kesirli Mertebeden
Schrédinger Denklemi, Sonlu Elemanlar Yontemleri, Galerkin Yontemi, Kollokasyon
Yontemi, B-spline Fonksiyonlari.
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The first chapter of this thesis, which is consisting of seven chapters, has been ar-
ranged as an introduction chapter and the literature survey has also been given in this
chapter.

In the second chapter, basic concepts that will be used in later chapters were pre-
sented. In this chapter, some information about Gamma and Mittag-Leffler functions,
Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville and Caputo approaches which are used in the
fractional order derivative and integral calculus, splines and B-spline functions, Galerkin
and collocation finite element methods have been presented.

Third, fourth, fifth and sixth sections constitute the original parts of this thesis. In
the third section, the time fractional order gas equation has been solved using quadratic
B-spline Galerkin and cubic B-spline collocation methods. The obtained numerical solu-
tions and error norms L; and L., have been presented in tables. Absolute error graphics
as well as those of exact and numerical solutions have been given.

In the fourth chapter, the time fractional order Burgers equation has been solved by
quadratic B-spline Galerkin and cubic B-spline collocation methods. These methods have
been applied to three model problems. The obtained numerical solutions and error norms
L, and L., have been presented in tables. Absolute error graphics as well as those of exact
and numerical solutions have been given.

In the fifth chapter, the time fractional order telegraph equation has been solved by
quadratic B-spline Galerkin and cubic B-spline collocation methods. These methods have
been applied to three model problems. The obtained numerical solutions and error norms
L, and L., have been presented in tables. Absolute error graphics as well as those of exact
and numerical solutions have been given.

In the sixth chapter, the time fractional order Schrédinger equation has been solved
by quadratic B-spline Galerkin and cubic B-spline collocation methods. The obtained

il



numerical solutions and error norms L, and L., have been presented in tables. Absolute
error graphics as well as those of exact and numerical solutions have been given.

Finally, in the seventh chapter, some results have been presented about the numer-
ical solutions of the problems solved by quadratic B-spline Galerkin and cubic B-spline
collocation methods.

KEY WORDS: Fractional Order Gas Equation, Fractional Order Burgers Equation,
Fractional Order Telegraph Equation, Fractional Order Schrodinger Equation, Finite Ele-
ment Methods, Galerkin Method, Collocation Method, B-spline Functions.

v



TESEKKUR

Calismalarim siiresince engin bilgisi ve titiz calisma prensibiyle bana ornek olan ve
yol gosteren, ¢alismamin her asamasinda yakin ilgi ve yardimlarim esirgemeyerek bana
destek olan tez danismanim ¢ok degerli hocam Prof. Dr. Alaattin ESEN’e, aragtirmalarim
sirasinda goriisleriyle yol gosteren, ilgi ve destegini esirgemeyen ve her zaman bana
yardimci olan degerli hocalarim Prof. Dr. Selcuk KUTLUAY a, Yrd. Dog¢. Dr. Yusuf
UCAR’a, Yrd. Dog. Dr. Murat YAGMURLU’ya, boliim bagkanimiz Prof. Dr. Sadik
KELES’e, her zaman desteklerini aldigim sevgili aileme, ¢cok kiymetli esim Hatice’ ye ve
biricik kizzm Eyliil’ e tesekkiirii bir bor¢ bilirim.

Aldigim bu akademik katkilarin yanisira e8itimim siiresince bana burs destegi

gosteren TUBITAK ’a sonsuz tesekkiirlerimi sunuyorum.

Orkun TASBOZAN



2.1
22
23
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.8.1
2.8.2
2.8.3
2.9

ICINDEKILER

OZET . . . . i
ABSTRACT . . . . . il
TESEKKUR . . . .. . . .. . v
ICINDEKILER . . .. ... .. ... i, vi
SEKILLERDIZINI . . ... ... ... . ... ... ... ... ..... ix
TABLOLARDIZINI . . ... ... ... ... ... . . ... . ...... xi
GIRIS . . . . . . 1
TEMEL KAVRAMLAR . . . . .. ... . 3
Gama Fonksiyonu . . . . . . . . . ... Lo 3
Mittag-Leffler Fonksiyonu . . . . . ... .. .. ... ... ... .... 4
Griinwald-Letnikov Yaklagim: . . . . . . ... ... Lo 5
Riemann-Liouville Yaklagimt . . . . . . . .. ... ... .. oL, 6
Caputo Yaklasimi . . . . . . .. .. ... 6
L1ve L2 Yaklagimlart . . . . . . ... ... 7
Spline Fonksiyonlar . . . . . .. .. ... ... ... . .......... 8
B-spline Fonksiyonlar . . . . . ... ... ... .. L. 9
Lineer B-spline Fonksiyonlar . . . . . . ... ... ... .. ........ 10
Kuadratik B-spline Fonksiyonlar . . . . . . ... ... .. ... ...... 11
Kiibik B-spline Fonksiyonlar . . . . . . . .. ... .. ... .. ...... 12
Sonlu Eleman Yontemleri . . . . . . .. .. ... ... .. 13

vi



2.10  Agurhkh Kalan Yontemleri . . . . . . . . . ..o 15

2.10.1 Galerkin Yontemi . . . . . . . . . ..o 16
2.10.2 Kollokasyon Yontemi . . . . . . . . . .. . ... 17

3 KESIRLI MERTEBEDEN GAZ DENKLEMININ NUMERIK

COZUMLERI . . ... . ... . 18
3.1 Kuadratik B-spline Galerkin Coztimleri . . . . . . ... ... ... .... 18
3.2 Kiibik B-spline Kollokasyon Coziimleri . . . . . . .. ... ... .. ... 22

4 KESIRLI MERTEBEDEN BURGERS TiPI DENKLEMIN NUMERIK

COZUMLERIL . ... ... ... . . ... .. 30
4.1 Model Problemler . . . . . .. ... ... 31
4.2 Kuadratik B-spline Galerkin Coziimleri . . . . . .. ... ... ... ... 32
4.3 Kiibik B-spline Kollokasyon Coziimleri . . . . . . .. .. ... ... ... 42

5 KESIRLI MERTEBEDEN TELEGRAF DENKLEMININ NUMERIK

COZUMLERI . . ... . ... . 52
5.1 Model Problemler . . . . . . .. .. ..o 53
5.2 Kuadratik B-spline Galerkin Coztimler:i . . . . . . ... ... ... .... 55
5.3 Kiibik B-spline Kollokasyon Coziimleri . . . . . . .. .. ... ... ... 68

6 KESIRLI MERTEBEDEN SCHRODINGER DENKLEMININ NUMERIK

COZUMLERI . ... ..... ... ... ... ... ... ... 82

6.1 Kuadratik B-spline Galerkin Coziimleri . . . . . .. ... ... ... ... 84
6.2 Kiibik B-spline Kollokasyon Coziimleri . . . . . . .. .. ... ... ... 92
7 SONUCLAR . . . . 100
KAYNAKLAR . . . . e 102

vii



OZGECMIS

viii



SEKILLER DiZiNi

Sekil

Sekil 2.2

Sekil

Sekil 2.4

Sekil

Sekil 3.2

Sekil

Sekil

Sekil 4.2

Sekil

Sekil 4.4

Sekil

2.1

23

3.1

33

4.1

43

4.5

Gama fonksiyonu . . . . . ... o
Lineer B-spline baz fonksiyonlart. . . . . . ... .. ... ... ....
Kuadratik B-spline baz fonksiyonlart. . . . . . ... ... ... ....

Kiibik B-spline baz fonksiyonlar1. . . . . . . .. .. ... ... ...

Problemin Ar = 0.0005, N = 80, farkli ¥ ve artan ¢ degerleri icin
Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile
karsilagtirilmast. . . . ..o L. oL L
Problemin Ar = 0.0005, N = 80, ¢ = 1 ve farkl1 y degerleri icin Galerkin
yontemi ile elde edilen sonuglarin mutlak hata grafikleri. . . . . . . ..
Problemin Ar = 0.0005, N = 80, t = 1 ve farkli y degerleri i¢in kol-

lokasyon yontemi ile elde edilen sonuclarin mutlak hata grafikleri. . . .

Problem 1’ in y = 0.50, Ar = 0.00025, N =40, v =1 ve artan ¢ za-
manlart icin Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam
¢Ozlim ile karsilagtirtlmast. . . . . . ... oL L Lo oL
Problem 1’ in Ar = 0.00025, N =80, =1, v =1 ve farkl 7y degerleri
icin Galerkin yontemi ile elde edilen sonug¢larin mutlak hata grafikleri. .
Problem 2’ nin y = 0.50, Ar = 0.00025, N = 80, v =1 ve artan ¢ za-
manlart i¢cin Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam
¢Ozlim ile karsilagtirllmast. . . . . .. ..o L Lo
Problem 2’ nin At = 0.00025, N =80, t = 1, v = 1 ve farkl1 y degerleri
icin Galerkin yontemi iile elde edilen sonuclarin mutlak hata grafikleri.
Problem 3’ iin y = 0.50, Ar = 0.0005, N = 120, v =1 ve artan ¢ za-
manlart icin Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam

¢Oziim ile karsilagtirllmast. . . . . . . .. oL L Lo

iX

12
13

28

29

37

39



Sekil

Sekil

Sekil

Sekil

Sekil

Sekil

Sekil

Sekil

Sekil

Sekil

Sekil

Sekil

4.6

4.7

4.8

4.9

5.1

5.2

5.3

54

5.5

5.6

5.7

5.8

Problem 3’ iin Ar = 0.0005, N =120, =1, v = 1 ve farkl1 y degerleri

icin Galerkin yontemi ile elde edilen sonuglarin mutlak hata grafikleri. .

Problem 1’ in Ar = 0.00025, N =80, t =1, v =1 ve farkh y degerleri

icin kollokasyon yontemi ile elde edilen sonuglarin mutlak hata grafikleri.

Problem 2’ nin Ar = 0.00025, N =80, t = 1, v =1 ve farkl1 y degerleri

icin kollokasyon yontemi ile elde edilen sonuglarin mutlak hata grafikleri.

Problem 3’ iin At = 0.0005, N = 120, ¢t = 1, v = 1 ve farkl1 y degerleri

icin kollokasyon yontemi ile elde edilen sonuglarin mutlak hata grafikleri.

Problem 1’ in Af = 0.001, N = 30, r = 1 ve farkli y degerleri icin
Galerkin yontemi ile elde edilen sonug¢larin mutlak hata grafikleri. . . .
Problem 1’ in y= 1.5, At = 0.001, N = 30 ve artan ¢ zamanlar1 i¢in
Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile
karsilastirtlmast. . . . . ... Lo
Problem 2’ nin At = 0.0005, N = 100, ¢ = 1 ve farkl y degerleri icin
Galerkin yontemi ile elde edilen sonuclarin mutlak hata grafikleri. . . .
Problem 2’ nin Y= 1.5, Ar = 0.0005, N = 100 ve artan ¢ zamanlar1
icin Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢dziimlerin tam ¢oziim
ile kargilagtirtlmast. . . . . ... oL oo
Problem 3’ iin At = 0.0002, N = 150, t = 1 ve farkl y degerleri icin
Galerkin yontemi ile elde edilen sonug¢larin mutlak hata grafikleri. . . .
Problem 3’ iin Y= 1.5, Ar = 0.0002, N = 300 ve artan ¢ zamanlar1 i¢in
Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile
karsilagtirtlmast. . . . . ... Lo
Problem 1’ in Ar = 0.001, N = 30, t = 1 ve farkl1 y degerleri i¢in kol-
lokasyon yontemi ile elde edilen sonuclarin mutlak hata grafikleri. . . .
Problem 2’ nin Ar = 0.0002, N = 100, # = 1 ve farkli y degerleri icin

kollokasyon yontemi ile elde edilen sonuc¢larin mutlak hata grafikleri.

41

44

46

48

61

62

64

65

67

68

72

74



Sekil 5.9

Sekil 6.1

Sekil 6.2

Sekil 6.3

Sekil 6.4

Sekil 6.5

Problem 3’ iin At = 0.0002, N = 150, t =1 ve farkl1 y degerleri icin

kollokasyon yontemi ile elde edilen sonuclarin mutlak hata grafikleri.

Problemin reel kismiin Az = 0.005, N =40, t = 1 ve farkli y degerleri
icin Galerkin yontemi ile elde edilen sonug¢larin mutlak hata grafikleri. .
Problemin sanal kisminin Azt = 0.005, N =40, t = 1 ve farkl1 'y degerleri
icin Galerkin yontemi ile elde edilen sonuglarin mutlak hata grafikleri. .
Problemin reel ve sanal kisimlarinin y = 0.50, Ar = 0.005, N = 40
ve artan ¢ zamanlart i¢in Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik

cOziimlerin tam ¢ozlim ile kargilastirlmast. . . . . . . . ... ... ..

Problemin reel kisminin Az = 0.004, N = 30, t = 1 ve farkl1 y degerleri

76

90

91

icin kollokasyon yontemi ile elde edilen sonuglarin mutlak hata grafikleri. 96

Problemin sanal kisminin Ar = 0.004, N =30, t = 1 ve farkl1 ydegerleri

icin kollokasyon yontemi ile elde edilen sonuglarin mutlak hata grafikleri. 97

xi



TABLOLAR DIiZINi:

Tablo 3.1 Problemin N = 80, ¢t = 1, farkli y degerleri ve Ar zaman adimlar1 icin

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

3.2

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen niimerik ¢oztimlerin

tam ¢Oziim ile kargilagtirilmast. . . . . ... oL o oL

Problemin Ar = 0.0005, N = 80, farkl1 y de8erleri ve artan ¢ zaman-
lar1 i¢in Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen niimerik

cOzlimlerin tam ¢ozlim ile karsilagtirlmast. . . . . . . . ... ... ..

Problem 1’ iny=0.50, At = 0.00025, ¢t =1, v =1 ve farkli N degerleri
icin Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢6ziimlerin tam ¢6ziim
ile kargilagtirtlmast. . . . . ... Lo Lo
Problem 1’ in y=0.50, N =80, r = 1, v =1 ve farkl1 Ar zaman adimlar1
icin Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile

karsilagtirtlmasi. . . . . . ... oL L

Problem 2’ nin Y= 0.50, A =0.00025, ¢ =1, v =1 ve farkli1 N degerleri
icin Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile
karsilagtirilmast. . . . ..o oL
Problem 2’ nin Y= 0.50, N =80, t = 1, v =1 ve farkli Ar zaman
adimlari i¢in Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam
coziim ile karsilagtirlmast. . . . ... oL oL oL oo
Problem 3’ iin Y= 0.50, Ar = 0.00025, ¢t = 1, v =1 ve farkl1 N degerleri
icin Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile

karsilagtirtlmasit. . . . . . ... Lo L

Problem 3’ iin y = 0.50, N =120, t =1, v =1 ve farkli Ar zaman
adimlar1 i¢in Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam

¢cOziim ile karsilagtirllmast. . . . . . .. ..o oL

xii



Tablo 4.7 Problem 1’ in y = 0.50, Ar = 0.00025, t =1, v =1 ve farkh N
degerleri i¢in kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin

tam ¢Oziim ile karsilagtirnllmasi. . . . . . ... ..o 43

Tablo 4.8 Problem 1’ in Y= 0.50, N =40, t =1, v =1 ve farkli Ar zaman
adimlart icin kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢éziimlerin

tam ¢ozlim ile karsilagtirilmast. . . . . ... oL o L oL L 44

Tablo 4.9 Problem 2’ nin y = 0.50, Ar = 0.00025, t =1, v =1 ve farkhh N
degerleri i¢in kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin

tam ¢Ozlim ile kargilagtirilmast. . . . . ... oL 45

Tablo 4.10Problem 2’ nin y = 0.50, N =80, t =1, v = 1 ve farkli At zaman
adimlar1 icin kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢éziimlerin

tam ¢Oziim ile karsilagtirilmast. . . . . ... 0oL o oo 45

Tablo 4.11Problem 3’ iin y = 0.50, Ar = 0.00025, r =1, v =1 ve farkh N
degerleri i¢in kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin

tam ¢ozlim ile karsilagtirilmast. . . . . ... oL o oL L 47

Tablo 4.12Problem 3’ iin Y= 0.50, N =120, t = 1, v = 1 ve farkli At zaman
adimlart icin kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin

tam ¢Ozlim ile karsilagtirtlmast. . . . . ... oL 47

Tablo 4.13Problem 1’ in Ar = 0.00025, N = 40, v = 1, farkl y degerleri ve ar-
tan ¢ zamanlari icin Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen
niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile karsilagtirillmas:. . . . . . . . . .. 49
Tablo 4.14Problem 2’ nin Ar = 0.00025, N = 80, v = 1, farkli y degerleri ve ar-
tan ¢ zamanlar1 i¢in Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen
niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile karsilagtirnllmast. . . . . . . . . .. 50
Tablo 4.15Problem 3’ iin Ar = 0.0005, N = 120, v = 1, farkli y degerleri ve ar-
tan ¢ zamanlar1 i¢in Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen

niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile karsilagtinlmast. . . . . . . .. .. 51

Xiil



Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

5.1

5.2

5.3

54

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

Problem 1’ in Y= 1.50, At = 0.001, r =1 ve farkli N degerleri icin
Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile

karsilagtirtlmasi. . . . . . ... ..o L

Problem 1’ in y= 1.50, N = 30, t = 1 ve farkli A zaman adimlar1 i¢in
Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile

karsilagtirilmast. . . . ..o oL

Problem 2’ nin y = 1.50, Ar = 0.0005, t = 1 ve farkli1 N degerleri i¢in
Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile
karsilastirtlmast. . . . . ... Lo
Problem 2’ nin y= 1.50, N = 100, t = 1 ve farkli Az zaman adimlar1
icin Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziim
ile kargilagtirtlmast. . . . . . ... Lo Lo oL L
Problem 3’ iin y= 1.50, Az = 0.0002, r = 1 ve farkli N degerleri icin
Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile
karsilagtirtlmast. . . . . . ... Lo
Problem 3’ iin Y= 1.50, N = 150, t = 1 ve farkl1 A zaman adimlar1
icin Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim

ile kargilagtirtlmast. . . . . . ..o Lo Lo

Problem 1’ in Y= 1.50, At = 0.001, r =1 ve farkl1 N degerleri icin
kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile
karsilastirtlmast. . . . . ..o Lo Lo
Problem 1’ in y= 1.50, N = 30, t = 1 ve farkli A zaman adimlar1 i¢in
kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziim ile
karsilagtirtlmast. . . . . . .. Lo
Problem 2’ nin y= 1.50, Ar = 0.0002, t = 1 ve farkl1 N degerleri i¢in
kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢coziimlerin tam ¢oziim ile

karsilagtirilmast. . . ... oL oL

Xiv



Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

5.10Problem 2’ nin y=1.50, N = 80, t = 1 ve farkli1 Ar zaman adimlari1 i¢in

kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile

karsilagtirtlmast. . . . . .. ... ... L.

5.11Problem 3’ iin Y= 1.50, At = 0.0005, t = 1 ve farkli N degerleri i¢in

kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziim ile

karsilagtirilmast. . . .. ... oL

5.12Problem 3’ iin y=1.50, N = 150, t = 1 ve farkl1 At zaman adimlar1 i¢in

kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile

karsilagtirilmast. . . . . ... oL

5.13Problem 1’ in At = 0.001, N = 30, farkl1 y degerleri ve artan ¢ zaman-

lar1 i¢in Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen niimerik

cOzlimlerin tam ¢oziim ile karsilagtirilmasi.

5.14Problem 2’ nin y=1.10, = 1 i¢in Galerkin ve kollokasyon yontemleri

ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam coziim ve Ref. [54] ile

karsilagtirilmast. . . . ... Lo L

5.15Problem 2’ nin y=1.50, t = 1 i¢in Galerkin ve kollokasyon yontemleri

ile elde edilen niimerik coziimlerin tam ¢oziim ve Ref. [54] ile

karsilagtirlmast. . . . . ... oL L

5.16 Problem 2’ niny=1.90, ¢t = 1 i¢in Galerkin ve kollokasyon yontemleri

ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam coziim ve Ref. [54] ile

karsilagtirtlmast. . . . . .. ... L. L.

5.17Problem 2’ nin At = 0.0005, N = 100, farklh y degerleri ve artan

t zamanlar icin Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen

niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile karsilagtirnllmast. . . . . . . . . ..

5.18 Problem 3’ iin At = 0.0005, N = 150, farkl1 'y degerleri ve artan ¢ zaman-

lar1 i¢cin Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen niimerik

coziimlerin tam ¢oziim ile karsilagtiriimasi.

XV



Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

Tablo

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

Problemin reel kisminin y = 0.50, Ar = 0.005, ¢t =1 ve farkhh N
degerleri icin Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢o6ziimlerin tam

¢Oziim ile karsilagtirilmast. . . . . . . .. ... Lo oL

Problemin sanal kisminin y = 0.50, Ar = 0.005, ¢t = 1 ve farklh N
degerleri icin Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam

¢Oziim ile karsilagtirllmast. . . . . . . .. ..o Lo

Problemin reel kisminin y = 0.50, N =40, t = 1 ve farkli Ar degerleri
icin Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim

ile kargilagtirtlmasy. . . . . . ..o Lo

Problemin sanal kisminin y = 0.50, N = 40, t = 1 ve farkli Ar degerleri
icin Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziim

ile karsilagtirtlmast. . . . . . . ... L

Problemin reel kisminin Ar = 0.004, y = 0.50, r = 1 ve farkli N
degerleri i¢in kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin

tam ¢ozlim ile karsilagtirilmast. . . . . ... oL o oL L

Problemin sanal kisminin Ar = 0.004, vy = 0.50, t = 1 ve farkh N
degerleri i¢in kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin
tam ¢oziim ile karsilagtirillmast. . . . . . ... Lo oo L
Problemin reel kisminin N = 30, r = 1, y = 0.50 ve farkl1 Ar degerleri
icin kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam
cozlim ile karsilagtirtlmast. . . . . . ... oL oL L oo
Problemin sanal kisminin N = 30, t = 1, Y= 0.50 ve farkl1 Ar degerleri
icin kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢6ziimlerin tam
¢cOziim ile karsilagtirllmast. . . . . . . .. ..o L Lo
Problemin N = 30, t = 1 i¢in Galerkin ve kollokasyon yontemleri
ile elde edilen niimerik coziimlerin tam ¢oziim ve Ref. [63] ile

karsilagtirilmast. . . . ..o L. oL Lo

Xvi



Tablo 6.10Problemin reel kisminin Az = 0.005, N = 30, farkli y de8erleri ve ar-
tan ¢ zamanlari icin Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen
niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile karsilagtirillmas1. . . . . . . . . ..

Tablo 6.11Problemin sanal kisminin Ar = 0.005, N = 30, farkl1 y degerleri ve ar-
tan ¢ zamanlar1 i¢in Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen

niimerik ¢ozlimlerin tam ¢oziim ile karsilagtirllmast. . . . . . . . . ..

Xvil



1. GIRIS

Kesirli hesaplama kavrami, 1695 yilinda iki {inlii matematik¢i G.W. Leibnitz ve L
Hospital’1n katkilariyla literatiirde yerini alan bir kavramdir [1]. Bu tarihten itibaren, keyfi
mertebeden diferansiyel ve integrasyon teorisinin gelismesine Euler, Laplace, Fourier,
Lacroix, Abel, Riemann, Liouville, Caputo gibi bir ¢ok iin yapmis matematik¢inin katki
yaptig1 goriilmektedir [1]. Kesirli mertebeden diferansiyel kavramu, cesitli uygulamalarin
Oniiniin acilmasina ve bir ¢ok fiziksel problemin ifade edilebilmesine yardimci olmak-
tadir [2]. Son zamanlarda yapilan calismalar, kesirli mertebeden diferansiyel denklem-
lerin karmagik olaylar1 ifade etmek icin etkili bir ara¢ oldugunu, fizik ve miihendislik ile
ilgili bir¢ok olay1 daha etkili modelleyebildigini gostermektedir [3]. Bu tiir denklemlerin,
viskoelastik ve soniimleme, difiizyon ve dalga yayilimi, elektromanyetik, kaos ve fraktal-
lar, 1s1 transferi, biyoloji, elektronik, sinyal isleme, robotik, sistem tanimlama, trafik sis-
temleri, genetik algoritmalar, s1izma, modelleme ve tanimlama, telekomiinikasyon, kimya,
fizik, kontrol sistemleri, ekonomi ve finans vb. gibi bir cok alanda uygulamalar1 mevcuttur
[4].

Literatiirde siklikla karsilasilan kesirli tiirev yaklagimlarindan biri olan Riemann-
Liouville yaklagimu, iki iinlii matematik¢i olan Riemann ve Liouville’ nin yaptiklar1 ke-
sirli tiirev tanimlarindan meydana gelmigtir. Fakat bu yaklagimin en biiylik dezavan-
taji, ele alinan kesirli mertebeden denklem ile verilen baslangic sartlarinin, Riemann-
Liouville kesirli tiirevinin baglangi¢c noktasindaki limit degerlerinden olugmasidir. Bu
baglangi¢ kosullarinin herhangi bir fiziksel anlami mevcut degildir. 1967 yilinda M. Ca-
puto tarafindan yapilan kesirli mertebeden tiirev taniminda ise kesirli mertebeden denk-
lem ile birlikte verilen baglangi¢ sartlarinin tamsay1 mertebeden tiirevlerin baslangic nok-
tasindaki limit degerlerini icermektedir. Caputo tarafindan sunulan tanimin bu avantaji
sayesinde, bir cok ¢caligsmada ele alinan kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerde bu-

lunan kesirli mertebeden tiirevler Caputo anlaminda tercih edilmektedir [3].
Son yillarda, bir ¢ok arastirmaci Laplace doniisiim yontemi [1, 3], kuvvet serisi
yontemi [3], Adomian ayrisim yontemi [5-7], varyasyonel iterasyon yontemi [8—10],

diferansiyel doniisiim yontemi [11-13], homotopi pertiirbasyon yontemi [14—16], homo-



topi analiz yontemi [17-19], sonlu fark yontemi [20-22], sonlu eleman yontemi [23-26]
vb. gibi yontemleri kullanarak kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin analitik ve

niimerik ¢oziimlerini arastirdi.

Bu tezde;
U oU
—+U——-U(1-U)=0 0 <1
g Uy TUUITU)I=0 0<ys

ile verilen kesirli mertebeden gaz denklemi,

U U U
o U Var T/, 0<ysd

bicimdeki kesirli mertebeden Burgers denklemi,

U N V-lu U 0°U
) ) — Sy ==
oy T T TG

:fl(xat)al <YS2

ve
U Y Nlu +k8_U B 82_U
oY 9! ox  ox?

seklindeki kesirli mertebeden iki farkl: tipteki telegraf denklemleri ve son olarak

= fo(x,1), l<y<2

U *U
ay+ﬁ+|U|2U:f(x7t)7 0<y<1

kesirli mertebeden Schrodinger denklemi ele alinan baslangi¢ ve sinir sartlari ile bir-
likte, kuadratik B-spline Galerkin ve kiibik B-spline kollokasyon yontemleri kullanilarak
niimerik olarak ¢oziildii. Denklemlerdeki kesirli mertebeden tiirevler Caputo anlaminda

g6z oniine alind1. Bu tiirevlerin yerine 0 < y < 1 i¢in b} = (k+1)'~Y — k'~ olmak iizere

yml

dIf(1) =7 va (tm—k) = ftm1-)] (1.1)

L1:
orY

ile verilen L1 ve 1 <y < 2igin ise b = (k+1)>~Y — k>~ olmak iizere

yml

df (1) . ZbY Ftmek) = 2f (1) + f (tmo—i)]  (1.2)

L2 :
oY

seklindeki L2 yaklagimlari kullanildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Gama Fonksiyonu

Bazen genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu olarak da isimlendirilen Gama

fonksiyonu

I'(x)= / rletdr, x>0 (2.1)
0

genellestirilmis integrali ile tanimlanir [27].

Gama fonksiyonuna, genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu” adinin verilmesinin

sebebini gostermek icin, ¢ > 0 olmak iizere her ¢ < u < d sonlu araliginda

F(u)= /°° e dt = ! (2.2)
0

u

integrali ile tanimlanan ve 1/u ifadesine diizgiin yakinsak olan F(u) fonksiyonu
ele alinsin. (2.2) denkleminde u degiskenine gore tiirevler alinarak elde edilen

genellestirilmis integraller yine diizgiin yakinsak olacagindan

« 1
—F'(u) = / tedt = —
0 u

= 2!
F”(u):/ e dr ==
0

u
« 3!
_F///(u) — /O t3efmdt — =

u

o |
F®(u) :/ e dr = 4
0

ud

_1\ng(n) _ oon—ut :I’l!
(—1)"F"(u) /Ote dt e

yazilabilir [27]. Bu son esitlikte u = 1 alinirsa
/ e 'dt = n!
0

I'(n+1)=n!

ifadesi bulunur ki buradan da
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elde edilir. Faktoriyel fonksiyonun 6zelliklerinden yukaridaki denklemden
I'(n+1)=n!=n(n—1)! =nl(n)

olarak yazilabilir [27].

Pozitif degerler icin tanimlanan Gama fonksiyonu,
[(x+1)=xI(x)

esitligi kullanilarak negatif x degerleri i¢in de tanimlanabilir. T'(x) fonksiyonu 0 ve negatif

tam sayilar icin sinirsiz oldugu Sekil 2.1’ den goriilmektedir [27].

(%)

10

:

Sekil 2.1 Gama fonksiyonu

2.2 Mittag-Leffler Fonksiyonu

Mittag-Leffler fonksiyonunun bir parametreli gosterimi

Eo(z) :,EF(%ZI) a>0 (2.3)
seklinde, iki parametreli gosterimi ise
oo o
Eaﬁ(z):};m, a>0, B>0 (2.4)



olarak kuvvet serileri cinsinden tanimlidir [3]. (2.4) esitliginden

( ) i Zk i Zk .
Elvl ) = = —:e’
&I+ AR
oo k o k+1 Z
Z 1 Z e —1
Eia(z) = = - -
172(Z) ];)F(k+2) Z]C_Z()(k+l)' z )
Z 1 Z e—z—1
E13(z) = == -
kg;)r(k%) z2k§6(k+2)' 22

ve genel olarak

oo k 1 m—2 _k
B = X ~ (ez_ > %>

k=0 4
yazilabilir [3]. Hiperbolik fonksiyonlarin Mittag-Leffler fonksiyonunun 6zel hali oldugu

ise
2 - 72k o 2% )
E oy _
2,1 (Z ) ]{ZO F(2k+ 1) k;) (2]()' COS (Z),
Err (%) = i L _ 1 i 22+ _ sinh(z)
| ST (2k+2) 2 /5 (2k+1)! Z

esitliklerinden goriilmektedir [3].
2.3 Griinwald-Letnikov Yaklasimi
f(t), siirekli ve f®)(¢) (k=1,2,...,m+1) tiirevleri [a,7] kapal araliginda siirekli

olan bir fonksiyon olmak iizere m < p < m+ 1 sartin1 saglayan bir m tamsayis1 i¢in f(¢)

fonksiyonunun p—inci mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli mertebeden tiirevi

m (k) (o) (f —aq) Ptk
POV VLI KL

T(—p+k—+1) 1“(—p+m+l)/(t_r)p+mf("’“)(“~')dT (2.5)
k=0 a

seklindedir [3]. f(¢), [a,t] kapali arahiginda siirekli olmak tizere f(¢) fonksiyonunun p
mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli integrali

t

DV F(1) = ﬁ / (1~ f(v)d 2.6)

a

seklinde tanimlanir [3].



2.4 Riemann-Liouville Yaklasim

f(t), (a,t) sonlu araliginda siirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere
p > 0i¢in f(¢) fonksiyonunun p mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali

t

D7 f(1) = ﬁ / (-1 f(R)de

a
biciminde tamimlanir [3]. 0 < o < 1 ve k— o > 0 olmak iizere (k — o). mertebeden

Riemann-Liouville kesirli tiirevi

1
_ 1 d* _
DO (1) = Wﬁ/(f—f)a 'f()dr (2.7)
a
olarak tanimlanir [3]. (2.7) denkleminde k — 1 < p < k olmak iizere p = k — o alinirsa
1 dk [ dk ke
D? - = _ r)k—p-1 _ % (p k>
D) = pr i | =0 s = S ()

bulunur [3]. Eger f(¢) fonksiyonu |a,b] kapali araliginda siirekli ve m + 1 defa siirekli
diferansiyellenebilir ise 0 < m < p < m+ 1 sarti1 saglayan her p icin ,D? f(¢) Riemann-

Liouville kesirli tiirevi mevcuttur ve Griinwald-Letnikov kesirli tiirevine esittir [3].
2.5 Caputo Yaklasim

Riemann-Liouville kesirli tiirev yaklasiminda g6zoniine alinan kesirli mertebeden

diferansiyel denklem ile birlikte verilen baslangic sartlar

lim; ., JDX1f(t) = by,

lim/—q JDf2f(t) = by, (2.8)

lim ., D" (1) = by
seklinde Riemann-Liouville kesirli tiirevinin ¢ = a noktasindaki limit degerlerini
icermektedir. (2.8) baslangic kosullari ile birlikte verilen kesirli mertebeden diferansiyel
denklemlerin Riemann-Liouville yaklagimi yardimiyla ¢6ziimii bulunabilir. Ancak, (2.8)

ile tantmlanan baslangi¢ kosullarinin herhangi bir fiziksel anlam1 mevcut degildir [3].
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Riemann-Liouville kesirli tiirev yaklasiminda ortaya ¢ikan bu dezavantaj, Caputo
tarafindan sunulan tanim ile giderilmistir. Bu tanimda kesirli tiirevler iceren diferansiyel
denklem i¢in verilen baglangi¢ sartlari # = a noktasinda y'(a), y”(a), ... gibi tamsay1 mer-
tebeden tiirevlerin limit degerlerini icermektedir. Caputo anlaminda kesirli mertebeden

tiirev, f(¢) fonksiyonu n defa siirekli diferansiyellenebilir olmak iizere

a o—n yn 1 t f(n)(T>
<DIf(1)=D Df(t):F(n—oc)/(t—*c)aﬂ—"dr’ n—l<a<n (2.9)

a

olarak tamimlanir [3].
2.6 Ll ve L2 Yaklasimlari

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerde bulunan Caputo anlamindaki kesirli
mertebeden tiirevler, L1 ve L2 yaklasimlari ile diskrize edilebilir. 0 <1y <1 icin bZ =
(k+1)'=Y — k=Y olmak iizere L1 yaklagimi

91 ()

oY

-y m—1
Im = Z bY tm k (tm—l—k)] (2'10)

ve 1 <y<2igin b} = (k+1)>7Y — k>~ olmak iizere L2 yaklagimi

(Ar)~Y m]

dAf()|
= T3 —y) kgz)bz Lf (tmst) = 2 (tm—1-10) + £ (tm—2-)] @.11)

orY

seklinde tanimlanir [22].



(2.10) ile verilen L1 yaklagimi (2.9) denkleminden

/4 m

(1) e )
orY o :F(l—'y) /f (V) (tm—7) Yd
! - s
= y J) 1)\ (ar — )
e kZl(kl)At( At >( Ar =) e

B (AI)_Y m - )

=ty L=k )= =0 )~ S )

el

T (2-v) k0[<k+1)1 V= k"N (f (tmie) = f(tm=k=1))

olarak bulunur [28]. (2.11) ile verilen L2 yaklagimi da yukaridakine benzer sekilde elde

edilir.

2.7 Spline Fonksiyonlar

Interpolasyon islemlerinde, polinomlarin derecesinin artirilmasinin interpolas-
yonun kalitesini arttiracagi beklenebilir. Fakat bu durum genel olarak dogru degildir.
f fonksiyonuna karsilik gelen interpolasyon polinomlariin derecesi arttik¢a diigiim nok-
talar1 arasinda interpolasyon polinomlar artan bir sekilde salinim gosterebilir. Bu durum
sayisal kararsizlik meydana getirebilir. Bu tiir problemleri ortadan kaldirmak i¢in 1946
yilinda L.J. Schoenberg tarafindan spline fonksiyonlari tanimland: ve cesitli alanlara uygu-

land1 [29].

Spline fonksiyonlar parcali polinom interpolasyon olarak da diisiintilebilir. Yani,
a < x < b araliginda bir f(x) fonksiyonunun verildigini ve bu aralik iizerinde bagka bir

g(x) fonksiyonu ile bu f(x) fonksiyonuna a < x < b araliginin
a=x)<x1<..<Xp_1<x,=0>b

seklindeki parcalanisindan olusan alt araliklarinda yaklagim yapilmak istenildigi an-

lamina gelir. Daha agik bir ifadeyle, tiim a < x < b aralig1 iizerinde f(x) fonksiyonuna
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tek bir polinom ile yaklagsmak yerine n adet polinom ile yaklagilir. Boylece polinomlarin
derecesi yiliksek olmadigindan sayisal agidan kararli ve yakinsak algoritma elde edilir

[29].

—00 =x0 <X < ... <Xy < Xppyp] =00 (2.12)
olmak iizere x;” ler reel sayilarin monoton artan bir dizisi olsun. i = 1(1)n olmak iizere x;
diigiim noktalar1 ile m. dereceden bir S(x) spline fonksiyonu i¢in

1. xp = —o0 Ve X,41 = o0 olmak tizere S(x), i = 0(1)n olmak iizere her bir (x;,xj+1)
araliginda m. veya daha az dereceden bir polinomdur.

2. S(x)’in kendisi ve 1.,2.,...,(m — 1). mertebeden tiirevleri her yerde siireklidir.

gibi 6zelliklerine sahip bir fonksiyondur [30, 31].

2.8 B-spline Fonksiyonlar

e <X <X <X <X <Xxp < ...
diigiim noktalarinin kiimesi i¢in

I, x<x<xi

0 —
B (x)= { 0, diger durumlar (2.13)

olarak tanmimlanan sifirinci dereceden B-spline fonksiyonlar yardimiyla daha yiiksek

dereceden B-spline fonksiyonlar k = 1,2,3,... ve i = 0,41,42,43, ... olmak iizere

B{-‘(x) _ ( X —X; )Bfl(x) + (M) Bi.:ll (x) (2.14)

Xitk — Xi Xitk+1 — Xi+1

formiilii ile hesaplanabilir [30, 31]. Ornegin, k = 1 alinmast ile (2.14) formiiliinden lineer

B-spline fonksiyonlar1

1 —xo N S X< Xy

; = L . _

B; (x) XXz Vit S X< X2
0, diger durumlar



elde edilir.
k = 2 alinmasi ile (2.14) formiiliinden kuadratik B-spline fonksiyonlar1
(i3 — )2 3(xir2 —x)2 +3(xir1 —x)%, X <X <Xyl
Bz(x) — i (xl+3 - ) 3<xi+2 _x)27 Xi+1 S X < Xijt2

h? (xz+3 —x)?, Xip2 <X < Xit3

0, diger durumlar

olarak bulunur.

k = 3 alinmasi ile (2.14) formiiliinden kiibik B-spline fonksiyonlari ise

(Xira —x)> —4(xi43 — %) +6(xir2 —x)> —4(xip1 — %)%, 6 <x<xip
1| (iva— x)? — 4(xip3 — x)3 +6(xi42 — )3, Xip1 <X < Xip2
B} (x) = 3 (i —x)* —4(xi13 —x)?, Xip2 <X < Xit3
(X744 — )2, Xi43 <X < Xiyq
0, diger durumlar
seklinde elde edilir.

(2.13) denklemi ile verilen sifirinci dereceden B-spline fonksiyonlar1 asagidaki

ozelliklere sahiptir [30].
1. Her t € [x;,xi4+1) igin BY(t) # 0 dir.
2. Her i, x igin BY(x) > 0 dur.
3. BY(x) tiim noktalarda sagdan siireklidir.
4. Herxigin ¥ BY(x) = 1 dir.
Ayrica B-spline fonksiyonlarin
1. Bgerk > 1 vet & (x;,Xi45r1) ise B¥(t) = 0 dr.
2. Egerk >0 vet € (xi,x;1411) ise B¥(t) > 0 dr.

seklinde 6zellikleri mevcuttur [30].

2.8.1 Lineer B-spline Fonksiyonlar

[a, b] araliZinin bir diizgiin par¢alanist a = xo < x1 < ... <xy_1 <xy =bolsun. h =

Xm+1 — X, olmak tizere x,, diigiim noktalarinda L,,(x) lineer B-spline baz fonksiyonlari,
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m = 0(1)N olmak iizere

1 (merl —X) - 2(xm —X), [Xm,1 7xm]
Lm(x) = E (xm—i—l —)C), [xmrxm—H]
0, diger durumlar

seklinde tanimlanir [32]. Sekil 2.2” de goriildiigii gibi, her bir [x,,,x,+1] sonlu elemant

Ly (x) ve Ly41(x) gibi iki tane lineer B-spline baz fonksiyonu tarafindan ortiiliir [33].

X
m m+1

Sekil 2.2 Lineer B-spline baz fonksiyonlari.

2.8.2 Kuadratik B-spline Fonksiyonlar

[a, b] araliZinin bir diizgiin pargalanist a = xp < x1 < ... <xy_1 <xy =bolsun. h =

Xm+1 — X olmak tizere x,, diigiim noktalarinda Q,,(x) kuadratik B-spline baz fonksiyon-

lari, m = —1(1)N olmak iizere
(xm+2_x)§_3(xm+1 _x)§+3(xm_x>27 [xm—laxm]
L) (o2 = %)% = 3(0m11 —x) [ Xim1]
m(X) = — ’ ’ 2.15
0 ( ) h? (xm+2 _x)2’ [merl 7xm+2] ( )
0, diger durumlar
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olarak tanimlanir [32]. Sekil 2.3” de goriildiigii gibi, her bir [x,;,X,,+1] sonlu eleman:

Om—1(x),0m(x) ve Qp+1(x) gibi ti¢ tane kuadratik B-spline baz fonksiyonu tarafindan

ortiiliir [33].

1.5 4

m-1 Qm

+
~

No

T X
m+1

Sekil 2.3 Kuadratik B-spline baz fonksiyonlari.

2.8.3 Kiibik B-spline Fonksiyonlar

[a, b] araliZinin bir diizgiin pargalanisi a = xop < x1 < ... <xy_1 <xy =bolsun. h =
Xm+1 — Xm olmak lizere x,, diigiim noktalarinda ¢,,(x) kiibik B-spline baz fonksiyonlari,

m = —1(1)N + 1 olmak tizere

(x—xm—2)°, [Xm—2,%m—1]
1 B 4302 (x — X 1) +3h(x —Xn1)? = 3(x —=Xm_1)>,  [Hm_1,%m)
O (x) = s 134302 (xpy 1 — %)+ 30(Xme1 — %) = 3(Xme1 — %), s Xt 1]
(Xm+2 _X)3: X415 Xm+2]
0, diger durumlar
(2.16)

seklindedir [32]. Sekil 2.4° de goriildiigii gibi, her bir [x;,;,x,,+1] sonlu elemant ¢, (x),

O (X), Opr1(x) ve Gpp2(x) gibi dort tane kiibik B-spline baz fonksiyonu tarafindan ortiiliir
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[33].

¢m ¢m+1

Sekil 2.4 Kiibik B-spline baz fonksiyonlari.

2.9 Sonlu Eleman Yontemleri

Sonlu eleman yontemlerinin temeli 1960 yilina dayanmaktadir ve o tarihten itibaren
fizik ve miihendisligin cesitli alanlarinda yaygin olarak kullanilmaktadir. Sonlu ele-
man yontemlerinin gelisiminde katkist olan bazi kisiler Argyris, Clough ve Zienkiewicz’
dir [34]. Bu yoOntemlerin, son 50 yilda bilgisayar teknolojisinin gelismesiyle fizikte ve
miihendislikte ortaya c¢ikan bir ¢ok problemin ¢oziilmesinde onemli bir katki sagladigi

goriilmektedir [35].

Dogada meydana gelen olaylar ve bu tiir olaylardan ortaya ¢ikan problemleri
cozmek genellikle zordur. Bunun bir sonucu olarak, ele aliman problemleri tek bir
islemle ¢6zmek yerine, alt problemlere ayirarak ¢ozmek daha kolaydir. Alt problem-
lerin ¢oziilmesi ve daha sonra birlestirilmesiyle probleme yaklagik bir ¢6ziimiin bulun-
mast saglanir. Sonlu elemanlar yontemleri de karmasik olan bolgelerin daha basit alt

bolgelere ayirarak her birinin kendi icinde ¢oziilmesi ve sonra birlestirilmesiyle yaklagik
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¢cOziimlerin bulundugu bir yontemdir [35].
Sonlu eleman yontemlerinin baglica avantajlari:
1. Diizgiin olmayan sekilli yapilar1 oldukca kolay bir sekilde modelleyebilmesi,

2. Eleman denklemleri ayr1 ayr1 degerlendirildiginden farkli bir takim malzemeler-

den olusan yapilar1 modelleyebilmesi,
3. Cok cesitli sinir sartlarim birlikte kullanabilmesi,
4. Gerektiginde elemanlarin biiyiikliiklerinin degistirilebilmesi,
5. Sonlu eleman modelinin istenildigi zaman kolayca degistirilebilmesi,

6. Bilgisayar programlama mantigina uygun olmast

olarak siralanabilir [35].

Verilen bir probleme sonlu eleman yontemlerinin uygulanmasinda izlenilen temel

adimlar asagidaki gibidir [33, 36, 37].
1. Verilen bolge ayriklastirilir. Bunun igin
a. Onceden belirlenen elemanlarin sonlu eleman kiimesi olusturulur.
b. Elemanlar ve diigiim noktalar1 numaralandirilir.
c. Problem i¢in gerekli olan geometrik 6zellikler belirlenir.

2. Elde edilen sonlu eleman kiimesi i¢indeki tiim tipik elemanlar i¢in eleman denk-

lemleri tiiretilir. Bunun i¢in

a. Tipik elemanlar iizerinde verilen diferansiyel denklemin varyasyonel formu

olusturulur.

b. Tipik bir “u”’bagimli degiskeninin
n
u= Zui\lli
i=1
formunda oldugu varsayilir ve bu yaklasim Adim 2a’ da yerine yazilarak
[K{u} = {F°}
formunda eleman denklemleri elde edilir.
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c. Yaklasim fonksiyonlart ve eleman matrisleri hesaplanir.

3. Problemin verilen ¢6ziim bolgesi lizerindeki denklemini elde etmek icin eleman

denklemleri birlestirilir. Bunun i¢in

a. Eleman diigtimleri global dii§limlerle eslestirilerek birincil degiskenler

arasinda elemanlar arasi siireklilik sartlar1 tanimlanir.
b. Ikincil degiskenler arasinda “denge” sartlari saglanir.
c. Adim 3a ve 3b kullanilarak eleman denklemleri birlestirilir.
4. Birlestirilmis eleman denklemlerine problemin sinir sartlar1 uygulanir. Bunun
icin
a. Problemde verilen birincil degiskenler uygulanir.
b. Problemde verilen ikincil degiskenler uygulanir.
5. Birlestirilmis denklemler ¢oziiliir.
6. Hesaplama sonrasinda elde edilen sonuclar degerlendirilir. Bunun i¢in
a. Adim 5’ de elde edilen birincil deg8iskenlerden hareketle ¢oziimlerin
degisimi incelenir.

b. Elde edilen sonuglar grafikler ve tablolar seklinde sunulur.
2.10 Agirhikh Kalan Yontemleri

Agirlikl kalan yontemlerini ifade etmek i¢in bir D bolgesinde
Alu)=f (2.17)

olarak verilen operator denklemini gézoniine alalim. Burada A lineer veya lineer olmayan
bir operator, u bagiml degisken ve f ise bagimsiz degiskenlerin bir bilinen fonksiyo-

nudur. (2.17) ile verilen operator denkleminin u ¢oziimiine bir uy yaklagimi

N
uy =Y cjdj+do (2.18)
j=1
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olarak tanmimlanir. Verilen bu yaklagik ¢oziimde, ¢;’ ler uygun yaklagim fonksiyonlari
olup c¢; parametreleri ise yaklagik ¢oziimiin agirlikli integral formunu saglayacak sekilde
belirlenecek olan parametrelerdir. (2.18) ile verilen uy yaklasik ¢6ziimii (2.17) denkle-

minde yerine yazildiginda

fN :A(MN) (2.19)

fonksiyonu elde edilir. (2.19) ile verilen fonksiyon genellikle f ’ye esit degildir. A(uy)

ile f fonksiyonunun arasindaki farka
N
R=A(uy) = f =A(} ¢j0j+00) —f #0 (2.20)
j=1

yaklagimin Kkalani (rezidiisii) denir. R kalan fonksiyonu c; parametrelerine ve konuma
baghdir. D iki boyutlu bir bolge ve W;’ler agirlik fonksiyonlariolmak tizere agirlikli kalan

yOntemlerinde c¢; parametreleri

/ Wi(x,y)R(x,y,cj)dxdy = 0, i=1(1)N (2.21)
D

agirhikl integral formundaki R kalanini sifir yapacak gekilde aranir.(2.21) integralinden
elde edilecek olan cebirsel denklem sisteminin bir tek ¢oziimiiniin olmas1 i¢in ¥; agirlik

fonksiyonlarimin kiimesi lineer bagimsiz olmalidir [36].

Bu tezde, ele alinan kesirli mertebeden denklemlerin niimerik ¢dziimlerinin bulun-

masi i¢in kullanilacak olan Galerkin ve kollokasyon yontemleri asagida verildi.
2.10.1 Galerkin Yontemi

Galerkin yonteminde ¥; agirhik fonksiyonlari, ¢; yaklagim fonksiyonlariyla aym

secilir. Boylece (2.21) yaklagimi
N

ZA,']'C]' = E (222)

J=1

olarak elde edilir. Burada A;; ve F;
A= [ o(e))dxay
D
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Fi— /D OiLf — A(00))dxdy

olup c; parametreleri (2.22) cebirsel denklem sisteminden elde edilir [36].
2.10.2 Kollokasyon Yontemi

i = 1(1)n olmak tizere x; = (x;,y;)” ler D bolgesinde secilmis n adet nokta olsun.

Kollokasyon yonteminde W; agirlik fonksiyonlari 8(x — x;) ile gosterilir ve

)1, X =X;
/DS(X—X,)dxdy— { 0. X £ x;
olacak sekilde tanimlanir. Burada x;’ lere kollokasyon noktalar1 denir ve keyfi olarak

secilir. (2.21) denkleminde W; agirlik fonksiyonlar1 yerine 8(x — x;) yazilirsa

/ d(x —x;)R(x,cj)dxdy =0
D
veya
R(xi,c;) =0, i=1(1)N (2.23)

elde edilir. (2.23) denklemi n adet kollokasyon noktalarinda hesaplanirsa n—bilinmeyenli
n—tane denklemden olugan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. ¢; katsayilar1 bu ce-
birsel denklem sisteminin ¢éziimiinden bulunur. x; noktalarinin se¢imi iyi sartl denklem

sisteminin ve sonucta iyi bir yaklasik ¢coziimiin elde edilmesinde 6nemlidir [36, 38].
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3. KESIRLI MERTEBEDEN GAZ DENKLEMININ NUMERIK COZUMLERI
Bu boliimde, 0 <y < 1 olmak iizere

U JU
- I — = > .
5 +Uax U(1-U)=0, t>0 3.D

denklemi ile verilen kesirli mertebeden gaz denklemi
U0,1) =Ey(tY), U(l,t)=e'E,("), >0 (3.2)

sinir sartlari ve

U(x,0)=e", 0<x<1 (3.3)

baglangi¢ sart1 ile gozoniine alindi. Ey Mittag-Leffler fonksiyonu olmak lizere, problemin
analitik ¢coziimii Das ve Kumar [39] tarafindan iki boyutlu diferansiyel doniisiim yontemi
kullanilarak

Ul(x,t) = e "Ey(t")
olarak verildi.

Singh vd. [40] Sumudu doniisiimii yardimiyla homotopi pertiirbasyon yontemini,
Mohamed vd. [41] homotopi analiz doniisiim yontemini, Kumar ve Rashidi [42] kesirli
homotopi analiz doniisiim yontemini, Abedl-Rady vd. [43] ise varyasyonel iterasyon

Sumudu doniisiim yontemini kullanarak denklemin yaklagik ¢oziimlerini elde etmislerdir.

Bu boliimde, (3.2)-(3.3) baslangic ve sinir kosullar1 gozoniine alinarak (3.1) ile veri-
len kesirli mertebeden gaz denkleminin kuadratik B-spline Galerkin ve kiibik B-spline

kollokasyon sonlu eleman yontemleri ile niimerik ¢oziimleri arastirildi.
3.1 Kuadratik B-spline Galerkin Coziimleri
Bu kisimda, (3.1)-(3.3) ile verilen problemin Galerkin yontemi ile niimerik

coziimleri arastirildi. Galerkin yonteminin uygulamasinda kullanilacak olan agirlikli in-

tegral formunu olusturmak i¢in (3.1) denklemi 6nce W agirlik fonksiyonu ile carpilir ve
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sonra bolge lizerinden integral alinirsa

U
/W[aty U——U(I—U)} dx =0 (3.4)

elde edilir. Boylece (3.1) denkleminin her bir [x,,,X;,+1] sonlu elemani iizerinde agirlikl

integral formu (3.4) denkleminden

Xm+1
Y,

/ (Wa—U+WUa—U—WU+WU2) dx =0 (3.5)
orY ox

olarak elde edilir. Boliim 2’ de (2.15) ile verilen Q,,(x) kuadratik B-spline fonksiyonlari
kullanilirsa problemin U (x,¢) tam ¢oziimiine bir Uy(x,t) yaklagimi (2.15) kuadratik B-
spline fonksiyonlar cinsinden
N
= Y 8;(N0;() (3.6)
j=—1
olarak yazilabilir [32]. Burada §; belirlenecek olan zamana bagli parametrelerdir. (2.15)

ile verilen Q,,(x) kuadratik B-spline fonksiyonlarina
E=x—xm, 0<E<h

seklinde tanimlanan lokal koordinat doniisiimii uygulanirsa bir eleman iizerinde tanimh

Om-1=(h—8)*/1?,
Om = (h* +2hE —2E%) /2, (3.7)
Qm—H - &Z/hz

kuadratik B-spline baz fonksiyonlar1 elde edilir. Herbir [x,,X;+1] sonlu elemani
Om—1,0m ve Oy gibi li¢ tane kuadratik B-spline baz fonksiyonu ile ortiildiigiinden,

(3.6) ile verilen Uy/(x,t) yaklagimi

m+1
UvE =Y 8,10 (3.8)
Jj=m—1

olarak yazilabilir. Boylece x,, noktasinda Uy’ nin kendisinin ve x’ e gore birinci tiirevinin
O, parametresine gore noktasal degerleri, m = O(1)N olup iist indis x* e gore tiirevi

gostermek lizere
UN(xm> =Upn = 8u—1+0m, (3.9)
Uy (m) = Up = 2(=8m—1+8n) /h .
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seklinde bulunur [44]. Galerkin yonteminde, agirlik fonksiyonlar1 yaklasim fonksiyon-
lar1 ile aym1 alindigindan, agirlik fonksiyonlarinin kuadratik B-spline fonksiyonlar olarak

secilmesi ve (3.8) yaklasiminin (3.5) denkleminde yerine yazilmasiyla

m+1 . m+1  m+1 h m—+1
/ 0085+ Y Y ([ 0:00d8)55 / 0i0,dE)5
Jj= m 1

k=m—1 j=m—1 0 j= m 1

h
m+1  m+1
+ Y Y (] 00Qde)¥)5; =0,  i=m—1mm+1 (3.10)

=m—1 j=m—1
k=m—1 j=m 0

elde edilir. Burada & ifadesi zaman degiskenine gore y mertebeden kesirli tiirevi

gostermektedir. (3.10) denkleminde eleman matrisleri

h h
/QzQ;dﬁ By, = /QiQZdeiy fij/QiQijdE; (3.11)
0 0

olarak alinirsa, 8¢ = (8,,—1, 8, 8,,+1) olmak iizere denklem matris formunda
A8+ B¢(8)8° — A +C°(8)8° =0 (3.12)

olarak gosterilebilir. i, j,k =m —1,m,m+1 olmak tizere, A7, B}, ; ;ve i eleman matris-

leri, kuadratik B-spline baz fonksiyonlar1 yardimiyla

L6 13
A= |13 54 13 |,
3011 13 6
L[ (10,19, 08 (812,008 (2,7.1)8°
=g | (C19-54-7)5 (12,0,-12)% (7.54,19)% |,
(—1,-7,-2)&  (0,—12,-8)8 (1,19,10)8

o [ (15,2608 (26,60,5)8  (1,5,1)8
= 105 | (26:60.5)8 (60,258,60)8 (5,60,26)¢
(1,5,1)8  (5,60,26)8¢ (1,26,15)8¢

olarak bulunur. Eleman matrislerinin birlestirilmesiyle global koordinatlarda elde edilen

e __

A, B ve C matrisleri, d = (8_1,9o,...,0y_1,0x) olmak iizere, (3.12) denkleminde yerleri-
ne yazilirsa

AS+[B(8)—A+C(3)]8=0 (3.13)
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matris formundaki denklemi elde edilir. A, B ve C matrislerinin genellestirilmis satirlart

0= (Sm—zasm—l ) Sm: 8m+178m+2)T

olmak tizere
h
A:—(1,26.66,26,1
30( Y ) ) ) )7

5. L ( (=1,-7,-2,0,008,(0,-31,-62,~7,0)3,(1,31,0,-31,~1)3,
' (0,7,62,31,0)8,(0,0,2,7,1)8 ’

30
ko ((1,5,1,0,0)5,(5,86,86,5,0)8, (1,86,288,86,1)8,
105 \ (0,5,86,86,5)3,(0,0,1,5,1)8

seklinde bulunur. (3.13) denkleminde dved yerine sirasiyla

L (ATl

= = 1=y _ pl=vyi/sn—k _ sn—k—1
= F(z—y)kg[(ﬂ 1) k'8 & (3.14)
ve
n n+1
5 O+ (3.15)
2
L1 formiilii ve Crank-Nicolson sonlu fark yaklasimi yazilirsa
A 1 i n+1 __ # _l . n
—(AI)YF(Z—y) +§[B(8) A—i—C(S)]] ' = {(At)YF(2—y) 2[3(8) A—i—C(S)]] )
_; - 1=y 71—y n—k _ sn—k—1
(At)YF(2—y)kZ’1 [+ 1)! Y= k1) [ - gt (3.16)

formunda (N + 2)-bilinmeyenli (N + 2)-tane denklemden olusan karesel cebirsel denklem
sistemi elde edlir. Denklem ile birlikte verilen sinir sartlariin kullanilmasiyla 8_; ve dy
parametreleri sistemden yok edilirse indirgenmis (N x N)-boyutlu karesel cebirsel sistemi

elde edilir.

Coziime baslamada ilk olarak 8° baslangic parametrelerinin hesaplanmasi gerek-

mektedir. Baglangi¢ kosulu yardimiyla x; diiglim noktalarinda
UN(XJ',O):U(Xj,()):ﬁj,l—l—ﬁj, jZO(l)N

degerleri kullanilarak 89 parametreleri i¢in (N + 2)-bilinmeyenli (N +- 1)-tane denklemden

olusan denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemine ek olarak
/ !/ 2’
Uy (x0,0) = U"(xp,0) = IZ(SO —d_1)
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tiirevli sinir sartt kullanilirsa, denklem sistemi matris formunda

[ —2/h 2/h 108 | 1 W T
1 1 &9 Uo
11 &9 U
11 & Un-1
I (I N I | Uy |

olarak yazilabilir. Bu sistemin ¢oziilmesiyle baglangi¢ parametreleri elde edilir. Boylece
(3.16) denkleminde baslangic parametreleri kullanilarak istenilen # zamanina kadar ite-
rasyon yardimiyla elde edilen & parametreleri (3.8) yaklagiminda yerine yazilarak iste-

nilen zamandaki niimerik ¢oziimler elde edilir.

(3.16) denklem sisteminde bulunan lineer olmayan terimlere, her bir zaman

adiminda
1

8*:811

(& = 8,)

iterasyon formiilii bir kag¢ kez uygulanarak Uy yaklagik ¢coziimleri iyilestirildi.
3.2 Kiibik B-spline Kollokasyon Coziimleri

Bu kisimda, (3.1)-(3.3) ile verilen problemin kiibik B-spline kollokasyon yontemi
ile niimerik ¢oziimleri elde edildi. Bolim 2° de (2.16) ile verilen ¢, (x) kiibik B-spline
fonksiyonlar kullanilarak problemin U (x,f) tam ¢6ziimiine bir Uy (x,t) yaklagimi, §; be-
lirlenecek olan zamana bagl parametreler olmak iizere (2.16) ile verilen kiibik B-spline

fonksiyonlar cinsinden
N+1

Un(x,t) =}, 8;(t)0;(x) (3.17)
=1
olarak yazilabilir [32]. (2.16) ile verilen ¢,,(x) kiibik B-spline fonksiyonlarina

hE =x—x,, 0<E<I1
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seklinde tanimlanan lokal koordinat doniisiimii uygulanirsa sadece [x,,,X;;+1] sonlu ele-

mant lizerinde tanimli

q)m—l = (1 _F:)3a
m=143(1-8)+3(1-§)*-3(1-¢),

Omr1 = 143&+38 - 387,

¢m+2:&3

kiibik B-spline fonksiyonlari elde edilir. Her bir [x,,;,x,+1] sonlu elemant ¢, 1, O, Opt-1

(3.18)

ve Op+o gibi dort tane kiibik B-spline baz fonksiyonu tarafindan ortiildiigiinden Uy (x, 1)
yaklasik ¢oziimii (3.18) denklemi ile verilen kiibik baz fonksiyonlari cinsinden
m+2
Un(&1) =}, 8(1)0,(8) (3.19)
Jj=m—1
olarak yazilabilir. Boylece x,, noktasinda Uy’ nin kendisinin ve x’ e gore birinci ve ikinci

mertebeden tiirevlerinin J,, parametresine gore noktasal degerleri

Uy = UN(xm7t) = 8m—l +48m+8m+17

Uy, = Uy (xim,t) = 2(=8n—1 + 8pt1), (3.20)
UIZ = U1(;<xm7t) = }%(Sm—l _26m+6m+1)

seklinde bulunur. Burada m = O(1)N olup st indis x” e gore tiirevi gostermektedir. (3.20)

yaklagimlari (3.1) denkleminde yerlerine yazilirsa Z,, = U olmak lizere

) . . 37
8m—l +48m +8m+1 + T(Sm—i-l - 6m—l) + (Zm - 1)(8m—1 +48m+8m+1) =0 (3-21)

elde edilir Burada & ifadesi zaman degiskenine gore Y mertebeden kesirli tiirevi
gostermektedir. (3.21) denkleminde 5 yerine (3.14) ile verilen L1 formiili ve & ye-
rine de (3.15) ile verilen Crank-Nicolson sonlu fark yaklasimi yazilirsa denklemin

genellestirilmis satir

(1=30Zy + 0h(Zy — 1)) 8,5 + (4 + 40h(Zy — 1) 8 + (1 +30Zy + hou(Zyy — 1)) 87

= (nl +30Z,, — ah(Z, — 1)) 8}, + (4 —40h(Z, — 1)) &), + (1 = 30Z, — ah(Z, — 1))}, .,
=% [ 1) R [ -84 + 4@ 8 (@ -8
(3.22)
olarak bulunur. Burada

I = 8m—l +48m+8m+1
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" (A)T(2—)
2h

dir. Boylece N + 3 bilinmeyen iceren N + 1 tane denklemden olusan cebirsel denklem
sistemi elde edlir. (3.20) yaklagimlarinda U, ve U, simirlardaki degerleri kullanilarak §_;
ve Oy41 parametreleri sistemden yok edilirse (N + 1) x (N + 1)-boyutlu karesel cebirsel

sistemi elde edilir.

iterasyona baglamak icin 8° parametrelerinin hesaplanmasinda, problemin verilen

baglangi¢ sartinin x; dii§iim noktalarindaki

UN(XJ‘,O):U(XJ',O), j:O(l)N

degerleri kullanilarak 8(} parametreleri i¢in (N + 3) x (N + 1) tipinde denklem sistemi
elde edilir. (3.20) yaklagimlarinda U,, sinirlardaki degerleri kullanilarak 6(11 ve 80N 4
bilinmeyenleri sistemden yok edilirse (N + 1) x (N + 1)-boyutlu karesel cebirsel sistemi

elde edilir. Bu denklem sistemi matris formunda

"6 0 118 1 [ww-2u]
1 41 80 U
1 4 1 &) B U
1 41 &% Un—1

! 061 & | [uv—Euy]

olarak yazilabilir. Bu sistemin ¢oziilmesiyle elde edilecek olan baslangi¢ parametrelerinin
(3.22) denkleminde kullanilmasiyla istenilen # zamanindaki kesirli mertebeden gaz denk-

leminin niimerik ¢oziimleri iterasyon yardimiyla elde edilir.

(3.22) denklem sisteminde bulunan lineer olmayan terimlere, her bir zaman
adiminda, Uy yaklagsik ¢coziimleri iyilestirmek i¢in
* 7 1 n+1 7
6m = 6m + E(Sm - Sm)

seklinde tanimlanan iterasyon formiilii bir ka¢ kez uygulandi.
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Niimerik Coziimler

Bu kisimda, kuadratik B-spline Galerkin ve kiibik B-spline kollokasyon sonlu ele-
man yontemleriyle ele alinan problemin niimerik ¢oziimleri bulundu. Problemin Uy

niimerik ¢oziimiiniin U analitik ¢6zlimiine ne kadar 1yi yaklastigin1 gérmek icin

N 2

Ly=U=Unlly =, |n Y [U;= Uy, (3.23)
j=0

Lo = ||U —Uy]|., ~ max )Uj—(UN)j‘ (3.24)

0<j<N
ile tanimlanan L, ve L. hata normlar1 hesaplandi.

Tablo 3.1’ de, N =80, t = 1, farkl1 y ve Ar degerleri i¢in kuadratik Galerkin ve kiibik
kollokasyon yontemleri yardimiyla elde edilen niimerik ¢oziimler ile analitik ¢oziimlerin
karsilagtirmalart verildi. Tablolardan acik¢a goriildiigii gibi A zaman adimlarinin aza-
lan degerleri icin L, ve L. hata normlar1 da azalmaktadir. Ayrica seg¢ilen bu degerlerde
kuadratik B-spline Galerkin yontemiyle bulunan sonuglar kiibik B-spline kollokasyon

yontemi ile elde edilen sonuglara gore daha iyidir.

Tablo 3.2° de farkli y de8erlerinde Ar = 0.0005, N = 80 ve artan ¢ zamanlar1 i¢in
problemin kuadratik B-spline Galerkin ve kiibik B-spline kollokasyon yontemleri ile elde
edilen niimerik ¢oziimler i¢cin hesaplanan L, ve L., hata normlar1 verildi. Genel olarak
her iki yontem ile elde edilen sayisal ¢oziimlerin hata normlari ¢’ nin artan degerlerinde
azaldig1 verilen tablolardan goriilmektedir. Ele alinan degerlerde hesaplanan niimerik
coziimler i¢in kuadratik B-spline Galerkin yontemiyle elde edilen sonuglarin kiibik B-

spline kollokasyonla elde edilen sonuclara gore daha iyi oldugu tablodan goriilmektedir.

Her iki yontemle elde edilen ¢oziimler birbirlerine ¢ok yakin oldugundan grafiklerle
gosterim kuadratik B-spline Galerkin yontemi i¢in verildi. Y ve ¢ nin farkli degerleri i¢in
At = 0.0005, N = 80 secilerek problemin tam ve niimerik ¢oziimleri Sekil 3.1 de verildi.

Sekilden tam ve niimerik ¢oziimlerin ayirt edilemeyecek kadar yakin oldugu gozlendi.
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Tablo 3.1 Problemin N = 80, ¢ = 1, farkli y degerleri ve Ar zaman adimlar1 i¢in Galerkin ve

kollokasyon yontemleri ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziim ile karsilastiriimast.

Galerkin Kollokasyon Tam Coziim
Y x|At 0.01 0.001 0.0005 0.01 0.001 0.0005

0.25 0.0 9.554107  9.554107  9.554107 9.554107  9.554107  9.554107 9.554107
0.2 7.823967  7.822314  7.822283 7.824748  7.822400  7.822211 7.822242
0.4 6.405995  6.404263  6.404300 6.405434  6.404204  6.404282 6.404310
0.6 5.242357 5243280  5.243338 5.242689  5.243373  5.243388 5.243405
0.8 4290113 4.292747  4.292817 4.290192 4.292966  4.292933 4.292937
1.0 3.514760  3.514760  3.514760 3.514760  3.514760  3.514760 3.514760

Ly x10°  3.108324  0.214927  0.095153 7.193496  0.685024  0.340624

L.x 10> 5510420 0.373260  0.182392 12.962180  1.129466  0.548559
0.50 0.0 5.008980  5.008980  5.008980 5.008980  5.008980  5.008980 5.008980
0.2 4.101409  4.101038  4.101022 4.101065  4.101007  4.101006 4.101006
0.4 3.357123  3.357546  3.357583 3357845  3.357623  3.357621 3.357620
0.6 2747289  2.748821  2.748904 2749023  2.748991  2.748989 2.748987
0.8 2.248229 2250432  2.250555 2250710  2.250684  2.250682 2.250680
1.0 1.842701  1.842701  1.842701 1.842701 1.842701  1.842701 1.842701

Ly x 103 1.739034 0.176806  0.088710 7.407662  0.760637  0.381826

Lo x 10°  3.556598  0.363644  0.182412 11.781515  1.210046  0.607343
0.75 0.0 3.485866  3.485866  3.485866 3.485866  3.485866  3.485866 3.485866
0.2 2.854503  2.854040  2.854014 2.854084  2.853996  2.853991 2.853986
0.4 2.336367 2336614  2.336630 2.336811 2.336664  2.336655 2.336646
0.6 1.912091  1.912972  1.913027 1.913265 1.913104  1.913094 1.913084
0.8 1.564573  1.566108  1.566202 1.566432 1.566315  1.566308 1.566301
1.0 1.282379  1.282379  1.282379 1.282379 1.282379  1.282379 1.282379

Ly x10° 1271010 0.141525  0.072250 6.545792  0.737417  0.377396

L. x 10 2866624  0.317467  0.162040 10.356218  1.164772  0.595996

Tablo 3.2 Problemin Ar = 0.0005, N = 80, farkli y degerleri ve artan ¢t zamanlari i¢in Galerkin

ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen niimerik ¢ozlimlerin tam ¢oziim ile karsilastirilmasi.
Galerkin Kollokasyon

Vol TIx10° Lox 105 I x10° L. x 10°
0.25 0.2 0.200963 0.390517 0.699898 1.127687
0.4 0.136318 0.254889 0.500072 0.803301

0.6 0.113775 0.213851 0.415936 0.667972

0.8 0.102155 0.195196 0.369532  0.594400

1.0 0.095153 0.182392 0.340624 0.548559

0.50 0.2 0.233909 0.461670 0.502329 0.870746
0.4 0.132899 0.290864 0.467573 0.755646

0.6 0.104356 0.223885 0.438989 0.700142

0.8 0.094023 0.196765 0.409807 0.651525

1.0 0.088710 0.182412 0.340624 0.548559

0.75 0.2 0.216930 0.312620 0.256093 0.447387
0.4 0.183290 0.333703 0.312253  0.590927

0.6 0.130602 0.299655 0.359862 0.581380

0.8 0.087130 0.207133 0.369240 0.578283

1.0 0.072250 0.162040 0.377396 0.595996
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Sekil 3.1
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0.6 08 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.25 (b) y=0.50

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

(©)y=0.75

elde edilen niimerik ¢6ziimlerin tam ¢6ziim ile kargilastirilmasi.

-
1.0

Problemin Ar = 0.0005, N = 80, farkli y ve artan ¢ degerleri i¢in Galerkin yontemi ile

Sekil 3.2 ve Sekil 3.3’ de sirasiyla Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile

Ar =0.0005, N = 80, t = 1 icin farkl1 Y degerlerinde hesaplanan sayisal ¢oziimlerin mutlak

hatalarinin grafikleri verildi. Grafiklerden, gozoniine alinan y degerleri icin en biiyiik

hatanin sag sinir civarinda oldugu goriilmektedir.
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Sekil 3.2 Problemin Ar = 0.0005, N = 80, r = 1 ve farkli y degerleri icin Galerkin yontemi ile elde

edilen sonuclarin mutlak hata grafikleri.
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Sekil 3.3  Problemin Ar = 0.0005, N = 80, t = 1 ve farkl1 y degerleri icin kollokasyon yontemi ile

elde edilen sonuglarin mutlak hata grafikleri.
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4. KESIiRLI MERTEBEDEN BURGERS TiPi DENKLEMIN NUMERIK
COZUMLERI

Bu béliimde, 0 <y < 1 olmak iizere

U oU  0°U
S S — > .
5 -|-Uax vax2 fx,1), t>0 4.1)

denklemi ile verilen kesirli mertebeden Burgers tipi denklemi
Ula,t) =hi(t), U(b,t)=h(t), t>0 4.2)

sinir sartlar1 ve

U(x,0)=g(x), a<x<b (4.3)

baglangi¢ sarti ile gozoniine alindi. Burada f(x,7),g(x),h;(¢) ve h(t) onceden taniml

fonksiyonlar ve v viskosite parametresidir.

Farkl1 tipteki kesirli mertebeden Burgers denklemi, analitik ve niimerik olarak farkli
yontemlerle arastirmacilar tarafindan ¢oziilmiistii. Ornegin; Momani [45] Adomian
ayrisim yontemini, Inc [46] varyasyonel iterasyon, Li ve Wang [47] Adomian ayrigim
yontemlerini kullanarak

o“U U *U

—+elU——vV
o T8 Ve

=0, O<a<l (4.4)
tipteki kesirli mertebeden Burgers denkleminin yaklasik ¢Oziimlerini arastirdilar. El-
Danaf ve Hadhoud [48] parametrik spline fonksiyonlarini kullanarak (4.4) denkleminin
niimerik ¢oziimiinii elde etti. Bekir vd. [49], Hassan ve Mohyud-Din [50] (4.4) ile verilen
kesirli mertebeden Burgers denklemine kesirli kompleks doniisiim uyguladiktan sonra
exp-fonksiyon yontemini kullanarak denklemin analitik ¢dziimlerini elde ettiler. Elbeleze

vd. [51] ise kesirli varyasyonel iterasyon yontemini kullanarak

U + W _orU 2 +2x—-2, O<a<l
- - — X —
a%  dx I T(3-q) ’ -

homojen olmayan kesirli mertebeden Burgers denkleminin yaklasik c¢oziimlerini

hesaplamisglardir. Younis ve Zafar [52] ise

o%U Bu 9By
+oU —

a1 of oo~ 0 O<abst
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seklindeki kesirli mertebeden Burgers denkleminin analitik ¢oziimlerini (G'/G)-agilim

yontemi ile buldular.

(4.1) ile verilen kesirli mertebeden Burgers denklemi farkli baglangic ve sinir
sartlar ile birlikte ele alindi. Elde edilen niimerik ¢éziimlerin dogrulugunu test etmek
icin lic model problemin (3.23) ve (3.24) ile verilen L, ve L. hata normlar1 hesaplandi.

4.1 Model Problemler

Problem 1: Bu problemde, (4.1) kesirli mertebeden Burgers denklemi

2—y,x
217 Ve 4,28 _ 20t

f(x,t):F(3_Y)+t Vi©e

olmak tlizere

sinir sartlar1 ve

U(x,00=0, 0<x<1

baslangic sart1 ile ele alindi. Bu problemin bir tam ¢oziimii
Ul(x,t) =1%e"

dir.
Problem 2: ikinci problem olarak, (4.1) kesirli mertebeden Burgers denklemi

2¢>~Ycos(mx)

— 1ut* cos(Tx) sin(7x) + vi?t? cos(Tx
O () sin() (=)

f(x’t):

olmak tlizere

U,0)=t>, U(l,t)=—t>, t>0

sinir sartlar1 ve

Ux,00=0, 0<x<1
baslangic sart1 ile ele alindi. Bu problemin bir tam ¢oziimii
U(x,t) = 1* cos(mx)
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dir.
Problem 3: Son olarak, (4.1) kesirli mertebeden Burgers denklemi

22~ Vsin(2mx)

+ 2ms* sin(2mx) cos(2mx) + 4vrs? sin(27mx)
G-

f(xvt> =

olmak tlizere

U,1)=0, U(l,t)=0, t>0

sinir sartlar1 ve

U(x,00=0, 0<x<1
baslangic sart1 ile ele alindi. Bu problemin bir tam ¢oziimii
U(x,t) = t? sin(2mx)

dir.
4.2 Kuadratik B-spline Galerkin Coziimleri

Bu kisimda, kuadratik B-spline Galerkin yontemi (4.1) ile verilen kesirli mertebe-
den Burgers denklemine uygulandi. Bunun icin ilk olarak, (4.1) denklemi W agirlik

fonksiyonu ile ¢arpilip ve daha sonra verilen bolge iizerinden integrali alinirsa

1
U U a2
0

agirlikli integral formu bulunur. (4.5) integralinde, bir kez kismi integrasyonun uygulan-

mastyla (4.1) denkleminin tek bir [x,,X;,+1] sonlu elemant iizerinde

Xm+1 m+1
U oU  oWaU aU Am+1
/ <WW+WU8 +v " ax>dx gx + / W f(x,t)dx (4.6)

Xm Xm

zayif formu elde edilir. (4.6) zayif formundaki agirlik fonksiyonlar1 yerine Boliim 3’
de (3.7) ile verilen kuadratik B-spline fonksiyonlar1 alinir ve (3.8) yaklasimi (4.6) zayif

formunda yerine yazilirsa

m+1 ) m+1l  m+l1 m+1 f
/ 0i0d8)5+ Y Y | / 0i0,0,dE)5I5 +v Y / 0/0/dE)5:
j= m 1

=m—1 j=m—1 1
k=m—1 j=m Jj=m— 0
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h
m+1
v ¥ :/Q,-f(a,z)dg, i=m—1,mm+1 4.7
j=m—1 0

denklemi bulunur. Burada J, Y mertebeden ¢’ ye gore kesirli tiirevi gostermektedir. (4.7)
ifadesinde

h h h
:/g@ﬁ” %zfgggﬁ, %=/@Q&,
0 0 0

h
D=0,  Ef= / Qif (&1)d& (4.8)
0

olarak alinirsa, (4.7) denklemi &¢ = (8,,—1,0,0m+1) olmak iizere

A®S¢ 4+ B¢(8)8¢ +vCe&¢ — VDS = E¢ 4.9)
matris formunda yazilabilir. Yukaridaki integraller kuadratik B-spline fonksiyonlar kul-

lanilarak hesaplandiginda, i, j,k = m — 1,m,m+ 1 olmak iizere,

L6 13
Af]:/Qindgzﬁ 13 54 13 |,
/ 1 13 6
[ (=10,-19,-1)8  (8,12,008  (2,7,1)8
By, = /Q,QkQJdg_—O (—19,-54,-7)8 (12,0,—12)8 (7,54,19)8¢ |,
(—1,-7,-2)8 (0,—12,—8)8¢ (1,19,10)8¢

h [ 2 -1 -1
%:/QQ&:
0

e -1 2 —-1],
-1 -1 2
.2 1 -1 0
/
D= 0fg=>11 -2 1
0 -1 1
Afj,Bfk i Ce ve De eleman matrisleri elde edilir. Ayrica EY eleman matrisi de
h ~
h fo th_1~f(§,l‘)dé
£ = [odtends= | [0 nds
0 Jo Omr1f(§,1)dE
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seklinde hesaplanir. (4.9) denkleminde, eleman matrislerinin birlestirilmesiyle elde edilen

A, B, C, D ve E matrisleri yerlerine yazilirsa, 8 = (6_1, 9y, ...,0y_1,0y) olmak iizere,
A8+ [B(8) +vC—VD|d =E (4.10)

matris formundaki denklemi elde edilir. Burada ki A, B, C ve D matrislerinin

genellestirilmis satirlar

8= (8m—2:8m—1,8m, Sy 1,0m42)"

olmak tizere

h 2
A1 55(1,26,66,26,1), C:(~1,-2,6,-2,~1), D:(0,0,0,0,0),

L[ (=1,-7,-2,0,0)8,(0,~31,-62,~7,0)3,(1,31,0,~31,-1)3,
30 \ (0,7,62,31,0)5,(0,0,2,7,1)8

seklindedir. (4.10) denkleminde ki 5 yerine (3.14) ile verilen L1 formiilii ve § yerine de

(3.15) ile verilen Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi yazilirsa

ey B el [ = |l Jia®) 4ve - vl &
RN Oy | ) KV ST

seklinde (N + 2)-bilinmeyenli (N + 2)-denklemden olusan karesel cebirsel denklem sis-
temi elde edlir. Sinir sartlarinin yardimiyla & ;| ve 8y parametreleri bu sistemden yok
edilirse (N x N)-boyutlu karesel cebirsel sistem elde edilir. 8° baslangi¢ parametreleri
Boliim 3’ de kuadratik B-spline Galerkin yonteminde oldugu gibi hesaplandiktan sonra
(4.11) sisteminde kullanilarak istenilen # zamanina kadar iterasyon yardimiyla elde edilen
O parametreleri bulunur. (3.9) ile verilen Uy yaklagiminda bu degerler yerine yazilarak
istenilen zamandaki niimerik ¢oziimler elde edilir. Sonuclarin iyilestirilmesinde (4.11)
sisteminde bulunan lineer olmayan terimlere, her bir zaman adiminda, Uy yaklasik

coziimleri iyilestirmek i¢in
1
2

seklinde tanimlanan iterasyon formiilii bir ka¢ kez uygulandi.

8, =8+ 5 (8, ~8))
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Niimerik Coziimler

Bu kisimda, kuadratik B-spline Galerkin yontemi ile yukarida verilen model prob-
lemlerin sayisal ¢oziimleri bulundu. Problem 1 i¢in elde edilen niimerik ¢oziimler ile
birlikte hata normlar1 Tablo 4.1 ve Tablo 4.2° de verildi. Tablo 4.1’ de y= 0.50,
At = 0.00025, r =1, v =1 ve farkli N boliintii sayist icin elde edilen sonuglar ince-
lendiginde N boliintii sayis1 arttikga L, ve L. hata normlarinda azalma goriilmektedir.
Tablo 4.2 de N =280,t=1,v =1, y=0.50 ve farkl1 A zaman adimlar1 i¢in elde edilen
sonuclar verildi. Bu tablodan A7 zaman adimi azaldik¢a L, ve L., hata normlariin da

azaldig1 agikc¢a goriilmektedir.

Tablo 4.1 Problem 1’ in'y=0.50, Ar = 0.00025, r =1, v =1 ve farkli N degerleri icin Galerkin

yontemi ile elde edilen niimerik ¢ézlimlerin tam ¢6zilim ile kargilagtirilmasi.

X N=10 N=20 N=40 N=80  Tam Coziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.2 1.222203 1.221644 1.221493 1.221455 1.221403
0.4 1.493437 1.492287 1.491996 1.491922 1.491825
0.6 1.824294  1.822727 1.822342 1.822247 1.822119
0.8 2.227650 2.226118 2.225747 2.225661 2.225541
1.0 2.718282 2718282 2.718282 2.718282 2.718282

Lo x 10> 1.632995 0.447720 0.161833 0.092624

L. x 103 2296683 0.625018 0.227352 0.133125

Tablo 4.2 Problem 1’ iny=0.50, N =80, ¢ =1, v =1 ve farkli Ar zaman adimlari i¢cin Galerkin

yontemi ile elde edilen niimerik ¢éziimlerin tam ¢oziim ile karsilastirilmasi.

X At =0.002 Ar=0.001 Ar=0.0005 Ar=0.00025 Tam Coziim
0.0 1.000000  1.000000  1.000000 1.000000 1.000000
0.2 1.221768  1.221611 1.221533 1.221493 1.221403
0.4 1.492516  1.492218 1.492070 1.491996 1.491825
0.6 1.823031 1.822636  1.822440 1.822342 1.822119
0.8 2.226387  2.226020  2.225837 2.225747 2.225541
1.0 2718282  2.718282  2.718282 2.718282 2.718282

Ly x 10° 0.660788  0.375012  0.232768 0.092624
L. x10® 0936619  0.530231  0.328303 0.133125
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N =40, At = 0.00025, v =1, y= 0.50 ve farkli ¢ degerleri i¢in problemin tam ve
niimerik ¢coziimleri Sekil 4.1° de verildi. Problemin, Galerkin yontemi ile elde edilen
niimerik ¢oziimleri ile tam ¢Oziimleri uyum icerisinde oldugu sekilden goriilmektedir.
Kuadratik B-spline Galerkin yontemi ile Ar = 0.00025, N =80, t = 1, v = 1 degerlerinde
farkli v’ lar icin hesaplanan mutlak hatalar grafiksel olarak Sekil 4.2” de verildi. Segilen
parametreler icin x = 0.675 noktasinda en biiylik hata meydana gelmektedir. Ayrica sol

ve sag sinir civarinda hata dagilimlar diisiik oldugu grafiklerden goriilmektedir.

3.0

25

20r

D 15¢

1.0R

0.5F

0.0k . . . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.1 Problem 1’ in y= 0.50, Ar = 0.00025, N =40, v = 1 ve artan ¢ zamanlar1 i¢in Galerkin

yontemi ile elde edilen niimerik ¢ézlimlerin tam ¢6ziim ile karsilagtiriimasi.
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Sekil 4.2 Problem 1’ in At = 0.00025, N =80, t =1, v =1 ve farkli y degerleri i¢in Galerkin

yontemi ile elde edilen sonuglarin mutlak hata grafikleri.

Problem 2’ nin sunulan yontem ile elde edilen niimerik sonuglari, farkli boliintii
sayilar1 ve zaman adimi uzunluklari i¢in hata normlar ile birlikte Tablo 4.3 ve Tablo
4.4> de verildi. Tablo 4.3’ de Ar =0.00025,¢ =1, v =1, y=0.50, farkli N degerleri ve
Tablo 4.4°de N=280,7t=1,v =1, y=0.50, farkli At zaman adimlar i¢in elde edilen
sayisal coziimler ile hesaplanan hata normlar1 verildi. Tablolar incelendiginde, boliintii
sayisinin arttirilmast ve zaman adiminin azaltilmasiyla sayisal ¢oziimlerin tam ¢oziime
yaklastigi, L, ve L. hata normlarinin da kii¢iildiigii goriilmektedir. Sekil 4.3’ de y=0.50,
N =80, At =0.00025, v =1 ve farkl1 ¢ degerlerinde problemin Galerkin yontemi ile elde
edilen sayisal coziimler ile tam ¢oziimler verildi. Sekilden niimerik ¢oziimler ile tam
cOziimlerin uyum icerisinde oldugu goriilmektedir. G6zOniine alinan yontem ile farkl
vy ve At = 0.00025, N =80, t = 1, v = 1 degerlerinde elde edilen niimerik ¢oziimlerin
mutlak hatalarinin grafigi  Sekil 4.4° de verildi. Secilen parametreler i¢in gozoniine

alman 7y degerlerinde x = 0.7125 noktasinda en biiyiik hata meydana gelmektedir.
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Tablo 4.3 Problem 2’ niny=0.50, Ar =0.00025, t =1, v =1 ve farkl1 N degerleri i¢in Galerkin

yontemi ile elde edilen niimerik ¢éziimlerin tam ¢6ziim ile karsilagtirilmasi.

X N=10 N =20 N =40 N =280 Tam Coziim
0.0 1.000000  1.000000  1.000000  1.000000  1.000000
0.2 0.808287  0.808744  0.808954 0.809019  0.809017
0.4 0.308724  0.308910  0.308993  0.309019 0.309017
0.6 -0.308724 -0.308909 -0.308996 -0.309020 -0.309017
0.8 -0.808286 -0.808744 -0.808957 -0.809017 -0.809017
1.0 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000

Ly x 10° 0.435334 0.183000 0.041977 0.001982
L. x10® 0.731099 0.273318  0.063233  0.004192

Tablo 4.4 Problem 2’ nin y= 0.50, N =80, t =1, v =1 ve farkli Az zaman adimlar i¢in

Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢6ziimlerin tam ¢oziim ile karsilastirilmast.

x At =0.002 Ar=0.001 Ar=0.0005 Ar=0.00025 Tam Coziim

0.0 1.000000  1.000000  1.000000 1.000000 1.000000
0.2 0.809192  0.809093  0.809044 0.809019 0.809017
0.4 0.309094  0.309051  0.309030 0.309019 0.309017
0.6 -0.309095  -0.309052  -0.309030 -0.309020 -0.309017
0.8 -0.809191  -0.809092  -0.809042 -0.809017 -0.809017
1.0 -1.000000  -1.000000  -1.000000 -1.000000 -1.000000

Ly x10°  0.124076  0.054112  0.019282 0.001982

L. x10® 0.175640  0.077491  0.028460 0.004192
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Sekil 4.3 Problem 2’ nin Y= 0.50, At = 0.00025, N = 80, v =1 ve artan ¢ zamanlar1 i¢in Galerkin

yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziim ile kargilastiriimasi.
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Sekil 4.4 Problem 2’ nin Ar = 0.00025, N =80, t = 1, v = 1 ve farkli y de8erleri icin Galerkin

yontemi iile elde edilen sonug¢larin mutlak hata grafikleri.

Son olarak, Problem 3 icin elde edilen sayisal sonuglar ile bu sonuclarin
dogrulugunu test etmek i¢in hesaplanan hata normlar1 Tablo 4.5 veTablo 4.6’ da verildi.
At =0.00025,t =1, v =1, y=0.50 ve farkli N degerleri i¢in niimerik ¢coziimler ile bir-
likte L, ve L. hata normlar1 Tablo 4.5° de sunuldu. Tablodan N degeri biiyiidiik¢e L, ve
Lo hata normlarinin azaldig1 goriilmektedir. N = 120,71 =1, v =1, y=0.50 ve farkl Az
zaman adimlari i¢in elde edilen niimerik ¢oziimler ile birlikte hata normlar1 Tablo 4.6’ da
verildi. Tablodan A7 zaman adimlar1 kiigiildiik¢e hata normlarinin azaldig: goriilmektedir.
Her iki tablodan sayisal sonuclarin tam sonuclara olduk¢a yakin oldugu anlagilmaktadir.
Problemin, farkli # zamanlarinda N = 120, Ar = 0.0005, v = 1, y= 0.50 i¢in hesaplanan
niimerik ¢oziimler ve tam coziimler Sekil 4.5 de sunuldu. Tam ve niimerik ¢oziimlerin
birbirine ne kadar yakin oldugu sekilden agikca goriilmektedir. ~ Sekil 4.6’ da farkli y

ve At = 0.0005, N =120, t = 1, v = 1 degerlerinde elde edilen niimerik ¢dziimlerin tam
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¢oziim ile farkinin mutlak degerlerinin grafigi verildi. Secilen parametreler i¢in x = 0.325

noktasi civarinda hata dagilimlarinin biiyiik oldugu grafiklerden goriilmektedir.

Tablo 4.5 Problem 3’ iin Y= 0.50, Ar = 0.00025, t =1, v =1 ve farkli N degerleri i¢cin Galerkin

yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile kargilastirilmasi.

X N =40 N =50 N =280 N =100 Tam Coziim
0.0 0.000000  0.000000  0.000000  0.000000 0.000000
0.2 0.947079  0.948617 0.950262 0.950638 0.951057
0.4 0.585586  0.586434  0.587348 0.587562  0.587785
0.6 -0.585584 -0.586437 -0.587346 -0.587548 -0.587785
0.8 -0.947078 -0.948621 -0.950260 -0.950631 -0.951057
1.0 0.000000  0.000000  0.000000  0.000000  0.000000

Ly x 10° 2.899412 1.774196 0.577143  0.305058
L. x10°  4.063808 2.495647 0.813220 0.430014

Tablo 4.6 Problem 3’ iin Y= 0.50, N =120, t = 1, v =1 ve farkli Ar zaman adimlari i¢in

Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile karsilastirilmasi.

X At =0.0025 Ar=0.002 Ar=0.001 Ar=0.0005 Tam Coziim

0.0 0.000000 0.000000  0.000000  0.000000 0.000000
0.2 0.952952 0.952484  0.951545  0.951076 0.951057
0.4 0.588914 0.588635  0.588087  0.587810 0.587785
0.6 -0.588905 -0.588630  -0.588077  -0.587801 -0.587785
0.8 -0.952949 -0.952479  -0.951540 -0.951070 -0.951057
1.0 0.000000 0.000000  0.000000  0.000000 0.000000

Ly x 10° 1392372 1.048597  0.359489  0.017828

L. < 10°  1.974356 1.487805  0.512105  0.032162
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Sekil 4.5 Problem 3’ iin y= 0.50, At = 0.0005, N = 120, v = 1 ve artan ¢ zamanlar1 i¢in Galerkin

yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziim ile karsilastirilmasi.
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Sekil 4.6 Problem 3’ iin Ar = 0.0005, N =120, t =1, v =1 ve farkl1 ¥ degerleri icin Galerkin

yontemi ile elde edilen sonucglarin mutlak hata grafikleri.
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4.3 Kiibik B-spline Kollokasyon Coziimleri

Bu kisimda, kiibik B-spline kollokasyon yontemi kullanilarak (4.1) ile verilen denk-
lemin sayisal ¢coziimleri elde edildi. Ilk olarak, (3.20) yaklasimlar1 (4.1) denkleminde

yerlerine yazilirsa, Z,, = U olmak lizere,

. . . 3 6 ~
Om—1+40m +Omi1 +Zmz (—8m—1+0Om+1) Vi3 (Om—1 =28+ 8pt1) = f(&,1) (4.12)

elde edilir. Burada §, 1 degiskenine gore Y mertebeden kesirli tiirevi gostermektedir. $imdi

_ (A)T(2 =) _
o= ) ) r=1/v

ve Uy’nin x,, noktasindaki noktasal degerinden
Zm - 6mfl + 48m + 6erl

olarak alinir ve (4.12) denkleminde R yerine (3.14) ile verilen L1 formiilii ve & yerine
(3.15) ile verilen Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi yazilirsa

(1600 3rhaZ,) &7 + (4+120) 87" + (1~ 60w+ 3rhoZ,,) &, L

= (nl + 60+ 3rhaZ,) 8, + (4 —12a) 8, + (1 4 60t — 3rhaz,) 8],
= Y b (8,5 =8 ) + 48 8 (84T 8]
k=1
+2rh?af (E,t,)
seklinde (N + 3)-bilinmeyenli (N + 1)-denklemden olusan cebirsel denklem sistemi elde

(4.13)

edilir. (3.20) ifadelerindeki U,, ve U, yaklasimlariin simrlardaki degerlerinin kul-
lanilmasi ile 8_; ve Oy parametreleri sistemden yok edilir. Boylece (N + 1) x (N + 1)-

boyutlu karesel cebirsel sistemi elde edilir.

8° baslangic parametreleri Bolim 3° de kiibik B-spline kollokasyon yonteminde
oldugu gibi hesaplandiktan sonra (4.13) denkleminde kullanilarak istenilen ¢ zamanina
kadar iterasyon yardimiyla elde edilen & parametreleri bulunur. (3.20) ile verilen Uy

yaklasiminda bu degerler yerine yazilarak r zamandaki niimerik ¢oziimler elde edilir.

Sonuclarin iyilestirilmesinde (4.13) sisteminde bulunan lineer olmayan terimlere,

her bir zaman adiminda, Uy yaklagik ¢coziimleri iyilestirmek i¢in
1

8= 8+ 5

(8" —87,)
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seklinde tanimlanan iterasyon formiilii bir ka¢ kez uygulandi.
Niimerik Coziimler

Bu kisimda, kiibik B-spline kollokasyon sonlu eleman yontemi ile elde edilen
sonuglarin tam ¢oziimlere ne kadar iy1 yaklastigin1 gérmek icin yukarida verilen ii¢ model
probleme uygulandi. Niimerik sonuglar ve tam ¢6ziimiin karsilastirmalarini yapabilmek
icin tablolarda her bir deger icin hata normlar1 da sunuldu. Problem 1 i¢in elde edilen
niimerik ve tam ¢oziimler ile hata normlar1 Tablo 4.7 ve Tablo 4.8 de verildi. N
boliintii sayisindaki degisim ile sonuglardaki degisimin gozlenmesi i¢cin Az = 0.00025,
t =1,v=1,7=0.50 degerlerinde elde edilen niimerik ¢6ziimler Tablo 4.7’ de verildi.
Tablodan N boliintii sayisinin artan degerlerinde L, ve L., hata normlarinin azaldig1 agikca
goriilmektedir. Benzer sekilde Af zaman adiminin kiigiilen degerlerinde sonuclardaki
degisim, Y= 050, N =40, t =1, v=1icin Tablo 4.8’ de sunuldu. Ar zaman
adimlan kiiciildiikce hesaplanan L, ve L., hata normlarinin azaldig: goriildii. Sekil 4.7
de yontemin uygulanmasiyla elde edilen niimerik ¢oziimlerin farkli y ve Ar = 0.00025,
N =280, 1 =1, v=1degerlerindeki sonuclariyla tam ¢oziimlerin farkinin mutlak degerleri
grafiksel olarak verildi. Grafikler incelendiginde, g6zoniine alinan Yy degerlerinde x =
0.6375 noktas1 civarinda en biiyiik hata meydana geldigi acik¢a goriilmektedir. Ayrica
sol sinir civarindaki hata dagilimlar1 sag sinir civarindaki hata dagilimlarina gore daha

diistiktiir.

Tablo 4.7 Problem 1’ in y= 0.50, Ar = 0.00025, t =1, v =1 ve farkli N degerleri icin kol-

lokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢éziimlerin tam ¢6ziim ile kargilagtirilmasi.
X N=10 N =20 N =40 N =280 Tam Coziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.2 1.220189 1.221128 1.221024 1.221422 1.221403
0.4 1.490465 1.491545 1.491666 1.491876 1.491825
0.6 1.820413 1.821777 1.822139 1.822188 1.822119
0.8 2223091 2.225022 2.225695 2.225591 2.225541
1.0 2718282 2.718282 2.718282 2.718282 2.718282
Ly x 10> 1.764966 0.405690 0.067743 0.045754
L. x10° 3.101238 0.812842 0.209495 0.069208
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Tablo 4.8 Problem 1’ in y=0.50, N =40, t =1, v =1 ve farkli A zaman adimlar1 i¢in

kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢ézlimlerin tam ¢6ziim ile karsilagtiriimasi.

X At =0.002 Ar=0.001 Ar=0.0005 Ar=0.00025 Tam Coziim
0.0 1.000000  1.000000  1.000000 1.000000 1.000000
0.2 1.221644  1.221484  1.221403 1.221024 1.221403
0.4 1.492319  1.492027  1.491882 1.491666 1.491825
0.6 1.822757  1.822384  1.822198 1.822139 1.822119
0.8 2226037 2225716  2.225557 2.225695 2.225541
1.0 2718282  2.718282  2.718282 2.718282 2.718282

Ly x10° 0434586  0.176195  0.068869 0.067743

L. x10® 0.642003  0.265419  0.211883 0.209495
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Sekil 4.7 Problem 1’ in Ar = 0.00025, N =80, t =1, v = 1 ve farkl1 y degerleri i¢in kollokasyon

yontemi ile elde edilen sonug¢larin mutlak hata grafikleri.
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Problem 2 i¢in hesaplanan niimerik ¢éziimler ve hata normlar1 Tablo 4.9 ve Tablo
4.10’ da verildi. Tablo 4.9’ da, Ar = 0.00025,¢t =1,v =1, y=0.50 ve farkli N boliintii
sayilar icin Tablo 4.10° daise N =80, =1,v =1, y=0.50 ve farkli Ar zaman adimlar1
icin elde edilen sayisal sonuclar ile birlikte L, ve L., hata normlari verildi. Tablolardan
hem boliintii sayis1 arttiginda hem de zaman adimu kiigiildiigiinde sayisal ¢oziimlerin tam
¢Ozlime ¢ok 1yi yaklastig1 ve L; ile L. hata normlarinin da azaldig1 goriilmektedir. Kiibik
B-spline kollokasyon yontemi ile Az = 0.00025, N =80, =1, v =1 ve farkl1 y degerleri
icin hesaplanan ¢oziimlerin mutlak hatalar1 Sekil 4.8 de verildi. Secilen y degerlerinde

sol ve sag sinir civarlarinda hata dagilimlarinin biiyiik oldugu grafiklerden goriilmektedir.

Tablo 4.9 Problem 2’ nin Y= 0.50, Ar = 0.00025, t =1, v =1 ve farkli N degerleri i¢in

kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziim ile kargilagtiriimasi.

X N=10 N =20 N =40 N =380 Tam Coziim
0.0 1.000000  1.000000  1.000000 1.000000  1.000000
0.2 0.806601 0.808433 0.808897 0.809013  0.809017
0.4 0.307848 0.308735 0.308959 0.309015  0.309017
0.6 -0.307848 -0.308735 -0.308959 -0.309015 -0.309017
0.8 -0.806601 -0.808433 -0.808897 -0.809013 -0.809017
1.0 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000

Ly x 10° 1.787278 0.440305 0.092735 0.006221
L. x10° 2415580 0.583583 0.120495 0.016164

Tablo 4.10 Problem 2’ nin y=0.50, N =80, ¢t =1, v =1 ve farkli At zaman adimlari i¢in

kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢ézlimlerin tam ¢6ziim ile karsilagtirilmasi.

x At =0.002 Ar=0.001 Ar=0.0005 Ar=0.00025 Tam Coziim

0.0 1.000000  1.000000  1.000000 1.000000 1.000000
0.2 0.809257  0.809117  0.809047 0.809013 0.809017
0.4 0.309134  0.309066  0.309032 0.309015 0.309017
0.6 -0.309134  -0.309066  -0.309032 -0.309015 -0.309017
0.8 -0.809257  -0.809117  -0.809048 -0.809013 -0.809017
1.0 -1.000000  -1.000000  -1.000000 -1.000000 -1.000000

Ly x10° 0.171076  0.070874  0.021092 0.006221

L.x10° 0.239785  0.100354  0.030679 0.016164
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Sekil 4.8 Problem 2’ nin Ar =0.00025, N =80, ¢ =1, v =1 ve farkl1 y degerleri i¢in kollokasyon

yontemi ile elde edilen sonug¢larin mutlak hata grafikleri.

Problem 3 i¢in boliintii sayisinin arttirllmasi ve At zaman adiminin kiigiiltiilmesi
durumunda sunulan yontemle elde edilen sonuglarin de8isimi hata normlar ile birlikte
sirastyla Tablo 4.11 ve Tablo 4.12° de gosterildi. Tablo 4.11° de y=0.50, Ar = 0.00025,
t =1, v =1 ve farkli N degerleri icin niimerik ¢oziimler gosterilirken, Tablo 4.12° de
ise N=120,t=1,v=1,y=0.50 ve farkli Ar zaman adimlar1 i¢in elde edilen sonug¢lar
verildi. Tablolardan her iki durumda da sonuglarin iyilestigi ve hata normlarini olduk¢a
azaldig1 agik olarak goriilmektedir. Sekil 4.9’ da Az =0.0005, N =120,t=1,v=1ve
farkli y degerlerinde kiibik B-spline kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik sonuglar
ile tam ¢6zilimlerin mutlak hatalari verildi. Ele alinan ii¢ y degeri i¢cin maksimum hatanin
meydana geldigi noktalar x = 0.233333 ve x = 0.766667 noktalaridir. Sinirlar ve x = 0.5

noktasi civarlarindaki hata dagilimlar ise diisiik oldugu grafiklerden goriilmektedir.
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Tablo 4.11 Problem 3’ iin Y= 0.50, Ar = 0.00025, t = 1, v =1 ve farkli N degerleri i¢in

kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziim ile karsilastirilmasi.

X N =40 N =280 N=100 N=120 Tam Coziim
0.0 0.000000  0.000000  0.000000  0.000000 0.000000
0.2 0.949458  0.950830  0.950995 0.951084 0.951057
0.4 0.586693  0.587619  0.587730 0.587790  0.587785
0.6 -0.586693 -0.587619 -0.587730 -0.587790 -0.587785
0.8 -0.949458 -0.950830 -0.950995 -0.951084 -0.951057
1.0 0.000000  0.000000  0.000000  0.000000 0.000000

Ly x 10° 1224329 0.177703 0.052299 0.017867
L. x10° 1730469 0.253053 0.076541  0.028290

Tablo 4.12 Problem 3’ iin Y= 0.50, N =120, t = 1, v = 1 ve farkli At zaman adimlar1 icin

kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢éztimlerin tam ¢6ziim ile karsilagtirilmasi.

x At =0.002 Ar=0.001 Ar=0.0005 Ar=0.00025 Tam Coziim

0.0 0.000000  0.000000  0.000000 0.000000 0.000000
0.2 0.952704 0951778  0.951316 0.951084 0.951057
0.4 0.588789  0.588218  0.587933 0.587790 0.587785
0.6 -0.588789  -0.588218  -0.587933 -0.587790 -0.587785
0.8 -0.952704  -0.951778 -0.951316 -0.951084 -0.951057
1.0 0.000000  0.000000  0.000000 0.000000 0.000000

Ly x10° 1220123  0.532436  0.188710 0.017867

L.x10° 1725765  0.753171  0.267546 0.028290
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Sekil 4.9 Problem 3’ iin Ar = 0.0005, N =120, r =1, v = 1 ve farkli y degerleri i¢in kollokasyon

yontemi ile elde edilen sonug¢larin mutlak hata grafikleri.

Problem 1’ in kuadratik B-spline Galerkin ve kiibik B-spline kollokasyon
yontemleri ile hesaplanan niimerik coziimlerin L, ve L. hata normlar1 farkli vy
degerlerinde Tablo 4.13° de Ar = 0.00025, N =40, v =1 ve artan ¢ zamanlar1 i¢in
verildi. Kiiciik # zamanlarinda kuadratik B-spline Galerkin yonteminin, biiyiik # zaman-
lar1 i¢in ise kiibik B-spline kollokasyon yonteminin daha iyi sonuclar verdigi tablolardaki

hata normlarindan goriilmektedir.
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Tablo 4.13 Problem 1’ in Ar = 0.00025, N = 40, v = 1, farkl y degerleri ve artan ¢ zaman-
lar1 i¢in Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen niimerik ¢6ziimlerin tam ¢6ziim ile

karsilagtirilmasi.

Galerkin Kollokasyon

Vool "TIx10° Lo x 105 I x10°  Le x 10°
0.25 0.2 0.005040 0.006900 0.015139 0.018232
0.4 0.002364 0.003486 0.038859 0.053963

0.6 0.019555 0.027506 0.062402 0.108462

0.8 0.071781 0.100726 0.079892 0.177720

1.0 0.165443 0.232645 0.090053 0.258623

0.50 0.2 0.003715 0.005077 0.015576 0.019379
0.4 0.001126 0.001714 0.037877 0.054413

0.6 0.020305 0.028598 0.056625 0.099541

0.8 0.070763 0.098855 0.066282 0.152216

1.0 0.161833 0.227352 0.067743  0.209495

0.75 0.2 0.000584 0.000805 0.010369 0.016376
0.4 0.004027 0.005798 0.026425 0.040124

0.6 0.023481 0.032761 0.036119 0.067130

0.8 0.071532 0.099764 0.035624 0.095921

1.0 0.159924 0.224523 0.035448 0.124569

Problem 2’ nin g6zoniine alinan yontemler ile elde edilen niimerik ¢oziimleri i¢in
hesaplanan L; ve L. hata normlar1 Y= 0.25,0.50,0.75 degerlerinde Ar = 0.00025, N =
40, v =1 ve artan ¢ zamanlar1 i¢in Tablo 4.14’ de verildi. Kuadratik B-spline Galerkin
yonteminde elde edilen sonuglarin kiibik B-spline kollokasyon yonteminde hesaplanan

sonuclardan daha iyi oldugu verilen tablolardan goriilmektedir.
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Tablo 4.14 Problem 2’ nin At = 0.00025, N = 80, v = 1, farkli y degerleri ve artan ¢t zaman-
lar1 i¢in Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen niimerik ¢ézlimlerin tam ¢6ziim ile

karsilagtirilmas.

Galerkin Kollokasyon

Vool "TIx10° Lo x 105 I x10°  Le x 10°
0.25 0.2 0.005389 0.007613 0.005765 0.008179
0.4 0.007132 0.010148 0.008683 0.012513

0.6 0.005969 0.008806 0.008353 0.012186

0.8 0.003508 0.005590 0.005262 0.013245

1.0 0.002733 0.005257 0.009121 0.020782

0.50 0.2 0.005100 0.007201 0.005555 0.007908
0.4 0.006697 0.009683 0.008639 0.012456

0.6 0.005342 0.008221 0.008717 0.012703

0.8 0.002778 0.004989 0.005621 0.010873

1.0 0.001982 0.004192 0.006221 0.016164

0.75 0.2 0.004940 0.006994 0.005807 0.008242
0.4 0.006369 0.009243 0.009460 0.013509

0.6 0.004903 0.007599 0.010316 0.014854

0.8 0.002237 0.004264 0.007746 0.011287

1.0 0.001520 0.003443 0.002297 0.008187

Problem 3 i¢in her iki yontem ile elde edilen denklem sistemlerinin ¢oziilmesiyle,
Y= 0.25,0.50,0.75 degerlerinde At = 0.00025, N = 40, v = 1 ve artan ¢ zamanlar1 i¢in
hesaplanan sayisal ¢oziimlerin L, ve L. hata normlart Tablo 4.15° de verildi. Segilen
parametreler icin kuadratik B-spline Galerkin yonteminin kiibik B-spline kollokasyon

yontemine gore daha diisiik L, ve L., hata normlarima sahip oldugu goriilmektedir.
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Tablo 4.15 Problem 3’ iin At = 0.0005, N = 120, v = 1, farkli y degerleri ve artan ¢ zaman-
lar1 i¢in Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen niimerik ¢6ziimlerin tam ¢6ziim ile

karsilagtirilmasi.

Galerkin Kollokasyon

Vool "TIx10° Lo x 105 I x10°  Le x 10°
0.25 0.2 0.054810 0.077650 0.061729 0.087298
0.4 0.084202 0.119700 0.111794 0.158101

0.6 0.087729 0.125709 0.149541 0.211491

0.8 0.064940 0.094647 0.174920 0.247472

1.0 0.017780 0.034072 0.188066 0.266644

0.50 0.2 0.053376 0.075644 0.060536 0.085611
0.4 0.082933 0.117859 0.110951 0.156909

0.6 0.086668 0.123860 0.149202 0.211012

0.8 0.064213 0.093084 0.175084 0.247700

1.0 0.017828 0.032162 0.188710 0.267546

0.75 0.2 0.052198 0.073953 0.059712  0.084446
0.4 0.082255 0.116871 0.110987 0.156960

0.6 0.086537 0.123725 0.150010 0.212154

0.8 0.064813 0.093932 0.176548  0.249759

1.0 0.018641 0.033291 0.190698 0.270340
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5. KESIiRLI MERTEBEDEN TELEGRAF DENKLEMININ NUMERIK
COZUMLERI

Bu béliimde, 1 <y < 2 olmak iizere

U arlu o*U
o + 51 at,y_] +52U_S3W :fl(x7t)7 lZO

ve
ol o
oY ol ox  ox?

kesirli mertebeden iki farkl tipteki telegraf denklemleri

= fr(x,1), t>0

Ua,t)=hi(t), U(b,t)=hy(t), t>0

sinir sartlar ve

U(x,0)=g1(x), U(x,0)=g2(x), a<x<b

S.D

(5.2)

(5.3)

5.4)

baglangic sartlari ile gozoniine alindi [53, 54]. Burada fi(x,2),g;(x) ve h;(t) (i = 1,2)

onceden tanimli fonksiyonlardir. Hosseini vd. [53] radyal baz fonksiyonlarini kullanarak

(5.1) denkleminin, Wei vd. [54] ise lokal siireksiz Galerkin yontemini kullanarak (5.2)

denkleminin niimerik ¢oziimlerini vermiglerdir.

Farkli tipteki kesirli mertebeden telegraf denklemlerinin ¢oziimleri analitik ve

niimerik olarak bir¢ok arastirmaci tarafindan ele alinmistir. Ornegin; Orsingher ve Beghin

[55] Fourier doniisiimii yardimiyla, Momani [56] ise Adomian ayrisim yontemini kulla-

narak
9%y 9%U o*U
A= =2

e T Ge =g 0sesl

seklindeki kesirli mertebeden telegraf denkleminin ¢oziimlerini elde etmiglerdir. Ayrica,

Momani [56] Adomian ayrisim yontemini kullanarak

U 09U  oU

e ~hoE T el Tcas2

tipindeki kesirli mertebeden telegraf denkleminin analitik ve yaklasik c¢oziimlerini

bulmustur. Chen vd. [57] degiskenlere ayirma yontemini, Huang [58] Fourier-Laplace
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doniigiimlerini ve ters doniislimlerini, Jiang ve Lin [59] c¢ekirdek alan cogaltilmasi

yontemini kullanarak

U W U
570 +aat°‘ :kax2 + f(x,1), l<a<2

denkleminin analitik ¢oziimlerini elde etmislerdir.

U U U
ax—(x:ﬁ—f—ag—f—bU—f-f(X,l)? O<(XS1

denklemi icin ise Sevimlican [60] varyasyonel iterasyon yontemini kullanarak yaklasik
cOziimler elde etmistir. Garg vd. [61]

00U  ofu oy

- < < <
o~ b Tagep TOUA D), 1<20s2,1<pBs2,0<rps]

denklemine genellestirilmis diferansiyel doniisiim yontemini uygulayarak denklemin

analitik ¢coziimlerini elde etmislerdir.

U U WU
52 :aatm +b8t°‘ +cU, 0D<a<l1

tipindeki denklem ise Ansari [62] tarafindan kesirli iistel operator kullanilarak analitik

olarak ¢oziilmiistiir.

Bu boliimde iki farkl tipteki kesirli mertebeden telegraf denklemi, farkli baslangi¢
ve smir sartlar ile birlikte kuadratik B-spline Galerkin ve kiibik B-spline kollokasyon
yontemleri kullanilarak niimerik olarak ¢oziildii. Elde edilen niimerik ¢oziimlerin analitik
coziimlere ne kadar iyi yaklastigin1 gérmek i¢in iic model problem i¢in de (3.23) ve (3.24)

ile verilen L, ve L., hata normlar1 hesaplandi.

5.1 Model Problemler

Problem 1: Bu problemde, (5.1) ile verilen kesirli mertebeden telegraf denklemi s; = 1,
sp=1,s3 =7 ve
6137 614V

sin®x+ —sin

[(4—vy) (5—v)
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x 412 sin® x — 2713 (cos? x — sin”x)

fl(x,t) =



olmak tizere

U0,0)=0, U(l,r)=~sin*(1), >0
sinir sartlar1 ve

Ux,00=0, U(x,00=0, 0<x<1
baslangic sartlar1 ile gbz oniine alindi. Bu problemin tam ¢6ziimii
Ul(x,t) = t3sin’x
dir [53].

Problem 2: ikinci problem olarak, (5.2) kesirli mertebeden telegraf denklemi A = 0 ve
6137 61+
sin(27mx) +
= " sy

sin(2mx) 4 472 sin(27x)

falx,1) =

olmak iizere
U,1)=0, U(l,r)=0, t>0
sinir sartlar ve
Ux,00=0, U(x,00=0, 0<x<1
baslangic sartlar1 ile gbz Oniine alindi. Bu problemin tam ¢6ziimii
U(x,t) = t3 sin(2mx)

dir [54].
Problem 3: Son olarak, (5.2) kesirli mertebeden telegraf denklemi A = 0.1 ve

637 61+
cosx +

[(4—v) [(5—v)

cosx+ 1 (cosx — 0.1 sinx)

f2<x7t) =

olmak tlizere

sinir sartlar ve

U(x,00=0, U;(x,00=0, 0<x<2m
baslangic sartlar1 ile gbz Oniine alindi. Bu problemin tam ¢6ziimii
U(x,t) =13 cosx
dir [54].
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5.2 Kuadratik B-spline Galerkin Coziimleri

Bu kisimda, (5.1) ve (5.2) ile verilen kesirli mertebeden telegraf denklemleri
kuadratik B-spline Galerkin yontemi ile niimerik olarak ¢o6ziildii. Yontemin uygulan-
masinda ilk olarak, (5.1) denklemi W agirlik fonksiyonu ile carpilip bdlge iizerinden in-

tegral alinirsa

| 1
aYU aY—lU QU
/W |: 357 atY_l +S2U—S3—ax2 :| dx = /Wfl (x,t)dx (55)
0 0

agirlikli integral formu elde edilir. (5.5) ile verilen agirlikli integral formunda, bir kez

kismi integrasyon uygulanirsa (5.1) denkleminin tek bir [x;,,x,,+1] sonlu elemant iizerinde

zayif formu
o oy oW U U ]
( aY+S1WaY T + WU + 53— o o >dx—S3W— /Wflxt
Xm Xm

olarak elde edilir. Agirlik fonksiyonlar1 yerine Bolim 3’ de (3.7) ile verilen kuadratik

B-spline fonksiyonlar alinir ve (3.8) yaklagimi (5.6) zayif formunda yerine yazilirsa

m+1 m+1 m+1
/Qszdi 83—{—s| /QszdE.. 86+s2 Z Qind&)Sj
j=m—1 j=m—1

1
j=m— 0

m—+1 h m+1
4 Y ([ ogas-s Y (©

j=m—1

h
/ f1E,0)dE, i=m—1,mm+1
0

(5.7)
elde edilir. Burada & ve §, sirasiyla y ve y— 1 mertebeden ¢ zaman degiskenine gore kesirli

tiirevlerdir. (5.7) denklemi

h h h
A¢ = / 00/, Bj= / QiOidE,  Ch= 0y, Df= / Qifi (& 1)
0 0 0

olmak tizere

ASE + 51A%S¢ + 57AS + 53B°8¢ — §3C¢8¢ = D° (5.8)
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olarak matris formunda yazilabilir. Burada & = (8,,_1,8,,8,.1) dir. Integraller,
kuadratik B-spline fonksiyonlar kullanilarak hesaplandiginda, i, j,k =m —1,m,m—+ 1 i¢in

Af J,Be ve Ce eleman matrisleri

h
Af]:/QindQZ% 13 54 13 |,
0 1 13 6
h ) [ 2 -1 —1
By= [Qode= 1| -1 2 -1,
/ -1 -1 2
L2 1 -1 0
/
C=00fi=2|1 2 1
0 11

seklinde bulunur. Ayrica Df eleman matrisi

h f()h melfl (é?t)d&
Dt = [0fiendi=| [l ouiE i
0 Jo Qi1 i (E,1)dE

olarak hesaplanir. Eleman matrislerinin birlestirilmesiyle olusan A, B, C ve D matrisleri
(5.8) denkleminde yerlerine yazilirsa, 8 = (8_1, 8o, . ..,0y_1,0y) olmak iizere, matris for-
mundaki

AS + 51A8 + 50A8 + 53B8 — 53C8 = D (5.9)

denklemi elde edilir. A, B ve C matrislerinin genellestirilmis satirlar

h 2
A:--(1,26,66,26,1), B:-—(—1,-2,6,—2,—1 :(0,0,0,0,0
30(7 Y Y 7)7 Bh( Y 0 Y )7 C(?J??)

olarak bulunur. (5.9) denkleminde o yerine (3.15) ile verilen Crank-Nicolson sonlu fark

yaklagimu, § yerine

718 (Ar)!
T a T T(3-

Y)i (k4 )7V =R2 [kt (5.0

L1 formiilii ve & yerine de

B dYS At -
Cdr

i (k+ )72 [k 2yl k2] s
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L2 formiilii yazilirsa

A S1A
[(Armz —y TGy

1
+ B (s2A+ 3B — s;;C)} 5!

R | T W e | [ AL U
N <Ar>vr<3—v> (AFIT(3—y) 22079075 (A)T(3—7)
(A;vr‘3-— P Y [k 12—k ) (3t -2k (5.12)
k=1
s1A ! Y2 n—k  sn—k—1
-~ &G ;Hk+1 Yo [k —g k4D
elde edilir.

Benzer olarak (5.2) denklemi ile verilen ikinci tipteki telegraf denkleminin agirlikli

integral formu olusturulup kuadratik B-spline fonksiyonlar1 kullanilarak

h h
/Qledéa l] /QlQ;daucg:/Q;Q;d§7D = Ql 07 l /Qf2 g t
0 0

olmak iizere, birim eleman matris formunda
ACS 4 ASE + MBS + C8¢ — D¢ = E€ (5.13)

olarak yazilabilir. Burada 8¢ = (8,,—1, 8, 0pm+1) dir. i, j,k=m—1,m,m+ 1 i¢in Af; By,

ij ve ij eleman matrisleri

h 6 13 1
45— [ 00, = 3 135413 ),
h -3 21
By= [0Qde—g| -8 0 8.
) 1 -2 3
h » [ 2 —1 —1
G- [ogae= [ -1 2 1|,
0 -1 -1
L2 1 -1 0
S



dir. Ayrica Ef eleman matrisi

no Jo On-1F2(&:1)dE
E¢ = / 0B ENdE= | [T Ouf(E1)dE
0 i Qi1 fo(8,1)dE

seklinde hesaplanir. Eleman matrislerinin birlestirilmesiyle elde edilen A,B, C, D ve E

matrisleri (5.13) denkleminde yerlerine yazilirsa, d = (8_1, 9o, ...,0y_1,0y) olmak iizere,
AS+AS+ABS+CS—DS=E (5.14)

matris formundaki denklemi elde edilir. A, B, C ve D matrislerinin genellestirilmis

satirlari
h 1 2
A: %(1,26,66,26, 1),B: g(—l,—I0,0, 10,1),C: ﬁ(—l,—2,6,—2,—1),D: (0,0,0,0,0)

seklinde yazilabilir. (5.14) denkleminde d yerine (3.15) ile verilen Crank-Nicolson sonlu
fark yaklagima, 5 yerine (5.10) ile verilen L1 formiilii ve o yerine de (5.11) ile verilen L2

formiilii yazilirsa

A A 1 i
[(At)vr(a 5 Ty T2 +C_D>} 3!
2A A 1 i A .
_ [(m)vm 5 Gy E(xB+C—D)] ¥ ey
- (N)YFAT_Y) é [(k-+ 1277 g2 77] 3t o3ty k2] (5.15)

[(k—i— 1)277_k27'y} |:8nfk o Snfkfl] +E
elde edilir.
(5.12) ve (5.15) sistemlerinde n = 0 veya k = n i¢in 8! bilinmeyen degerleri or-

taya ¢ikmaktadir. Problemlerde verilen U, (x,0) = g»(x) ikinci baslangi¢ kosulunda tiirev

ifadesi yerine merkezi fark yaklasimi kullanilarak

ol — 51
o 820
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yazilabilir. Boylece 8! = 8' — 2Arg,(x) olarak almabilir. (5.12) ve (5.15) sistemleri
(N +2) x (N +2) tipinde olup sinir sartlarinin kullanilmasiyla 8_; ve 8y parametreleri bu

sistemlerden yok edilirse N x N tipinde cebirsel sistemler elde edilir.

Iterasyona baslamada &° baslangi¢ parametreleri dnceki boliimlerde kuadratik B-
spline Galerkin yontemlerinde oldugu gibi hesaplandiktan sonra (5.12) ve (5.15) sistem-
lerinde kullanilarak istenilen ¢ zamanina kadar iterasyon yardimiyla elde edilen & para-
metreleri bulunur. (3.9) ile verilen Uy yaklagiminda bu degerler yerine yazilarak ¢ zaman-

daki niimerik ¢oziimler elde edilir.
Niimerik Coziimler

Bu kisimda, ele alinan problemlerin niimerik ¢6ziimleri kuadratik B-spline Galerkin
yontemi ile hesaplandi. Hesaplanan niimerik ¢coziimler ile L, ve L. hata normlar1 Prob-
lem 1 icin Tablo 5.1 ve Tablo 5.2° de verildi. Tablo 5.1° de, Ar = 0.001, r =1,
vy = 1.50 i¢in farkli N degerlerinde hesaplanan sonuglardan N bdliintii sayis: arttikea,
Tablo 5.2° deise N =30, ¢t =1, y=1.50 ve farkli At zaman adimlar1 i¢cin A¢ zaman adimi1
azaldikc¢a L, ve L. hata normlarininda azaldig1 goriilmektedir. Sekil 5.1° de Ar = 0.001,
N =30, t = 1 ve farkl y degerlerinde Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik sonuglar
icin mutlak hata grafikleri verildi. Kuadratik B-spline Galerkin yontemi ile elde edilen
niimerik ¢oziimlerin mutlak hata grafigi ile radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla elde
edilen niimerik ¢oziimlerin Ref. [53]” de verilen mutlak hata grafigi karsilastirildiginda,
Galerkin yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin daha iyi oldugu goriilmektedir. Ayrica
gozoniine alinan 7y degerlerinde en biiyiik hata x = 0.8 noktas1 civarinda oldugu grafik-
lerden goriilmektedir. N = 40, Ar = 0.00025, v =1, y = 1.5 ve farkli ¢ degerleri i¢in
problemin tam ve niimerik ¢oziimleri grafiksel olarak Sekil 5.2° de gosterildi. Sekilden,
Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimler ile tam ¢éziimler ayirt edilemeyecek

kadar uyum icerisinde oldugu goriilmektedir.
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Tablo 5.1 Problem 1’ iny=1.50, Ar = 0.001, t = 1 ve farkli N degerleri i¢in Galerkin yontemi

ile elde edilen niimerik ¢ozlimlerin tam ¢odziim ile karsilagtirilmasi.

X N=5 N=10 N =15 N =20 N=25 N =30 Tam Coziim

0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.2 0.041720 0.040264 0.039766 0.039587 0.039503 0.039458 0.039470
0.4 0.156498 0.152743 0.152054 0.151815 0.151706 0.151646 0.151647
0.6 0.323209 0.319810 0.319190 0.318984 0.318891 0.318842 0.318821
0.8 0.519529 0.515261 0.514853 0.514718 0.514662 0.514634 0.514600
1.0 0.708073 0.708073 0.708073 0.708073 0.708073 0.708073 0.708073

L, x 10° 3.798931 0.822230 0.304328 0.130208 0.053079 0.020029
L. x10° 4929548 1.096321 0.408051 0.171718 0.070520 0.033970

Tablo 5.2 Problem 1’ in y=1.50, N = 30, t = 1 ve farkli A zaman adimlar1 icin Galerkin

yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziim ile karsilagtirilmasi.
X Ar=0.1 Atr=0.05 Ar=0.01 Ar=0.005 Ar=0.001 Tam C6ziim

0.0 0.000000  0.000000 0.000000 0.000000  0.000000  0.000000
0.2 0.028322  0.033896 0.038426 0.038998  0.039458  0.039470
0.4 0.139094  0.145346  0.150470 0.151121 0.151646  0.151647
0.6 0.311016  0.314865 0.318088 0.318505  0.318842  0.318821
0.8 0.512849 0.513668 0.514437 0.514544  0.514634  0.514600
1.0 0.708073  0.708073 0.708073 0.708073  0.708073  0.708073

Ly x 10° 8.338473 4.188691 0.781645 0.347984  0.020029

Lo x 10° 12975162 6.501840 1.215807 0.545445  0.033970
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Sekil 5.1 Problem 1’ in At = 0.001, N = 30, r = 1 ve farkli y degerleri icin Galerkin yontemi ile

elde edilen sonuglarin mutlak hata grafikleri.
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Sekil 5.2 Problem 1’ in y= 1.5, A =0.001, N = 30 ve artan ¢ zamanlar1 icin Galerkin yontemi ile

elde edilen niimerik ¢6ziimlerin tam ¢6ziim ile kargilastirilmasi.

Problem 2 icin elde edilen sonuglar Tablo 5.3 ve Tablo 5.4’ de sunuldu. Tablo
5.3’ de At = 0.0005, t = 1, v = 1.50 degerlerinin sabit tutularak N boliintii sayisinin
degistirilmesiyle elde edilen niimerik ¢oziimler ile tam ¢oziim verildi. Tablodan, N
sayisinin arttirilmasiyla elde edilen sonuglarin tam ¢oziime daha yakin oldugu hesaplanan
L, ve L. hata normlarinindaki azalmadan agikc¢a goriilmektedir. Ayrica Tablo 5.4’ de
N =100, t =1, y=1.50 degerlerinin sabit tutulup At zaman adimlarinin azaltilmasiyla da
L, ve L., hata normlarinda azaldig1 goriildii. At =0.0005, N =100, =1, v =1 ve farkli y
degerlerinde Galerkin yontemi ile hesaplanan niimerik sonug¢lar ile tam ¢oziimlerin mut-
lak hatalar1 ~ Sekil 5.3’ de grafiksel olarak verildi. Gozoniine alinan y degerlerinde
x = 0.25 ve x = 0.75 noktalar1 civarinda hata dagilimlarinin biiyiik oldugu grafiklerden
goriilmektedir. Ayrica siirlar ve x = 0.5 noktasi civarlarinda mutlak hatalarin diistik
oldugu grafiklerden goriilmektedir. Sekil 5.4° de ise N = 100, Ar = 0.0005, y= 1.5 ve
artan ¢ degerleri icin gozoniine alinan yontemle hesaplanan problemin niimerik ¢oziimleri
ve tam coziimleri grafiksel olarak gosterildi. Kuadratik B-spline Galerkin yontemi ile
elde edilen niimerik ¢oziimler ile tam ¢oziimler ayirt edilemeyecek kadar uyum igerisinde

oldugu grafikten goriilmektedir.
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Tablo 5.3 Problem 2’ nin y= 1.50, At = 0.0005, r = 1 ve farkli N degerleri icin Galerkin

yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziim ile kargilastirilmasi.

X N =20 N =40 N =060 N =380 N =100  Tam Co6ziim
0.0 0.000000  0.000000  0.000000  0.000000  0.000000  0.000000
0.2 0.934891  0.947667 0.949956 0.950746 0.951108  0.951057
0.4 0.578182  0.585743  0.587121 0.587600  0.587821  0.587785
0.6 -0.578182  -0.585743 -0.587121 -0.587600 -0.587821 -0.587785
0.8 -0.934891  -0.947667 -0.949956 -0.950746 -0.951108 -0.951057
1.0 0.000000  0.000000  0.000000  0.000000  0.000000  0.000000

Ly x 10° 12.085033 2.525247 0.819583 0.231901  0.038947

L. x10% 16.707587 3.523310 1.144868 0.321781  0.057156

Tablo 5.4 Problem 2’ nin Y= 1.50, N = 100, ¢ = 1 ve farkli At zaman adimlari i¢cin Galerkin

yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziim ile karsilagtirilmasi.
X Ar=0.005 Ar=0.0025 Ar=0.001 Ar=0.0005 Tam Coziim

0.0 0.000000  0.000000 0.000000  0.000000 0.000000
0.2 0.957316  0.953865 0.951797  0.951108 0.951057
0.4 0.591658  0.589524 0.588246  0.587821 0.587785
0.6 -0.591658  -0.589524 -0.588246  -0.587821 -0.587785
0.8 -0.957316  -0.953865 -0.951797  -0.951108 -0.951057
1.0 0.000000  0.000000 0.000000  0.000000 0.000000

Ly x 10°  4.65406 2.088014 0.550343  0.038947

L. x10°  6.584694  2.955737 0.781081 0.057156
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Sekil 5.3 Problem 2’ nin Ar = 0.0005, N = 100, r = 1 ve farkl1 y degerleri i¢in Galerkin yontemi

ile elde edilen sonuglarin mutlak hata grafikleri.
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Sekil 5.4 Problem 2’ nin Y= 1.5, Ar = 0.0005, N = 100 ve artan ¢ zamanlar1 i¢in Galerkin yontemi

ile elde edilen niimerik ¢ozlimlerin tam ¢6ziim ile karsilastirilmasi.

Son olarak, kuadratik B-spline Galerkin yonteminin Problem 3’ e uygulanmasiyla
elde edilen niimerik ¢oziimler ile hesaplanan L, ve L. hata normlar1 Tablo 5.5 ve Tablo
5.6’ da verildi. Tablo 5.5’ de Ar =0.0002, r = 1, y = 1.50 sabit degerlerinde farkl
N boliintii sayilar i¢in hesaplanan hata normlarinda N degerinin arttirilmasiyla 6nemli
Olclide azalma goriildii. Tablo 5.6° da N =150, t = 1, y= 1.50 ve farkli At zaman
adimlart i¢in elde edilen hata normlarinin da Ar zaman adimi azaldikca, kiiciildiigii acikca
goriilmektedir. Problemin farkli y degerleri i¢in Ar = 0.0002, t = 1, N = 150 paramet-
relerinde hesaplanan sonuclarin mutlak hatalar1 grafiksel olarak Sekil 5.5’ de sunuldu. y=
1.20 ve y = 1.40 degerlerinde en biiylik mutlak hata x = 3.141593 noktasinda meydana
gelirken grafiklerde verilen diger Y degerlerinde en biiyiik hata sinirlar civarinda meydana
gelmektedir. Sekil 5.6 da problemin Galerkin yontemi ile N = 150, Ar = 0.0002, y=1.5
ve farkli t degerleri icin hesaplanan niimerik ¢oziimleri ve tam ¢oziimleri grafiksel olarak
gosterildi. Yontem ile elde edilen niimerik ¢6ziimler ile tam ¢oziimlerin ayirt edilemedigi

gorildii.
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Tablo 5.5 Problem 3’ iiny=1.50, Ar =0.0002, r =1 ve farkl1 N degerleri i¢in Galerkin yontemi

ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile karsilagtirilmasi.
N L,x10° L.x10°
40 5.769971 3.878308
50 3.594891 2.399985
80 1.210711 0.797248
100 0.656364 0.427206
120 0.354776 0.226167
150 0.109013 0.063129

Tablo 5.6 Problem 3’ iin Y= 1.50, N = 150, t = 1 ve farkli Ar zaman adimlar1 icin Galerkin

yontemi ile elde edilen niimerik ¢ézlimlerin tam ¢6ziim ile kargilagtirilmasi.

X At =0.005 Ar=0.002 Ar=0.001 Ar=0.0005 Ar=0.0002 Tam C6ziim

0.000000  1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1.005310 0.538393  0.536747  0.536209  0.535943 0.535785 0.535827
2.010619 -0.428229 -0.426667 -0.426156  -0.425904 -0.425754 -0.425779
3.015929 -0.997787  -0.994167 -0.992985 -0.992401 -0.992054 -0.992115
4.021239 -0.641059  -0.638738  -0.637980  -0.637606 -0.637384 -0.637424
5.026548 0.310615  0.309593  0.309259  0.309093 0.308995 0.309017
6.283185  1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000

L, x10° 8266163 2981214 1.255229  0.403046 0.109013
L.x10° 5716179  2.067697  0.876479  0.288036 0.063129
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Sekil 5.5 Problem 3’ iin Ar = 0.0002, N = 150, ¢t = 1 ve farkl1 y degerleri i¢in Galerkin yontemi

ile elde edilen sonuglarin mutlak hata grafikleri.
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Sekil 5.6 Problem 3’ iin'y= 1.5, At = 0.0002, N =300 ve artan t zamanlar1 i¢in Galerkin yontemi

ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile karsilagtirilmasi.

5.3 Kiibik B-spline Kollokasyon Coziimleri

Bu kisimda, (5.1) ve (5.2) ile verilen kesirli mertebeden telegraf denklemlerinin
coziimleri kiibik B-spline kollokasyon yontemi ile ¢oziildii.
Ik olarak (5.1) ile verilen denklemi gozoniine alalm. Bu denklemde (3.20)

yaklagimlari yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

Om—1 + 40+ Ot + 51 (81 + 40y + S1) ]
152 (Sm—l +48m+8m+1) _53]% (Sm—l _28m+8m+1) =h (?;,t)

elde edilir. (5.16) denkleminde & , & ve & yerlerine sirasiyla (3.15) ile verilen Crank-

(5.16)

Nicolson sonlu fark yaklasimi, (5.10) ile verilen L1 ve (5.11) ile verilen L2 formiilii

yazilirsa denklemin genellestirilmis satirt m = 0(1)N olmak iizere

(L4 5141 + 521200 — 65301) 8T + (4 + 451 At + dsrh0+ 12530) 85!
+ (1+ 5147 + 52720 — 6530) 82, = (2+ 5141 — soh?a+ 6s301) 8,
+ (8+4s1Ar —dsyh? o — 12s30) &, + (2+ 51Af — sph? 00+ 6530) B, |

_ f [(k+ 1)2*7_ sz'q [(821__161‘” — 28%—_13 + 8n—k—l) —{—4(63{k+1 _ zssz —|—8f,,lfk71)
k=1

m—1

(3 =28 8D — @ a8 8 ) + 20 )

—slAzkgl [(k+ 1)27Y — k2] (85— 8 7K) + 48 — gk (8 K — 8]
(5.17)
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olarak bulunur. Burada
(A)'T(3 —7)
2h?

dir.

Benzer olarak (5.2) denkleminde de (3.20) yaklasimlar: yerlerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

Om—1 440+ Oy 1+0m 1 +48, 4811 +32L (=81 +8my1)— h% (Bt — 28+ 8ps1) = fo(&.1)

(5.18)
bulunur. (5.18) denkleminde yine & , & ve O yerlerine sirasiyla (3.15) ile verilen Crank-
Nicolson sonlu fark yaklagimi, (5.10) ile verilen L1 ve (5.11) ile verilen L2 formiilii

yazilirsa denklemin genellestirilmis satirt m = 0(1)N olmak iizere

(14 A — 30t — 600) 85 + (4-+4Ar + 1200) 85 + (14 Ar + 3hhar — 601) 871

= (2+ A1 + 3o+ 60) 8y + (8 +4Ar — 1201) &) + (2 + Ar — 3Ahou+60) 8,

= ¥ (ke 12— 2] [ (St = 28 8 48 28 k)
k=1

m—1

(O 28+ 8| (B A+ 8 + 2 (6 )
A (ko D2 (SR 8 ) A 8 (S - )]
k=1
(5.19)

elde edilir. Burada
(Ar)'T(3—v)
2h?

dir.
(5.17) ve (5.19) sistemleri her ikisi de (N + 3) x (N + 1) tipindeki cebirsel denklem

sistemlerinden olugur. (3.20) denklemindeki U, ve U,/ yaklagimlarinin sinirdaki degerleri
kullanilarak 8_; ve 8y parametreleri sistemlerden yok edilirse (N + 1) x (N + 1) tipinde
cebirsel denklem sistemlerine ulagilir. (5.17) ve (5.19) sistemlerinde n = 0 veya k = n
icin 8! bilinmeyen degerleri ortaya ¢ikmaktadir. Problemlerde verilen U;(x,0) = g2(x)
ikinci baslangic kosulunda tiirev ifadesi yerine merkezi fark yaklagimi kullanilarak 8! =
8! —2Atg,(x) olarak alinabilir. Iterasyonlara baglamada 8° baglangi¢ parametreleri nceki

boliimlerde verilen kiibik B-spline kollokasyon yontemlerinde oldugu gibi hesaplandiktan
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sonra (5.17) ve (5.19) sistemlerinde kullanilarak istenilen # zamanina kadar iterasyon
yardimiyla elde edilen & parametreleri bulunur. (3.20) ile verilen Uy yaklagiminda bu

degerler yerine yazilarak t zamandaki niimerik ¢oziimler elde edilir.
Niimerik Coziimler

Bu kisimda, ele alinan model problemlerin kiibik B-spline kollokasyon yontemi
kullanilarak niimerik ¢oziimleri hesaplandi. Problem 1 i¢in hesaplanan niimerik ¢éziimler
ile birlikte L, ve L., hata normlar1 Tablo 5.7 ve Tablo 5.8 de verildi. Tablo 5.7’ de
Ar =0.001,7 =1, y= 1.50 degerlerinde farkli N boliintii sayilar1 i¢cin hesaplanan sonuglar
verildi. Tablodan secilen degerler i¢cin N béliintii sayisinin arttiritlmasiyla hata norm-
larinda azalma goriildii. N = 30,7 =1, y=1.50 degerlerinde farkli A zaman adimlari i¢in
elde edilen sonuglardan Ar zaman adimi azaldik¢a L, ve L., hata normlarinin da azaldigi

acikca Tablo 5.8’ de goriilmektedir.

Tablo 5.7 Problem 1’ in y= 1.50, Ar = 0.001, t =1 ve farkli N degerleri i¢in kollokasyon

yontemi ile elde edilen niimerik ¢éziimlerin tam ¢6ziim ile karsilagtirilmasi.

X N=5 N=10 N=15 N=20 N =25 N =30 Tam Coziim

0.0 0.000000  0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.2 0.039787 0.039625 0.039593 0.039582 0.039577 0.039574 0.039470
0.4 0.151265 0.151630 0.151695 0.151717 0.151728 0.151733 0.151647
0.6 0.316970 0.318397 0.318658 0.318749 0.318791 0.318814 0.318821
0.8 0.510822 0.513656 0.514175 0.514356 0.514440 0.514486 0.514600
1.0 0.708073 0.708073 0.708073 0.708073 0.708073 0.708073 0.708073

Ly x 10°  1.894523 0.554442 0.263317 0.159778 0.114398 0.092419
L. x10% 3.778103 1.205608 0.580308 0.340983 0.224789 0.159680
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Tablo 5.8 Problem 1’ iny=1.50, N =30, r =1 ve farkli A zaman adimlar i¢in kollokasyon

yontemi ile elde edilen niimerik ¢éziimlerin tam ¢6ziim ile karsilagtirilmasi.

X Ar=0.1 At=0.05 Ar=0.01 Ar=0.005 Ar=0.001 Tam Coziim
0.0 0.000000  0.000000 0.000000 0.000000  0.000000  0.000000
0.2 0.049593  0.044497 0.040468 0.039970  0.039574  0.039470
0.4 0.162152  0.156814 0.152645 0.152136  0.151733  0.151647
0.6 0.323943  0.321250 0.319234 0.318998  0.318814  0.318821
0.8 0.514051 0.514182 0.514407 0.514448  0.514486  0.514600
1.0 0.708073  0.708073  0.708073 0.708073  0.708073  0.708073

Ly x 10> 6.951937 3.425623 0.670527 0.336863  0.092419

L.x 103 11.324459 5.603793 1.101630 0.548225  0.159680

Problemin, kiibik B-spline kollokasyon yontemi ile Ar = 0.001, r =1, N = 30
ve farkli y degerleri icin hesaplanan niimerik c¢oziimleri ile tam ¢oziimlerinin mutlak
hatalar1  Sekil 5.7° de verildi. Kiibik B-spline kollokasyon yontemi ile elde edilen
niimerik c¢oziimlerin mutlak hata grafigi ile radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla elde
edilen niimerik ¢oziimlerin Ref. [53]" de verilen mutlak hata grafigi karsilastirildiginda,
kollokasyon yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin daha iyi oldugu goriilmektedir. Ayrica
Y= 1.10, Y= 1.30 ve y = 1.50 degerlerinde en biiyilk mutlak hata sag sinir civarinda
meydana gelirken Y= 1.70 ve y = 1.90 degerlerinde ise en biiyiik hata x = 0.3 noktas1

civarinda meydana gelmektedir.
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Sekil 5.7 Problem 1’ in Ar = 0.001, N =30, t = 1 ve farkli v degerleri icin kollokasyon yontemi

ile elde edilen sonuglarin mutlak hata grafikleri.
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Tablo 5.9 ve Tablo 5.10° da, kiibik B-spline kollokasyon yonteminin uygulan-
masiyla Problem 2 i¢in elde edilen sayisal ¢oziimler ile bu ¢éziimlerden hesaplanan L,
ve L., hata normlar verildi. Ar = 0.0002, ¢t = 1, y= 1.50 degerlerinin alinmasiyla farkl
N boliintii sayilart icin hesaplanan niimerik ¢oziimlerin artan N boliintii sayisinda, daha
diisiik L, ve L. hata normlarinin elde edildigi Tablo 5.9’ de goriildii. Tablo 5.10° da
ise N =280, t =1, y= 1.50 degerleri sabit tutularak farkli A zaman adimlar i¢in elde
edilen sonuglar ile hesaplanan hata normlari verildi. Tablodan At zaman adim1 biiytikliigii

azaldik¢a L, ve L., hata normlarinin da azaldig1 acik¢a goriilmektedir.

Tablo 5.9 Problem 2’ nin y= 1.50, A = 0.0002, ¢ = 1 ve farkli N degerleri i¢in kollokasyon

yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziim ile karsilastirilmasi.

X N =20 N=40 N =60 N =280 N =100  Tam Co6ziim
0.0 0.000000  0.000000  0.000000  0.000000 0.000000  0.000000
0.2 0.944683  0.949665 0.950591 0.950915 0.951065 0.951057
0.4 0.583846  0.586925 0.587497 0.587698  0.587790  0.587785
0.6 -0.583846 -0.586925 -0.587497 -0.587698 -0.587790 -0.587785
0.8 -0.944683 -0.949665 -0.950591 -0.950915 -0.951065 -0.951057
1.0 0.000000  0.000000  0.000000  0.000000 0.000000 0.000000

Ly x 10°  4.738734 1.034566 0.346355 0.105316  0.006280

L. x10° 6.701583 1.463097 0.489819  0.148939  0.008881

Tablo 5.10 Problem 2’ niny=1.50, N =80, t = 1 ve farkli Ar zaman adimlari i¢in kollokasyon

yontemi ile elde edilen niimerik ¢éziimlerin tam ¢oziim ile karsilastirilmasi.

X Ar=0.0025 Ar=0.001 Ar=0.0005 Ar=0.0004 Ar=0.00025 Tam Coziim

0.0 0.000000 0.000000  0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.2 0.954086 0.952017 0.951328 0.951190 0.950984 0.951057
0.4 0.589657 0.588379  0.587953 0.587868 0.587740 0.587785
0.6 -0.589657 -0.588379  -0.587953 -0.587868 -0.587740 -0.587785
0.8 -0.954086 -0.952017  -0.951328 -0.951190 -0.950984 -0.951057
1.0 0.000000 0.000000  0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

Ly x 10°  2.252061 0.714013  0.201818 0.099421 0.054139
L. x10°  3.184895 1.009767  0.285414 0.140602 0.076565
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Kiibik B-spline kollokasyon yontemi ile niimerik ¢oziimleri icin hesaplanan mutlak
hatalar1 Sekil 5.8’ de grafiksel olarak sunuldu. En biiyiik hata dagilimlar1 x = 0.25 ve
x = 0.75 noktalar1 civarinda meydana gelirken, en diisiik hatalar ise sinirlar ve orta nokta

civarinda meydana geldigi grafiklerden goriilmektedir.

3.x10°° T T T T T 3.x10°
2.5%10°°F 25x10°°F
o 2.x10°°F s 2.x10°F
© ©
< ~
E 1.5%10°°F E 1.5x10°°
E ]
E 1.x107°F E 1.x10°°F
5.x107 5.x107 1
° 0
x X
(@)y=1.10 (b) y=1.30
0.00001 0.00002
8.x10°
0.000015}
o] WL <
5 6.x10 g
< =
x ¥ 000001
é 4.x10°° 'é
5.x10°F
2.x107°F
0 0
X X
©v=1.30 (d)y=1.70

0.00004—

0.00003

0.00002-

mutlak hata

0.00001

(e)y=1.90
Sekil 5.8 Problem 2’ nin At = 0.0002, N = 100, t = 1 ve farkl1 'y degerleri icin kollokasyon yontemi

ile elde edilen sonuglarin mutlak hata grafikleri.
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Tablo 5.11 ve Tablo 5.12° de Problem 3’ iin kiibik B-spline kollokasyon
yontemi ile hesaplanan sonuglar1 ve Lj, L. hata normlar1 sunuldu. Az = 0.0005, t =1,
Y= 1.50 degerlerinde N boliintii say1s1 arttik¢a L, ve L., hata normlarinda azaldig1 Tablo
5.11° den goriilmektedir. N = 150, t =1, vy = 1.50 ve farkli At zaman adimlar i¢in
elde edilen hata normlari incelendiginde Ar zaman adimi azaldikca hata normlarinin da
azaldigt  Tablo 5.12° den agikca goriilmektedir. Bu problem i¢in de g6zoniine alinan
yontem ile hesaplanan niimerik ¢oziimlerinin mutlak hatalar1 grafiksel olarak Sekil 5.9’
da verildi. En biiyiik hata dagilimlar1 sol ve sag sinirlari civarinda oldugu grafiklerden

goriilmektedir.

Tablo 5.11 Problem 3’ iin Y= 1.50, Ar = 0.0005, t = 1 ve farkli N degerleri icin kollokasyon

yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile kargilastirilmasi.

N L,x10° L,x10°

50 5.699266  7.724568
80 2.290747  3.281995
100 1.522934  2.154594
120 1.147764  1.519031
150  0.906620  0.984022
160 0.868792  0.866786

Tablo 5.12 Problem 3’ iin y=1.50, N = 150, t = 1 ve farkli Ar zaman adimlar1 i¢in kollokasyon

yontemi ile elde edilen niimerik ¢coziimlerin tam ¢6ziim ile karsilastirilmasi.

X Ar=0.005 Ar=0.002 Ar=0.001 Ar=0.0005 Tam Coziim
0.000000  1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
1.005310 0.538443  0.536795  0.536257  0.535990 0.535827
2.010619 -0.428349  -0.426787 -0.426276 -0.426024 -0.425779
3.015929 -0.998063 -0.994444  -0.993262 -0.992678 -0.992115
4.021239 -0.641236  -0.638916  -0.638159  -0.637785 -0.637424
5.026548 0.310666  0.309642  0.309307  0.309142 0.309017
6.283185  1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
Ly x 10°  8.491451 3.250779 1.603498  0.906620
L. x10° 5993929 2347207 1.155916  0.984022

75



0.0020— T T T T T T 0.0020
0.0015 B 0.0015
] b
T T
< =
% 00010 ¥ 00010
5 5
£ €
0.0005 0.0005-
0.0000 0.0000 /F\ o
o 0 1 2 3 4 5 6
X
0.0020 0.0020
0.0015( 0.00151
8 I
© c
=4 =
¥ 00010- ¥ 0.0010
5 E
£ £
0.0005 0.0005}
o 1 2 3 4 5 6
X X

(©)y=1.50 (d)y=1.60

0.0020(
0.0015}

8

©

g

% 00010}

5

£
0.0005 - B
0.0000 W

0 1 2 3 4 5 6
X

(e)y=1.80
Sekil 5.9 Problem 3’ iin At = 0.0002, N = 150, t = 1 ve farkl1 y degerleri i¢in kollokasyon yontemi

ile elde edilen sonuglarin mutlak hata grafikleri.
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Problem 1’ in Ar = 0.001, N = 30, farkli y degerleri ve artan ¢ zamanlar1 icin
gozoniine alinan yontemler ile elde edilen niimerik ¢oziimleri icin hesaplanan L, ve
L., hata normlar1 Tablo 5.13 de verildi. Secilen degerler i¢in hesaplanan niimerik
coziimler icin genel olarak kuadratik B-spline Galerkin yontemiyle elde edilen sonuglarin
kiibik B-spline kollokasyonla elde edilen sonuglara gore daha iyi oldugu tablolardan

goriilmektedir.

Tablo 5.13 Problem 1’ in Ar = 0.001, N = 30, farkli y degerleri ve artan ¢ zamanlar
icin Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen niimerik ¢6ziimlerin tam ¢oziim ile

kargilagtirilmasi.

Galerkin Kollokasyon

Vool Tx10° Lo x 105 I x 107 Le x 10°
1.10 0.2 0.002726 0.004627 0.005393  0.008966
0.4 0.005124 0.007240 0.015897 0.029011

0.6 0.010180 0.015995 0.034766 0.067107

0.8 0.015001 0.022935 0.063585 0.119948

1.0 0.018487 0.026904 0.104122  0.199510

1.30 0.2 0.005150 0.008011 0.008145 0.012741
0.4 0.006806 0.011728 0.019730 0.034415

0.6 0.009440 0.014600 0.036993 0.069318

0.8 0.013768 0.020241 0.063241 0.11979%4

1.0 0.018555 0.030357 0.100311 0.186480

1.50 0.2 0.008370 0.012504 0.010835 0.016573
0.4 0.012226 0.019189 0.024315 0.039799

0.6 0.011809 0.020221 0.037913  0.068024

0.8 0.014553 0.024510 0.059503 0.107258

1.0 0.020029 0.033970 0.092419 0.159680

1.70 0.2 0.012571 0.019014 0.011859 0.018601
0.4 0.023153 0.033320 0.027691 0.043015

0.6 0.020455 0.031922 0.035919 0.061551

0.8 0.018021 0.030397 0.051071 0.082833

1.0 0.023193 0.038674 0.083002 0.117892

1.90 0.2 0.020575 0.033000 0.007638 0.012798
0.4 0.047111 0.065949 0.019750 0.031556

0.6 0.050993 0.071965 0.023275 0.038919

0.8 0.036689 0.056599 0.042641 0.067573

1.0 0.030144 0.048409 0.089850 0.144062
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Tablo 5.14- Tablo 5.16° da sirasiyla y = 1.10,1.50,1.90 degerlerinde Prob-
lem 2’ nin # = 1 zamam i¢in her iki yontemle elde edilen hata normlar1 ile Ref.[54] de
lokal siireksiz Galerkin yontemi ile elde edilen hata normlarinin karsilastirilmasi veril-
di. Kuadratik B-spline Galerkin ve kiibik B-spline kollokasyon yontemlerinin herikisi
de N boliintii sayisinin artmasiyla sonuglarin diizeldigi gozoniinde tutularak Ref. [54]
de lokal siireksiz Galerkin yontemi ile elde edilen sonuglar ile karsilastirildi. Secilen
degerler icin sunulan yontemler ile elde edilen sonuglarin daha iyi oldugu goriildii. Tablo
5.17° de Problem 2’ nin Ar = 0.0005, N = 100 ve artan ¢t zamanlar1 icin her iki yontem
ile elde edilen niimerik ¢oziimleri ile birlikte L, ve L. hata normlar1 y = 1.30,1.70
degerlerinde sunuldu. Secilen degerler icin kuadratik B-spline Galerkin yontemiyle elde
edilen sonuglarin kiibik B-spline kollokasyonla elde edilen sonuglara gore daha iyi oldugu

tablolardan goriilmektedir.

Tablo 5.14 Problem 2’ nin y= 1.10, # = 1 icin Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde

edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziim ve Ref. [54] ile karsilagtirilmasi.
Lr x10° L. x10°
At N Galerkin
0.0005 40 2.521600 3.519602
60 0.815189 1.139078
80 0.227318 0.315484
100  0.043470 0.063614
At N Kollokasyon
0.0002 40 1.096714 1.550988
60  0.372934 0.527408
80 0.119416 0.168880
100  0.002040 0.002885
At N  Lokal siireksiz Galerkin[54]
0.0001 5 6.673112 28.898901
10 0.850425 3.619321
15  0.252957 1.113519
20  0.107022 0.466429
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Tablo 5.15 Problem 2’ nin y= 1.50, t = 1 i¢in Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde

edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziim ve Ref. [54] ile kargilagtirilmasi.

L, x10° L. x10°

At

N Galerkin

0.0005

40  2.525247 3.523310
60  0.819583 1.144868
80 0.231901 0.321781
100 0.038947 0.057156

At

N Kollokasyon

0.0002

40  1.034566 1.463097
60 0.346355 0.489819
80 0.105316  0.148939
100 0.006280  0.008881

At

N Lokal siireksiz Galerkin[54]

0.0001

5 6.664801 28.859369
10 0.850155 3.617969
15 0.252878 1.112768
20 0.106908 0.466393

Tablo 5.16 Problem 2’ nin y= 1.90, r = 1 icin Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde

edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziim ve Ref. [54] ile karsilastirilmasi.

L, x10° L. x10°

At

N Galerkin

0.0005

40  2.512071 3.502994
60  0.807289 1.126972
80  0.219846 0.304544
100 0.050839  0.074229

At

N Kollokasyon

0.0002

40 0951505 1.345631
60  0.307015 0.434185
80  0.081327 0.434185
100 0.023155 0.032746

At

N Lokal siireksiz Galerkin[54]

0.0001

5 6.655422 28.818707
10 0.849887 3.616425
15 0.252905 1.113337
20 0.107050 0.466334
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Tablo 5.17 Problem 2’ nin At = 0.0005, N = 100, farkli y degerleri ve artan ¢ zaman-
lar1 i¢in Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen niimerik ¢6ziimlerin tam ¢6ziim ile

karsilagtirilmasi.

Galerkin Kollokasyon

Vool "TIx10° Lo x 105 I x10°  Le x 10°
1.30 0.2 0.016756 0.023727 0.019677 0.027828
0.4 0.051551 0.073104 0.071468 0.101070

0.6 0.082180 0.116837 0.144446 0.204278

0.8 0.086102 0.123110 0.227702 0.322019

1.0 0.041127 0.060271 0.310282 0.438805

1.70 0.2 0.018367 0.026023 0.021806 0.030838
0.4 0.052087 0.073898 0.075658 0.106996

0.6 0.080411 0.114386 0.149920 0.212019

0.8 0.083776 0.119878 0.234943  0.332259

1.0 0.039161 0.057480 0.319619 0.452010

Problem 3’ iin kuadratik B-spline Galerkin ve kiibik B-spline kollokasyon
yontemleri ile Y= 1.20,1.40,1.50,1.60, 1.80 degerlerinde At = 0.0005, N = 150 ve artan
t zamanlar1 i¢in elde edilen niimerik ¢oziimler icin hesaplanan L, ve L., hata normlari
Tablo 5.18° de verildi. Alinan degerlerde hesaplanan niimerik ¢oziimler i¢in kuadratik
B-spline Galerkin yontemiyle elde edilen sonuclarin kiibik B-spline kollokasyonla elde

edilen sonuglara gore daha iyi oldugu tablolardan goriilmektedir.
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Tablo 5.18 Problem 3’ iin At = 0.0005, N = 150, farkli y degerleri ve artan ¢ zaman-
lar1 i¢in Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile

kargilagtirilmasi.

Galerkin Kollokasyon
T T X0 Lox10° L x10°  Lex 103
1.20 0.2 0.041495 0.025901 0.044825 0.039037
0.4 0.133497 0.087758 0.165240 0.168032
0.6 0.240438 0.164333 0.359473  0.404420
0.8 0.335955 0.236827 0.639374 0.757060
1.0 0.398555 0.288291 1.025607 1.252589
1.40 0.2 0.043156 0.026271 0.047409 0.045639
0.4 0.138303 0.088489 0.171185 0.174295
0.6 0.246892 0.164841 0.359947 0.388377
0.8 0.340361 0.236083 0.615109 0.692230
1.0 0.396508 0.284946 0.946638 1.099388
1.50 0.2 0.044477 0.026798 0.048864 0.046823
0.4 0.142332 0.089946 0.174201 0.169042
0.6 0.253471 0.167219 0.360056 0.363594
0.8 0.348014 0.239072 0.602644 0.632077
1.0 0.403046 0.288036 0.906620 0.984022
1.60 0.2 0.046647 0.027855 0.050811 0.045427
0.4 0.149223 0.093220 0.178894 0.155636
0.6 0.265801 0.173271 0.363968 0.323725
0.8 0.364920 0.248023 0.597246 0.549337
1.0 0.422630 0.299679 0.878078 0.838269
1.80 0.2 0.057658 0.033925 0.060518 0.036193
0.4 0.187825 0.114909 0.212190 0.133427
0.6 0.342626 0.217998 0.426610 0.280312
0.8 0.485282 0.321428 0.685300 0.468119
1.0 0.587497 0.405786 0.976894 0.689826
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6. KESIRLI MERTEBEDEN SCHRODINGER DENKLEMININ NUMERIK
COZUMLERI

Bu béliimde, 0 <y < 1 olmak iizere

N U 5
IS + 52 +|U|"U = f(x,1), t>0 (6.1)

kesirli mertebeden Schrodinger denklemi
U,0)=it?, U(,t)=i%, >0 (6.2)
sinir sartlar ve
Ux,00=0, 0<x<1 (6.3)

baslangic sart1 ile birlikte ele alind1 [63]. Buradai =+ —1 ve

f@J%:—&i%cm@ﬁ@+@6—mﬁﬂﬁQOo
+i (% sin(27mx) 4 (10 — 4m%t?) cos(27tx)>

dir. Bu problemin tam ¢oziimii
U(x,t) = t*(sin(2mx) 4 i cos(2mx))

dir [63].
Kesirli mertebeden Schrodinger denkleminin analitik ve niimerik ¢éziimleri {izerine

cesitli calismalar bulunmaktadir. Ornegin; Rida vd. [64] Adomian ayrisim yontemini,

Khan vd. [65] ise homotopi analiz yontemini kullanarak

U 10°U )

—+ -+ |U|"U =0 O<a<l1

S Tage TV ! <@zl
0% 19°U 5 5
lat—a—FEW—UCOSX—’U’U:O, O<0€§1

denklemlerinin analitik ve yaklasik ¢oziimlerini bulmuslardir. Wei vd. [66] lokal siireksiz
Galerkin yontemini, Mohebbi [63] ise radyal baz fonksiyonlarini kullanarak (6.1) ile veri-
len kesirli mertebeden Schrodinger denklemini niimerik olarak ¢dzmiislerdir. Liu vd. [67]

sonlu fark yontemini

U PuU

2
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denklemine uygulayip sayisal ¢oziimler elde etmiglerdir. Hamed vd. [68] ise

a“U bu
i +a—B+2|U|2U:O, 0<a<l,1<B<2

tipindeki denkleme homotopi perturbasyon sumudu doniisiim yOntemini uygulayarak
analitik ve yaklagik ¢coziimler elde etmislerdir. Hong ve Lu [69] modifiye edilmis kesirli

varyasyonel iterasyon yontemini kullanarak

U 10%U 5
5 Ty 82B+|U|U—O, 0<a,p<l,
20U 10%PU ) 5
—_— p— <
za + = 2 328 —Ucos“x—|U|*U =0, 0<a,pB<1

seklindeki denklemleri yaklagik olarak ¢ozmiiglerdir.

(6.1) ile verilen kesirli mertebeden Schrodinger denkleminde, U (x,t) fonksiyonu
kompleks degerli bir fonksiyon oldugundan, U (x,t) fonksiyonunun reel kismi R(x,7) ve

sanal kismi1 S(x,7) olmak iizere
Ulx,t) = R(x,1) +iS(x,1) (6.4)

olarak yazilabilir. (6.4) ifadesi (6.1)-(6.3) probleminde yerine yazilirsa, problem

fr(x,t) =— 207 cos(2mx) + (1° — 4n?r?) sin(2mx)
T T3 -) ’
2127
fi(x,1) = sin(2mx) + (t° — 4n?1?) cos(2mx)

I'(3—1y)
olmak tlizere -
gs — axz — (R*+SH)R=—f(x,1)

(6.5)
IR+ 95+ (R +S82) S = fi(x,1)
kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklem sistemi
R(0,1)=0, R(1,t)=0, t>0 6.6)
S(0,6) =, S(1,¢t)=t* t>0 '
sinir sartlar1 ve
R(x,0)0=0, S(x,00=0, 0<x<1 (6.7)
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baslangi¢ sartina bagl olarak elde edilir. Bu sistemin tam ¢6ziimleri ise
R(x,t) =*sin(2mx) , S(x,r) = r*cos(2mx) (6.8)

seklindedir.

Bu boliimde (6.5)-(6.7) ile verilen problemin niimerik ¢oziimleri kuadratik B-spline

Galerkin ve kiibik B-spline kollokasyon yontemleri yardimiyla elde edildi.
6.1 Kuadratik B-spline Galerkin Coziimleri

Bu kisimda, yontemin uygulanmasi i¢in (6.5) ile verilen denklemler ilk olarak W
agirlik fonksiyonu ile carpilir ve bolge iizerinden integralleri alinirsa sistemin agirlikli

integral formu

1 2 !
JoW |55 — 28— (R24+S?)R| dx = — [y W fy(x,t)dx,

(6.9)
Jow |98 4 OS5 4 (R248%)S| dx= [} W fi(x,1)dx

olarak elde edilir. Kismi integrasyon uygulanarak tek bir [x,,Xx,+1] sonlu elemani

tizerinde (6.5) sisteminin zayif formu

Xm+1

— [ W £ (x, 1) dx,

X

e (6.10)
St (WoE — 99 4 (R4 WS dx = — W[ o [ W i, 1)

Xm

m 'S | oW JR 9R
Lo (Wm + 9 5 — (R +S2)WR> dx=weE

Xm

seklinde bulunur. Boliim 3’ de (3.7) ile verilen Q,, kuadratik B-spline fonksiyonlar1 kul-
lanilirsa problemin R(x, ) tam ¢oziimiine bir Ry (x,7) ve S(x,) tam ¢6ziimiine bir Sy (x,7)

yaklagimi (3.7) kuadratik B-spline fonksiyonlar cinsinden

m+1 m+1
Ry(E1)= ), 8;(NQ;©&), Sn(&1)= ) 010 (6.11)
j=m—1 j=m—1

olarak yazilabilir. Ry ve Sy’ nin x;, noktalarindaki kendilerinin ve x’ e gore birinci

tiirevlerinin noktasal degerleri, m = 0(1)N olmak iizere,

RN(xm) =R, = 8m—l +8ma
SN(xm) =S8n=0m—1+0n,
Ry (k) = R, = 2(—8_1 + ) /1,
Sy (¥m) = Sy =2(=0Om—1+06m)/h

6.12)
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seklindedir. Burada {ist indis x” e gore tiirevi gostermektedir. Agirlik fonksiyonlar yerine
(3.7) ile verilen kuadratik B-spline fonksiyonlar alindiktan sonra (6.10) sisteminde (6.11)

yaklagimlari yerlerine yazilirsa, Z,, = R* + S? olmak iizere,

m+1 m+1 m+1
/g@& /QQ& /g@ﬁ
Jj=m—1 j=m—1 j=m—1
m+1 h h
- ) (00) _—/Q,-f,(g,z)dg, i=m—1,mm+1 (6.13)
Jj=m—1

m-+1 h m+1 m+1 h
Z(/gg& Jml/QQ£ +a12(/@@ﬁm§

m+1

+4£(@

j=m—1

h
/ Qifi1(€,t)d i=m—1,mm+1 (6.14)
0

bulunur. Burada & ve 6 ifadelerindeki iist indis ¢’ ye gore Y mertebeden kesirli tiirevi

gostermektedir. (6.13)- (6.14) sisteminde

h h
h
a5 [0 5= [ oo -0,
0 0

j@r&nﬁ W—j if1(&,1)d&
0

0
alinirsa, 8¢ = (8,y—1,0m,0m+1) ve 6° = (Gp—1,0m,Om+1) olmak iizere,

A°GC + BO¢ — Z,,A°8¢ — C°&¢ = D° 6.15)
A8 — B°6° + Z,,A°c¢ + C°c¢ = E° '
matris formunda yazilabilir. Kuadratik B-spline fonksiyonlar kullanilarak yukarida elde

edilen integraller hesaplandiginda, i, j,k = m—1,m,m+ 1 i¢cin A7;, Bj; ve C7; eleman mat-

risleri
h Rl 6 13 1
Af] = /Q,deiz 30 13 54 13 |,
0 1 13 6
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h 5 2 -1 -1
ij=/Q§Q’,-d&=3—h -1 2 —-1],
2 -1 -1 2
. 2'1 -1 0
/
ij:Q,-Qj}O:E 1 -2 1
0 —1 1

olarak bulunur. Ayrica Df ve Ef eleman matrisleri

h . _fthm—lfr(éat)di
pi=- [ofeniz=| “po.ena |.
0 _f()th—Hfr(é;t)da

h . f(fl Qm—lfl(é?t)d&
£ = [ 0i0de= | [y oufi(6nde
0 foh Qm-ﬁ-lﬁ(&J)dg

seklinde hesaplanir. Z,, = R12v + Slzv esitliginden
Zm - (Sm—l + 8m>2 + (Gm—l +Gm)2

noktasal degerleri (6.15) ile verilen eleman denklemlerinde yerlerine yazilirsa, & =

(6-1,90,...,0v—1,0n) ve 6 = (G_1,0yp,...,0n_1,0x) olmak iizere,

A6+ B8 —A(Zy)8—C8 =D,

A8 —B6+A(Z,)6 +Co=E (6.16)

sistemi bulunur. A, B, C ve A(Z,,) matrislerinin genellestirilmis satirlart m = 1(1)N —2
icin
Znt = (8m—2+8u—1)*+ (Om—2 +Sm_1)*,
Zimz = (Bt +8)> + (Gm—1 +m)?,
Zyy = (B +81)* + (O + Os1)?
olmak tizere

h 2
A:—(1,2 26,1 B:—(—-1,-2,6,-2,—1 :
30( ) 67667 67 )> 3h( ) 767 ’ )7 C (070707070)7

h
Zmla 13Zml + 13Zn1276Zm1 + 54Zm2 + 6Zm37 13Zm2 + 13Zm3azm3)

AZa) s 35
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seklinde yazilabilir. (6.16) sisteminde d ve G yerine

5 8n+1 n n+1
6:%, c:% 6.17)

Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimlari, 5,, ve G,, yerine de

-t ]

L1 formiilleri yazilirsa
mG"JFI—F%[B—A(Z )t = (AI)AWG"—%[B—A(Z,”)—C]S”
oy kgl (k1) 7k ok o 4D, 620
FaS ! 3B~ (e = 8 5 B AZ) Lo
W)’f[ﬁl N A (1)

biciminde (2N +4) x (2N +4) tipinde cebirsel denklem sistemi elde edilir. Problem ile
verilen sinir sartlar1 yardimiyla &_1, dy, 6_1 ve Gy parametreleri sistemden yok edilirse

(2N x 2N)-boyutlu karesel cebirsel sistemi bulunur.

Iterasyona baglanabilmesi i¢in 8° ve 6" baslangig parametrelerinin bilinmesi gerek-
mektedir. 8° ve 6” baslangic parametreleri Boliim 3’ de kuadratik B-spline Galerkin
yonteminde oldugu gibi hesaplandiktan sonra (6.20)-(6.21) sisteminde kullanilarak is-
tenilen ¢ zamanina kadar iterasyon yardimiyla elde edilen & ve o parametreleri bu-
lunur. Sirasiyla Ry ve Sy yaklagiminda bu degerler yerine yazilarak istenilen zamandaki

niimerik ¢oziimler elde edilir.

Sonuglarin iyilestirilmesinde (6.20)-(6.21) sistemindeki lineer olmayan terimlere,

her bir zaman adiminda, Ry ve Sy yaklasik ¢coziimlerini iyilestirmek i¢in

1 1
= 8+ 5 (8 8, o5 =0+ 5o -



seklinde tanimlanan iterasyon formiilleri bir kac kez uygulandi.
Niimerik Coziimler

Bu kisimda, ele alinan problem Galerkin sonlu eleman yontemi kullanilarak
niimerik olarak ¢oziildi. Ar = 0.005, Yy = 0.50, r = 1 ve farkli N degerleri icin reel
ve sanal kisimlarin niimerik ¢oziimleri ile birlikte hesaplanan L; ve L. hata normlari
sirastyla  Tablo 6.1 ve Tablo 6.2° de verildi. Her iki tablodan, Galerkin yontemi
ile bulunan ¢oziimlerde N boliintii sayisinin arttirilmasiyla elde edilen hata normlarinda
diisiis goriilmektedir. Tablo 6.3 ve Tablo 6.4’ de ise problemin Y= 0.50, N =40,7 =1
ve farkli Ar degerleri i¢in sirasiyla reel ve sanal kisimlarinin sayisal ¢oziimleri ile L, ve
L. hata normlar1 verildi. Tablolardan At zaman adiminin azalan degerlerinde hata norm-
larminda azaldig1 goriilmektedir. Sekil 6.1 ve Sekil 6.2° de ise problemin sirasiyla reel
ve sanal kisimlari i¢in farkli y degerlerinde secilen parametrelerde hesaplanan sonuglarin
mutlak hatalar1 grafiksel olarak sunuldu. Reel kisim i¢in se¢ilen y = 0.10 ve Y= 0.30
degerlerinde x = 0.35 noktas1 civarinda, y = 0.50 degerinde sol sinir civarinda, y= 0.70
ve Y = 0.90 degerlerinde ise x = 0.70 noktasi civarinda hata dagilimlarinin biiyiik oldugu
goriilmektedir. Sanal kisim i¢in ise secilen Y degerlerinde x = 0.50 noktasi civarinda hata

dagilimlarinin biiyiik oldugu grafiklerden goriilmektedir.

Tablo 6.1 Problemin reel kisminin y=0.50, Af =0.005, r = 1 ve farkli N degerleri i¢in Galerkin

yontemi ile elde edilen niimerik ¢ézlimlerin tam ¢6zilim ile kargilagtirilmasi.
X N=25 N =30 N =35 N =40 Tam Coziim

0.0 0.000000  0.000000  0.000000  0.000000  0.000000
0.2 0.942844  0.947022 0.949524 0.951150 0.951057
0.4 0.581600 0.584759 0.586665 0.587916  0.587785
0.6 -0.585850 -0.586937 -0.587577 -0.587970 -0.587785
0.8 -0.945695 -0.948541 -0.950228 -0.951298 -0.951057
1.0 0.000000  0.000000  0.000000  0.000000  0.000000

Ly x 10° 5338936 2.598532 0.966275 0.170855

Lo x10°  9.117853 4.239642 1331924 0.562147
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Tablo 6.2 Problemin sanal kisminin ¥ = 0.50, Ar = 0.005, t = 1 ve farkli N degerleri i¢in

Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢6ziimlerin tam ¢6ziim ile karsilastirilmast.
X N=25 N =30 N =35 N =40 Tam Coziim

0.0 1.000000  1.000000  1.000000  1.000000  1.000000
0.2 0.314710  0.311708 0.309935 0.308792  0.309017
0.4 -0.795690 -0.802782 -0.807021 -0.809772 -0.809017
0.6 -0.795791  -0.802899 -0.807144 -0.809898 -0.809017
0.8 0.314552  0.311525 0.309739 0.308586  0.309017
1.0 1.000000  1.000000  1.000000  1.000000  1.000000

Ly x10° 8.643806 4.248708 1.583606 0.311933

Lo x 10° 14.545977 6.790519 2.133489 0.911772

Tablo 6.3 Problemin reel kisminin Y= 0.50, N =40, ¢t = 1 ve farkli A¢ degerleri i¢in Galerkin

yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziim ile kargilastiriimasi.
X At =0.0125 Ar=0.01 Ar=0.008 Ar=0.005 Tam Coziim

0.0 0.000000 0.000000  0.000000 0.000000 0.000000
0.2 0.959018 0.956395  0.954297 0.951150 0.951057
0.4 0.594085 0.592028 0.590383 0.587916 0.587785
0.6 -0.590194 -0.589454 -0.588861 -0.587970 -0.587785
0.8 -0.956777 -0.954952  -0.953491 -0.951298 -0.951057
1.0 0.000000 0.000000  0.000000 0.000000 0.000000

L x10°  5.305685 3.575290 2.191628 0.170855

Lo x10°  10.472901 7.168726  4.524940 0.562147

Tablo 6.4 Problemin sanal kisminin y = 0.50, N =40, t = 1 ve farkli Ar degerleri i¢in Galerkin

yontemi ile elde edilen niimerik ¢ézlimlerin tam ¢6zilim ile kargilagtirilmasi.
X At =0.0125 Ar=0.01 Ar=0.008 Ar=0.005 Tam Coziim

0.0 1.000000 1.000000  1.000000 1.000000 1.000000
0.2 0.303001 0.304932  0.306476 0.308792  0.309017
0.4 -0.824177 -0.819376  -0.815534  -0.809772  -0.809017
0.6 -0.824501 -0.819635 -0.815741 -0.809898  -0.809017
0.8 0.302458 0.304500  0.306134 0.308586 0.309017
1.0 1.000000 1.000000  1.000000 1.000000 1.000000

L, x10°  8.706987 5.860150  3.582478 0.311933

L. x10° 16.864538 11.544108 7.286787 0.911772

Sekil 6.3’ de problemin reel ve sanal kistmlarinin Galerkin yontemi ile y =
0.50, At = 0.005, N = 40 ve farkl r zamanlar1 i¢in hesaplanan niimerik ¢oziimleri ve

tam coOziimleri grafiksel olarak gosterildi. Yontem ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin
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tablolarda oldugu gibi grafiksel olarak da tam ¢oziimlerle uyum icerisinde oldugu sekilden

goriilmektedir.
0,000/~ 0.0010(+
0.0008 0.0008}
o ©
w 0.00061 ‘@ 0.0006-
=4 ~
x X
& &
E 0.0004 g 0.0004
0.0002 0.0002}
0.0000 0.0000 . . .
X 0.0 02 04 06 08 10
X X
(2)y=0.10 (b) y=0.30
0.0010 0.0020
0.0008} 0.0008|
£ 0.0008] £ o.0008]
=4 =
K &
E 0.0004} E 0.0004|
0.0002} 0.0002}
0.0000 0.0000
X X
(©) 7= 0.50 () y=0.70
0.0010
0.0008}
£ o.0006f
£
<
=
2 0.0004f
0.0002}
0.0000
o

() y=10.90
Sekil 6.1 Problemin reel kismiin Ar = 0.005, N = 40, t = 1 ve farkl1 v degerleri icin Galerkin

yontemi ile elde edilen sonuclarin mutlak hata grafikleri.
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0.0020— T T T T T 0.0020 T T T T T

0.00151 - 0.00151

0.00101 1 0.0010

mutlak hata
mutlak hata

0.0005 0.0005

0.0000 o 0.0000

X

(b) Y= 0.30

0.0020 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0.0020 T . . T T
0.0015 B 0.0015- 1
ot &
© c
= =
¥ 00010 4 ¥ 0.0010
E E
£ £
0.0005 0.0005}F

0.0000

0.0000

X X

(c) y=0.50 (d)y=0.70

0.0020

0.0015 4

0.0010(

mutlak hata

0.0005 -

0.0000

(&) y=0.90

Sekil 6.2 Problemin sanal kisminin Az = 0.005, N =40, ¢ = 1 ve farkli y degerleri i¢in Galerkin

yontemi ile elde edilen sonug¢larin mutlak hata grafikleri.
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L
1.0

Sekil 6.3 Problemin reel ve sanal kisimlarinin Y= 0.50, Az = 0.005, N = 40 ve artan ¢ zamanlar1

icin Galerkin yontemi ile elde edilen niimerik ¢éziimlerin tam ¢6ziim ile kargilagtirilmasi.

6.2 Kiibik B-spline Kollokasyon Coziimleri

Bu kisimda, (6.5)-(6.7) ile verilen probleme kiibik B-spline kollokasyon yontemi
uygulandi. Burada R(x,) tam ¢Oziimiine bir Ry(x,) yaklasimi ve S(x,#) tam ¢oziimiine
bir Sy(x,¢) yaklasimi (3.18) kiibik B-spline fonksiyonlar cinsinden §; ve G; zamana

bagl parametreler olmak iizere [x,,,x,+1] elemant iizerinde Ry(x,¢) ve Sy(x,?) yaklagik

cOzlimleri
m+-2 m+2
Ry 1) = Y 8;nN0;E€), Sn&rn)= Zlcj(t)d)j(&) (6.22)
j=m—1 Jj=m—

olarak yazilabilir. (3.18) B-spline degerleri (6.22) yaklagimlarinda yerlerine yazilirsa x;,
noktasinda Ry ve Sy ifadelerinin kendilerinin ve x’ e gore birinci ve ikinci mertebeden

tiirevleri 9,, ve 6, parametrelerine gore noktasal degerleri, m = 0(1)N olmak iizere,

Ry = Ry (1) = 81 + 48+ 81,

Sm — SN(xmvt) =0n;_1 —|—4Gm+cm+1a

R:'n :R;\/(xmat) = %(—Sm—l +8m+1)7

Sin = Sy (¥ms1) = 5,(=Om-1 + Oms1),

R:'p/1 :Rf(,(xm,f) — %(Sm—l —28m+8m+1)7
S = S5y (6. 1) = 1% (Ot = 203+ Gt1)

(6.23)
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olarak bulunur. Yukaridaki ifadelerdeki iist indis x* e gore tiirevi gostermektedir. (6.23)
yaklasimlari (6.5) sisteminde yerlerine yazilirsa, Z,, = R? + S olmak iizere,

Gm—l +4Gm +6m—0—1 - h% <8m—1 - 28m +8m—0—1) _Zm (Sm—l +48m+8m—|—1) — _f‘r(&;t)

8m—l +4Sm+8m+l + ;% (Gm—l _2Gm+6m+l) +Zn (Gm—l +4Gm+0m+1) = f](&_,,t)
(6.24)

elde edilir. (6.24) sisteminde 0 ve G yerine (6.17) ile verilen Crank-Nicolson sonlu fark
yaklagimlari, 3,, ve G, yerine sirastyla (6.18) ve (6.19) L1 formiilleri yazilirsa sistemlerin

genellestirilmis satirlari
Zm - (Sm—] +48m + 6m—H )2 + (Gm—l + 4Gm + Om+1 )2
ve

(AT (2 —)
212

olmak tizere

0, 40! + 0l 4+ (—60—Z,0°a) 1) + (120 — 4Z,h00) 81 + (60— Z,h0r) 8L

m-+1

=0, +4op+0" .+ (60+Z,hPa) &, + (—1200+4Z,ha) &, + (6014 Z,h* o) &

m+1
4 ~
_kgbz [(GZ_,I{IH — oK) +4(onk — ok (oK - an;kl)} 2R, (E, 1)

&t + 480 4 8t + (60 + Zuh?ar) of | + (— 1200+ 4Z, k7o) o + (600+ Zh o) ol

=8 | +48, 48", + (—6a—Z,hPa) o, + (1200— 4Z,,h*a) of, + (—60.— Z,,h*a) o7,
= X B[ ) a8 (@ 8] (G
(6.25)
olarak bulunur. (2N + 6) x (2N + 2) tipinde olusan bu denklem sisteminde (6.23) ile
verilen Ry, Sy, R}’, ve Sf\’, yaklagimlarinin sinirlardaki degerleri kullanilarak & 1, 6_1,
On+1 ve On+1 parametreleri sistemden yok edilirse (2N +2) x (2N + 2) tipinde cebirsel
denklem sistemi elde edilir.
8° ve 6° baslangi¢ parametreleri Boliim 3° de verilen kiibik B-spline kollokasyon
yonteminde oldugu gibi hesaplandiktan sonra (6.25) sisteminde kullanilarak istenilen ¢
zamanina kadar iterasyon yardimiyla elde edilen & ve G parametreleri bulunur. Ry ve
Sy yaklasiminda bu degerler yerine yazilarak istenilen zamandaki niimerik ¢coziimler elde
edilir.

Sonuglarin iyilestirilmesinde (6.25) sisteminde bulunan lineer olmayan terimlere,
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her bir zaman adiminda, Ry ve Sy yaklasik ¢oziimleri iyilestirmek icin
1

8= 8+ (B =8, 0=+ (0 — )

seklinde tanimlanan iterasyon formiilleri bir kac kez uygulandi.

Niimerik Coziimler

Bu kisimda, kiibik B-spline kollokasyon sonlu eleman yontemi kullanilarak ele
alinan problemin niimerik ¢oziimleri elde edildi. Tablo 6.5 ve Tablo 6.6’ da y = 0.50,
At =0.004, r =1 ve farkli N degerleri icin sirasiyla reel ve sanal kisimlarin niimerik
cOziimleri ile birlikte hesaplanan L, ve L. hata normlar1 verildi. Tablolardan, gozoniine
alinan yontem ile hesaplanan ¢oziimlerde N boliintii sayisinin arttirtlmasiyla elde edilen
hata normlarinda azalma goriilmektedir. Tablo 6.7 ve Tablo 6.8 de ise problemin
N =30,t=1,y=0.50 ve farkl1 Az degerleri i¢in sirasiyla reel ve sanal kisimlarinin sayisal
coziimleri ile L, ve L., hata normlari verildi. Af zaman adiminin azalan degerlerinde hata
normlarininda diisiis her iki tablodan goriilmektedir. Sekil 6.4 ve Sekil 6.5’ de ise prob-
lemin sirasiyla reel ve sanal kisimlari i¢in farkli y de8erlerinde segilen parametrelerde
hesaplanan sonuglarin mutlak hatalar1 grafiksel olarak sunuldu. Reel kisim i¢in segilen
v degerlerinde x = 0.25 noktasinda, sanal kisim icin ise secilen y degerlerinde x = 0.50

noktasi civarinda hata dagilimlarinin biiyiik oldugu grafiklerden goriilmektedir.

Tablo 6.5 Problemin reel kisminin Az = 0.004, vy = 0.50, t = 1 ve farklit N degerleri icin kol-

lokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢ézlimlerin tam ¢oziim ile karsilastirilmasi.
X N =20 N =25 N =30 Tam Coziim

0.0 0.000000  0.000000  0.000000  0.000000
0.2 0.944669 0.948582 0.950719  0.951057
0.4 0.582181 0.585478 0.587281 0.587785
0.6 -0.587592 -0.588080 -0.588340 -0.587785
0.8 -0.948207 -0.950322 -0.951472 -0.951057
1.0 0.000000  0.000000  0.000000  0.000000

Ly x 10°  4.014765 1.558924 0.418593

L. x 10  6.507160 2.174895 0.196728
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Tablo 6.6 Problemin sanal kisminin At = 0.004, v = 0.50, t = 1 ve farkli N degerleri i¢in

kollokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢ézlimlerin tam ¢6ziim ile karsilagtiriimasi.

X N =20 N=25 N =30 Tam Coziim
0.0 1.000000  1.000000  1.000000  1.000000
0.2 0.312605 0.310158 0.308821  0.309017
0.4 -0.799597 -0.805880 -0.809310 -0.809017
0.6 -0.799337 -0.805755 -0.809259 -0.809017
0.8 0.313078  0.310385 0.308914  0.309017
1.0 1.000000  1.000000  1.000000  1.000000

Ly x10° 6998381 2.755472 0.558593
L. x 10> 10.532891 3.534264 0.294974

Tablo 6.7 Problemin reel kisminin N =30, t =1, y=0.50 ve farkli Ar degerleri i¢in kollokasyon

yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziim ile kargilastirilmasi.

X At =0.01 Ar=0.008 Ar=0.005 Tam Coziim
0.0 0.000000  0.000000  0.000000  0.000000
0.2 0.957508 0.955242  0.951848  0.951057
0.4 0.592691 0.590883  0.588180  0.587785
0.6 -0.590045 -0.589481 -0.588627  -0.587785
0.8 -0.955999 -0.954493  -0.952228 -0.951057
1.0 0.000000  0.000000  0.000000  0.000000

Ly x 103  4.363534 2.890913  0.759184

L. x10° 8565373 5770296  1.585488

Tablo 6.8 Problemin sanal kisminin N = 30, r =1, Y= 0.50 ve farkli Ar degerleri i¢in kol-

lokasyon yontemi ile elde edilen niimerik ¢dziimlerin tam ¢6ziim ile karsilagtirilmasi.

X At =0.01 Ar=0.008 Ar=0.005 Tam Coziim
0.0 1.000000  1.000000  1.000000  1.000000
0.2 0.303949  0.305577  0.308011  0.309017
0.4 -0.821476  -0.817415 -0.811334  -0.809017
0.6 -0.821595 -0.817478 -0.811312  -0.809017
0.8 0.303733  0.305463  0.308052  0.309017
1.0 1.000000  1.000000  1.000000  1.000000

Ly x 10°  6.993066 4.524306  1.237798

L., x10% 13.772004 9.270540  2.529752
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Sekil 6.4 Problemin reel kisminin Ar = 0.004, N = 30, r = 1 ve farkli y degerleri icin kollokasyon

yontemi ile elde edilen sonuclarin mutlak hata grafikleri.
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Sekil 6.5 Problemin sanal kisminin At =0.004, N =30, t = 1 ve farkl1 y degerleri icin kollokasyon

yontemi ile elde edilen sonuglarin mutlak hata grafikleri.
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GOzoniine alinan problemin reel ve sanal kistmlarinin N = 30 boéliintii sayis1 ve
t = 1 zamani i¢in kuadratik B-spline Galerkin ve kiibik B-spline kollokasyon yontemleri
ile elde edilen niimerik ¢oziimlerinin L, ve L., hata normlar1 ve radyal baz fonksiyonlar1
yardimi ile Ref. [63]" de verilen L., hata normlar1 Y= 0.10 ve Y= 0.30 degerlerinde
Tablo 6.9’ da verildi. Ar = 0.008 zaman adim1 sec¢imi ile kuadratik B-spline Galerkin
ve At = 0.004 se¢imi ile kiibik B-spline kollokasyon yontemleri ile elde edilen niimerik

coziimlerin L., hata normlari, [63]” de verilen L., hata normlarindan daha diistiktiir.

Tablo 6.9 Problemin N =30, ¢t = 1 i¢in Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen

niimerik ¢dziimlerin tam ¢oziim ve Ref. [63] ile karsilagtirilmasi.

Reel Kisim Sanal Kisim
v=0.1 L, x10° L. x10° L, x10° Lo x10°
At = 0.008(Galerkin) 0.5442 0.4981 0.8560 0.7526
At = 0.004(Kollokasyon) 0.2495 0.0919 0.3048 0.1401
[63] _ 2.8536 _ 2.1753

Reel Kisim Sanal Kisim
v=0.3 L, x10° L. x 103 L, x10° L. x10°
At = 0.008(Galerkin) 0.5254 0.4382 0.8846 0.6685
At = 0.004(Kollokasyon) 0.3257 0.1321 0.4153 0.1986
[63] _ 2.8610 _ 2.1771

Problemin reel ve sanal kistmlarimin Ar = 0.005, N = 30 ve farkli + zamanlan
icin kuadratik B-spline Galerkin ve kiibik B-spline kollokasyon yontemleri ile elde
edilen niimerik c¢oziimlerin L, ve L. hata normlar1 farkli y degerlerinde Tablo 6.10
ve Tablo 6.11° de verildi. Secilen degerler icin hesaplanan niimerik ¢oziimler igin
genel olarak kuadratik B-spline Galerkin yontemiyle elde edilen sonuglarin kiibik B-
spline kollokasyon yontemiyle elde edilen sonucglara gore daha iyi oldugu tablolardan

goriilmektedir.
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Tablo 6.10 Problemin reel kisminin Ar = 0.005, N = 30, farkli y degerleri ve artan r zaman-
lar1 icin Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile

kargilagtirilmasi.

Galerkin Kollokasyon

Vool TLX0] Lo x 100 Lo x10° Lo x 107
0.50 0.2 0.523902 0.820179 0.641973 1.003052
0.4 0.552131 0.971584 1.021496 1.711634

0.6 0.147640 0.369984 1.188215 2.075310

0.8 0.871154 1.175248 1.116954 2.078105

1.0 2.598532 4.239642 0.759184 1.585488

0.70 0.2 0.557520 0.844143 0.680105 1.016619
0.4 0.546918 1.007871 1.026960 1.734634

0.6 0.150826 0.417696 1.186069 2.104631

0.8 0.927887 1.093060 1.116919 2.115419

1.0 2.721373 4.026448 0.792385 1.660798

090 0.2 0.703742 0.751264 0.827616 0.893579
0.4 0.527424 1.268234 1.009645 1.977602

0.6 0.313918 0.358895 1.178809 2.027875

0.8 1.009461 0.950085 1.119861 2.189894

1.0 2.931805 3.710960 0.891969 1.788823

Tablo 6.11 Problemin sanal kisminin At = 0.005, N = 30, farkli y degerleri ve artan ¢ zaman-
lar1 icin Galerkin ve kollokasyon yontemleri ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziim ile

kargilagtirilmasi.

Galerkin Kollokasyon
T T X0 Lex 108 L x10°  Lex 103
0.50 0.2 0.892729 1.346044 1.079641 1.644361
0.4 0.921704 1.593113 1.636817 2.796709
0.6 0.239918 0.619203 1.826387 3.381293
0.8 1.363993 1.880229 1.618910 3.365843
1.0 4.248708 6.790519 1.237798 2.529752
0.70 0.2 0.971925 1.379944 1.176801 1.663806
0.4 0.901103 1.645446 1.660707 2.830335
0.6 0.264168 0.689477 1.805818 3.423927
0.8 1.526773 1.760602 1.582132 3.419954
1.0 4.596114 6.483734 1.344213 2.637841
0.90 0.2 1.239926 1.246504 1.461332 1.486823
0.4 0.786752 2.022296 1.566896 3.180029
0.6 0.528067 0.599951 1.660174 3.313448
0.8 1.697004 1.556575 1.615376 3.526487
1.0 5.043626 5.043626 1.564205 2.821317
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7. SONUCLAR

Bu calismada, Caputo anlamindaki zamana gore kesirli mertebeden gaz, Burg-
ers, telegraf ve Schrodinger denklemlerinin L1 ve L2 yaklasimlar1 yardimiyla kuadratik
B-spline Galerkin ve kiibik B-spline kollokasyon sonlu eleman yontemleri ile niimerik
coziimleri elde edildi. Elde edilen niimerik ¢oziimler ile bu ¢oziimlerin dogrulugunu test
etmek icin hesaplanan L, ve L. hata normlar1 tablolar halinde verildi. Ayrica niimerik ve

tam c¢oziimlerin uyumlu oldugu grafikler yardimiyla sunuldu.

Boliim 3’ de zamana gore kesirli mertebeden gaz denklemi uygun baslangic ve
sinir sartlari ile birlikte ele alindi. Bu boliimde verilen sonuglar incelendiginde, Galerkin

yonteminin kollokasyon yontemine gore daha iyi sonuglar verdigi goriildii.

Boliim 4’ de zamana gore kesirli mertebeden Burgers denklemi ii¢ farkli model
problem ile gozoniine alindi. Kuadratik B-spline Galerkin ve kiibik B-spline kollokasyon
yontemlerini karsilastirmak icin her bir model problemin secilen degerlerde elde edilen
niimerik ¢ozlimleri ve hesaplanan hata normlar1 farkli y degerlerinde ve artan ¢ zaman-
larinda verildi. Problem 1 i¢in kii¢iik # zamanlarinda kuadratik B-spline Galerkin yontemi
daha iyi sonug verirken, artan # zamanlari i¢in ise kiibik B-spline kollokasyon yonteminin
daha iyi sonuglara ulastig1 goriildii. Problem 2 ve Problem 3 icin ise kuadratik B-spline
Galerkin yontemiyle, kiibik B-spline kollokasyon yontemine gore daha iyi sonuglar elde
edildi.

Boliim 5° de ii¢ farkli model problem ile ele alinan zamana gore kesirli mertebeden
telegraf denklemi kuadratik B-spline Galerkin ve kiibik B-spline kollokasyon yontemleri
ile niimerik olarak ¢oziildii. Her bir model problemin secilen degerlerde, Galerkin ve
kollokasyon yontemleriyle hesaplanan hata normlar1 yardimiyla olusturulan tablolardan,
Galerkin yonteminin kiibik B-spline kollokasyon yontemine gore daha iyi sonuglar elde
edildi. Ayrica Problem 1 icin her iki yontemle elde edilen sonuglarin Ref. [53]’de radyal
baz fonksiyonlarin yardimi ile elde edilen sonuclardan daha 1yi oldugu goriildii. Problem
2 de ise sunulan yontemler ile edilen sonuglar Galerkin yontemi ile Wei[54] tarafindan

lokal siireksiz Galerkin yontemi ile elde edilen sonuglardan iyi oldugu goriildii.
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Bolim 6’ da zamana gore kesirli mertebeden Schrodinger denklemi uygun
baslangic ve smir sartlarn ile birlikte ele alindi. Zamana gore kesirli mertebeden
Schrédinger denklemine, U (x,t) fonksiyonunun reel kismi R(x,#) ve sanal kismt S(x,)
olmak iizere

U(x,t) = R(x,t) +iS(x,?)

seklinde doniisiim uygulandiktan sonra denklem kesirli mertebeden kismi diferansiyel
denklem sistemine doniistiiriildii. Ele alinan problemin reel ve sanal kisimlarinin
yontemlerle elde edilen niimerik ¢oziimleri ve hata normlari ile olusturulan tablolardan
kiigiik # zamanlarinda kuadratik B-spline Galerkin yontemi daha iyi sonug verirken artan
t zamanlar i¢in kiibik B-spline kollokasyon yonteminin daha iyi sonu¢ verdigi goriildii.
Ayrica, her iki yontem ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin L., normlar1 Ref. [63]" de veri-
len L, hata normlarinda daha diisiik oldugu ve bdylece ele alinan yontemlerle hesaplanan
coziimlerin Ref. [63]" de radyal baz fonksiyonlar1 yardimiyla elde edilen sonuclardan
daha iyi oldugu goriildii.

Sonug olarak, bu tezde gdzoniine alinan Caputo anlamindaki zamana gore kesirli
mertebeden diferansiyel denklemlerin kuadratik B-spline Galerkin ve kiibik B-spline kol-
lokasyon yontemleri ile elde edilen niimerik sonuglarindan, her iki yonteminde lineer ve
lineer olmayan kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢éziimlerine

alternatif yontemler olarak kullanilabilecegi sdylenebilir.
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