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OZET

Kompleks dizlemde bir bélgenin veya bir Riemann yiizeyinin
konform  yapisinin, onun iizerindeki  analitik fonksiyonlaran
halkalarinin cebirsel yapisi yardimiyla belirlenebilecefi
pilinmektedir. Kenform esdegerlik igin kullanilan bu yontem kompleks
analiz yontemlerinden daba kullanigli: niﬁp, ilk defa L. Bers tarafin-
dan kompleks dizlemin 1iki altbtlgesinin konform egde@erlili@ini
gostermek igin kullanilmistic. Daha sonra W. Rudin, H. L. Royden ve
M. Nakai ayni problemi Eglk Riemann yiizeylerine geni§1etmj§lerdjr.i
L. P. Su, Kompleks diizlemin herhangi altciimleleri igin ayni ybnteml
kullanarak konform egdegerliligi gosterdi. Bu galigmada ise, agik
Riemann yluzeylerinin herhangi altciimlelerinin konform esdegerliligl

problemi lizerinde durulmustur.

T

Bu galigma ig bolumden olugmaktadir.

Balim I de metin iginde kullanilan terminoloji ve
gtsterimler tanitiimis olup, diger biliimlere temel olugturacak
cebirsel, topolojik ve kompleks analiz kavramlarl tizerinde durularak

bir dizi bzellikler verilmisgtir.

Bolim [I7, iki kaisimdan olugmaltladir. Birineci kuiuimda,
kompleks dizlemin bog olmayan herhangi alteiimleleri iizerinde tanimla
fonksiyonlarin analitikligi igin gerekli kogullar verilmigtir.
ikinei kaisimda ise X ve Y nin C nin herbangi iki altciimlesi olmasi
durumunda, X ve Y tzerinde tan1ml1 tim tek-degerli analitik fonksi -
yonlarin H(X) ve H(Y) halkalari arasinda bir izomorfizm varsa, bu du-
rumdé X ve Y nin konform egdeger oldugu gisterilmigtir.

Bolim 111 de ise, Ry ve R, nin iki acik Riemann yuzeyi ve

X, Y nin de sirasli ile Rl’ R2 nin bos olmayan herhangi ki
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altcimlesi olmasi durumunda, H(X) ve H(Y) halkalari arasinda b |

\
izomorfizm varsa, X ve Y nin konform egdeder oldugu gosterilmigtir |

Biylece iki agik Riemann yizeyinin bog olmayan altciimlelerinin bi |
|

cebirsel karakterizasyonu elde edilmig olur.
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1. TEMEL KAVRAMLAR

1.1. Halka ve idealler

Tanim 1.1.1 : Bogs olwayan bir R ciimlesi verilsin. BAir

f:RxR—R dénlgimiine, R Uzerinde bir ikili-iglem denir.

Tamim 1.1.2 : R bos olmayan bir cimle olmak Uzere, R

Gigerinde + :(a,b)—sa + b, . :(a,b)—a . b geklinde tanimli toplama
4

ve gapma ikgli—iglemleri verilmis olsun. Eder
(1) her a,b€ R igina +b =b + &,
(2) her -a,b,c € R icin {a + b) +c =a+ (b 32);
(3) her a € R icin a + 0 = a olacak bigimde bir G€ R

vardir,

(4) her s€ R igin a + (-a) = 0 olacak bigimde bir -a € R
vard1r;

(5) her a,b,ce R iéin (. BY e s aarstheeny

(6) her a,b,ce€R Igin
a.(b+eg)=a.b+ a-c

{bew) ca=ch .a+f 3

1

5zellikleri saglaniyorsa (R, +, -) igliisiine halka denir ve kisaca R
ile gosterilir.
Eger, ayrica her a,b € R igin a . b = b . 8 61uy0rsa, R

halkasina defismeli halka denir. Ustelik, eger R nin her a elemani

jein 1 . a =a . 1l =a kogulunu safjlayan bir 1€ R elemani varsa, bu

durumda R ye Ozdeg elemanli degismeli halka denir.

Teorem 1.1.1 : R bir halka olsun. Bu durumda her a€ R igin



a.hD=z0.a=10dr.
Bu teoremden halkalardaki su snemli o©zellik goridlic: B
halkada carpanlardan birl sifir ise, bu durumda iki elemanin garpil

s1firdir. Bunun kargibti her zaman dogru degildir.

Tamim 1.1.3 = R bir halka olsun. Eger R de s1firdan fark}

a,b gibi iki eleman igin a . b-: 0 ise, bu durumda R halkasini

sifir bolenleri vardar denir.

Tanim 1.1.4 : S1fir bdlenleri bulunmayan bzdes elemanliy

dejigmeli bir halkaya tamlik bolgesi denir.
L

Tanim 1.1.5 : R ©zdeg elemanli, degismeli bir halka olsur

Ejer R nin herhangi bir a elemaninin carpma iglemine gore inver%
varsa, bu durumda a ya birim (veya tersine gevrilebilir elemar
4

denir. ' E
- |

Tanim 1.1.6 : R Gzdes elemanli bir halka olsun. Eder R nj

s1firdan Farkli her elemani birim ise, bu durum da R ye bblenler hs

kasi denir. Defjigmeli bir bdlenler halkasina cisim adi verilir.

0 halde bir tamlik bélgesinin ve bir bdlenler halkasinin e

az iki elemani vardir. Ustelik her cisim bir tamlik Bﬁlgesidir.

Tamim 1.1.7 : R bir halka olsun. Eder R nin bog olmayan bi
S altcimlesi R nin islemlerine gdre bir halka ise, bu durumda S ye

nin bir althalkasi denir

feorem 1.1.2 : R bir halka ve S, R nin bog olmayan bi
altciimlesi olsun. Bu durumda S nin R nin bir althalkasi olmasi igi

gerek ve yeter kosul her a,b€ S5 igin a - bes ve a . b€

olmasidir.



Simdi bir halkanin Onemli bir altyapisi olan ideal

kavraminl tanimlayacagiz. jdeal bzel bir althalkadar-

Tanzin 3:1.8:R bir halka ve I, R nin bog olmayan bir

~ altciimlesi oclsun. Eger

{i) a,b €1 ise & - h€l,
(ii) her r€R ve a€ I igin T . ael vea - TEIX

5zellikleri saglaniyorsd, bu durumda I ye R nin bir ideali denir.

I, R nin bir ideali olmak izere efer 1 %:R ise, bu durumda

1 ye R nin bir gercek ideall denir. R nin agikar plan iki iQea}i R

F v .
ve R nin safir elemanindan meydana gelen {D} idealidir. Bu ideallere’

aéikar jdeal veya gergek olmayan jdealler denir.

Teorem 1.1.3 : R Ozdes plmanli bir halka olsun. Bu durumda

R nin herhangi bir gercek ideali birim igermez.

-

fspat : I, R nin bir geréek ideali oisun. iGdiadi 77108 &
nin birim igcerdigini kabul edelim; yani, I nin bir a elemani birim
clsun. Bu durumda a‘}E 1 dir. Buradan a - ate 1 dir. Burada 1,
carpmaya gore ﬁideg elemandir. O Halde her r€ R digin 1 . T = rel

olurki bu Rc=I demektir. I, R nin bir gergek jdeali oldufjundan bu

bir geliskidir.

Jeorem 1.1.4 : R Gzdesg elemanli, degismeli bir halka olsun.
Bu durumda R nin bir cisim olmasi igin gerek ve yeter 'kogul R nin
higbir gergek idealinin bulunmamasidir. -

ispat : 11k olarak R nin bir cisim oldugunu kabul edelim.R
nin hicbir gergek idealinin bulunmadigini gosterecegiz. I, R nin
sifirdan farkla bir ideali olsun. Bu durumda a # 0 olacak bicimde

bir a€ I vardir: R bir cisim oldugundan a—l € R dir. Buradan




a . a—l - 1€ 1 dir. Dolayisiyla her r€R iginr . 1€ I dir. Bu ise

1 = R demektir.

Karsit olarak R nin higbir gergek idealinin bulunmadiﬁlnl
kabul edelim. R ﬁin bir cisim oldugunu gosterecegiz. Bunun igin_R
nin sifirdan farkli bir a elemanini ve I :{ r.a:’~T R] cﬂﬁlesini
gﬁzﬁﬁﬁne alalaim. Agik olarak 1 bir idealdir. 1 . ari a € I oldugundan
I # {U} dir. 0 halde ICZ;R-ve 1€1 dir. Dolayisiyla R de dyle bir r
elemany vardirki T . @ = 1 dir. Bu a mn inversinin bulundugunu
gisterir. Bﬁy}ece R bir cisimdir.

2

Rrbir Halka ve I, R nin bir ideali Dlsun; Toplama iglemi

_ defjigmeli oldugundan (I,+) sistemi (R,+) sisteminin bir normal

altgrubudur. Bu durumda R/I toplamsal.balﬂm grubu tanimlidir.

BYL = {a +1:a3 R]‘ olmak tizere R/I Uzerinde toplama islemi

L AT .. n/T '
4 3 i\ L oA sy - "’"‘}-R;‘II ]

her @+ L, B4 1 R/ dcgin
(g + I) + (b + 1) = (a+b) +1
geklinde tanimlidir. Toplama iglemi iyi—tanlmlldlr.Gergakten, eger

a+I=za'+Iveb+1= b s

jog o =2 = 1, JEI ve b= b' = j, je€1l oldufundan

(g =a') +b~B")=1+]
dir. Dolayisiyla
(a+b)-(a'+b‘):i+j€1

dir. 0 halde
la .« b) 1L ={a = b') + I

olur ki, bu toplama igleminin jyi-tanimli oldugunu gbsterir. (R/I1,+)

sisteminin bir degigmeli grup oldugu kolayca gbrilur.
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feorem 1.1.5 ¢ R bir halka ve 1, R nin pir ideali olsun. Bu

durumda R/I toplamsal bolim grubu R/1I x R/1I —> R/L, heT

a2+ I, e 1E p/1 igin (a + 1) . (b+1I)=28-" b + 1 seklinde

tanimli garpma iglemine gire_bir halkadir. R degigmell veya tzdes

elemanli ise ayni szellik R/I de de saglanir.

jspat : Daha Once belirtildigi gibi R/I toplama iglemine

gbre bir dedismell gruptur. Simdi garpma- igleminin jyi-tanimli
oldugunu gosterelim. Bunun igin

a+r I =8 +«Iveb+ I = b sl

oldugunu varsayalim. Bu durumda

a—a' :i,iélveb =B =iy JE L

oldugundan

sh-a'b' = gl - b*) + {a — a* )’
zai + ih'e T
dir. 0 haide

(a . b) +1= (g" - b") +1

dir. Bu nedenle carpma iglemi jyi-tanimlidir. Kalan halka sartlari

R/1 de saflanir clinki; R/I nin islemleri, R nin islemleri yardimiyla

tanimladar. Bu gekilde tanimlanan R/I- halkasina R nin I ye gore

bilim halkasi denir.

Tanam 1.1.9 = R ve R’ iki halka ve f = R—> R' icine  bir

fonksiyon olsun. Eger her a,b€R igin
(i) f (a+b) = F (a) + f (b),

(ii) f {a - b) = f (a) . F (b)

icine bir halka homomot fizmi

tzellikleri saflaniyorsa f ye R den R!

denir. Ayrica f bire-bir ise ,f ye bir halka monomorfizmi, f lizerine

ijse f ye bir halka epimorfizmi ve f ayni anda hem bire-bir hemde




izerine ise, f ye bir halka jzomorfizmi denir.

Teorem 1.1.6 : R ve R' iki halka ve £, R den R' ¥& bir
szomorfizm olsun. Bu durumda ¢l ge R den R ye bir izomor fizmdir.
ispat : Her a'e R* igin, f bire-bir ve lzerine oldugundan

-1
f(a) = a' olacak bicimde R nin bir tek a elemani vardir ve £ (g¥)=8

dir. f_l in bir izomorfizm oldugunu gosterecediz. a',b’e R' igin

e Liar + b') = FH(F(a) + £(B)) = lifta + )y =8+ b
S CO N L)
ve ot gy
#Lear . br) = F(fla) . £D)) = I T R

e TR

oldugundan ¢! bir homomorfizmdir. Simdi f‘l in bire-bir ve izerine
olduunu agsterelim- a'.h'€ R icin fdl (a') = f'_l(b‘) olsun. Bu
durumda

(e l(a)) = £(5HBN)

ve buradan a' = b' olur. Bdylece f bire-birdir. £ 1 in @izerine
‘oldugunu gostermek igin, R nin her a elemanina kargilik fia) = a
olacak sekilde R’ de bir a' elemaninin var oldugunu gﬁstermeliyiz.
Her a € R igin f(a) = a' € R oldugundan £ (f(a)) = 1 (a") ve
buradan a = f~1l(ar) olurki bodylece f~Llizerinedir. O halde f—l, R

den R ye bir izomorfizmdir.

'féﬂrem 1.1.7 : R ve R’ iki halka ve f, R den R' ye bir
izomorfizm olsun. Bu durumda |
(i) Eger I, R nin bir ideali ise, bu durumda £(1) de R' nin
bir_ideaiidir.
(ii) Eger I', R' nin bir 1deali ise, bu durumda f_l(I') de

R nin bir idealidir.




Ispat : (i) I, R nin bir ideali ve a',b’ € f(I) olsun. Bu

durunda f(a) = a' ve f(b) = b’ olacak bigimde a,b €I vardir. Ayrica

her r' . R!' igin f(r) = r' olacak bigimde bir r€ R vardir. Simdi -
o = b = Fd) —~ Fib) =l b _

vea-b €1 ise f(a - b) € f(I) oldufundan a' - bt € f(I) dir.
e Y FlaY e CE )

ver .a¢lise f(r.a)é€ £(1) oldugundan' r'. a' € £(I) dir.
g b= Fla) . B = fla . x)

s & . ¢ E T 88 fla » ) E f(1) oldujundan a'. r'E€ f(I) dir.

Dolayisiyla £(1), R' niin bir idealidir.

(ii) I' R' niin bir ideali ve a,b € ¢ 1(11)olsun. Bu durumda
f(2) = a' ve f(b) = b' olacak bigimde a',b'e€ I glemanlarl vardir.
Ayrica her T € R igin f(r) = r'€R' dir.
At b = Pla¥ = £lh) = Az EFE L]

A = s =

oldug.undan a - b € F_l(I') diir.
¢, ¥t = fla) . fle) = fia - r}e 1
oldujundan @ . £ € £ (I') dir.
' a* = flg) . Flz) = flr . a) € 1'
cldufundan 1© . a€ ¢t (I1') dir. 0 halde g (1'),. R nin bir
idealidir.
Tamm 1.1.16 : £ ¢+ R—R" bir halka homomorfizmi, o ve o'

sirasiyla r ve r' nun toplamaya gore tizdeslik elemanlari olsun.

Bu durumda
Ker(f) = {rE,R - f(r) = 0'}

cumlesine T nin gekirdegidenir.

Jeorem 1.1.8 : f : R—R"' bir halka homaomornfizmi olsun.

Bu durumda Ker(f), R nin bir idealidir.



Ispat : o€ Ker(f) oldugundan Ker(f) # P dir. a,b € Ker(f)

ve 1 €-R olsun. Bu durumda

fla - b) :7%(3) = flh) = @'~ g*= o',

fa . ) = f(a) . f(r) = o'.f(r) = o
ve

f(r » a) = f(r) - f(a) = f(r) s gls p?t

oldugundan Ker(f),R nin bir idealidir.

Teorem 1.1.9 : (Esas Homomorfizm Teoremi) f : R——>R' bir
halka hsmomorfiimi ve I, R nin Ker(f) icinde icerilen bir ideali
olsun. Bu_durumdé R/I den R' ye tanimli bir-tfk T homomorfizmi var-

dir Gyleki, her a R igin F(a + I} = f(a) dir. T nin bir izomorfizm

plmas1 icin gerek ve yeter kosul Ker(f) =.I ve Im(f) = R’ olmasidar.

fgpat ¢
TR —
i * | &
: LN g
3 B R
R/I

Gnce T nin iyi-tanimli oldugunu gdsterelim. a + I =a' + 1
olsun. a - a' =i I, i I oldufundan,

fla - a') = £(i) = f(a) - fla') = o' =>f(a) = fla’)

yani,

fla + I) = T(a'+ I)
dir. Dolayisayla f iyi-tanamlidir.
f nin bir homomorfizm oldufunu gdsterelim.
F((a + 1) + (b +1)=F((a+b)+I)=fla+b)

- =f(a) + f(a) + f(b) = Tla + 1) + T(b+I)

ve
Fl((a+1). (b+1))

F({a . b) = 1) = fla . b)

fla) «» T(b) = Fla+ I) . (b + I)

dir. 0 halde T bir homorfizmdir.

P e —
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simdi T nin bir tek oldujunu gastereiié. Aksini kabul ede-
1im. gla + 1) = £(a) olsun. Bu durumda -
Fla + I) = f(a) = gla + 1)
oldugundan f ; g olur. Buradan f bir tektir. Son olarak
¥ bir izomorfizm & Ker(F) = O & Ker(f/1) = O
=3 Ker(f) = 1

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Sgniig 1.1.1 : T 2 B —= R" bir halka homomorfizmi olsun.

Bu durumda R/Ker(f) = R’ dir.
3 L
Ispat : Yukaridaki teoremde I. = Ker(f) ve R' = Im(f)

. alinirsa, f homomorfizmi R/Ker(f) den Im(f) ye bir izomorfizm olur.

Tanim 1.1.11 : R dzdesg elemanli, degismeli bir halka ve a

E nin bir elemani olsun. Bu durumda (a) s{T .8 5L R} idealine R

nin 2 tarafindan tiretilen esas ideali denir.

Tanim 1.1.12 = R ﬁzdeg.elemanll, defjigmeli bir halka ve I,
R nin bir ideali olsun. Eger 1 = R ve R nin I C J kogulunu safjlayan
her J ideali igin I = J veya J = R oluyorsa, bu durumda I ye R nin

nir maksimal ideali denir.

tfeorem 1.1.10 = R ve R’ iki halka ve f,R den R' ye bir
izomorfizm olsun. Bu durumda

(i) Eger I, R nin bir naksimal ideali ise f(I) de R niin
bir maksimal idealidir. . 7

(i1) Eger I', R' nin bir maksimal ideall ise FY11) de R
nin bir maksimal idealidir.

ispat : (i) I, R nin bir maksimal ideali olsun. £(1) nin R’

nin bir maksimal ideali olmadiginy kabul edelim. Bu durumda dyle bir
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' ideali vardir ki f{I) C— J' C R' dir. f'l bir izomorfizm

oldugundan fliRJ‘)C::R bir idealdir ve I(T f_l(J') diir. I maksimal
oldugundan ya I = F_I(J') yada f_J(J')rz R dir. Béylece J' = f(I)
veya J": R' dir. Dolayisiyla f(I), R' nin bir maksimal idealidir.

(ii) I', R' nin bir maksimai ideali olsun. F_l(I') nin R
nin bir maksimal ideali olmadigini kabul edelim. Bu durumda dyle bir
J ideali vardar ki fFJ(I') C JT R dir. Ff bir izomorfizm oldudundan
£(J)C— R' bir 1ideal ve I'C::lf(l) dir. I' maksimal oldugundan ya
Ty = B° .yada F{3) = BF dﬁr.__ﬁﬁylece 4= 7Ll (1) veya J = R

dir. Dalayiéiyls f L(I'), R pin bir maksimal idealidir.

Tanim 1.1.13 : R oGzdes elemanli, defigmeli bir halka ve

(a) #Z R, R nin bir esas ideali olsun. Eger (a)—(b)R igin by = R

veya (a) = (6) oluyorsa, bu durumda (a) ya R nin a tarafindan

tretilen maksimal esas ideali denir.

_ Teorem 1.1.11 : R &zdes elemanli, degigmeli bir halka ve
I # R, R nin bir ideali clsun. Bu durumda I nin R halkasinin
maksimal ideali olmasi igin gerek ve yeter kosul R/I nin bir cisim

olmasidair.

fspat : I, R nin bir maksimal ideali olsun. R ©Ozdes
elemanl: ve de§i§meli cldudundan é/l de &zdes elemanli ve
deigmelidir. O halde R/I nin cisim oldugunu gostermek igin R/I nin
sifirdan farkla 'her- elemaninin garp@ggwi§lem;ne giire inversinin
varligini gostermek yeterlidir. Bunun igin a + I yanciimlesinin
0 + I = I yanclmlesinden farkly oldugunu kabul edelim. Bu durumda
acldir. J={i+r.a:i LT _R} cimlesini gdzonine alalim. .

J, R halkasinin bir idealidir. Gergekten, eder i + r.a, i+ r.a€d

ise, bu durumda
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(il+ rla) o (iz-i- rza) = (il— i% + (l‘l— I‘%.aEJ
dir. lUstelik i + xr.a€Jd ve herhangi bir x€R igin

R-{E = e 8) & Kl b XeledE d
dir. R de@ismeli Dldugundan.(i + r.a).x €J dir. Dolayisiyla J, R nin
bir jdealidir. a = 0 + L.ave 1 = i + 0.a olarak yazilabileceginden
f;1 € J diTs Dolayisiyla ]C JCR dir. Fakat 1 maksimal oldugundan
J = R dir ve R nin tzdes elemani olan 1, J ninde elemanidir. O halde
gyle bir ilel ve 1iE R vardir ki il+ rya = 1 dir. Buradan 1 —7r1a€.1
elde edilir. Dolayisiyla _

1+ 1=r18+ 1= (ry+ 1).(a + I)
ve Ty L = (a + I)_l olur. Bolece R/I bir cisimdir.

Karsit olarak R/I nin bir cisim oldugunu kabul edip I ﬁin
maksimal oldugunu gosterelim. Bﬁnun igin R de herhangi bir J
idaslini gizdnine . alalim  fyield [c— jc R alsun. .1 = R
oldugunu gﬁstermeliyiz. I1C._ aldufjundan Byle bir a€ J ﬁardlr ki a,l
nin elemani dedildir. Dolayisiyla a = I = 0 + I dir. R/I bir cisim

oldugundan a + I nin carpmaya gore inversi vardir. Yani, gyle bir

b &+ I€R/I vardir ki (g + 1310 + 1) =1 + I dir. Buradan l-ab€ ICJ

dir. Fakat a, J idealine ait oldugundan a,be J olup 1€ J dir. O

halde J = R dir. Bdylece I maksimal idealdir.

1.2. Analitik Fonksiyonlar

Tanim 1.2.1 D, kompleks diizlemde bir bolge (agik irtibatli
cumle) ve f(z), D dzerinde tanimli bir kompleks fonksiyon olsun. >0
bir reel sayl olmak izere z nin D de kapsanan r-komgulugu

Ur(z) = {w : | ow - 2] £ r}

alsun. 0 ¢ |h] < T olmak kosuluyla eger
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1im f(z + h) - Fl=}
h—0 h

degeri varsa, bu durumda f{z) fonksiyonuna z de diferansiyellenebi-

lirdir denir. Bu limite £(z) nin z deki tirevi denir ve fi(z) ile

gosterilir. Diferansiyellenebilen fonksiyonlar sureklidirler.

Japam 1.2.2 & Tlz)s D biilgesi tizerinde tanimly bir kompleks
fonksiyon olsun. Eger f(z), D nin her noktasinda diferansiyellenebi-
jir ve f'(z) slUrekli ise, yani f(z), D de siirekli olarak

diferansiyellenebiliyorsa, bu durumda f(z)} ye D de analitiktir denir

4 -

Teorem 1.2.1 : Bir D bolgesinde tanimli olan bir
f(z) = ulx,y) + iv(x,y) fonksiyonunun D de analitik olmasi 1igir

gerek ve yeter .kogul onun reel ve imajiner kisimlarinin siitekli

chilmoeiove o — v oo = _y Fauchyv-Ripmann
- X ¥y = ¥ X =

denklemlerini salamasidir.

Simdi kompleks-analizde cok @nemli bir yeri olan kuvvet

gerilerini inceleyelim.

Tamm 1.2.3 : z bir ~kompleks degigken ve Z _, &g €€

glmak Uzere
m H
j{: a (z - 2z )n = m @z - 2] * 8 (7 = 2 )2+-..
el o} o 1 o v o

seklindeki bir seriye Z o etrafinda bir kuvvet serisi ve &

_sayilarina kuvvet serisinin katsayilari denir.

(==]

Teorem 1.2.2 : (Cauchy-Hadamard) Her jr_an(z - zG)n kuvvet

n=0 _
serisinin bir r yakinsaklik yarigapl vardir. Eger 0 < T € oo ise,

seri |z - Zol ¢ r icin mutlak yakinsak, |z - Zc‘ > ¢ icin 1raksak-

tir. Eger v = 0 ise seri sadece Z = Z, icin yakainsak, T =0 igin

n
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kompleks dizlemin tamaminda yakinsaktir. Burada T sayis:
1 :

. n
limSup / a,

T =

ile verilir.

o0
Tanim 1.2.4 : Ez:an(z - zo)n Kkuvvet serisinin yakinsaklik

n=o

yarigapl T olsun. Bu durumda Iz -z l R gemberine kuvvet

serisinin yakinsaklik cemberi denir. Bu cgemberin igini
u(z) = {z : |z - Zol < r}

-ile gbsterecediz. . ' "

o n " . R
an(z - Zo) herhangl bir kuvvet serisi olsun. 0 zaman

™18

 bu kuvvetnégrisinioc
RN(Z) = ir'a (z - z )n
=N " :
olmak ilizere - |
o - N-1 ' =
Z an(z - z.c) = Z an(z i zD) s F{N(z)
n=o n=o

seklinde yazmak daima mimkindiic. Sabit bir N iginm RN, Ur(zo) lizerin-
de z nin bif fanksiyonudur. N —> oo iken her z U;TE;T igin Ry(z)— 0
dir.Yani, her £> 0 , 6yle bir M(E,z) > 0 sayisi vardir ki

N > M(E,z) igin IRN(Z)[ ZE
dur. Burada M(E,z) semboli M sayisinin hem £ a hemde z YEe baglza

oldufunu gostermektedir. -

Tanim 1.2.5 : Herhangi bir E::an(z - zo)n kuvvet serisi

: n=o
ve bir S nokta ciimiesi verilsin. Eger her £50 ve her z€S  igin

N > M(€) oldugunda ]RN(z){ < £ olacak bigimde bir M(E) > O tamsayaisi
bulunabiliyorsa, bu durumda verilen kuvvet serisine S clmlesinde

uniform yakinsaktir denir.




S
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00
Tecrem 1.2.3 : E::an(z - zo)ﬂ kuvvet serisinin yakinsaklik

n=o
yarigapr R , 0 ¢ R < +o0 olsun. Bu durumda 1, 0 <r < R olmak
]
tizere o :
" }:: an(z - zo)n kuvvetserisi r yarigapli, z merkezli Cr
n=o : -

cemberinin lizerinde ve iginde uniform yakinsaktir.
s S S SR o) i : :
an(z - 20) nin biitin terimleri %:(ﬁ;) iizetrinde 2z nin

stirekli fonksiyonlari oldudundan burada serinin
o

flz) = Z an(z - zg)n

n=o
toplamida Ur(zb) izerinde siireklidir. Bu 0 < r <R placak bigimde

L 3

her r icin dogru ‘oldugundan £(z) nin Ug {zo ) tizerinde stirekli

oldufunu sﬁyleyégiiiriz.

oQ
Teorem 1.2.4 = z: an(z - zo)n kuvvet serisinin yakinsaklik
n=0 :
yericapr r, 0 <1 < +po olsun. Bu durumda
o
s n
f(z) =, _a (z - z.)
n=o

Ur(zo) {izerinde z nin bir analitik fonksiyonudur.

Tegrem 1.2.5 : (Taylor) Herhangi bir f fonksiyonunun bir

B, & 8 |z - 7z,] =R cemberi iginde analitik oldugunu kabul
edelim. Bu durumda CR iéindeki her z noktasinda
%9 n f £M ) n
» _ _ o Bl =
Flzy & __'an(z Zo) = = (z Zo)
n=o n=o

dir. Yani, Cp igindeki her 2 icin kuvvet serisi f(z) ye yakinsar.

Ustelik, 0 < ¢ < R olmak Uzere kuvvet serisi Cr cemberinin lizerinde

ve igirde uniform yakinsaktir.

Teorem 1.2.6 : f(z), D bglgesi {iizerinde analitik bir

fonksiycn ve z , D nin herhangi bir noktasi olsun. Bu durumda f(2),

£
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o0

'f(Z) = Z an(z = Zo)n

n=0

kuvvet serisine agilabilir. Bu seri UR(%)} izerinde yakinsaktar.

Burada n = 0,1,2,...~ icin

u . N 1.
(I e U
T
dir (B <r < B ¥R €y 2, noktasini cevreleyen basit kapali bir egri-

dir.)

Sonug 1.2.1 ¢ Bir D bdlgesi izerinde ‘tanmimli bir Flz)

fonksiyonunun analitik olmas1 igin gerek ve yeter  kosul her iOE D

yakinsak olan '
=]

n
f(z):ya(z—z)
= 0
n=nN
scrisine agilabilir olmasidir.

Janim 1.2.6 : f(z) fonksiyonu bir D biilgesinde tanimli ve z
% D nin bir noktasi olsun. Eger f'(zo) meveut defilse bu durumda z = 2

f(z) nin singiler noktasi denir. Eger  f(z), z, da analitik dedil

fakat z_  1in delinmis bir komgulugunda analitik ise, bu durumda z_ 2

ayrik singiiler nokta denir.

f(z) fonksiyonu Ur(zo) —{z&ﬂzerinde mutlak yakinsak bir
+00

f(z) = E: a (z - zo}n

n=—o

serisine aciliml denir. Burada a katsayilara1 0 <t <R olmak uzere

bt
1

igin "bir IJR(%] ) C— D komsulugu var ve f(z) nin UR(ZD) Uzerinde

Toomem 327 5 —[zﬂ} bilgesi Gzerinde analitik olan bir

ruvvet serisine agilabilir. Bu agilima f(z) nin z_ etrafinda Laurent
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1 {w) " s -
Tk 53] dw, (n=0, +1, + 2, ere ] i}
: (w - z)

ile verilmigtir.

Bir f(z) fonksiyonunun Z = 1n bir kemsulugunda, z, harig .
‘tek-degerli ve analitik oldugunu kabul edelim. Bu durumda Z_ gyrlk
siﬁgﬂler noktasinda Laurent seriéine acilabilir. Bu agilimda serinin :
negatif kuvvetlerden meydana gelen kismina f(z) nin z_ daki esas
kismi denir. f(z) nin z daki singﬁlerliﬁinin cegitini bulmak igiﬁ
bu nokta etrafindaki Laurent aglllmlndgn faydalanabiliriz. Baslica
iic durum ort;ya gikar. .

1.Durum : Serinin esas kismi meveut degildir. Bu durumda

f(z), z = ic; harig¢ |z - zD| ¢ r de analitik olan bir f l(z)

fonksiyonuna egittir. z = Z noktasinsa kaldirilabilir singiiler nokta

denir-

2. Durum : Esas kisimdaki terimler sonlu sayidadir. Yani,

7 o0 m :
f(z) = E:;an(z - zo)h +W§: a_n(z_—“zo)_n ;8 # 0
n=o0 n=1

dir. Bu durumda z = Z noktasina f(z) nin kutup noktas1 denir.

3. Durum : Esas kisimda sonsuz sayida terim vardir. Yani,

+00
f(z) = E{: alag -2
e " o
dir. Bu durumda z = Z_ & £(z) nin esas singiler noktasi denir.

Teorem 1.2.8 . (Kuvvet Serilerinin zdeglik Teoremi)

o o)
; n E n . ;
an(z - ZD) ve b (z - zu) kuvvet serileri z, etrafinda,
LR

n=o n=o

yakinsak iki kuvvet serisi olsun. Eger bu iki kuvvet serisi yigilma
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noktasi Z olan bir cimle Uzerinde esit iseler, bu durumda ©zdesg

olarak esittirler.

ispat : Verilen kuvvet serileril yakinsak oldiigundan

o) ®
f(z) = j{: an(z - zD)n va ~glz) = j{: bn(z - Zu)n
n=o n=o0

~ yazabiliriz. f(z) ve g(z) slrekli oldugjundan F(zo) = g(z;) dir. Yani

alz b1 dir. Timevarim metodunu kullgnacaglz..Kabul edelimki

a b

1= Bys 897 Bgs ve 7 Bp 1T Tl

dir. a_= br oldugunu gostermeliyiz.

f(z)—‘ao+ al(z—zo) g ¢ o ar_i(z—zo)r-l\ 4

= )r = a+ ar+l(z-zo) £
o

ve
I‘—-l‘

- - Y
-—_—-———-——'—'—_'_:u—e—!.j ('[;-L_.lf---
+1

g(z)—lba+ hl(z—zo) Fo.ut br—l(z-zc)

a
{7_7
25 ,,)

diyelim. Bu durumda sol taraftaki ifadeler Z da yigilan noktalarda"

egit oldugundan sag taraftaki serilerde bu noktalarda egittirler.
Yani, A, = br dir. Dola§151yla her n igin aﬁ = bn glur ki bu durumda

verilen seriler 0Ozdeg olarak egittirler.

Teorem 1.2.9 : (Analitik Fonksiyonlarin fizdeglik Teoremi)
f(z} ve g(z) bir D bglgesinde analitik iki fonksiyon olsun. Eger bu
iki fonksiyon yidilma noktasz 20€ D olan bir nokta cumlesinde egit

iseler, bu durumda D nin her noktasinda f(z) = g(z) dir.

ispat :
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D nin herhangi bir 2 caldbasands Tlz) = glzl oldugunu
gastereceﬁiz. Bunun igin, sekilde gdriildigu gibi z, 1 Z ye, tamamen
D ye ait olan bir Jofdan,eﬁrisi ile birlesgtirelim. Bu efdri pargasl
izerinde ?o* Zys Zgy voe ’.Zn - 7 noktalarini dyle segelimki z;
merkezi z. ; de olan D ye ait en bliyik dairenin iginde kalsin. flz)-
ve g(z) limiti z, glan bir'nokta ciimlesinde esit DlQUklarlndan,
Teorem 1.2.8 e gire Z, merkezli D nin en bliylk CO dairesinde
egittirler. O halde bu dairede-bulunan, 6zel olarak limiti z, clan
bir nakta ciimlesinde de e§ittirle£. Ayni diiglinceyle f(z) ve g(z)
merkezi zy de bulunan en bﬂyUkitl dairesinde esittirler. Ardisik zg
noktalar: icgin ayni sekilde devam edilerek z nékta51nda f(z) = g(z)

bulunur. z noktasi herhangi bir nokta oldugundan butin D de f(z) =

g{z) bulunur.

Teoran 1.2.30 3 Flz) tzdes olarak sifii Jegil ve flz), z3
noktasinin bir komgulugunda analitik olsun. Eger f(zo) - 0 ise, bu
durumda Z="Z noktasinin delinmig bir komsulugunda f(z) nin bagka

highir szfar: yaoktur. Yani analitik bir fonkéiyonun sifir yerleri

ayriktar.

Tanim 1.2.7 : Kompleks diizlemin tamaminda analitik olan bir

Fonbsiyona—tam fonksiyon denir.

Teocrem 1.2.11 = {Liouville) Slnlrli bir tam fonksiyan
sabittir.

ispat : f(z) herhangi bir sinirli tam fonksiyon olsun. Bu
durumda f(z) sinirla oldugundan kompleks diizlemin her z noktasl igin

[f(z)l £ M olacsek sekilde bir M > 0 sayisi vardir. Bir z_ nolktasi




19

igin C_ :-{ z ¢ |z = 20[ = r} cemberini gtzonine alalim. Cauchy
egitsizliﬁinden
' B
|t (zo)l e ' o

gir. Bu durumda T @ igin F'(zo) = 0 dir. z, herhangi bir nokta

oldugundan kompleks diizlemin her z noktasinda f‘(zo) = 0. dir.

" Dolayisiyla f(z) sabittir.

1.3. Genel Topoloji

]
i . 3

nTanlm 1.3.1 : X, bog olmayan bir cumle ve X in
altciimlelerinin bir kalleksiyonu T olsun. Eder
(i) .ﬂvve X, T ya aittir,
(ii) T ya sait herhangi sayida elemanlarin birlegimi yine
T ya gittir,
(iii) z ya ait sonlu sayida elemanlarin kesigimi yine vya
aittir .

tzellikleri saglaniyorsa 7 ya X icin bir fto 6loji ve (%,;€)

jkilisinede bir topolojik uzay denir. Bu uzay kisaca X ile

gosterilir

Tamam 1:3:2 = §X,0) bixr topolojik uzay olsun. Bu durumda

nun elemanlarina X topolojik uzayinin acik climleleri denir. Buna
gore, - ”
(i) @ ve X agaktir,
{ii) acik cumlelerin herhangi birlegimi agiktir,

(iii) acik cimlelerin sonlu kesigimi aciktir.
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Yapam 1.3.3 : X bir topolojik wzay olsun. X in farkla
herhangi iki x ve y elemani icin x € U, y€V ve Uflv = @ olacak

sekilde X de U ve V agik ciimleleri varsa, bu durumda X e Hausdorff

uzayl denir.

7 Tanim 1.3.4 : X bir topolojik uzay olsun. X in bir A
altcimlesinin kapali olmasi igin X-A nin aglk-01m351 gerekir. Buna
gore | :

(i) @ ve X kapalidir,

gii) kapali cimlelerin senlu birlegimi kapalidir,
’ ¢ - ¥

(iii) kapali climlelerin herhangi  sayidaki kesigimi

kapalidir.

Tanim 1.3.5 : X bir topolgjik uzay ve ACX herhangi bir alt
cimle olsun. Bu durumda A y1 kapsayan en kiiclik kapali cumlieye A nin
kapanisi denir ve A ile gosterilir. A nin kapali olmasi igin gearek

ve yeter kosul A = & olmesidir-

=l

Teorem 1.3.1 : X bir tepclojik uzay ve Ac X olsun. X €
olmasi igin gerek ve yeter kosul x i igeren bir U acik cumlesi igin

UNA 4 @ olmasidir.

Tanim 1.3.6 : X bir topolojik uzay ve AcX olsun. Eger xe€ A
igcin x € UCA olacak bicimde bir U agik ciinlesi varsa, bu durumda A

ya x in bir komsulugu denir.

Tanim 1.3.7 : X bir topolojik uzay, AC=X ve x € X olsun.
Eger A cimlesi x in bir komsulugu ise, bu durumda x e A nin bir

ic noktasi denir. A nin tim ig noktalarinin cimlesine A nin icgi
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- 4 = - - - - - -
denir ve A ile gosterilir. Buna gore L ciimlesi A nin kapsadigi en
biiylik agik cimledir. Ayricaz A nin acik olmasi icin gerek ve yeter

koéul A = A olmasidir.

Tanim 1.3.8 : X bir topolbjik uzay ve x;EX olsun. Eder V, X
in bir komsulugu ise, bu durumda V—{x} ciimlesine x in bir delinmisg
komgulufu denir. A, X in herhangl bir altcimlesi olmak lizere eder

x in delinmis her komgulugu A dan en az bir nokta igeriyorsa, bu

durumda x e A nip bir yiGilma noktas1 denir. Yigilma noktalarinin

ciimlesine A nin tiiretilen cumlesi denirt ve A' ile gosterilir. A nin
4 4

yigilma noktasi plmayan noktalarina ayrak nokia denir.

Teorem 1.3.2 : X bir topolojik uzay ve A, X in herhangi bir
alteimlesi olsun. Bu durumda

-y 4
Y B = ,'.‘.U_'.\_’,,

(ii) A nmin ke.ali olmas: icin gerek ve yeter kosul ATCSA
. olmasidir. Yani, kapali bir ciimle tim yigzlma noktalarin:

igerir.

Tanzm 1.3.9 < (X,T) biz topolojik uzay Ve 35, X in agik
altcimlelerinin bir kolleksiyonu, yani 35(2i22013un. Eger & ﬁun her

elemani 35 nin elemanlarinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa, bu

durumda 35 ye ( topolojisi igin bir taban denir.

Tanim 1.3.11 = (X,C) bir topolojik -uzay ve Y , X im
bir altciimlesi olsun. Bu durumda

‘ZY =JuNy : UEZ}

kolleksiyonu Y izerinde bir topolojidir, bu topclojiye altuzay

topolojisi veya rélatif topoleji denir. (Y,?&) ikilisine (X,4) nun
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altuzayi denir.

Janim 1.3.11 = X bir'topulojik uzay ve X € X olsun. x 1
igeren agik ciimlelerin kolleksiyonunu EBX jile gosterelim. Eger X i
iceren her agik ciimle ES)( in en az bir elemanini kapsiyorsa, bu

= n | B
durumda éjx e x icin lokal taban denir.

Taram 1.3.12. : X ve Y iki topolojik uzay olsun. Bu iki
3 ' i
topolojik uzayin toplam: X uy ile gdsterilir. X U Y nin acgik

ciimlelerinin X -ve Y ile arakesitleri acik ciimlelerdir. X ve Y nin -

topolojik garpami - ise XxY ile gdsterilir. Bu g¢arpim uzaylinin

noktalari x € ve y <Y clmak ilzere (x,y) sirali giftleridir. XxY nin

et FITRBELERS P Egnny iz hohes, e X, Ve ¥ omeak cihaleler almak

tizere UxV bigimindeki ciimlelerden meydana celir.

Tanim 1.3.13 : X bir topolojik uzay olsun. Eder X
kendisinden ve -bostan farkli ayrik ve agik iki ciimlenin birlegimi

olarak yazilamiyorsa, bu durumda X uzayina irtibatlidir denir.

Teorem 1.3.3 : Bir X topolojik uzayinin irtibatli olmasi
icin gerek ve yeter kosul kendisinden Ve bostan farkli hem agik

hemde kapali higbir altctumlesinin bulunmamasidit.

hYs

; ; —— 1 ) ;
Tecrem 1.3.4 : X bir topolojik uzay Ao’ {_Aifi epr A AN
irtibatli altciimleleri olsunlar. Efer her i€ I igin AO f Ai == ﬁ

oluyarsa, bu durumda AGIJ%QiAi) cumlesi irtibatladar.

o

e
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Tanim 1.3.1%4 : X bir topolojik uzay olsun. Eger X irtibatla
ciimlelerden meydana gelen bir tabana sahip ise, bu durumda X e lokal

irtibatlidir denir. Yani, X in herbir noktas:z irtibatli bir cimleye

aittir. : =
Tapnim 1.3.15 : X bir topulojik uzay, I bir indis climlesl ve

3

{
- U U. oluyorsa, bu durumda 1”13161 kolleksiyoauna X in bir agik

{ Uj.gj,éf , X in agak ctimlelerinin bir kolleksiyonu olsun. Egert
X el 1

Grtiisii denir. Yani, X in herbir noktasi en az bir Ui acik cimlesinde

bulunur. ; i

fanim 1.3.16 : X bir topolojik uzay olsun. Eger X in her
agik .ﬁrtﬂsﬂr sonlu bir altérti igeriyorsa, bu durumda A uzayina
kompakttar @enir. Yani, her {Uj}iEI agik &rtist igin X = Elui olacak

citgieas B Moo D ETHE o woake GHlBIERI Waedli.
L it Byithye el lIléI agik cumle CYRINE S

Teorem 1.3.5 = Bir Hausdorff uzayinin herbir kompakt

altciimlesi kapalidir.

feorem 1.3.6 ¢ Bir kompakt uzayin herbir kapall

altciimlesi kompakttar.

Teorem 1.3.7 = X bir kompakt uzay ve A, X in sonsuz sayida
nokta igeren-bir altciimlesi olsun. Bu durumda A' # # dir. Yani, X in

herbir sonsuz altclimlesinin X de bir yigilma noktasi vardir.

Tanim 1.3.17 : X bir topolojik uzay glsun. Eger her X in

herbir x noktasinin bir kompakt komgulugu varsa, bu durumda X

uzayina lokal kompakttir denir.

A - s

o B S ws
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Tanam 1.3.18 : (X,T) bir topolojik uzay olsun. Eder X in

herbir noktasi sayilabilir bir 1okal tabana sahip 1se, bu durumda X -

uzayina birinci sayilsbilirdir denir. Eger T topolojisi igin

sayilabilir bir taban varsa, bu durumda X uzayina ikinci

sayilabilirdir denir.

Teorem 1.3.8 : Efer bir topolojik uzay ikinci sayilabilir

ise, bu durumda birinci sayiiabilirdir.

Tanim 1.3.19 : X ve Y iki topolojik uzay, f : X—= Y bir
]
: . s :
fonksiyon olsun. Efer X € X igin f{x) = ye¥ noktasinin herbir V

komsuluguna karsilik X in bir U komsulugu var VE f(U)e V oluyorsa,

bu durumda f fonksiyonuna X noktesinda siireklidir denir. Eger f,X in

her noktasinda -siitrekli ise. bu durumda X Uzerinde sireklidir denir.

Jeore~ 1.3.7 = £ : X ——> ¥ bir fonksiyon olsun. f nin X
iizerinde strekli olmas: igin gerek ve yeter kogul Y deki her agik

ciimlenin ters gdrintiistinin X de acik olmasidir.

Teorem 1.3.10 : X, birinci sayilabilir bir topolojik uzay
ve Y herhangi bir tepolojik uzay olsun. Bu durumda X den Y igine bir
f fonksiyonunun sﬂreklé olmasi igin gerek ve yeter kqgul X de
X % olacak sekilde her (xn) dizisi igin Y de f(xn)___ﬂaf(x)

olmasidir.

Tanim 1.3.20 @ ¥ ve Y iki topolojik uzay, [ : X ——=Y igine

bir fonksiyon clsun. Eger f bire-bir, lzerine, [ ve f_l ters

fonksiyonu sirekli iseler, bu durumda f ye tepolojik dontsim veya

homeomorfizm denir.

.
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Teorem 1.3.11 : X ve Y iki topolojik uzay ve f, X den Y
igine bir siirekli fonksiyon olsun. Bu durumda f altinda irtibatla
bir cimlenin gdrintisu irtibatlidar.

Tespeii La2-12 = X va ¥ 30 topolojik uzay ve £, X den ¥
icine sGrekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f altinda kompakt bir

ciimlenin goriintlsl kompakttir.

tapar 1.3.2% = ¥ we ¥ iki topolojik uzay Ve F, % den Y

jgcine bir - fonksiyon olsun. Eger f altinda agik bir ciumlenin
' :

gorintist agik ise, bu durumda f ye agik diniisiim denir.

Tapim 1.3.22 : X ve Y iki topolojik uiay we F, X den Y
icine bir fonksiyon olsun. Eger f altinda kompakt bir ciimlenin

paniintiisiinin paranigi .komnalit iae bo durumda . f ve kompakt ddniigiim

" denir. .

fanaim 1.3.23 =@ X bir topolojik uzay olsun. Eger
- [G,lE__,_* X fonksiyonu éﬁrekli-ise, bu durumda f ye X'ﬁzerinae
bir egri denir. F(0) ve f(1) noktalarina sirasiyla egrinin baslangig
ve bitim noktalari denir. Eger f, bir homeomorfizm ise, bu durumda

f ye Jordan efrisi denir.

Janim 1.3.24 : X bir topolojik uzay olsun. Eger X in
herhangi iki noktasi, tamamen X de kalan bir egri ile birlestirile-

biliyvorsa, bu durumda X e egrisel jrtibatlidir denir.

Teorem 1.3.13 : X bir topolojik uzay olsun. Eger X efjrisel

irtisatly ise, bu durumda irtibatlidir.



26

tarain 1.3.25 : X £ ¥ bir ciimle ve d:XxX —>R reel-deder-

1i uzaklik fonksiyonu olsun. Eger her X,y,z €X igin
f3) dlzyy) = 0 £3%X 3% » e
(ii} dix,y) = d(y,x)}

(iii) d(x,z) é dix,y) + dly,z)

5zellikleri saglaniyorsa d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik ve

(X,c) jkilisine bir metrik uzay denir.
. Tanim 1-3-2? : (X,d) bir metrik uzay,x €X ve T2 0 bir sa-
¥ ]

bit olsur. Bu durumda B(x,r) = iyg;x . dix,y) < r} ciimlesine  bir

aglk YUVET denir.

ranst T.3.27 o (4,0 bir metfyik uzay ve GX olsun. Eger G

H(ylr};T;_GJEfQL e et nyr T > U varsa:

nin net- % nokfasl (icim B

bu durumcz G ye agik climle denir.

Tapnis 1.3.28 = M irtibatla bir Hausdorff uzayi olsun. Eder
M nin her noktasi Rz 5klid dizleminde bir. agik ciimleye homeomor
olacak bizimds bir agik ciimle tarafindan kapsanirsa, bu durumda M ye

iki-boyut u manifold adi verilir.

Tanzw 1.3.29 = M iki-boyutlu bir manifold olsun. Eder

i) oir I indeks ciimlesi igin.{ui a1 I}, M nin bir agik

grtisu ve Qi, us den z-kompleks diizleminde bir acik

cumle Uzerine bir homeomor fizm olmak iizere bir

'{(Ui,gi) : i I} kolleksiyonu pulunabilirse

ve

i S FEPEEE e B hat bl ki B
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(i1) U;,U; agak ciimlelerinin birbirini kismen srimeleri

durumunda 8.0 971 , 0.(u,Nuy.) den g.(u.Nu.) dzerine
§ 4 S G it
yon-koruyan bir _konform dontisum, yani
= y _
:_ = nr 5 -

w (Qjo Qi ¥ 2) = TLZ) Qi(Ui UJ) {izerinde z nin
bir analitik fonksiyonu ise

bu durumda M ye (kompleks) analitik manifold veya (soyut) Riemann

yiizeyi denir. Burada {_(Ui’gi) : i€ I}'kblleksiyonu M manifoldu

iizerinde bir analitik yapl tanimlar, deriz.Ayrica yukaridaki (i) ve

{ii) kogullarinin saglandifin bir bagka -{Vj = € 3}' acik ortisi ve
i 1 igin Vj den z-kompleks dizlemi igine mj homeomorfizmler sistemi
verildiginde M manifoldu lzerinde bir diger analitik yap:
tanimlanmis olacaktir. Eger {Ui : i€ I} ve {Vj : = J} deki tim

acik cimlelerin birlegimi ile elde edilen, M nin agik drtisld ve

e By Y 5 e L A Sppmee . e By ohnled

a4 b

«t

ve (ii} kosullarini seglarsa, bu durumda bu iki analitik yap1

aynidir veya ayni Riemann yiizeyini tanimlar denir.

Tanim _1.3.30' : Kompakt olmayan pir Riemann ylizeyine

acik Riemann yiizeyi denir.

Tanim 1.3.31 : M bir Riemann ylizeyl olsun. Eger M izerinde
(U,9) € {(Ui,gi) :'i.EI} ve p € U ise, bu durumda z = 8(p) » U daki

Py komsulugunda bir lokal Earametredir denir. Fakat pg birden gok Ui

ctimleleri tarafindan igerilebileceginden Ps komsulugunda birgok
farkli lekal parametreler bulunabilir. Ayrice §u sekilde yeni lokal
parametreler de élde etmek mumkindir : 8(p) = Z, U daki p_ in komgu-
lugunda bir lokal parametre ve W = f(z), 8(U) dan w-diizleminde bulu-

nan bir agik cumle lizerine herhangi bir bire-bir konform dgniisiim



olsun. Bu durumda f(8(p}) = w, pg komgulugunda bir lokal

parametredir. {izel olarak edger Q(pc) =z, ise, bu durumda yeteri ka-

dar kiigiik bir r pozitif sayisi igin lz - ZOI < r dairesi 8(U) tara-
z-z

findan igerilir ve w = ——— alindiginda bp) =0, el £ .1

olacak bigimde yeni bir w = (p) lokal parmetresi elde edilmisg

olur. BBylece M nin yapisi degismemis olacaktir.

famim 1.3.32 : M bir Riemann ylizeyl ve f, M iizerinde bir
kompleks fonksiyon olsun. Eger z = 8(p), Q(po) = 0, lokal parametre-
si cinsinden Fa1(2)) Fonksiyonu bir T > O ve |z[ ¢ ¢ igin z nin

bir analitik fonksiyonu, yani =

<o

fe k) =) a2

n=o
igse, bu durumda f fonksiycnuna pg noktasinge analitik veya

£ i

e rademorTabi in Jeairs

= e

Farkli bir laokal koordinat sistemine gecildiginde yeni
parametre z ye bir analitik fonksiyon yardimi ile bagla
bulunacagindan ve ner analitik fonksiyonun analitik fonksiyonu
(yani aﬁalitik fenksiyanlarin bilegkesi) yine bir analitik fonksiyon
olacafindan, yukaridakl tanim lokal koordinat sisteminin segiminde

dediigmez clacaktir.

Tanim 1.3.33 : Bir M Riemann ylzeyinin _her noktasinda,

" holomorfik olan komleks-degerli bir f fcnksiyonuna' M {lzerinde

holomorfiktir denir.

Buraya kadar . bir Riemann yiizeyl tzerinde tanimla
kompleks-degerli fonksiyvonlari gozonine aldik; yani bunlar bir

Riemann ylzeyini kompleks diizlem icime donlgtiren fonksiyonlardi.

sevsE

i P BRAIERIRAPRaRELs
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Simdi ise, bir Ml Riemann ylzeyl izerinde tanimli olan ve
dederlerini bitnbagka Mz Riemann ylzeyl tizerinde alan fonksiyonlari
gizénine alacagiz. ' -

Tamam 1.3.34 : Ml ve M2 iki Riemann ylzeyi ve f, Ml den M2
jgine bir fonksiyon olsun. Pﬁé M, ve f(PD) = 0, olmak iizere z = B8(P)
yi P komsulugunda bir lokal parametre ve W = Q(Q) yu Q
komgulugunda bir lokal parametre olarak alabiliriz. Eger

= grE @) = 9@
‘bilegke fonksiyonu her POE‘Miaigin z nin bir-analitik'fnnksiyonUxise ;

bu durumda T ye_ﬂl izerinde analitiktir denir. o

i
den M2 izerine oir f bire-bir snalitik donigiml varsa, bu

Tenim 1.3.35 = M, ve M, herhangi iki Riemann yiizeyl olsun.

Eger M

—

—;'b"‘.—s.e—f"ﬂ“:
b e

- ~and T = T B
= %

Coaduroes B, ve M, ye wuiii s
i =

Tegorem 1.3.14 : M bir Riemann yiizeyi olsun. Bu durumda her
p M igin, birtek basit sifir noktasi p olan ve M- p de safirdan

farkli, M Gzerinde analitik bir f fonksiyonu vardair|&é|.

fecrem 1.3.15 : Herbir Riemann ylizeyi bir sayilabilir

tabana sahiptir.



30

2.  KOMPLEKS DUZLEMIN HERHANGI AL TCUMLEST UZERINDE ANALITIK

FONKSIYONLARIN HALKALARI

{aligmamizin bu bolumi iki kisamdan olugmaktadir. Birinci
kisimda kompleks diizlemin agik olmayan herhangi bir altctimlesi
izerinde analitik fonksiyonlarin nasil tanimlandigr Minda'nin 18|
makalesinden yararlanilarak incelénecektir..Ikinci kisimda Su'nun
|13] makalesi 1giginda, kompleks dizlemin herhangl altclimlesi
(zerinde tanlmlz tim tek-degerli analitik fonksiyonlarin halkalari

)

vasitasiyla konform esdegerliligin cebirsel karekterizasyonu

verilecektir.

2.1. Kompleks Diizlemin Agik Dlmayan Altclmleleri izerinde

Npalitik Futkelyonlss

ilk olarak tanim bdlgesi, € kompleks diizleminde bir agik

clinle olan bir analitik fonksiyonun tanimini hatirlayalim.

tanim 2.1.1 : € de bir U agik altcimlesi ve Fio st
fonksiyonu verilmis olsun. Bir a € U noktasi igiﬁ eger a nin bir

komsulugunda toplami f ye esit olan, yakinsaklik yarigapina sahip
o

= - n g
bir i‘_ c. .z - 3) ' kuvvet serisl varsd, bu durumda f ye a_da
=6

analitiktir denir. Eger f, U nun herbir noktasinda analitik ise, bu

durumda f ye U Gizerinde analitiktir denir.

Herhangi bir Ac € cuimlesi igin analitikligi tanimlamada

biri lokal digeri global olmak Gzere ikl yol vardir @

==

e i
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Tanim 2.1.2 ¢ Herhangi bir AcC cumlesi ve T : A — A

fonksiyonu verilmig olsun. Bu durumda

(i) efjer bir UoA agik ciimlesi ve U Uzerinde analitik olan

bir F fonksiyonu var ve F

|A = f ise bu durumda f ye A

tizerinde analitik veya global analitiktir denir.

(ii)eger her a A igin a nin bir N, komgulugu ve a da ana-

1itik olan bir Fa: Né———%

C fonksiyonu var Oyleki Fa ve

5 Naﬂ A Uzerinde esit oluyorsa, bu durumda f fonksi-

- yonuna A izerinde lokal analitiktir denirc.

+

Uyari Z.1.1 Yukaridaki tanimin (1) kismindaki analitiklik

kavrami, bir f = A — = ¢ fanksiyonu igin alisilmig yoldan tanimlan-

migtir. (ii) ise, A min agik olmasi durumunda tanimlanan analitiklik

kavramina benzerdir. Ayrica (ii) tanimi g nin bir V_ agik komgulugu

R e I Lo
H A

ve Va izerinde @yle bir Fa anslitik ftonksiyonu V7ILiD k

ral(van Ky = £ilv D &)

dir" gerektirmesine egdegerdir.

Teorem 2.1.1 : Herhangi bir

A £ wiinleaive T k=78

fonksiyonu verilmig olsun- Bu durumda f nin A ‘tizerinde global

analitik olmasi igin gerek ve yeter
analitik olmasidir.

ispat : f, A lzerinde glabal
UoA acik ciimlesi ve U da analitik ola

ki F|a = £ dir. U agik oldugundan

kosul f nin A izerinde lokal

analitik olsun. bu durumda bir
n oyle bir F fonksiyonu vardir

y nun herbir noktasi bir ig

noktadir. Dolayisiyla her a A. i¢in bir Va:: U acik altciimlesi

vardir. F, U ﬂiérinde analifik

analitiktir. Yani,Vé iizerinde bir Fa:

oldugundan Va' {izerinde de

Va T analitik fonksiyonu

s PRI TR LT DY
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vardir ve F[Va = F, dar. Buradan
FlGv_ na) = F IV nA) = Flv nA)

dir. Bu f nin a da analitik oldugunu gostermektedir. A nin her

eleman1 icin bu yazilabilecedinden f, A Uzerinde lokal analitiktir.

Simdi, bunun kargitinin ispatinda gerekecek olan
"t nin herhangi bif A altclimlesi igin A', A nin tiiretilen climlesi
olmak iizere, eger W, €T de A NA'cW olacak 'sekilde bir agik climle
ise, bu durumda Oyle bir Vv =W agik cimlesi vardir ki AN A'e= V ve

ANdY = B dir" cnermesini ispatlayalam.

Eger AQdW = § ise basit olarak V = W aliriz, béylece iddia

saglanir. Andl # @ olsun. A = (AnA') U (A - A') “ve ANA' =W oldu-

1

Gundan AnoW = (A - A') 03W dir. A - A' cimlesi sayilabilirdir glin-

Kii A - A' niln herbir noktasi ayriktir. Ayrica herbir a€ A — A' igin

s - 1 2 Tim T o =
A T 5] § | [T S SR i

, Pl
& -

S PULL TR T Tu T e 3 ey — Teage = ::i‘

g

a
giftsel ayriktir ve E(g,ra)f1A = {a} dir. (A - A')1BW = a; W |
olsun. Burada I indeks ciimlesi ya sonludur yada I = N dir. ikinci

durumda Ty 2Ty seceriz boylece i——> @ iken ri——> 0 dir.

i

B, = B(ai,ri) ., B=1UB, ve V = W - B keyalim. Bu durumda V bir

. i€l
agik ciimledir.

Simdi a €A ise a £ 2B olmas1 gerektigini gbsterelim. Eger a

hem A nin hemde 3B nin eleman1 ise, bu durumda B de Oyle bir (zn)ﬁio

dizisi vardir ki zn~—%-a dir. Eger n nin sonsuz cokluktaki degerleri
igin zne B, olacak gekilde bir i €1 varsa, bu durumda aé&Eitlr. Bu
ise a = 8, olmasini gerektirir. a,, B nin bir ic noktasi oldufundan

bu mimkiin degildir. Aksi halde I sonsuz olmali ve herbir Bi diziden

sadece sonlu sayida terim igermelidir. Bu durumda 6yle bir (zn }?10

altdizisi bulabiliriz ki z € B, ve B & Ee digs T.—>0 Joldu—
n. 1j J j+1 i 7,

gundan bu z_ - ai‘——% 0 ve a8, >~ a olmasim gerektirir. Bu-

J J J

A e B
T e o
S ol b 4
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radan a€ A' olur. Bitin a, ler oW kapallr ciimlesine ait oldugundan a,

oW nin elemanidir. Dolayisiyla a€¢ BWRANA' = g dir. Bu celigkiden

delayi Aﬂ-&B - dir. Sonug olarak ANB = {ai_ : i€ I} dir ve bu da

ANAE V oldugunu gosterir. $imdi AflaV = @ oldugunu gosterelim.

oV =éW U B ve AﬂEB = @ oldugundan Aﬂa\!r:{ai : i€ I} dir. Fakat

herbir a, € B idi bbylece a; & 3V dir.ADclaylslyla'AﬂBV': B dir.
Simdi teoremin ispatim tamamlamak igin f nin A (zerinde

jokal analitik oldugunu kabul edelim. Bu durumda herbir a €A igin

bit r, > 8 ve B-(a,ra) iizerinde analitik olan oyle bir Fa fonksiyonu

vardar ki her z € B(a,rafn A icgin Fa(z} = flz) diz.

.
2 4

W= UB(a, ) xd

acAnk
olsun. Bu durumda ¥ bir agik ciimle ve AQNA'CW dir. G : W —C

fonksiy-nunu sdyle tanimlayalim : Herbir z € W igin bir a €A NN

e I et | e o

- cyaraneadiveaiiowmT RIS.T ¢ ) dar:CelZ) = F_LZ) RGYA 1m.- G Tonkszyorm
- 1 E p 1 1
iyi-tanimlidir: a,b€AN A" ve z€ B(a,~2~ ra)ﬂ B{b,§ rb) olsun r_ < 1y

oldufunu kabul etmemiz genelligi bozmaz. Bu durumda aEB(b,rb) dir.
a€A' ve a nin bir komsulugunda A Gzeriﬁde Fa ve Fb ayni1 oldugundan,
analitik fonksiynnlarln- tzdeslik teoreminden (Teorem 1:2.9) dolays -
Fa ve Fb’ B(a,ra) n B(b,rb) izerinde c¢akigirlar.Ozel olarak
F(2) = F (z) dir. Boylece G iyi tanimlidir. G, W- Gzerinde
analitiktir : z € W olsun. Bu durumda oyle bir a€ AMA' vardir ki
zE€ 5(87% r_) ve F(z) = _G(z) dir.,i.‘_\glk. olarak G]B(a,% r) =F, dir.
Dolayisiyla G,z de analitiktir. Ayrica G{(WNA) = Fl(WNA) dir.
Yukarida ispatladigimiz Snermeden dolay: oyle bir V agik
ctimlesi bulabiliriz ki ANA'S Ve W ve ANV = @.A nin herbir noktasi

ya V de yada € - V da bulunur ve A nin € - V daki herbir noktasi

ayriktir, £ - V agik oldudundan herbir a€ AN(C - V) icin ©yle bir
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Ra> 0 bulabiliriz ki B(a,Ra)C:C -V ve B(a,Ra) ciimleleri giftsel ay-
rikiir. Herbir a€ A n(Cv— V) icgin Fa(a) -  f(a) ©olacak gekilde
B(a,Ra) {izerinde analitik_olan Fa fcnksiyuhu bulunur.
=V UlJ B(a,R ) olsun ve-F : y ——=C fonksiyonunu
deRANE-V)
Flv = 6lv ve a AN(C - V) igin F|B(a,R)) = F, ile tanimlayalim. Bu
durumda F, U Gizerinde analitik ve Fl(una) = f dir. Dolayisiyla

f, A lzerinde global analitiktir.

2.2. Kompleks Dizlemin Herhangi Altciimlesi Uzerinde

; ; }
fnalitik Fonksiyonlarin Halkalara

Tanim 2.2.1 : X ve ¥, C kompleks diizleminin herhangi ikl

_altcﬂmlesi ve € , X den Y igine birt doniigim olsun. Eger T,X {izerinde
analitik ve decerlerlnl Y de alan bir fonk51von ise, bu durumda C ya oy ey

analitik “nisim denir. Eger'z analitik, blre—blr ve iizerine ise, bt~

durumda ¢ ya konform diniigim denir. € nin herhangi iki X ve Y

_altcﬂmleleri icin, eger X den Y tizerine bir bire-bir konform donlisim

varsa, bu durumda X ve Y konform esdeferdir denir.

Lemma Z.2.1 @ X, € nin herhangi bir altciimlesi ve H(X), X
izerinde tanimli tim tek-degerli analitik fonksiyonlarin climlesi
oisun. Bu durumda H(X), Uzerinde tanimlanan noktasal toplama ve
garpma iglem%grine gore bir tamlik btlgesidir.

rispat . H(X) {Uzerinde noktasal toplama ve carpma
iglemlerini f,gé& H(X) ve z £ X olmak Uzere

(f + 9)(z) = f(z) + a(z)
ve

(f » g)z) = flz) - g(z)

e

B

fal

B

#

g

§ A
el

b
it

W
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biciminde tanimlayalim. Ayrica g € H(X) ve 1€ H(X) sirasiyla X
izerinde sifir ve bire tzdes olan fonksiyonlardlr; yani, her z€ X
igin a(z) = O ve 1(z) = 1 dir. C bir-cisim oldugundan H(X), tizdes
elemanli, dedismeli bir halkadar. Ustelik H(X) in higblr sifar
bileni olmadigaindan bir tamlik bolgesidir. Gergekten,

F gz = flz) - glz).= 0

olmasi igin gerek ve yeter kogul F(z) = O veya g{z) = O olmasidar.

Tanim 2.2.2 : X, € nin herhangi bir altciimlesi ve H(X), X
izerinde taniml: tum tek—de@erli analitik fonksiyonlarin halkasi ve
: »

fE H{X)—iﬂ} olsun. Bu durumda s(f) :{'z €EX = %(z) = D} cimlesine

f nin sifir clmlesi denir. S(f) bir cebirsel ciimle olarak alimir,

Doy
N

yani f nin herbir sifir1 S{f) de, katliliginin sayisi kadar gozikiir.

f nin he;bir‘51f1r1 ayr1k (bdylece sayilabilir) oldugundan, viéLN ve

C- | . 4 7 E i
Pewa ge i b

iy v pireome mhemmre s
"l uj'u g ~ L‘-‘D—! et e d e - - ;—,.‘J.E‘e

, N
S(f) = Z y
B=d

[

B
5%
yazabiliriz. Eger FeH(X) ve S(f) = @ ise, bu durumda f ye birim

denir. f birim ise %/f H(X) dir.

Tanim 2.2.3 : I, H(X) in bir ideali (Tanim 1.1.8) olsun.

Eger n S(f) # @ ise, yani I ideali en az bir ortak noktada sifir
fel

yeri olan fonksiyonlarin meydana getirdigi bir jdeal ise, bu durumda

I ye sabit ideal denir. Aksi- halde I ye serbest ideal denir.

Lemma 2.2.2 : Her p € X igin Mp = {. fe HX) = f(p) = U}
ciimlesi, H(X) in fo(z) - z - p fonksiyonu tarafindan Gretilen
maksimal esas idealidir.

ispat : 1Ilk olarak Mp nin B(X) #n bir ideall oldugunu
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gosterelim. Fya€ MP olsun. Bu durumda p €X igin
(¢ = gilp) = Fip) - glp) = B
cldugundan f - g EMP dir- fG.Mp ve he H(X) olsun. Bu durumda
7 (F . h(p) = flp) - glip) = 0 « hip} = 0
oldugundan f . h € Mp dir. Dolayisiyla Mp’ H(X) in bir idealidir. Simdi X
lizerinde tammli fo(p) - z - p fonkstyonunu gozénine alalwm. fo(p) =0
oldugundan f_€ Mp dir. Mp nin her f elemam igin ‘g€ H(X) olmak Gzere
f(z) = (z - p} - 9(z}
bigiminde y.azﬂabﬂeceginaen f=f.g9 dir. Dolaymayla f_ fonksiyonu Mp
idealini Gr;th, Yani HP = _(fc}' ve buradan Mp bir esas idealdir. Son
olarak Mp esas icealinin maksimal oldudunu gosterelim. Mp = (fo) idealinin
maksimal olmadajina kabul edelir. Bu durumda (fo)c: (g) # H(X) olacak sge-

kilde bir (g) ideali vardir. (g, £ H'X) pldufundan g nin X de sifiri bu-

W ¥ S e S I S T £ 3 ’l’ 3 s
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sauitind ige;ir ve buradan ‘g) = H{X) olur. Bu bir ge]igkidir. (FG-',‘c: ) deﬁ
dolayr f_€ (g) dir. Yari @vle bir hé& H(X) vardir kd f = G - h dir. Ancak
fom X de p den 5e;§!<a o:firy clmadigindan g(p) = O dir. Buradan gé.(fo)
dar. \’arfi (g} (F ) dir 0 halde (f i = {g) ve dolayisiyla Mp = (fo)_icjea]i

maksimal esas idealdir.

lemma 2.2.3 ¢ P& X icin oyle bir Fe Mp fonksiyonu vardir ki

s(F) =4 plve f, M

ispat : £(z} = z - © olsun. Bu durumda lLemma 2.2.2 den dolayl

den bzska higbir maksimal ideale ait dedildir.

f& Mp ve f nin Hp den bagks higbir sabit ideale ait olmadida agiktar.
$imdi M pin f € M clacs¥ bizimde bir serbest maksimal ideal oldugunu
kabul edelim. M serbest olzufundan glp) £ 0 clacak bigimde bir g€ M

fFonksiyonu vardir. Borisce ,eX ve lz - p| < Rigin

@ "
Z) = = X 5 = Y =
g( J ac 7 jk_j (z B

=

B
;
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yazabiliriz. Burada R > 0, aD£ 0, aké'ﬂ ve k » 1 dir. Biylece bir

he H(X) igin
E k-1
He = alz) - (z - p} i f(z) . h(z)

gir. Simdi f,g€M ve M bir ideal oldugundan a_€ M dir. Bu ise

a £ 0 oldugundan mimkin degildir. Dolayisiyla iddia saglanir.

Lemma 2.2.4 : ger ¢ , H(X) den H(¥) uzerlne bir izomorfizm
ise, bu durumda $(M ) bir sabit maksimal idealdir.

i;pat : §§ bir izomorfizm ve Mp maksimal 1deal oldugundan
Teoreml.l.10 dan dolayl $(MPD bir maksimal idealdir. Lemmaz.2.3 den
golay: Gyle bir f €M vardit ki S(f)_= { p]’ ve f_ bagka higbir
maksimal jideale ait degildir. $(¢(fg)) yi gizénine  alalim. Eger
5($(f }) = @ ise, bu durumda o(f,) bir birimdir ve $(Mp), W{¥) hal-

kaszndan bagka birgsy deglldlr. Bu mumkun deﬁildir Cﬂnkﬂ; M)

maks;mal'iGE' uidugundan $(M )c:H(Y) dir ve ssit olamaz. Buradan
S(¢(F }) £ @ dir. Amacimiz S($(f }) 1n tek elemandan olugtufunu gos-
termektir. Aksine, eger S(¢(f }} birden fazls nokta igeriyorsa, OT-

2
fD en az iki maksimal jdeale ait olacaktar ki bu yine mimkin degil-

negin q; ve 4, gibi, bu durumda $(fD)E Mql ve @(fo)é Mq dir.Boylece

dir. Buradan bir gq€Y igin S(¢(FC)) = {q} olur. Dolayisiyla

QB{MP} = M, sebit idealdir.

Lemma 2.2.5 : pl,pZE_X olmak Uzere Mpl: Mpz olmasi  igin

gerek ve yeter kosul P1= P2 olmasidir.

ispat : p,=p, ise M_ = H oldufu agiktair. Kargit nlarak
1~ 2 Py P2

M =M _olsun ve py # p oldugunu kabul edelim. Bu durumda dyle

Py Py 1 z

bir FEH(X) fonksiyonu vardir ki al,azéiﬂ ve a, £ a, igin f(pl) = a2

ve f(pz) = a, dir. Buradan f - al€ Mp dir. Ciinki;
1
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{(f - 2 )(Pl) = f(pl) wa (pl) =a; -3 = 0

dir. Fakat f - a, €M dir. M =M aldigimizdan bu blr celigki-
- L p R
dir—0 halde P1= Py dir.

feorem 2.2.1 = X ve ¥, € nin herhangi iki alt ciimlesi ve 0,

‘H(Y) den H(X) Uzerine, sabitleri sabitlere donlgtiiren bir izomorfizm

olsun. Bu durumda §, g€H(Y) olmak Uzere (g) = g oT ile tammli bir

7 X —> Y dontsimi belirtir ve T, X den ¥ tizerine bir konform dd-

niiglimdir -
Ispat : !
HOY) — /%’,_\ HOX)
X .

gir 7 : X —> Y ddniglmind p €X igin

T(p) =Ns[™H )]
ile tanimlayalim. Teorem 1.1.6 dan dolayz $_1, H{X)} den H(Y) lzerine
bir izomorfizmdir. Lemma 2.2.4 den dolayl ¢71(Mp), H(Y) de bkir sabit
maksimal idealdir. Boylece T tek-degerli bir donislimdir ve agik
olarak M?Ip) = $—1(Mp) di?.’Z bire-birdir. Gergekten, pq,p, € X Ve

'Z(pl) :’C{pz) olsun. Bu durumda Mz(pi) = szpz) dir. Buradan
M R ) e B
Upy) ¢ M'Z(pz) :ﬁMpl MPZ = P} Py

dir Dolavaisiyla bire-birdir. ¢ Gizerinedir. Bunu gstermek igin
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qeY alalim. Bu durumda M;, H(Y) de .bir maksimal esas idealdir.
Lemma 2.2.4 den dolay1'¢(Mq},“H(X) de bir maksimal esas idealdir ve-
Q(Mq) = Mp olacak bigimde bir p € X vardir. Bdylece Z nun tanimindan
Cip) = q olur ve dolayisiyla C iizerinedir. $imdi herbir g €H(Y) ve
p €X igin G(g)(p) =a (a €C) olsun. Bu durumda B(g) - EEMP ve
g = @ﬂlﬂg)Ele(p) dir. Boylece .

(T(p)) = 1@ TP = a = $(a)(p)
ve buradan §{g) = g eTolur. Benzer sekilde herbir fFEH(X) ve ge Y
igin ‘Zfl: Y —> X dontglmd

3

THa) = ns[je)]
ile tanimlidir ve $_1(f) = I D'fl dir. Eger Y Gzerinde glw) =wve X .. __
tizerinde f(z) = z secersek, bu durumda T(p) = g o g{p} ve
Wfl(q} =fa ‘fl(q} an;litiktir. Dolayisiyla T , 4 den Y ({zerine

e frenFare d5nlglimdir.

Sonug feorem : 2.2.1 ¢ X ve Y, € nin herhanéi iki
altciimlesi ve § , H{Y) den H(X) Uzerine reel sabitleri reel sabit-—
lere dﬁnﬁgtﬁrén bif izomorfizm ﬁlsun.‘Bu durtumda X ve Y  sirasiyla
xlu X, ve YU A biciminde pargalanabilir Syleki X, ve XZ’ X de agik
ve ayrik, Yl ve YZ’ Y de agik ve ayriktir. Bu durumda Xl, Yl ile
konforim VEAXZ’ Y2 ile indirekt keonformdur. Burada Xl,Xz,Yl ve Y2
lerden biri bos olsbilir.

ispat : Teorem 2.2.1 de oldugu gibi, p€ X igin

Zlp) = ns[""l{r-'.p)]
ile taniml: doniugimi bire-bir ve izerinedir.

8|2 = §-1) = -h() = -1

oldugundan §(i) = i,-i veya X in hem acik hemde kapali bir altcum-
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lesi lizerinde, ornegin Xl tizerinde i ve X,= X - Xy (bu durumda X,
hem acik hemde kapalidir) tzerinde -1 dir. Sirasiyla @(i) =
((i) = ~i ye gbre X;= X ve X,= X koyacatjiz. Dolayisiyla herhangl
bir a sabiti igin Xy _Uzeginde ¢(a) = a ve Xy izerinde ¢{a) = a
dir. Teorem 2.2.1 de kullanilan metoda benzer bir diisiinceyle, herbir

gEHU)vepEngﬂlﬂng):acﬂmm.Budmmmthg)—géMp ve

g - qu(g)EMz(p) dir. Boylece

g(o(p)) = 0@ (TP = a = §(g)(p)
ve buradan X; izerinde f(g) =geT aliur. Ayrica herbir g€ H(Y)  ve
pg X, igin #(g)(p) = a olsun. Bu &urusﬁda (g) - a €M, ve
g - tB'l(g)E Mypy dit- Boylece '
g(t(p)) = lb-l(_a_)('ﬁ(p)) = 8
ve buradan g(z(p)) = a = §(g)(p) dir. O halde X, Gzerinde

B#(a) =g o7 olur. Benzer sekilde herbir fé€ H(X) igin X, Uze-

rinde §TH(F) = F e T ve ¢ Ucerinde $-l(f) - f 0Tt oldugunu

gbsterebiliriz. Eger X lizerinde f(z) = z ve Y tizerinde g{w) = w

segersek T(p) =go Tip) ve i?(q) = fo qfl(q) fonksiyonlari
X = X; igin analitik, Z(p) = g oClp) ve 7i(q) =g o fl(q)
fonksiyonlari X = X2 icin indirekt-analitiktir. Birinci halde
konform, ikinci halde ise indirekt-konformdur« Buradgn iddia
saglanir.

feeren 2.2.2 = X v& ¥; € nin herhangi iki altciimlesi ve
T , X den Y izerine bir konform déniigiim olsun. Bu durumda % « H{Y)
den H(X) Gizerine, herbir g€ H(Y) icin §(g) = g oZ ile tanimli, sa-
bitleri sabitlere dénigtiiren bir ¢ izomorfizmi belirtir.

ispat : Bir g€ H(Y) icin g o g nun X izerinde analitik
oldugu bilinen bir gergektir. Yani, g o'z € H(X) dir. i(g) = g oCile

tanimly § fonksiyonu H(Y) halkasindan H(X) halkasi igine bir

.,
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homomorfizmdir. Gercekten, herhangi z € X ve f,g€H(Y) igin

BCF + g)(z) = (F + @) (T(2)) = F(U)) + g(¥Uz)) =

H(F)(z) + Plg)(z) = (G(F) + §(a)) (=)

ve

8f . g)(z) = (F . g)€(z)) = ¥(T(z)) . g(Tlz))
B(F)(z) - B(g)(z) = (B(F) . §(g)) (=)
oldugundan @, H(Y) ve H(X) iizerinde tanimla - noktasal toplama ve

gafpma igslemlerini kurumaktadlr. Ayrica @, bire-bir ve {izerinedir.

Gergekten f,g H(Y) igin ¢(f) = ¢(g)-ise; bu durumda. =z € X icin

CBtF)(2) = §(g)(z) ve buradan f{T(z)) = g(Z(z)) dir..Dolayisiyla

f = g elde edilir ki bire-birdir. ¢ nin tanimindan herbir g H(Y)
igin X lzerindeki analitik fonksiyonlar g o bigiminde yazilabilir,
Z konform oldufundan g oZ her z €X igin tanimlidir. Yani, H(X)

deki herbir analitik fonksiyon icin dyle bir g € H(Y) fonksivonu

' bulabiliriz ki §(g) = g oZ €K ) dir. Dolayisiyla § Gzerine Uzeri-

dir. .Bdylece (), H(Y) den H(X) lzerine bir izomorfizmdir. Eger a4,
Y lizerinde bir sabit fonksiyon ise, bu durumda {(a) = a 0T = a

olacagi igin, 0 sabitleri kendi Gzerine doniUstirir.
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3. BIR ACIK RIEMANN VOZEYININ HERHANGI ALTCUMLEST UZERINDE ANALITIK

FONKSTYONLARLN HIALKALARL

Bu bolimde Rl ve R2 iki agik Riemann yuzeyl §e X, Y sirasiy-
la Rl ve Ré nin bog olmayan herhangi altciimleleri olmak tizere, X ve
Y lzerinde tanimli tim tek-defjerli analitik fonksiyonlarin H(X) Ve
H(Y) halkalari arasinda bir izomorfizm vafsa, bu dqrumda X ve Y nin
konlform egdeger oldugunu ispatlayacagiz. Bu ispat ilk plarak L. Bers
13 taraflndan ¥ ve Y nin agik, dizlem bolgeler olmasi durumunda
yapildi. X ve Y nin agik Rlemann yuzeylerl clmasi durumun&a W. Rudin
\ll\ ve H.L. Roydenllﬂ] verilen izomorfizmin kompleks sabitleri
defjigmez biraktigini kabul ederek ispat: yaptilar. Nakai|9t
sabitler. 1g1n bir onkabul yapmaksizin ispati yapti. Bu cgaligmada da

lompleks sabltler icin bir tnkabul yapllmayacakilr.

Yanim 3.1.1 ¢ R bir agik Riemann yiizeyi, X, R nin bosg
plmayan herhangi altciimlesi ve f, X {izerinde tanimli bir kompleks
fonksiyon olsun. Eger bir U2X acik cumlesi ve F @ u—C, FiX =
olacak sekilde, U iizerinde analitik olan bir F fonksiyonu varsa, bu

durumda f ye X uzerinde analitiktir denir. Bu tanima esdeger olarak,

"her pé€ X noktasi igin p nin bir Up acik komgulugu ve Upflx {izerinde

r ile cakigik, p de analitik olan bir Fp 5 Up——>C fonksiyonu varsa,
bu durumda f ye X izerinde analitiktir denir.

Tanim 3.1.2 = Rl ve R2 iki agik Riemann ylizeyi, X ve Y
sirasiyla Rl ve R2 nin bog olmayan herhangi altciimleleri olsun. Bir
7 X—Y doniistmiini gdzonine alalim. Eger bir UDX agik ciimlesi ve

i s, FlE = 7 olacak sekilde, U izerinde analitik olan bir F
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fonksiyonu varsa, bu durumda € ya X den Y ye bir analitik déniigim

denir. Bu tanima esdefer olarak eger her peX igin p nin bir Up agik
komsulugu ve Uprlx ﬂzérinde ¢ ile calkigilk, p de analitik olan bir
ﬂ) § Up;—eY fonksiyonu varsa, bu durumda € ya analitik diniisiim
denir. Eger ¢ analitik, bire-bir ve ilizerine ise T vya konform

doniigim denir. X ve Y arasinda bir konform doniigim varsa X ve Y

ye konform esdegerdir denir.

R bir agik Riemann yiizeyi ;e X, R nin bog olmayan herhangi
bir galtcimlesi olmak .lzere, X Uzerinde tanimli -tim tek-degerli
analitik fonksiyonlarin cimlesini H(X) ilé gosterelim. H(X),
tGzerinde tanimli noktasal toplama ve cgarpma iglemleri altinda bir

tamlik bdlgesidir. i, H(X) den H(Y) iizerine bir hdka izomorfizmi ol-

sun. Bu durumda Teorem 1.1.6 dan dolayi ¢-l de H{Y) den H(X) lzerine
bir halka izomor Fizmidir, dola&1siyla'¢(l) =1 oiduﬁu aélktlf. Ayri-
ca [111(1)]2 = 0(1).0(i) = §(-1) = -B(1) = -1 oldufundan (i) = = i dir

Eger §(i) = i ise, bu durumda §§ ye direkt halka izomorfizmi, (i) =-i

ise indirekt halka izomorfizmi denir.

Bundan boyle X ve Y, sirasi ile, Rl ve R2 acik Riemann

ylizeylerinin bog olmayan herhangi altcumlelerini gosterecektir.

Teorem 3.1.1 : X den Y lzerine bir bire—bir, direkt konform
c doniigimi varsa, bu dﬁrumda T , H(Y) den H(X) ilizerine her g€ H(Y)
icin (i(g) = goz ile tanimla (), direkt halka izomorfizmi belirtir. E-
ger ¢ indirekt konform ise §, §(g) = g o € ile tanimli indirekt hal-
ka izomeorfizmidir.

Ispat :
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H{X)

H(Y)
i et
E
(g) Q q
; f-\/’
X L 1 Y
/—\} R
‘\\
\\ . X
N\ Ep)
’ \\/
Bir g€ H(Y) igin g o¥ . X iizerinde bir analitik

fonksiyondur yani, g 0 € H(X) dir. Teoremi T nun dirckt oldugu
durum icin ispatlayalim. T 'nun indirekt oldufu durum igin ispat
benzer gekildedir. § bir homomorfizmdir. Gergekten herhangl p EX ve -
f,g€ l:l(Y) icgin

B(F + g)(p) = (F + g)(@p)) = FCe(p)) + glc(pll=

QYY) + §lad(p) = §(F) + B#(g))(p)
ve

Bi(fFg)(p) = (FgX(T (p)) = FT (p)g(T (p)) =

GCF)(p) Bla)(p) = (B(F) §(a))(p)
oldugundan §, H(Y) ve H(X) Uzerinde tanimlia noktasal toplama ve
carpma iglemlerini karumaktadar. Ayrica fp bire-bir ve {izerinedir.
Gercekten, f,g€ (Y} igin G(F) = §(g), bu durumda her p €X icin
P(F)(p) = ((g)(p) ve buradan F(Z (p)) = g(T(p)) dir. Bdylece f =
elde edilir, dolayisiyla T bire-birdir. ll) nin tanimindan herbir
g € H(Y) igin X uzerlndekl analitik fonksiyonlar g 0 € §ek]mde yazi-
lahilir, 7 konform uldugundan g o C. , her p€X igin tammlldlr Y¥a-

ni, H{X) deki herhir analitik fonksiyon igin Oyle bir g €11(Y) fonksi-



yonu bulabiliriz ki f(g) = g o €EN(X) dir. Buradan | zerinedir. Do-
laylslyla'$, H(Y) den H(X) lizerine bir izomorfizmdir. Ayrica, eger 2
V izerinde bir sabilt fonksiyon ise, bu durumda p € X igin

B(a)(p) = a(Zip)) = 2

olacagi igin, ) sabitleri sabitlere dontistirdr.

Asafjidaki teorem, Teorem 3.1.1 in karsitai olup, konform
esdeferliligin cebirsel bir karakterizasyonunu vermesi bakimindan

onemlidir.

Jeorem 3.}1.2 = h]'ve R2 iki agik Riemann ylizeyl ve X, Y
sirasiyla Rl ve RZ nin bog olmayan herhangiraltcﬁmleleri olsun. Lger
$ = 1(Y) —> H(X) bir direkt (veya indirekt) halka izomorfizmi ise,

bu durumda $(g) = g T ile tanimli bir tek bire—bir’z : X.—= Y di-

rekt (veya indirekt) konform dinigtimd vardir.

Bu teoremin ispati agagidaki lemmalara dayanir. Bundan
bﬁyio kompleks sayilar cismini € ve kompleks rasyonel sayilar
cismini Cr ile gosterecegiz. Kompleks rasyonel sayl diye, reel ve
imajingr kisimlari fasyunel sayllaf olan kompleks sayilara denir.
(X) ve H(Y) sabit feonksiyonlari igerdifinden € ve C yi althalka

olarak kapsarlar.

Lemma 3.1.3 : Eger i, H(Y) den H(X) e bir direkt (veya indi-
rekt) halka izomorfizmi ise. bu durumda herhangi bir aE(Er iéin

$la) = $ﬂ1(ﬂ) = a (veya a)
dir.

: -1 x -1,. : .

fspat : (1) = ¢ (1) = 1 ve G(i) = ¢7(1) = i (veya -i)
oldufjunu biliyoruz. Ustelik Cr nin herbir elemani 1 ve i nin biE .

bilesimi oldugundan her aciﬁr icin
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fia) = ¢—l(a) - a (veya a)

elde edilir.

Lemma 3.1.2 : fEH(X) olsun. Bu durumda F€C olmasi igin ge-

rek ve yeler kogul bir € Hix) ve st € dgin I —a = Fg olmasidir.

jspat : fEC ise agik olarak [ - a = fi alacak gekilde bir

FgE H(X) Ffonksiyonu bulunabilir. Kargit ‘olarak f ¢ € olsun. Bu

i
W
&l
E
&
§

|

I

durumda f nin bire-bir ve snalitik oldufju bir U =X bilgesi

bulunabilir. F(U), € de agik ve @r: € yani €, C de yodun oldugundan
bir p€ U ve at Er:igin f(p) = a dir. Halbuki hipotezden dolayi

F=za+ fi olacak bigimde bir F_¢ 1(X) vardir. Dolayisiyla f, p kom-
sulufjunda bire-ikidir ve bu f nin bire-birligine aykaridir. Bu

celigki lemmayl ispatlar.

temma 3.1.3 : §(C) =€ ve $’%£) - ¢ dir, yani §, komp-
leks sabitleri koruyan bir izomor fizmdir.

ispat : Lemma 3.1.1 den dolay1 Lemma 3.1.2 deki ozellik @
ve $_l tarafindan kOTUNUEL - Gercekten; eger fe C ise, bu durumda

f-a-= fg olacak bicimde bir aEtCr vardir. Bu durumda

§r - 9 = B = §(7 - ) = [ ik

oglup, buradan
2
f(f) - a = I¢(ﬁ9]
dir. Lemma 3.1.2 ye gore, p(recC olmalidir. Dolayisiyla
pe) = v =¢

elde edilir.-

5imdi H(X) halkasinin ideal yapisini inceleyelim.

Tanim 3.1.3 : Bir fg H(X) - {0} fonksiyonu igin

s{F) :{;)EX : f(p) = U} cimlesine f nin sifar ciimlesi denir. S(f)
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‘bir cebirsel cimledir yani, F nin herbir safiri S(f) de katliliginin
sayisi kadar gizikiir. f nin sifir yerleri ayrik (boylece

soyilabilir) oldugundan yiEtN ve n E{G} UmN Uiaﬂ olmak lzere

N
S(M =) %R
izl
yazabiliriz. Eder f EH(X) ve S(f) = § ise, bu durumda f ye birim de-

nir ve 1/f €H(X) olur {7].

Lemma 3.1.4 : Herhangi bir p€X igin M, =} Feneo - f(p):Dk
cimlesi, H{X) in bir idealidir.
i ispat : F,g€H(X) olsun. Bu durumda hérhangi bir pg X
icin (F = g)(p) = F(p) - alp) =0 oldugundan f - gEEMp dir. Fé€ Mp .
ve h € H(X) olsun. Bu durumda p € X igin (F.h)(p) = f(p)-h(p)
= 0.h{(p) = 0 oldugundan F-hEEMp dir. Dolayisiyla Mp’ H(X) in bir

&

idealidir.

Lemma 3.1.5 : R bir acik Riemann yuzeyi ve X, R nin boéi
almayan herhangi bir altetmlesi olsun. Bu durumda ,
(a) H(X) deki herhangi bir (f) maksimal esas ideali igin i
(F) = Mp clacak bigimde bir p € X noktasi vardir.
(b) Herhangi bir pEIX noktas: igin H(X) in Mp': A olacak
bigimde bir (f) maksimal esas ideali vardar.
ispat : (a) (F), H(X) in bir maksimal esas ideali olsun. f
foksiyonu X in bir n0k£351nda s1fir olmalidir. Aksi halde l/f--E H(X)
olur. Bu durumda (F) ideali 1 = f&f);f sabitini igerir ve (f) ide-
ali H(X) halkasina egit olur. Bu bir geligkidir. f nin sifirlarindan
biri p olsun. Florack'in teoreminden |4| dolayi p de sadece bir basit
s1firi bulunan bir g€ H(R) fonksiyonu vardir. Bu durumda agik olarak

.(ng), H(X) de bir esas ideal ve (F) = (g}X) dar. Fakat {F)
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ideali maksimal oldufundan (F) = (g|X), yani g|X€ (f) dir. Boylece
bir h € H(X) icin g|X = f.h bigiminde olup, p de sadece bir basit
s1firy vardir. Buradan () = Mp dir.

(b) Yine Florack teoreminden dolayi p de yalniz bir basit
s1f1r1 bulunan bir f €11(X) Ffonksiyonu vardir. Simdi (f|X) nan, H(X)
halkasinin bir maksimal esas ideali oldufunu gosterecegiz. Biyle
olmadigini varsayalim. Bu durumda (F|X) < (g) # H(X) olacak bigimde
H(X) in bir (g) ideali vardar. (g)=7é H(X) oldufundan g nin X de
sifir1 bulunmelidir. (F|X)c (g) den f|X € (g) dir. 0 halde bir °
h Elii(}() iin Fl¥ = g.h yazabiiliriz. Flx fonksi,yonunun X de p den
bagka sifiri bulunmadifindan g(p) = 0 dir. Bu durumda g € (F|X) olur
yani, (g)€ (F]X) dir. Dolayisiyla (f|X) = (g) olup (F]x), H(X) in

bir maksimal esas idcalidir ve Mp = (f|X) dir.

Lemma 3.1.6 : f1,H(Y) den H(X) lizerine bir direkt (veya indiz
rekt) halka izomorfizmi olsun. Bu durumda X (veya Y) den Y (veya X)
lzerine @"l(mp) = Mt(p) (veya— [!](Mq): M't.’(q)) olacak bigimde bir
bire-bir T (veya ¢') dbniisimi vardir. Ustelik ' = fl dir.

fspat : Lemma 3.1.5 den dolayi X deki herbir p noktasi igin
Mp = (f) olacak sekilde H(X) in bir (F) maksimal esas ideali vardir.
Acilc olarak ({)_1(Mp} = (q]_l(f)) dir. Teorem 1.1.10 dan dolayz1
.(firl(f’)), H(Y) de bir maksimal esas idealdir. Tekrar, Lemma 3.1.5 den
dolayi (tll“l(f)) = Mq olacak gekilde bir g € Y noktasi vardiry T yu
T (p) = q bigiminde tanimlarsak, bu durumda QJ_l(Mp) = M’Z(p) elde
ederiz. 7' donisumini benzer bigimde tanimlayabiliriz. Simdi T nun
bire-bir ve iizerine oldugunu gbdsterelim: Bunun igin pl,pzé X ve

‘}:(pl) = Z’,(pz) olsun. Bu durumda Mz(ﬁ): M’C(Pz) ve buradan
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illiM.dpl)) = (M,

-1 " -1 %
c£p2>) = (Y (Mpl)) = QG (Mp2)> =

M =M : =Py =Py
oldugundan G bire-birdir. q €Y olsun. Bu duruida Mq’ H(Y) nin bir
maksimal esas idealidir. Ayrica ﬁ(Mq) & Mp olacak gekilde bir p€X
vardir. T nun tanimindan T(p) = q olur ki buda ‘T nun izerine oldu-
gunu gobsterir. Ustelik, _

e (p) = ¢(Mt(p)) = m(¢_1ﬁmp)) 2

oldugundan X lizerinde <'T(p) = p dir. Benzer bigimde Y lizerinde

“T7(q) = q oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla ' = ?Tl diz.

Lemmm 3eled ¢ @ 2 ¥ —>4 doniigiimi  Lemma 3.1.6 daki gibi

tarizmlanmis olsun. Bu durumda

B(g)(p) = PlalT(p))) (gt H(Y), p€X)
Ve

lb'l(f)(q) liJ“l(f('z‘l(q))) (FEH(X), g€Y)

dir.

ispat : g - g(€(p))€ Mt(p) oldugundan
h(g) - PlgCT(p)))€ ¢(Mi(p)) =M,
dir. Buradan
B(gl(p) = P(g@(p)))
clde edilir. Benzer higimde
3L (@ = 1R @)

oldugu gosterilebilir.

Lemma 3.1.8 : Lemma 3.1.7 deki T (veya 1) doniigiinG kompakt
dontisimdur .

ispat : KX herhangi bir kompakt cimle olsun. TK) cilimle-
_ginin Y de kompakt oldugunu gostermek yeterlidir{Tanim 1,3.27). TK)

cuimlesinin kompakt clmadigini kabul edelim. Bu durumda T(K) daki
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Farkli noktalardan olugan tyle bar (qn) sonsuz dizisi vardar k;F Rz
de (qn) dizisinin yi1gdilma noktasi yoktur. P_ = qfl(qn) diyelim. Bu
durumnda (ﬁn), K kompakt ciimlesinde Farkli noktalardan olugan bir
dizidic. K kompakt ol dugundan, (pn) dizisinin uygun birt alt
dizisinin segimiyle (pn) in kendisinin K daki bir pg noktasina
yakinsadigini kabul edebiliriz. Florack'in [4\ bir teoreminden H(Rz)
de dyle bir g fonksiyonu bulabiliriz ki n = Talyyse IGAD g(qn) =3

dir. Bu durumda lLemma 3.1.5 ve 3.1.7 den, n = 1,8, eme ACiA

PlalI(p ) = Blgl¥)Cclp ))) = BC(g]¥)(a )} = B(n) = n
dir. Buradan ) g
ID(gIY)(pD) = lim [il(g‘Y)(pn) - @

pi— @

—

olur ki bu bir geligkidir. Dolayisiyla T(K) kompakt bir cimle ve

7 a kompakt bir doniigiindiir . Benzer sekilde Tfl déntigiminiin de kom-

pakt oldugu gosterilebilir.

Lemma 3.1.9 : 0 ve w_l dintsiimleri © izerindeki aligilmig
diizlem topolojisine gore stireklidir.

ispat : 0 ve $-l in sirekliliginin ispati tamamen birbirinin
benzeti oldugundan, yalniz ¢_l in siirekli oldugumu gbsterecegiz. Bunu
gistermek igin a €C olmak Gzere a—>0 = ﬁtan) —> 0 oldugunu
gostermek yeterlidir. [lk olarak ($_1(an)) dizisinin sinirli oldugu-
nu gosterelim : Bir p({X ve g€ H(Y) secelim dyle ki B(g)(p) = 0 ve
$(g), p nin bir U acilk komgulugunda bire-bir olsun..ﬁ ctimlesinin
kompalst oldugunu varsayalim. f(g)(U), T de agik oldugundan, tyle. bir
By pozitif tamsayisi vardir ki, n » ng igin ané 0(g)(U) dur-. Bu du-
rumda U daki noktalarin Oyle bir (p ) dizisini bulabiliriz ki, n>M

igin $(g)(pn) = a_ dir. q :'C(pn) olsun. Bu durumda (qn) dizisi,
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e—

K = T(U) kompakt ciimlesinde igerilir. Sup {[g(q)l : q€ K} =P L
ve 3 v
11y = 3@ (p ) = 17 )1 = alq))
8] : n n n :
oldugundan n » n_ igin l¢’l(an)| £ f yani, ($'1(an)) dizisi sanirla-

dir.

Nihayet ¢_l(an) —> 0 oldufunu gosterelim: Aksini  kabul

edelim. Bu durumda (¢—l(an)) sinirli oldugundan uygun bir altdizi

segimiyle $—l(an)-——~ ﬁ%a);éﬂ oldugunu kabul edebiliriz. Baylece
i _— S yani, ¢-103; --j;) — 0 dir. Fakat Bu
-1 a1 a a
" (a ) § (a) n
n } . ¥
durumda (i%—-—%—) ve hiylece (—%—) dizisi sinirladir. Bu bir ge-
n n

ligkidir. O halde $_l(an) —> 0 olmaladir. Dolayisayla $_l siirek-

lidir.

Lemma 3.1.10 : Eger @ bir direkt (veya -indirekt) halka
jzomorfizmi ise, bu durumda her a€ C igin $(é) = $_l(a) = a (veya a)
dar.

ispat : Herhangi bir a€C igin, C_ de Byle bir (an) dizisi
bulabiliriz ki, a—>a dir. Lemma 3.1.1 ve 3.1.9 dan {(a ) = a,
ve § siirekli oldugundan f(a) = a (veya ~a) olur. Benzer selkilde

¢_1(a) - a (veya a) dir.

Lemma 3.1.11 = (i direkt (veya indirekt) halka izomoriizmi
ise, bu durumda her p € X ve g € H(Y) igin
0(g)(P) = gle(p)) (veya P(g)(p) = glclp)) )

dir.

ispat : Bir a kompleks sabiti igin g(¢(p)) = a olsun. Bu
durumda lLemma 3.1.7 den dolayi

B(g)(p) = P(glzp))) = B(a) = a (veya a)



oldugundan ((g)(p) = g(T(p)) (veya ti)(g)(p) = glEln)) J  dire.

Lemma 3.1.12 : lLemma 3.1.7 de tamimla ‘C (veya ‘L_l)

dontstimi siireklidir.

ispat : § nin indirekt halka izomorfizmi oldugu durum icgin
ispatl edeceﬁii. f nin indirekt halka izomorfizmi olmasi durumunda
ispat benzer sekildedir. '€ nun sirekli oldugunu gostermek igin, Rl
ve RZ Riemann yiizeyleri ikined sﬁyllahi]me alksiyomunu
sacjlradlklarlndan (Teorem 3.1.15), X lzerinde P, P @’Z(pn) —*Z(p_)'
oldufunu gdstermektyeterlidir. Boyle olmadigini kabul edelim. Bu du-
rumda ya ('pn) dizisinin bir (p'f') altdizisini seceriz tyleki
'Z(DI;) —q #&(p) dir veya’C(pn) dizisinin bir diskret altdizisini.
gizoniine aliriz. Birinci halde Florack'in ]4! teoreminden dolayi oyle
bir gEH{RZ) fonksiyonu bulabiliriz ki g, 'C(p) de bir basit
sifira sahip ve q da sifirdan Farklidir. Bu durumdar :
g(¢lp!)) —> g(q) #0 iken -lll(gl\f)(pr;)—- $(g|¥Xp) = O olur.
B(g|¥) = (g|Y) e T oldugundan bu bir geligkidir. Ikinci durum igin,
Florack'in |4| teoreminden her ”C(pn) noktasinda 1 ve T(p) de O
olan bir gEH(RZ) fonksiyonu bulabiliriz. Bu durumda ayni g¢eligki
.ortéya ¢gikar. Dolayisiyla 'Z si_'n:eklidir..Benzer sckilde -'t_l inde

siirekli oldugu gosterilebilir.

Lemma 3.1.13 : T:X — Y donligimi analitiktir.

ispat : p € X' herhangi bir nokta ve g ¢ H(RZ)? Z(p) de bir
basit sifiri bulunan bir fonksiyon olsun. Bu durumda T(p) nin basit
irtibatlay bir U acik komsulugunda g bire-bir ve analitiktir.
C sirekli oldugundan p nin basit irtibatli @yle bir V agik

kamsulufu vardair ki, T(VAX)CU ve P(glyY)(vnX YT g(U) olur. Biylece




ynx de, TAUN] = [g(unv)]"lo B(g|Y)(vNX) dir. Yani,
- g‘lo flagly) (veya 'C = f)_lo ¢(glY) ) dir. Buradan T direkt

(veya indirekt) konform diintigtimdiir .

Lemma 3.1.14 : T : X —= Y donugind birtektir.

fspat : Aksini varsayalim. 7', X den Y iizerine bir direkt
(veya indirekt konform donigim ve her p€X ve g eH(Y) igin

b(a)(p) = glz(p)) = gl (p)) (veya H(g)(p) = g(z(p)) = g(lp)))
olsun. Eder © % ¢ ise bu durumda ‘bir peXx igin T(p) 7 (p) dir.
Floragk'in |4| bir teoremindgn gyle bir g €H(Y) fonksiyonu bulabili-
riz ki g(z(p)) % g((p)) dir. Fakat g(Z(p))‘ = g{z(p)) aldigimizdan

bu bir celiskidir. Dolayisiyla ‘T birtektir.

Boylece bu blimin basinda ifade etmis oldugumuz Teorem

3.1.2 ispat edilmig olur.
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