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1. GIRIS

U¢ boliimden olugan bu tezin ilk bolimiinde; tez boyunca kullamlacak olan
kategori, grupoid, demet ve funktor kavramlarinin temel tanim ve teoremleri verildi.

Ikinci boliimde; demet ve éndemet kavramlarl tammlanarak aralarindaki iligki
incelendi .

Uciincii boliimde ise O(X), X in acik altkiimelerinin ailesinin dual kategorisi

olmak tizere;
E:O(X)”® — Set
Ui — E(U;) = {R | R, U, iizerinde denklik bagintisi }

seklinde tammh E = {E(U;), Eyy, X'} 6ndemetine karsilik gelen £ demetinin r-global

kesitinin X topolojik uzay1 tizerinde bir lokal denklik bagintisi tanimland.
Ob(G) =X

olacak sekilde bir G grupoidi ve U, X topolojik uzayimin agik bir altkiimesi olmak

tizere; Lg(U) , G |y tam altgrupoidinin U-genisg altgrupoidlerinin ailesi olsun. Yani
G ly=a ' (U)NB~(U)

olsun. V' C U olacak gekilde V,U C X agik kiimeleri almsin. Eger H, G |y’ nun

U-genis altgrupoidi ise H |y de G |y nin genis altgrupoididir. Dolayisiyla

LUV : LG (U) — LG (V)

H— H ‘V
seklinde bir kisitlama dontigimii vardir. Buradan
Le: O(X)? — Set

kontravaryant funktoru elde edilir. Dolayisiyla X uzay1 tizerinde elde edilen Lg

ondemetinden



- G _ = AT . C , .
La :chﬁm ng{(UZ, HJI xelU; CX a(;lk , H; € LG(UZ)}

pZEG%Xap('Cw):x

lokal homeomorfizmiyle L demeti elde edilebilir. U C X acgik kiimesini ve U

tizerinde tanimh L5 demetinin bir
s:U— Lg
kesiti alinsin. Bu tiir kesitlerin olugturdugu I'(U, L) kiimesi bir 6ndemet belirtir:
[': O(X)? — Set

L demetinin global kesitlerinin kiimesi de I'(X, L) olur. Ayrica her H € Lg(U)

elemani bir s € ['(U, Lg) kesiti ile iligkilidir. Eger x € X ve o € L, ise o zaman
o= (U H), =germ,H = s(x) = s,

olacak gekilde bir z € U C X agik komgulugu ve s € (U, L) vardir. Bir X uzay:
tizerindeki G grupoidinin bir lokal altgrupoidi, Ly 6ndemetinden elde edilen Lg

demetinin global kesitidir. Bir G grupoidinin lokal altgrupoidi
pos=Ix

olacak gekilde , X uzayindan L demetine tanimh stirekli fonksiyonlardir. s-demeti
ise; s, G grupoidinin bir lokal altgrupoidi yani L5 demetinin global kesiti, F, X uzay1

uzerinde bir demet ve

X x F—2 F
T p
X 5 X



s doniigiimii F iizerinde X yontinde bir s-transport olmak tizere; Zr demetinin bir
t-global kesiti,

p(t) = s
olacak sekilde F demeti tlizerinde bir s-transportudur. Dolayisiyla X uzay: tizerinde

bir s-demet, s-transportu ile birlikte X tizerinde bir demettir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Kategori
Tanim 2.1.1. Nesnelerin kiimesi Ob (C), morfizmlerin kiimesi Mor (C) olmak tizere;
Mor (C), <3 Mor (C) ={(f,9) € Mor (C) x Mor (C) | a:(g9) = B (f)}
morfizmlerin kompozisyon islemi pu (f,q9) = g.f,
kaynak ve hedef déniisimleri sirasiyla o, - Mor (C) — Ob(C) wve
nesne dontsimi € : Ob(C) — Mor (C), X — ¢ (X) = Ix olsun.
Asaqidaki sartlar saglayan (C,0b(C), v, B,e, 1) altilisina kategori denir.
KAT1) V(f,9) € Mor (C), xg Mor (C) igin o (g.f) = a (f) ve 5(g.f) = B (9)
KAT2) Vf,g,h € Mor(C) ile a(h) = B (g) ve a(g) = B (f) i¢in

h.(g.f) = (h.g) .f
KAT3) Vz € 0b(C) igin a(I,) =z = B (I,)
KAT4) Vf € Mor (C) icin f-Ins = [ ve Iyp).f = f
dur [1].

Tanim 2.1.2. Bir C small (kii¢iik) kategorisinde nesnelerin kimesi Ob(C) ve
morfizmlerin kiimesi Mor(C) birer kiimedir. Aksi taktirde kategoriye large kategori
denir. Eger kategorideki her X, Y mnesnesi i¢in Mor(X,Y) morfizmleri bir kiime ise
bu kategoriye yerel small kategori ya da homset denir [1].

Tanim 2.1.3. Morfizmleri birim morfizmler olan kategoriye diskret kategori denir.
Bir I kiumesi tizerindeki diskret kategori; nesneleri I'nin elemanlari, morfizmleri ise
birim morfizmler olan bir small kategoridir [1].

Ornek 2.1.1. (P, <) diizenli kiimesi small kategoridir. Nesneleri P nin elemanlar
ve morfizmleri f : X — Y oklar, X <Y ile verilmistir. Iki nesne arasinda
bir morfizm vardwr. Birim morfizmlerin varhgr ve morfizmlerin birlesme ozelligi
duzenli kimenin yansima ve gegisliliginden kolayca gorulebilir. Kismi siraly kumeler
ve denklik bagintilar: da small kategoridir.

Ornek 2.1.2. Bir kategori verildiginde bu kategoriden elde edilen baz kategori
orneklerini ve onlarn nesneleri ile morfizmlerini inceleyelim.



KATEGORI NESNELERI MORFIZMLERI

Grp Gruplar Grup morfizmleri

Ab Abel gruplar Grup morfizmleri
RING(SGP) Halkalar Halka morfizmleri

Set Kimeler Kiimeler arasi dontigiimler
FSet Sonlu Kiimeler Kiimeler arasi dontigiimler
Diskret kategori X kiimesi Birim morfizmler

Cat Kategoriler Funktorlar

Vekt Vektor uzaylar Lineer dontigiimler

Met Metrik uzaylar Kisa doniigtimler

Top Topolojik uzaylar Siirekli fonksiyonlar
Funktor kategorisi Funktorlar Dogal dontigtimler

Gpd Tim grupoidler Grupoid morfizmleri

Tanim 2.1.4. Bir C kategorisindeki her X mnesnesi i¢in Mor (B, X) morfizmler
kiimesi tek elemana sahipse B nesnesine baglangig(initial) nesne denir. Eger
Mor (X, S) morfizmler kimesi tek elemana sahipse S nesnesine varig(terminal)
nesne denir. Baslangi¢ veya varis nesnelere genel olarak evrensel nesne denir

[2].
Ornek 2.1.3. {1} birim elemans Grp kategorisinde, {0} birim elemans Ring kategori-
sinde hem baslangi¢c hemde varis nesnedir.

Ornek 2.1.4. Set kategorisinde U =@ alnarsa; her X € Ob(Set) i¢in U :0— X
olup @ baslangi¢ nesnedir. {0} kiimesi tek elemanly bir kime olarak alinirsa;

f:X—=0
olup { O}, varig nesnedir.

Tanmim 2.1.5. C bir agikar monoid (1birimli yari-grup) ise ki¢ik kategori olarak
dustndlebilir. Clinki nesneleri birimler olup morfizmleri birima koruyan dontsumlerdir.
Bu doniisumlerin kompozisyonu da yari-grup islemidir. Boylece her monoid bir
nesneli bir ki¢ik kategoridir [1].

Tanim 2.1.6. Bir C kategorisinde asagida verilen diyagramin baslangic nesnesinden
varis nesnesine kadar olan morfizmleri korunmasina kategorinin degisimlilig:
denir.



gopf=foa
1]

Ornek 2.1.5. Set kategorisi; nesneleri tim kimeler ve morfizmleri de bu kimeler
arasindaki fonksiyonlar olan bir kategoridir. Gercekten;

1. Nesnelerin kiimesi,

Ob(Set) = {X | X bir kiime}
2. Morfizmlerin kiimesi,

Mor(Set) ={f | f: X — Y fonksiyon, X,Y birer kiime}

3. Kompozisyon iglemi, fonksiyonlarin bilegke iglemidir.

Mor(X,Y)x Mor(Y,Z) — Mor(X, Z)

(f; g)—g0of
Ayrica kaynak ve hedef dontistimleri,
a,f: Mor(Set) — Ob(Set), a(f) =X, p(f) =Y
ve nesne doniigimii ise
e:0b(Set) — Mor(Set), e(X) = Ix

ile tanimhdar.

KAT1)

Mor(X,Y) x Mor(Y,Z) x Mor(Z,T) — Mor(X,T)
(f, g, h)—> (hog)of: X —T

ho(gof): X —T
KAT?2)

Mor(X,X) x Mor(X,Y) — Mor(X,Y)

(1x, g)—golx =g



Mor(Y,X) x Mor(X,X) — Mor(Y,X)

(f,Ix)r—1xof=f

Ornek 2.1.6. Gruplarn Grp kategorisinde;

1. Nesneler kumesi

Ob(Grp) ={X : X grup},
2. Morfizmler kumesi

Mor(Grp) ={f | f: X — X' grup morfizmi , X, X' gruplar},

3. Kompozisyon islemi
Mor(X, X") x Mor(X',X") — Mor(X, X")
(f,9) = gof,

4. kaynak ve hedef dontsimleri

a(f) =X, B(f) =X

5. mesne doniusimi ise
S(X) = [X

seklinde tanymbidar.
Ornek 2.1.7. Topolojik uzaylarin Top kategorisi asagidaki gibi tanimlidar.

1. Nesneler kiumesi
Ob(Top) = {X : X topolojik uzay},
2. Morfizmler kiumesi
Mor(Top) ={f | f: X — Y strekli doniisim, X,Y topolojik uzaylar} ,

3. Kompozisyon islemi

Mor(X,Y) x Mor(Y,Z) — Mor(X, Z)
(f,9)—gof



4. kaynak ve hedef doniisimler:
a(f) =X, B8(f) =Y
ve

5. mesne doniusumaii ise
€(X) = IX

seklinde tanymbidar.
Tanim 2.1.7. C bir kategori olsun. Bir C kategorisi;
Ob(C) = Ob(CP)
ve VX, Y € Ob(C) i¢in
Morcor(X,Y) = More(Y, X)

sartlariny saglayan kategoridir. Bu kategoriye C kategorisinin dual (veya zit)
kategorisi denir [8].

Ornek 2.1.8. X bir topolojik uzay ve X in bitun acgiklarine nesne kiimesi ve
OX)={f:U=V| UV CX agpk}
kiimesinin dualini de morfizm kabul eden O(X)°P kategorisi asagidaki gibi tanvmlidar.

1. Nesneler kumesi

Ob(O(X)?) ={U : U, X uzaywmn agik altkimesi },

2. Morfizmler kiimesi

Mor(O(X)P)={f| f:U — U sirekli donigim , U, U C X agik},

3. Kompozisyon islems

Mor(U',U) x Mor(U",U") — Mor(U",U)
(f,9) = gof,

4. Kaynak ve hedef doniistimler:

ve

5. Nesne donitisumi ise

seklinde taniymbidar.



Ornek 2.1.9. C bir kategori olsun.
1. Nesnelerin kiumesi; C kategorisinin morfizmleri kiimesi
ovC)={f|f: X —Y , X,Y € ObC},
2. Morfizmlerin kiimesi; o, B kaynak, hedef donisiumleri ve

x L Y, Z - T olmak dizere;

x-1.vy
ol
Ay

degisimli diyagramlaridar.
Morfizmlerin kompozisyon islemu ise;

X *>Y
l 5
Ay
ve
X —=Y’
lo/ iﬁl
7 —==T

morfizmleri icin X' =Y ve Z' =T olmak tzere islem;

x Ly
[l
ARy
degigimli diyagrama ile tanwmbidir. Bu kategoriye ok(arrow) kategori denir [3].
Tanim 2.1.8. C bir kategori, f: X — Y bir morfizm olsun.
1. C kategorisindeki her bir g1, go : S — X c¢ifti i¢in
Jfa1 = fg2 tken g1 = g2

ise f doniigimiine monik(monomorfizm) denir. Morfizmlerin monik olmas:
1¢in morfizm bire-bir olmalidar.

2. C kategorisindeki her bir g1, gs : Y — S morfizmleri i¢in
o1 f = g2f iken g1 = go

ise f donigimiine epik(epimorfizm) denir. Epik morfizmler érten donisimlerdir.



3. Bir morfizm ayny zamanda hem epik hem de monik ise bimorfizm denir.
4. Bir f: X — Y morfizminin
gf =Ix,fg=1y ikeng:Y — X

olacak sekilde f morfizminin bir g ters morfizmi varsa f ye bir izomorfizm
denir.

5 X =Y ise f: X — Y bir endomorfizm denir.

6. Bir morfizm ayni zamanda hem endomorfizm hem de isomorfizm ise otomorfizm
denir. [3].

Tanim 2.1.9. C ve D iki kategori olmak tizere; VX € Ob(D) igin

i Ob(D) C Ob(C)

ii Morp(X,Y) C More(X,Y)

iii D ve C kategorilerinde tanimly kompozisyon kurallary ayne

iv Morp(X,X) ve More(X, X) in birim elemanlar ayni

ozelliklerini saglayan D kategorisine C kategorisinin bir altkategorisi denir [3].

Tanim 2.1.10. D kategorisi C kategorisinin altkategorisi olmak tzere;

1. D kategorisinden secilen X,Y mnesneleri i¢in
Morp(X,Y) = More(X,Y)
ise D kategorisine C kategorisinin tam(full)altkategorisi denir.

2. D kategorisinin nesneleriyle C kategorisinin nesneleri esitse, yani
Ob(D) = Ob(C)

ise D kategorisine C kategorisinin genig(wide) altkategorisi denir [3].

Ornek 2.1.10. Sonlu kiimelerin FSet kategorisi, kiimelerin Set kategorisinin tam
altkategorisidir.

Ornek 2.1.11.  Abel gruplarinin Ab kategorisi gruplarin Grp kategorisinin tam

altkategorisidir.

Ornek 2.1.12. Top kategorisi kiumelerin Set kategorisinin tam altkategorisidir.
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Tanim 2.1.11. XY birer kime ve f,g : X — Y fonksiyonlar olsun. f ve g nin
esitleyicisi(equalizer)

Eq(f,9) ={r e X | f(z) = g(z)}

ile tamwmbidir. Kategori teoride ise X, Y, E, O nesneler ve f,g: X — Y morfizmler
olmak tzere f ve g nin egitleyicisi;

foeqg=goeq

esitligint dogrulayan
eq: FE— X

morfizmidir. Burada m : O — X morfizmi verildiginde f om = g om iken bir tek
u: O — E morfizmi i¢in eq o u = m sarty saglanmalidar.

O—=F
N
f
X:9>Y

Kumelerin kategorisinde E, X ’in altkimesi olarak alindiginda eq dontsumdi,
dahil etme fonksiyonu kabul edilen i : T — X déntgimaidir [4).

Ornek 2.1.13. Set veya Grp kategorilerinde f,g: X — Y morfizmleri verilsin.
T={zeX|[f(x) =g(x)}

bir altkime veya altgrup olarak dustinilsin. Bu taktirde v : T — X dahil etme
dontusumi f ve g nin bir esitleyicisidir. T nin tammindan f ot = g o1 bulunur.
Kabul edelim ki f oeq = goeq olacak sekilde eq : E — X morfizmi varolsun. O
halde Vo € E i¢in f(eq(x)) = g(eq(z)) elde edilir. YaniVx € E i¢in eq(x) € T wve
Imeq CT elde edilir.

ly :Imeq — X vely: Imeq — T
kanonik dahil etme donusimler: olsun. Eger;

eq : B — Imeq
v e (x) = eq(a)

eq ile orten morfizm oluyorsa

11



diyagrami degisimlidir. Dolayisiyla i o v = eq ve v = Iy 0 eq’ elde edilir.

¢ monik oldugundan

E-.T
N
X:§>Y

diyagramini degisimli yapan tek morfizmdir. Sonug olarak i : T" — X, f ile g nin
bir esitleyicisidir.

Teorem 2.1.1. Egitleyiciler moniktir.

Ispat. eq : E — X, f,g : X — Y nin bir esitleyicisi olsun. Kabul edelim ki
a,B: 0 — E oyle ki eq o o = eq o [ olsun.

0%
N
X f
=Y
diyagrami degisimli olup
m=eqoa=eqof

bulunur. Fakat f oeq = goeq olup f om = gom bulunur. Boylece eq : £ — X
bir esitleyici oldugundan bir tek u : O — E vardir ve m = eq o u olur. Bu ise

a=0
demektir. Buradan eq moniktir [4]. ]
Tanim 2.1.12. C bir kategori ve f: X — Z ile g : Y — Z birer morfizm olsun.
P nesnesi ve p1 : P — X ile ps : P — 'Y morfizmleriyle elde edilen

PPy
lpl lg
x-1.z

degismeli diyagramindan olusan (P,pi,ps) tg¢lisine f, g morfizmlerinin pullbacki
(geri cekilmesi) denir. Bir kategorideki baslangic nesneye f, g i¢in bir pullback
ya da f,g’ nin bir lif carpima veya bir kartezyen karesi de denilir. Bunun
dualine de bir pushout denir. Ortak bir vars nesnesiyle morfizmlerin her ¢ifti i¢in
bir pullback varsa C kategorisine pullbacklere sahiptir denir [1].

Ornek 2.1.14. Set kategorisinde X,Y, Z birer nesne,
fX—>Z2,9g:Y—>Z
ki morfizm ve my ile woy izdisum dondisimleri olmak tizere;

XxY ={(z,y) € X xY [ f(z) = g(y)}
olsun. Bu taktirde X XY f ile g’nin bir pullback’idir.

X xY =Ug ' {f(2)}] = Uf {g(x)}]

12



1

Y —X
T2 f
! 7

X

X

-

~

diyagrami degisimli olup
fm = gm
dir [1].
Tanim 2.1.13. Pullbackin dual kategorideki gdosterimi pushouttur [1].

Tanim 2.1.14. C keyfi bir kategori ve P de, f ile g nin pullbacki olsun. f:Y — X
donusumunin pullback:

y 1oy
1
y Lox

kendinin bir izomorfizmi ise f ye monomorfizmdir denir [1].

~

2.2 Funktor

Tanim 2.2.1. C, D ki kategori ve F' : C — D olmak vzere; C kategorisinin bir
X nesnest ve bir f morfizmi i¢in asaqidaki sartlar saglanyorsa; C ve D kategorileri
arasindaki bu F dontsumine bir kovaryant funktor denir.

1) VX € Ob(C) i¢in F(X) € Ob(D)
2) f: X — Y € Mor(C) morfizmine karsiik F(f): F(X) — F(Y) € Mor(D)

X5 FP(X)

X5 FP(X)
4) Vf,g € Mor(C) i¢in go f islemi D kategorisinde F(g)o F(f) = F(go f) ise yani;

X5 pP(x

P,k

Y —5 F(
ig
Z

~

y

)
()
)
(9)
—5 F(2)

diyagrama degigimlidir [5].



Tanim 2.2.2. C ve D iki kategori ve D? | D nin dual kategorisi olsun.
F:C— D>

tamumly kovaryant funktora kontravaryant funktor denir. Burada
F(g)o F(f) = F(go f) islemi korunmaz yani ;

F(g)o F(f) = F(go f) ise kovaryant
F(g)o F(f) = F(f) o F(g) ise kontravaryanttir{].

Tanim 2.2.3. Bir C kategorisindeki her X nesnesi ve her f morfizmi i¢in

1ciC—>C
1e(X) = X
le(f)=f

seklinde taniml 1c funktoruna birim funktor denir [6].

Tanim 2.2.4. D kategorisi C kategorisinin altkategorisi olmak tizere;

1:D—C
i(X) =X
i(f)=rf

seklinde tanimlanan i funktoruna dahil etme funktoru denir [6].

Tanim 2.2.5. F :C — D ve G : D — & birer funktor olsun. GF : C — &
birlesimide bir funktordur. Ayrica 1¢ : C — C  birim doniisimai de bir funktordur.
O halde nesneleri kategoriler, morfizmleri funktorlar olan bir kategori olusturulabilir.
Bu kategori Cat kategorisi olarak adlanduvrilir [7].

Ornek 2.2.1. U : Grp — Set funktoruna unutkan funktor denir. Bu funktor Grp
kategorisindeki grup yapisiny unutarak Set kategorisine donusturir. Burada her
G grubunu onun grup yapisimin ithmal edildigi UG kiumesine ve her f : G — H
donusimini Uf: UG — UH donisimine goturir.

Tanim 2.2.6. F', G : C — D funktorlar olsun. C deki her X nesnesini D de
px : F(X) — G(X) doniisimiine ve C deki her f : X — Y morfizmine

Fx) 2 F(y)

Px Py
a(x) YL o)
degisimli diyagramans karsilik getiren
p: F—G

donigimine dogal dénigim (natural transformation) denir. px e C’de
p’nin bileseni denir. Eger p nin her bileseni izomorfizm ise yani p : F — G wve
r:G— Fikenpor =Ig verop=Ir varsa p ye dogal izomorfizmdir denir

/1].
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Ornek 2.2.2. C bir kategori ise bir funktor asagidaki gibi tansmlanabilir.
More(_,2) : C? x C —> Set
A, B — More(-,)(A,B) = Morc(A, B)
fag — MOTC(*? *)(fag) = MOTC(fvg)

Burada
More(f,g) : More(A', A) — More(B, B')

ile tanimlbidar.

A = B

f g
/ ’
A govof B

Bu funktora morfizm bifunktoru denir.

F: A x B — C bifunktor olsun. Oyleyse;
VA nesnesi i¢gin F(A,_) : B — C igin sag birlegimli funktor

F(A,)(B) = F(A,B)

F(A,)(f) = F(1a, f)

seklinde tanimhidir.

VB nesnesi i¢in F'(_, B) : A — C igin sol birlegimli funktor ise;

F(_,B)(A) = F(A, B)

F(.B)(f) = F(f,15)

seklinde tanimhdir. Her iki funktor kovaryant funktordur. Ozel olarak; C’ nin her

C nesnesi i¢in sag birlesimli funktor

More(C,_) : C —Set

More(C,)(X) — More(C, X)

More(C,)(f) — More(le, f) ;v — fow
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ve sol birlesimli funktor

More(C, ) : CP—Set

More(_,C)X) — More(X,C)

More(.,C)(f) — More(g,1¢) :v —vog

vardir.
Bu C —Set funktoru bir kontravaryant funktordur [6].

Tanim 2.2.7. C, D birer kategori olsun. C, D kategorileri arasindaki iki funktor
F :C <« D wveG:C— D olmak tizere; X,Y nesnelerinin birebir orten dogal

dontstimlerinde
More(FY,X) ~ Morp(Y,GX)
denkligi vardir. C kategorisindeki her X nesnesi ve D kategorisindeki Gy X nesnesi
¢imn
ex F(GoX) — X

morfizmi bir varig morfizmi ise F' : C < D funktoruna sol ek(adjoint) funktor
denir. C deki f : X — X' morfizmi icin

GX = G()X
€X/FG(f) = f&?X

sartlarine saglayan bir tek G : C — D funktoru vardwr. Boylece F' ye G nin sol ek
funktoru denir [4].

Tanim 2.2.8. C, D birer kategori olsun. D kategorisindeki her Y nesnesi ve C
kategorisindeki FyY nesnesi i¢in

ny 1Y — G(FyY)

morfizmi bir baglangi¢c morfizm ise F' : C +— D funktoruna sag ek(adjoint) funktor
denir. D deki g : Y — Y’ morfizmi i¢in

FY = RY
GF(g)ny =nvyg

sartlarine saglayan bir tek F : C <— D funktoru vardwr. Boéylece G ye F nin sag ek
funktoru denir [4].

Tanim 2.2.9. C, D kategorileri arasindaks ki funktor F' : C < D ve G : C - D
olsun.

SCFG—)lc

n:lp - GF
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dontstumlerine sirasiyla counit ve unit denir. Bu dontsumlerin birlesimler:

F = PGF —F F
G =" GFG —% G

olup F,G nin sol ek(adjointi)idir ya da G, F nin sag ek(adjointi)idir denir. FF 4 G
ile gosterilir. 1p,1g birtm dontsumleri;

lp=¢eFoFn
lg = GeonG

ile verilir. Sonug olarak C deki her X ve D deki her Y i¢in
lpy =epy o Fpy
lex = Gex onax
esitlikleri vardur [4].

Tanim 2.2.10. C small kategori ve D keyfi bir kategori olsun. Nesneleri Cden D ye
funktorlar ve morfizmleri dogal transformasyonlar olan bir kategori vardwr. F,G, H
funktorlar, Cden D ye tamumh ve p : FF — G ve r : G — H dogal donusimler
olmak tizere; bu kategorinin kompozisyonu r o p olup VX € Ob(C) i¢in

(T © p)x =TG(z) © Pz

dir. Bu kategoriye C den D ye funktorlarin kategorisi denir. Funct(C,D) veya
DE ile gosterilir [2].

Tanim 2.2.11. C kategorisindeki J (small kategori) tipindeki diyagramin funktoru

F:J—=C

olmak tzere; J kategorisine index kategori ya da F' diyagramainin semasy denir. F
diyagrama J ye gore diizenlenen C deki morfizmler ve nesnelerin koleksiyonu olarak
dusunulebilir. Kategorideki sema, funktorlarda diyagram oldugundan C kategorisinde
J tipindeki diyagramlarin morfizmi funktorlar arasindaki dogal doniisimlerdir. C
deki J tipindeki diyagramlarin kategorisini C’ funktor kategorisi olarak yorumlaya-
biliriz. Bu kategoride diyagram nesnedir [4].

Tanmim 2.2.12. C, D lokal kiigiik kategoriler, F' : C — D funktor ve VX,Y € Ob(C)
¢mn

Fxy : More(X,Y) — Morp(F(X), F(Y))
dontistumaine

. birebir(injective) ise faithfull(tamamen) funktor,

. Orten(surjective) ise full(tam) funktor,
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. birebir ve orten(bijective) ise fully-faithfull funktor denir [8].

Tanim 2.2.13. Bir C kategorisinde herhangi bir X nesnesi icin X x X carpim
tanimbdir ve
ox: X - X xX

T 0 0x = idx Vk € {1,2} i¢in diagonal morfizmdir. 7y, k yinct elemanin kanonik
1zdustimi olmak tzere; kategorilerin kategorisi bir carpim oldugundan diagonal
funktor

A:C—CxC

AX)=<X,X >

olarak verilmistir. Genel olarak C’ funktor kategorisinde C deki her X nesnesi i¢in
sabit funktor
X=AX)ec’

nesnesiyle tansmhdur. Diagonal funktor A : C — C7 C deki her X nesnesini A(X)e
gotiiriir. Ve C deki her f : X — Y morfizmini C’7  de dogal déniisiimiine gotirir.
J min ki nesneli diskret kategori oldugu bilinirse de diagonal funktor C — C x C ile

verilir [4].
Tanim 2.2.14. 7 small kategori ve C herhangi bir kategori olsun. Her X € Ob(Z)
¢cm

K, X=A

ve f €T igin
Kaf =14

alarak C kategorisinin bir A nesnesi i¢in K4 : T — C funktoru tanimlanabilir. Bu
funktora A nesnesine bagl sabit funktor denir [9)].

2.3 Grupoid

Tanim 2.3.1. Bir G kategorisinde herbir morfizmin tersi varsa ya da herbir morfizm
bir izomorfizm ise G kategorisine grupoid denir. Bir grupoid ¢ok nesneli bir grup
olarak disunileceginden gruptan daha genel bir kavramdir. Bir G grupoidi sirasiyla

1. nesnelerin sinifi(taban) Ob (G)
2. morfizmlerin kimesi Mor (G)

3. kaynak ve hedef dontisumler:
a,B: Mor(G) — Ob(G)

4. nesne donustumai

e:0b(G) — Mor (G)
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5. ters donustim

i:Mor(G) — Mor (G)
feilf)=r1"

6. morfizmlerin kompozisyonu

p = Mor (G), x5 Mor (G) ={(f,9) € Mor (G) x Mor (G) | a(g) = 5 ()}

tuzerinde tanvmly 7.7 kismi ¢carpma isleminden olusur. Bu dontsumler asagidaki
sartlary saglar:

GRP1) VY(f,g9) € Mor (G)a x BMor (G) i¢in a(g.f) = a(f) ve 5(g.f) = B (g9)

GRP2) Vf,g,h € Mor(G) ile a(h) = B (g) ve a(g) = B (f) igin

h.(g.f) = (h.g) .f
GRP3) VX € 0b(G) i¢in a(Ix) = X = B (Ix)

GRP5) Vf € Mor (G)bir Qift tarafls f=1 tersme sahiptir oyle ki o (f) = B(f71),

GRP4) Vf € Mor(G) icin f.luyp = f velgy).f=f
Bf)=alf™)

ve [T f = Iy ile f.f 71 = Igp) saglanur [10].

Ob(G)’ nin elemanlarima, G gruboidinin nesneleri; Mor(G)’ nin elemanlarina
G gruboidinin oklar1 (morfizmleri); X € Ob(G)’ ye kars: gelen Mor(G)’ de Ix
elemanina X elemanimin birim veya 6zdesligi denir. (Mor (G),0b(G),«, B,¢,1, 1)
yedilisine grupoid denir.

Tanim 2.3.2. G bir grupoid ve H C G olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa;
H grupoidine Ggrupoidinin altgrupoidi denir [10].

AGRP1) «,8 G grupoidinin kaynak ve hedef donisimleri olmak tzere;
a(H) COb(H)ve B (H) C Ob(H)

AGRP2) Her X € Ob(G) i¢in1x € H

AGRP3) H kismi ¢arpim altinda kapalidar.

Tanim 2.3.3. H,G grupoidinin altgrupoidi olsun.

a) Eger Ob(H) = Ob(G) ise H grupoidine G grupoidinin genig(wide) altgrupoidsi

denir.
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b) Eger herbir X,Y € Ob(H)igin
Mory (X,Y) = Morg (X,Y)
ise H grupoidine G grupoidinin tam(full) altgrupoidi denir.

c) Eger H genis altgrupoid ve herbir XY € Ob(H), A € Mory (X, X) ve g €
Morg (X,Y) i¢in ghg™' € Mory (Y,Y) ise H grupoidine G grupoidinin normal
altgrupoids denir .

X2,y

(=1)
‘\ ,

X
d) Bir G grupoidi i¢in
Mor (G), xg Mor (G) ={(f,g) € Mor(G) x Mor (G) | a(f) = 5 (9)}
olmak iizere
§: Mor(G), xg Mor (G) = Mor(G), (f,g9)— fg~"
fark déniisiimii ve
m=(8,a): Mor(G) — Ob(G) x Ob(G), f+ (B(f),a(f))
déniigiimii vardir. X,Y € Ob(G) igin X de G nin stary denilen o lifi
a (X)) =5t G¥ ={f|a(f) =X}
ile | Y de G nin costar denilen 3 lifi
BTHY) = Cost G* ={f | B(f) =Y}
ile gésterilir.

e) G bir grupoid X,Y € Ob(G) ve W, G nin bir altkiimesi olmak tizere; W Na ™ (X)
ve W N B7HY) igin sirasiyla Wy = St WX ve WY = CostW?Y yazlabilir.

GX,Y)={f|f: X =Y} G(X,Y) =5t G*NCost GX

sartingy saglar. Ayrica X den X e tiim morfizmlerin grubuna
G{X} ={f|f: X — X} e verteks grup ya da X noktasindaki nesne
grubu denir [11].

Tanim 2.3.4. G ve H iki grupoid olmak tizere;
w:G—H

1) G grupoidinin herbir X nesnesini H grupoidinin bir u(X) nesnesine gotirir.
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2) Herbir f € Morg (X,Y) morfizmini u(f) € Mory(u(X),u(Y)) morfizmine
goturur.

3) X € G del, € G(X) dzdes morfizm ise p(Ix) = I, x) , p(X) € H’ da dzdes

morfizmdir.

4) f: X =>Y veg:Y — Z,G de morfizm ise

1(gf) = n(g).p(f)dir.
Grupoidler arasinda yukaridaki sartlar, saglayan morfizme grupotd morfizmsi denir
[5].

Ornek 2.3.1. Nesneleri tim grupoidler ve morfimleri ise grupoid morfizmler: olan
bir grupoidlerin kategorisi elde edilebilir ve bu kategort Gpd ile gosterilir.

Ornek 2.3.2. Bir X kiimesi kendi iizerinde bir grupoid olarak distunilebilir. Burada

ve her elemant birim dontsumdir. Butin elemanlary birim olan bu tur grupoidlere
bos(null)grupoid denir. Herbir x € X i¢in sadece bir 1x dénisimi vardur. Bu
dontsumlerin bileskesi de

1)(.1)( = 1X

olacagindan baska bir islemi de yoktur.

Ornek 2.3.3. X bir kiime olsun. Nesneler kiimesi X ve morfizmler kiimesi X x X
olacak sekilde bir grupoid elde edilebilir. Yani X x X |, X duzerinde bir grupoiddir.
Burada (x,y) ikilisi x — y morfizmini gostermek tizere; kismi ¢arpim islems

() (y, 2) = (2, 2)

olarak verilir. Bu grupoidi ele alarak bir R grupoidi elde edelim. R , X X X in
altgrupoidi ve X tzerinde tam ise; R C X x X |, X duzerinde bir denklik bagintisidor.
Burada kismi ¢arpim iglemi ise; (x,y) (y,z) € R C X x X olup (z,2) € R bulunur.
Ayrica bu denklik bagintist X kiimesi tizerinde bir grupoiddir. Gercekten;

. nesneler kimesi Ob(R) = X,
. morfizmlerin kiimesi Mor (R) = R = {(z,y) | z,y € X},
. hedef ve kaynak doniisimler:

a:R—= X
(z,y) = a(r,y) =2

B:R—X
(z,y) = B (2, y) =y,
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. ters donustim
1:R— R
(z,9) = (,9)"" = (y,7),

. nesne donusumaii

e: X —R

x> I,

. kisma carpim islemi

m:RxR— R
((z,y),(y,2)) = (z,2)

seklinde tanimly olup her denklik bagintist bulundugu kume tuzerinde bir grupoiddir.

Ornek 2.3.4. Topolojik uzaylar ve bu uzaylar arasindaki homeomorfizmler kategorisi
bir grupoid olusturur. Gergekten,

. nesneler kimesi ; topolojik uzaylar
Ob(G) = {X | X topolojik uzay}
. morfizmlerin kimesi; topolojik uzaylar arasi homeomorfizmler
Mor (G)=G={f|f:X =Y homeomorfizm,X,Y nesneler}
. hedef ve kaynak doniisimleri;
a:G—X

frralf)=X

b:G— X
feB()=Y

. Nesne doniisuma;

e: X —>G
z— I,

. Ters donisum;

1:G—= G
fri(f)y=(H""
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. kismi carpim islemi

m:GxG— G
m = Mor(G), xg Mor (G) = {(f,g) € Mor(G) x Mor (G) | a(f) =B(9)}
olmak tizere; (Mor (G),0b(G), «, B,¢,1, 1) yedilisi bir grupoiddir.

Ornek 2.3.5. X bir kiime ve G bir grup olsun. Nesneler kiimesi Ob(R) = X,
morfizmler kimesi Mor(R) = R = X x G x X olmak dizere; R, X kiimesi tizerinde
asagqidaki gibi bir astkar grupoid denilen yapuyr olusturur:

* Kaynak ve hedef doniisimleri

a,f: X xGExX =X

ofr,g,y) =x
B(r,9,y) =y

1

* Ters donigim g~', g’'nin G grubundaki tersi olmak tizere;

1: X XxA@xX =23 XxGExX

(z,9,y) —i(z,9,y) = (x,9,y) "

=(y.97" )
* Nesne dontsimi 1, G grubunun birim elemana olmak tizere;
e X > XxGExX
x> e(z, 9,y) = (¢, 1,y)

* kismia carpim islemi

pr(XXxGExX)x (X xGxX)—=> X xGxX

(@, h,y) x (y,9,2) = (2,h,y)-(y, 9, 2) = (x,hg, 2)

seklindedir. Dolaysiyla

(X xGx X, X a,B,i,e,n)
bir asikar grupoiddir.

Ornek 2.3.6. A bostan farkl bir kiime ve R, A tzerinde bir denklik bagintist olsun.
Nesneleri (X, f) ¢ifti olan bir C kategorisi olusturalim: X bostan farkly bir kiime ve
f:A— X bir donisim olsun.

rRy — f(z) = f(y)

bagintisy verilsin. Baska bir ifadeyle R, f ile birlestirilmis A dizerinde bir denklik
bagintisy olan Rf anlamindadir. Morfizmler kiimesi Mor((X, f), (Y, g)) ise hof =g
sartine saglayan C deki butin h : X —'Y dondstimlerin kimesidir.
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3. DEMETLER

3.1 Ondemetler

Tanim 3.1.1. X bir topolojik uzay, C' bir kategori olsun. C' deki degerleriyle X
tuzerinde F' ondemeti asaqidaki sartlart saglayan bir sistemdir:

1) Her U C X agik kiimesine bir F'(U) kiimesi karsilik gelir.

2) Her U,V C X ag¢ik kiimeler , V C U olmak tzere;

FUvF(U)—)F(V)

dontisumi vardur.
i) Fyu = Irw)
ll) FVW e} FUV = FUW> (W g \% g U)d’&’l"

Su halde {F (U), Fyv, X}, X tzerinde bir ondemettir [12].

Bu tanwm kategori teoride asagidaki gibi ifade edilebilir.
X bir topolojik uzay, O(X); X in agik altkimelerinin ailesi ve i dahil etme déniisima
olsun. X in a¢ik altkiimeleriyle bir kategori

Ob(O(X))={U |U C X agik}
Mor(O(X))={i|i: U=V}

ile tamimlanar. Aymi nesnelerle fakat tim morfizmlerin yoninin degistirilmesi ve
kompozisyon isleminin sirasimn degistirilmesiyle O(X)P kategorisini elde edilir.
X topolojik uzayrizerinde F ondemeti, X in agik altkimelerinin ve onlarin dahil
etme dondisimlerinin O(X) kategorisinin O(X)% dual kategorisinden kimelerin ve
fonksiyonlarin Set kategorisine bir funktordur.

F:O(X)” = Set

Bu taktirde F = {F (U), Fyy, X} sistemine X dzerinde kiimelerin bir dndemeti
denir. X tzerinde Abel gruplarn dndemetinde F(U) Abel grup ézelliklerini saglamaly
ve Fyy kisitlama dontsumi bir grup homomorfizmast olmalidar.

Ornek 3.1.1. X bir topolojik uzay ve A herhangi bir kiime olsun. X uzay: tzerinde
bir Ax dndemeti;

i) X wzay dzerindeki bir U agik kiimesi i¢in Ax(U) = A ve
il) X uzay dzerindeki V C U agiklar i¢in

Fyy =14: Ax(U) = Ax(V)
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seklinde tanimlbidor.

Ornek 3.1.2. X veY topolojik uzaylar olsun. X topolojik uzay uzerindeki Y -degerl
stirekli fonksiyonlarin CY éndemeti;

i) X wzay dzerindeki bir U agik kiimesi i¢in
CTU)={f|f:U—=Y}
strekli donustimlerin kiimesidir.
ii) X wzay dzerindeki her U,V a¢igr ve V- C U olmak 1izere;
Fyy : CY(U) = CY(V); fe flv
ile tansmbdur [12].

Ornek 3.1.3. X topolojik uzay ve U, V kiumelert X ’te acik; U tuzerindeki tim
denklik bagintilarinin kiimesi E(U) ve

EUV : E(U) —>E(V)
R R|v=RN(V x V)

olmak tzere;

E={E(U), Eyy, X }ondemeti
* Fyy(R)=R|y=R= ]E(U)
* (Byvwo Eyv)(R) = Bvw(R |v) = (R|v) lw= R |w

sartlariyla tanimhidir.

Tanim 3.1.2. F' ve G, X uzerinde ondemetler ve f : F' — G morfiznmu
fU):FU)—GU),VcUcCX igin

T

U)

Guv(f(U)) = f(V)(Fuv)

seklindedir. Eger F 5G4 H ise (gof)(U) = g(U)of(U) morfizmlerin bileskesidir.
f F — G abel gruplarin ya da kimelerin ondemetlerinin izomorfizmleriyse

g : G — F morfizmi vardir. Dolayiswyla f o g = idg ve go f = idp yazhr. Burada
idp : F = F, X teki U aqigr i¢in idp(U) = idpw) ile verilir.
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Onerme 3.1.1. X yonlendirilmis kumest tlzerinde yansima ve gecisme ozellikleriyle
birlikte < siralama bagintisi (v < z vex <y < z = = < z) verilsin. Asaqidakiler
saglanar.

a) Kiumelerin yonlendirilmis (direkt) sistemi; X yonlendirilmis kiimesi ve (Uy)zex
kimeler ailesiyle birlikte V x,y € X, dz€ X 2z < zwvey < z i¢in

Xy ={(z,y) e X x X :2<y}

seklindedir. Burada her (z,y) € X; i¢in

Fyy U, = U,
ktumelerin dontstumi vardar.
b) V x € X i¢in F,, = idy,
c) Vae,y,z€ X iginze <y <z ise
Fz
U, —=U,
Fy.
U,

ti¢geni degisimlidir ve F,, = F,, o Fy, dir [12].

Ornek 3.1.4. X topolojik uzay ve T kimest U < V & V DO U bagintisiyla
olusturulmus acgik kimeler ailesi olsun. Burada U NV de agiktir ve U, V nin
icinde kalwr. X dizerindeki F ondemeti icin Fyy = FY kisitlama déoniisimi olsun.
(F(U))ver, Fuv doniisimiiyle birlikte kimelerin direkt sistemi olur.

Direkt sistem verildiginde hedef sistem V' kiimesidir ve koleksiyon dontigtimi
(02 : Uz = V)gex

ile uyumludur. V x <y i¢in

tiggeni degisimlidir ve
0y =0y 0 Iy,
dir.
Fakat herhangi bir V' hedefi i¢in tizerindeki o, doniigimiyle bir tek f: U — V

var ve V x € X i¢gin
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tiggeni degigimli ise (7, : U, — U)ex ile direkt sistemin limitinin U hedefi oldugu
tanimlanabilir [12].

Onerme 3.1.2. Direkt limit en son hedeftir. Direkt sistemdeki ki direkt limat dogal
izomorfiktir. Yani 7, ler arasinda birebir, orten bir dénisim vardewr [12].

Teorem 3.1.1. U, (Uy)zex, (Fay)@yjex,) direkt sisteminin limiti ve (1, : U, —
U)zex olsun.

1. Vu e Uigin 3z € X 3 u € Im(7,)
2. z,y,z € X ve u, € U, ve u, € U, oldugundan
T.(Uy) =7y(Uy) © 32 € X 22 <2 y<zve F,(U,) = F,.(U,)
dir. Buradan U direkt sistemin limitidir.

Ispat. Kabul edelim ki V/, (T2)zex te bir bagka hedef olsun. Eger f: U — V ve

U, —==U

X!

esitligi dogrulanmyorsa; u € U igin x € X vardir 6yle ki v € Im (7,) ve u = 7,(Uy)
yazilabilir. Buradan f(u) = 7,(U,) elde edilir. Boylece eger f varsa tektir. y € X
segersek u € Im(7,) dir.u = 7,(U,) denebilir. Buradan 3z € X vardir

sz(Ux) = Fyz(Uy>

yazilir ve

elde edilir. Boylece f iyi tammhdir. f(u) = 7,.(U,),

U, —=U
N
v
'i dogrular [12]. O
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Tanim 3.1.3. X topolojik uzay izerinde F' ondemeti olsun. YU C X ag¢ik kumesine
F(U) karsilik gelip V- C U i¢in Fyy : F(U) — F(V) ksitlama déndisimi vardar.
Buradaki ondemetin X teki sapr

F, = imF(U)

veX

dir ve F(U) — F,; s — s;, U € X doniisimiiyle verilir. F, ler hiicre ya da F’nin
kesiti olarak adlandurilur [15].

Tanim 3.1.4. X topolojik uzay olmak tzere x € X noktasini iceren ki agik kime
U ve Volsun. F bir éndemet olmak iizere; s € F(U) vet € F (V) i¢in

M ={(U,s)|U C X agk kiime , s € F(U)} alalum.
M Aizerinde bir denklik bagintist ya da X’ te ayni hiicreye sahip olma bagintist
St <= AIWCUNV >s|y=t|we F (W)
seklinde tamimlansin. s’nin x noktasindaki denklik sinifina s’nin hiicrest denir ve
germys ile gosterilir. Burada [s], = germ,s = (U, s)_ ile gdsterilebilir.
Fo={(U,s), =germys|se F(U),r €U C X agk kime }

kimest, X uzay: uzerindeki biituin hicrelerin kimesidir. Bu F, kumesine x noktasindaks
saplar kimest denir. Boylece

F=U~x

rzeX
bir demet tanimlar [13].

Tanim 3.1.5. X ve Y topolojik uzaylar olmak tizere; X teki her x noktasini iceren
U agik kiimesinin Y deki gorintisi f(U) olsun. Eger

flo:U— f(U)

homeomorfizm ise f : X — Y lokal homeomorfizmdir. Her lokal homeomorfizm
strekli ve agik dontgimdir [12].

3.2 Demetler

Tanim 3.2.1. X topolojik uzay tzerinde bir demet (sheaf);

1. F topolojik uzay,

2. p: F — X lokal homeomorfizm
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VA Vo
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Vo Vi

sartlarii saglayan (F, p) ciftidir [11].

Tanim 3.2.2. X topolojik uzayr uzerinde bir F demetint ve v € X olmak tzere;
x noktasing iceren X wuzayinda bir U a¢ik kimesini alalim. U kiumes: tzerinde bir
kesit(section); p o s = Iy sartiny saglayan

s:U— F

dontigtimidir [9].
F demetinin global kesitlerinin kimes:

X, F)={s|s: X > F,pos=Ix}
seklinde tanymbhdir. Eger U C X alinirsa, lokal kesitlerin kimes:
DUF)={s|s:U—F,pos =1y}

seklindedir. Boylece I (U, F) yardvmayla bir éndemet tanimlanir. Daha net bir sekilde
V C U ag¢ik kumeler olmak tzere;

FUVF(U,]:)—>F(V,.7:)

sS—=Tyy(s)=45|v
dontstuma ile birlikte T bir ondemettir. I' donustiminin bir funktor oldugu
i) ['(s)=+¢"|y=Irw), VCU
ii) (Cywoluyv) () =Tvw (' [v) = (5" v) lw=5"|w
ozellikler: ile kolayca gorilir.

Teorem 3.2.1. Bir X topolojik uzay tizerinde tanimlanan her demet bir éndemet
belirler [9].

Tanim 3.2.3. X topolojik uzay, F', X tuzerinde bir ondemet olsun. U, X te ac¢ik
kiime ve U = UXUx, Unun agik kumelerinin ortisu
e
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a) s, € F(U), F nin iki kesiti olsun. Vz € X i¢in

FUUm(S) = FUUZ(S/>

iken s = ¢ durumunu saglarsa F'ye monodemet(parcalanmig 6ndemet) denir.

b) Vx € X ve s, € F(U,) ile birlikte F'nin kesitlerinin (s,).cx ailesi verilsin. Va,y €
X igin
Fwz)wanv,) (52) = Fuyywanuy)(Sy)
icin s € F(U) vardir ki Fyy,(s) = s, dir. Bu duruma glueing (yapigtirma)
durumu denir [11].

Ornek 3.2.1. Ondemetlerin demet olmadiginy asagidaki orneklerle gorebiliriz:

1. X diskret topolojiyle iki noktal topolojik uzay olsun. F(Q) =0, F({z}) =
R, F{y}) = R, F({z,y}) = R x R x R ile tammh F &ndemeti verilsin.
F({z,y}) = F({z}) ve F({z,y}) — F({y}) birinci ve ikinci izdiigiim fonksiyonlari
olmak tizere; F' ondemeti parcalanmamisgtir. Global kesit ii¢ sayiyla verilmig
fakat sadece {z}, {y} lizerindeki kesitlerin degeri belirlidir. Boylece biz {z}, {y}
tizerindeki kesitleri yapigtirabilirken hepsini birtek gekilde yapigtiramayiz.

2. X reel sayilar kiimesi, U, X te acik kiime ve F/(U), U {izerindeki sinirh stirekli
fonksiyonlarin kiimesi olsun. F' demet degildir; ¢iinkii yapigtirilmas: miimkiin
degildir. Ornegin U; ler her z icin | z |< i kiimeleri olsun. f(z) = =
birim fonksiyon U; tzerinde simirhidir. Sonug olarak U; tizerinde s; kesiti
alabiliriz. Fakat bu kesit yapigtirilamaz. Ciinkii f fonksiyonu reel sayilarda
sinirh degildir. Sonug olarak F' ondemettir fakat demet degildir. Ashinda F'
boliinmiigtiir ¢linkii siirekli fonksiyonlarin demetinin altdemetidir [4].

Tanim 3.2.4. F' ondemetini alarak yeni bir o F demetlestirmesi(sheafification)
elde edilebilir. Herhangi bir G demeti,

k:F —aF

ondemetlerin dogal morfizmi ve herhangi bir f : F' — G dndemet morfizmi i¢in
birtek

fliaF — G
demet morfizmi var ve f'k=f oluyorsa o' ya demet funktoru, demetlestirilmis

funktor(sheaving funktor) denir. Burada a demetlerin kategorisinden dndemetlerin
kategorisine dahil etme funktoru, k ise birlesmenin birimidir [11].
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Tanim 3.2.5. F, X topolojik uzayrizerinde bir demet ve p : F —X olsun. ¥ C X
isep” (V) = F |y deY dizerinde bir demet olur. Bu demete F demetinin alt demets
denir [14].

Tanim 3.2.6. p, : F; — X ve py : Fo — X ki demet olsun. Eger

P2o=p1
ise p : F1 — Fy dontsumine saplart koruyor denir . Burada F; = |J (F1). ve
rzeX
Fo = U (F2)s olmak iizere;
rzeX
1 (F1)z) € (Fo)z
dir [9].

Tanim 3.2.7. Saplar: koruyan strekli dontisume bir demet morfizmai denir. Saplar:
koruyan homeomorfizme de bir demet izomorfizmai denir [9)].

Ornek 3.2.2. CY ve C" éndemetleri aynt zamanda birer demettir. Burada tanimlanan
uygun bir donigim (sirekli, differensiyellenebilir) i¢in demet olma dzelliklerinin bir
noktanin bir komsulugunda saglamas yeterlidir [12].

Tanim 3.2.8. X, Y topolojik uzaylarimi ve f : X — Y strekli dontistimini alalim.
X wuzay tizerindeki F demeti, Y uzay tzerinde bir foF demetini tanvmlar. V CY
acik kiumesi i¢in

(fF) V) =F(f7H(V))
olur. Bu demete F demetinin direkt gorunti demeti denir. Burada f: X — Y

surekli fonksiyonu,
fe: Sh(X) — Sh(Y)

funktorunu tansmlar [9].

Tanim 3.2.9. F demeti Y uzay tzerinde tanwmly bir demet olsun. F demetinin X
uzayr uzerindeki f*F ters goriunti demeti

fF={(z,0) e X x F: f(x) = p(o)}
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seklinde tanimlansr. Burada p : F — Y lokal homeomorfizmdir. f*F dizerinde bir
1zdusum
priffF—>X
(x,0) > x
seklinde verilir. Benzer sekilde, f: X — Y strekli donisimi

F5 1 Sh(Y) — Sh(X)

funktorunu verir. Y wuzay tzerinde bir F demeti i¢in bu funktorun f*F € Sh(X)
degerine F demetinin f altindaki ters gérintistd denir [9].

Tanim 3.2.10. F, X topolojik uzay: tizerinde bir ondemet olsun. F ondemetinde
bir atlas (veya F' dndemetine karsilik gelen F demetinin global kesiti)

U= {(UZ,SZ) |S7; € F(Ul),'L S I}
seklinde tanimlanir oyle ki
i) X = JUi, Ui € X agik
iel
ii) Heri,j € I, U;NU; kimesinin her agik ortisi i¢in en az bir W C (U; N Uj)
vardwr oyle ki s;|lw = sjlw dir.

U atlasindaki herbir (U, s;) elemamina harita denir [9)].

Onerme 3.2.1. F dndemetine karsy gelen F demetinin her s—global kesiti bir
atlas ile verilebilir. Tersine; F' ondemetinde her atlas F demetinde bir global kesit
tamimlar [14].

Ispat. F: O(X)® — Set 6ndemetinin bir atlas:
U=A{(U,si):iel,s€FU)}

olsun. Gosterecegiz ki U atlasi yukaridaki ondemetten elde edilen F demetinin
bir global kesitini verir. U atlasi iizerinde bir denklik bagntisi tanimlayabiliriz.
Bunun i¢in bir € X alalim. = € U; N U; olacak sekilde U atlasinin iki (U, s;) ve
(Uj, s;) elemani olsun. (U;,s;) ve (Uj, s;) * nin denk olmasi i¢in gerek ve yeter sart
reW CUNU; ves; |w=s; |w olacak sekilde bir W komsulugunun olmasidur.
(U;, i)z ile (Uj, s;) 7 nin denklik simiflarini gosterelim. Boylece bildigimiz saplar ve
demetleri elde ederiz:
fm:{(Ui,Si)xifL‘EUi, SZ‘GF(UZ')}, F= UF,

zeX
Boylece her (U;, s;),, siirekli bir s doniisiimii tanimlar.

T — (Uiasi)x
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Burada U atlas oldugundan x € U; icin

formiilii X topolojik uzaymdan F demetine bir s déniigiimii tammlar. F demeti
icinde acgik olan keyfi bir U igin

iel

-1 1
vardir. s; (U) kiimesi, U;’ de acgiktir. Buradan s; (U) kiimesinin X uzay1 {izerinde

de acik oldugu elde edilir. Boylece
s: X - F

siirekli olur. Simdi; p : F — X lokal homeomorfizm oldugundan p o s = I, oldugu
gosterilmelidir. Herhangi x € X icin x € U; agik kiimesi vardir. Boylece

pos(x) =posi(x) =p((Ussi)s) = x

olur. Buradan s, F demetinin global kesiti olur. Tersine; herhangi bir demetin
global kesiti bir atlas belirtir: s, F' éndemetinden elde edilen F demetinin bir global
kesiti olsun. Bu p : F — X lokal homeomorfizm ve p o s = I, olacak sekilde bir
s : X — F siirekli déniigiimiiniin oldugu anlamina gelir. s siirekli oldugundan
x € X | s |y, olacak sekilde bir z € U; acik komsuluguna sahiptir. s |g,= s; olsun.
Boylece

z — (Ui, 8i)z
siirekli doniigimii elde edilir. Her bir x € X i¢in, bu sekildeki kiimeler tizerinde
bir denklik bagintisi mevcuttur. Bunun anlami her x € X noktasinda x € U; ile

birlikte bir U; acig1 var ve Uj; tizerindeki her s; déniisiimii bir (U;, s;) verir demektir.
Gergekten bu (U, s;)" ler

U= {(Ul,Sl) |Si S F(Ul),z S [}
seklinde bir atlas olugturur [14]. O

Tanim 3.2.11. X topolojik uzayr tzerindeki demetlerin kategorisi Sh(X) olsun.
Sh(X) kategorisinin Secx seklinde gdosterilen global kesitlerinin kategorisi asagidaki
gibi elde edilir.

Nesneler kiimesi Ob(Secx) , Sh(X) kategorisinin global kesitleridir. Secx
kategorisindeki bir morfizm asagidaki diyagrama degisimli yapan

¢If1—>f2
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seklindeki bir demet morfizmidir:

Fi

34




4. s-DEMETLER

Bu bélimde Grothendieck-Verdier [15] tarafindan tammlanan ve Rosenthal [16],
Icen [14], Brown [19] tarafindan gelistirilen lokal esdegerlik tammn ile ilgili temel

tamm ve teoremler verilecektir.

4.1 Lokal Denklik Bagintisi

Tanim 4.1.1. X bir topolojik uzay, X wn U a¢ik altkimesi i¢in
E(U) = {R| R,U 1zerinde tim denklik bagintilari} olsun. Eger V- C U ve ayn
zamanda Xte acik ise

Eyv : B(U) — E(V)
R—Rly=RnN(V xV)

bir kiwsitlama morfizmi bulunur. Buradan

E:0(X)?” — Set
Ui — E(U;) ={R | R,U fizerinde denklik bagintisi}
funktoru X dzerinde bir E = {E (U;), Eyv, X} dndemetini tansmlar. E ondemetine
karsi gelen demeti £ ile gosterelim. £ demetinin r— global kesitine X topolojik uzai

tzerinde bir lokal denklik bagintisy denir [15].

Lokal denklik bagintisinin bir donisim olmanin yanisira yapisinda X = 'UIUi
1€

olmak tuzere;

Ri € E(U)
R; € E(Uj)

iken bir z € (U; N U;) vardir ve z € W C (U; N U;) dir dyle ki
R; lw= R; |w
olan lokal bagdasabilirlik sarty vardur [16].
r— U, ={(U;, R;) | Ui C Xagk kiimeler, R; € E (U;)}

Ornek 4.1.1. Bir X uzayr, U; ortisu ve gereken lokal bagdasabilirlik sarty ile
herhangi bir Y uzayr alinsin.

sureklt dontsum olmak tzere U; tzerinde bir R; denklik bagintisi tanimlanabilir.
Burada

fi(x) = fily) <= xRy
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seklinde tanimlanwr. R; ve R; swraswyla U; ve U; tizerinde denklik bagintisy olsunlar.
z e (U;NU;) iginx € Uy, € (U; NU;) alvmarsa lokal bagdasabilirlik sarts ile

Ri |Uk: Rj |Uk
olur.

Tanim 4.1.2. X bir topolojik uzay ve F bu uzay uzerinde bir demet olsun. Eger
her x € X i¢in F, sapi bir grup ve

v Fe X Fyp = Fy

(01702) — 0102

strekli ise bu F demetine gruplarin demeti denir [1/].

Boylece agagidaki onerme verilebilir.
Onerme 4.1.1. Gruplarn demeti bir grupoiddir.

ispat.

Morfizmlerin kiimesi

Mor (F =UF,) ={p(F) |p: F =X},

Nesnelerin kiimesi

Ob(F) =X,
Kaynak ve hedef dontigiimler

a: F—=X

B F =X,
Bilegke doniigtimii

m:F xF = F,

Nesne dontigimii

e: X = F,
Ters dontisim de

1 F—F

alinirsa gruplarin demeti bir
(F, X, =p,B =p,m,e,i)

grupoidini olusturur. O
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4.2 Lokal ve Global Altgrupoidler

Tanim 4.2.1. X bir topolojik uzay , Ob(G) = X olacak sekilde bir grupoid G, X
uzayinan bir agik kimes: U ve

Gly=a " (U)NB~(U)

olsun. V- C U olacak sekildeki U,V C X agik kiimelerini alalvm. Eger H,G |ynun
U genis altgrupoidi ise H |y de G |y nin genis altgrupoididir. Dolayisiyla Le (U)
G |y tam altgrupoidinin U genis altgrupoidlerinin ailesi olmak tzere;

LUV : LG (U) —)LG (V)
H—>H|V

seklinde bir kisitlama dontsumi vardwr. Buradan
Lg:0O(X)? — Set

kontravaryant funktoru elde edilir. Dolayisiyla Lg, X uzayr uzerinde bir { Lg, Lyy, X }
ondemeti olur. Lo ondemetinden

p:ile— X ,p(Ly)=x
kanonik izdistimi lokal homeomorfizmi ile

— G _ CH) - ‘ . .
Lo = xLEJXﬁx = ng{(Ul, H),:xe€U; CX agk , H; € Lg(U;)}

L demeti elde edilebilir. U C X ag¢ik kiimesini ve U dizerinde taniml Lo demetinin
bir
s:U— Lg

kesitini alalvm. Bu tir kesitlerin olusturdugu I' (U, L) kiimesi bir éndemet belirtir:
[':0(X)” — Set

Lg demetinin global kesitlerinin kiimesi de I' (X, Lg) olur. Ayrica her H € Lg (U)
elemans bir s € I' (U, Lg) kesiti ile iligkilidir. Eger x € X ve o € L, ise o zaman

o= UH), =germ,H =5s(x)=s,
olacak sekilde bir v € U C X agik komsulugu ve s € (U, Lg) varduwr [17].

Tanim 4.2.2. Bir X wuzay uzerindeki G grupoidinin bir lokal altgrupoidi Lg
ondemetinden elde edilen Lo demetinin global kesitidir ya da X wuzayindan Lg
demetine tanimh p o s = I, sartin saglayan strekli fonksiyonlardur [14).

Ornek 4.2.1. Bir X topolojik uzay tizerindeki herhangi bir G grupoidinin G(x,y)
kiimesi bostan farkl olmak tizere X wzayr tzerinde x ~ 1y seklinde bir denklik
bagintisy olsun. X topolojik uzayr uzerindeki her lokal denklik bagintiss X x X
uzayrman lokal altgrupoididir. Lokal altgrupoid bir kesitten ¢ok altgrupoidin bir denklik
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siafidir. X uzayindaki U agige icin E (U) , U tzerindeki bitin denklik siniflarinin
kiimesi, U x U tizerindeki bitun U genis altgrupoidlerinin ailesi olsun. Bu X uzaiy
tzerinde

E:O0(X)” — Set

ondemetinden € demetinin olustugunu verir. Bu £ demetinin bir global kesitinin r
lokal denklik bagintisina elde ederiz. Yani bir G grupoidinin herhangi bir s—lokal
altgrupoidi bir lokal denklik bagintisy belirtir. X wzayindaki atlas ile X kumesinin
bir s—lokal altgrupoidi tanimlanabilir.

Ornek 4.2.2. X bir topolojik uzay, X* = {X; |i € I} da X tzerindeki R denklik
bagintisy tarafindan olusturulmus bir ayrisim ve K bir grup olsun.

. «a, B donustimleri R tizerinde kanonik izdisim,

. K grubunun birim elemana e i¢in nesne donustimaii;
e((,y) . k) = ((z,y)  ¢)
. kismi carpim islemi
m((z,y), k1) ((y,2), k2) = ((z, 2) , kaka)

olmak dizere R x K, X wzayr tuzerinde bir (R x K, X, a, 8,1,E,m) grupoiddir. X
wzayr uzerinde U; C U; olacak sekilde U; ,U; € X agik kimeleri ve

E (U;) =A{R; | Rj, Ujiizerinde denklik bagintisi}
L(Uj)={H|H,G|y,= Rx K |y,= R |y, xKnwn bir U;genis altgrupoidi}
yapilary olsun. Xwuzay tzerinde E ve L ondemetlerinden

y:E—L

~(U): E(U;) = L(U;)
R,— R, x K

dogal dontisumai ve
O(X)? — Set

funktoru tanimlanabilir.
v:E — L
min ondemet morfizmi oldugu asagidaki diyagramlarin degisimliligi ile gosterilebilir.

v(Ui)

Eu,u, Ly,u,
E<U]) +U;) L(Uj) Rz |U Rz |Uj xK = Rz x K |Uj



Bu morfizmlerden Er ve Lo, Er ve Lg ondemetlerinden elde edilen demetler

olmak tzere;
v Er = Lg

demet morfizmi
Er—Lg

%

X

degismeli diyagramayla elde edilebilir. X wuzay tzerindeki U = {(U;, R;) | i € I}
atlasy ile verilen bir R denklik bagintisinan lokal denklik bagintis

E:0O(X)? — Set
E(U;) ={R; | Ri,U; iizerinde denklik bagintisi}

ve K bir grup olmak tzere; X uzayr uzerindek:
U={(U,R;)|iel}

atlasy ile verilen R x K grupoidinin bir lokal altgrupoidini verir.
Lg:0(X)? — Set

L(U)={H;| H; CGC |v;}
Yani her denklik bagintisy bir lokal altgrupoiddir. Fakat her grupoid bir denklik

bagintisy degildir [14].
4.3 Dahili Kategori
Tanim 4.3.1. G bir grup, X bir kime olmak “zere;

GxX—-X
(9.7) = g.x

fonksiyonu ile
- Vg,h € G vex € X igin (9.h).x = g.(h.x)
- Vx € X ve e, G nin birim elemant olmak tizere;

Cr =T

sartlar saglanwyorsa X uzerinde G grubu soldan etkiyor denir. Benzer olarak X
tzerinde G grubunun sagdan etkisi

XxG—= X

fonksiyonu ile
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- Vg,h € G vex € X i¢in x.(g.h) = (x.9).h
- Vx € X ve e, G nin birim elemant olmak tizere;

r.e—==—

sartlarma saglayacak sekilde tanimlanar [4).

Tanim 4.3.2. X kimesi tizerine etkiyen G grubu i¢in X teki x noktasimin yoringest
X in elemanlarinin kimesidir. x, G nin elemanlarina etkiyebilir. x in orbiti Gx ile
gosterilir.

Gz ={gz|geG}

Denklik bagintiswyla iliskilendirildiginde x ~ y < g € G, g.x =y dir. Orbitler bu
bagintinin denklik sinaflaridur [4].

Tanim 4.3.3. Her x € X i¢in x in dengeleyici(stabilizer) altgrubu
G,={9€G|gr=uz}
seklinde tanymbidur [4].
Tanim 4.3.4. Grup etkisinin genellestirilmesiyle etki grupoids
G=GxX

ile verilebilir. Etki grupoidinde grupoid morfizmlerini kapsayan bir p : G' — G
morfizmi vardir. Burada stabilizerlar verteks gruplar, orbitler ise elemanlardir [4).
Tanmim 4.3.5. G, Ob(G) tuzerinde bir grupoid olmak tizere; G nin «, 5, 1, €, yaps
dontigtimleri strekli olacak sekilde, Mor(G) ve Ob(G) kiimeleri tizerinde bir topoloji
yapist varsa G ye Ob(QG) dzerinde bir topolojik grupoid denir. G bir topolojik
grupoid ise i ters dontstimi bir homeomorfizmdir ve

§:GxG—G, (g,h)— gh™?
fark donisimi siureklidir [3].

Ornek 4.3.1. X topolojik uzay olmak tizere; X x X, X dzerinde bir topolojik
grupoiddir. x,y € X i¢in x den y ye bir morfizm (y,x) ¢ifti olsun.

Kaynak ve hedef donistimler

aly,z) =z ve By, ) =y

Nesne donustimaii
e:x— (x,x)

Ters donustim

1

i:(y,z) = (y,2)" = (x,y)

Kismi carpim islems
e (2,9)(y, ) = (2,2)

seklindedir. «, B dontsumleri izdisimain surekliliginden, € donisimi € X € birim
dontusiumlerin kismi ¢carpima oldugundan, © donusiumi de birinci izdusim ve ikinci
1zdustim dontsumlerinin kismi carpima ile tanimly oldugundan dontisumler stureklidirler.

40



4.3.1 Dahili kategori

Tanim 4.3.6. K pullbacklere sahip bir kategori olsun. IC kategorisi tzerindeki bir C
dahili kategorisi iki nesneden ve dort morfizmden olusur. Nesneleri nesneler kiimesi
Co ve morfizmler kumest Cy dir. Morfizmleri ise; o, kaynak ve hedef donistimleri,
1 ters dontsumi ve

m202201><0001—>01

bileske ciftlerinin kismi ¢carpim islemidir.

CQ = 01 X o 01 i C'1
T2 B
Cl C'0

«

Bu morfizmleri pullback olarak gorebiliriz. Bu sekilde olusan bir kiictik kategoriye
dahili kategori denir [4].

Burada genellesmis h : X — Cy x¢, C1 elemana,

af =By

olacak sekilde
f,g X — 01

bileske ciftleri vardar.
Eger C ve D iki dahili kategori ise;

F:C—D
dahili funktoru tanimlanabilir. Burada

F()ZCO—>D0

F1:C1—>D1

dir.
Bu funktorlarin bileskesi ile, K kategorisindeki dahili kategorileri nesne ve dahili

funktorlar: da morfizm kabul eden Cat(K) kategorisi olusturulabilir.
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Basit kategori teorisinde, iki small kategori arasindaksi
F:C—D
funktorlar, C kategorisinden bir small kategoriye tanimlanan
C — Set

funktorlarmdan farkhdur. Ikinci tir funktorlar Cy — Set nesne fonksiyonu ve C; —
Fonk morfizm(ok) fonksiyonundan olusurlar. Bu tamimda, Set kategorisi yerine
pullbacklere sahip herhangi bir K kategorisi ve C yerine de K kategorisi tizerinde bir
C dahili kategorisi alinsin.

K uzayina tanmimlanan bu tur funktorlarin uygun bir tanwmine elde etmek icin
once uzayn Set oldugu durumlar ele alinmalidir. Fy : Cy — Set nesne fonksiyonu

her bir x € Cy i¢in kimelerin Cy dizinli ailesi olarak gorulebilir.

p: F— C()
astkar izdiusimi olmak tzere
F= U F
z€Cy 0(«13)

biitin Fo(z) kimelerinin ayrik toplamidur. Her bir Fox kimesi, p donisiminden
p~Y(x) lifi gibi yeniden yapilandirilabilir. Benzer olarak morfizm fonksiyonu i¢in C

kategorisinde her
fix—uy

morfizmi kumelerin bir

Foxr — F()’y

a— f-a

dontstiminid verir. Butin bu dontdsimler, herbir f € Cy i¢in herbir tekil dontsim

f 7 nin bir etkisi olacak sekilde p : F' — Cy tarafindan tanimlanabilir.

¢:Cixo, F = F

(faa)%f'a
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Burada Cy X¢, F',
(o7 Ol — OO

boyunca p donustimainin pullbackidir.
KC kategorisinde bir C nesnesi (C zerinde bir dahili diyagram) C kategorisinin
bir
¢:Cy X, = F
etkisi ile birlikte Cy tizerine bir

p:F — Cy

nesnesidir. Burada aCy — Cy pullbacki icin Cy , Cy tuzerine bir nesne olarak

alinmastir. Asagqidaki diyagramlarin degisimli olmasi gerekir.

Cl XCOF F Cl XCOFAC& XC(]F
T P o ol
Cy 5 Co
1x¢
01 X Co 01 XCOF Cl XCOF
mx1 ¢
Ci X¢, F F

®
Eger F: (F,p,¢1) ve G = (G, q, ¢2) , K kategorisinde iki C-nesne iseler F''den G ye

C-nesnelerin bir morfizmi ilgilt yapilar: koruyan basit bir
v:F —G

morfizmidir.
C bir topolojik dahili kategori olsun. Burada Cy nesnelerin uzayr, Cy morfizmlerin
uzayr ve Cy de morfizmlerin bileske ciftleridir. m kismi ¢carpim islemini, o, B hedef

ve kaynak dontsumleri temsil etmektedir.
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Tanim 4.3.7. C bir topolojik kategori olsun. Bir C-demeti

Oy x F—2° F
T p
) . C,

yukaridaki diyagrama degisimli yapan bir p : F — X demetidir. Ayrica

1x¢

COXFAC&XFCHXOIXF 01XF
o ¢ mx1 1)
F Ci x F F

dir. F, X wzayr tzerinde bir demet ve F demetine tanimlanan ¢ donusumunin

birim ve birlesim kurallar: X tzerinde F demetinin bir etkisidir [4].

4.3.2 G-demeti

Bir C-demet morfizmi, etkileri koruyan bir demet doniigiimiidiir. Bu yolla C-demetinin
Sh(X; C) kategorisini elde ederiz.

Simdi, G , X tizerinde bir topolojik grupoid olsun. Eger G = Cy ve G X G = Cs
alirsak , G-topolojik kategorisini elde ederiz. Bu kategoride o, kaynak ve hedef
dontigtimleri, m kismi carpim islemini, m; ve mo kanonik izdiistimleri ve € nesne

dontigiimiini temsil etmektedir.

T

C - CQ T Cl

m

«

Co

_ >

B
Dolayisiyla, herhangi bir p : /' — X demeti birim ve birlesme 0zelligini koruyor

ve hatta

GxF F
T p
G 3 X
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durumunu sagliyor ise bu demete G-demet denir. Burada G x F , (8 lizerinde bir

pullbacktir. e, € F,, g. € G(z,y) ve g € G(z,y), h € G(y,2), k € G(z, 2) i¢in
p(o(g)(ex)) =y

(b((gx)(em)) =€, V€ ¢(h>(¢(g)(ex)) = ¢(k>(ew)

saglanir. Boylece, G(z,y) 'nin her g eleman Iy = I ve (hg)y = g4hy olacak sekilde
saplarin bir

g#lfx—)./t-y

morfizmini tanimlar. Sonucta F demeti tizerindeki G * nin bir etkisi bir
F : G — {demetlerin saplar1}

funktorunu verir. ¢ doniigimiine F tizerinde GG yoniinde bir transport denir. X

tizerinde bir R denklik bagintisini gozoniine alalim. O zaman

™

R=RxR—2 R

m

1

X

2
bir dahili topolojik kategori olur. R bir topolojik grupoid oldugundan gosterilebilir
ki R-demeti , F' tlizerinde S denklik bagintisi ile birlikte p : F — X demeti gibi
tamimlanabilir. Burada (x1,22) € R ve e; € p~*(x1) iken (ej,e9) € S ile birlikte
ey € p~t(xy) tektir [14].

4.3.3 s-demeti

s , G grupoidinin bir lokal altgrupoidi olsun. (Ornegin s, Lg demetinin global

kesiti)
Tanim 4.3.8. Zr demetinin bir t-global kesiti,
p(t) =s

olacak sekilde, F demeti uzerindek: bir s-transportudur. s-transportu ile birlikte X

uzayr tzerindeki bir demet X uzay tuzerinde bir s-demettir [6].
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X uzay1 iizerinde iki s-demeti arasindaki transportu koruyan dontigiimiin notasyonu

asagidaki gibi tanimlanabilir:

Tanim 4.3.9. ¢, ve ¢ etkileri ile Fy, Fo s-demetleri ve X wuzayn tzerinde bir G

topolojik grupoidi olsun. Fy demetinden Fy demetine tansmlanan bir s—morfizmi

Ixn

G x .7:1 G x .Fg
é1 P2
F1 7 Fa
diyagraminy degisimli yapan
n:FL— F

transportu koruyan bir demet dontisimidir [6].

Sh(X;s), s-demetlerinin ve s-morfizmlerinin kategorisini gostersin. Sh(X;s)
kategorisinden Sh(X) kategorisine tamimlanan bir baglh(faithfull) funktor vardir.

Clunkii X uzay1 iizerinde her s-demeti X iizerinde bir demettir .

Tanim 4.3.10. X bir topolojik uzay ve G, X tuzerinde bir grupoid olsun. «, 8 hedef,

kaynak doniusimler olmak tzere;

i) s nin tanwm kimesi Dom(s) = U, X 'te agiktur.
ii) Her x € Dom(s) i¢in as(x) = x dir.

iii) B(s(Dom(s))), X ‘te agiktar.

ozelliklerini saglayan

s:U—=@d

kismi dontigimine G grupoidinin bir uygun lokal kesiti denir [17].

Tanim 4.3.11. U, X in bir a¢ik kiimesi olmak tzere; G nin bir lokal kesiti tanim
kiimesi Dom(s) = U dizerinde sirekli ise bu kesite G grupoidinin bir stirekli lokal

kesiti denir. x € X i¢in bir s lokal kesitinin tersini
sTHx) = s((Bos)"H ()
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ile s: U — G uoet:V — G seklindeki iki lokal kesitin bileskesi ise

(s t)(2) = s((B o t)(x))t(x)
ile tanumlanar [17].

Tanim 4.3.12. X bir topolojik uzay ve G, X tuzerinde bir grupoid olsun. Eger her
r € U aggu i¢in fos:x — [os(x) homeomorfizm ise G nin bir s : U — G ye
lokal kesitine G nin tersi alinabilir lokal kesiti denir. Eger G nins:U — G ve

t:V =G ,(Bos)(U) CV olacak sekilde iki siirekli tersi alinabilir kesiti varsa
ts: U — G, ts(z) = t((8os)(x))s(z)

yazilr ve y € (B0 s)(U) olmak dizere; s nin tersi de s™1(y) = s((B0s)"H(y))™" ile
verilir. (3o s)(U) — G uygun lokal kesiti i¢in Bs(z) — (s(x))™! yazlur. Siirekli

tersi alinabilir lokal kesitlerin kiimesi kompozisyona gore bir ters-yarigruptur [19].

Tanim 4.3.13. G, X uzerinde bir topolojik grupoid, o, : G — X kaynak, hedef
donitisimleri olmak tzere; eger herbir g € G, g boyunca G nin bir sturekli tersi
aliabilir lokal kesitine sahipse («, 5, G) tg¢lisine yeterince sturekli tersi alinabilir

lokal kesitlere sahiptir denir [20].

Tanim 4.3.14. X bir topolojik uzay ve G, X dzerinde bir grupoid olsun. S,(X,G)
x € X in bir agtk komsulugundan G ye o man tum lokal kesitlerinin kiimesi olsun.
Bu kiime tzerinde bir denklik bagintisi s,t € S,(X,G) i¢in s ~, t dirs x € X igin

V' agik komsulugu vardir dyleki J,(X, G), ~, in denklik siniflarman kiimesi olsun.

J(X,G) = U J(X,G)

zeX

diyelim. J,(X,G) nin her [s], elemanina s € S,(X,G) ve x € Dom(s) olmak tizere;

x teki hiicre denir. J,(X,G) ye a mn lokal kesitlerinin hicrelerinin demeti denir
[19)].

Tamim 4.3.15. y = (fos)(x) ve [i|l,, v € X d¢ini: X — G birim kesitinin hiicresi
ve [s]z, [ty € J(X,G) hiicreleri

[tly[sle = (ts)(x) = t((B o s)(x))s(x)



seklinde bileskelendirilmis olmak tzere eger; bir [t], € J(X,G) hiicresi var [s],[t],
ve [t]y[s]s tanimle ve
[sla[tly = [y, [tly[s]e = [ia

ise [s]. € J(X,G) hiicresine terst alinabilir denir [17, 20].

8]z, [t]y, [r]: € J(X,G) olsun. J(X,G) nin nesnelerinin kiimesi X, kaynak ve
hedef doniigtimleri o, 5 : J(X,G) — X dir. « nin tersi alinabilir lokal kesitlerinin

hiicrelerinin demetini I' ile gésterecek olursak [r|,([t],.[s].) bileske hiicresi tanimh

olup [r]([t]y-[s]z) = ([r]s-[t]y)[s] oldugundan I'( X, G), J(X, G) lizerinde bir grupoiddir.

Tanim 4.3.16. G bir grupoid ve W tizerindeki topologi ile G nin bir altkumesi olmak

uzere;
1. Ob(G)=XCWC@E

2. W = W=t ve W bir grupoid olarak Gyi iretir. Yani G nin her elemant W

nin baze elemanlarinin carpima olarak yazilabiliyordur.
3. (W x W)NsHW) kiimesi W x W da agiktir ve
Sw: (W xW)NS (W) =W
doniigiimii stireklidir. Burada d : GXG — G, (g, h) — gh™! fark doniisimiidiir.

4. aw,Pw : W — Gqo olmak tizere; (aw, Pw, W) dclisi o nin yeterince strekli

terst alinabilir lokal kesitlerine sahiptir.

5. W da Gy = X in bir V agik komsulugu vardwr oyleki V =V~ ve V2 C W
dar.

Sartlarim saglayan (G, W) ikilisine G grupoidinin topolojik parcast denir [17, 20].

4.3.4 Holonomy grupoid

X {izerinde bir topolojik grupoid (G, X) olmak tizere; G grupoidinin (G, W) topolojik
parc¢asinin holonomy grupoidi H'y1 topolojik durumdaki holonomy grupoid teoremiyle

ifade edilsin.

48



Tanim 4.3.17. G, X wuzay: tzerinde bir grupoid ve s , G grupoidinin bir lokal
altgrupoidi olsun. Eger s diizenli ve her g € H,(x,2) ve h € Hy(x,y) eleman igin
gh™ € H_(y,z) olacak sekilde dizenli zayf s—uyumlu bir (H,,Uy,)zeu ailesi varsa
s’ ye degismez uygun(diizenli) altgrupoid denir [6].

Teorem 4.3.1. (Aof-Brown Teoremi) U'(H), H ~mn bitin uygun yerel kesitlerinin

kiimesi olsun. T'(H) tzerinde k ve t uygun lokal kesitleri igin

(th)(x) = t(Bk(x))k(x)

ile bir ¢arpim tamimlanar. Eger k bir uygun lokal kesit ise o halde Bk(U) — H uygun
lokal kesiti icin k= ile
Bk(z) — (k(z)) ™

yazilir. Bu ¢arpimla T'(H), bir ters yarigruba dondisir. T¢(W), W dzerinde deger
alan ve siirekli uygun lokal kesitlerden olusan I'(H)’ nin altkimesi olsun. T'*(H, W),
I'(H)’ nin yarigrubu olsun. O halde T'°(H, W) yine bir ters yarigrup olur. J(H), H’
nan uygun lokal kesitlerinin hiicrelerinin demeti olsun. Buradan J(H)’ nin elemana,

k € T'(H) olacak sekildeki (x,k) ¢iftlerinin denklik suaflary olur. Oyle ki
z €U = dom(k)

ve (z, k), (y,t) " ye denktir ancak ve ancak x =y ve k ve t, x’ in komsulugu izerinde

cakisik ise. (x,k) denklik sinify [k], seklinde yazilir [6].

Tanmim 4.3.18. I'(H) tzerindeki ¢arpuman yapist J(H) dzerinde bir grupoid yapis

olusturur. Oyle ki burada nesnelerin simifi X |, kaynak ve hedef doniisumleri de
[kl = X

dir. JS(H,W) , T¢(H,W) ’ nin elemammin hicrelerinin J¢(W) demeti tarafindan

uretilen J(H) ~nin altgrupoidi olsun.

Buradan JC(H,W) ’"nin bir elemans k = ky,, ..., k1, [ki] € JS (W), x41 = Bki(x;),

i=1,..,nvexy =x U= dom(k) olmak tizere;
[k]x = [kn]xn[kl]m
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seklindedir.

v J(H) — H
[kl — ¥ ([K]2) = k()

final déntsimdir. Burada k bir uygun lokal kesittir.O halde ¥(J°(H,W)) olur.
Jo = JW)NKery olsun. Buradan Jy , J°(H, W) "nin bir normal altgrupoidi olur.
H*® = Hol(H,W) holonomy grupoidi J°(H,W)/Jy bolim uzay: olarak tanimlanar.
p: JYH,W) — H?® bolim morfizmi ve p([k].) , < k >, tarafindan olusturulmus
olsun. Jy C Kerty oldugundan ¢p = 1) olacak sekilde bir

¢ H — H

orten morfizmi vardar.
H?® holonomy grupoidi tizerindeki topoloji H® ile birlikte asagidaki gibi bir topolojik
grupoid yapist olusturur. k € T°(H, W) olsun.

op: W — H?

kismi fonksiyonu soéyle tanimlansin:
or man tanem kimesi S(W) € U olacak sekilde w € W elemanlarindan olusur.

w ile uygun bir sturekli uygun lokal kesit segilsin. o(w) degeri
or(w) =< k >pw)< f >a@)=< kf >aw

seklinde tanimlanir. ox(w), f lokal kesitinin se¢iminden bagimsizdur ve bu oy lar
haritalarin bir kumesini olustururlar. oy haritalarina uyan baslangig topolojisi H®

tizerine yiklenir. Bu topoloji ile birlikte H bir topolojik grupoid haline déniisir [6].
Tanim 4.3.19. G , X dzerinde bir topolojik grupoid ve s , X tuzerinde G’ nin bir

sabit dizenli lokal altgrupoidi olsun.

glob(s)=H wve W = ngHx

olsun. s lokal altgrupoidi ile tanvmlanan (H, W) lokal altgrupoidinin H® holonomy

grupoidine s lokal altgrupoidinin holonomy grupoidi denir [17].
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Ornek 4.3.2. Pradines [18] tarafindan ilk kez ortaya ¢ikaridan ve Brown [19] tarafindan
tamimlanan H® holonomy grupoidini alalim. Asagidaki gibi bir s-demet tanamlayabiliriz.
J(H) kaynak donigiminin uygun lokal kesitlerinin hiicrelerinden elde edilen bir

demet olsun.

(th)(x) = t(Bk(z))k(x)
bileskesi, J(H) demetini, X dzerindeki demet topolojisi ile bir topolojik grupoide
dondistiirir. J(W) , k(U) C W olacak sekildeki

k:U—H

kesitlerinin hiicrelerinin altdemetini géostersin. JC(H, W), J(H) demetinin J(W)

tarafindan tretilen altgrupoidi olsun. Bu bir demet olur ve bir
v:JH)— H

dontsumi vardwr. Eger

Jo=JW)nN Kery
almirsa, o zaman Jy , JC(H,W) ’ nin normal altgrupoidi olacaktrr.
H* = Hol(H,W) = J°(H,W)/J,

Bu bir topolojik grupoiddir ve X wuzayr uzerinde bir demet topolojisine sahiptir
[19].  Topolojik grupoidlerin bu tir yapilary topolojik kategorilerin yapisinda da
gorilir. Bu yapilardan hareketle tekrar s lokal grupoidine donelim.

s bir degismez, dizenli lokal altgrupoid ve H® |
g, B HY — X

hedef ve kaynak dontisiumleri ile birlikte holonomy grupoidi olsun. O zaman H® |

asagidaki

HxXHs |U:x HS |Uw

Qs




s transportu ile birlikte bir s-demet olur.

g € Hy(x,y) ve k], € H® |y, olsun. O halde x € U C U, i¢in bir

t:U— H,

r—tx)=g
uygun lokal kesit vardir. Dolayisiyla

o(g, [k]y) = [gk].

olacak sekilde bir s-transportu tanimlayabiliriz. Hatta burada H® holonomy grupoid:

bir s-demettir.
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