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Danmigman: Prof.Dr. Rifat Giines

Uc¢ boliimden olusan bu calismann birinei boliimii; diger boliimlerin daha kolay
anlagilabilmesi igin diferensiyel geometri ve kinematikteki temel kavramlara ayrilmis-
tar.

Ikinci béliimde bir regle yiizeye adjoint (bitigik) bir nokta tanmimlanmigtir. Bu
noktanin sabit olmasi icin gerek ve yeter sartlar verilmistir. Regle yiizeye adjoint
bir A noktasimin geometrik yeri olan egrinin ozellikleri, regle ytlizeyin ozellikleri ile
iligkilendirilerek incelenmistir.

Uciineii boliimde ise bir regle yiizeye adjoint bagka bir regle yiizey tanimlanmugtir.
Birbiri tizerinde kaymaksizin yuvarlanma hareketi yapan iki regle ytizeyi ile bu regle
yiizeylere adjoint olan bagka bir regle ytlizeyin ozellikleri aragtirilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Adjoint nokta, regle yiizey, yap1 denklemleri, striksiyon
egrisi, dagilma parametresi, Euler-Savary Formiili
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Supervisor: Prof.Dr. Rifat Giineg

This thesis covers three chapters such a way that in the first chapter,to make
easily understood we give the basic concepts in differential geometry and kinematics.

An adjoint point to a ruled surface is defined in the second chapter. And the
properties are presented for this point to be fixed. The properties of the curve which
is the geometrical place of the A point adjoining to the ruled surfaces are analysed
by associating the properties of the ruled surface.

An adjoint ruled surface to another ruled surface is defined in the third chapter.
The two ruled surfaces moving without sliding on each other and the ruled surface
adjoining to these ruled surfaces are studied.

KEY WORDS: Adjoint point, ruled surface, construction equations, striction
curve, Euler-Savary formulas
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BOLUM 1
TEMEL KAVRAMLAR

I1. ve III. boliimlerin daha iyi anlagilmasi i¢in temel kavramlara ayirdigimiz bu
boliim ii¢ alt boliimden olugsmaktadir. Birinci alt boliim ¢izgiler uzayinda hareketlere;

ikinci alt boliim egriler teorisine; ti¢inci alt boliim ise yiizeylere ayirilmigtir.

1.1 CIZGILER UZAYINDA HAREKETLER

Tanim 1.1.1.

A bog olmayan bir cimle ve V' de F cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun.
Eger bir ¥ : A x A — V doniigimi P, () € A noktalar igin ﬁ) € V seklinde
tanimlanmig ve agagidaki iki aksiyomu saghyor ise A ciimlesine V' ile birlestirilmis

bir afin uzay adi verilir.
—

— —
i) VP, Q, R€ A igin PR=PQ+ QR
ii) VP € AveVa € V igin PQ) = & olacak bigimde bir tek ) € A noktas
vardir.
P—Q vektoriinde P noktasina baslangic noktasi ve () noktasina ug¢ noktasi
denir. A nin boyutu boyA=boy V olarak tanimlanir.
A bir reel afin uzay ve A ile birlegen vektor uzay: da V' olsun. Eger V' de bir

():VxV =R

i¢ carpim iglemi tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da aci, diklik ve uzunluk gibi
metrik Ozellikler tanimlanabilir. Boylece A afin uzay1 bir Oklid Uzay1 adin alir ve

E™ ile gosterilir[10].



Tanim 1.1.2.

n— boyutlu E” Oklid uzayinda bir nokta X ve E™ de bir afin koordinat sistemine

gore X noktasimin koordinatlar (zq, xs, ..., z,) olsun.

bilegenlerine E™ nin ¢ — yinci koordinat fonksiyonu denir. R"™ standart reel afin

uzay1 olmak tizere R™ de bir
():R"xR"—=R
i¢c carpimi VX, Y € R" igin X = (21,22, ...,2,), Y = (Y1, Y2, -, Yn)
(VXY) = (X,Y) = S

biciminde tamimlayalim. Bu i¢ ¢arpima R™ de standart i¢ ¢arpim veya OKklid ic
carpimi denir. Standart i¢ ¢carpimin tanimh oldugu R™ vektor uzay ile birlegen R™

afin uzayima n—boyutlu standart Oklid uzay1 denir ve E™ ile gosterilir[10] .
Tanim 1.1.3.
n—boyutlu bir Oklid uzay1 E™ olsun. Bir
d: E"x E"—R
fonksiyonu VX, Y € E" i¢gin V deki norm ||,|| olmak iizere,
d: (X.Y) = d(X,Y) = HWH
seklinde tanimlanir ve E™ nin X ile Y noktalar1 arasindaki uzaklik denir[10].
Tanim 1.1.4.

Bir n—boyutlu reel i¢ carpim uzay1 V olsun. V ile birlesen E™ Oklid uzaymda

sirall bir { Py, Py, ..., P,} nokta (n + 1)—lisi i¢in eger {POPl, PP, ..., POPn} vektor

sistemi V' nin bir ortonormal bazi ise {Fy, Py, ..., P,} catisina bir dik ¢at1 veya

Oklid catis1 denir. Boylece bir catida tammlanan {y,xs, ..., 2, } afin koordinat



sistemine dik koordinat sistemi veya Oklid koordinat sistemi denir. Bu
sistemdeki

2= E" - R, 1<i<n
koordinat fonksiyonlarma da Oklid koordinat fonksiyonlar: denir[10] .

Tanim 1.1.5.

E} ve EY sirasi ile, R} ve R} n—boyutlu i¢ ¢carpim uzaylar ile birlesen birer
Oklid uzay1 olsunlar. Bir
f:E} — EY

afin dontigimi Vo, 8 € RY i¢in

(¥(a),¥(B)) = (a, B)

bagintisini saglayacak gekilde bir
bR} — Ry
lineer doniigiimii ile birlegiyorsa f ye bir izometri adi verilir[10].
Teorem 1.1.1.
Bir
[ EY — Ey
doniigtimii izometri ise
i) d(f(A), f(B)) =d(A, B), VA, B € E}
i1) f birebir ve 6rtendir.

ii1) EI ve B} uzaylarmda birer Oklid koordinat sistemi sirasi ile {x1, s, ..., T, }

ve {y1,Ya, ..., Yn } ise f izometrisi A € O(n) olmak iizere,

Y A C X
I 0 1 1

seklinde ifade edilebilir. Burada C, X, Y € R} dir.

Bir n—boyutlu Oklid uzay: E” nin izometrilerinin

R(n) = {f . E™ izometri E”}



ciimlesini alalm. R(n) de déniistimlerin birlesimi islemi ”0” ile gosterilirse { R(n), o}

ikilisi bir gruptur. Bu gruba izometriler grubu denir[10].
Tanim 1.1.6.

n— boyutlu E" Oklid uzaymn izometrilerinden biri f olsun. E™ deki bir
{1, 2,...,x,} Oklid koordinat sistemine gore f nin matrisel ifadesi A € O(n) ve
C € R} olmak iizere

X' A C X
I 0 1 1
seklindedir. f ye E™ de bir hareket adi verilir.
A € O(n) oldugundan
det A = +1

dir. Eger det A = +1 ise f hareketine direkt hareket; det A = —1 ise karsit
hareket adi verilir. Hareket denince daha ¢ok direkt hareketleri anlayacagiz. Direkt
hareketler iki gesit hareketin bilegimidir; direkt dénme ve dteleme[10] .

E™ Oklid uzayinm bir f izometrisi icin

f(0)=0
olacak gekilde bir O € E™ noktasi var ise f ye 7O” noktasi etrafinda bir donme
denir[10] .
Teorem 1.1.2.

E™ de baslangict O € E™ olan bir Oklid koordinat sistemi {z1, 29, ..., 2, } olsun.
Bir
f:E"— E"
izometrisi i¢in
i) O noktasi etrafinda bir déonme f ise f nin bu Oklid koordinat sistemine gore

ifadesi

X'=AX

seklindedir. Burada A € O(n) ve X, X' € R} dir.
ii) f bir direkt dénmedir < X' € AX ve A € O(n) dir[10].



Tanim 1.1.7.
E™ OKlid uzaymm bir f izometrisi ve VX € E™ i¢in
f(X)=X+h

olacak sekilde bir tek h € E™ noktasi varsa f ye E" nin h ile belirtilen bir

Otelemesi denir[10].
Tanim 1.1.8.

E? Oklid uzaymdaki 1- parametreli hareketlerde E® iin dogrular regle yiizeyler
teorisi icin onemlidir. Dogrular E? {in lineer nokta ciimleleridir. Bu yiizden E?
Oklid uzaymi yalmzca dogrulardan meydana gelmis bir uzay olarak diigiinecek ve
bunu belirtmek icin de E? e gizgiler uzay1 adim verecegiz.

Uzayda hareketin gozlenebilmesi i¢in bir referans noktasina ihtiyag¢ vardir. Bu
noktanin sabit ve ayni noktada bulunan gozleyiciye gore sabit oldugu farzedilir. Bu

noktayr O € E? ile gosterelim ve hareketi inceleyebilmek icin ortonormal bir
{e7(0),€3(0), &5(0)} = {0; &1, €3, &3}

sistemini tesbit edelim. Ayrica bu uzayda biitiin noktalarin sabit kaldigi yani hareket
etmedigi farzedilerek bu halde E® uzayma sabit cizgiler uzay1 denir ve H' ile

gosterilir. Yani

H' = Sp{e1(0),e2(0), e5(0)}

dir. Diger taraftan ”O” noktasina gore hareketli bir P noktasini ve bu noktaya siki
bir gekilde bagh olan ortonormal bir { ﬁ (P), E; (P), E; (P)} sistemini diigtinelim.
Yani

H = Sp{EL(P), E(P). Ea(P) }

olsun.

Cizgiler uzayinda artik, noktalarin hareketi yerine dogrularin hareketi alinabilir.
Bu sebeple uzaym en basit elemanm olarak yonlii dogrulari aliriz. Hareketli bir
P noktasimin OTD yer vektorii ve bu noktaya yerlestirilen bir @ birim vektérii ile

belirlenen dogrunun parametrik denklemi



2

P - -
y=r+Aa
T
)
Y =7 +)\d

seklindedir. P noktasinin dogru iizerinde keyfi bir nokta olmasi i¢in, A vektorel
carpimi gostermek iizere,
=
a

— = — A=
=T ANa=yANa
—
*

—

N +

vektorel momentini kullanarak dogruyu <a ,Q ) cifti ile belirleyebiliriz. @ ve a
vektorlerinin bilegenlerine normlanmig Pliicker dogru koordinatlar: denir.

(izgiler uzayinda hareketleri ii¢ gruba ayiracagiz;

i) (7, EE) dogrusunun H'’ sabit uzayma gore hareketi

ii) (7, Ez> dogrusunun H hareketli uzayina gore hareketi

iii) H hareketli uzayimn H' sabit uzayimna goére hareketi

H hareketli uzaymin H' sabit uzayina gore 1-parametreli hareketine uzay hareketi
diyerek H/H' ile gisterecegiz.

H/H' hareketini O noktasi etrafinda bir donme ve O noktasina gore bir 6teleme
olmak iizere iki kisma ayirmak mimkindir.

Eger sabit ve hareketli cizgiler uzayinda iki Oklid koordinat sistemi sirasi ile

{2, xh, x4} ve {1, 29,23} ise

/
/
X=|a|, X=|ua
LL’/
3 T3

olmak iizere Tanim(1. 1. 6) dan dolay1 H/H' uzay hareketini matris formunda
X’ A C X
I 0 1 1

seklinde gosterebiliriz. Burada A € O(3), C' € R} geklindedir[10].



Tanim 1.1.9.

H/H' uzay hareketinin
A C

0 1
matrisinde donmeye kargilik gelen A € O(3) ve otelemeye karsihk gelen C' € R?

matrisleri,
A= A(t)
C=C(t)

olacak gekilde bir tek reel ¢ parametresinin diferensiyellenebilir fonksiyonlar: iseler

H/H' uzay hareketine bir parametreli uzay hareketi denir[10] .

1.2 EGRILER TEORISI

Tanim 1.2.1.

I C R bir agik aralik olmak iizere (/,«) koordinat komsulugu ile tanimlanan

a(I) C E™ kiimesine « egrisi denir, dyle ki
a:1—FE", ITCR
dir[10]
Tanim 1.2.2.
M C E™ egrisi (I, «a) koordinat komsulugu ile verilsin.
lof][ : I — R
t— [la’()]]

seklinde tanimh ||o/(¢)]| reel sayisina M nin (I, o) koordinat komguluguna gore « ()

noktasindaki skalar hizi denir[10] .



Tanim 1.2.3.
M egrisi (I, @) koordinat komsgulugu ile verilmig olsun. Eger Vs € I i¢in
lo’(s)] =1

ise M egrisi (I, «) ya gore birim hizli egridir denir. Bu durumda egrinin s€ [

parametresine yay parametresi denir[10].
Tanim 1.2.4.

M egrisi (I, «) koordinat komgulugu ile verilmig olsun. a, b€ I olmak iizere a
dan b ye M egrisinin yay uzunlugu diye egrinin «(a) ve a(b) noktalar1 arasindaki

uzunluga karsilik gelen
b
/ o/ ()] .t tel

reel sayisina denir[10] .
Tanim 1.2.5.

Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkl olan egriye regiiler egri denir[10].
Tanim 1.2.6.

M egrisi (I, «) koordinat komsgulugu ile verilsin. ¢ € I i¢in « (t) noktasindaki

Frenet 3-ayakhs1 {T'(t), N(t), B(t)} ise

seklindedir[10] .
Tanmm 1.2.7.

McC E? egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I ya karsilhik gelen

a (s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi

{T, N, B}



olsun. Buna gore Frenet vektorleri ile tiirevleri arasinda

T’ 0 ky O T
N’ - —kl 0 kQ N
B’ 0 —ky O B

bagintisi vardir. Burada k1(s) € R sayisina « egrisinin egriligi ve ks(s) € R sayisina

da «a egrisinin burulmasi denir[10].
Tanim 1.2.8.

M C E™ egrisi verilsin. M egrisinin m € M noktasindaki tanjant uzay diye,
m € M noktasmda M nin hiz vektorlerini igine alan Ty (m) = V(m) vektor uzaymna
denir. m € M secilmis bir nokta olmak tizere, E™ nin T);(m) ile birlesen alt afin
uzayina da, M egrisinin m € M noktasindaki teget dogrusu denir.

M C E™ bir egri oldugundan boyM = 1 dir. Gergekten
boyM = boyTyr(m), Ym e M
oldugundan, m € M noktasinda
boyM =1
dir. Tgn(m) vektor uzayinda
(,):Tgn(m) X Tgn(m) — R

<(U1, vy Un)m s (ul, ceey un)m> = Elfuiui
seklinde tamml Oklid i¢ carpimini goz oniine alalim. Bu i¢ garpimin Ty (m) alt
uzayma kisitlanmasi da Ty (m) de bir i¢ carpimdir. Buna gore Ty, (m) uzayinda bir

vektoriin normundan bahsedilebilir[10] .



1.3 YUZEYLER TEORISI

Tanim 1.3.1.

n— boyutlu E™ vektor uzayinda (n — 1)— boyutlu bir yiizey veya (n—1)— yiizey
diye E™ deki bosg olmayan bir M ctimlesine denir. Oyleki bu M ciimlesi

x €U CE"| f:U diferensiyellenebilir R,U bir aqk altciimle

r— f(r)=-c

Vf |p# 0, VP € M bigiminde tammlanir. E? de bir 1-yiizeye diizlemsel egri
denir. E® de bir 2-yiizeye ekseriya sadece yiizey denir. E™ de bir (n — 1)— yiizey,
n > 3 olmasi halinde daha ¢ok bir hiperyuzey olarak adlandirilir.

Manifoldlar olarak herbir M hiperytizeyi bir (n — 1)— manifolddur ve dolayisiyla
VP € M noktasinda M nin bir tanjant uzayi T, (P) tanimh olup (n — 1)— boyutlu
bir vektor uzayidir. Bu tanjant uzay Tg-(P) tanjant uzaymin bir alt uzayidir.
Ayrica Ty (P) nin sadece M ye bagh oldugunu, M yi tamimlamada kullanilan f
fonksiyonundan bagimsiz oldugunu da belirtmek gerekir. Gergekten Ty, (P) vektor
uzayini, K™ nin tamamen M de yatan parametrik egrilerinin P noktasindaki hiz
vektorleriyle karakterize edebiliriz. Eger M yi tanimlamada kullanilan diferensiyelle-

nebilir fonksiyon f ise ¢ € R bir sabit olmak iizere
f(x) =c, Vo e M

dir, ayrica

Vf |p7é0, VP e M

dir. M nin tanmimindan bu sekilde bir f fonksiyonu vardir; hem de bu gekildeki f

fonksiyonlar1 birden ¢ok olabilir. Her bir f fonksiyonu i¢in
L
Tn(P) =[Vf |p]

olarak belirtilebilir[10].

10



Ornek 1.3.1.
0 # (ay,a9,...,a,) € E™ ve b € R olmak iizere E" de bir (n — 1)— diizlem
((n—1) — yiizey)

M = {$ = (]}1,.T2, ,l’n> S | .g‘laixi = b}

olarak tammmlanir. Her bir b € R igin M bir bagka n—yiizeydir. Zira f(z) = Aglaixi

olmak tzere

o 0 0
vf (‘r17‘r27"'7‘rn) = <(3x1’ ax27"'7 ax ) 7(a17a27"'7an>>

—

vf (331,.172,.-.,27”) 7é 0

dir. E? deki bir 1-diizleme ekseriya E? deki bir dogru , £ deki bir 2-diizleme daha

cok, E? deki bir diizlem ve nihayet n > 3 olmak iizere E™ deki bir (n — 1)—diizleme
de, E™ deki bir hiperdiizlem denir. b reel sayisinin farkli iki degeri by, b olsun.
O zaman,
.iaixi = b1 ve g]lai:pi = bQ
ile tammlanan n—diizlemler birbirine paralel iki hiperdiizlemdirler[10] .
Ornek 1.3.2.
E™ de bir birim (n — 1)—kiire ((n — 1) — yiizey)
Sl = {l’ = (I’l,l‘g, ,l’n) S | gjll‘? = ]_}
olarak tammlamir. S™~! birim kiiresi de bir diger (n — 1)— ylizeydir. Zira f(z) =

1=

n
Y 22 olmak iizere
1

o 0 0
Vf(xy,ze, ... x,) = <(8x17 95s’ " O ) , (21, 229, ...,2xn)>

dir. Buradan (z1, s, ...,2,) = (0, 0, ..., 0) m diginda daima

—

Vf(x, 29, ....2,) # 0

dir. (zq,29,...,2,) = (0, 0, ..., 0) noktasi ise n > 1 i¢in kiirenin tizerinde bir
nokta degildir. n = 1 icin kiire bir noktadan ibarettir, n = 2 icin ise S! bir birim

¢ember olarak bilinir[10] .

11



Tanim 1.3.2.

E™ nin bir hiperytizeyi M olsun. x (M )L nin bir ortonormal bazi {N} ise N ye
M nin birim normal vektor alani denir.

x (M)* nin iki tane birim normal vektér alani vardir. Bunlardan birisi { N} ise

digeri {—N} dir[10].

Ornek 1.3.3.

M = {(x1, 29, ..., x,) | g (21,22, ...,2,) = ¢ = sabit,g € C (E",R)}

cimlesi verilsin. M, E™ nin bir hiperyiizeyidir. Diger taraftan, g fonksiyonunun

gradienti
n dg 0
Vg= X e x(E"
dir. Eger,
a:l — M, a=(ag,ag,...,ap)
M de herhangi bir egri ise,
goa: I — R

sabit fonksiyon olacagindan

d (goa)
dt

dOZi |
dt "

no 0
|t: zgla_xg |oc(t) . — O, Vt G I

yazilabilir. Bu ise
(V3 law, o'()) = 0
demektir. O halde Vg € y (E™) vektor alani, VP € M igin Ty, (P) ye diktir. Boylece,

X (M)" in bir baz1 {Vg} dir. Buna gére

1
N v
Il

M nin bir birim normal vektor alanidir[10] .
Tamm 1.3.3.

M C E? yiizeyi verilsin. VP € M noktasinda, E? iin M de kalan bir dogrusu
var ise M ye bir regle ytlizey ve P € M noktasindan gecen ve M de kalan dogruya
da M nin bir dogrultmani denir[10].
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Teorem 1.3.1.

M C E3 bir regle yiizey olsun. O zaman M nin dogrultmanlari, M de hem

asimptotik hem de geodezik ¢izgilerdir[10] .

Ispat. X € y (M), M nin bir dogrultmamnm teget vektoér alani olsun. Her bir
dogrultman, bir dogru oldugundan, E? de geodeziktir. Boylece,

H
DxX =0

elde edilir. Bu ise,

DyX = DxX — (S(X),X)N

Gauss denkleminden,

DxX = —(S(X),X)N

ve

DxX € Ty ve N € Ty;

oldugundan

DxX =0 ve (S(X),X) =0

olmasi gerekir. DxX = 0 oldugundan, M nin dogrultmanlari, M nin geodezik
cizgileri olurlar. (S(X),X) = 0 olmas: ise bu dogrultmanlarin asimptotik c¢izgiler

oldugunu gosterir. O]
Tanim 1.3.4.

E3 Oklid uzaymda birer vektor alani Vi, V,, Vs olsun. Eger VP €E3 noktasi
icin {V1, V4, V3} sistemi P noktasindaki Tgs(P) tanjant uzaymin bir tabani (bazi)

ise bu vektor alanlan tigliisiine £ de bir gat1 alani denir[10].
Tanim 1.3.5.
E? Oklid uzaymda VP € E icin
e1(P)=(1,0,0) |p, ea(P)=1(0,1,0)|p, e3(P)=(0,0,1)]p

seklindeki {eq, es, €3} cat1 alanina dogal gat1 alani denir.
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E3 de diger bir ortonormal cat1 alam {Ey, Ey, E3} olsun

€1 Ey
€ = €9 5 E = E2
€3 E3

olarak alirsak, A € O (3) olmak {izere
E = Ae
seklinde yazlabilir[10] .
Tanim 1.3.6.
E3 de herbir ® € Q! 1-formu
3
¢ = Elf idr;
;i E® =R
seklinde yazilabilir[10] .

Tanim 1.3.7.

E?® Oklid uzaymda bir cat1 alam {E\, Ey, E3} olsun. VP € E* noktasidaki

dE; , (1 <i < 3) diferensiyelleri Tgs (P) tanjant uzayma ait vektorler oldugundan

— — —
{El (P), E5(P), Eg(P)} sistemi cinsinden ifade edilebilirler.

(7, 7 =1, 2, 3), olmak tizere

dE = dAe wve e=ATE

oldugundan
dE = (dAAT) E
elde edilir. Diger taraftan
AAT =1,
d(AAT) =0

dA AT + AdAT =0

14
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dA AT = — (dA AT)"

elde edilir.
QO =dAAT = dE = QF

olur.
E? Oklid uzaymnda hareketli bir cat1 alam {Ey, Es, E3} olsun. O zaman VP € E?
icin dE = QF dir ve burada () matrisi 3 x 3 tipinde bir antisimetrik matristir. Bu

matrisin bilegenleri birer 1-formdur. Eger

w1 Wiz W13
Q= Wa1 W22 W23

W31 W32 W33

dersek Q7 = —Q oldugundan

ve
1 7é j cin Wi = —Wy;
olacagindan
1 2 3
g = ve W;; = Wy
1 gk
olmak tizere
W23 = Wy, Wiz = —W2, Wiz = W3
alarak €2 matrisi i¢in
0 Ws —Wso
0= —Ws 0 w1
Wa — W1 0

olur.
Q matrisinin wy, wy, ws elemanlarma £ Oklid uzaymdaki {Ey, By, E3} cat1

alani i¢in bag formlar1 denir.

Q = dAA" veya Q = [wy;] ve A = [ay], (1,7 =1,2,3)
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oldugundan

o T
wij = %dalk . ak,j

bigimindedir[10] .

Tanim 1.3.8.

Bir ¢ (t, v) regle yiizeyinde komsu iki dogrultmanin orta dikmesinin esas dogrultmani

tizerindeki ayagina bogaz(merkez veya striksiyon) noktasi denir[10].
Tanim 1.3.9.

Bir ¢ (¢, v) regle ylizeyin ana dogrusu dayanak egrisi boyunca yiizeyi olugtururken
bogaz noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin bogaz(striksiyon) egrisi(gizgisi)

denir[10] .
Tanim 1.3.10.

Regle yiizeyin komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa mesafenin bu iki komsu
anadogru arasidaki aciya oranina dagilma parametresi (drali) denir[10].

Anadogrularinin birim dogrultman vektorit X olan bir regle yiizeyin dralini Py
ile gosterelim. Komsu anadogrularin ortak dikmesi dogrultusundaki birim vektor,

vektorel ¢carpim ile, X A X’ oldugundan bu dogrultudaki birim vektor

XNX
X
dir, burada X' = Dy X dir.
Dayanak egrisinin komsu iki noktasi @’ (s) ve @ (s+ds) = @ (s)+da (s) oldugundan
bu noktalardaki anadogrular arasimdaki en kisa uzaklik d @ vetdriiniin

XAX'
X7

vektori tizerindeki izdiigiimiidiir. Boylece en kisa uzaklik k ile gosterilirse

XAX'
- <da,_>
X7
veya
L det [d, X, X']
X7
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olarak bulunur. Eger anadogrularin kiiresel gostergesini gozoniine alirsak
A=(1—-av)T+coN~

teget vektor alani olmak tizere bu gosterge yay elementi olan

_dx
el

dip ds = ||DrX|| ds = Va? + c?ds

komsu iki anadogru arasindaki aci olarak alinabilir. Burada M C E? bir regle yiizey;

a,c € C*°(M,R) ve v € R dir. Bu regle yiizeyin drali ise

3
Py = —
X d'¢
det [da, X, X']
Py = — | X ds
X7
. det [fﬁl—j,x,x’} .
" x| are

dir. Regle ylizeyler icin dral; koordinat degigimlerine gore en basit diferensiyel

invaryanttir[10] .
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BOLUM 2

REGLE YUZEYLERDE HAREKETLI VE
SABIT CISIMLERIN KINEMATIK
ANLAMLARI

Bu boliimde regle yiizeye adjoint olan egriler ele alinacaktir. Once regle yiizeye
adjoint olan bir A noktasi tanimlanarak; bu noktanin sabit olma sarti verildi. A
noktasmin tanimlamig oldugu egrinin tegeti hesaplanarak regle ytizeyi ile iligkisi
aragtirildi. A noktasimin olusturdugu egrinin egriliklerinin geometrik yorumu yapilarak

Euler-Savary teoremi ile iligkisi incelendi.

2.1 BIR REGLE YUZEYE ADJOINT OLAN EGRILER

o € R olmak tizere r, (o) uzay egrisini géz oniine alahm (Sekil 2.1.). 7, (o)
uzay egrisine dayanarak hareket eden bir L dogrusunun olusturdugu regle yiizeyin

vektorel denklemini
Y:R(o,p)=rp(0)+pl(o), peR (2.1.1)

seklinde ifade edebiliriz[5, 6]°
Burada 7,(c) ve L(o); X regle yiizeyinin dayanak egrisi ve dogrultmanidir.
rp (0) dayanak egrisini ¥ nin striksiyon egrisi olarak alalim. Boylece {7’_1;; E) , E‘;, E; }

Frenet catis1 veya Y regle yiizeyinin dogal 3-ayaklist

dL
E1 :L(O'>, Egzd—, E3:E1 XEQ (212)
o

olarak alalim(Sekil 2.2.) [5]. Bu taktirde Frenet catisimin o ya gore tiirevini alip

agagidaki iglemler yapilirsa

18



Sekil 2.1.

Sekil 2.2.

(B, E\) =1= (dE), E) = 0 = dE, = aBsty By

(s, Ey) = 1= (dEs, Ey) = 0 = dEs = AE\+3E;

(E5,E3) =1 = (dEs3, E3) = 0= dE3; = {E1+6E,

(Ev, Bp) = 0= (dEy, E3) + (dEs, Ey) = 0(aEs + vE3, Es) + (AEL + BE3, E1) =0
Adta=0=X\=—«a

(Ea, B3) = 0= (dE3, Ey) + (dEs, E3) = 0({Ey + cEa, Ey) + (AEy + BE3, E3) =0
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f+c=0=>¢=—p
(B, Bs) = 0= (dEs, Br) + (dEy, E3) = 0({Ey + <Ey, By) + (aFy + vE3, E3) =0

T+E=0=¢&=—7

oldugundan
d
Te _ aky +vEs
do
dE
—L — 4B, +E;
do
dFE
—2 = —aF, + BE;
do
dFE.
—— =B - BB,
o

bulunur. ||L|| = 1 oldugundan dE; = E5 olur. Bu durumda o = 1 ve v = 0 elde

edilir. Buna gore regle yiizeyinin Frenet catisi ile tiirevleri arasinda

4B
do

—2 — _F\ + (E; (2.1.3)

iligkisi vardir. Burada «a, 3, 7 katsayilarina ¥ nin yapi1 parametreleri veya ¥
nin egrilik fonksiyonlar1 denir.

Dayanak egrisi iizerinde olmayan bir A noktasi alalim (Sekil 2.3.). L dogrusu
rp (0) egrisine dayanarak hareket ederek ¥ regle yiizeyini olugtururken A nin geometrik
yeri bir egri olur [4]. Bu egriyi I'4 ile gosterelim. T'4 egrisine 3 regle ylizeyine
adjoint(bitisik) egri denir.

Boylece T'4 nin vektorel denklemini
— — — — —
FA . RA =Tp + ZElEl + JZQEQ + I3E3 (214)

7. . —_ - = = .
olarak yazabiliriz. Burada (zq,x9,23); {rp;El,EQ,Eg} Frenet catisina gore A
noktasimin koordinatlaridir.

]—%,_4) nin o ya gore tiirevi alimp (2.1.3) denklemi kullanilirsa

ARy dr, Ldn B ey dEy o dey o dE
do  do = do do do do do do



Sekil 2.3.

dx dx dx
= ol +vE3 + —1E1 + Eoxy + —2E2 — Eyxg + BroEs + —3E3 — Br3FEy
do do do
d d d
= ﬂ—xg—i—a E1+ $1+£—5Q33 E2+ ﬁ$2+£+’}/ E3
do do do
elde edilir. Burada
dx dx dx
A= =2 —ay+a, Ay =21+ —2 — P, Ay = Bro+ — +7
do do do
aliirsa .
dR 4 — — —
W - AlEl -+ AQEQ + A3E3 (215)
denklemi elde edilir.
Eger A noktas1 {0;1,j, k} sabit gatisina gore bir sabit nokta ise % = 0 olur.
Burada El) , E;, ]1:3) Frenet vektorleri oldugundan
Ay =0, Ay =0, A3 =0 (2.1.6)

bulunur. Bu durumda A noktasma bir sabit nokta denir ve (2.1.6) denklemi bir

regle yiizeye adjoint bir egrinin sabit nokta sarti olarak tanimlanir.
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2.2 UZAY HAREKETINDE BIR NOKTANIN YORUNGESININ
TEMEL DENKLEMLERI

{0347, 7y, ky} sabit catisini goz Oniine alalim. Bu catiya gore hareketli olan cati
da {0m;%m, Jm, km} olsun. Bu gatilarin temsil ettikleri uzaylara da sabit uzay ve

hareketli uzay diyecegiz. Hareketli ve sabit catiya gore regle yiizeyler sirasi ile

Y = Ry (Omy fom) = T + S (2.2.1)

X =Ry (og ps) =rs+psSy
seklindedir. Burada 7, ve r; swrasiyla X, ve X, nin striksiyon egrilerinin yer
vektorleri, S, ve Sy de ani vida eksenlerinin (/SA) birim vektérleri veya %, ve
Y¢ nin ireteg vektorleri; o, ve of ise yay parametreleridir. >, ve X regle

yuzeyleri icin {rm;Efm) ,Egm),Eém)} ve {rf;Eff ),Eéf ),E:gf )} Frenet formiillerini

(2.1.2) denkleminde oldugu gibi yazabiliriz.

dsm)
B =5 (o), g =0 g _ g g
da(m)
ds)
BN — s (g),  EY = ’ () EY — B x B
o)

Sabit ¥, regle yiizeyini (aksoidini) alalim. Sabit (fixed) {Oy; iy, js, ks} referans
catisinda, hareketli 3, cisminin bir sabit A noktasinin yoriingesini inceleyelim (Sekil
2.4.). Herhangi bir anda A noktasi ¥ regle yiizeyine adjoint olsun. Boylece I'4

nin vektorel denklemi;

_)
Da:Ra=77+0 B + 0B + 23 B (2.2.2)

ile verilir. Burada (x1, 29, x3) ; {r_f), Eff), Eéf), Eéf)} Frenet catisina gore A noktasinin

H
koordinatlaridir. Bu taktirde R4 nin o ye gore tiirevi;

H
dR 4 ( dxy ) f) ( dxy (f)
= —xotoay | By A+ (2 + — Bras | E.
doy) doy) ! do s ?
dx
+ (ﬁfxz + d—3 + vf) EY (2.2.3)
a(f)

dir.
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Sekil 2.4.

Diger yandan ¥, hareketli regle ytizeyini alalim ve A noktas1 X2,,, regle yiizeyine

adjoint olsun. 3, regle ylizeyi olusurken A noktasi da bir F;m) egrisi meydana
getirir. Bu egrinin vektorel denklemini

—

e RUY = 5+ 2 B 4 0y BS™ + 2y B (2.2.4)

ile gosterelim. Burada (zq, s, x3); {777:, EY”), Eém), E?(,m)} Frenet catisina gore A
noktasinin koordinatlaridir. Simdi Film) egrisinin {0y} 4, Jm, km } Teferans catisina
gore degigimini inceleyelim.

Bu ¢alismada hareketli 3, regle yiizeyi ile sabit 3, regle yiizeyi (2.2.2) ve
(2.2.4) denklemlerine gore cakisik olur. Buna gore v, = ¢ ve do(s) = doy) olur.
Veya {m;Efm),Eém),Eém)} ve {T_};Eff),Eéf),Eéf)} Frenet catilar1 herhangi
bir anda gakisir ki bu (2.2.4) denklemindeki (z1,29,x3) koordinatlarimn (2.2.2)

denklemindeki (z1, z9, x3) koordinatlar ile ayni oldugunu gosterir.
Bu arada A noktast  {0,,;%m, jm, km} referans catisina gore bir sabit nokta
—
oldugunda Rfélm) nin tiirevleri regle yiizeye bir adjoint egrinin sabit nokta sarti

ile uyusur. Yani
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d$1

dO’(m) T O
dlL’Q
_ . 2.2,
dO'(m) x|+ 6 XT3 ( 5)
dxg
dO'(m) - _ﬁm$2 — Tm
olur. Yukardaki denklem (2.2.3) da yerine yazilirsa
dR,
da(?) = (22— — T2 + op) B4 (@1 + Buws — 21 — Brrs ) BV +(Bras — Bt — Y + 77) B
dR,
A
Tocy = (@ = am) B (8 = 07) 2B (B = Bn) 22 = (o = 1)) B5

elde edilir. Burada

a" = a5 — ay, B* = By — Bm Y= — Ym (2.2.6)
alinirsa
dR
2 _ wEWD 4 <x2E§f) - a:gng)) (2.2.7)
dogyy

elde edilir. Burada (2.2.6) denklemi 3, ve X/ nin indirgenmis yap: denklemleri
olarak adlandirilirlar. Bunlar uzay hareketlerinin ani invaryantlaridir.
do(y)y = do(y) oldugundan yay parametresini kisaca do ile gosterecegiz. Benzer

olarak o ya gore R4 mnin ikinci tiirevi;
' =o' BV 4 g (0, BY) — a3 EY)

RZ\ _ CM*/Eff) + CY*Ei(f) + 6*, (x2E§f) _ $3E§f)>
+ﬁ ( —i—a:QE()—xgEéf)—xgE;(f))
B ¢ o EY 4 g (:@ EY Eéf))
+ﬁ* <:E/2E§f) —ﬂfl'gEéf) _ngéf) — I3 <—E£f) +ﬂfE:§f)>>
=BV + o EY) 4 372, B — 372, BV + g2, B — 53, 2, B
1 F22
—W%@”+W@ﬂ”-ﬁ%@%”

= oEY) 4 o Ef)+ﬂ*’xE — B2 BESD 4 g (- x1+ﬁmx3)E§f)
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—3 BBy — B* (— Btz — ) By + Bus B — prus By B
— oED 4+ o’ EY) + (8"29) EY) — 8723 EY) + B Bras B — By EY)
B 5*5fx2E§f) + ﬂ*ﬂthéf) + ﬁ*%nEéf) + ﬁ*xgEff) . ﬁ*xgﬁfEéf)
"= (" + Bay) BY) 4 (o = 825 — B30 + ) By’
+ (/6*/33’2 — Bz — *2953) Eéf) (2.2.8)

elde edilir. Bu denklemi daha sonra regle yilizeyin biikiim noktalarini hesaplamak

i¢in kullanacagiz.

2.3 AKSOIDLERIN INDIRGENMIS YAPI DENKLEMLERININ
KINEMATIK ANLAMLARI

(2.2.6) denkleminde elde edilen o*, 3*, v* yap1 denklemlerinin kinematik anlamlarin

analiz edecegiz. Bir cismin bir A noktasindaki hizin1 V, ile gosterelim. Buna gore

dR 4 do da —_F
Va= T qua = d Dy (%Ezgf)—l’:aEéf))
dir. Burada,
d d
dt dt
aliirsa

Vi=VED + W(EY xr)
— — —
=VED + W(EY x (2B + 2B + a3 E))
_ —
Vi=VED + W(a B —a5 B (2.3.1)

denklemi elde edilir. Burada W ve V'; X, ve Xf regle yiizeylerinin birbirleri iizerinde

kaymadan yuvarlanma hareketi esnasinda hareketli cismin agisal hizi ve oteleme
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hizadir. Hareketli cismin A noktasindaki ivmesini de a4 ile gosterelim.

dVA dVv (f) do dW (f) dW )
A _ g0 yEND O B R
T TR Vth+dtx23 B
d pdo yd
+ W (=21 + Brzs) d(;E(f) W Bpas E d_ + W (B2 + Vi) E(f dj
do do
—Way (—E + 8B ) T — a0 (8 — ) BV
dVv do f) do aw dU do (f)
E —_— — £y
4= <dt+W3dt) ! +(th g ~ Wh gy Wy dt>
dw do (f)
—Ty — T E. 2.3.2
+(dtx2 War gy — Wi dt) 3 (2:32)
elde edilir. Burada 4F ve 2 %, nin E(f ) (ani vida ekseni) boyunca 3, ya iligkin
acgisal ivme ve oteleme ivmeleridir.
V — dRA R/ do
dQA Aa (2.3.3)
ox = BB = I (%) + B2
do do
W=0"— V=a"—
T VT a
v _ a” do 2 +a Lo
dt dt dt?
dw L (do\? d2o
— =0 — — 2.3.4
T (dt) T (2:3.4)

denklemleri elde edilir.
Yukardaki denklemler o* ve 8* ifadelerinin kinematik anlamlarini agiklamaktadir[1].
Onlar uzay hareketlerinin tiim invaryantlardir (Sekil 2.5.).

E™ icin ¢, kiiresel gosterge egrisi £/

nin ¢, kiiresel gosterge egrisi lizerinde
yuvarlanir[2; 3]. Simdi (2.3.2) ve (2.3.3) denklemlerini sifira egitleyelim. Bu durumda

x1, g, x3 ifadelerini agagidaki sekilde hesaplayabiliriz; a4 = dC‘l/tA = 0 dan

(dV —|—W 3dt) (Vdg — XT3~ dt Wﬁ .1'2 +W’}/m )Eéf)
+ (dW Wl'l Wﬁ* da) E:gf) =0

dt

1)% + W.I'gcjl—i =0
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Sekil 2.5.

)VE—I?,T—Wﬂ :U2 +W7m =0

3) dgl‘g — Wl’1 Wﬂ* U =0

oldugundan
dw do\ 1 do dv dw do\ 1
B dt (wﬁ) < cat T oatdt (wﬁ) )
I = wﬁ*_
d d do d d
T (Wd_i) — W@ @i (Wd_(;)
wp* % dt

do do AV dw [ do\ " do
=\t W%”d at dt (WE) ]/ (Wﬁ _)

dt
dVv do\

bulunur.

Bu (21,23, x3) noktasia ¥y yiizeyine gore ivine merkezi denir.

CLAXVA:O
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olacak sekildeki noktalara biikiim noktalari denir. Bu noktalar1 hesaplayalim.

anVA:O

do\? d*c do
Y/ - /_ /_ —
(RA<dt) +RAdt2>><(RAdt) 0
do\* d*c do

d 3
R;ng;(d—‘;> —0=R{xR,=0

E§f> Eéf) Eéf)
Od*/ + /6*$3 Ct* _ /6*,33'3 _ 6*21.2 + /B*f}/m /6*,33'2 _ ﬁ*xl _ ﬁ*QxS — 0
a - 5" w3 f*xy

[ Bzs (0" = 825 — B2+ Bym) + 5 a3 (8725 — 21 — B%23)] BV
+ [Oé* (5*/372 — By — 5*2553) — [rag (@ + ﬁ*xzﬁ)] Eéf)
_|_

_ /6* T3 (Oé*/—{—ﬂ*.ﬁﬂg) —Oé* (Oé*— */$3—ﬂ*2$2+ﬁ*7m)] E:gf)

olur. ng ), Eéf ) ; Eéf ) baz vektérler oldugundan

D3 zy (af — 305 — 02 4 5ym) + 07 x5 (822 — 521 — 3%25) = 0
B (a* + ) 22 — Pmas — 3 (25 + 23) =0
— (" + B ym) w2 + Brrwg + B2 (25 4+ 23) = 0
bulunur.
2)a” (872y — B'wy — 8%23) — Bz (0¥ + Bras) =0
0By — 0Bz — 325 — 0¥ By — 3200w = 0
o B ry + (@73 — o BY) gy + o B3 + 2025 = 0
dir.

3)- B° a3 (a” + frw3) —a” (04* — Bmy — % + 5*%1) =0
_ 6* Oé*/ Ty — 6*2«7;:22, o Oé*2 + Oé*ﬁ*/l’g + Oé*ﬁ*2$2 o Oé*ﬁ*’Ym — O

_a* (CY*‘i‘ﬂ*’)/m)_(Oé*, *—a*ﬂ*’)xg—B*Q (ng,—i-a*xz) :O
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olur. Yani
— (o + B m) T2 + Brz125 + [ (xg + :L’?Q)) =0
a*ﬁ*xl T (Oé*lﬁ* o Oé*ﬁ*l> To T Oé*ﬁ*Qﬂfg —|—5*25L’2I‘3 — 0
—a* (o + B ) — (@3 — "B ) x5 — B (25 + a*12) =0 (2.3.6)
denklemleri elde edilmis olundu. Bu 3 denklemden iki denklem lineer bagimsizdir.

Veya 3 yiizey sadece bir uzay egrisi boyunca kesigir.

BRESSE HIPERBOLOIDI: Bir kat1 cisimde Bresse hiperboloidi
(a4, Va) =0

ile belirlidir. (2.3.1) ve (2.3.2) denklemleri yukardaki denklemde yerlerine yazilirsa
{r—)m; Efm), Eém), E:gm)} Frenet catisinda Bresse Hiperboloidinin denklemi;

dV do do aw
VE — mW%mE - xlmgVVQE + (:Eg + x%) Wﬁ =0 (2.3.7)

ile temsil edilir.

Ozel olarak agp, Yy € Xf Ve iy, Ym € Xy, ifadelerinin tiimi sifir ise (2.3.5) -
(2.3.7) denklemleri

1)ivme merkezi; x1 =0, 29 =0, 23 =0

2)inﬂection (biikiilme) noktalary; zo =0, 23 =0

3)Bresse Hiperboloidi; W 2,% + (23 + 23) 47 = 0

olarak basitlestirilebilir.

2.4 UZAY HAREKETINDE BIR NOKTANIN YORUNGESININ
ANI OZELLIKLERI

Y, hareketli regle ylizeyinin X ¢ sabit regle yiizeyine gore hareketini goz ontine
alalim.
Bir A noktasinin yoriingesinin geometrik oOzelliklerini incelemek icin ilk énce A
noktasimin I' 4 yoriingesinin A noktasimdaki { R4; e, €2, e3} hareketli gatisini kuralim

(Sekil 2.6.). Burada e; birim vektorii A noktasinda I'4 nin birim teget vektoridiir[5].
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Sekil 2.6.

(f)

es birim vektorti ise £;”” nin tizerinde bulundugu dogrultman vektoriine dik olan bir

dogru tizerindeki birim vektordiir. ey, ey, es vektorleri agagidaki gibi hesaplanabilir;

By _op ) T3 ()
BV —Bp )
“=TR - RY Do (H R
ey =€ X €5 = 5 = g (RTE(f) RiEéf)> (2.4.1)
R, x EY)

€3 =————— =
]

bulunur. Burada r = (23 + a:%)% ve R = (a*? + 3*%r 2) dir. Gergekten

o ED 4 g (f) (f)
E (2B — wsB) e
o — R, e e ) 4B (@E(n _ @Em)
A 1241 R R R
R, X Eff) [a*Eff) + G* (xgEéf) — .TgEéf)>:| X Eff)
63 = —=
H R, x Eg)H H [a* EW 4 g+ <x2 EY) 1, Eéf))] v E(f)H
BB x EY — g BY x BV B2 EY) + gy EY)

_ B waEY) + pray By _ [ EY) + pray By _ T2 ) T )
6*2 ((L’% + IL’%) 5*7" r 2 r 3

B2, E x B — gra, BY x Eff)H ’

G2, B 4 Grag D H
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o af 1’25*} y [0 K2 @}

€2=€1X63={E, R 'R

r’or
5% _(p) T2 () T3 ()
_ P * (-E _ B ) 2.4.1
Rr ! ta Rr 3 Rr 2 ( )
elde edilir.
s yay parametresi olmak tizere
s= [ 1R do
ds = || R|| do
ds = Rdo (2.4.2)

yazilabilir. {R4; ey, €9, €3} catisinin tiirev denklemleri

de

d—; = kn62 + ]{3963

de

dSQ _ _knel + 7'963 (243)
de

d_83 = —]{?961 — ’7'962

dir. Burada k,,, k; ve 7, sirasiyla normal egrilik; geodezik egrilik ve geodezik

torsiyon olarak isimlendirilir. Ayrica
K =k + k]

bagintis1 vardir.

d’>R4
ds?

A noktasinda I' 4 nin egriligi ve &, e3 in dogrultusunda

(2.4.1) ve (2.4.3) denklemleri birlestirildiginde

nin normal bilegenidir.

*

de r ®l Q% * Q% * @ * * *
]ﬂn = _d51€2 = ﬁ (Oé /ﬁ — 6 ,+ﬁ 2%3) + R3r (a 1'3—0—6 7mx3+ﬁ 51}11'2)
des —a*re + 6*27’2 + 5 (1‘1I3 - xﬂm)
b= g Ry .
de * a
Tg = —d—83€2 = %(l’g + Oé*) + R2r (1'156'3 - x27m)

elde edilir. Simdi diizlem kinematiginde bilinen hareketli bir noktanin sabit diizlemdeki
yoriingesinin egrilik yarigapini veren Euler-Savary formiiliinii A noktasinin yoriingesi

icin benzer formiiller elde edelim.

31



BIR UZAY HAREKETINDE BIR NOKTA YORUNGESININ EULER-SAVARY
FORMULLERI:

Bir noktanin I' 4 yoriingesinin 6zelliklerini ortaya gikarmak i¢in (2.4.4) denkleminde

_ (B2t + (o + )]

N|=

D, = G2 (2.4.5)
. B 21 . L3
sm@g:Tg sm@zﬁ
ifadelerini alalim. Bu durumda (2. 4. 4) denkleminin ikinci ifadesi yeniden
r— D,cos(0+6,)
ky = g 2 g (2.4.6)
(%)
olarak yazilabilir.
kg = % olmak tizere bu denklem,
a2
pg [r— Dycos(0+6,)] =1+ (§> (2.4.7)
veya
a*\?
rpy — 1= (§> + pg Dy cos(6+6,)
Pg _ Pg
N g
r(pg —7) (g_*) + pg D, cos(6+6,)
1 1
- S (2.4.8)
TP T (g—) + pg Dy cos(6+46,)
olur.

(2.4.6) ve (2.4.8) denklemlerine Euler-Savary benzeri geodezik denir. Ciinkii
bu denklemler diizlemde Euler-Savary formiiliine benzemektedir.

Bu arada genel olarak I'y nin 70 asli normali ani vida ekseni ile kesismez fakat
diizlemsel harekette kesigir. A noktasinda I'4 nin egrilik merkezi O 4 dir.

Ozellikle eger hareketli cismin bir A noktasinimn ¢izmis oldugu I'4 yoriinge egrisinin
k, geodezik egriligi sifir ise bu taktirde A noktasina geodezik biikiim noktasi
denir. (2.4.6) denkleminden biliyoruz ki bu anda hareketli cismin biitiin geodezik

biikiim noktalar1 agagidaki denklemle tanimlanan yiizey tlizerindedir;

r—Dgycos(0+6,) =0 (2.4.9)
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Sekil 2.7.

Bu yiizey geodezik biikiim yiizeyi olarak tammlanir (Sekil 2.7.). (2.4.5)
denklemine gore yukardaki denklemle verilen D, ve 6, bir z; degeri i¢in sabittir.
Boylece (2.4.9) denklemi EY) cksenine dik (Eéf ),Eéf )> diizleminde kalan ve E\
ekseni boyunca gecen bir ¢cember denklemidir. Bu c¢embere geodezik bikiim
¢emberi denir (Sekil 2.8.).

Eger z; € (—A, +A) alinirsa Eff ) ekseninin konumundan (2.4.9) denklemi geodezik
biikiim ¢emberlerinin bir ailesi olarak veya geodezik biikiim yiizeyi geodezik biikiim

¢emberlerinin bir ailesi olarak goz oniine alinabilir.

ISA(E’(HI,))

Sekil 2.8.

Geodezik biikiim yiizeylerinin ilave 2 ozelligini agagidaki gibi bulmak kolaydir.

(1) Geodezik biikiim ¢emberlerinin merkezi striksiyon noktasinda (veya z; = 0 da)
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hareketli ¥,,, aksoidinin normali tizerinde kalir.

(2) Geodezik biikiim yiizeyi bir konidir. Bu koninin iist kismu
o+ 0, =0
iken 32, nin striksiyon noktasidir.
K =k + k]
denkleminde k = k, icin k, = 0 dir. Buna gore (2.4.4) denklemini tekrar

7"2 (Oé*lﬂ* o Oé*ﬁ*/ +ﬁ*21’3) + Q* (O[*I'g +6*7mx3 —’—ﬁ*xll’g) — O

—afxy + 372 + O (2123 — ToYm)

k p—
R2r

olarak yazabiliriz.

(2.4.5) denklemi yukardaki denklemlerde yerine yazilirsa

o\ 2
0 =r [ (%) +r%sin@ + a*D,sin(6 + 6,) (2.4.10)
P D, cos(0 +6,) (2.4.11)

(&)
ﬁ*

(2.4.11) denkleminin diger iki agilim k egriligi yerine p egrilik yaricap: yazilirsa

olur.

o 2
plr — Dy cos(0+ 6,)] = r* + (%) (2.4.12)
1 1
= i (2.4.13)
P (%) +p Dycos(6 +6,)

olarak yazilir.
(2.4.11)-(2.4.13) denklemlerine uzay hareketinde bir noktanin yoriingesinin
Euler-Savary benzeri formiilii denir. (2.4.12) denklemi
N\ 2
A0, AT, = AP? + (%) (2.4.14)
olarak ifade edilebilir. Burada A hareketli cismi iizerinde tracing point; O4 ise

I'4 yoriingesinin egrilik merkezidir (Sekil 2.9.). Jy; Eff ) eksenine dik diizlem
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Sekil 2.9.

Sekil 2.10.

tizerindedir ve yine bu nokta A (z1, z9, x3) noktasindan geger. n ile geodezik biikiim
gemberinin kesismesi J4 da oldugu anda; P4 noktasi da I"4 yortingesinin asli normali
ile Eif ) ekseninin kesisme noktas1 olur.

Agik olarak; O hareketli cisim iizerinde herhangi bir nokta degildir. Bu nokta
bir anda hareketli cisim tizerinde (2.4.10) denklemiyle tamimlanan yiizey {izerinde
iken yukardaki Euler-Savary benzeri formiil korunur.

Basgka bir ifade ile uzay hareketinde herhangi bir noktanin yoriingesi igin bir
geodezik Euler-Savary formiilii vardir. Fakat bazi1 noktalarin yoriingeleri igin Euler-Savary
formiilii yoktur. Bu noktalar biikiim noktalaridir.

Ozellikle eger k, geodezik egriligi ve k, normal egriligi ozdeg olarak sifir ise
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Sekil 2.11.

hareketli bir cismin bir A noktasi (2.4.10) denklemi ile tanimlanan yiizey ve geodezik
biikiim yiizeyinin arakesit egrisi iizerinde olmalidir.

k?* = k2 + k? oldugundan biliyoruz ki A noktasi ayn1 zamanda biikiim noktasidur.
"4 egrisi biikiim noktalarmdan oluguyorsa (2.4.10), (2.4.11) denklemleri ve onlarin

¢oztimleri birlestirilirse elde edilen denklem (2.3.6) denklemi ile aynidir.
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BOLUM 3
BIR REGLE YUZEYE ADJOINT OLAN
YUZEYLER

3.1 BIR REGLE YUZEYE BITiSIK BASKA BIR REGLE
YUZEY

Bu boliimde bir regle yiizeye adjoint olan bagka bir regle yiizeyi ¢aligilacaktir.
Iki regle yiizeyin adjoint olmasi icin dayanak egrileri ve dogrultmanlar1 arasmdaki
iligkileri verecegiz. Ayrica iki regle ytlizeyin adjoint olmasi icin gerek ve yeterli sartlar
arastirilacaktir.

Dayanak egrisi r, (o) ve dogrultmani L olan regle yiizeyi
Y:R(op) = rp(0)+pLlo);peR

denklemi ile verilsin[7]. Bu regle yiizeyine adjoint olan nokta A (xy,x9,x3) olsun.
Y regle ylizeyi olusurken A noktasimmin geometrik yeri ['* egrisidir. I'* egrisine

dayanarak hareket eden L* dogrultmaninin olusturdugu regle yiizey de

Y R (o p)= rp+rpa+pl* (o) ;peR (3.1.1)

olsun(Sekil3.1). Bu regle yiizeye adjoint regle yiizey denir (Sekil 3.1.). r, dayanak
egrisi X nin striksiyon egrisidir. Dolayisiyla r,+41,4 dayanak egrisi de >* in striksiyon
egrisidir.

Burada A (1,2, x3) olmak tizere
— — —
TpA = ZElEl + fL’QEQ -+ l’gEg
I"=IE + 1;Ey+ I5E; (3.1.2)
I[P+ I3+ 17 =1

dir.
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Sekil 3.1.

Dayanak egrisi r, + 1,4 ; dogrultmam L* ve L* iizerinde birim vektori I* olan
regle yiizeyi (3.1.1) denklemindeki X* denklemi ile ifade edilebilir. Burada 7, ; %
nin striksiyon egrisi ve r,4 ise P striksiyon noktasim L* iizerindeki A noktasina

gotiiren vektordir. Bu durumda X* adjoint regle ytizeyin denklemi

S R (00) = 1+ ra + 1.1 (0)
seklinde yazilir. (3.1.1) ve (3.1.2) denklemlerinin o yOniindeki tiirevleri alinirsa;
d(rp +1p4) o drp,  dx; dEy dxo dFEs dxs dEs

o do Ta Tt gt gt ket s

elde edilir. (2.1.3) bagmtisin1 bu denklemde yerine yazarsak
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d(rp +r dx dx dz
—( pdo‘ pa) _ = aby +vE3+ d_lEl + Eoxq + d—2E2 Eyry+ B B3+ d—3E3 — BrsEy

veya

d d d
—(Tp+rpA): ﬂ—l’g—i‘@ E1+ .Tl‘i‘ﬂ_ﬁx?,
do do do

d
+ <5$2 + 22 V) E; (3.1.3)
do

elde edilir. Burada «, (3, ; X orjinal regle yilizeyinin yapi1 parametreleridir.

ar_dli,  dBs . dl3 o dBs . dli o dE
_Wip e A ARy Al AR
do  do T g d e e
I A
=gy LBy + 0By + S By - O3B

veya

dr* dly dl; dlx
=2 -L)EBi+ ([ +-2 8L B+ (=248 ) B (3.1.4)
do do do do

bulunur. Simdi >* adjoint regle ylizeyinin de yapi parametrelerini elde edelim.
Y regle yiizeyine adjoint olan ¥* regle ylizeyinin L* dogrultman O-ijk sabit
catisina gore sabit bir dogrudur; dolayisiyla % = 0 olur. Ayrica benzer diigiinceyle

drptrpa) — ) olarak yazilabilir. Buna gore (3.1.3) ve (3.1.4. ) denklemleri;

do
dIl del
%—xg—l—a—()den%—xg—oz
d dz
xl—i—ﬂ—ﬁxg—()deni:—xl—i-ﬂxg
do do
dxs dxs
6$2+d_+’}/_0dend—:—6$2—
dIy dly
— 15 = =1 1.
T 0 den o ; (3.1.5)
dl; dl;
I+ 22 = BI; = 0 den =2 = BI; — I
do
dr; d[* .
54 I3 = 0 den =% = —I3
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olarak ifade edebiliriz. (3.1.5) denklemleri 3* adjoint regle yiizeyinin dayanak egrisinin
ve dogrultmanmmnin sabit olma sartlaridir[7].
Diger yandan L* dogrultmam O-ijk catisina gore sabit ve dayanak egrisinin
tegetine parelel ise
drl* d(?” D + Tp A)

= ———x "= 1.
e 0 ve e X 0 (3.1.6)

d(rp+rpa)

denklemleri yazilabilir. Burada x I* = 0 denklemini hesaplayalim;

ey €2 €3
dxy dxo ﬁ da:3 =0
%_ZEQ‘I’O[ $1+E—ﬂ$3 To + +
* * *
I; I I;

61[§ (951 + dwz ﬁx3> + e3 [* (da:l Ty + Oé) + e [* (ﬁxQ + d.Z’g + 7)
—eal} (w1 + 92 — Brs) — e 5 ( Bz + B2 7)) —eol; (B — 2yt a) =0

(5 (w1 + G2 = Brs) — I3 ( Bra+ G2 +9)] e
[[* (ﬁxg + dx‘"’ +7) — I3 (d"’“"l T +Oz)] €9

+ [ (2 -z +a) — I} (31 + %2 — Bus)] e3 =0

d d
B (% rra) -1 (n o 2 ) =0 (3.1.7)

. dz . dz
]3 ($1+d—;—ﬁ$3)—f2 (ﬁIL‘Q—I—d—;‘FV) =0

denklemleri elde edilir.
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3.2 UZAY HAREKETINDE BIiR DOGRU YORUNGESININ
TEMEL DENKLEMLERI

> ¢ sabit regle ytizeyi ve bu regle ytizey tizerinde kaymaksizin yuvarlanma hareketini

meydana getiren regle yiizey %, olsun[7]. Bu durumda X ve 3, nin /.S A ani vida

cksenleri cakisir. X regle yiizeyinin Frenet ¢atisi {7‘7, Eff ), E’éf ), E?Ef )}; ve X,

hareketli regle yiizeyinin Frenet catisi ise {m, Eim),Eém), Eém)} seklindedir. Bu
yiizeylere adjoint olan A noktasinin ¢izmis oldugu yoriingeyi I 4 ile gosterelim (Sekil

3.2.). Dogrultman vektérii L; dayanak egrisi I'4 olan ¥, regle yiizeyinin vektorel

Sekil 3.2.

denklemi

S RY (04, 0) =T+ p.L (3.2.1)
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dir. Burada o, ; ¥, regle yiizeyinin dayanak egrisinin (veya striksiyon ¢izgisinin)

yay parametresidir. Ayrica

I=0LE" + LEY + LES B+LB+5=1

Ru_7} + 2BV 4 2, B 4 23 BY) (3.2.2)

dir. Burada (I3, I, I3) ; {7‘_]?, Eﬁf), Eéf), Eéf)} Frenet catisindaki L dogrusunun [
birim vektortiniin bilesenleridir. ﬁ? ; Frenet catisinin orjinal noktasinin vektori
veya X sabit ekseninin striksiyon noktasidir. / nin o yoniindeki tirevi alinir ve

gerekli iglemler yapilirsa (3.1.4) denklemlerine benzer olarak
I (7 (f) o (f) 1y 1 (f)

elde edilir. Burada o ; yay uzunlugu olup o = oy = 0, dir. Benzer olarak 4 nin

o ya gore tiirevi alinirsa

dR d d d
S (B ) B+ (0 + 52— By ) Bo+ (Bra+ == 4+ | By
do do do do

elde edilir[7].

Sabit A noktasindan gegen L dogrultman vektoriine ISA ani vida eksenine
adjoint dogru denir. Dolayisiyla >, regle yiizeyi de X, regle yiizeyine adjoint
bir regle yiizey olarak diigiiniilebilir(Sekil3.2). Bu regle yiizeyin vektorel denklemi

S RY™ (o4, 1) = RYY + p. I (3.24)

seklindedir. Burada R(Am); 0,, referans noktasindan bir hareketli cisimdeki A noktasina

bir vektordiir. Ayrica

—

e R =7y + 2 B + 2, B + 2y B

dir. 10 {0,:%m, jm, km } referans catisindaki L dogrusunun birim vektoriidiir ve

{m; Efm), Eém), E;gm)} Frenet catisinda

1 = LEM™ + LEM™ + E™
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olarak yazilabilir. ,, ve ¥y ytzeyleri ayn1 ISA dogrultmanina sahip oldugundan
{Efm), Eém), E?()m)} ile {Eg), Eéf), E?Ef)} cakagirlar. Dolayisiyla 1™ bilegeni (3.2.2)

denklemindeki I ile aymdir. 1™ ve R;m) nin o yoniindeki tirevini alirsak; (2.2.3) ve
(2.2.5) denklemlerine benzer formiiller elde ederiz. Agikca hareketli cisimdeki sabit

L dogrusu {0,,,; %m, jm, km} sisteminde tam bir sabit dogrudur. Boylece
1™ =0 ve R{ =0
olup

7/m) — <[1(m)l _ Iz(m)) Egm)_i_([{m) + [2(m)/ _ ﬁm[?EM)) Eém)‘i‘(ﬁmlg(m) + I?EM)/> Eém) -0

elde edilir. Burada {Efm), E™, Egm)} baz vektorler oldugundan

1™ — ™ =0 dan 1™ = ;"
I+ i — g 1™ = 0 dan 1™ = g, 18 — 1™ (3.2.5)
Buld™ + 1™ =0 dan I = -3, 1"

ve
R = (& =2 = o) B+ (@1 + @ = Bns) B+ Bz + @+ ) 5™ = 0
olup

T =219 + ap,

Ty = Bz — 11 (3.2.6)
Ty = —BnT2 — Ym

elde edilir. Tam sabit olma durumunu ((3.2.5) ve (3.2.6) denklemini); (3.2.3) denkleminde
yerine yazip (2.2.7) denklemi ile birlegtirirsek

I'= ~(Buls — B L) ES + (87 1y — Buls) B
elde edilir. Burada 8* = B¢ — 3, olup
I'= 5Ly + 5 I, B
I'= 3 (-LEY + LEY)

‘= a*Eff) + 3 <$2E§f) - l’gEéf)) (3.2.7)
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denklemlerini elde ederiz.

Bu denklemlerden do, yi do tiirtinden hesaplayabiliriz. Bu durumda
op = /U |I'| .do = do, = |I'| .do
0
I'= g (~LEY + LEY)
1) = /32 (I3 + I3) = 5" (I3 + I5)
B+D+E=1=L+E=1-1I
1= (1)

doy = |I'| do = 3* (1— 1?)? do (3.2.8)
elde edilir. Burada I nin ¢ yontindeki I7. tiirevi alinirsa
[ =LEY + LEY + L,EY
F:ﬁ@h@’+5@5
"= M7 = 3*(~LEY) + LE] )+ﬁ( )—5E¥”+g@”+@E?)

elde edilir. Burada

Eif)/ _ Eéf)

Eéf)/ — _Eif) +5fE-§f)

= —OrE
ve
I=1,
Bz — I
= —Oml>
oldugundan
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I"=—p"LEY + g LEY
+ 5 5mf2E§f) — I3 <—E§f) + 5fE§f)> + (Bmds — Ih) Ezgf) + 1 <—@fE§f)>}

[//:—ﬁ*/IE —|—/6*/[E )

+ 5" [Bn BB + 13E§f ) 5f13E§f D= LB+ GBS — 6, EY)|
]—//_ ﬁ*/IE _|_/6*/[E _5*2]2E§f)_6*21E +ﬁ*[3 _ﬁ*IlEéf)

I"= B LED + (=01 — 5°0) B + (371~ 2L, - 5°1) B (3.2.9)

dir. ¥, regle yiizeyinin dagilma parametresi (drali);

R,.I
by = 42
(I')?
dir.
Ry =o' B+ ¢ (0B — 2y B
I'= g (~LEY + LE)
oldugundan

b, — < :47]/> _ <(Oé*,—l’3ﬁ*,l’2ﬁ*) 7(07 _6*1376*12»
‘ <I/>I/> <(O7 _ﬁ*[375*[2)7(07_6*1375*[2»
2x3ls + (a0l

by =
¢ 5*2[32 +5*2]22
b, — Toly + 2313
N
1 I
b= 22T (3.2.10)

elde edilir. ¥, regle ylizeyinin striksiyon egrisinin vektorel denklemi

re=Ra+bd =77 + 2 B + 2B + 3B + b, (IlEY’ + LES + 13E§f>)

— —> —>
B 40 E(f)+x3E + b EY +bg[2E(f)+beng
= ’I“—f> + (271 + bg[l) E§ ) + (1‘2 + bg]g) Eé ) + (273 + bg[g)E:;) 7)
3
re="7j+ 21 (2 + bel;) Ei(f) ; i=1,2,3 (3.2.11)
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olarak elde edilir.

_— s ——
Y regle ylizeyinin o6zellikleri incelenirse ¥, nin {7’7, Ey), Ey), E?Eg)} Frenet catisi

EY =1
dI
B = 22 3.2.12
2 dO'g ( )

EY = B x EY

olarak kabul edilebilir. Burada Ey) ; 3¢ nin striksiyon noktasindaki normalidir[1].

(3.2.2); (3.2.7) ve (3.2.12) denklemleri birlestirilirse

E(@) . dl . dl do

> " oy dodoy
5 (- BB + LEY)
B 7]

5 (~ 1B + LE)

g (- 1)
- —LEY + LEY

(1- 1)
)
EY x I
E® = 21 X2 (3.2.13)
‘EW X I‘

elde edilir.
L dogrusu ile ISA ani vida ekseni (veya Eff ) )arasindaki mesafe h olsun. I.SA ani
vida ekseni tizerindeki ortak dogrunun dik ayag: ile ¥, regle yiizeyinin A striksiyon

noktas1 arasindaki mesafe p olsun. ¥, dogru yoriingesinin striksiyon noktasinin

durumu (h, p) olarak ifade edilir[4, 8].

Eim) ile I = IlEff) + IzEéf) + [3E§f) arasindaki uzaklik i olmak iizere Ny; I da
bir nokta; Ny ise Efm) tizerinde bir nokta olsun. Ny = (z1, xa, 3) ve N) = (1, 0, 0)

koordinatlar ile verilirse

EM™ x 1

_ (07[37 _IQ)
’EY”) x 1‘

h = NoNg
o (-1}

(.Tl - 1a T2, 3:3)-

Qfglg — 1'3]2
(1-17)2
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ve benzer sekilde

] I I 1.
. 1 1 (%11 +I€2 2+ x313) (3.2.14)
- 4

elde edilir. Burada h ve p degerleri (Eif ) % ]lEff )) referans sistemi tizerindeki

striksiyon noktasinin durumuna gore pozitif veya negatif olabilir.

3.3 UZAY HAREKETLERINDE BIR DOGRUNUN
INVARYANTLARI

Y, regle yiizeyinin I'y yOriingesinin 7, striksiyon egrisinin (3.2.11) vektorel

denkleminde (3.2.13),(3.2.14) denklemleri kullanilarak

re =77+ (21 + bely) BY) + (29 + blo) B + (a5 + bely) B
x211[2 + x3[1[3 1'212 + 1'3[3 I ) [2E§f) _ [3E§f)

Te = 7'—f> + (1'1 — )Eif) + ([L’Q —

_J2 _ 72 1
Toly + 3l
+ (23— 22—233[3 .Eéf)
= T, — 1171[12 — .732[1[2 — 233[1[3 (f) Ty — .172[12 — 1'2[22 — 233[2[3 IgEéf) — IgEéf)
Ty = Tf + 3 El + 3 . T
T3 —{23'3112 —1'21213 —$3]§ f)
E
* < 1- 12 ’
x1 — I (210 + 20l + a31- xols — 23l
iy b nd el ) g el
re =T} —i—p.Ey) + q.Eff) x 1 (3.3.1)
seklinde yazilabilir. Burada
h h
L T R !
‘El X 1‘ (1 12)2
dir. ¥, yoriingesinin (3.2.1) vektorel denklemi standart formda
Ez : Re(O’g,/L) :T[+M.]
Te="Tf —l—p.E}ﬁ + q.Eff) x I (3.3.2)

seklinde yazilabilir.
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Burada ¢ sabitken p degeri degisirse L dogrusu ISA ani vida eksenine parelel
olarak hareket eder. p sabitken ¢ degisirse L dogrusu IS A ani vida eksenine yaklagir
veya uzaklasir. Iy, I3 degistiginde ise L dogrusu IS A cevresinde doner. L ile ISA
arasindaki egilim acis1 ise I, ye baglh olarak degisir.

Diger yandan {0,,;4m, jm, km } hareketli catisindaki ¥, regle yiizeyinin (3.2.4)

vektorel denklemi standart formda yeniden yerine yazilirsa

S B (o) = 4 T

9 = 4 p. B 4 B x T (333

elde edilir. L dogrusu {0,,; tn, Jm, km } hareketli gatisindaki sabit bir dogru ile daima
dogrudas oldugunda ng) nin striksiyon noktasi L dogrusu tizerinde hareket eder.

Bu durumda L dogrusu hemen hemen sabit bir dogrudur ve

arm o d”

x 1M =0
dO’g dO’(m)

denklemlerini saglar.
(3.2.2); (3.2.12) ve (3.3.3) denklemlerini bu denklemde yerine yazarsak hemen

hemen sabit dogru durumunu elde ederiz. (3.2.5)den

]1 (m) _ [2(7”)
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ve (3.2.14)den

T — I (x 1y + 2015 + 2313)

p

1—1?
;L [0 — iy — (T9 — Q) 7 — 22011 Iy — (=1 + Bxs) [ 1) (1 — I})
(113’
L TE (I3 + Bl L3 — IT) — (—m — Bmws) [1 I3 — x5 (II3 — Bl L) (1 — I7)
(1-13)*
n +21115 (.171 —I; (.231[1 + 291y + .1'3[3))
(113
’ Loy — Oy — $2]12 + Oém—712 — oIy + 211y — Brasli Iy — $2]22
p = 2
— B D132 + 29I} + VD1 Is + Bnxoli I3 — w3ls]s + Bl has + 2L I.p
e
, wy—an (1= 17) = Ly (w1 Iy + w00y + a3l3) + vl Is + L1 1o.p
p = 3
IiIs.p— I md1 ]
o= —a, + 1l2.p 3Q‘|2“7 113 (3.3.4)
ve
N Z'ng — .733[2
117
olup
r_ (IéZL’Q + $/2[3 - I‘glé - JIgIQ) (1 - .[12) + 2[1]2 (Iglg — 133]2)
(1-13)*
I (=Bmlors + B lsrs — 2103 + 230 — B lzrs — Brnlawas + Y la) (1 — 112) + 2015 (w25 — 3315)
q = 2
(1—-17)
,  —oils+xsh +yls + Llaq
B 1—I?
1. I Is.q — v 1
= 3-D + 12q2 Tmd2 (3.3.5)

bulunur. Aym sekilde Y, regle yiizeyinin dagilma parametresi;

_15212 + x3l3

b, —
¢ 1— 12
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(1-13)
_ (=1 + Brws)re + (=21 + Bmas) Io — Brlows + (—Ym — Bmr2) I3 B 2015 (zoly + x313)
-7 (-1
_ —hxy + Bnxoly — 21l + Bpasly — Bn@als — Bnxsly — ymds 2015 (xoly + x313)
LT -1y
_ —[1.1'2 — 1'1[2 — ’)/mjg _ 2[1]2 (l’gIQ + 1'3[3)
(1—13)° (1-13)°
B 1221711(11111j1f22[2+x3[3) — 11 (x2113:19%312> + ijg
(1-17)?
Lo — I 5. il
bgzrém).lz 2-P 13q41r’Y 3 (3.3.6)
(1—17)2

(m

bulunur. Eger r, ) sabit vektorse veya Zéf ) nin A striksiyon noktasi ng) hareketli

regle ylizeyinde bir sabit nokta ise rém)/ = 0 dir. Bu durumda

P = —a, — I3.q

, P
_ 3.3.7
=7 (3.3.7)

b; = ]2p - ]1]3.(] + Ig’ym =0

elde edilir. ¥, regle ylizeyinin r, striksiyon egrisi; Eyn) hareketli regle yiizeyi iizerindeki
L dogrusu tizerinde bulunan sabit bir (p, ¢) noktas: tarafindan izlenir. Ve bu nokta
yukardaki 3 diferensiyel denklemi saglar.

(3.3.1) denkleminin 2. kismini ¢ yoniinde tiirevini alip (3.3.4) ve (3.3.5) hemen

hemen sabit dogru durumunu bu tiirevde yerine yazarsak

Ty ="y +p.E§f) +q. <—[3E§f) + IzEéf)>

=Ty +p.E§f) — q.[gEéf) + q.IQEéf)
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dr
=Ly B 4 p Y — ¢ LEY + g (~BubBY — B+ 5B )|

+ ¢ LEY 1 q. (11E§f ) 4 BBV — By LEY >)
— ;B + By, +p B + p.EY) — ¢ LEY + 4.5, LEY + ¢ EV 14
— .8 LEY) + ¢ LEY + ¢ LBV + ¢.8.LEY — ¢.8;L,EY
=B 4 B 4 BV 1 p BV — ¢ LEY) — grqLEY) — grqlEY
+¢ . LEY 4+ ¢ BV + ¢ BV,
= (ap +p' +q.I5) BV +(p—d. I~ B ql>) By
+ (Y — Brqls + ¢ Io — ¢.I) EY’ (3.3.8)

elde ederiz.
Diferensiyel Geometri [5] den biliyoruz ki; bir dogru yoriingesinin 3 yapi parametresi
su sekilde saptanabilir;
Lot =3 (1—1})q+b,
B (1 13
ot (1= 1) + Iy — |8 (1= I}’ + LIy g+ Lop

Qy = (7“2[) =

oy = -1 (3.3.9)
dl  d*I I I (1—1?
o= (1 g o) = 2 L) (3:3.10)
doy’ doj B (1—12)2
dry dl o

=\—,1,— | =—+ 1. 3.3.11

Ye (dO’g’ ’dO'g) ﬂ* +11.q ( )

Yukaridaki 3 yapi parametresinin o, yoniindeki 1. tiirevi;
/
do {2_;'}12 + L5 (%) — Iy (o + B ym) + I3,
do, 2\%
¢ g (1—-17)
. ﬁ*(klf)
(Bmlils = 2LI5 + B L1 I2)q + |Bpds — 2L — ——=
+ 3
5 (11}
[411]2 A= 17) - e+ 11122] by
+ b o (3.3.12)
gr(1-17)?
b _ BhBLL =G (A=) + A= B = IF (1= 1) g
do (1 17)?
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/
a* Lilz.pt+Is.g—IIoym
d’)/e . (5*> + 1-17 (3 3 14)
do, 2\5 o
o g (1- 1)}

ve (3.3.5) denkleminin o yoniindeki 2. tiirevi alinirsa

(Bmls —201) p+ By — 213) Ioq — 1o (i + Bym) + I3, + 411120

/! —
b 1- 13
(3.3.15)
elde edilir. (3.3.11) denklemine gore eger
aF (1— _712)% a*
= veya h=———057—7"— 3.3.16
=Fn Y 5L (3310

sart1 saglaniyorsa bir dogru yoriingesi agilabilir bir yiizeydir. Bu denklemlerin
agilabilirlik kogulunun p ve I(veya I3) e baglilik durumunu gozard: edersek; sadece
Oﬂ‘—i, I; ve h ya baglh oldugu goriiliir. Eger acilabilir dogru yoriingesi bir koni ise veya
ay = 0 ve 7y, = 0 ise agilabilirlik kogulu

*

. «a
! p*I
ﬂ*(l_I%) o* 2 *
————+ L)+ L (1 —17)a" + I3y
po T g+l - f)or + hy (3.3.17)

Iy

dir.
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