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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum “Iki Boyutlu Burgers Denkleminin Alternating
Direction Implicit (ADI) Yontemi ile Coziimii”baglhikli bu galigmanin bilimsel ahlak
ve geleneklere aykiri diigecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve
yararlandigim bitiin kaynaklarin, hem metin i¢inde hem de kaynakcada yontemine
uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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OZET

Doktora Tezi

IKI BOYUTLU BURGERS DENKLEMTNiN ALTERNATING DIRECTION
IMPLICIT (ADI) YONTEMI ILE COZUMU

Gonca CELIKTEN

Inénii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisu
Matematik Anabilim Dali

101+xii sayfa
2016

Danigman : Dog¢.Dr.E. Nesligiill AKSAN

Bu tez yedi bolimden olugmaktadir.

Birinci boélimde, Alternating Direction Implicit (ADI) metodunun tarihgesi
hakkinda kisa bir bilgi verildi.

Ikinci boliimde tiirevlere sonlu fark yaklagimlari, sonlu fark yontemleri ve von
Neumann kararlilik yontemi verildi.

Uciineii boliimde tezde ele alman 7 model problem ve bu problemlerin niimerik
¢oziimlerini elde etmek i¢in literatiirde kullanilan yontemler verildi.

Dordiinci bolimde Burgers denklem sistemi ile Hopf-Cole dontigiimii arasindaki
iliski goz oniine alinarak denklem sisteminin tam ¢oziimleri verildi.

Besginci ve altinci boliimler bu tezin orijinal kisimlaridir. Besinci boliimde iki
boyutlu 1s1 denklemi, iki boyutlu Burgers denklemi ve iki boyutlu Burgers denklem
sistemi i¢in Alternating Direction Implicit (ADI) yaklagimlar verildi. Ayrica verilen
yaklagimlarin kararlhiligi von Neumann kararlilik analizi yontemi ile incelendi.

Altinci boliimde ADI metodu kullanilarak model problemlerin niimerik ¢éztimleri
elde edildi. Elde edilen niimerik ¢oziimler tam coziimler ve literatiirdeki diger



caligmalarda elde edilen niimerik c¢oziimlerle tablolar ve grafikler verilerek
karsilagtirildi.
Yedinci boliim ise sonug ve tartigma kismidir.

ANAHTAR KELIMELER: Alternating Direction Implicit (ADI) Metodu, Iki
Boyutlu Burgers Denklem Sistemi, Von Neumann

Kararhilik Analizi.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

SOLUTION OF TWO DIMENSIONAL BURGERS EQUATION BY
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Gonca CELIKTEN

Inonii University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

101+xii pages
2016

Supervisor : Assoc.Prof.Dr.E. Nesligiill AKSAN

This thesis consists of seven chapters.

In the first chapter, short history of the Alternating Direction Implicit (ADI)
method is presented.

In the second chapter, finite difference approaches to derivatives, finite difference
methods and von Neumann stability analysis method are presented.

In the third chapter, seven model problems which are considered in this thesis and
the methods which are used to obtain the numerical solutions of this model problems
are presented.

In the fourth chapter, by considering the relation between the system of two
dimensional Burgers equations and Hopf-Cole transformation the exact solutions of
the system of two dimensional Burgers equations are given.

Chapter 5 and chapter 6 are the original part of this thesis. In the fifth chapter,
Alternating Direction Implicit (ADI) approximations of two dimensional heat
equation, two dimensional Burgers equation and the system of two dimensional
Burgers equations are given. Also stability analysis of given approximations are
investigated with von Neumann stability analysis method.
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In the sixth chapter, numerical solutions of model problems are obtained by using
ADI method. Obtained numerical solutions are compared with exact solutions and
numerical solutions that were obtained in other studies in the literature by presenting
tables and graphs.

Chapter 7 is the part of conclusion and discussion.

KEY WORDS: Alternating Direction Implicit (ADI) Metodu, System of Two

Dimensional Burgers Equations,Von Neumann Stability Analysis.
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1. GIRIS

Matematiksel fizik, elastikiyet teorisi, hidrodinamik gibi bir¢ok alanda ortaya
¢ikan problemlerin matematiksel modeli kuruldugunda genellikle kismi tiirevli
diferansiyel denklemler ya da nadiren adi diferansiyel denklemler kargimiza cikar.
Genellikle lineer diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerini elde etmek daha
kolayken ozellikle mnon-lineer ve karmagik simir degerlerine sahip diferansiyel
denklemlerin analitik ¢oztimlerini elde etmek zor veya imkansizdir. Bu nedenle bu tiir
problemlerin ¢oziimlerinde niimerik yontemler daha yaygin olarak kullanilir.

Lineer ve non-lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin yaklagik ¢oztimleri i¢in
sonlu eleman yontemleri, sonlu fark yontemleri ve varyasyonel yontemler gibi cesitli
niimerik yontemler vardir ancak bunlardan sonlu fark yontemleri uygulamasi kolay
oldugundan daha ¢ok tercih edilmektedir. En yaygin kullanilan sonlu fark yontemleri
acik, kapali ve Crank-Nicolson sonlu fark yontemleridir. Bu ti¢ yontem klasik sonlu
fark yontemleri olarak bilinmektedir. Her ne kadar kismi tiirevli denklemleri iceren
problemlerin sonlu fark yontemleri ile ¢oziimi kolay olsa da ele alinan probleme
en uygun sonlu fark yonteminin belirlenmesi asamasi biraz zaman alabilmektedir.
Ayrica genellikle problemin boyutu arttikga sonlu fark semalarini anlamak, kurmak
ve uygulamak daha zor bir hal almaktadir [1]. Bu nedenle yiiksek boyutlu problemlerin
niimerik ¢oziimleri i¢in Fractional Step, LOD (locally one-dimensional) ve Alternating
Direction Implicit (ADI) metodlar1 gibi farkli yontemler gelistirilmistir. Bu tezde bu

yontemlerden ADI metodu ele alinmigtir. Onciileri Douglas, Rachford, Peaceman,



Gunn vd. olup ABD’ de gelistirilen metodun bircok avantaji vardir [1]. Ik olarak,
acik sonlu fark yaklagimlari zayif kararliliga sahip olduklarindan basglangi¢ sinir deger
problemlerini ¢6zmek i¢in nadiren kullanilir [1]. Kapali sonlu fark yaklagimlar: tistiin
kararliliga sahiptir ancak iki veya daha yiiksek boyutlu problemleri ¢6zmek i¢in uygun
degildir [1]. Bu nedenle ADI metodu yiiksek boyutlu problemler icin tridiagonal
denklem sistemlerini ¢ozerek programlanabildiginden nispeten kolay bir yontemdir
[1].

ADI metodu gelistirildigi donemde Yanenko, Marchuk, Samarskii ve D’Yakanov’
unda aralarinda bulundugu bir¢ok Sovyet bilim adami iki ve li¢ boyutlu zamana
bagh kismi diferansiyel denklemleri ¢ozmek i¢in ADI metodunun 6zel durumlar: olan
ve Fractional Step yontemleri veya LOD (locally one-dimensional) yontemleri olarak
bilinen ayrigim metodlarimi geligtirmislerdir [1].

Genel olarak ADI metodu bir baglangi¢ sinir deger probleminin ¢éziimiine daha
basit problemlerin bir dizisiyle yaklagan bir yontemdir [1]. Yéntem Duffy [1], Chung
2] ve Davis [3]" in kitaplarinda kapsaml bir sekilde anlatilmigtir. ADI metodlarim:
kullanarak cesitli yiiksek boyutlu problemlerin niimerik ¢oziimlerinin elde edildigi
genis bir literatiir vardir [4]-[23]. Bunlardan Witelski [4] yiiksek mertebeden non-lineer
difiizyon denklemlerini ¢ozmek icin ADI gemalarimi kullanmigtir. Sapagovas ve
Stikoniene [5] bir koordinat yoniinde integral smur sartiyla verilen iki boyutlu
non-lineer Poisson denklemini ¢ézmek i¢cin ADI metodunu kullanmiglardir. Yoéntem
Qin [10, 11] tarafindan dalga denklemlerini ve {i¢ boyutlu parabolik denklemleri
¢ozmek i¢in kullanilmigtir. Douglas ve Rachford [14] iki ve ii¢ boyutlu 1s1 iletim
denklemlerini ¢6zmek i¢in yine ADI metodunu kullanmiglardir. Craig ve Sneyd [18]

karigik tiirevli parabolik denklemlerin ntimerik ¢oziimlerini elde etmek icin yontemi



kullanmiglardir. Bu tezde,
2-Boyutlu Isti:
ou_ (0,
ot \ox2  Oy?

2-Boyutlu Burgers:

Ou (0w Ou\ _ (Ou  Ou
ot " "\ar Tay) T “\a2 T oy

2-Boyutlu Burgers denklem sistemi:

o oL (3 o
ot ox v@y ~ Re \ 022 0y?

ov v N ov 1 (0% N 0*v
V—=— | =—= + =—
ot ox dy  Re \0x? 0y?
denklemlerinin ntimerik ¢oziimleri Alternating Direction Implicit (ADI) metodu

kullanilarak elde edilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Tiurevlere Sonlu Fark Yaklasimlari

U, xvetbagimsiz degigskenlerine bagh bir fonksiyon olsun. Az (= h), z yéniinde
konum adim uzunlugu ve At (= k), t yoniinde zaman adim uzunlugu olmak {izere

0, ¢] x [0,00) yari-agik bolgesi tizerinde, (z,,,t,) ile ifade edilen bir diigiim noktasi

Tm =mAx=mh, m=0,1,2,... M, {=DMh
t, = nAt = nk, n=0,1,2,...

olarak gosterilir. Yani (2,,t,) = (mh,nk) dir [43].
Temsili bir P (mh,nk) diigiim noktas: tizerinde U fonksiyonunun noktasal degeri

Up ile gosterilsin. Burada Up
Up=U(z,t) =U (mAz,nAt) = U (mh,nk) = U}, = Upnn

dir [43]. Taylor seri agithmimdan yararlanilarak U fonksiyonunun birinci mertebeden

tiirevlerine sonlu fark yaklagimlar:

U _ Upy ~ Uy,
— = h 2.1
= IS O (h) 21)

U _ Up—Up,

o O (h) (2.2)

ou  ur.,-Ur_, )
- _Zm+l m-l h 2.
5 5 +0 (n?) (2.3)



oU Ut —un

= O k) (2.4)

oU_ U= Uy

- 4 O (k) (2.5)

ve ikinci mertebeden tiirevlerine sonlu fark yaklagimlar: ise

PU _ Up =2y + Upys

2
o 2 + O (h?) (2.6)
97 3 + O (h?) (2.7)
2 Un —_oyun Un
TY _Una 22 O o (1) (2.8)

Ox? h?
olarak bulunur. Burada 'O’ sonsuz terimli bir esitligin sonlu bir terimde kesildigini,
O (h) terimi hatanmin h — 0 iken h ile orantili oldugunu gosterir ve O (h) terimine
kesme hatasi denir. O (k) ise hatanin k£ mertebesinde oldugunu ve boylece k ile
orantili olarak azalacagim gostermektedir. (2.1), (2.2) ve (2.3) ile verilen x’ e gore
birinci mertebeden tiirev yaklagimlarina sirasiyla iki-nokta ileri, geri ve merkezi fark
formiilleri denir. Benzer gekilde (2.4) ve (2.5) ile verilen ¢’ ye gore birinci mertebeden
tiirev yaklagimlarinada sirasiyla ileri ve geri fark formiilleri denir. (2.6), (2.7) ve (2.8)
ile verilen x’ e gore ikinci mertebeden tiirev yaklagimlarina ise sirasiyla tig-nokta ileri,
geri ve merkezi fark formiilleri denir [43].

Benzer sekilde U, =z, y ve t bagimsiz degiskenlerine bagh bir fonksiyon olsun.
Az (= h,) ve Ay (= hy) swasiyla x ve y yoniindeki konum adim uzunluklar: ve

At (= k), t yoniinde zaman adim uzunlugu olmak tizere [0, £] x [0, 00) yar1-agik bolgesi



tizerinde, (x,,y,, t,) ile ifade edilen bir digiim noktasi

xp, = pAx =ph,, p=0,1,2,...,M, (= Mh,
Y = qAy =qhy, ¢q=0,1,2,...,N, (= Nh,
t, = nAt = nk, n=20,1,2,...

olarak gosterilir. Yani (z,, yq, tn) = (phs, ¢hy, nk) dir.
Temsili bir P (phy, ¢h,, nk) diigim noktas: iizerinde U fonksiyonunun noktasal

degeri Up ile gosterilsin. Burada Up
Up =U (z,y,t) = U (pAz, qAy,nAt) = U (phy, ghy,nk) = U} = Upgn

dir. Taylor seri agihmindan yararlanilarak U fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevlerine

sonlu fark yaklagimlar

ou _ Upria — Upa

o 0 (ha) (2.9)
(Z_Z _ %_h—?—lq + 0 (hy) (2.10)
G = o ) 21
g_g _ W +0(hy) (2.12)
g_g _ %_h—yqul +0(hy) (2.13)
U _ Upgr1 =Upgr (h2) (2.14)

Jy 2h,,



ou _ urst-ur,
ot k

ou Uy, — Ug;l
ot k

=+ 0 (k)

— 29220 40 ()

ve ikinci mertebeden tiirevlerine sonlu fark yaklagimlar: ise

*U _ qu B 2U1;L+1,q + Uz?+2,q

oxr? h2
*U _ Up-24 — 2Up_14 + Upy
Ox? h2
0?U _ Uy, —2U0,,+ U,
Ox? h2
0*U _ Upa = 2Upgi1 & Upgio
oy? h2
0°U _ Upa—2 — 2Upq1 + Upy
oy? h2
0°’U _ Upa—1 — 2Upg + Upgra
0y? h

+0 (k)

+0 (k)

+0 (k)

+ O (h?)

+0 (h2)

+ 0 (h2)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

olarak bulunur. Burada 'O’ sonsuz terimli bir esitligin sonlu bir terimde kesildigini,

O (hy) ve O (hy) terimleri hatanin h,, h, — 0 iken h, ve h, ile orantili oldugunu

gosterir ve O (h;) ve O (h,) terimlerine kesme hatasi denir. O (k) ise hatanin k

mertebesinde oldugunu ve boylece £ ile orantili olarak azalacagim gostermektedir.

(2.9), (2.10), (2.11) ve (2.12), (2.13), (2.14) ile verilen sirasiyla z’ e ve y’ ye gore



birinci mertebeden tiirev yaklagimlarina sirasiyla iki-nokta ileri, geri ve merkezi fark
formiilleri denir. Benzer gekilde (2.15) ve (2.16) ile verilen ¢’ ye gore birinci mertebeden
tiirev yaklagimlariada sirasiyla ileri ve geri fark formiilleri denir. (2.17), (2.18), (2.19)
ve (2.20), (2.21), (2.22) ile verilen sirasiyla 2’ e ve y’ ye gore ikinci mertebeden tirev

yaklagimlarina ise sirasiyla tigc-nokta ileri, geri ve merkezi fark formiilleri denir.

2.2 Sonlu Fark Yontemleri

Kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri genellikle uygulamasi kolay
oldugundan sonlu fark yontemleri kullanilarak elde edilir. Genel olarak bir sonlu fark

yonteminin bir kismi diferansiyel denkleme uygulanmasinda asagidaki yol izlenir:

e Once problemin ¢oziim bolgesi geometrik sekiller iceren kafeslere boliiniir ve
problemin yaklagik ¢6ztimii her bir kafesin diigiim (mesh, grid) noktalar1 {izerinde

hesaplanir.

e Sonra kismi diferansiyel denklemdeki tiirevler yerine Taylor serisi yardimiyla
elde edilen uygun sonlu fark yaklagimlari yazilir. Boylece diferansiyel denklemin
¢oziimi problemi fark denklemlerinden olugan bir cebirsel denklem sisteminin

¢oziimii problemine indirgenmis olur.

e Daha sonra fark denkleminde ortaya cikabilecek ¢oziim bolgesi i¢ine diigmeyen
hayali degerleri yok etmek i¢in problemin verilen sinir gartlar: yerine uygun sonlu
fark yaklagimlar: yazilir, boylece elde edilen cebirsel denklem sistemi direkt veya

iteratif yontemlerden biri yardimiyla kolayca ¢oziiliir[50].



En ¢ok kullanilan sonlu fark yontemleri klasik sonlu fark yontemleri olarak bilinen
agik(explicit), kapali(implicit) ve Crank-Nicolson sonlu fark yontemleridir.
Klasik sonlu fark yontemlerini agiklamak igin U = U (x,t) sicakhigl gostermek

lizere
ou  9*U
— = 2.23
ot ox? ( )
ile verilen 1s1 denklemini goz ontine alalim. Burada x konum degigkeni olup genellikle

sonludur, z € [a, b], t ise zamamni gosterip genellikle yar1 sonsuzdur, yani ¢ > 0 dir [43].

2.2.1 Acik Sonlu Fark Yontemi

(2.23) ile verilen bir boyutlu 1s1 denkleminde %—[t] tiirevi yerine (2.4) ileri fark

formilii ve %27(2] tiirevi yerine (2.8) merkezi fark formiiliiniin hatalar ihmal edilerek

yazilmasi ile (2.23) denkleminin agik sonlu fark yaklagimi

Uptt = Up Up_y = 2Up + Upy,
k h?

olur. Bu yaklagim basit bir diizenlemeyle
Urtt =rUr_ + (1 =2r) UL + U (2.24)

seklinde elde edilir, burada r = h% olup kararlilik parametresi olarak adlandirilir.
n =1 (t; = k) igin ilk zaman adiminda U}, bilinmeyen degerleri t, = 0 boyunca bilinen
baglangi¢ ve sinir degerleri kullanilarak hesaplanir. Daha sonra ikinci zaman adiminda
bilinmeyen U? degerleri ilk adimda hesaplanan degerler kullanilarak hesaplanir ve
boyle devam edilerek ¢, zaman adimindaki U]} degerleri kullamlarak ¢,,; zaman

adimimdaki U™ degerleri (2.24) denkleminden kolayca bulunur [43].



2.2.2 Kapah Sonlu Fark Yontemi

(2.23) ile verilen bir boyutlu 1s1 denkleminde ¥ tiirevi yerine (2.4) ileri fark

formiilii ve 37’{ tlrevi yerine (n + 1)-inci zaman adimindaki

U _ Upty —2untt 4 unty
O h?

+ 0 (h?)

merkezi fark formiiliiniin hatalar ihmal edilerek yazilmasi ile (2.23) denkleminin kapali

sonlu fark yaklagimi

Upt — Up _ Ugth = 205" + URS
k N h?2

olarak elde edilir. Bu denklemin diizenlenmesi ile
Ur = —rUpH + (L4 2r) U — rURHY

elde edilir, burada r = % dir [43].

2.2.3 Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi

(2.23) ile verilen bir boyutlu 1s1 denkleminde %—Itj tiirevi yerine (2.4) ileri fark

92U

formiilii ve 53 tiirevi yerine n-inci ve (n + 1)-inci zaman adimlarindaki merkezi fark

yaklagimlarinin ortalamasi olan

m—1 — 2Un +Ug
h? h?

or2 2

2 1 Un+1 - 2Un+1 UnJrl Un
aU _|:m1 m + m+1+ :|+O(h2)

fark formiiliiniin hatalar ihmal edilerek yazilmasi ile (2.23) denkleminin Crank-Nicolson

sonlu fark yaklagimi

k h? h?

(\V]

Upt' =Up 1 {U:;tﬁ — 2 A Uty U —2Un U:,zﬂ}
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seklinde elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa denklem
—rUpE + 24+ 20) UM — U = UL + (2 =2r) U + Ul

olarak yazilr, burada r = - dir [43].

2.3 Von Neumann (Fourier Seri) Yontemiyle Kararhlik Analizi

Niimerik gemalarin kararlihigini ¢aliganlar i¢in yaygin olarak kullanilan metod
von Neumann metodudur.

Bu kisimda 7" sonlu olmak iizere Az = h — 0 ve At = k — 0 oldugunda (J — 00)
0 <t <T = Jk zaman araliginda u (z,t) nin bir lineer fark denkleminin kararhligy
incelenecektir.

Von Neumann (Fourier Seri) yontemi, ¢ = 0 boyunca diigiim noktalarindaki
baglangic degerlerini bir sonlu Fourier serisine gore ifade eder ve kismi diferansiyel
denklemleri ¢ozmek i¢in yaygin olarak kullanilana benzer olarak “degiskenlere ayirma”
yontemi ile ¢ = 0 igin bu Fourier serine indirgenen bir fonksiyonu goz 6niine alir [43].

Fourier serileri siniis ve kosiniis cinsinden ifade edilebilir ancak kompleks iistel

formun kullanilmasi cebirsel olarak daha uygundur. Yani

Z a, cos (nmzx/l) veya Z b, sin (nmx /1)

ifadeleri yerine bu ifadelere denk olan

Z Aneimrx/l

ifadesi kullanilabilir, burada ¢ = v/—1 ve [, fonksiyonun tanimh oldugu x araliginin

uzunlugudur.
Upq = u(ph, qk)

11



olup

Aneznﬂx/l _ Aneznﬂph/Nh _ Anezﬁnph

yazilabilir, burada (3, = nm/Nh ve Nh = [ dir.
t = 0 boyunca diigim noktalarindaki baslangic degerlerini u,o = u(ph,0),
p=0(1)N ile gosterelim. Bu durumda

N
Upo = ZAnew"ph, p=0,1,...,N

n=0
seklindeki NV 4 1 tane denklem Ay, Aq,..., Ay bilinmeyenlerini tek tiirlii belirlemek
icin yeterlidir. Lineer fark denklemlerinin karaliligi géz oniine alindigindan e”P" gibi
bir tek baslangic degerini incelemek yeterlidir ¢iinkii lineer fark denklemlerinin lineer
bagimsiz ¢oztimleri lineer birlegimli olarak ifade edilebilir. A,, katsayis1 bir sabittir ve

ihmal edilebilir.

t degeri artarken bu terimin dagilimini incelemek icin

Up g = ez[a’xeat — ezﬁpheaqk — ezﬁphgq

“* ve o, genellikle bir kompleks sabittir. ¢ ise giiclendirme

ifadesi ele alinir, burada e = e
faktorii (amplification factor) olarak adlandirilir [43].

Lax-Richtmyer tanimina gére h — 0 ve k — 0 iken ¢ < N igin ve baglangig
sartlarimi saglayan biitiin S degerleri igin |u,,| kalanlari smirli ise sonlu fark
denklemleri kararhdir [43].

Diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimleri zamana bagh iistel olarak artmiyorsa bu

durumda kararhlik i¢in gerek ve yeter sart

el <1

12



yani

—1<e<1 (2.25)

olmasidir. Ancak u,, zamana bagh olarak artiyorsa bu durumda kararhhk i¢in gerek

ve yeter sart

| <1+ Kk=1+0(k) (2.26)

olmasidir, burada K, h, k ve f degerlerinden bagimsiz pozitif bir sayidir [43].
Burada belirtelim ki bu yontem sadece sabit katsayili lineer denklemlere

uygulanabilir. U¢ veya daha fazla degisken iceren fark denklemleri icin (2.25) ve (2.26)

von Neumann sartlari her zaman gereklidir fakat yeterli olmayabilirler. Teorik olarak

yontem iyi sonuglar verir [43].
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3. MODEL PROBLEMLER

3.1 Problem 1

D={(x,y):0<z <1, 0<y <1} bolgesi tizerinde

ou 0*u
9 o + 8_312 (3.1)

seklindeki iki boyutlu 1s1 denklemi
u(z,y,0) = sin(nzx) sin (27y), (x,y) € D,
baglangic sart1 ve
u(0,y,t) =u(l,y,t) =0, t >0,
u(z,0,t) =u(x,1,t) =0, t >0,

sinir sartlar: altinda goz ontine alinacaktir.

Denklemin tam ¢oziimi
u(z,y,t) = sin(rz) sin (27y) exp ( —57°t)

seklindedir [24].
3.2 Problem 2

D={(z,y):0<z <1, 0<y <1} bolgesi iizerinde

ou Pu  O0u
5 = (@ -+ a—y2> (32)

14



seklindeki iki boyutlu 1s1 denklemi
u(x,y,0) = sin(7x) sin (7y), (x,y) € D,
baslangic sart1 ve
u(0,y,t) =u(l,y,t) =0, t >0,
u(z,0,t) =u(x,1,t) =0, t >0,

simir  gartlar1 altinda goz oOniine alinacaktir. Burada o difiizyon katsayisi olup
problemin niimerik ¢oziimleri hesaplanirken v = 10~¢ alimacaktir.

Denklemin tam ¢oziimi
u(z,y,t) = sin(mz) sin (7y) exp ( —2v7°t)

seklindedir [49].
Problemin ayrigtirilamayan (non-separable) ¢oziimleri Moon vd. [49] tarafindan

kiibik B-Spline galerkin metodu kullanilarak elde edilmistir.

3.3 Problem 3

D={(z,y): 0 <z <2, 0<y <2} bolgesi tizerinde

@4_“ @4_@ =c @4_@ (33)
ot or  0Oy) ~\0zz Oy? '

seklinde verilen iki boyutlu Burgers denklemi

1

T ez @Y ED,

u(z,y,0) =

15



baglangic sart1 ve

1
U(O»yﬂf):m? t >0,
1
U(Q,yﬂf)zm, t>0,
1
U(%Uat):m, t>0,
1
u(z,2,t) = t >0,

1+ elz+2—t)/2e’

sinir gartlar ile birlikte goz oniine alinacaktir. Burada Re Reynolds sayis1 olmak iizere
_ 1 ;
€ = 4 dir.
Problemin tam c¢oziimii

B 1
w9t = T e

dir [41].

Problemin niimerik ¢oztimlerini elde etmek igin Liao [41] denkleme Hopf-Cole
dontigimiinii uygulamig, elde edilen iki boyutlu 1s1 denklemini c¢ozmek igin de
doérdiincii mertebeden sonlu fark yontemini kullanmigtir. Yine Zhao vd. [35] Hopf-Cole
dontigiimiini kullanarak denklemi iki boyutlu 1s1 denklemine donitistiirmiis ve daha
sonra bu denklemi lokal siireksiz Galerkin sonlu eleman yoéntemini kullanarak

¢ozmislerdir.
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3.4 Problem 4

D={(z,y):0<xz <1, 0<y <1} bolgesi tizerinde

1

w + uuy + vu, = Te (U + Uyy) (3.4)
1

U+ v, + vy = Te (Vzz + Vyy) (3.5)

iki boyutlu Burgers denklem sistemi goz ontine alinacaktir. Burada Re Reynolds
sayisidir. Bu denklem sisteminin tam ¢oztimii Hopf-Cole déniigimii kullanilarak

Fletcher [25] tarafindan

3

u(my,t) = 4 4(1+6Xp(< —4;p+4y—t) R€/32))7
3

U(I,y,t) - A 4(] exp(( —4$+4y _t) R€/32)),

olarak verilmigtir. Baglangic ve sinir sartlari tam c¢oziimden elde edilir.

Bu denklem sisteminin niimerik ¢oziimlerini elde etmek i¢in kullanilan yontemlere
ait oldukga genig bir literatiir vardir: Denklem sistemi Bahadir [30] tarafindan
tamamen-kapali sonlu fark yontemi, El-Sayed ve Kaya [31] tarafindan decomposition
(ayrigtirma) metodu, Abdou ve Soliman [32] tarafindan varyasyonel iterasyon metodu,
Mittal ve Jiwari [33] tarafindan differential quadrature metodu, Liu ve Weiping [34]
tarafindan lattice Boltzmann metodu kullanilarak niimerik ¢oziimleri elde edilmigtir.
Fletcher [27] denklem sisteminin niimerik ¢éztimlerini elde etmek i¢in sonlu farklar ve
sonlu elemanlar yontemlerini kullanmigtir. Zhao vd. [35] denklem sistemine Hopf-Cole
dontigimiinii uygulamig ve daha sonra elde edilen iki boyutlu 1s1 denklemini ¢ozmek
i¢in lokal siireksiz Galerkin sonlu eleman yontemini kullanmiglardir. Ancak bu metodla

denklem sisteminin niimerik ¢oziimlerini Re = 20 den daha biiyiik Reynolds (Re)

17



sayilar1 igin elde edememiglerdir. Srivastava vd. [36] denklem sistemini ¢ézmek igin
Crank-Nicolson sonlu fark yontemini kullanmiglardir. Yine Srivastava vd. [38, 39]
kapali tistel ve kapali logaritmik sonlu fark yontemlerini kullanarak denklem sisteminin
niimerik ¢oziimlerini elde etmiglerdir. Wani ve Thakar [37] ikinci mertebeden terimlere
Crank-Nicolson ve nonlineer terimlere merkezi fark yaklagimi kullanarak yaklagtiklar:
bir lineer sonlu fark yaklagimi ile denklem sisteminin niimerik ¢oziimlerini elde
etmiglerdir. Shukla vd. [40] denklem sisteminin niimerik ¢éziimlerini elde etmek igin
modifiye edilmig kiibik B-Spline differential quadrature metodunu kullanmislardir.
Zhua vd. [45] de denklem sisteminin niimerik ¢oziimlerini elde etmek igin discrete

(ayrik) Adomian decomposition metodunu kullanmiglardir.

3.5 Problem 5

D = {(z,y): 0<2<0.5, 0<y<0.5} bolgesi iizerinde (3.4)-(3.5) iki boyutlu
Burgers denklem sistemi

u(x,y,0) = sin (7x) + cos (my) , (x,y) € D,

v(z,y,0) =2z +y, (x,y) € D,
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baglangi¢ sartlari ve

w(0,y,t) = cos (ry), £>0,

u(0.5,y,t) =1+cos(my), t>0,

u(z,0,t) =1+sin (7x), t >0,
u(x,0.5,t) = sin (7z) , t>0,
v(0,y,t) =y, t>0,
v(0.5,y,t) =0.5+y, t>0,
v (x,0,t) =z, t >0,
v (z,0.5,t) = 0.5+ z, t>0,

sinir sartlar: ile birlikte goz oniine alinacaktir.

Bu problemin tam ¢oziimii olmamakla beraber elde ettigimiz sonuglar
kargilagtirmak igin literatiirde probleme uygulanan diger niimerik metodlarla elde
edilen sonuclar kullanilacaktir.

Bu problemin de niimerik ¢oziimleri bircok arastirmaci tarafindan cegitli metodlar
kullanilarak elde edilmigtir. Denklem sistemi Bahadir [30] tarafindan tamamen-kapali
sonlu fark yontemi, Mittal ve Jiwari [33] tarafindan differential quadrature metodu,
Srivastava vd. [36] tarafindan Crank-Nicolson sonlu fark yontemi, yine Srivastava
vd. [38, 39] tarafindan kapal iistel ve kapali logaritmik sonlu fark yontemleri, Wani
ve Thakar [37] tarafindan ikinci mertebeden terimlere Crank Nicolson ve nonlineer
terimlere merkezi fark yaklasimlar: ile yaklagtiklar: bir lineer sonlu fark yaklagimi ve
Shukla vd. [40] tarafindan modifiye edilmis kiibik B-Spline differential quadrature
metodu kullanilarak niimerik olarak ¢oziillmiigtiir. Goyon [29] denklem sistemine 6nce

bazi ayriklagtirma teknikleri uygulamis daha sonra da ADI yaklagimlari kullanarak
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denklem sisteminin niimerik ¢oziimlerini elde etmigtir.

3.6 Problem 6

D = {(z,y):0<2 <1, 0<y<1} bolgesi tizerinde ¢ = z- olmak fizere
(3.4)-(3.5) denklemleriyle verilen iki boyutlu Burgers denklem sistemi
—4dem cos (2mx) sin (1Y)
2 + sin (27z) sin (7y)

u(z,y,0) = ., (z,y) € D,

—2emsin (27x) cos (my)
2 + sin (27z) sin (7y)

v(z,y,0) = , (x,y) €D,

baslangic sartlar1 ve

u(0,y,t) = —2emexp ( —Hmlet)sin (ry), >0,

u(1,y,t) = —2emexp ( —5m2et)sin (7y), >0,

u(x,0,t) =0, t>0,
u(z,1,t) =0, t>0,
v (0,y,t) =0, t>0,
v(1,y,t) =0, t >0,

v(z,0,t) = —emexp ( —bmiet)sin (2rx), >0,
v(z,1,t) = emexp ( —br?et) sin (27z), t >0,
sinir sartlar: ile goz ontine alinacaktir.

Denklem sisteminin tam ¢ozimii

27 exp ( —bm2et) cos (2 ) sin (7y)
2 + exp ( —bm2et) sin (27x) sin (7y)’

u(x,y,t) =—2¢

mexp ( —5m%et) sin (27z) cos (7y)
5
2 + exp ( —bm2et) sin (27 ) sin (7y)’

'U(Zlf,y,t) =-2
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seklindedir [41].

Bu problemin niimerik ¢oziimlerini elde etmek igin Liao [41] denkleme Hopf-Cole
dontigimiinii uygulamig ve daha sonra elde edilen iki boyutlu 1s1 denklemini ¢ozmek
icin dordiincii mertebeden sonlu fark yontemini kullanmigtir. Zhao vd. [35] de 6nce
Hopf-Cole donitigiimiinii kullanarak denklemi iki boyutlu 1s1 denklemine dontistiirmiis,
elde ettikleri denklemi lokal siireksiz Galerkin sonlu eleman yontemini kullanarak
¢ozmiiglerdir. Shukla vd. [40] denklem sisteminin niimerik ¢6ztimlerini elde etmek igin

modifiye edilmig kiibik B-Spline differential quadrature metodunu kullanmislardir.

3.7 Problem 7

D = {(z,y): 0<2<0.5, 0<y<0.5} bolgesi tizerinde (3.4)-(3.5) iki boyutlu

Burgers’ denklem sistemi Re = 1 alinarak

u(r,y,0) =z +vy, (v,y) €D,

U(x7y70):x_ya (l',y) EDa

baglangi¢ sartlari ve

t) = ——— t >
u(o?y7 ) ]_—2'[;27 _0,
05+y—t
0.5,y,t) = ————— t>0
u( 7y7 ) 1—2t2 Y — )
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x — 2zt

u(x,O,t):W, t>0,
u(x,0.5,t) = %’ t>0,
v((),y,t):_ly_;;tgt, t>0,
v(0.5,y,) = 0'5%2;2?”, >0,
1)(317,0,15):1_L21527 t>0,
v(x,O.S,t):%, £>0,

sinir gartlar: ile birlikte goz oniine alinacaktir.

Problemin tam ¢oziimi

x4y —2axt
U(fﬂay,t):l_—%g
T +y—2yt
U(fﬁ,y>t):1_—2t2

dir [44].
Bu problemin tam ¢oziimii Biazar ve Aminikhah [44] tarafindan varyasyonel
iterasyon metodu kullanilarak elde edilmistir. Zhua vd. [45] de denklem sisteminin

niimerik ¢oziimlerini elde etmek icin discrete (ayrik) Adomian decomposition

metodunu kullanmiglardir.
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4. IKI BOYUTLU BURGERS DENKLEM

SISTEMININ TAM COZUMU

Iki boyutlu Burgers denklem sistemi non-lineer bir kismi diferansiyel denklem
sistemi oldugundan sistemin analitik ¢oztimiiniin bilinen yoéntemlerle bulunmasi
oldukca zordur. Ancak, Cole [47] ve Ames [48], birbirlerinden bagimsiz olarak 1950
yiinda Hopf [46] ve 1951 yilinda Cole [47] tarafindan tanimlanan Hopf-Cole
dontigimiinii “¢ok boyutlu dontigim” bi¢iminde kullanarak iki boyutlu Burgers
denklem sisteminin tam ¢oztimlerinin genellegtirilebilecegini belirtmislerdir.

Bu bdliimde, iki boyutlu Burgers denklem sistemi ve Hopf-Cole doniigtimii
arasindaki iligki verilerek bu dontisiim yardimiyla denklem sisteminin tam ¢oziimii elde

edilecektir.

4.1 1Iki Boyutlu Burgers Denklem Sistemi ve Hopf-Cole Doniisiimii

(3.4)-(3.5) denklemleri ile verilen iki boyutlu Burgers denklem sistemini goz

ontine alalim. Literatiirde Hopf-Cole dontigiimii olarak bilinen

2 ¢,
U(fl?,y,t) = _E%a v (%,y,t) = _E? (41)

doniigimii yardimi ile u (z,y,t), v (x,y,t) ¢ozlimleri ve ¢ (z,y,t) fonksiyonu arasinda

bir iligki kurulur. (4.1) ile verilen déniigimlerin kullanilmas ile

ou 2 oup — Paipr
ot Re P2
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v _ 2 oy — oy

ot Re o2

% _ _i PazP — 903:

dr  Re P2

@ _ _i PayP — PaPy

oy Re P2

@ _ _i PayP — PzPy

ox Re 2

Ov_ 2 pwp ¢y

oy Re P2

@ _ _i PrzaP — PrzPz . 2@x@zx¢2 - 290902;

(91‘2 Re @2 4’04

92 _ 2 2 _ 9 2
Ou 2 ([ Puyy — Paypy  PyPayP” T PuPyy® PPy
y? Re 2 oA

@ — i PrayP — PayPa _ (prOCwQOQ + QOICPa:y(pQ - QQOQOyQDE;
81'2 Re QOQ 4104

6_2” _ 2 [Py — Py 20y pyy” — 280802

8y2 Re (,02 904

.. 2 2 T .. o1 .
elde edilir. u, v, g—g, g—;‘, % ve ‘3—;{ esitliklerinin iki boyutlu Burgers denklem

sisteminin ilk denkleminde yerine yazilmasi ile

1 1
Pt — PzPt = E (SOSOM:E - QD:E(PM) + @ (@@xyy - @x@yw (4'2)

elde edilir. (4.2) esitligi ©? ye boliiniirse

(). w (%), (7).

bulunur [41]. Esitligin z-e gore integrali ahnirsa

1
Pt = Re (Pez + SOyy) +a1 (y,t) e (4.3)

elde edilir, burada oy (y,t) keyfi bir fonksiyondur.
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. 2 2 T .. o1 .
Benzer sekilde u, v, g—;, g—Z, % ve g—;; esitliklerinin iki boyutlu Burgers denklem

sisteminin ikinci denkleminde yerine yazilmasi ile

1 1
Putp = Pyr = (PP2zy — PyPea) + T (PPyyy — PyPyy)

elde edilir. Bu esitligin ¢? ye boliinmesi ile

(2) -%|(2) (=) ]

bulunur. Elde edilen son esgitliginde y-ye gore integrali alinirsa

1

Pt = ﬁ (@wm + pry) + Qi (ZE, t) ¥ (44)

bulunur, burada ay (z, t) keyfi bir fonksiyondur. (4.3) ve (4.4) esitliklerinden ¢ (x, y, t)

fonksiyonunun

1

$r = Re (Pze + SOyy) +a(t)y (4.5)

seklindeki iki boyutlu 1s1 denklemini sagladigr goriiliir, burada « (t) keyfi bir
fonksiyondur.

(4.5) denklemindeki « (¢) fonksiyonu tek tiirlii belirlenemediginden iki boyutlu
denklem sistemi i¢in Hopf-Cole dontigimii tek degildir. Ancak, agagidaki teorem
geregince u (z,y,t) ve v (z,y,t) ¢oziimleri a (¢) fonksiyonunun se¢iminden bagimsizdir
[41].

Teorem [41]: ¢ (x,y,t) fonksiyonu (4.5) denkleminin bir ¢6ztimii ve

2 ¢a 2 ¢
U(%%t) = _E?7U(I7yat) = _ﬁzy

seklinde tammlanmig olsun. Bu durumda u(x,y,t) ve v (z,y,t) ¢oziimleri « (%)

fonksiyonunun se¢iminden bagimsizdir.
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ispat [41]: B(t) = [a(t)dt olsun. Bu durumda §'(t) = a(t) olur. (4.5)

denkleminin her iki tarafi e #® ile carpilirsa

_ — 1 -
e ﬂ(t)ﬂpt -« (t) e ﬁ(t)gp = §€ o0 (prx + pry)

bulunur. Buradan basit bir diizenleme ile

1

(e7P0g) = o (PO, + B0y, )

elde edilir. Simdi

U (z,y,t) = e "W (z,y,1)

olsun. Bu durumda 1 (x,y, t)

1

homojen 1s1 denklemini saglar. Goriildiigii gibi (4.5) ve (4.6) denklemlerinin ¢oziimleri

arasindaki fark e #® carpamdir. Béylece Hopf-Cole doniisiimii bu carpanla carpilip

boliintirse
RN T W L 1
W T Re ¢  ReePBltyp  Rer
9 9 —B®) 9
v(:r,y,t):——ﬂ:__—e Py _ WYy

Re ¢ Re e fp —  Re ¢
yazilabilir. Bu durumda wu (z,y,t) ve v(z,y,t) ¢dziimlerinin « (t) fonksiyonunun
seciminden bagimsiz oldugu aciktir.
O halde iglemlerde kolaylik olmasi agisindan (4.5) denkleminde « (t) = 0 segilebilir.

Béylece ¢ (x,y,t) fonksiyonu

Yt = (SO:E:B + 90yy)

1
Re
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iki boyutlu 1s1 denkleminin bir ¢6ztimii olmak tizere (3.4)-(3.5) denklem sisteminin

u(z,y,t) ve v (x,y,t) ¢oziimleri

seklinde elde edilir [41].

4.2 1ki Boyutlu Burgers Denklem Sisteminin Tam Cozimu

(3.4)-(3.5) denklemleri ile verilen iki boyutlu Burgers denklem sistemini goz

oniine alalim. Denklem sistemine Hopf-Cole doniigiimii uygulanirsa

1

b= (Yzz + Oyy) (4.7)

iki boyutlu 181 denklemi elde edilir. Bu iki boyutlu 1s1 denkleminin genel ¢oztimii
o(z,y,t) =a+br+cy+dey+ X ()Y (y) T (t) (4.8)

formunda arayalim, burada a+ bz + cy + dzy bilineer (iki degiskene gore lineer) ¢dziim
ve X (2)Y (y) T (t) degiskenlerine ayrilabilir ¢oziimdiir. Bilineer ¢oziim ¢ (x,y) ve
degigkenlerine ayrilabilir ¢dziim ¢ (x,y, t) ile gosterilsin [42].

Bu durumda
@2 (2, y,t) =X (@)Y () T (1) =W (2,9) T (1) (4.9)

bi¢giminde olup, buradan ¢oztim elde edildikten sonra g (z,y) ¢Oziiminin de

eklenmesiyle sonuca ulasilir. (4.9) ifadesinin (4.7) denkleminde yerine yazilmas ile

1

T/
W Re

(WaeT + W, T) (4.10)
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elde edilir. Kolaylik olmas1 agisindan (4.10) denklemi
Re(WT') = (AW) T (4.11)

seklinde yazilabilir, burada A Laplace operatoriidiir. (4.11) esitliginin her iki tarafi

TW ifadesine boliiniirse

Re— = —— = —«

T w

olur. Burada o? bir ayirma sabitidir. Boylece degiskenlerine ayrilmis denklemler

! C(2
T+ —T=0 4.12
+ 7o (4.12)
AW + *W =0 (4.13)

seklinde elde edilir. (4.12) denklemi ¢oziiliirse 7' (¢);
T (t) = Ae~ et
olarak elde edilir [42]. Simdi (4.13) denklemini géz éniine alalim. Yine W (x,y),
Wi(z,y) = X (2) Y (y)
seklinde degiskenlerine ayrilabilir formda yazilirsa (4.13) denklemi
X"Y + XY" 4+ *XY =0
veya egitligin XY ifadesine boliinmesi ile
—— —a?=-p (4.14)
seklinde yazilabilir, burada 3 bir ayirma sabitidir. (4.14) esitliginden

X"+ 82X =0 (4.15)
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V'+ (> =) Y =0 (4.16)

seklinde iki diferansiyel denklem elde edilir. (4.15) ve (4.16) denklemlerinin genel

coziimleri ise v = a? — 3% olmak iizere
X (z) = Bsin (Bx) + C cos (Bx)

Y (y) = Dsin (yy) + E cos (y)

dir [42]. Boylece
o (z,y,t) = (Bsin (fx) + C cos (Bz)) (D sin (yy) + E cos (vy)) Ae—%it

olur. vy (x,y) ve vy (x,y,t) ¢oziimlerinin (4.8) genel ¢oziimiinde yerine yazilmasi ile

(4.7) iki boyutlu 181 denkleminin genel ¢oziimii

¢ (z,y,t) = at+br+cy+dry+(Bsin (Sz) + C cos (Bz)) (Dsin (yy) + E cos (vy)) Ae et

olarak bulunur [42].
Hopf-Cole dontigiimiiniin kullanilmasiyla (3.4)-(3.5) iki boyutlu Burgers denklem

sisteminin tam ¢ozimiu

2 (b +dy + B (B cos (Bz) — C'sin (Bz)) (Dsin (vy) + E cos (y)) Ae%it)

u(z,y,t) =

-2 <c + dz + v (Bsin (Bx) + C cos (Bx)) (D cos (vy) — Esin (vyy)) Ae_?:et>

2

Re <a + bz + cy + day + (Bsin (Bz) + Ccos (Bz)) (Dsin (yy) + E cos (yy)) Ae™ Fe

)

v(z,y,t)=

olarak elde edilir [42].
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5. ALTERNATING DIRECTION IMPLICIT

(ADI) METODU

5.1 Iki Boyutlu Is1 Denklemi igin ADI Metodu

Problemin ¢oziimiine gegmeden once agik, kapali ve karigik fark yaklagimlarinin
hangisinin daha avantajli oldugunu belirlemek icin bu yaklagimlarin von Neumann
yontemiyle kararlilik analizini yapalim.

(3.2) denklemi ile verilen iki boyutlu 1s1 denklemini g6z 6niine alahm. (ih,, jh,, nk)

n

diigiim noktasinda u (z,y,t) nin yaklagim ui; ile gosterilsin. Burada N, , N, ve n

7

sirasiyla x, y konumlarina ve ¢t zamanina gore boliintii sayisi olup ¢ = 0,1,2,..., Ny;

j=0,1,2,...,N,; n=0,1,2,...dir. Ayrica h, ve h, sirasiyla x ve y dogrultusundaki

boliintii uzunlugu ve k zaman adimidir. Problemin agik sonlu fark yaklagimi igin %

turevi yerine

Ou _ iy — i

— = = L Ok

ot k (k)
ileri fark yaklagimi, 32775‘ ve 2273 turevleri yerine de sirasiyla

u  uly . —2ul F+ul
= 4 0(h3)

02 72
Pu uii —2u Hud 9
Oy2 - hg +0 (hy)

merkezi fark yaklagimlarimin kullamilmasi ile; (3.2) denkleminin acik sonlu fark

yaklagimi

h? h?

n+1 n n n n n n n
Uig Uy _ (Um,j = 2wy bt u — 2u ”ml)
x Yy
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seklinde olur. Simdi bu yaklagima von Neumann kararlilik yontemini uygulayalim.
Kararlilik yonteminin uygulanmasina ge¢gmeden once bir takim karigikliklar

engellemek adina 7, 7 indisleri yerine p, ¢ indislerinin kullanilmas: ile
u?,j — ,ynezaph;c zﬁqhy i = \/__1

esitligini goz ontine alalim. Bu egitlik acik sonlu fark yaklagiminda yerine yazilir ve

d, = Z’; , dy = ”k gosterlmlerl kullanilmak iizere gerekli diizenlemeler yapilirsa

h,
v = 4<sm aTd + sin® B2yd)

elde edilir. Yontemin kararli olmasi igin gerek ve yeter sart |y| < 1 olmasidir. O halde

‘—4 (Sin2 O‘Th”calgg—l—sin2 %a@) +1‘ <1
:>—1§—4(sin2°‘—3””dx+sm25hyd>+1§1
= —-2< 4(81n20‘h’cd +Sm2ﬂhy )SO

=2>4 (sin2 aThzdx + sin? %a@) >0

: 2 ahg 2 Bh
= sin” “3=d, + sin ydy§2

=d,+d, <3
olur. Yani yontem d, +d, < % icin kararhdir. Kolaylik olmasi i¢in h, = h, = h alirsak
ve d, = d, = d olarak gosterirsek kararhlik sart1 d < % olur, ki bu da daha siirlayici
bir sarttir [2].
Simdi (3.2) ile verilen denklemin kapali sonlu fark yaklagimimin kararlihgim
inceleyeyim: 68—’: tlurevi yerine

R
R — . 2 k
ot )
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. . o2 . . .
ileri fark yaklagima, g 5 ve TZ tirevleri yerine de sirasiyla

2 n+l n+1 n+1
Pu uiy; — 22U

_ Thtly i—1,j5 2
or2 h2 +0 (hx)
O*u il — 2upl 2
Oy? - h; +0 (hy)

merkezi fark yaklasimlarmin kullamlmasi ile (3.2) denkleminin kapali sonlu fark

yaklagimi

i,J Lj i—1,j 4,j—1

K i h;

un—j—l —un. (u?j—fd —u n+1 + un-i—l uzrfjil — n+1 4 un+1 )
=0

yva da d, = Z—’; ve d, = Z—’; olarak gosterilmek iizere
z Yy

d ufjllj +d uf+1lj (2d,; +2d, + 1) u; ”+1 +d ufﬁl +d u?jll = _UZ]‘

seklindedir. Burada ¢oziimde karsimiza besli bant matris yapisina sahip bir sistem
gikar [1, 2]. Simdi bu yaklagima von Neumann kararhlik yontemini uygulayalim.

Bunun i¢in kapal sonlu fark yaklagiminda u;'; yerine

ut. = ,ynezaph;c zﬁqhy i =+/—1
27‘7
yazilir ve d, = Z—’;, d, = Z—'g gosterimleri kullanilmak tizere gerekli diizenlemeler
x Yy
yapilirsa
1

- 1+4 (s.in2 O‘T"Idx + sin? Bhyd )
elde edilir. Yontemin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart |y| < 1 olmasi olup
yukaridaki esitlik icin |y| < 1 oldugu agiktir. Boylece kapal sonlu fark yaklagimi
sartsiz kararlidir. Ancak kapali sonlu fark yaklagimi her bir zaman adiminda genis bir

denklem sistemi ¢6zmeyi gerektirir. Bu ise bir dezavantajdir [2].

32



imdi de (3.2) denkleminde 2% tiirevi verine
S i y

ou  uplt =y
Ut — %o
ot P TOW

ileri fark yaklagima, 32772‘ tiirevi yerine (n + 1). zaman adimindaki

2 n+l n+1 n+1
OFu _ Uiy =205 Ui (12)
2 2 x
Ox h2

merkezi fark yaklagimi ve gTZ tirevi yerine ise n. zaman adimindaki

Pu ity — 2ui; +uiy 9
Oy? - 2 +0 (hy)
v

merkezi fark yaklagimi yazilirsa (3.2) denkleminin karigik sonlu fark yaklagimi

n+1 n n+1 n+1 n+1 n n n
Yig — Wi _ (“m,j 2wy Ty Uiy — 2up “i,jl)

i,J 1,]
2 2
h2 h?

k

ya da d, = & dy, =

— 32>
hz

vk

5z olarak gosterilmek tlizere
Y

—dwu?_ﬁl’j +(1+2d,) ufjl - dxu?ff,j = dyuzj_l + (1 —2d,) u?j + dyu;fjJrl (5.1)

olur [1]. Bu durumda (5.1) yaklagimi, LU ayrigim metodlar: kullamlarak ¢oziilebilecek
olan tcli bant matris yapisina sahip oldugundan kolaylikla c¢oziilebilir. Ancak
yontemin kararl olup olmadigini belirlemeliyiz. Bunun i¢in yaklagima von Neumann

kararhlk yontemini uygulayahm. Kolaylik olmasi i¢in h, = h, = h alalim. u}'; yerine

n _ ,n __ .niaph_ifqh ) — —
Up s = Uy, =7 ePe 1 =—1

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa d = Z—’; olarak gosterilmek iizere

1 — 4dsin® 2

T adsin? 2

elde edilir. Yontemin kararh olmasi i¢in gerek ve yeter sart |y| < 1 olmasidir. O halde
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1—4d sin? 2h
h

— 21 <1
1+4d sin? -

= |1 —4dsin® 3| <1
= —1<1—4dsin® ¢ <1

ah > (

= 2 > 4dsin? 5

=d< 3
olur, bu durumda (5.1) yaklagimi sadece sarth kararhdir.

Bu ¢ durumun birbirine gore avantaj ve dezavantajlari vardir. “Acaba bu
yaklagimlar diginda hepsinden daha avantajli olan bir yaklagim var midir? ”diye
aragtiralim:

Bunun icin zaman adimlarimin uzunlugunu yariya indirip ilk yarisinda x
dogrultusunda kapali ve y dogrultusunda agik, ikinci yarisinda ise  dogrultusunda
agik ve y dogrultusunda kapali olacak gekilde yeni bir yaklagimi goz ontine alalim [1].
Yeni yaklagimda n zaman adimindan n + % ‘hayali’ zaman adimina ve n + % ‘hayali’

zaman adimindan n + 1 zaman adimina ilerlenir [1]. Bu yaklagim

Ui _WJ_U Uiyrj — 20y + Uiyl | Ui — 2u U
k2 h; h2
1 1 1 1
n+1 nt+3 n+3 n+2 n+3 n+1 n+1 n+1
Uig T [ Mg T 20 Wiy Wi T 200 T
k)2 hg h§

seklinde olur. Burada d} = ;th ve d; = 2h2 olarak gosterilmek iizere yaklagim

* n+3 * ”+ * n+3i * M * n % n
dac i— 12j + (1 + 2d ) : dz’ z+12] = d zg—l + (1 - 2dy) ui,j + yui,j-‘rl (52)

* n * n * n * * 2 *"H‘
d j11+( +2d) +1 dy Zjil_dx Ui 1] (1_2d) +dx i+1,5 (53)
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seklinde elde edilir [1]. Burada esitlikler sirasiyla goziilirse her iki esitligin sol
tarafindaki degerler bilinmeyenler, sag tarafindaki degerler ise bilinen degerlerdir.

Bu yaklagim literatiirde Alternating Direction Implicit (ADI) metodu olarak bilinir

1].

5.1.1 Iki Boyutlu Is1 Denklemi igin ADI Metodunun Kararlihik

Analizi

Metodun kararhligimi incelemek icin (5.2)-(5.3) yaklagimlarma von Neumann
kararhlik yontemini uygulayalim. Kolaylik olmasi i¢in h, = h, = h olarak alalim.
u;'; yerine

uZ"J = ugq = 'y”ei"pheiﬁqh, i=+—1
vk

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa d* = 535 olmak tizere

. h h
At (1 + 4d* sin® %) =" (1 — 4d* sin’ 7)

AL <1 + 4d* sin® %) = 7”+% (1 — 4d* sin? %h)

elde edilir. Buradan da a; = 4d* sin® % ve ay = 4d* sin® %h olmak tizere
7n+% -
’}/n n 1 + Qo
,}/n—i-l B 1 — Qs
,yn-i-% N 1+ a7

olur. Yaklagimin kararh olmasi igin gerek ve yeter gart |y| < 1 olmasidir. O halde

77”“7 1 — ao 1—oy
7= o\ 1+ 1+ s

olup |y|] < 1 oldugu agktir [1]. Bu durumda (5.2)-(5.3) yaklasimlar1 sartsiz

kararhdir [1, 2].
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5.2 Iki Boyutlu Burgers Denklemi igin ADI Metodu

D = {(z,y):a<x<b, ¢c<y<d} bolgesi ilizerinde (3.3) denklemi ile verilen

iki boyutlu Burgers denklemini

u(r,y,0) = f(z,y), (v,y) €D, (5.4)

baglangic sart1 ve

U (:C,y,t) = (b (‘/L.7 y7t> Y x?y E aD? t > 07 (5'5>

sinir sartlariyla goz Ontine alalim. (ihy, jhy, nk) digim noktasmda u(x,y,t) nin
yaklagimi  w;; ile gosterilsin. Burada N, , N, ve n sirasiyla z, y konumlarma ve ¢
zamanina gore bolintii sayist olup ¢ = 0,1,2,..., Ny 7 = 0,1,2,..., Ny;
n=20,1,2,... dir. Ayrica h, ve h, sirasiyla z ve y dogrultusundaki bolintii uzunlugu
ve k zaman adimidir.

Bu denklem i¢in Alternating Direction Implicit (ADI) yaklagim

ntg n nt3 nt3 n n
Ugj = — Ui Lyn Uiprj — Y15 . i1 — W1
7:7j
k2 2h, 2h,,
1 1 1
nts nts nts n n n
_ | Y T 2u Al W = 2u U
- 2 2
h2 h?
n+1 ntg nt3 nty n+1 n+1
Yig —Yig o rte [ Yty T Yierg ) S T g
i
k2 2h, 2h,,
n+% 2 ”"'% ”+% n+1 9 n+1 n+1
_ . iply T AUy T Uy Uy g AUy U
o 2 2
h2 h?
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ke

o2 olarak alinirsa

seklinde olur. Kolayhk agisindan h, = h, = h ve r; = £

4R ro =

ADI yaklagimi

1
n+3

( - (U?J) - 7“2) Ui 1] + (1+2r2) u, +2 + (Tl (u ) - 7"2) Uiy1j

= (n ( ) +73) ugi_q+(1—2ry) qu—l—( - (uzla) +73) uijp (5.6)

n+3 n+1 n+1 ntg n+1
( - (Uzg 2) - 7’2) (O (1 + 2r ) + (Tl (u” 2) - T2> Uj 1

= (Tl (“ﬁ% +7"2> Ufﬁfr(l 2ra) u; +2 +< k! ( n+1> + 7”2) U:L:l% (5.7)
seklinde elde edilir. Herhangi bir n, (n+ 1) ve (n+1). zaman adimlarmmdaki ug,
un, j, Uip, U, degerleri (5.5) smir sartlarindan bilinen degerler oldugundan (3.3)
ile verilen iki boyutlu Burgers denkleminin niimerik ¢oztimleri ¢ = 1,2,..., N, — 1,
j=12...,N,—1ven=0,1,2,.. icin sirasiyla (5.6) ve (5.7) sistemlerinin ¢oziilmesi
ile elde edilir.

(5.6) ve (5.7) sistemlerinin matris formunda ifadeleri sirasiyla
a; = —nT, (ufj) ro, b =142ry, ¢; =1 (u”) — Ty,

a;‘:rl( )+r2, by =1—2rq, c! :—rl( )—l—rg

olmak tizere j = 1,2,..., N, —1ven =0,1,2, ... icin
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by
a2

C1

ve

olmak tizere 1 = 1,2,...

- [ e ]
1,3
n-‘,—%
2 2,j
1
an,—2 bn,—2 cn,—2 o
NI727]
an,-1 bn,-1 | n+3
i uNz—l,j i
*, M *, M
_CLIUO] +ajuy;_ + b1“1,j touy g
*, M
asuy ;1 + b2u2,j + cyuy g
* n * n >k n
an, —2uNz—2,j—1 + by, _oUN, 2 T CN,—2UN, 2 j+1
+2
| —CN,—1Up, 5 T+ an,—1UN, 11T le 1UN, 15T CN,—1UN, —1 g+l
1 1
_ nTy _ _ nty
dj = —T (um > — Ta, 6]' =1 +27’2, fj =T (um > — Ta,
d; = e =1—2ry, fi= "t
j—Tl +7’2, = 1 — 4T9g, fj =" ui,j + 79
,N,—1ve n=0,1,2,...icin
.
ui,11
n+
fo U0
n+1
dn,—2 en,—2 [n,—2 u;, Ny=2
n+
dNy*1 eNy*1 _ L uzN -1
— 1
n+1 2 n+g
—diujy + Cli 171 >+ 61 + f1 Uiyq
n+s3 2 ”+2
dz“ it 62“ + fz Uiy12
1
% n+7 n+§
dy, 2U;_1’N,—2 + €N, —2“’1 Ny—2 + fNy—QuH—l Ny—2
ntl g n+3 n+3 n+l
| —€N,—1U; N, T Nyflui—l,N T eN fluzN a1t fNy 1%i41 N, —1

er fi
d2 ()]
seklindedir.
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5.2.1 Iki Boyutlu Burgers Denklemi igin ADI Metodunun

Kararhlik Analizi

Bu kisimda, von Neumann kararlilk yontemi kullamlarak (5.6)-(5.7)
yaklagimlarinin kararliligi incelenecektir.

Daha oncede belirtildigi gibi von Neumann yontemi sadece lineer fark
denklemlerine uygulandigindan (5.6)-(5.7) yaklagimlarinin kararhligim incelemek igin
(3.3) ile verilen iki boyutlu Burgers denkleminde w degigkeni sabitmis gibi kabul
edilerek wu,ve uu, non-lineer terimleri lineerlestirilir. Béylece (3.3) denklemindeki

wu,ve uu, non-lineer terimlerini Uu,ve Uu, seklinde gosterirsek (3.3) denklemi

A A 1
u + Uy + Uuy = E(Um‘i‘uyy)

denklemine dontigir. Bu lineerlestirilmis denkleme ADI metodu uygulanirsa yeni
sonlu fark yaklagimlar

1
n+3

U n+% 1 9 n+% 0
—rU —ry ui,u#—( + 7’2)Ui,j AU =712 ) Uy

= <r1fj + 7"2> w4 (1 —2r9) v + ( —rU + ?"2> Ui (5.8)

(=m0 = ra) ity (L 2+ (ra0 = ) wi

n n—i—%

nal 1 .
+ ;2 + ( _rplU -+ 7“2) ui+1,j (59)

seklinde elde edilir. Bu yaklagimlara von Neumann kararlilik yontemini uygulayalim.
Kolaylik olmas i¢in h, = h, = h olarak alalim. Yeni (5.8)-(5.9) yaklasimlarinda uj;
yerine

u” = u;‘,q = 7”empheiﬂqh, i=+v—1
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yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa giliclendirme faktorleri

,yn-l-% B 1—0[1

v 1+ ay
ve

n+1 _ 1—0&2

f‘)/"Jr% N 14+ o4

olarak elde edilir, burada
h N
oy = 4ry sin? % +1 (27’1U sin ozh)
h X
Qg = 4ry sin? % +1 (27"1U sin ﬂh)

7:7"“: 1 — ao 1—aoy
A 1+ o 1+ s

olarak bulunur. Yaklagimim kararh olmasi i¢in gerek ve yeter sart |y| < 1 olmasidir.

dir. Boylece

ap = 4ry sin2%h, by = 2rUsinah, ay = 4r sinQ% ve by = 2r;U sin Sh biciminde

| = 1+a?—2a;+02 |1+ a2 —2ay+ b2
"= 1+a?+2a; + b2\ 1+ a3+ 2ay + b3

gosterilirse

olarak elde edilir. Burada a;, as > 0 oldugundan || < 1 oldugu aciktir. Sonug olarak

(5.6)-(5.7) yaklagimlar1 sartsiz kararhdir.

5.3 Iki Boyutlu Burgers Denklem Sistemi igin ADI Metodu

D = {(z,y) :a <z <b, ¢ <y <d} bolgesi tizerinde (3.4)-(3.5) denklemleri ile
verilen iki boyutlu Burgers denklem sistemini

u("'E‘?y?O):f(x?y)? (x7y) EDJ
(5.10)

v(z,y,0) =g(v,y), (z,y) €D,
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baglangi¢ sartlari ve

u(x7y7t>:¢(x7y7t>7 x?yea‘D7 t>07
(5.11)
v(z,y,t) =4 (z,y,t), z,y € 0D, t >0,

sir sartlariyla goz oniine alahm. (ihy, jhy, nk) digim noktasmnda wu (z,y,?) nin

yaklagimi u;'; ile gosterilsin. Burada N, , N, ve n sirasiyla x, y konumlarma ve ¢

zamanina gore bolintii sayist olup ¢ = 0,1,2,...,N;; j = 0,1,2,..., Ny;
n=0,1,2,... dir. Ayrica h, ve h, sirasiyla x ve y dogrultusundaki boliintii uzunlugu

ve k zaman adimidir.
(3.4) denklemi igin ADI yaklagim

’H’% n n+ n-‘,—%

n n
Ui~ — Ui n Uiy — Uiy n i1 — U5
k/2 g 2h, & 2h,

n+% n+i n+%

2 n
o i z+1 J 2u1 J + uifl,j ui,jJrl 2u _'_ uz Jg—1
- 2 2
Re h2 h;
1 1
n+1 nt+3 n+’ nty n+1 n+1
Yig — Y~ nta Uigry — Uit +v"+2 Uije1 — Yij—1
17.7 7.7
k/2 2h, 2h,
1 n+3 -9 n+2 + ntg ntl o, n+1 + n+1
N Y u;, Ui 175 n Ui g1 U; 51
o 2 2
Re hZ hy

seklinde olur. Kolayhk acisindan h, = h, = h ve 1 = ﬁ, ry = ﬁ olarak alinirsa

ADI yaklagimi

1

(=re (ufy) =) w2 2 4 (1+2r;) u, +2 + (r (ully) = 72) upy

= (r1 (vly) +r2) i+ (1= 2r) iy (e (1) +r2) iy (5.12)
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1

2

1

n+1 2

231

(7))
(58 )

seklinde elde edilir.

+ (L +2r)uf ! + (rl (v?j

.Y
= g i+ —27“2)101;2-}-( -7

Benzer gekilde (3.5) denklemi i¢in ADI yaklagim

) -r2)e

n+1
U, ,J+1

n+% n+%
(“w > + 7"2> U1y

n-‘,—% n n—l—% n—&-% n n
Vg~ Y n | Vg T Yis1g ) (%‘H - ”z',j—l)
1,7 7
k/2 2h, 2hy
""'2 ""‘2 ntg n
_ b Vi — it Vi = 200 0
Re h2 hg
1
n+1 ntsg TH"Q +2 n+1 n+1
Vi ij ntg | Vierg T Vi n+2 Vijr1 — Vi1
k/2 2h, 2h,
RS I WC s BRI SRS B !
1 Vg1l — 20,5 % F 047 v — + v
R h?2 h2
y
seklinde olur. Yine h, = r o= 4h, ﬁ olarak alinirsa ADI yaklagimi
n nt3 1492 3 n ntg
(=ro(uiy) = r2) v + (L 2r2) w52 4 (r (ufy) = 72) v

- (n (11

j) Fre) ol (1=

1
n+3

L (L 2n) o (i (o

z]l

)
(r (w?) + 1)

1’7]'

1 nal
vljﬁj%—(l — 2r9) vJH—( —ry
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(v

n+1
) - 7"2> Vi j+1
( n+

41
2

L) ) vf (5.14)
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seklinde olur. Herhangi bir n, (n+ 1) ve (n+ 1). zaman adimlarmdaki uo;, un, ;,
Ui0, UiN,, Vo, UN,j, Vio, Vin, degerleri (5.11) siir sartlarindan bilinen degerler
oldugundan (3.4)-(3.5) ile verilen iki boyutlu Burgers denklem sisteminin niimerik
¢oziimleri ¢ = 1,2,...,N, —1,7=1,2,..., N, —1ven =0,1,2,... icin (5.12), (5.13),
(5.14) ve (5.15) sistemlerinin ¢oziilmesiyle elde edilir. Burada 6ncelikle (5.12) ve (5.14)
sistemleri ¢oziiliir ve daha sonra elde edilen sonuglar kullamlarak (5.13) ve (5.15)

sistemleri ¢ozilir.

5.3.1 1Iki Boyutlu Burgers Denklem Sistemi igin ADI Metodunun
Kararlilik Analizi
Bu kisimda, von Neumann kararhlik analizi kullamilarak (5.12)-(5.13) ve
(5.14)-(5.15) yaklagimlarinin kararlihgr incelenecektir.
(5.12)-(5.13) yaklagimlarmin kararliligini incelemek i¢in (3.4) ile verilen iki boyutlu
Burgers denkleminde u ve v degiskenleri sabit kabul edilerek wu,ve vu, non-lineer

terimleri lineerlestirilir. Béylece (3.4) denklemindeki uu,ve vu, non-lineer terimlerini

Uugve Vuy seklinde gosterirsek (3.4) denklemi
- ~ 1
u + Uuy + Vu, = T (U + Uyy)

denklemine dontigir. Bu lineerlestirilmis denkleme ADI metodu uygulanirsa yeni

sonlu fark yaklagimlar
2 n+3 n+j 2 n+3
—rU —ra ) u %+ (L +2r9) w2 + (11U — a2 ) uy )

— (rlf/ 4 r2> uy; (1 — 2rp) u%—l—( —rV + 7”2) ui';y (5.16)
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(=raV =) ity + (Ut 2l 4 (r =) i,

n+% n+i

= (n0+r) T+ (1= 2m) Wy (—n0+n)ully (5.17)
seklinde elde edilir. Bu yaklagimlara von Neumann kararhilik yontemini uygulayalhm.
Kolaylik olmasi igin h, = h, = h olarak alahm. Yeni (5.8)-(5.9) yaklagimlarinda uj’;
yerine

ufj = qu = ’y”eiapheiﬁqh, i=+—1
yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa giiglendirme faktorleri

1—0&1
A" 14 s

ve
’Ynﬂ 1 —a
n+ 1 + o

VI

olarak elde edilir, burada
h N
aq = 4rq sin? % +1 (27’1U sin ah)
h ~
Qg = 47y sin? % + 1 <27"1V sin Bh)

B Antt B (1—042) (l—al)
7= 0%k S\ 1+ 1+ ay

olarak bulunur. Yaklagimim kararh olmasi i¢in gerek ve yeter sart |y| < 1 olmasidir.

dir. Boylece

a; = 4rysin® & b, = 2rlﬁsin ah, ay = 4rysin® Bh Ve by = 27“1‘7 sin Sh biciminde

27 2
] = 1+a?—2a;+03 [1+a3—2ay+ b3
N=Vi1r@ 20+ 2\ T+ a2+ 20, + 2

gosterilirse
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olarak elde edilir. Burada ay,ay > 0 oldugundan |y| < 1 oldugu aciktir. Sonug olarak
(5.12)-(5.13) yaklasimlar sartsiz kararhdir.
Benzer iglemlerin (5.14)-(5.15) yaklagimlaria uygulanmasiyla bu yaklagimlarinda

sartsiz kararli oldugu gortiliir.
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6. MODEL PROBLEMLERIN NUMERIK

COZUMLERI

Bu boliimde ele alinan yedi model problemin Alternating Direction Implicit
(ADI) metodu kullanilarak elde edilen niimerik ¢oziimlerinin tam ¢oziimler ve
literatiirdeki diger caligmalarda elde edilen niimerik c¢oziimlerle uyumu tablolar ve
grafikler ile sunulmustur. Elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziimlere ne kadar

yakin oldugunu gostermek icin

Nz N?l

2
Ly = ||U —ully =4[ 32 > |Uij — wil
i=0j=0
Lo = ||U—ull, = Hzl,&;.X|Ui,j — Uy

hata normlar1 kullanilda.

6.1 Problem 1

Burada D = {(z,y) : 0 <2 <1, 0 <y < 1} bdlgesi tizerinde (3.1) iki boyutlu 1s1
denklemi

u(z,y,0) = sin(re) sin (2ry) , (2,y) € D,

baglangic sart1 ve

u(0,y,t) =u(l,y,t) =0, t >0,
u(z,0,t) =u(x,1,t) =0, t >0,
sinir sartlar: ile birlikte goz oniine alindi.
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Tablo 6.1-Tablo 6.3" de k = 0.00001 ve h, = h, = h olmak iizere h’ min farkh
degerleri icin sirasiyla ¢t = 0.01, 0.05, 0.1 zamanlarinda elde edilen niimerik ¢oztimler
tam coziimlerle kargilagtirildi. Tablolardan bolintii uzunlugunun azalmasiyla elde
edilen niimerik c¢ozliimlerin tam ¢oziimlere giderek yaklagtigi, Lo ve L. hata

normlarinin giderek kiiciildiigii goriilmektedir.

Tablo 6.1: Problem 1 icin & = 0.00001 ve ¢ = 0.01 i¢in niimerik c¢oziimlerin tam

¢oziimlerle karsilagtirilmasi

Niimerik Coziim Tam
(z,y) h=01 h=0.05 h=0.025 h=0.0125 (oziim
( ) 0.11241 0.11127 0.11098 0.11091 0.11089
( ) 0.36377  0.36008 0.35915 0.35892  0.35884
( ) 0.11241 0.11127 0.11098 0.11091 0.11089
( ) 0.47617  0.47135 0.47013 0.46983  0.46973
( ) 0.34596  0.34245 0.34157 0.34135  0.34128
( ) 0.21382  0.21165 0.21110 0.21097  0.21092
(0.4,0.4) 0.34596  0.34245 0.34157 0.34135  0.34128
( )
( )
( )
( )
( )
( )

0.11241 0.11127 0.11098 0.11091 0.11089
—0.47617 —0.47135 —0.47013  —0.46983 —0.46973
—0.58858 —0.58262 —0.58112  —0.58074 —0.58062
—-0.11241 —-0.11127 -0.11098  —0.11091 —0.11089
—0.36377 —0.36008 —0.35915  —0.35892 —0.35884
—0.11241 -0.11127 —-0.11098  —0.11091 —0.11089

Ly x 10 40.39730  18.03047 4.50872 6.77974
Lo x 103 7.68403 1.80304 0.22543 0.16950
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Tablo 6.2: Problem 1 icin £ = 0.00001 ve ¢ = 0.05 i¢in niimerik ¢ozlimlerin tam

¢oziimlerle karsilagtirilmasi

Niimerik Coziim Tam
(z,y) h=01 h=0.05 h=0.025 h=0.0125 (oziim
( ) 0.01649  0.01567 0.01547 0.01542  0.01540
( ) 0.05336  0.05071 0.05006 0.04990  0.04985
( ) 0.01649  0.01567 0.01547 0.01542  0.01540
( ) 0.06985  0.06638 0.06553 0.06532  0.06525
( ) 0.05075  0.04823 0.04761 0.04746  0.04741
( ) 0.03137  0.02981 0.02943 0.02933  0.02930
(0.4,0.4) 0.05075  0.04823 0.04761 0.04746  0.04741
( )
( )
( )
( )
( )
( )

0.01649  0.01567 0.01547 0.01542  0.01540
—0.06985 —0.06638 —0.06553  —0.06532 —0.06525
—0.08634 —0.08205 —0.08100  —0.08074 —0.08065
—0.01649 —0.01567 —0.01547  —0.01542 —0.01540
—0.05336 —0.05071 —0.05006  —0.04990 —0.04985
—0.01649 —0.01567 —0.01547  —0.01542 —0.01540

Ly x 103 29.68078  14.28610 6.48563 1.98434
Lo x 103 5.64562 1.42861 0.32429 0.04961
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Tablo 6.3: Problem 1 i¢in £ = 0.00001 ve ¢ = 0.1 i¢in niimerik c¢oztimlerin tam

¢oziimlerle karsilagtirilmasi

Niimerik Coziim Tam
(z,y) h=01 h=0.05 h=0.025 h=0.0125 (oziim
(0.1,0.1) 0.00150  0.00135 0.00132 0.00131 0.00131
(0.5,0.1) 0.00484  0.00438 0.00426 0.00424  0.00423
(0.9,0.1) 0.00150  0.00135 0.00132 0.00131 0.00131
(0.3,0.3) 0.00634  0.00573 0.00558 0.00555  0.00553
(0.8,0.3) 0.00461 0.00416 0.00406 0.00403  0.00402
(0.2,0.4) 0.00285  0.00257 0.00251 0.00249  0.00248
(0.4,0.4) 0.00461 0.00416 0.00406 0.00403  0.00402
( )
( )
( )
( )
( )
( )

0.9,0.4 0.00150  0.00135 0.00132 0.00131 0.00131
0.3,0.7) —0.00634 —0.00573 —0.00558  —0.00555 —0.00553
0.5,0.7) —0.00784 —0.00708 —0.00690  —0.00685 —0.00684
0.1,0.9) -0.00150 —-0.00135 -0.00132  —0.00131 —0.00131
0.5,0.9) —0.00484 —0.00438 —0.00426  —0.00424 —0.00423
0.9,0.9) —0.00150 —0.00135 —0.00132  —0.00131 —0.00131

Ly x 103 5.23010 2.47992 1.17355 0.47876
Lo x 103 0.99483  0.24799 0.05868 0.01197

Sekil 6.1” de & = 0.00001 ve h, = h, = h = 0.05 igin ¢ = 0.01 zamaninda
problemin niimerik ¢oziimii ile tam ¢oziimiintin grafikleri verildi. Niimerik ¢oziimler

ile tam ¢ozlimler oldukca uyumlu oldugundan grafikleri de ¢ok benzerdir.
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(a) Niimerik Coziim (b) Tam Coziim

Sekil 6.1: Problem 1" in £ = 0.00001, h, = h, = h = 0.05 degerleri icin ¢ = 0.01

zamaninda niimerik ¢oziimi ve tam ¢oziimleri

Sekil 6.2’ de k = 0.00001, h, = h, = h = 0.05 degerleri i¢in ¢t = 0.01 ve ¢t = 0.1

zamanlarinda elde edilen mutlak hatalarin grafikleri verildi.

0,00025
0,0002

S

0,00015

Mutlak Hata
o
g

0,00005

(a) t = 0.01

Sekil 6.2: Problem 1’ in & = 0.00001, h,; = h, = h = 0.05 degerleri icin ¢ = 0.01 ve

t = 0.1 zamanlarinda elde edilen mutlak hatalar:
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6.2 Problem 2

Burada D = {(z,y) : 0 <2 <1, 0 <y < 1} bolgesi iizerinde (3.2) ile verilen iki

boyutlu 1s1 denklemi

baglangic sart1 ve

u(0,y,t) =u(l,y,t) =0, t >0,
u(x,0,t) =u(z,1,t) =0, t >0,

sinir sartlari ile birlikte goz ontine alindi. Problemin niimerik ¢éziimleri hesaplanirken
v = 1075 alindi.

Tablo 6.4 ve Tablo 6.5" de & = 0.05 ve h, = h, = h olmak tizere h = 0.25 ve
h = 0.125 degerleri i¢in ¢ = 1 zamaninda elde edilen niimerik ¢oziimler tam ¢oziimlerle
kargilagtirildi. Tablolardan oldukca kiigiik boliintii sayilariyla bile elde edilen niimerik
¢oziimlerin tam c¢oziimlere oldukca yakin oldugu, Ly ve L. hata normlarimin da

oldukca kiiciik oldugu agikga goriilmektedir.
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Tablo 6.4: Problem 2 i¢in k = 0.05, h, = hy = h = 0.25 ve ¢ = 1 i¢in ntimerik

¢oziimlerin tam ¢oziimlerle karsilagtirilmasi

(x,y) Niimerik ¢oziim Tam Coztim
(0.25,0.25) 0.499991 0.499990
(0.25,0.50) 0.707094 0.707093
(0.25,0.75) 0.499991 0.499990
(0.50,0.25) 0.707094 0.707093
(0.50,0.50)  0.999981 0.999980
(0.50,0.75) 0.707094 0.707093
(0.75,0.25) 0.499991 0.499990
(0.75,0.50) 0.707094 0.707093
(0.75,0.75) 0.499991 0.499990

Ly x 103 0.00199
Lo x 103 0.00099
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Tablo 6.5: Problem 2 icin k& = 0.05, h, = hy, = h = 0.125 ve t = 1 i¢in niimerik

¢oziimlerin tam ¢oziimlerle karsilagtirilmasi

(x,y) Niimerik ¢oziim Tam Coztim
(0.25,0.25) 0.499990 0.499990
(0.25,0.50) 0.707093 0.707093
(0.25,0.75) 0.499990 0.499990
(0.50,0.25) 0.707093 0.707093
(0.50,0.50)  0.999981 0.999980
(0.50,0.75) 0.707093 0.707093
(0.75,0.25) 0.499990 0.499990
(0.75,0.50) 0.707093 0.707093
(0.75,0.75) 0.499990 0.499990

Ly x 103 0.00101
Lo x 103 0.00025

Sekil 6.3" de kK = 0.05 ve h, = hy, = h = 0.05 icin ¢ = 1 zamaninda problemin
¢oziimii ile tam c¢ozliimiiniin grafikleri verildi. Elde edilen niimerik ¢oziimler tam

¢oziimlere oldukca yakin olup grafikleri de ayirt edilemeyecek kadar benzerdir.
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1,00

1,00
0,80

0,80
0,60 0,60
0,40 0,40
0,20 0,20
0,00

0,00

(a) Niimerik Coziim (b) Tam Co6ztim

Sekil 6.3: Problem 2’ nin k = 0.05, h, = hy, = h = 0.05 degerleri icin ¢t = 1 zamaninda

niimerik ¢oziimii ve tam ¢oziimii

6.3 Problem 3

Burada D = {(z,y) : 0 <2 <2, 0 <y < 2} bolgesi tizerinde (3.3) ile verilen iki
boyutlu Burgers denklemi

1

U(.’E,’y,O) = W? ('T7y) GD-)

baglangic sart1 ve

1
U(anﬂf):m, t >0,

1
U(Q,y’t)zm’ t>0,

1

U(%Ovt):m, t>0,
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1

U(l’,?,f):W,

sinir sartlar: ile birlikte goz oniine alindi.
Tablo 6.6” da € = 0.05, 0.1, 1, £ = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.025 degerleri i¢in
t = 0.01 zamaninda elde edilen ntimerik c¢oziimlerle tam c¢oziimler karsilagtirildi ve

niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziimlere yakinhgi L, ve L., hata normlariyla verildi. &’

nun kiictilmesiyle Ly ve L., hatalarinin biiytimesi tablodan agikc¢a goriillmektedir.

Tablo 6.6: Problem 3 icin £ = 0.0001, ¢t = 2, h, = hy, = h = 0.025 ve farkh

¢ degerleri i¢in niimerik ¢oziimlerin tam c¢oziimlerle karsilagtirilmasi

e=1 c=0.1 e =10.05

(z,y) ADI  Tam Coziim  ADI  Tam Cozim  ADI  Tam Coziim

(0.5,0.5) 0.62247 0.62246 0.99336 0.99331 0.99996 0.99995
(0.5,1.0) 0.56219 0.56218 0.92434 0.92414 0.99363 0.99331
(0.5,1.5)  0.50001 0.50000 0.49957 0.50000 0.49751 0.50000
(1.0,0.5) 0.56219 0.56218 0.92434 0.92414 0.99363 0.99331
(1.0,1.0)  0.50001 0.50000 0.49948 0.50000 0.49733 0.50000
(1.0,1.5) 0.43784 0.43782 0.07578 0.07586 0.00671 0.00669
(1.5,0.5)  0.50001 0.50000 0.49957 0.50000 0.49751 0.50000
(1.5,1.0) 0.43784 0.43782 0.07578 0.07586 0.00671 0.00669
(1.5,1.5) 0.37755 0.37754 0.00671 0.00669 0.00005 0.00005
Ly x 103 0.94716130 14.96482000 62.42341000

Loo x 103 0.01249367 0.57325500 2.93705300

Sekil 6.4 ve Sekil 6.5” de ¢ = 0.05, & = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.1 icin

sirasiyla ¢ = 0.01, 2 zamanlarinda problemin niimerik ¢oziimleri ile tam ¢oztimlerinin
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grafikleri verildi. Grafikler ayirt edilemeyecek kadar benzer olup niimerik ¢oztimlerle

tam ¢oziimlerin uyumu grafiklerden agikca gortilmektedir.

(a) Niimerik Coziim (b) Tam Coziim

Sekil 6.4: Problem 3’ iin ¢ = 0.05, & = 0.0001, h, = h, = h = 0.1 degerleri i¢in

t = 0.01 zamaninda niimerik ¢oziimi ve tam ¢ozimu

(a) Niimerik Coziim (b) Tam Co6ztim

Sekil 6.5: Problem 3’ iin € = 0.05, £ = 0.0001, h, = h, = h = 0.1 degerleri i¢in ¢ = 2

zamaninda niimerik ¢ozimii ve tam ¢oziimii

Sekil 6.6 ve Sekil 6.7 de ¢ = 0.01, & = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.1 i¢in
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sirastyla ¢ = 0.01, 2 zamanlarinda problemin niimerik ¢oztimleri ile tam ¢oziimlerinin
grafikleri verildi. ¢ = 0.01 zamaninda grafikler ayirt edilemeyecek kadar benzer iken

t = 2 zamaninda niimerik ¢oziimlerin grafiginde bozulmalar oldugu goriilmektedir.

(a) Niimerik Coziim (b) Tam Coziim

Sekil 6.6: Problem 3’ iin ¢ = 0.01, £ = 0.0001, h, = h, = h = 0.1 degerleri icin

t = 0.01 zamaninda niimerik ¢oziimiu ve tam ¢ozimii

(a) Niimerik Coziim (b) Tam Coziim

Sekil 6.7: Problem 3’ iin € = 0.01, k = 0.0001, h, = h, = h = 0.1 degerleri i¢in ¢t = 2

zamaninda niimerik ¢oziimii ve tam ¢oziimii
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Sekil 6.8” de & = 0.0001, h, = h, = h = 0.1 degerleri icin ¢t = 0.01 ve t = 2
zamanlarinda elde edilen mutlak hatalarin grafikleri verildi. Grafiklerden ¢ degerinin

artmasiyla mutlak hatalarin arttigi agikga gorumektedir.

(a) t =0.01

Sekil 6.8: Problem 3’ iin & = 0.0001, h, = h, = h = 0.1 degerleri i¢in ¢ = 0.01 ve

t = 0.1 zamanlarinda elde edilen mutlak hatalar

6.4 Problem 4

Burada D = {(z,y):0<x <1, 0<y <1} bolgesi iizerinde, tam ¢oztimii

Hopf-Cole déniigiimi kullanilarak Fletcher [25] tarafindan

3 1
t)="—
ulwy.t) =7 A(1+exp (( —4z + 4y — t) Re/32))’
3 1
v(z,yt) =+

4 4(1+exp(( —4z + 4y —t) Re/32))’
olarak verilen (3.4)-(3.5) iki boyutlu Burgers denklem sistemi goz 6niine alindi.
Tablo 6.7 ve Tablo 6.8" de Re = 80, k = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.05 i¢in farkh

zamanlarda elde edilen u(z,y,t) ve v(x,y,t) niimerik ¢éziimlerinin ADM [45] ile elde
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edilen niimerik ¢oziimler ve tam coziimlerle karsilagtirilmasi sunuldu. Tablolardan
goriildiigii tizere ADI metodu ile elde edilen ¢oziimler ve ADM [45] metodu ile elde

edilen niimerik ¢oziimler oldukca uyumlu ve tam c¢oziimlere oldukga yakindir.

Tablo 6.7: Problem 4 i¢gin Re = 80, k = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.05 i¢in u(z,y, t)

niimerik ¢oziimlerinin ADM [45] ve tam ¢oziimlerle karsilagtirilmas:

t=0.05 t=0.2 t=0.5
(z,9) ADI ADM Tam ADI ADM Tam ADI ADM Tam
[45] Coziim [45]  Cozlim [45] Coziim

( ) 0.61731 0.61733 0.61720 0.59455 0.59465 0.59439 0.55558 0.55601 0.55568
( ) 0.50020 0.50020 0.50020 0.50013 0.50013 0.50014 0.50006 0.50004 0.50007
( ) 0.50147 0.50147 0.50148 0.50099 0.50098 0.50102 0.50046 0.50029 0.50048
( ) 0.51046 0.51046 0.51052 0.50715 0.50714 0.50733 0.50331 0.50277 0.50352
( ) 0.50395 0.50395 0.50398 0.50267 0.50266 0.50275 0.50121 0.50086 0.50131
( ) 0.74810 0.74810 0.74811 0.74724 0.74723 0.74725 0.74422 0.74435 0.74426
(0.8,0.6) 0.52657 0.52658 0.52667 0.51865 0.51867 0.51896 0.50887 0.50922 0.50933
( ) 0.74491 0.74491 0.74492 0.74263 0.74264 0.74267 0.73496 0.73527 0.73498
( ) 0.73663 0.73663 0.73665 0.73101 0.73102 0.73104 0.71327 0.71370 0.71299
( ) 0.74930 0.74930 0.74930 0.74897 0.74897 0.74898 0.74783 0.74789 0.74786
( ) 0.71676 0.71677 0.71676 0.70457 0.70457 0.70439 0.67067 0.67009 0.66979
( ) 0.74990 0.74990 0.74991 0.74986 0.74986 0.74986 0.74970 0.74971 0.74971
( ) 0.61732 0.61733 0.61720 0.59464 0.59465 0.59439 0.55535 0.55601 0.55568
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Tablo 6.8: Problem 4 icin Re = 80, k = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.05 i¢in v(x,y, 1)

niimerik ¢oziimlerinin ADM [45] ve tam ¢oziimlerle kargilagtirilmast

t =0.05 t=0.2 t=20.5
(x,y) ADI ADM Tam ADI ADM Tam ADI ADM Tam
[45] Co6ztim [45] Coziim [45] Coziim

( ) 0.88269 0.88267 0.88280 0.90545 0.90534 0.90561 0.94442 0.94399 0.94432
( ) 0.99980 0.99980 0.99980 0.99987 0.99987 0.99986 0.99994 0.99996 0.99993
( ) 0.99853 0.99853 0.99852 0.99901 0.99902 0.99898 0.99954 0.99971 0.99952
( ) 0.98954 0.98954 0.98948 0.99285 0.99286 0.99267 0.99669 0.99722 0.99648
( ) 0.99605 0.99605 0.99602 0.99733 0.99734 0.99725 0.99879 0.99913 0.99869
( ) 0.75190 0.75190 0.75189 0.75276 0.75277 0.75275 0.75578 0.75565 0.75574
(0.8,0.6) 0.97343 0.97342 0.97333 0.98135 0.98133 0.98104 0.99113 0.99078 0.99067
( ) 0.75509 0.75509 0.75508 0.75737 0.75736 0.75733 0.76504 0.76473 0.76502
( ) 0.76337 0.76336 0.76335 0.76899 0.76898 0.76896 0.78673 0.78630 0.78701
( ) 0.75070 0.75070 0.75070 0.75103 0.75103 0.75102 0.75217 0.75211 0.75214
( ) 0.78324 0.78323 0.78324 0.79543 0.79543 0.79561 0.82933 0.82991 0.83021
( ) 0.75010 0.75009 0.75009 0.75014 0.75014 0.75014 0.75030 0.75029 0.75029
( ) 0.88268 0.88267 0.88280 0.90536 0.90534 0.90561 0.94465 0.94399 0.94432

Tablo 6.9 ve Tablo 6.10” da Re = 100, k = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.05 degerleri
icin ¢t = 0.5 zamaninda elde edilen u(z,y,t) ve v(z,y,t) ntimerik ¢oziimlerinin
literatiirdeki diger yontemlerle elde edilen niimerik c¢oziimler ve tam c¢oziimlerle
kargilagtirimasi sunuldu. Tablolardan ADI metodu ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin
tam ¢oziimlere oldukca yakin oldugu, [36, 38, 39, 40] kaynaklarinda verilen niimerik
¢oztimlerle olduk¢a uyumlu oldugu ve tam ¢oztimlere [30] kaynaginda verilen niimerik

¢oziimlerden ise daha yakin oldugu acgik¢a goriilmektedir.
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Tablo 6.9: Problem 4’ iin Re = 100, & = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.05 degerleri
icin t = 0.5 zamaninda elde edilen u (z,y,t) niimerik ¢oziimlerinin tam ¢oziimler ve

literatiirdeki diger yontemlerle kargilagtirilmasi

(z,y) ADI Tam  Bahadir I-LFDM Expo-FDM CNS MCB-DQM
Cozim [30] [39] [38] [36] [40]

0.1,0.1
0.5,0.1
0.9,0.1
0.3,0.3

( ) 0.54299 0.54332 0.54235 0.54300 0.54300  0.54300  0.54412
( ) 0.50034 0.50035 0.49964 0.50034  0.50034  0.50034  0.50037
( ) 0.50000 0.50000 0.49931 0.50000 0.50000  0.50000  0.50000
( ) 0.54268 0.54332 0.54207 0.54269 0.54270  0.54269  0.54388
(0.7,0.3) 0.50032 0.50035 0.49961 0.50032 0.50032  0.50032  0.50037
(0.1,0.5) 0.74215 0.74221 0.74130 0.74215 0.74215  0.74215  0.74196
(0.5,0.5) 0.54249 0.54332 0.54222 0.54251 0.54252  0.54250  0.54347
(0.9,0.5) 0.50030 0.50035 0.49997 0.50030 0.50030  0.50030  0.50035
(0.3,0.7) 0.74211 0.74221 0.74146 0.74211 0.74212  0.74212  0.74211
(0.7,0.7) 0.54245 0.54332 0.54243 0.54246 0.54247  0.54246  0.54327
(0.1,0.9) 0.74994 0.74995 0.74913 0.74994  0.74994  0.74995  0.74994
(0.5,0.9) 0.74210 0.74221 0.74201 0.74210 0.74210  0.74213  0.74219
(0.9,0.9) 0.54227 0.54332 0.54232 0.54228 0.54229  0.54640  0.54333
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Tablo 6.10: Problem 4’ iin Re = 100, k = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.05 degerleri

icin t = 0.5 zamaninda elde edilen v (z,y,t) niimerik ¢oziimlerinin tam ¢oziimler ve

literatiirdeki diger yontemlerle kargilagtirilmasi

(z,y) ADI Tam  Bahadir I-LFDM Expo-FDM CNS MCB-DQM
Coziim [30] [39] [38] [36] [40]
(0.1,0.1) 0.95701 0.95668 0.95577 0.95700 0.95700 0.95700 0.95589
(0.5,0.1) 0.99966 0.99965 0.99827 0.99966 0.99966  0.99966  0.99963
(0.9,0.1) 1.00000 1.00000 0.99861 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
(0.3,0.3) 0.95732 0.95668 0.95596 0.95731 0.95731 0.95731 0.95612
(0.7,0.3) 0.99968 0.99965 0.99827 0.99968 0.99968 0.99968 0.99964
(0.1,0.5) 0.75785 0.75779 0.75699 0.75785 0.75785  0.75785  0.75804
(0.5,0.5) 0.95751 0.95668 0.95685 0.95749 0.95749 0.95750 0.95654
(0.9,0.5) 0.99970 0.99965 0.99903 0.99970 0.99970 0.99970 0.99965
(0.3,0.7) 0.75789 0.75779 0.75723 0.75789 0.75789 0.75789 0.75789
(0.7,0.7) 0.95755 0.95668 0.95746 0.95754  0.95754  0.95754  0.95673
(0.1,0.9) 0.75006 0.75005 0.74924 0.75006 0.75006 0.75006 0.75006
(0.5,0.9) 0.75790 0.75779 0.75781 0.75790 0.75790 0.75787 0.75781
(0.9,0.9) 0.95773 0.95668 0.95777 0.95772 0.95772 0.95360 0.95667

Tablo 6.11 ve Tablo 6.12" de Re = 100, k¥ = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.05

degerleri igin ¢ = 2 zamaninda elde edilen u(z,y,t) ve v(x,y,t) niimerik ¢éziimlerinin

literatiirdeki diger yontemlerle elde edilen niimerik ¢oziimler ve tam c¢oziimlerle

kargilastirilmasi sunuldu. Tablolardan ADI metodu ile elde edilen niimerik ¢oziimlerin

tam ¢oziimlere olduk¢a yakin oldugu, [36, 38, 39, 40] kaynaklarinda verilen niimerik

¢oztimlerle olduk¢a uyumlu oldugu ve tam ¢oztimlere [30] kaynaginda verilen niimerik

¢oziimlerden ise daha yakin oldugu acik¢a gorilmektedir.
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Tablo 6.11: Problem 4’ iin Re = 100, k = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.05 degerleri

icin ¢ = 2 zamaninda elde edilen u (z,y,t) niimerik ¢éziimlerinin tam ¢oziimler ve

literatiirdeki diger yontemlerle kargilagtirilmasi

(z,y) ADI Tam  Bahadir I-LFDM Expo-FDM CNS MCB-DQM
Coziim [30] [39] [38] [36] [40]
(0.1,0.1) 0.50047 0.50048 0.49983 0.50047 0.50047  0.50047 0.50050
(0.5,0.1) 0.50000 0.50000 0.49930 0.50000 0.50000  0.50000  0.50000
(0.9,0.1) 0.50000 0.50000 0.49930 0.50000 0.50000 0.50000 0.50000
(0.3,0.3) 0.50044 0.50048 0.49977 0.50044 0.50044 0.50044 0.50050
(0.7,0.3) 0.50000 0.50000 0.49930 0.50000 0.50000 0.50000 0.50000
(0.1,0.5) 0.55514 0.55568 0.55461 0.55515 0.55516 0.55515 0.55632
(0.5,0.5) 0.50041 0.50048 0.49973 0.50041 0.50041 0.50042 0.50050
(0.9,0.5) 0.50000 0.50000 0.49931 0.50000 0.50000 0.50001 0.50001
(0.3,0.7) 0.55480 0.55568 0.55429 0.55482 0.55482 0.55481 0.55597
(0.7,0.7) 0.50038 0.50048 0.49970 0.50038 0.50038  0.50068  0.50054
(0.1,0.9) 0.74419 0.74426 0.74340 0.74420 0.74420 0.74422 0.74406
(0.5,0.9) 0.55448 0.55568 0.55413 0.55450 0.55451 0.55980 0.55575
(0.9,0.9) 0.50052 0.50048 0.50001 0.50053 0.50053 0.51341 0.50052
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Tablo 6.12: Problem 4’ iin Re = 100, k = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.05 degerleri

i¢cin ¢ = 2 zamaninda elde edilen v (z,y,t) ntimerik ¢dziimlerinin tam ¢oziimler ve

literatiirdeki diger yontemlerle kargilagtirilmasi

(z,y) ADI Tam  Bahadir I-LFDM Expo-FDM CNS MCB-DQM
Coziim [30] [39] [38] [36] [40]
(0.1,0.1) 0.99953 0.99952 0.99826 0.99953 0.99953 0.99953 0.99950
(0.5,0.1) 1.00000 1.00000 0.99860 1.00000 1.00000  1.00000  1.00000
(0.9,0.1) 1.00000 1.00000 0.99861 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
(0.3,0.3) 0.99956 0.99952 0.99820 0.99956 0.99956 0.99956 0.99950
(0.7,0.3) 1.00000 1.00000 0.99860 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
(0.1,0.5) 0.94486 0.94432 0.94393 0.94485 0.94485  0.94485  0.94368
(0.5,0.5) 0.99959 0.99952 0.99821 0.99959 0.99959 0.99959 0.99950
(0.9,0.5) 1.00000 1.00000 0.99862 1.00000 1.00000 0.99999 0.99999
(0.3,0.7) 0.94520 0.94432 0.94409 0.94518 0.94518 0.94519 0.94403
(0.7,0.7) 0.99962 0.99952 0.99823 0.99962 0.99962  0.99932  0.99946
(0.1,0.9) 0.75581 0.75574 0.75500 0.75580 0.75580 0.75579 0.75595
(0.5,0.9) 0.94552 0.94432 0.94441 0.94550 0.94550 0.94020 0.94425
(0.9,0.9) 0.99948 0.99952 0.99846 0.99948 0.99948 0.98659 0.99948

Tablo 6.13" de Re = 100, k = 0.01 ve h, = hy = h = 0.05 degerleri i¢in £ = 0.5 ve

t = 2 zamanlarinda u (z,y,t) ve v (z,y,t) ¢oziimleri i¢in elde edilen mutlak hatalar

LBM [34] ile elde edilen hatalarla kargilagtirildi. Tablodan diigiim noktalarinin ¢ogu

i¢cin ADI metodu ile elde edilen mutlak hatalarin LBM [34] ile elde edilen hatalardan

daha kiiciik oldugu goriilmektedir.
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Tablo 6.13: Problem 4’ iin Re = 100, & = 0.01 ve h, = h, = h = 0.05 degerleri icin

= 0.5 ve t = 2 zamanlarinda u (z, y,t) ve v (z, y, t) ¢dziimleri igin elde edilen mutlak

hatalarin LBM [34] ile elde edilen hatalarla karsilagtirilmasi

(z,9)

u(z,y,t)

v(x,y,t)

t=20.5

t=2

t=20.5

t=2

ADI

LBM|34]

ADI  LBM|34]

ADI

LBM[34]  ADI

LBM)|34]

(0.1,0.1)
(0.5,0.1)
(0.9,0.1)
(0.3,0.3)
(0.7,0.3)
(0.1,0.5)
(0.5,0.5)
(0.9,0.5)
(0.3,0.7)
(0.7,0.7)
(0.1,0.9)
(0.5,0.9)
(0.9,0.9)

141E -3
2.20E -5
1.60E -7
1.67E -3
4.59F -5
3.11E -4
1.81E -3
6.01E -5
3.38E — 4
1.86E — 3
2.713E -6
3.48FE —4
2.08E -3

2.20E -3
291E -5
5.67TE -7
8.29F — 4
1.30FE — 4
2.02E -3
5.19E — 4
1.86E — 4
293F -3
7.85F —4
2.30E -5
2.86E —3
1.05E -3

2.65F -5 1.08E —5
2.10E -7 2.67E -7

- 6.68F — 8
5.46F —5 1.40FE —4
4.10E -7 2.78E -6
1.83E -3 2.34FE -3
8.14E -5 291FE -4
7T40E =7 287E -6
2.07E -3 7.52E -4
1.14E -4 3.72E -4
245E —4 161E -3
2.32E —3 4.80FE —4
2.58FE —5 4.63FE —4

141F -3
2.20E -5
1.60E —7
1.67E -3
4.59E — 5
3.11F -4
1.81F -3
6.01E -5
3.38E — 4
1.86E — 3
273E -6
3.48F —4
2.08E -3

1.72E -3 2.65FE -5
1.59F —4 2.10E -7
2.63E -6 -

2.20E —4 546FE —5
244F —4 410E -7
5.31F —4 1.83FE —3
5.62E —4 8.14E -5
2.39E —4 740FE -7
2.05E -3 2.07E -3
6.06E —4 1.14F —4
3.04E -5 245E —4
249F —3 2.32E -3
1218 -3 258E -5

6.88E — 5
2.96E — 6
2.18FE -8
297F -4
3.52E -6
6.42F — 4
4.48E -4
8.60E — 6
2.11E -3
6.14F — 4
5.01E —4
3.73E -3
6.81F —4

Tablo 6.14 ve Tablo 6.15" de Re = 100, k = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.05 degerleri

i¢in ¢ = 1 zamanida u(x, y,t) ve v(x, y, t) niimerik ¢éztimleri i¢in elde edilen Ly ve L,

hata normlar1 Expo-FDM [38] ile verilen hata normlar ile kargilastirildi. Tablolardan

boliintii uzunlugu azaldikga Ly ve L, hata normlarimin azaldigi ve Expo-FDM [38]

ile verilen hatalardan daha az kaldig1 agik¢a goriillmektedir.
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Tablo 6.14: Problem 4 i¢in Re = 100, £ = 0.0001 ve farklh h, = h, = h degerleri
icin t = 1 zamaninda elde edilen u(z,y,t) nimerik ¢oziimleri i¢in L, ve L., hata

normlariim Expo-FDM [38] ile karsilagtirilmas:

Lo Lo
h ADI Expo-FDM [38] ADI Expo-FDM [38]
025  85713E—002 8.5708E —002 5.7656E —002 9.7046E — 002
0.125  4.9436E — 002 4.9420F — 002 1.6663E — 002 4.6836E — 002
0.0625 1.9187FE — 002 1.9192E — 002 4.6044E — 003  2.0467E — 002

0.03125 8.6638E — 003

8.6812F — 003

1.0383E — 003

9.0744F — 003

Tablo 6.15: Problem 4 i¢in Re = 100, k& = 0.0001 ve farklhi h, = h, = h degerleri
icin t = 1 zamaninda elde edilen v(z,y,t) niimerik ¢oztimleri i¢in Ly ve L., hata

normlariim Expo-FDM [38] ile karsilagtirilmas:

Lo Lo
h ADI Expo-FDM [38] ADI Expo-FDM [38]
0.25 8.5713E — 002 8.5708FE — 002 5.7656EL — 002 9.7046F — 002
0.125 49436 — 002 4.9431E — 002 1.6663F — 002 4.6887E — 002
0.0625  1.9187E — 002 1.9196F — 002 4.6044FE — 003 2.0471F — 002
0.03125 8.6638E — 003 8.6878E — 003 1.0383E — 003 9.0813F — 003

Tablo 6.16 ve Tablo 6.17" de Re = 200, k = 0.0001 ve h, = h, = h olmak tlzere
farkli h degerleri igin ¢ = 0.01 zamaninda elde edilen u(x,y,t) ve v(x,y,t) nimerik
¢oziimleri tam ¢oziimlerle karsilagtirildi. Elde edilen Ly ve L., hata normlari verildi.
Tablolardan boliintii uzunlugunun azalmasiyla niimerik ¢oziimlerin tam coziimlere

giderek yaklastigl, Lo ve Lo, hata normlarimin giderek azaldigi acikca goriilmektedir.
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Tablo 6.16: Problem 4’ iin Re = 200, & = 0.0001 ve farkli h, = h, = h degerleri

icin t = 0.01 zamaninda elde edilen u(z,y,t) ntimerik ¢dziimlerinin tam ¢éziimlerle

kargilagtirilmasi
Niimerik Coziim Tam
(z,y) h=0.1 h =0.05 h=0.025 h=0.0125 ¢Ozlim

(0.1,0.1)  0.6223220  0.6214807  0.6211715  0.6210857  0.6210950
(0.5,0.1)  0.5000093  0.5000104  0.5000106  0.5000106  0.5000107
(0.9,0.1)  0.5000000  0.5000000  0.5000000  0.5000000  0.5000000
(0.3,0.3) 0.6223001  0.6214801  0.6211715  0.6210857  0.6210950
(0.7,0.3)  0.5000093  0.5000104  0.5000106  0.5000106  0.5000107
(0.1,0.5)  0.7499874  0.7499878  0.7499879  0.7499879  0.7499879
(0.5,0.5)  0.6223001  0.6214801  0.6211715  0.6210857  0.6210950
(0.9,0.5)  0.5000093  0.5000104  0.5000106  0.5000106 0.5000107
(0.3,0.7)  0.7499874  0.7499878  0.7499879  0.7499879  0.7499879
(0.7,0.7)  0.6223001  0.6214801  0.6211715  0.6210857  0.6210950
(0.1,0.9)  0.7500000  0.7500000  0.7500000  0.7500000  0.7500000
(0.5,0.9)  0.7499874  0.7499878  0.7499879  0.7499879  0.7499879
(0.9,0.9) 0.6222881  0.6214802  0.6211715  0.6210857  0.6210950
Ly x 103 4.44794800 2.38718700 1.19049200 0.90704090

Lo x 10%  1.22702600 0.39000440 0.09405204 0.03902393
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Tablo 6.17: Problem 4’ iin Re = 200, & = 0.0001 ve farkli h, = h, = h degerleri

icin ¢ = 0.01 zamaninda elde edilen v(z,y,t) niimerik ¢oziimlerinin tam ¢oztimlerle

kargilagtirilmasi
Niimerik Coziim Tam
(z,y) h=0.1 h =0.05 h=0.025 h=0.0125  Coziim

(0.1,0.1) 0.8776780  0.8785193  0.8788285  0.8789143  0.8789050
(0.5,0.1)  0.9999907  0.9999896  0.9999894  0.9999894  0.9999893
(0.9,0.1)  1.0000000  1.0000000  1.0000000  1.0000000  1.0000000
(0.3,0.3) 0.8776999  0.8785199  0.8788285  0.8789143  0.8789050
(0.7,0.3)  0.9999907  0.9999896  0.9999894  0.9999894  0.9999893
(0.1,0.5)  0.7500126  0.7500122  0.7500121  0.7500121 0.7500121
(0.5,0.5) 0.8776999  0.8785199  0.8788285  0.8789143  0.8789050
(0.9,0.5)  0.9999907  0.9999896  0.9999894  0.9999894  0.9999893
(0.3,0.7)  0.7500126  0.7500122  0.7500121  0.7500121 0.7500121
(0.7,0.7)  0.8776999  0.8785199  0.8788285  0.8789143  0.8789050
(0.1,0.9)  0.7500000  0.7500000  0.7500000  0.7500000  0.7500000
(0.5,0.9) 0.7500126  0.7500122  0.7500121  0.7500121 0.7500121
(0.9,0.9) 0.8777119  0.8785198  0.8788285  0.8789143  0.8789050
Ly x 103 4.44794800 2.38718700 1.19049200 0.90704090

Lo x 10%  1.22702600 0.39000440 0.09405204 0.03902393

Tablo 6.18 ve Tablo 6.19" da Re = 500, & = 0.01 ve h, = h, = h = 0.05
degerleri i¢in ¢ = 0.5 ve t = 2 zamanlarinda elde edilen u (z,y,t) ve v (z,y, t) niimerik
¢oziimleri CNS [36] ve LINEAR [37] yontemleriyle elde edilen niimerik ¢oziimler
ve tam coziimlerle karsilagtirildi. Tablolardan ADI metoduyla elde edilen niimerik
¢oziimlerin diger yontemlerle elde edilen niimerik ¢oziimler ve tam ¢oztimlerle uyumlu

oldugu gortilmektedir.
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Tablo 6.18: Problem 4’ iin Re = 500, k¥ = 0.01 ve h, = h, = h = 0.05 degerleri
igin t = 0.5 ve t = 2 zamanlarinda u (z,y,t) ¢éztimlerinin CNS [36], LINEAR [37]

yontemleriyle elde edilen ¢oziimler ve tam c¢oziimlerle karsilagtirilmasi

t=0.5 t=2
(z,y) ADI CNS LINEAR Tam ADI CNS LINEAR Tam

[36] [37] Coziim [36] [37] Coziim
( ) 0.491276 0.48714 0.487239 0.500101 0.497165 0.49729 0.497244 0.500000
( ) 0.500017 0.50002 0.500150 0.500000 0.500276 0.50024 0.500267 0.500000
( ) 0.500000 0.50000 0.500000 0.500000 0.500480 0.49934 0.500152 0.500000
( ) 0.496673 0.49519 0.495246 0.500101 0.506367 0.50690 0.507083 0.500000
( ) 0.500013 0.50001 0.500012 0.500000 0.499514 0.49928 0.499877 0.500000
( ) 0.749878 0.74990 0.749900 0.750000 0.443144 0.43939 0.439812 0.500482
(0.5,0.5) 0.495982 0.49429 0.494354 0.500101 0.499845 0.49951 0.499728 0.500000
( )
( )
( )
( )
( )
( )

0.500029 0.49978 0.493344 0.500000 0.500927 0.51355 0.501296 0.500000
0.750010 0.75001 0.750008 0.750000 0.420240 0.41647 0.415613 0.500482
0.496104 0.49325 0.494264 0.500101 0.487824 0.51008 0.503158 0.500000
0.750000 0.75000 0.750000 0.750000 0.750024 0.75004 0.749420 0.750000
0.750004 0.75001 0.750002 0.750000 0.436290 0.42909 0.422900 0.500482
0.467956 0.47275 0.493344 0.500101 0.506521 0.56275 0.507666 0.500000
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Tablo 6.19: Problem 4’ iin Re = 500, k¥ = 0.01 ve h, = h, = h = 0.05 degerleri
i¢in t = 0.5 ve t = 2 zamanlarinda v (z,y,t) ¢oztimlerinin CNS [36], LINEAR [37]

yontemleriyle elde edilen ¢oziimler ve tam c¢oziimlerle karsilagtirilmasi

t=0.5 t=2
(z,y) ADI CNS LINEAR Tam ADI CNS LINEAR Tam

[36] [37] Coziim [36] [37] Coziim
( ) 1.008724 1.01286 1.012760 0.999899 1.002835 1.00271 1.002760 1.000000
( ) 0.999983 0.99999 0.999985 1.000000 0.999724 0.99976 0.999733 1.000000
( ) 1.000000 1.00000 1.000000 1.000000 0.999520 1.00066 0.999848 1.000000
( ) 1.003327 1.00481 1.004750 0.999899 0.993633 0.99310 0.992917 1.000000
( ) 0.999987 0.99999 0.999988 1.000000 1.000486 1.00072 1.000120 1.000000
( ) 0.750122 0.75010 0.750100 0.750000 1.056856 1.06061 1.060190 0.999518
(0.5,0.5) 1.004018 1.00571 1.005650 0.999899 1.000155 1.00049 1.000270 1.000000
( )
( )
( )
( )
( )
( )

0.999971 1.00022 1.000020 1.000000 0.999073 0.98646 0.998704 1.000000
0.749990 0.74999 0.749992 0.750000 1.079760 1.08353 1.084390 0.999518
1.003896 1.00676 1.005740 0.999899 1.012176 0.98992 0.996842 1.000000
0.750000 0.75000 0.750000 0.750000 0.749976 0.74996 0.750580 0.750000
0.749996 0.74999 0.749998 0.750000 1.063710 1.07091 1.077100 0.999518
1.032044 1.02725 1.006660 0.999899 0.993479 0.93725 0.992334 1.000000

Tablo 6.20 ve Tablo 6.21" de Re = 500, k = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.05 degerleri
i¢in ¢t = 0.5 ve t = 2 zamanlarinda elde edilen u (z, y, t) ve v (z, y, t) niimerik ¢éziimleri
CNS [36] yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimler ve tam ¢oziimlerle kargilagtirild.
Tablolardan goriildiigii tizere ADI metoduyla elde edilen niimerik ¢oztimler CNS
[36] yontemiyle elde edilen niimerik ¢oztimler ve tam ¢oztimlerle olduk¢a uyumlu
olup diigiim noktalarinin ¢cogunda ADI metoduyla elde edilen ntimerik ¢éziimler tam

¢oziimlere daha yakindir.
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Tablo 6.20: Problem 4’ iin Re = 500, k = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.05 degerleri
icin ¢t = 0.5 ve t = 2 zamanlarinda u (z,y,t) ¢oztimlerinin CNS [36] yontemiyle elde

edilen ¢oztimler ve tam ¢oziimlerle karsilagtirilmasi

(z,y) ADI CNS Tam ADI CNS Tam
36]  Coziim 36]  Coziim

( ) 0.48737 0.48732 0.50010 0.49717 0.49725 0.50000
( ) 0.50001 0.50002 0.50000 0.50023 0.50024 0.50000
( ) 0.50000 0.50000 0.50000 0.50037 0.49932 0.50000
( ) 0.49533 0.49531 0.50010 0.50686 0.50687 0.50000
( ) 0.50001 0.50001 0.50000 0.49953 0.49929 0.50000
( ) 0.74990 0.74990 0.75000 0.43962 0.43945 0.50048
(0.5,0.5) 0.49441 0.49438 0.50010 0.49963 0.49958 0.50000
( ) 0.50001 0.49977 0.50000 0.50252 0.51378 0.50000
( ) 0.75001 0.75001 0.75000 0.41711 0.41654 0.50048
( ) 0.49447 0.49323 0.50010 0.49103 0.51054 0.50000
( ) 0.75000 0.75000 0.75000 0.75005 0.75003 0.75000
( ) 0.75000 0.75001 0.75000 0.43668 0.42895 0.50048
( ) 0.46957 0.47390 0.50010 0.50640 0.56293 0.50000
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Tablo 6.21: Problem 4’ iin Re = 500, & = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.05 degerleri icin

= 0.5 ve t = 2 zamanlarinda v (z, y, t) ¢oziimlerinin CNS [36] yontemiyle elde edilen

¢oziimler ve tam ¢oziimlerle karsilagtirilmasi

t=20.5 =2
(z,y) ADI CNS Tam ADI CNS Tam

36]  Coziim 36]  Coziim
(0.1,0.1) 1.01263 1.01268 0.99990 1.00283 1.00276 1.00000
(0.5,0.1) 0.99999 0.99999 1.00000 0.99977 0.99975 1.00000
(0.9,0.1) 1.00000 1.00000 1.00000 0.99963 1.00068 1.00000
(0.3,0.3) 1.00467 1.00469 0.99990 0.99314 0.99313 1.00000
(0.7,0.3) 0.99999 0.99999 1.00000 1.00047 1.00072 1.00000
(0.1,0.5) 0.75010 0.75010 0.75000 1.06038 1.06055 0.99952
(0.5,0.5) 1.00559 1.00562 0.99990 1.00037 1.00041 1.00000
(0.9,0.5) 0.99999 1.00023 1.00000 0.99748 0.98622 1.00000
(0.3,0.7) 0.74999 0.74999 0.75000 1.08289 1.08346 0.99952
(0.7,0.7) 1.00553 1.00677 0.99990 1.00897 0.98946 1.00000
(0.1,0.9) 0.75000 0.75000 0.75000 0.74995 0.74997 0.75000
(0.5,0.9) 0.75000 0.74999 0.75000 1.06332 1.07105 0.99952
(0.9,0.9) 1.03043 1.02610 0.99990 0.99360 0.93707 1.00000

Sekil 6.9 ve Sekil 6.10" de Re = 100, k£ = 0.0001, h,

= hy = h = 0.05 degerleri

icin ¢ = 0.5 zamaninda problemin u(x,y,t) ve v(x,y,t) niimerik ¢oztimleri ile tam

¢oziimlerinin grafikleri verildi. Grafikler ayirt edilemeyecek kadar benzer olup niimerik

¢ozlimlerle tam ¢oziimlerin uyumu grafiklerden agikca goriilmektedir.
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(a) Niimerik Coziim (b) Tam Coziim

Sekil 6.9: Problem 4 i¢in Re = 100, k = 0.0001, h, = h, = h = 0.05 degerleri i¢in

t = 0.5 zamanida u(zx, y,t) ntimerik ¢6zimi ve tam ¢oziimii
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(a) Niimerik Coziim

(b) Tam Co6ztim

Sekil 6.10: Problem 4 i¢in Re = 100, £ = 0.0001, h, =

hy = h = 0.05 degerleri i¢in
t = 0.5 zamanimda v(z, y, t) niimerik ¢éziimii ve tam ¢oziimi

Sekil 6.11" de Re = 100, k = 0.0001, h, = h, = h = 0.05 degerleri i¢in ¢ = 0.5

zamaninda u(z,y,t) ve v(z,y,t) niimerik ¢oziimleri igin elde edilen mutlak hatalarin
grafikleri verildi.
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0,0025 0,0025

0,002 0,002

a

10,0015 10,0015

0,001

Mutlak Hata

0,001

Mutlak Hat:

0,0005 0,0005

(a) u(z,y,1) (b) v(z,y,1)
Sekil 6.11: Problem 4’ iin Re = 100, k = 0.0001, h, = h, = h = 0.05 degerleri i¢in
t = 0.5 zamanmda u(zx,y,t) ve v(z,y,t) niimerik ¢oziimleri i¢in elde edilen mutlak

hatalar

Sekil 6.12 ve Sekil 6.13” de Re = 500, & = 0.0001, h, = h, = h = 0.05 degerleri
icin ¢t = 0.5 zamanmnda problemin u(z,y,t) ve v(x,y,t) nimerik ¢dziimleri ile tam

coziimlerinin grafikleri verildi. Beklenildigi lizere Re’ nin artan degerinde niimerik

¢ozlimlerin grafiklerinde bozulmalar meydana geldigi goriildii.
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0

(a) Niimerik Coziim (b) Tam Coziim

Sekil 6.12: Problem 4 i¢in Re = 500, k = 0.0001, h, = h, = h = 0.05 degerleri icin

t = 0.5 zamanida u(zx, y,t) ntimerik ¢6zimi ve tam ¢oziimii

(a) Niimerik Coziim (b) Tam Co6ztim

Sekil 6.13: Problem 4 icin Re = 500, k = 0.0001, h, = h, = h = 0.05 degerleri i¢in

t = 0.5 zamanimda v(z, y, t) niimerik ¢éziimii ve tam ¢oztimi

Sekil 6.14” de Re = 500, k = 0.0001, h, = hy, = h = 0.05 degerleri i¢in ¢ = 0.5
zamaninda u(z,y,t) ve v(z,y,t) niimerik ¢oziimleri igin elde edilen mutlak hatalarim

grafikleri verildi.
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Mutlak Hata
Mutlak Hata

0,02 0,02

(a) u(z,y,1) (b) v(z,y,t)

Sekil 6.14: Problem 4’ iin Re = 500, k = 0.0001, h, = h, = h = 0.05 degerleri i¢in
= 0.5 zamanmda u(z,y,t) ve v(z,y,t) niimerik ¢oziimleri i¢in elde edilen mutlak

hatalar

Sekil 6.15" de Re = 500, k = 0.0001, h, = h, = h = 0.05 ve y = 0.5 degerleri
icin t = 0.5 zamaninda u(x,y,t) ve v(x,y,t) niimerik ¢oziimleri ile tam ¢oziimlerin
karsilagtirilmas: verildi. Ayrica sekil 6.16’ da Re = 500, k = 0.0001, h, = h, =
h = 0.05 ve y = 0.5 degerleri i¢in ¢ = 0.5 zamaninda u(z,y,t) ve v(z,y,t) niimerik
¢ozlimleri i¢in elde edilen mutlak hatalarin grafikleri verildi. Grafiklerden genel

anlamda niimerik ¢oziimler ile tam ¢oziimlerin uyumlu oldugu gortilmektedir.

76



0,7

1
0,6
0,5 0,8

04 0,6
0,3
0,4
0,2
01 0,2
0 0
0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 09 1 0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 08 0,9
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(a) u(z,y,1) (b) v(z,y,1)

Sekil 6.15: Problem 4’ iin Re = 500, & = 0.0001, h, = hy, = h = 0.05 degerleri

icin t = 0.5 zamaninda u(x,y,t) ve v(x,y,t) niimerik ¢oziimleri ile tam ¢oziimlerin

kargilagtirilmasi
0,09 0,09
0,08 0,08
0,07 0,07
0,06 0,06
s 0,05 s 0,05
= =
0,04 0,04
.X -
= 003 = 003
2 0,02 2 0,02
0,01 0,01
0 0
SE383RIMIE5R585K3838" °83A3N3AILLA585R3838
o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o
X X
(a) u(z,y,1) (b) v(z,y,1)

Sekil 6.16: Problem 4’ iin Re = 500, £ = 0.0001, hy = hy, = h = 0.05 ve y = 0.5
degerleri igin ¢ = 0.5 zamaninda u(x,y,t) ve v(x,y,t) niimerik ¢oziimleri igin elde

edilen mutlak hatalar
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6.5 Problem 5

Burada D = {(z,y) : 0 <2 < 0.5, 0 <y < 0.5} bolgesi tizerinde (3.4)-(3.5) denklemleri
ile verilen iki boyutlu Burgers denklem sistemi

u(z,y,0) = sin (7z) + cos (wy),  (x,y) € D,

v(z,y,0) =z +y, (x,y) € D,

baglangi¢ sartlari ve

u (0,y,t) = cos (my) , t>0,

u(0.5,y,t) =1+cos(my), t>0,

u(z,0,t) =1+ sin (7z), t>0,
u(x,0.5,t) = sin (7x) , t>0,
v(0,9:1) = v, t>0,
v (0.5,y,1) = 0.5+ y, t>0,
v (z,0,t) =z, t=>0,
v (x,0.5,t) = 0.5+ z, t>0,

sinir sartlari ile birlikte goz oniine alindi.

Bu problemin tam ¢6ziimi olmadigi i¢in literatiirdeki niimerik c¢oziimlerin elde
edilmesi i¢in kullanilan Re, k, h, = hy, = h ve t degerleri icin niimerik ¢oziimler elde
edildi ve literatiirde elde edilen ¢oziimlerle karsilagtirildi.

Tablo 6.22 ve Tablo 6.23’ de Re = 50, k = 0.0001 ve h, = hy, = h = 0.025
degerleri igin t = 0.625 zamaninda elde edilen u (x, y,t) ve v (z,y, t) niimerik ¢éziimleri
literatiirdeki diger yontemlerle [26, 30, 36, 37, 38, 39, 40] elde edilen niimerik

¢ozuimlerle karsilagtirildi. Tablolardan goriildiigli tizere ADI metoduyla elde edilen
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niimerik c¢oziimler literatiirdeki diger yontemlerle elde edilen niimerik c¢oziimlerle

oldukg¢a uyumludur.

Tablo 6.22: Problem 5" in Re = 50, k = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.025 degerleri icin
t = 0.625 zamaninda elde edilen u (x,y,t) niimerik ¢oziimlerinin literatiirdeki diger

yontemlerle kargilagtirilmasi

(z,y) ADI  Bahadir Jain and I-LFDM  Expo- CNS MCB- LINEAR
30 Holla[26] [38] FDM[39] [36] DQM [40]  [37]

(0.1,0.1) 0.97146 0.96688 0.97258 0.97146  0.97146 0.97146 0.97056 0.971461
(0.3,0.1) 1.15282 1.14827 1.16214 1.15280 1.15280 1.15280 1.15152  1.152820
(0.2,0.2) 0.87310 0.85911 0.86281 0.86308 0.86308 0.86307 0.86244  0.863072
(0.4,0.2) 0.97980 0.97637 0.96483 0.97985 0.97985 0.97981 0.98078  0.979813
(0.1,0.3) 0.66316 0.66019 0.66318 0.66316 0.66316 0.66316 0.66336  0.663157
(0.3,0.3) 0.77229 0.76932 0.77030 0.77233 0.77233 0.77230 0.77226  0.772297
(0.2,0.4) 0.60488 0.57966 0.58070  0.58181  0.58181 0.58180 0.58273  0.581799
(0.4,0.4) 0.75853 0.75678 0.74435 0.75862 0.75862 0.75856  0.76179  0.758558

Tablo 6.23: Problem 5" in Re = 50, k = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.025 degerleri icin
t = 0.625 zamaninda elde edilen v (x,y,t) niimerik ¢oztimlerinin literatiirdeki diger

yontemlerle kargilagtirilmasi

(z,y) ADI  Bahadir Jain and I-LFDM  Expo- CNS MCB-  LINEAR
[30] Holla [26] [38] FDM [39] [36] DQM [40] [37]

(0.1,0.1) 0.09869 0.09824 0.09773  0.09869  0.09869 0.09869 0.09842  0.098688
(0.3,0.1) 0.14158 0.14112 0.14039  0.14158 0.14158 0.14158  0.14107  0.141582
(0.2,0.2) 0.16754 0.16681 0.16660 0.16754 0.16754 0.16754 0.16732  0.167542
(04,0.2) 0.17109 0.17065 0.17397 0.17111 0.17111 0.17110 0.17223  0.171095
(0.1,0.3) 0.26378 0.26261 0.26294 0.26378  0.26378 0.26378  0.26380  0.263781
(0.3,0.3) 0.22654 0.22576  0.22463  0.22655  0.22655 0.22654  0.22653  0.226539
(0.2,0.4) 0.32851 0.32745 0.32402 0.32851  0.32851 0.32851  0.32935  0.328508
(0.4,0.4) 0.32499 0.32441 0.31822 0.32502  0.32502 0.32500 0.32884  0.324997
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Tablo 6.24 ve Tablo 6.25’ de Re = 500, k = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.025
degerleri igin t = 0.625 zamaninda elde edilen u (x, y, t) ve v (z, y, t) niimerik ¢éziimleri
literatiirdeki diger yontemlerle [26, 30, 36, 37] elde edilen niimerik ¢o6ziimlerle
kargilastirildi. Tablolardan goriildiigi tizere ADI metoduyla elde edilen niimerik
¢oziimler literatiirdeki diger yontemlerle elde edilen niimerik c¢oziimlerle oldukca

uyumludur.

Tablo 6.24: Problem 5" in Re = 500, & = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.025 degerleri icin
t = 0.625 zamannda elde edilen u (x,y,t) niimerik ¢oziimlerinin literatiirdeki diger

yontemlerle kargilagtirilmasi

(z,y) ADI  Bahadir Jainand CNS LINEAR
[30] Holla [26] (36] 37]
(0.15,0.1) 0.96870 0.96650  0.95691  0.96870 0.968969

(0.3,0.1) 1.03202 1.02970  0.95616  1.03200 1.032020
(0.1,0.2) 0.84619 0.84449  0.84257 0.86178 0.846187
(0.2,0.2) 0.87814 0.87631  0.86399 0.87814 0.878141
(0.1,0.3) 0.67920 0.67809  0.67667  0.67920 0.679202

(0.3,0.3) 0.79947 0.79792  0.76876  0.79947 0.799471
(0.15,0.4) 0.54674 0.54601  0.54408  0.66036 0.546743
(0.2,0.4) 0.58959 0.58874  0.58778  0.58959 0.589589
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Tablo 6.25: Problem 5’ in Re = 500, k& = 0.0001 ve h, = h, = h = 0.025 degerleri icin
t = 0.625 zamaninda elde edilen v (x,y,t) niimerik ¢oztimlerinin literatiirdeki diger

yontemlerle kargilagtirilmasi

(z,y) ADI  Bahadir Jainand CNS  LINEAR
[30] Holla [26]  [36] [37]
(0.15,0.1) 0.09043 0.09020  0.10177  0.09043 0.092303
(0.3,0.1) 0.10728 0.10690  0.13287  0.10728 0.107275
(0.1,0.2) 0.18010 0.17972  0.18503  0.17295 0.180103
)
)

(0.2,0.2) 0.16816 0.16777  0.18169 0.16816 0.168157
(0.1,0.3) 0.26268 0.26222  0.26560  0.26268 0.262677
(0.3,0.3) 0.23550 0.23497  0.25142  0.23550 0.235501
(0.15,0.4) 0.31799 0.31753  0.32084  0.29019 0.317991
(0.2,0.4) 0.30419 0.30371  0.30927  0.30419 0.304187

Tablo 6.26 ve Tablo 6.27" de Re = 1000 ve Re = 1200 icin & = 0.0001, h, = hy, = h
olmak tzere farkli h degerleri icin ¢ = 0.625 zamaninda elde edilen niimerik ¢oziimler

sunuldu.

Tablo 6.26: Problem 5 in Re = 1000, & = 0.001 ve farkh h, = h, = h degerleri icin

t = 0.625 zamaninda elde edilen u(x,y,t) ve v(x,y,t) ¢dziimleri

u(z,y,t) v(z,y,t)

(r,y) h=0.025 h=0.0125 h=0.00625 h=0.025 h=0.0125 h = 0.00625

(0.15,0.1) 1.02526 0.96209 0.96201 0.11841 0.08657 0.08652
(0.3,0.1)  1.18658 0.97314 0.96922 0.18502 0.07829 0.07638
(0.3,0.3) 0.89847 0.77688 0.77576 0.31069 0.21728 0.21635
(0.15,0.4) 0.56352 0.54859 0.54892 0.34827 0.31472 0.31458
(0.2,0.4) 0.62311 0.58890 0.58913 0.35309 0.29904 0.29891
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Tablo 6.27: Problem 5 in Re = 1200, k£ = 0.001 ve farkh h, = h, = h degerleri i¢in

t = 0.625 zamaninda elde edilen u(z,y,t) ve v(z,y,t) ¢oziimleri

u(z,y,t) v(r,y,t)

(x,y) h=0.025 h=0.0125 h=0.00625 h =0.025 h=0.0125 h = 0.00625
(0.15,0.1) 1.05327  0.96257 0.96222 0.13234  0.08671 0.08652
(0.3,0.1)  1.24775 0.97834 0.96952 0.21535 0.08077 0.07637
(0.3,0.3) 0.93716 0.77936 0.77605 0.34114  0.2189%4 0.21637
(0.15,0.4)  0.57450 0.54886 0.54919 0.36607  0.31484 0.31455
(0.2,0.4) 0.64228 0.58927 0.58939 0.37999 0.29928 0.29890

Sekil 6.17 ve Sekil 6.18” de Re = 50, k = 0.0001, h, = h, = h = 0.025 degerleri icin
t = 0.625 zamaninda problemin u(x,y,t) ve v(z,y,t) nimerik ¢dziimlerinin grafikleri

verildi.

Sekil 6.17: Problem 5" in Re = 50, k = 0.0001, h, = h, = h = 0.025 degerleri i¢in

t = 0.625 zamaninda u(z, y,t) niimerik ¢6ziimii
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Sekil 6.18: Problem 5" in Re = 50, k = 0.0001, h, = h, = h = 0.025 degerleri icin

t = 0.625 zamaninda v(z, y, t) niimerik ¢oziimii

Sekil 6.19 ve Sekil 6.20" de Re = 500, k& = 0.0001, h, = hy, = h = 0.025 degerleri
icin ¢ = 0.625 zamaninda problemin u(x,y,t) ve v(x,y,t) niimerik ¢dziimlerinin

grafikleri verildi.

Sekil 6.19: Problem 5’ in Re = 500, & = 0.0001, h, = h, = h = 0.025 degerleri i¢in

t = 0.625 zamaninda u(z, y,t) niimerik ¢6ziimii
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Sekil 6.20: Problem 5’ in Re = 500, k = 0.0001, h, = h, = h = 0.025 degerleri i¢in

t = 0.625 zamaninda v(x,y, t) niimerik ¢oziimi

6.6 Problem 6

Burada D = {(z,y) : 0 <2 <1, 0 <y < 1} bolgesi iizerinde € = é olmak tlizere

(3.4)-(3.5) denklemleri ile verilen iki boyutlu Burgers denklem sistemi

—4en cos (2mx) sin (7y)

— D
u(z,,0) 2 + sin (27z) sin (7y) (z.y) € D,
—2emsin (2mx) cos (my)
= D
v(z,9,0) 2 + sin (272 sin (7y) (z.y) € D,

baglangi¢ sartlari ve
u(0,y,t) = —2emexp ( —bm?et)sin (ny), >0,
u(l,y,t) = —2emexp ( —Hm2et)sin (ry), >0,
u(x,0,t) =0, t>0,

u(x,1,t) =0, t>0,
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v (0,y,t) =0, t>0,
v(l,y,t) =0, t>0,
v(x,0,t) = —emexp ( —br2et)sin (27z), ¢ >0,

v(z,1,t) = emexp ( —br?et) sin (27z), t>0,
sinir sartlar: ile birlikte goz oniine alindi.

Tablo 6.28 ve Tablo 6.29" da ¢ = 0.01, & = 0.0001 ve h, = h, = h olmak tlzere
farkli h degerleri i¢in t = 0.01 zamanida elde edilen u(z,y,t) ve v(z,y,t) niimerik
¢ozumleri tam ¢oziimlerle karsilastirildi. Elde edilen Ly ve L., hata normlar: verildi.
Tablolardan boliintii uzunlugunun azalmasiyla niimerik ¢oziimlerin tam c¢oziimlere

giderek yaklastigi, Ly ve L., hata normlarinin giderek azaldigi agikca goriillmektedir.
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Tablo 6.28: Problem 6’ nin € = 0.01, £ = 0.0001 ve farkh h, = h, = h degerleri
icin t = 0.01 zamaninda elde edilen u(z,y,t) ntimerik ¢dziimlerinin tam ¢oziimlerle

kargilagtirilmasi

Niimerik Coziim Tam
(x,y) h=0.1 h=0.05 h=0.025 (oziim
(0.1,0.1)  -0.0143352 -0.0143347 -0.0143346 -0.0143352
(0.6,0.1)  0.0171868  0.0171837  0.0171829 0.0171835
(0.9,0.1) -0.0171868 -0.0171837 -0.0171829 -0.0171835
(0.3,0.3)  0.0113020  0.0113028  0.0113030 0.0113035
(0.8,0.3) -0.0253628 -0.0253350 -0.0253267 -0.0253258
(0.2,0.4) -0.0126705 -0.0126714 -0.0126716 -0.0126721
(0.4,0.4)  0.0376331  0.0376356  0.0376362 0.0376378
( )
( )
( )
( )
( )
( )

0.9,0.4) -0.0666866 -0.0666493 -0.0666399 -0.0666413
0.3,0.7 0.0113020  0.0113028  0.0113030  0.0113035
0.6,0.7 0.0536336  0.0536089  0.0536026  0.0536039
0.1,0.9) -0.0143352 -0.0143347 -0.0143345 -0.0143352
0.6,0.9 0.0171868  0.0171837  0.0171829  0.0171835
0.9,0.9) -0.0171868 -0.0171837 -0.0171829 -0.0171835

Ly x 10°  0.24568220 0.11555990 0.05709778
Lo x 10% 0.08880873 0.02432608 0.00385588
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Tablo 6.29: Problem 6’ nin € = 0.01, £ = 0.0001 ve farkh h, = h, = h degerleri
icin ¢ = 0.01 zamaninda elde edilen v(z,y,t) niimerik ¢oziimlerinin tam ¢oztimlerle

kargilagtirilmasi

Niimerik Coziim Tam
(x,y) h=0.1 h=0.05 h=0.025 (oziim
(0.1,0.1)  -0.0160283 -0.0160269 -0.0160266 -0.0160273
(0.6,0.1)  0.0192129  0.0192112  0.0192109 0.0192117
(0.9,0.1)  0.0192129  0.0192112  0.0192108 0.0192117
(0.3,0.3) -0.0126364 -0.0126370 -0.0126372 -0.0126378
(0.8,0.3)  0.0283373  0.0283193  0.0283145 0.0283142
(0.2,0.4) -0.0063353 -0.0063357 -0.0063358 -0.0063362
(0.4,0.4) -0.0044425 -0.0044424 -0.0044424 -0.0044426
( )
( )
( )
( )
( )
( )

0.9,0.4 0.0078630  0.0078646  0.0078652  0.0078658
0.3,0.7 0.0126364  0.0126370  0.0126372  0.0126378
0.6,0.7) -0.0141450 -0.0141461 -0.0141467 -0.0141476
0.1,0.9 0.0160283  0.0160269  0.0160266  0.0160273
0.6,0.9) -0.0192129 -0.0192112 -0.0192109 -0.0192117
0.9,0.9) -0.0192129 -0.0192112 -0.0192108 -0.0192117

Ly x 103 0.07129949 0.03414322 0.02709782
Lo x 10%  0.02309415 0.00796205 0.00154337

Tablo 6.30 ve Tablo 6.31" de ¢ = 0.001 iken farkh k ve h, = h, = h olmak tizere
farkli h degerleri i¢in ¢ = 0.1 zamaninda u(z, y,t) ve v(z,y,t) nimerik ¢oziimleri i¢in
elde edilen Ly ve L., hata normlar1 sunuldu. Tablolardan k degerinin azalmasiyla
hatalarda ciddi bir kii¢iilme olmazken h degerlerinin azalmasiyla hatalarda kayda

deger bir kii¢iilme oldugu agik¢a gorilmektedir.
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Tablo 6.30: Problem 6’ nin ¢ = 0.001 iken farklh k& ve farkli h, = h, = h degerleri

icin u(x,y,t) niimerik ¢oztimleri i¢in ¢ = 0.1 zamaninda elde edilen Ly ve L., hata

normlari
Ly x 103 Lo, x 103
h k=0.001 k£=0.0001 £k=0.001 £=0.0001
0.1 0.02580299 0.02567474 0.00913492 0.00910921
0.05 0.01408867 0.01380112 0.00274943 0.00271731
0.025  0.00725520 0.00668057 0.00079589 0.00075097
0.0125 0.00366064 0.00268936 0.00020127 0.00015796

Tablo 6.31: Problem 6’ nin ¢ = 0.001 iken farkh & ve farkh h, = h, = h degerleri

icin v(x,y,t) niimerik ¢dzlimleri i¢gin ¢ = 0.1 zamaninda elde edilen Ly ve L., hata

normlari
Ly x 103 Lo x 103
h k=0.001 k£=0.0001 £k=0.001 £k&=0.0001
0.1 0.00753448 0.00749049 0.00242529 0.00241369
0.05 0.00409982  0.00400350 0.00091310 0.00090135
0.025  0.00209374 0.00190834 0.00023639 0.00022280
0.0125 0.00105311 0.00083131 0.00005974 0.00004671

Sekil 6.21 ve Sekil 6.22" de € = 0.01, & = 0.0001, h, = hy, = h = 0.025 degerleri
icin t = 0.01 zamaninda problemin u(z,y,t) ve v(z,y,t) niimerik ¢oztimleri ile tam
¢oziimlerinin grafikleri verildi. Grafikler ayirt edilemeyecek kadar benzer olup niimerik

¢oziimlerle tam ¢oziimlerin uyumu grafiklerden agikga goriilmektedir.
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(a) Niimerik Coziim (b) Tam Co6ztim

Sekil 6.21: Problem 6’ nin € = 0.01, £ = 0.0001, h, = hy, = h = 0.025 degerleri icin

t = 0.01 zamaninda u(zx,y,t) niimerik ¢6zimi ve tam ¢oziimii

(a) Niimerik Coziim (b) Tam Coziim

Sekil 6.22: Problem 6’ nmn ¢ = 0.01, £ = 0.0001, h, = h, = h = 0.025 degerleri i¢in

t = 0.01 zamanimda v(z,y, t) niimerik ¢éziimii ve tam ¢oztimii
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6.7 Problem 7

Burada D = {(z,y) : 0 <2 < 0.5, 0 <y < 0.5} bolgesi tizerinde (3.4)-(3.5) denklemleri

ile verilen iki boyutlu Burgers’ denklem sistemi Re = 1 alinarak
u(r,y,0)=z+vy, (v,y) €D,

U(x7y70> =T Y, (xay) S -Da
baglangi¢ sartlari ve

Y

u(0,9,) = 75 t>0,
u(0.5,y,t) = %, t>0,
u(x,O,t):gi:—z;t, >0,
u(x,0.5,t) = %, t>0,
U(O,y,t):_ly_;;gyt, t>0,
0(0‘57%&:0.5%2—#23;75’ >0,
v(x,O,t)zl_LQtw t>0,
v (z,0.5,1) :%, t>0,
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sinir sartlari ile birlikte goz oniine alindi.

Tablo 6.32 ve Tablo 6.33" de & = 0.0001 ve h, = hy = h = 0.025 degerleri i¢in
sirastyla ¢t = 0.1 ve 0.4 zamanlarinda u(z, y, t) ve v(z, y, t) niimerik ¢oziimleri igin elde
edilen mutlak hatalarm ADM [45] ile elde edilen mutlak hatalarla karsilagtirilmas:
sunuldu. Tablolardan ¢t = 0.1 zamaninda ADM [45] ile elde edilen hatalar daha
kiigiikken ¢ = 0.4 zamaninda ADI metodu ile elde edilen hatalarin daha kiigiik kaldigi

acikca gortilmektedir.

Tablo 6.32: Problem 7’ nin £ = 0.0001, h, = h, = h = 0.05 degerleri i¢in ¢ = 0.1
zamaninda u(z,y,t) ve v(z,y,t) niimerik ¢oziimleri igin elde edilen mutlak hatalarm

ADM[45] ile kargilagtirilmas:

E. E,
(r,y) ~ ADM[45]  ADI  ADM[45]  ADI

(0.1,0.1) 3.30750E-6 1.302E-5 1.05384E-6 2.120E-5
(0.3,0.1) 5.56160E-6 4.726E-5 3.30770E-6  1.291E-5
(0.2,0.2) 6.61520E-6 2.613E-5 2.10766E-6 4.237E-5
(0.4,0.2) 8.86940E-6 6.022E-5 2.25400E-6 3.414E-5
(0.1,0.3) 7.66930E-6 4.81E-6 7.52340E-6 7.189E-5
( )
( )
( )
( )

0.3,0.3) 9.92330E-6 3.911E-5 3.16150E-6 6.358E-5
0.2,0.4) 1.09769E-5 1.776E-5 8.57700E-6 9.312E-5
0.3,0.4) 1.21040E-5 3.486E-5 6.39600E-6 8.898E-5
0.5,0.5) 1.65386E-5 6.454E-5 5.26920E-6 1.0621E-4
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Tablo 6.33: Problem 7’ nin k& = 0.0001, h, = h, = h = 0.05 degerleri i¢in ¢t = 0.4
zamaninda u(z,y,t) ve v(z,y,t) nimerik ¢oztimleri i¢in elde edilen mutlak hatalarin

ADM [45] ile kargilagtirilmas:

E, E,

(r,y) ~ ADM[45]  ADI  ADM][45] ADI

(0.1,0.1) 1.01945E-4 1.185E-5 3.54833E-4 5.654E-5
(0.3,0.1) 5.58724E-4 3.313E-5 1.01946E-4 1.256E-5
(0.2,0.2) 2.03891E-4 2.351E-5 7.09666E-4 1.1271E-4
(0.4,0.2) 6.60670E-4 2.113E-5 4.56779E-4 4.430E-5
(0.1,0.3) 1.50942E-4 8.058E-5 1.31739E-3 2.3886E-4
( )
( )
( )
( )

0.3,0.3) 3.05837E-4 3.546E-5 1.06450E-3 1.6945E-4
0.2,0.4) 4.89953E-5 9.260E-5 1.67222E-3 2.9574E-4
0.3,0.4) 1.79393E-4 7.016E-5 1.54578E-3 2.6131E-4
0.5,0.5) 5.09728E-4 6.059E-5 1.77417E-3 2.8551E-4

Sekil 6.23 ve Sekil 6.24" de k = 0.0001, h, = h, = h = 0.025 degerleri icin ¢t = 0.1
zamaninda problemin u(z,y,t) ve v(z,y,t) nimerik ¢dziimleri ile tam ¢dziimlerinin
grafikleri verildi. Grafikler ayirt edilemeyecek kadar benzer olup ntimerik ¢oziimlerle

tam c¢oziimlerin uyumu grafiklerden agik¢a gorilmektedir.
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(a) Niimerik Coziim (b) Tam Coztim

Sekil 6.23: Problem 7’ nin k£ = 0.0001, h, = hy, = h = 0.025 degerleri icin ¢t = 0.1

zamaninda u(z,y, t) niimerik ¢dziimii ve tam ¢oztimi

(a) Niimerik Coziim (b) Tam Coziim

Sekil 6.24: Problem 7’ nin k& = 0.0001, h, = h, = h = 0.025 degerleri i¢in ¢ = 0.1

zamaninda v(zx, y,t) niimerik ¢6zimi ve tam ¢oziimii
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7. SONUC VE TARTISMA

Bu tezde, iki boyutlu 1s1 denklemi, iki boyutlu Burgers denklemi ve iki boyutlu
Burgers denklem sistemi farkli baglangi¢ ve sinir sartlar ile birlikte goz 6niine alindi.
Tek boyutlu kismi diferansiyel denklemlerin ¢oztimlerini elde etmek igin kullanilan
sonlu fark yaklagimlar: iki boyutlu kismi diferansiyel denklemlerin ¢oztimlerini elde
etmek icin de oldukca sik bagvurulan yaklagimlardir. Model problemlerin ¢éziimii i¢in
hangi sonlu fark yaklagimlarinin daha avantajli olacagini belirlemek adina iki boyutlu
1s1 denklemine acik, kapali ve karigitk sonlu fark yaklagimlari uygulandi ve bu
yaklagimlarin kararlilik analizleri yapildi. Beklenildigi gibi acik ve karigik sonlu fark
yaklagimlarinin her birinde bir kararlilik kisitlamasi bulunurken kapali yaklagim sartsiz
kararli olarak bulundu. Burada model problemleri ¢ozmek i¢in kapali yaklagim en
uygun yaklagim gibi goriinmesine ragmen problemlerin boyutlar1 arttigindan
¢oziimlerde karsilagilacak cebirsel denklem sisteminin katsayilar matrisi besli bant
matris yapisinda oldugundan “Acaba daha uygun bir niimerik yaklagim bulunabilir
mi?”sorusuna cevap arandi.

Bunun i¢in zaman adimlarimin uzunlugu yariya indirilip ilk yarisinda =z
dogrultusunda kapali ve y dogrultusunda acik, ikinci yarisinda ise x dogrultusunda
acik ve y dogrultusunda kapali olacak sekilde yeni bir yaklagim goz oniine alindi.
Bu yaklagimin kararlilik analizi yapildi ve yaklasimin sartsiz kararl oldugu goriildii.
Ayrica model problemlerin ¢oziimlerinde kargimiza cikacak olan cebirsel denklem

sistemlerinin katsayilar matrisi ii¢lii bant matris yapisinda olup, yaklagim sartsiz
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kararli oldugundan tezde model problemlerin ¢oziimii i¢in kullanilmasi en uygun
yaklagimin son yaklagim olduguna karar verildi. Literatiirde bu yaklagim Alternating
Direction Implicit (ADI) metodu olarak bilinir.

Herbir problem ADI metodu ile ¢oziilerek niimerik ¢oziimler elde edildi. Problemler
icin elde edilen ntimerik ¢oziimler tam ¢oziimler ve literatiirde bulunan baska metodlar
ile elde edilen niimerik ¢oztimler ile karsilagtirilarak Lo ve Lo, hata normlar: verildi.

Tam ¢oztimiin bulundugu Problem 1-4 ve Problem 6-7 de tam ¢oziimlere oldukca
yakin sonugclar elde edilirken, tam ¢oziimiin bulunmadigi Problem 5 de ise literatiirde
bulunan niimerik ¢oziimlerle oldukca uyumlu niimerik ¢oziimler elde edildi.

Sonug olarak iki boyutlu lineer veya yaklagimin iginde lineerlegtirilmig (non-lineer
terimler yerine bir 6nceki adimda elde edilen ntimerik ¢oziimler kullanilarak) non-lineer
denklemlerin niimerik ¢oztimlerini elde etmek igin kullanilan Alternating Direction
Implicit (ADI) metodu ile tam ¢oziimlere olduk¢a yakin niimerik ¢oziimler elde

edilmistir.
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