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Bu ¢alisma ti¢ b6liim halinde diizenlenmistir.Birinci boliim daha sonraki b6liimlerin
iyi anlagilabilmesi igin temel kavramlara ayrilmstir. Bu béliimde manifoldlara iligkin bazi
kavramlar ve yap1 denklemleriyle bazi teoremler verilmigtir.

Ikinci boliim ii¢ alt boliimden olugmaktadir.Lalt bdliimde diizlemsel normal kesitli alt
manifoldlar incelenmistir. Ayrica bir Oklidyen uzaym alt manifoldunun pointwise diizlemsel
normal kesitlere sahip olmast i¢in gerekli sartlar verilmistir.II.alt boliimde diizlemsel normal
kesitli yiizeylerin bir smiflandirilmas: yapilmigtir.III. alt bSliimde ise bir kiirenin diizlemsel
normal kesitli alt manifoldlar: aragtiriimgtur.

Uctingii boliimde Geodezik normal kesitli Pseudo Oklidyen uzaym minimal yiizeyleri
arastirilmustir.
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This study consists of three chapters. In the first chapter , fundamental notions are
given for a better understanding of the other chepters.In this chapter, some notions about
diferentiable manifolds , structure equations and same theorems are given.

Second chapter consists of three sections. In the first section, submanifolds with
planar normal sections are investigated. And a necessary and sufficient condition is also given
for a submanifold of E” to , have pointwise planar normal sections. In the second section ,a
classification of surfaces with planar normal sections is given. And finally in the third section,
submanifolds with pointwise planar normal sections are investiagated in a sphere.

In the third chapter, minimal surfaces of pseudo Euclidean spaces with geodesic
. normal sections are studied.
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GIRIS

Pointwise diizlemsel normal kesitli alt manifoldlar itk kez 1980 lerde B. Y. Chen
tarafindan cahsilmugtir. Ozellikle Chen [ 4 Jte E™ nin bir alt manifoldunun pointwise 2-
diizlemsel normal kesite sahip olmas1 igin gerek ve yeter sarti elde etmistir. Bu sonu¢ ve
Chen.in [ 5 ] te elde ettigi sonuglar kullamlarak [ 5 ] Chen ve digerleri E” de pointwise 2-
diizlemsel normal kesitli yiizeyleri simflandirdilar. Daha dogrusu ,onlar bdyle bir ylizeyin E”
nin £’ alt uzaymda lokal olarak kalmak zorunda oldugunu gosterdiler.Daha sonra Shi-jie Li
kiirenin ikinci standart immersiyonu yardimiyla kiirede pointwise 2- veya 3-diizlemsel normal
kesitli alt manifoldlan inceledi. Young Ho Kim ise Geodezik normal kesitli Pseudo Oklidyen
uzaym minimal ylizeylerini inceledi. 5-boyutlu Geodezik normal kesitli Pseudo Oklidyen
uzaym minimal ylizeylerinin ya tamamen Geodezik yada diiz quadric oldugunu gésterdi.

Biz bu gahsmada yukarnida verilen ¢ahsmalar1 ve bu konudaki aragtrmalan inceleyerek bir
derleme yaptik. Amacimz bu konuda ¢aligmak isteyen aragtirrnacilara, bu konular ile ilgili
temel kavramlar: bir araya getirerek yardime: olmak ve daha sonraki cahymalarimiza temel

teskil etmektir.



LBOLUM

I.I TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

II. ve IIl. Boliimlerin daha iyi anlagilabilmesi i¢in I. Boliim Diferensiyel Geometrinin
temel kavramlarina ayrilmigtir.

TANIM LI.1(Homeomorfizma): X ve Y birer topolojik uzay olsunlar.
XY

~ doniigiimi i¢in eger fve /- T stirekli ise fye X’ den Y’ ye bir homeomorfizma denir[ 1 ].

TANIM LI2(Hausderff Uzay): X bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi farkhh noktalar
i¢in, X de , siras1 ile P ve @ noktalanni igine alan 4p ve Ag agik alt kiimeleri 4, N4, = ¢

olacak bigimde bulunabilirse X topolojik uzayma Hausdorff uzay: denir [ 1 ].

TANIM LL3(Baglantihilik): (X, 7) topolojik uzay1 bos kiimeden farkli, ayrik, agik iki kiimenin
birlesimi olarak yazilamiyorsa (X, 7) topolojik uzaymna baglantilidir, aksi halde baglantisizdir
denir [ 1].

TANIM L.14(Tepolojik Manifold): M bir topolojik uzay olsun.

1. M bir Hausdorff uzaydir.
2. M nin herbir agik alt kiimesi E* ye veya E” nin bir a¢ik alt kiimesine homeomorf olmalidir.

3. M sayilabilir ¢oklukta agik kiimeyle ortiilmelidir.

Onermeleri dogru ise M ye bir topolojik manifold denir{ 1 ].

TANIM LL5(Harita): M bir topolojik n-manifold ve U da E” in bir agik alt kiimesi olsun. O
zaman topolojik n-manifold tamimi geregince U bir % homeomorfizmi ile M nin bir W agik alt
kiimesine eslenebilir

w:UcE'»>WcM

(¥ W) ikilisine M de bir koordinat komsulugu veya harita denir. €U igin ¥(u) eM dir ve
it

W(u):(xl (u):m’xn(u)) s xi(U) €lR 1<i<n @\ m\ﬁ N

\\\v\”" g
1 %ﬁﬁ‘“



dir. Burada x;(») reel sayisma ¥{u) eM noktasimn i-yinci koordinat1 ve

fonksiyonuna da U nun i-yinei Oklid koordinat fonksiyonu denir.

x;, =u; oy~ :W—>IR

fonksiyonuna W nin i-yinci Oklid koordinat fonksiyonu denir| 1 ].

TANIM L1.6(Atlas): M bir n- boyutlu topolojik manifold ve M nin agik ortiisii {U,} olsun .
U, agik kiimelerinin ¢ indislerinin kiimesi 4 olmak tizere {U,} ortiisii i¢in {U,}4ea yazalim.
E" de U, ya homeomorf olan bir agik kiime E, ve

V. Uy—E,
bir homeomorfizma olsun. Koordinat komguluklarinin {(U, , ¥,)}zea koleksiyonuna bir atlas
(veya koordinat komsulugu sistemi ) denir | 1 ].

TANIM L1.7(Diferensiyellenebilir yapi): M bir n-boyutlu manifold ve S={(U,, ¥»)}aea , M nin
bir atlast olsun. Eger S agagidaki 8zellige sahipse Sye C" , r 2 I smifindandir denir. pe M

noktasinin agik komsuluklan U, ve U,nUpg#< olmak lizere Va,feA igin
bop =, c>‘1";l Y,U,NU)cIR" > ¥, U, NUy) c IR”
Ppe =¥, o P! W, U, NUcIR" > ¥,(U,nUy)c IR"

fonksiyonlar: r. dereceden diferensiyellenebilir ve siirekli ise. S atlas1 M tizerinde C " sinufindan
oldugu zaman S ye M tizerinde C " smifindan diferensiyellenebilir yap1 denir. Buna gére S
-atlasmmn C* sinifindan olmasi (@op);i, (Pss)s » 157 < n fonksiyonlarinin C” smifindan olmast ile
tamimhdar[ 1 ].



TANIM 1.1.8(Diferensiyellenebilir Manifold): M , »- boyutlu bir topolojik manifold olsun.
Eger M iizerinde , C " siufindan bir diferensiyellenebilir yap: tanimlanabilirse M ye C *

sinifindan diferensiyellenebilir manifold denirf 1 ].

TANIM L1L9(Tanjant vektor ve tanjant uzay ): V vektor uzay: ile birlesen bir Afin uzay
olsun.P € A ve v € Vigin (P,V)stral ikilisine A afin uzaymin P noktasindaki tanjant vektorii

denir. 4 afin uzaymin , Ped noktasindaki tanjant vektdrlerinin kiimesini 7,(p)ile
gOsterecegiz.

T,(p) de toplama ve skalerle carpma islemleri , sirasi ile

@ : T,(P)xT,(P) - T,(P)
(P,V),(P,u)) > (P,V)D (P,u)=(P,V +u)

veya
(,,4,) >V, @4, =(F+u),
ve
®:IRxT,(P)—»T,(P)
(4,(P,7)) > AQ(P,v) = (P, V)
veya

(4,7,) > A®F, =(49),

bigiminde tanimlayahm. {7, (P),®, IR,+,.,®}nm bir vektor uzay: oldugu gosterilebilir bu vektor
"uzayma A min P € 4 noktasindaki tanjant uzay1 denir ve kisaca T, (P) ile gosterilir] 1 ].

TANIM LL10(Vektor alani ): M bir manifold ve M de bir komsuluk ¥ olsun. Bir PeV
noktasindaki tanjant uzay1 7, (P) olsun. ¥V de biitiin P noktalar: lizerindeki tanjant uzaylarin

birlesimi U T, (P)ve

pevV

= JT, (Vv

peV
doniisimti V¢, €7, (p) tanjant vektorii igin

w(t)=p



ile tanimlansin. Bu durumda V < M iizerinde vektdr alam operatorii

X:V->UT (p)

peV
biciminde bir fonksiyondur , Syle ki
moX=1:V >V
doniiglimii birim doniislimiidiir. M lizerinde vektdr alanlarinin kiimesini y (M) ile gBsterecegiz

[1].

TANIM LI11(Vektor alam uzayr):Yukaridaki tanimda M manifoldu yerine E* n- boyutlu
Oklid uzaym alirsak E” de bir X vektdr alamm , VpeE” noktasina bir X, tanjant vektoriini
karsilik getiren fonksiyon olarak diigiinebiliriz [ 1 ].

Vb eE” noktasinda X ve Y nin degerleri olan X(P)=X, ve Y(P)=Y, aym bir T:"(P) tanjant
uzay: i¢inde olduklarindan bunlan toplayabiliriz. E" tizerindeki vektdr alanlarmi kiimesini
z(E g ) ile gosterirsek

+: z(E”)x ;g(E")—-) z(E")
X, N> X+Y

VP e E"igin
(X+Y),=X(P)+Y(P)=X, +7,
seklinde tanimlandigindan (y(E"),+) bir abel grubudur.

®:IRx 2(E") - 7(E")
(A, X) > AX

Vp & E" noktast igin (A.X)p)= 4 X(p)=AX, biciminde tanimlanur. Eger bir
fE" > IR
fonksiyonuile X e z(E ") vekt6r alanlarimin ¢arpimi da Vp € E” noktas: icin

(2 Xp)= f(p)Xp

seklinde tanimlanirsa {1(E " ),GB LR +,. ,®} vektor uzayina E" lizerindeki vektor alanlarinin uzay:
denir ve kisaca x( ") ile g6sterilir [ 1 ].



TANIM LL12 (Tiirev) : f:E" —> IR fonksiyonu verilsin. Eer bir a € E” noktas1 i¢in

Nfar D@20 _, .
T

olacak sekilde bir

ﬁ, . IRn lineer s IR

fonksiyonu bulunabiliyorsa f°ye aeE" noktasinda tiirevlenebilir denir ve A lineer
- fonksiyonuna da a € E” noktasinda f nin tiirevi ad verilir [ 1 ].

TANIM L113(Yone gore tilrev ):  f:E” — IR diferensiyellenebilir ve ¥, € T, (P) olsun. Bu
durumda P,Q € E"i¢in I7p = FQ» olmak fizere

7,11= GUR 1@ - R).or B 10, - )

reel sayisina f nin I7p ye gore tiirevi denir [ 1 ].
TANIM L1.14( Vektor alam yoniindeki tilrev): Xe ;(( "), fe C(E”,IR) olsun. Vp e E”
icin

(x()P)=x,[1]

olmak tizere X[f]e C(E " IR) fonksiyonuna f nin X vektor alam y6niindeki tiirevi denir [ 1 ].

TANIM L115(Diferensiyellenebilir egri ): M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M
manifoldu tiizerinde diferensiyellenebilir bir egri ; IR > nin [ab] aralifindan M vye
diferensiyellenebilir bir fonksiyon olarak tanimlanir [ 1 ].

TANIM L.1.16. (Kovaryant tiirev ): I, IR de bir agik aralik ve o :] — E" bir diferensiyellenebilir
egri olsun. Bir ¢ € I igin a(f) noktasinda

a(t)——lt 1), .., Lo 1))

vektorilne egrinin hiz vektorii denir ve (at), a’(2)) ikilisi bir tanjant vektoriidiir. Bu kisaca a('t)
ile gosterilir.



a(t) 11= LN = L 00y =y 1

olarak yazilir ve Da'(r) fye f:E"—» IR fonksiyonunun e: I — E" e@risi boyunca kovaryant
tiirevi denir [ 1 ].

TANIM LIL17(Kovaryant tiirev operatirii): M bir C ® manifold olsun . M iizerinde vektSr

alanlarinin uzay1 ¥ ( M ) olmak tlizere ;

V:x (M) xx(M) =y (M)
(XY) > V(XY)= VY

doniistimi i¢in , VXY, Z ey (M), Vfg €C” (M, IR)
1) Vs Z=1 VaZ +g VZ
2) Va(fY)=f Vi + (XY
ozellikleri saglamiyorsa ¥V ya M manifoldu iistiinde bir afin konneksiyon ve Vye de X e gore
kovaryant tiirev operatorii denir [ 1 ].
TANIM LI.18(Lie operatdrii): V bir K cismi lizerinde vektdr uzay1 ve
[]:VxV>V
d6niislimii de ;
1) 2 -lineer,
2) Alterne ( VX,Y eV igin[X,¥]=—[7,X]),
3) VX,¥,ZeVigin [X,[y,Z]+]r.[z. x]}+[z.[x,¥]=0

olarak verilsin. /, / doniiglimiine , V' lizerinde bir Lie operatorii denir [ 1 ].

TANIM LI1.19( Kotanjant vektor ): E” Oklidyen uzaymin p e E” noktasimndaki tanjant uzay
T, (p) olmak tizere T o (p) nin cebirsel duali T, (p) ile gosterilir ve E"in p e E" noktasindaki
kotanjant uzay: adin: alir. T, (p) nin her bir elemanma , p € E" noktasinda kotanjant vektor ad

verilir.

a :T o (p) lineer IR}

7. (p)={"

dir[1].



TANIM L1.20(Kovaryant tensdr ): V;xVox..xV, den IR ye biitiin r-lineer fonksiyonlarin
kiimesini

L;...V,;]IR)= Mf . V1 XV2 X..XV, rlincer IR}

ile g6sterelim . Bu kiimede toplama ve skalerle garpma islemlerini sirasiyla
Vuy ... u,) € VixVox..xV, igin,

(fi+tf) @, . ..,u)=fi(u,..,u)th (u],... , Uyr)
ve A€ IR igin

(A Mup, .., w.)=Af(ui, ..., u,)

seklinde tanimlanirsa bu ikili isleme gére L (V... V,; IR ), IR iizerinde vektdr uzayt olur . Bu
vektdr uzayma

: ] * *®
ViV, V

dual vektdr uzaylarnm tensorel ¢arpimi denir ve

L(Vi, .., V,)=V,®V,8.. 8V

lle gosterilir. V, ® V, ®, ..., ® V. tensdr uzaymn her bir elemamina r. dereceden bir tensor
denir.

V}:sz 000 = Vr=V

ise V'OV'®.. ® V' uzayma kovaryant tensdr uzayr ve bu uzaym her bir elemamna da .
mertebeden bir kovaryant tensdr denir. 7% (V) veya & V" ile gosterilir [ 1 ].

TANIM LI21(Riemann metrigi ve Riemann manifold): Bir topolojik n manifold M ve
P € M noktasindaki tanjant uzay1 7,, (p) olsun.

M AL(TM(p)xTM(p);IR)
p-g(p)=g,:T,(p)xT,(p)~> IR

seklinde, pozitif taniml: , simetrik , diferansiyellenebilir bir bilineer (2. mertebeden kovaryat
tensor ) form tanimh ise g'ye Riemann metridi , metrik tensér veya diferansiyellenebilir metrik,
(M,g) ikilisine de Riemann Manifoldu denir{ 1 ].

TANIM 11.22. (Semi Riemann Manifoldu): M bir C* manifold olsun. M istiindeki vektor
alanlarinin kiimesi y(M) ve reel degerli C” fonksiyonlarimin halkas1 da C*(M,IR) olmak lizere

g x(M)xy(M)—> C*(M,IR)



fonksiyonu
1) 2- lineer
2) simetrik
3)VXexM) igin g(X,Y)=0=>Y=0ey(M)

ozellikleri saglamyorsa , M’ ye Semi-Riemann manifoldu denir [ 1 ].

TANIM L1.23(Pseudo Metrik): Xz ve d :.XxX —IR ye bir metrik tens6r olsun . Eger,
pl) d(x,J’)?—O, d(x,x)=0,

p2) d(xy) = d(y.x),
p3) dxy)sd(xz)+d(zy),

ozellikleri saglaniyor ise d ye X iizerinde bir Pseudo metrik tensor denir. Bir Pseudo metrik
tensord i¢in , d(x,y)=0 olmasi x=y olmasim gerektirmez , yani d(x,y)=0 oldugu halde x=y olabilir
[1]

TANIMLI.24(Riemann anlaminda kovaryant tiirev operatdrii): M bir Semi- Riemann
manifoldu ve V', M {istiinde bir afin konneksiyon olsun. Eger,

1)V, C” smifindandir,
2)M nin bir 4 bblgesi iizerinde , C” olan VX, Yey (M ) igin
Vx¥-VRX=[XY ]
3 ) M bir 4 bblgesi tizerinde C*olan V.X,Y,Z e y(M) ve Vped igin
X,8(¥,2)=g(V,Y,Z)p+2(t.V,Z)p
ozellikleri saglantyorsa , V' konneksiyonuna , M iistiinde bir Riemann konneksiyonu ve Vy ’e
de X’ e gbre Riemann anlaminda kovaryant tiirev operatdrii denir[ 1 ].
TANIM L.1.25(Immersiyon ve imbedding): M ve M birer C* manifold ve
f MM
bir C* fonksiyon olsun. Eger f nin f, Jakobian matrisi ¥/pe M noktsinda regiiler ise f ye M

den M igine bir immersiyon denir. Bir bagka ifadeyle rank f=boy M ise f bir immersiyondur.
Birebir immersiyona da imbedding denir [ 1 ].



TANIM L1.26(Hiperyiizey): E” n- boyutlu Oklid uzaymnda (#-1)- boyutlu bir yiizey veya (n-1)
ylizey diye E" deki bos olmayan bir M kiimesine denir , dyle ki U , E” de agik alt kiime olmak
lizere

f . U difbilir s IR,
,ce IR

M={xeUcCE"
{ x—~——>f(x)=c

Vf|p #0,p € M bigiminde tammlanir. E de bir 1-yiizeye diizlemsel egri denir. Ede bir 2
yiizeye sadece yiizey denir. E* de (n-1)-ylizey n)3 olmasi halinde bir hiperyiizey olarak
adlandinhir| 1 ]. '

TANIM L1.27(Gauss doniigiimii): £” de yOnlendirilmis bir hiperylizey M olsun . M nin
diferensiyellenebilir birim normal vektor alamw N olsun.

n:M —>S™cE"

P->n(P)= N(P)=(P, Np)=ia,(P)5z}|p

il

doniistimii “]V ,,“ =1 oldugundan M yi E" deki S ™! birim hiperkiiresine resmeder. Bu sekilde
“tamimlanms olan diferensiyellenebilir n déniiglimiine Gauss ddntistimi denir{ 1 J.

TANIM L1.28 (Weingarten doniigiimii ): E" nin bir hiperyiizeyi M ve M nin birim normal
vektsr alami, N ile verilsin. E” de Riemann konneksiyonu V ve olmak {izere VX ey ( M )
icin

SX) = ~VxN .
seklinde tanimli , § dénligiimiine M {izerinde sekil operatéri veya M nin Weingarten
doniisimii denir [ 1 ].
TANIM 1.1.29 (g-yuncu Temel Form ): £” nin bir M hiper ylizeyi lizerinde ¢ — yuncu temel

form diye 1<q <i1 olmak lizere

F:y(M)xy(M)>C°(MIR)
XY —>PED=<8""®,Y>

seklinde tanimli 7 fonksiyonuna denir [ 1 ].

TANIMLI30 (Gauss anlammda Kovaryant tiirev ): E” de bir hiperylizey M ve M nin sekil
operatdrii S olsun . E” in Riemann konneksiyonu Vile gbsterilmek iizere VX, Y € y ( M ) i¢in

V,Y=V,Y+<S(X), Y>N



seklinde tanimh v operatbriine M {zerinde Gauss anlaminda kovaryant tiirev operatorii denir.
Yukarida verilen denklemede Gauss denklemi denir [ 1 ].

TANIM L131(Egrilik Tensorii): y(M), Oklidyen uzayindaki vektor alanlarimin kiimesi olmak
lizere

R: Z(E")x Z(E")xx(E")—) Z(E")
(X,7,2) > R(X,Y,Z)=V,(V,2)-V,(V,Z)- V|, Z

-olarak tanimlanan R fonksiyonu y ( E* ) iizerinde 3. mertebeden bir kovaryant tensdr alanidir.
Bu kovaryant tensér alanma M in bir egrilik tens6r alan: denir] 1 ].

TANIM 1.1.32(Cedazzi-Mainardi denklemi): E” nin (n-1)- alt manifoldu tizerindeki kovaryant
tiirev V olmak tizere V.X,Y, Z e ( M )igin

Vx(VrZ)-Vr(VxZ)-VixnZ = (S), Z)S(X) - (S(X), Z)S(Y)
ifadesine Gauss egrilik denklemi denir [ 1 ].
Vr (SN -Vx(S@)+S(x.Y)=0

denklemine de Codazzi — Mainardi denklemi denir [ 1 ].

TANIM L1.33(E" de hiperyiizey): N bir C*,(n —1) manifold olsun.
f:No>E"

fonksiyonu bir immersiyon ise f(N)= M manifolduna E"nin bir hiperyiizeyi denir[ 1 ].

TANIM 1134 (Geodezik): E™' de bir M hiperylizeyi iizerinde geodezik denen egri dyle bir
parametrik egridir ki bu egrinin her noktasindaki ivme vektérii M ye ortagonaldir. Yani egri

a:l->M

ise é(t)e Ti(elt)) , VeI, dir[ 11].

TEOREM L1.35: Geodeziklerin her noktasindaki hiz vektorlerinin uzunluklar: sabittir.

ISPAT: a.l->M
t—aft)

10



bir geodezik olsun. O zaman, &(t) € Ty (e(¢)), V¢ olacaktr.
L = el = A =0

dir. Giinkii ¢(¢) e T,, (e{r)) oldugundan {&(r),&(r)) =0 olur[ 1].

1136 LEVI —CIViTA ANLAMINDA PARALELLIK

M bir hiperylizey ve & :I — M bir parametrik egri olsun. Bir X vektdr alanma & boyunca M'ye
tegettir denir , eer X vektor alant o egrisine kisitlanmug ve ¥z el icin X(t)eTu(e('t)) ise Xin

%tﬁrevim X(t)ile gosterelim. X genel olarak M ye teget degildir. Fakat X(*)nin T, (a(r))

tizerinde ortagonal izdiitimii alinmak suretiyle V7 € ] i¢in yeni bir vekt6r alam elde ederiz. Once
diferensiyel almak ve sonmra M nin tanjant uzayma izdlslirmekten ibaret olan bu ySntem
diferensiyel ile aym 6zellige sahip bir operatdr tanimlar.

N| ) j" ()
ol x()
7 /
SEKIiL L1.2

‘Sadece bir fark vardir; o da M ye teget olan vektdr alanlarimin diferensiyelleri yine M ye teget
kalan vektr alanlart verir. Bu yeni operasyona M lizerinde kovaryant diferensiyel denir.

E™! de bir hiperyiizey M olsun. M fizerinde parametrik efri @:7/ - M ve « boyunca

M ye teget ve diferensiyellenebilen bir vektor alan1 X olsun. X in kovaryant tiirevi X', boyunca
M ye teget olan bir vektor alamdir ve

x'(t)= X()- (XL N@)N ()
olarak tanimlanr , burada N ile M nin birim normal vektor alant gsterilmektedir. X'(r) , N nin

segilisinden bagimsizdir[ 1 ]
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TEOREM 1137 a:1->M

Parametrik egrisinin M tizerinde geodezik olmasi igin gerek ve yeter sart @ mn (&) kovaryant
ivmesinin o

ISPAT: (@) =a—{@N)N

oldugunu tanimdan yazabiliriz.

(=) aeprisi bir geodezik ise & e T}, dir. Buna gére (&) tegetsel bilesen oldugundan (&) =0
olmalidur.

(=) (&) =0ise & e T, oldugunu gosterecegiz.

d = (&, NN +(a)

esitliginden (02)' =0 ve dolayistyla & = AN veya é e T;; dir.

.TANIM L1.38(Tanjant vektorlerinin Oklid anlamda paralelligi ): ™' de
I719 = (P’I?p)e T pon (P) ve WQ = (Q,W)e T ou (Q)

tanjant vektorleri igin ¥ = W ise bu iki tanjant vektore Oklid anlamda paraleldir denir[ 1 ].

TANIM 1139(Vektor Alanlarmm Oklid anlamda Paralelligi): Bir «:] — E™' parametrik
egrisi boyunca bir X vektor alamt igin X(t,)=X(t,) , Vt,,t, € I ise X vektdr alanmna Oklid
anlaminda paraleldir denir. Burada (c(r), X(t)) ,(t)e @ noktasindaki bir tanjant vektdrdiir. O

halde X vektor alam igin X = —‘%— =0 ise X vektdr alamina o egrisi boyunca Oklid anlaminda
paraleldir denirf 1 ].

TANIM L140(X vektor alammmn Levi-Civita anlammnda paralelligi ): £**' de bir hiperylizey
M ve M tizerinde bir parametrik egri a:1 — M olsun. aegrisi boyunca M ye teget olan bir X
diferensiyellenebilir vektor alani i¢in X'=0 ise bu X vektdr alamna Levi-Civita anlaminda
paraleldir denir. Eger o boyunca X bir sabit vektdr vektor alani ise , M den bakildidinda, X
vektor alan1 & boyunca paraleldir [ 1 ].

TEOREM 1.1.41:Levi-Civita anlaminda paralelizmin agagidaki 6zellikleri vardir.
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(i) Eger a boyunca X vektor alam: Levi-Civita anlaminda paralel ise X in uzunlugu sabittir.

(ii ) o boyunca X ve Y iki Levi-Civita anlaminda paralel vekttr alam ise & boyunca (X,Y)
sabittir,

(iii ) @ boyunca X ve Y iki Levi-Civita anlaminda paralel ise X' ve Y arasindaki a¢1 o boyunca
sabittir.

-(iv) & boyunca X ve Y iki Levi-Civita anlaminda paralel ise X+Y ve Vce IRigin cX de &
boyunca Levi-Civita anlaminda paraleldir.

( v) M hiperyiizeyi lizerinde bir parametrik « efrisi boyunca hiz vektSr alam Levi-Civita
anlaminda paraleldir<> « bir M hiperylizeyi lizerinde geodeziktir [ 1 ].

ISPAT:
(i) X=X'+(X,N)N
oldugundan

X =0+(X,N)N
dan

(X,X)=0
olur.

(i) (X,¥) =(X",1)+(X,¥") = 0dur.

(iii) 6 = Cos™ ﬁﬁ de (X,Y),|lX] ve [¥]den her biri & boyunca sabittir.
(iv) (X +7) =X"+7’ (cx) =cx’

= 0+0 =Co

=0 =0

(v) =: &z vektor alam olsun.
é = (a)+{c, N)N
den (¢) = Oolmas:

é = (& N)N

13



yani & € T;; olmasin gerektirir. Su halde & < M egrisi bir geodeziktir.
(¢=):é e T} dir.
@ =(a) + (& NN

den (o'z)' = 0 olmak zorundadir. Buda & min Levi-Civita anlaminda paralel olmas: demektir[ 1 ].

TANIM 1142 (Total geodezik alt manifold): /7 , m boyutlu bir manifold ve M de M nin n-
boyutlu bir altmanifoldu olsun. 4 ikinci temel form , X, ¥ € (M), £ € y(M)" olmak {izere

Vy5=0
ise £ye paralel ve

Vih=0
ise ikinci temel form paraleldir denir. Eger h=0ise M ye M nin total geodezik alt manifoldu
denirf 1 ].

TANIM L1.43 (Minima! alt manifold ): M ,m boyutlu bir manifold ve M de M nin n-boyutlu
bir altmanifoldu olsun. 7, (p) nin bir baz1 {e, e, ,....e, folmak tizere

1, z
H, = ;tz(hp)= Z:‘h(e,.,e,.)
vektdriine p € M de M nin ortalama egrilik vektorii denir. Eger
H=0

ise M ye minimal alt manifold denir| 1 ].

LII FRENET VEKTOR ALANLARI

Bu kesimde @:I—> IR egrisini IR’ uzaymnda birim hizh egri olarak géz oniine
alacafiz. se ! i¢in a, (-gc- (s)) vektSriint ¢'(s) ile gdsterelim.
TANIM LIL1( Birim teget vektor ve birim teget vektr alam ): E* uzaymda «:I— IR’

egrisi i¢in

() =7(s)
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esitligi ile belli 7(s) vektorine a egrisinin e(s) noktasindaki birim teget vektorii denir. T, J
aralifimin her bir s noktasina , a(s) noktasmdaki 7/(s) tepet vektoriinii karsihk getiren bir
fonksiyondur. Buna gére 7', @ egrisi listiinde bir vekttr alamdir. Bu vektSr alanina & egrisinin
birim teget vektor aldmi denir[ 2 ].
TANIM LIL.2( Egrilik fonksiyonu ): IR® uzaymda birim hizli e : I — IR egrisi igin

x:1—> IR, x(s)=|T"(s)

fonksiyonuna , & egrisinin egrilik fonksiyonu denir, x(s) sayisina egrinin a(s) noktasindaki
egrilifi denir[ 2 ].

TANIM LIL3( Asli normal ): IR® uzaymnda birim hizh @ : I — IR®egrisi igin ,
1
Nis)=—=T'
6)= 7@

-esitligi ile belirli N(s) vektoriine , egrinin er(s) noktasindaki asli normali (Birincil dik vektorii )
denir[ 2 ].

TANIM LIL4( Binormal ): IR’ uzayinda birim hizh & : 7 — IR? ejrisi igin
B=TxN
esitligi ile tanimh B vektSr alanina , egrinin c(s) noktasindaki binormali ( ikincil dik vektorii )

denir[ 2 ].

TANIM LIL5( Frenet vektorleri , Frenet catilar , Frenet vektér alanlar ): 7(s), N(s), B(s)
vektorlerine , egrinin a(s) noktasindaki Frenet vektorleri denir. {7(s), N(s),B(s)} kiimesine ,
egrinin a(s) noktasindaki Frenet atist denir. 7', N, B Vektor alanlarina da ,egri iistiinde Frenet
vektor alanlan denir[ 2 ].

TANIM LIL6 ( Burulma fonksiyonu ): ¢ : — IR® birim hizh egrisinin Frenet vektor alanlarn
T, N, Bolmak lizere,

r:I1>IR ,z(s)= -—(B'(s), N (s))

fonksiyonuna , @ egrisinin burulma fonksiyonu denir. z(s) sayisina egrinin a(s) noktasindaki
burulmas: denir[ 2 ].
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LIII BAGLANTI FORMLARI VE YAPI DENKLEMLERI

Frenet formiilleri bir egrinin Frenet vekt6r alanlarinin , egri boyunca tiirevlerini , Frenet
vektdr alanlarina bagh olarak verir. Bu egitliklerdeki katsayilar , egrinin egrilik ve burulmasidir.
@ eprisi Ustiindeki bir X vektor alammnmn egri boyunca af(f) noktasindaki tirevi olan X'(¢)
vektorii , X vektdr alanmm a'(f) vektorii yoniindeki kovaryant tiirevine esittir. Kisaca ,
X'(t)= D, X dir. Buna gbre birim hizli bir eZri i¢in Frenet formiilleri

DT =0T()+ x(()N(t)+0B()
DN =—x(t)I'(¢)+ ON()+ =()B(:)

D,y B =0T(t)-=()N(r)+ 0B(r)

bigiminde yazilabilir. Simdi ,bu formiillerden yola gikarak , /R*uzayimndaki bir {El , EZ,E3} catt
alanin elemanlart olan E; vektdr alanlarmin bir v, tefet vektdrii yoniindeki kovaryant
tlirevlerini bu ¢at1 alanina bagl olarak elde edecegiz. {E,,EZ,E3} nin gat1 alan1 olmas: demek ,
IR® uzayinmn her bir p noktasmnda , {E, (p), E, (p), E, (p)} kiimesinin 7, (IR 3) teget uzaymn orto
normal bir tabam olmasi demektir. {Z,,E,, E,} ¢at1 alamt her p noktasinda , T, (IR3) uzayimin

bir tabamm verir. {E (p)E,(p),E,(p)} tabamnmn dualini {6,(p).6,(p).0,(p)} ile
gosterelim. ,,0, 0, fonksiyonlanni, {E,, E,, E, }cat1 alanimn dual 1-formlanidr.

v, T, (IR* Jolsun. o, (v, )e IR olmak tizere

D, F, =gmy(v,,)5j(p)
bigimindedir. Buradan

o,v,)=(D, E,.E,(p))
dir.

(wij)p :Tp(IR3)_>IR 4 (wij)p(vp)=mfi(p)

dontigtimi lineerdir. Oyleyse ,,IR’® uzayimn her bir p noktastna , p noktasindaki teget uzaydan
IR ye giden lineer bir doniigiim kargihk getiren bir fonksiyondur. T, (IR3) uzaymn duali
T, (IR’) ile gosterilsin. Buna gore (o, )p eT, (IR3) olur[ 2 ].

i

TEOREM LIIL1I: o, =-m, dir.

Ji U
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ISPAT: (E,E,) =8, oldugundan , her v, € T,,(IR*) igin
v,(E,E;)=0

dur.
v,(E.E,)=(D, E,.E,(p))+(E(p)D, E,)

oldugundan

<Dvai’Ej(p)> =" <Ei (p)’Dv,, EJ’>

bulunur.Bu esitlik, o (vp ) =~ (v p) oldugunu gésterir| 2 ].

“(Dv,, Ej E; (P)>

TANIM LII.2(Baglanti Formlan ): o;, 1-formlarna , {E,,E,,E,}cati alanlarmin baglant
formlar: denir.

D, E; = 23:“’1‘1 (Vp )Ej (r)

=

esitliklerine de {E, By, E3} ¢at1 alanlarinin baglant: formiilleri denir[ 2 ].

TEOREM LIIL3: {E,,E,, E,} ¢at: alanlarinin baglant: formlarnin matrisi e ise

o =dA.A'

dir.
ISPAT: v, €T, (lR3 ) olsun.

0550, 0]
3l a0, [ 20
=3, I -2-(0)

par o,

oldugundan
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o X0, 5.5 5) =3, o150, 2 0)

k=] I=1

- Sovolacla (2)= 3 Yo s o) S | )

k=1 k=1 k=1

olur.Buradan

3
o, =Zaj,,.da,.k

k=1

elde edilir. Buradan @ =dA.4'dir[ 2 ].

LIV. YAPI DENKLEMLERI

{E,,E,,E,},IR*uzayinda bir ¢at: alam olsun. {6,,6,,6,} dual ¢at alani , her p
noktasinda , T, (IR3)kotanjant uzayinin bir tabamm verdiginden , IR* tisttindeki her 6 1-formu,

0=if;0,

=]

bi¢iminde tek olarak yazilabilir.

ole,)=(3.70.)e,)- 3 10.E)- 310, = 1

i=1 js=l] =]

oldugundan
3
6=> 0(E,)E,

i=1

olur[ 2 ].

TEOREM LIV.1: {E,E,,E,}¢ati alanlarmin dual 1-formlart 6,,6,,6, ve baglanti formlan
@y » (1<i,j<3)ise,

3
(1) db, =Y w, A6, (1<i<3)  (Birinci tiir yap1 denklemleri )

i=1
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3
(2) do, =Za>,.k Ay (lsi,js3) ( Ikinci tiir yap1 denklemleri )
i=l

dirf 2].

3 3
ISPAT:E, =) a, é—i—— olsun. Bu durumda &, = )" a,dy, oldugunu biliyoruz. Buradan,

PR px

3
d6, =Y da, ndy,

J=1

elde edilir. @ = d4.4' esitliginden, d4 = wA bulunur. Buna gére

3
daij = Za)ika,q
k=l
dir.Boylece,
3 3
do, = Z[(Zmikalg') A aﬁ’;] = Z[(Zwik ) % (a’ydyf ):‘
1\ 7 L\t
3 3
= (Z%) A (Z "fqdyiJ = 2.0 AG;
=1 J k=1
bulunur.
3
a)’j = ;a jkda,.k
oldugundan ,
dml)’ = idaﬂ‘ A da,.k
=]
olur.Ote yandan

3 3
Oy NOY = (Zakhdaﬁ,) A [Z aj,dak,)

h=1 I=]

3
d1r.Za 1@y =96, oldufundan
I

3 3
> daa, +Y a,da, =0

=) I=1

ve buradan
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3 3
Y daya, ==3 a,da,
=1

I=]
olur.Bu esitlikten yararlanarak,

3 3
Oy ANO; = (Z ak,,da,.,,) A (— Zdaj,a,dj
=1

h=1

3

hl=1

ve buradan,

3 3 3
Zwik AOy =Z[— Zakha,dda,.h Adaﬂ}

k=l k=1 hjl=1

3
= —Z(Zakhau )da,.,, nda,
hl=1\ k=1

3
= *Zahldaih Ada,

hl=t

3
= —Z da, nda,

h=1

3
= Zdaﬂ, nday, =do;

h=1

elde edilir.
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II BOLUM

NORMAL KESITLI ALTMANIFOLDLAR

Bu boliim ii¢ kisimdan olugmaktadir. Birinci kisimda diizlemsel normal kesitli alt
manifoldlar incelenmistir. Aynca bir Oklidyen uzayin alt manifoldunun pointwise diizlemsel
normal kesitlere sahip olmast icin gerekli sartlar verilmistir. Ikinci kisimda diizlemsel normal
kesitli yiizeyler ile normal kesitlerin bir siniflandirilmas: yapilmistir. Son olarak ise bir kiirenin
diizlemsel normal kesitli alt manifoldlar: aragtiriimigtir.

ILLDUZLEMSEL NORMAL KESITLi ALT MANIFOLDLAR

E™ nin n-boyutlu bir alt manifoldu M ve M nin herhangi bir p noktasindaki sifirdan
farkls tanjant vektorii ¢ olsun

T M U Spit}= E(p,t)

diyelim. boyE(p,t) = (m—n+1) oldugu aciktir. E(p,t) ile M nin arakesiti, p € M noktasmin
komsulugunda bir y egrisi tammlar. s —yay parametresi olmak lizere y(s) egrisine M nin
normal kesitli egrisi denir.Genel olarak p noktasinda y egrisi i¢in

YAy Ay"T 20
dir. Burada A crooss carpimi gostermektedir. Eger p noktas: igin

Y'Ay' Aay"=0
ise M alt manifolduna pointwise diizlemsel normal kesitlere sahiptir denir. Yani her normal kesit
y igin

YAy Ay" =0

olur.
Simdi bu boliimde ve diger alt boliimlerde kullanacagimiz bazi temel bagintilar1 verelim.
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M, E™ nin n-boyutlu bir alt manifoldu olmak iizere A ve E" nin kovaryant tiirev operatérleri
sirastyla Vve V olsun. M nin ikinci temel formu 4 olmak iizere X,Y € ;((M )ic;in

V,Y=V,Y+h(X,Y) (IL1.1)
¢ € z4(M) igin

V& =~A.X+D,Y (1L1.2)
dir. X,Y e y(M)ve & e y* (M) oldugundan

X(¥,£)=0
(VY. &) +(V, V&) =0

denklemlerinde (II.1.1) ve (I1.1.2) kullamlirsa
(VY. &)+ (WX, Y),E)+ (Y, D)~ (4,X,Y ) =0
elde edilir. Buradan

(h(x,Y)&) - (4,X,7)=0

ve

(X, Y)&)=(4,X,Y) (IL1.3)

olur. V, i, h min kovaryant tiirevi olmak {izere , buna gére

(V 1)¥,2) =V 1(¥,Z)- WV ¥, Z)— WY,V , Z) (IL1.4)
seklinde tanimlanir. Codazzi denkleminden

(V2 )¥,2)=(V,k)(x,2) (IL15)
bulunur. Ayrica (I1.1.5 ) denklemi

(V,h)(¥,2)=(V,h)2.Y) (IL1.6)

olarak da elde edilebilir[ 3 ].

TEOREM IL.1.1: IR™ nin m boyutlu bir alt manifoldu M olsun. M nin pointwise 2-diizlemsel
normal kesite sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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|H|'VH =(H,VH)H

olmasidir[ 4 ].

Simdi pointwise 2-diizlemsel olmayan bir alt manifold 6rnegi verelim.

ORNEK ILL2: IR? iin igine gémiilmiis olan
IK? = {{cos& cos @, sind cos p,cos 20sin p,sin 20sin @) : 6, € IR}

Klein sigesinin pointwise 2-diizlemsel normal kesite sahip olmadigin1 gésterelim.

X, = (~sin@ cos g, cos @ cos p,—2sin 20 sin p,2 cos 20 sin p)
X, = (~ cos @ sin p,—sin @ sin g, cos 26 cos @, sin 26 cos ?)

ile gerilen

p= (cosH cos @, sin f cos @, cos 26 sin @, sin 26 sin go)

noktasindaki 7T, (IK : ) uzay1 ve
n, = (25sin @ sin @,~2 cos @ sin p,—sin 26 cos @, cos 26 cos ¢)
n, = (cos8 cos @,sind cos , cos 26 sin @, sin 26 sin @)

tarafindan gerilen N, (IK 2) uzayini tanmimlayalim. Buna gore

X X
X =2 X Il = +/1+3sin? JY=—=2 IX [=1
%] 1| +Ism” ¢ ”X¢" ” ¢"

2 =HZI'IT Im|=y1+3sin*p v, =“£:—L’ ]| =1
1 2

olmak lizere X,Y,v,,v, orto normal ¢atisi elde edilir.

A 1 _ | 3singpcosg
% [{1+3sin> ] | (1+3sin? p)}%

o[ Ll
J1+3sin’p | \ OO
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= —-—1——— (~cosBcosp,-sinBcosep ,-4cos20sing,-4sin20 sing )
1+3sin’ ¢

- 3s1nq).c<;s¢ ¥ v,
1+3sin” ¢

-} (@)
J1+3sin? g | \ 08

= {——————1———-—} (sinBsing, -cosBsing, -2sin26 cosp,2cos26 cosp )

J1+3sin’ g
- Bquo.cc;sqo Y 2 —
1+3sin” @ 1+3sin“ o

DX = X _ 3sm¢’cc;s¢ Do
Op 1+3sin” ¢

\1+3sin’ ¢

+{-———1—————~}( sin@sing, -cosOsing, -2sin20 cosp,2c0s26 cose )

1+3sin¢p ) !
oY
DYY=(5—§)=—V2

olarak elde edilir. Benzer sekilde

Doy =l ] (QV._J
o J1+3sin’p | \ 06

=[1_+32.—2.J( cos@sing, sin@sing ,- cos20 cose ,- sin26 cosp)
sin” ¢
S

1+3sin’ ¢

D,v, = ! (6"2)
2 1+3sin?e [\ 06

={—~—1————} (- sinBcosg ,cosOcose,-2 sin20 sing,2 cos20sinp)=X,

J1+3sin? @
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ov 3sin @ cos
R Dyy, = (a_l'J="(_"g‘_{_¢‘]Vl
[/ 14+3sin“ @

+{—————l———} Q@ sinBcose ,-2 cosOcosp, sin20sing,- cos20sing) ,

J1+3sin’p

(2 )y
1+3sin” ¢

Dyv, = (—2&-} =(- cosOsing,- sinBsing, cos2@cosyp, sin2@ cosp)=Y
4

olur.Gauss ve Weingarten denklemlerini kullanirsak

V. X= _(3sm¢cos¢)¥

1+3sin’ @
v, ¥ =|380000sp |y (1.1)
143sin” ¢
V,X=0
VvV, Y=0
ve
WX, X)=-v,
2
nX,Y)=| ———1m 1.2
(x.) (1+3sin2(pJ : (12)
Wy,Y)=—-v,
ve
Vv, =V,v, =V, v, =V,v, =0.
dir.
Z=xX+yY, x,y€lR
Buradan

WZ,Z)= x*h(X, X )+ 2xyh(X,Y )+ y*h(Y,Y)
1.3
=—(x2 +yz)vz +[____4_ﬂ___]vl (1.3)

1+3sin’ @
ifadesini elde ederiz.

39_( 1 )= —6singcosg
op\1+3sin’p) | (1+3sin’pf

oldugundan
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WX, X)=-v,

2
S

hY,Y)=—v,
olarak bulunur. Buradan
Dy (WX, X))=-Dy (v,)=-X

Do)~ 5 | Prh)
_ 4

(i

DX(h(Y,Y))=—~ X(V2)=—X
D, (h(X,X))= =D, (,)=-Y

2
D, (h(X,Y)) =-D, (mvl]

= —_——“ Y( ) =y —_.——2——__ l
1+3sm @ op \1+3sin’ ¢

- 4 ]X 1231n¢cos¢]
(1+3sin? ) (1+3sin? ) )

D, (h(Y’Y))"' ~D, (Vz) ==Y

elde edilir. Burada Weingarten denklemi kullanilirsa

Ah(X,X)X =X

4
AnX =| 77— |¥
) ((1+3sin2 ¢)z]
Ah(y’y)XzX
Ah(X,X)Y=Y

4
Ah(y‘y)Y =Y

Ve
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V. (X, X)=0
Vi (X, Y))=0
Vi (Y, Y))=0
v, (m(x,x)=0 (1.5)
Vv, (W(r,7))=0

v (h(X Y)) {IZqupcosgo]

, 1 +3sin (o)2
sonucuna varilir.

Z=xX+yY xyelR
olmak tizere

(V,h)2,2)=x* (VB X, X)+33x*(V,n) X, X)

+3x* (V, 2 )7, Y)+ * (V, 1)¥, ) (16)

ifadesine sahibiz. ( I1.1.4 ) den

(V 1) X, X) =V, (h(X, X))-2n(V, X, X)

(Vb X, Y) =V, (h(X,Y)- h(V, X,¥)-h(X,V )
(V, )7, %)=V, (1Y, X))~ 1(V,Y,X)-h(,V,X)
(V,n)¥,7)=V, (h(r,Y))-2k(V,7,Y)

(1.7)

dir,ayrica (1.1 )ve (1.2 ) den

6sing cos@
MWV X, X)=—- —————
( * ) ((l+3sm ¢)2J

3singcosg
VY, X)=- ————
(V:7.X) (1+3sin2¢JV2

3sinpcosg
AV, X,Y)=| ——T—>
(V:%.7) [1+35in2¢)v2

(18)

h(VXY,Y) 6sinpcosg
(1+3sm q))z
WV,Y,Y)=hWV,X,X)=hV,X,Y)=hV,7,7)=0.

elde ederiz. (1.7 )de (1.5), ( 1.8 ) i yerine koyarsak
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- 12sinpcosg
ViR X, X )=| m————
(Vanx. %) ((1+35in2¢)2}’l

(V n)x,Y)=0

(1.9)
= | 12singcose
V,h)Y, X)=| - 2220500
(ke %) ( (1+3sin2(o)2)vl
(V,m)7,Y)=0
olur. Diger taraftan (1.6), (1.9 ) dan
(V,4)z,2)= Gi‘“"‘;:’—;z"—;)ﬂ(f ~3x% oy (1.10)

ve (1.3 )den

1+ 3sin® q))z

elde ederiz. Benzer sekilde (1.10 ) ve (1.3 ) den

<(VZhXZ,Z),h(Z, Z)> = (—E{%Jxﬁ(xz - 3y2)

bulunur. Buradan
((V,h)\2.2) Wz, 2)1(zZ, 2) = Wz, Z)} (V5 )2, 2)

olup IK? pointwise 2-diizlemsel normal kesite sahip degildir.

TEOREM I1.1.2: E”nin #n22 boyutlu alt manifoldu M olsun. M nin pointwise diizlemsel
normal kesitlere sahip olmast igin gerek ve yeter sart ¢ € TM igin
(V. h)e,0) ARl 6) =0

dir[ 5.

ISPAT: E™nin #>2 boyutlu alt manifoldu M ve y s-yay parametresiyle verilsin »2, birim
tanjant vektor olmak iizere y, y(O) = pde , M nin p noktasinda ¢ ydniindeki normal kesiti olsun.

, M de tanjant vektbrler e,,;,...,e,, M ye normal vektdrler olmak iizere

E"nin e,,e,,...,e, ortonormal ¢atilarimn bir lokal alanini segelim. Ayrica y'(s)= e, oldugunu
kabul edelim.

€,5€y55r€
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Dual gat1 w',...,w” olmak iizere , E™ nin yap1 denklemleri

1)Ve, =) wie,
B

olur. Buradan w) +wj =0dur.

2)dw’ ==Y wy Aw®
B

3)dwy ==Y wi Awg A,B,C =1,...m dir.
BC

r=n+l,.,m igin w" =0 oldugundan Cartans lemasindan
O=dw" ==Y w Aw'

yazabiliriz.
i, j,k=1..,n

4)w/ =Y mw , B =k,
Buradan ikinci temel form

h=Y hw ®@we,
dir. T =y'(s) olmak tizere

y(s) =e =T
#(8)=V,T=V,T+hT,T)

(11.1.7 ) bagintist kullamlirsa

#s)=> wi(T)e, + H(T,T)

=2

elde edilir. Buradan tiirev alirsak
7=, (%27)= ST @k + SOt @, +V,T.T)
=S T @k, + Ll e, + 3wl e T) - 2. hite, + Dy (W(T,T))

i=2

(IL1.7)

(IL1.8)

(IL1.9)

(IL1.10)

(IL1.11)

bulunur. y(p)= 0 oldugu yerde 7(0) ve 7’(0), E@,t) nin icinde bulunur. E(p,y) nin tammi ve

(I1.1.10) ve (IL.1.11) bagmtilarmdan
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wi(t)=0 (IL1.12)
dir. Buradan

#0)="3 W), +n(t,1)

=2

=h(t,1) (IL1.13)

bulunur.

70) = 31l O, + 3wt (OOw! O, + Sl Ot} S e, + Dy ()

i=2
denkleminde (I1.1.12) kullamlirsa

7(0)= - 2 hihie, + D, (h(t,1))

- olur. Boylece
;h{lh{lei = (hler,e, e, Xhle e )e, Je,
o (Heve ) Hene e
olup

7(0):: 3 (h(el 2€ )>h(31 €y ))el +D, (h(t,1))
7(0)=-(nle,2), 1t, 1))t + D, (h(2,1)) (IL1.14)

elde edilir.
@ a)t.1)=D,(e.0)-20( 2,1) , wi()=0 ve V,r= wr)ne,
oldugundan V=0 bulunur. Buradan
(V. 1)e.0)= D, (1(t,1)) (IL1.15)
dir. (IL.1.15) ifadesiyle ( I.1.14 ) ifadesini birlestirirsek p = y(0) noktasinda (s) nin egriligi

K(0)= e, 1)

70)=-k*(O) +(V,1)t,2) (IL1.16)
elde edilir. Hipotezimizden pointwise diizlemsel normal kesitlere sahip oldugundan

YO AFO)AF(0)=0
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dir. }.,.(0)’ y(O) ve 7(0) m bir lineer kombinasyonudur. Dolayisiyla (V,hXt,t) ile h(t,t) lineer
bagimli olup

(V1 )e.t) An(e,)=0

dir. Tersine (V,h)(t,t) Ah(t,t)=0 olsun. M nin pointwise diizlemsel normal kesitlere sahip
oldugunu gésterecegiz.

M nin sabit bir p noktasindaki herhangi bir tanjant vektérii £ olmak {izere
(V,n)e.1) Ablt,1)=0

olsun. E(p,t), tile T, M tarafindan gerildigi i¢in w](f)= 0olup (I.1.13) ve (II.1.14) elde edilir.
Buradan 7(0),7(0) ve 7(0) lineer bagimli dolayistyla

7(0)A7(0)A7(0)=0
dir. Bu M nin tizerindeki herhangi bir normal kesit igin dogru oldugundan M pointwise
diizlemsel normal kesitlere sahiptir.

TEOREM I1.1.3: E"nin n 2 2boyutlu bir alt manifoldu A olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler
denktir.

@ (V,h),t)=0dur.
(b) Vi =0 ise ikinci temel form paraleldir.
(¢) M pointwise diizlemsel normal kesitlere sahiptir. (s) egrisinin egriligi K> =(y",7") olmak

2
lizere p € M igin g%—-(g—) = Oise p noktasinda y(s) egrisi bir kése noktasina sahiptir denir[ 5 ].
s

ISPAT:(a)= (b) E™nin bir alt manifoldu M ve X,Y,Z e y(M)olsun. (II.1.5) den
(¥, 4)¥,2)=(V,5)X,Z) olup (V,h)t,£)= 0 oldugunu yazabiliriz. ¢ = X +¥ ve t=X~Y igin

(V, m) X, ¥)=(V,h X, X)=0
elde edilir. Buradan VA =0 olur.

(b)=(a) agiktr.
(b) =>(c) Eger VA =0 ise Teorem II.1.2 den (V,hXt,t)A h(t, t) =0 dir. M pointwise diizlemsel

normal kesitlere sahip ve }/(s) » Mnin p noktasinda te T, (M ) yoniinde verilsin. O zaman

7'(s)= Y wi(@)e, + H(T.T)

i=2
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dir. y(s) egrisinin egriligi K(s)olmak tizere

K*(s)=(r"(s)7"(s))
- <Z W (T)e, + (T, T), S wi(T)e, + (T, T)>

i=2 i=2

K*(s)= f:w;' 2(T)e, + (n(T,T)H(T,T)) (IL1.17)

i=2

olur. Burada.n tiirev alinirsa

W) oS W O+ 2ADHETIHETY) (LIS

elde edilir. w/(T)= 0 oldugundan p = y(0)noktasinda

dK*(s)
ds

i

2(D,h(T,T),h(t,1))

2((V,h)t.1) nle, 1)

olup VA =0 oldugundan

dK* (s) =0
ds

bulunur. Béylece p normal biikiimlii ¥(s) nin bir kgesidir.

(¢©)=>(a) M nin diizlemsel normal kesitlere sahip oldugunu kabul edelim. Teorem I1.1.2 den

(VAN ) An(t,f)=0 (IL1.19)
ve p, 7(s) nin bir kosesi ise
2
dK*(s) (1.1.20)
ds

dir. Buradan

ﬁ%@ _ 22 wi(T )W (1) + 2(D, (T, T KT T))

dir. (11.1.20), w!(T)=0ve (D AT, T)= (V,h)(T.T) oldugundan
(V.A)e.0)ne.1) =0 (IL1.21)

olur. (IL.1.19 ) ve (I.1.21 ) ifadelerinden
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(V,h)e,0)=0
veya
h(t,t)=0
elde ederiz.
U = {t e TM|h{t,1)= 0}
olsun. Eger int(U/)# ¢ ise 0 zaman w} (¢)=0ile int(/) tizerinde
(¥, h).0)=0

" elde ederiz. Yani

olur.

TEOREM 1I.1.4: E™nin n22boyutlu bir alt manifoldu M olsun. M diizlemsel geodeziklere
sahiptir <> M aym sabit egriligin diizlemsel normal kesitlerine sahiptir[ 5 ].

ISPAT: M aym sabit egriligin diizlemsel normal kesitlerine sahip olsun. Buna gore

K (s)= Y (W @) +[n(T. T (IL1.22)

i=2

elde ederiz. wi () = 0 olacagindan

K*(0)=|ne.2)’ (IL1.23)
dir. Eger M nin normal kesitleri aym sabit egriligin diizlemsel egrileri ise 0 zaman ( I1.1.22 ) den

K*(s)=c (11.1.24)
elde ederiz. Ustelik ( I1.1.23 ) herhangi u € TM birim vektdrii icin

[olas, ) =€ (IL1.25)

olur.( I1.1.22 ) , ( I1.1.24 ) ve ( I1.1.25 ) i birlestirirsek her normal kesitin M {izerinde bir
geodezik oldugunu goriiriiz.
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Tersine M diizlemsel geodeziklere sahip ise o zaman M, ya bir » dlizlemini igerir ya da
biitiin geodezikler ayn: yarigaph diizlemsel gemberlerdir.

Sayet ilk durum dogruysa her normal kesit bir diiz ¢izginin par¢asidir. Eger ikinci durum
dogruysa o zaman M de bir p noktastyla herhangi bir geodezik y(s) icin T = y'(s) oldugu yerde

V,T =h(T,T)

olur. '7(3) bir diizlemsel gember oldugu igin y(s), p = (0) da ¢=y'(0)ve h(t.?) ile gerilen
E? diizleminde yatar. Bundan dolay: ¥ , M nin ve E* nin bir kesigimidir. E(p,¢), E*nin bir alt
uzayi oldugu i¢in E*de ¢ yoniinde , p noktasinda normal kesittir. Buradan da her normal kesitin
M nin bir geodezigi oldugu sonucuna varilir. Bu yiizden M ayni1 sabit egrilifin diizlemsel normal
kesitlere sahiptir.

11.2.DUZLEMSEL NORMAL KESITLI YOZEYLERIN SINIFLANDIRILMASI

E™ nin bir hiperyiizeyi M olsun. Eger M nin normal kesitleri diizlemsel egrilerse bu
durumda E™ de M diizlemsel normal kesitlere sahiptir denir[ 7 ].
Biz bu boliimde E™ de diizlemsel normal kesitleri siniflandiracagz.

TEOREM I1.2.1: E™ nin i¢inde diizlemsel normal kesitli bir yiizey M olsun.Eger M, E™ nin 3-
boyutlu E° Oklidyen uzaymmn iginde kalmazsa bu taktirde M , E™ nin 5-boyutlu Veronese
yiizeyinin bir agik alt kiimesidir| 7 ].

ISPAT: M nin diizlemsel normal kesitli bir ylizey oldugunu kabul edelim. p € M noktasinda M

ye tanjant birim vektor ¢ olsun.
#(s) , 7(0)= p € M noktasmnda ¢ yontinde M nin normal kesiti olsun.

T(s)=7'(s)

oldugunu kabul edelim. O zaman
y"=V,T=V,T+hT,T) (I12.1)
y" =V, VT +h(V,T,T)= Ay 0T + Dph(T, T) (112.2)

elde ederiz. y{s) nin egriligi K(s) olmak tizere

34



K> ={y"y"y=(V,T +h(T,T),V,T +h(T,T))
=(V,T,V,T)+ 2V, T,h(T, 1)) +{WT,T),k(T,T))

K2 =|v, 1| +|p@. 7Y (11.2.3)

bulunur. ¥ diizlemsel egri oldugundan (11.2.1), (11.2.2 ) ve (11.2.3 ) den

o [TK?
ViViT = Ay ==K'T+ 5 ;T (I1.2.4)

WV, T,T)+D,h(T,T) = (;Ii i ]h(T,T) (I25)

2

elde edilir, ayrica (I1.1.4 ) te (11.2.5 ) in kullamlmasiyla
= TK?
(V,h)(T,T) +3h(T,V,T) = e nT,T) (11.2.6)

elde edilir.
p=7(0) da y"(0) ve y"(0) , E(p,t) uzaymda kaldigindan ve E(p,?), t veT, M tarafindan
gerildiginden (11.2.1 ) ve (11.2.2 ) den

V,T=0, t=T(0) (11.2.7)
elde edilir. Buradan

7"(0)= h(t,1) (1L2.8)
y" =V VT +h(V,T,T)- dyy T + Dh(T,T)

oldugundan ve ( I1.2.7 ) den dolay:
y" == Ay +Dyh(T,T)

olur. Ayrica ( I1.2.4 Yve (11.2.5 ) den

2 [ TK?
— Ayy T + Doh(T, T)=~KT + e W, T)

dir , burada (11.2.6) g6z dniine alinirsa
7"(0)=~K*©O) +(V,h)t,1) (112.9)

olarak bulunur. Buradan p = y(0) da ' Ay" A7™ =0 oldugundan
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(V.1 )e,0) A bl 1) =0 (11.2.10)

dir. Ciinkii p e M keyfi bir nokta , €7 ,M de keyfi bir tanjant vektdr oldufundan keyfi bir -
u € TM igin

(V, 1), u) A b, u) = 0 (I12.11)
elde edilir.( I1.2.6 ) dan
2 .
3K(T,V,T)= ( g 1; . )h(T, 7)-(V,A)T,T)
dir,

WT,V,T)AWT,T)=0 (112.12)

olur. Eger ¥(s),p=y(0) m yeter derecede kiigiik herhangi bir komsulugunda geodezik yay
olmasayd: , (V,I,T)=0 olacagindan  s#0 igin V,,T(s)= 0 olurdu. Buradan asagidaki
lemmalar: verebiliriz.

LEMMA 11.2.2: M,E™ nin diizlemsel normal kesite sahip bir yiizeyi olsun.Eger p deki normal
kesit ;/(s) , p nin yeterince kiigiik bir komsulugunda geodezik yay degil ise , bu durumda
t= y(O) olmak {izere

ht, 1+ ) A bt 1) =0 (IL2.13)
dir.Eger p = y(0) mn kiigtik bir komsulugunda ;/(s) geodezik yay ise V7T = 0dir. BSylece

V. T =y"=HT,T) (11.2.14)

h(t,t)
olur.y, p de h(t, t) ve ¢ tarafindan gerilen diizlemde kalacagindan

py(s) = At + k(1 1)
olarak yazilir. Buna gére

y(s)= p+als) +b(s)nlz,1) (11.2.15)
olacak gekilde a(s) ve b(s) fonksiyonlar1 vardir. Boylece (11.2.14 ) ve (11.2.15 ) den

y" =V, (T, T)=a"(s)}+b"(s)hlt,1) (11.2.16)

elde ederiz.
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Z, v boyunca T ye dik bir tanjant vektdr olsun. O zaman Z=Z(p) i¢in

(he, 1) Hle, 2)) = (H(t,0),V,2)
=~(a"(0) +5"(O)n(r.1). Z)

=0
elde edilir. Buradan ise asagidaki lemmayi verebiliriz.

LEMMA 11.2.3: M, E” nin diizlemsel normal kesitli bir yiizeyi olsun .Eger normal kesit
7(s), p = 7(0) m bir komsulugunda geodezik yay ise 0 zaman ¢ = y'(0) olmak {izere

(h(e,e) hle.t+))=0 (112.17)
olur. 7,, (p) nmn bir baz1 e,,e, olsun. Béylece
pnarnt
seklinde ifade edilebilir. Eger
(n(t(6),(6)), h(t(e),t*(e))) %0
ise 0 zaman Lemma I1.2.2 ve Lemma I1.2.3 den
(1L.2.19)

He@) @) A H((6),(6))=0
olacak sekilde 8 e (a,b) olmak tizere (a,b) agik aralif1 vardir. Burada (11.2.18 ), (11.2.19 ) den
We,,e, ) Ahle,,e,)=hle, e, ) A hle,,e,) = hle,,e,) A hley,e,) =0 (1I1.2.20)

bulunur. Dolayisiyla boy(Im h)sl buluruz.
Eger te T .M birim vektor igin <h(t,t),h(t,tl)> =0 ise 7T,M nin herhangi iki » ve v

birim vektérleri igin
(11.2.21)

[} = s, v
]lh(u,u}]2 = Z’Ih(u,u*]lz + {h(u,u), h(u*,ui)> (11.2.22)

dir. Burada p noktasinda ya h(u,ul)= 0 ve boy(Imh)<1 yada p noktasinda h(u,u*);t Ove

“boy(tm k) > 2 dir. Simdi
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M, ={p e M|boy(lmh)>2 pe M de}

diyelim. Buna gére agagidaki lemmaya sahip oluruz[ 7 ].

LEMMA 11.2.4: M, E” nin pointwise diizlemsel normal kesitli bir ylizeyi olsun.Sayet
boy(Im h) <1 ise o zaman lokal olarak M, E™ nin 3-boyutlu E*uzayinda kalir. Sayet M=M; ise

0 zaman Lemma I1.2.1 den lokal olarak M, E™ nin 3-boyutlu £°uzayinda kalir.
Eger M #M, ise bu durumda M~M, , M nin bos olmayan bir agik alt

kiimesidir. U = M — M, ve u € TU olsun. Bu durumda

(W, u) hw,u)" )= 0 (11.2.23)

ve ”h(u, ull #0, ”h(u,ul]l #0,ueTU olup U lizerinde

h(u,ul)/\ Hu,u)# 0

dir. Tersine Lemma I1.2.1 den goriirliz ki boy(Imh)2>2 ise U diizlemsel normal kesitlere
sahiptir. U, E” nin Veronese bir agik alt kiimesidir.

I1.3.BiR KURENIN DUZLEMSEL NORMAL KESITLi ALT MANIFOLDLARI

Bu kisimda kiirenin ikinci standart immersiyonu yardimiyla kiiredeki pointwise 2 veya
3 diizlemsel normal kesitli alt manifoldlar g6z 6niine alinmugtir.

‘IL.3.1 BiR RIEMANN MANIiFOLDUNUN BiR ALT MANIFOLDUNUN ALT
MANIFOLDLARI

K bir Riemann manifoldu ve K nin bir alt manifoldu N ve M de N nin bir alt
manifoldu olsun. M ,N ve K min Levi-Civita konneksiyonlarmm sirasiyla V',V" ve V ile
gésterelim .K ve N de M nin normal konneksiyonlart D ve D'ile K da M nin normal
konneksiyonunu D" ile gosterelim. X,Y,Z e y(M) ve £ z(N)J‘ olsun. Bu durumda Gauss
denklemlerini

Viy=V.y+hl(x,y) (113.1)
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V.y=V.y+h(x,y)=Viy+h(x,y)

(11.3.2)

seklinde yazabiliriz. Burada 4’ ve # , M nin N ve K ya gore ikinci temel formlarini, 4" de N nin
K ya gore ikinci temel formunu gostermektedir. Benzer olarak 4 ve A’, M nin K ve N ya gore
Weingarten déniistimleri ve 4"da N nin X ya gbre Weingarten doniisiimii olmak iizere

Weingarten denklemleri

Viu=-Ax+Du
Vau=-A4x+Du=V"u+h"(x,u)
Vé=—-Ax+D¢=-Ax+ D¢

olarak yazilabilir. Buna gére (11.3.1 ) ve (11.3.2 ) den

V.y=Viy-k(x,y)
elde edilir ve bu ifade ( I1.3.2 ) de yerine koyulursa
V.y=V.y+h(x,y)=Viy-n(x,y) + h(x,y)
_ dir ve
V.y=Viy+h(xy)
oldugu g6z Oniine alintrsa
hx, y)=H'(x, )+ 1"(x, )
elde edilir. Ayrica (I1.3.3 ) ve (11.3.4 )den
~A4,x+D,u=—-A.x+Du+h"(x,u)
dir ve buradan

4,=4,
D.u=Du+h"(x,u)

oldugu gériiliir. Ayrica (I1.3.5) den
~Ax+D,E=-Ax+ D¢

veya

D&-Dik=Ax—Alx
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elde edilir. Biz »,#" ve h"niin kovaryant tlirevlerini , sirastyla , VA, VA ve VA" ile gésterecek
olursak

(V,2)y.2)= D, k(y,2)~ W(V. y,2)- W(»,V.z) (I13.10)
(V1 Yy,2)= DL (3,2)~H'(V.p,2) - K (3,V.2) (I13.11)
(V5" Xy, z)= D'n"(3, 2)- ' (V7y, 2)- " (3, V"2) (IL3.12)

_yazilabilir. Benzer bigimde 4,4’ ve 4" niin ikinci kovaryant tiirevlerini sirastyla VVh ,V VA

ve VVh' ile gosterilirse ve
(11.3.10 ) denkleminde ( I1.3.6 ) ve ( I1.3.8 ) kullamilirsa

(Vxhx,y, z)=D'K(y, 2)+h"(x,7'(y, z))+ D, h"(y,z)
- (V.y,2)-h"(V.y,2) (1L.3.13)
~H(y,V.2)- 1"y, V,z)

olur. (I1.3.13 ) denkleminde de (I1.3.11 ) ve ( I1.3.12 ) yi kullamilacak olursa

(¥, 1)3.2)= (V.1 \3.2)+[D, 1" (3, 2)- Di*(y,2)] (1314
+(V 1" Ny, 2)+ [0 ' (3, 2)) + 1 (0, 1 (2, 0)) + (2, o o, )] o

denklemini elde ederiz. Buradan ise asagidaki lemmalara sahip oluruz.

LEMMA I1.3.2: E™ n boyutlu bir alt manifoldu M olsun. M pointwise 2 diizlemsel normal
kesitlere sahiptir <> M nin ikinci temel formu % olmak fizere her x tanjant vektorii igin

(V2 )x, x) A h{x, ) =0 (11.3.15)

dir[ 127.

LEMMA IL.3.3: E™ n boyutlu bir alt manifoldu A/ olsun. M pointwise 3 diizlemsel normal
kesitlere sahiptir <> M nin ikinci temel formu 7 olmak iizere her x tanjant vektori i¢in

(V. V. 5)x,x)+ 38(x, 4y, 2 | A (V.2 ) A B(x,x) = 0 (11.3.16)

dir[12].
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I1.3.4 S™ NIN IKiNCI STANDART IMMERSIYONU

’ Simetrik matrislerin kiimesi SM(m)= {p egl (m;IRX p= p} ve buradaki p’,p matrisinin

transpozu olmak {izere p,q € SM(m) igin g(P,Q)= %iz(P, Q) metrigini tanimliyalim,

f:8" = SM(m+1)
fonksiyonunu
Slu)=v'u

ile tammliyahm. Bu durumda f , S” nin ikinci standart immersiyonu ile bir izometrik
immersiyondur. f ( "‘) , SM(m +1) lineer uzayinin [m+%m(m+l)} boyutlu bir reel projektif

uzayidir. Burada f (S"‘ ) ye Veronese alt manifoldu diyecegiz.

S™, |- vyarigaplt ve i doniistimil ile merkezi hale getirilmis, SM(m +1) in
2(m +1) m+1

bir hiperkiiresinin, bir minimal alt manifoldu olarak f tarafindan immersedtir. Ayrica fnin A"
ikinei temel formu paralel olup ( , ), E™'in

gt (x, y) h"(z,w)) = 2(x, y Xz, W)+ (x,zXy,w) + (x,w)y, 2) (11.3.16)

seklinde tanimli S™ de bir i¢ garpimdur| 7 ].

. M, f tarafindan olugturulan SM (m + 1) in S™alt manifoldunun  bir alt manifoldu
olsun. Bu taktirde M ye normal S™ ye tanjant herhangi bir « vektori icin

gD (y,z)- DIy, z) u)= g(D,1"(y,2),u)
= g(V.1"(y,2)u)=~g(1"(»,2),V,u) (13.17)
=g () =0

elde edilir. Boylece (11.3.9 )ile # # 0 oldugundan

D n"(y,z)-Dh"(y,2)=0 (11.3.18)
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bulunur. Sonug olarak x, y,z € TM tanjant vektorleri i¢in A" niin paralelliginden ve ( 11.3.14 ) de
(11.3.18 ) i kullamirsak

(¥, 1)0.2)= (V.1 )0, 2) + (7,07 Y0, 2)+ [ (e, B (3, 2 )+ 0, B o))+ B0, B, )]
elde edilir. (¥, 4")»,z)=0 oldugundan
1)y, 2)= (Vo Ky, 2)+ [0 ' (3, 2)) + 1, (2, %)) + Bz, ', )] (113.19)
olur , bu ifade de y=x=z olarak alirsak |
(V.2 )x,x) = (V7' Xox, )+ 30" (1 (x, x), x) (113.20)
ifadesini elde ederiz. Ayrica ( 11.3.20 ) den

(V. V.Y, x)= D, (V. 1), %))~ 3(V.5)V.x,x)
=D, (TR0, DA -TATED oo
=[+311-31IT

olarak elde edilir. Buradan (1I.3.8 ) ve Codazzi denkleminden

1=D.((. ), %)+ 2" (V7 )x,x) x)
= (V. V.0 Yz, x)+ 3(V 1 \V'x, %)+ 1"(V k' Yx, x), x) (IL3.22)

olur. Aynica VA" =0 oldugundan , (I1.3.1), (I1.3.2) (IL.3.11) ve (11.3.18 ) den

I = DI(h"(7'(x, x), x))
= —-h"(A,',.(x.x)x, x)+ ' (V 1 )x, x), x)

11.3.23
2B (3, 2} )+ B (3, 2) ") (o ) (s, ) (133)
dir ve (11.3.19 ) dan
a1 = (V.5 \V'x, x)+ 20" (0 (V' %, x), x) + 1" (0 (x, %), V'.x) (1L.3.24)
elde edilir. (11.3.22), (11.3.23 ) , (11.3.24 ) ifadeleri ( 11.3.21 ) de yerine yazilirsa
(vaxhXx, x)= (vaxh'Xx, x)+ 4h"((7xh’Xx, x), x) (11325)

~ 30" Ay 2) 4 30 (1 (5, x) B (x, %)

elde edilir.
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TEOREMIN ISPATI: 8" nin bir alt manifoldu M olsun. SM(m+1) bir Oklid uzay: oldugundan
S” nin alt manifoldlari hakkinda konusabiliriz.

Eger M, noktasal 2-diizlemsel normal kesite sahip ise ,bu taktirde agik olarak M ,
noktasal 3-diizlemsel normal kesite sahiptir. B6ylece M nin noktasal 3-diizlemsel normal kesite
sahip oldugunu kabul edebiliriz. Bu taktirde Lemma (I1.3.3) deki (I1.3.16) denkleminden
herhangi bir x € T, M tanjant vektorii igin

(V1) %)+ 30z, 4, % )|+ BENT, BNk %)+ y(x)h(x,x)=0  (113.26)

olacak sekilde a(x) #0, ﬂ(x) #0, }/(x) # (0 Kkatsayilar1 vardir. (II.3.6),(II.3.20) ve (I1.3.25)
kullamildiginda herhangi x € 7, M tanjant vektorii igin (I1.3.26) dan agagidaki denklemlere sahip
" oluruz:

a(x)[(V{V}hXx, %)+ 3h(x, Ay J)x)]+ BNV 1 )x, x)+ y(x)h(x,x)=0

a(xY(V. Y 1 Yz, x)+ 41" (V B )z, x), x) - 3h”(A,;.(, s %)+ 30"(1'(x, x), ' (x, x))
+ 3h’(x, Ay ’x)x)+ 3h"(x, Ay ,x)x)] + ﬂ(x)[(V,h’Xx, x)+3h0"(H'(x, x), x)]
+7(x)fr(x,x)+ 1" (x,x)]= 0,

) 4ah"(V 1 )x, x), )= 30" (4, %, %)+ 307 (0 (x, %), ' (2, x))
+ 3h'(x, Ay ,x)x)+ 3h”(x, Ayx J)x)] +38(x)n"('(x, x) x)
+y(e)h"(x, x)+ a(x)[(vxvxh')(x, x)]+ 3h'(x, Ay, ’x)x)+ BNV Yx, x)+ ¥ (3 (x,x) =0,

a(x)4n"(V 7 Yx, x), ) - 3h”(A,',.(, % x)+ 3h"(H'(x, x), 1'(x, x))

+ 3h"(x, Ah(x ’,)x)] +3 ﬂ(x)h"(h'(x, x)’ x) + }’( x)h"(x, x) =0 (11.3.27)

( 113.27 ) ifadesinin  A"(x,x) ile i¢ carpmm yapihirsa , xeT, M birim tanjant vektorli -
oldugundan (1I1.3.16 ) dan

gw(9. e, x) x ) A (x, x))= 0 (I13.28)
b e, Ay ) (3, %)) = 4B (x, %) (IL3.29)
g(n" (' Ge,x), 1 e, x)), 1" (e, x)) = 2| (e, x) (I1.3.30)
g(h"(x, Ay 2} B (2, %)) = 4lh(x, x)° (IL3.31)
g(n"(n'(x,x)x) 2" (x,x)) =0 (1L3.32)
g(n"(x,x) n"(x,x)) = 4 (113.33)

elde edilir. Bu esitlikler (I1.3.26 ) da yerine yazilirsa

4.30(x)0~3.a(x)4 /i (e, x)" + 3.2(x)2 )W (x, ) + 3.a(x)dlh(x,x)" +38(x)0+y(x)4=0
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veya
3o 4 (r,x) + 21 s, ) +4hlx, x)? [+ 4y (x)= 0 (113.34)
olur. Buradan da
h(x,y)= 1z, y)+ H(x,y)
oldug gbz dntine alinirsa

3ae(x)| i (x, ) + 6a(x)h"(x, x)" +2y(x)=0 | (IL3.35)

elde edilir. Ayrica (11.3.27 ) ifadesinin h”(y, y) ile i¢ carpimi yapilirsa

gt (V 1o, x) 2} (3, y))= 0 (113.36)
g(n"(x, 4 ) B (0, 9))= 2 (x, %) (113.37)
g, x) B (e, 2 1" (3, ) = 2 (x, x)* (11.3.38)
g5, 4y 02 ) B (0, 7)) = 2hlx, x)° (11.3.39)
g(n"(n'(x,x),x),h"(y,y))=0 (1L3.40)
g (x,x),1"(y,y)) =2 (I.3.41)

bu sonuglar ( I1.3.27 ) de yerine yazilirsa

3a(x) 2 e, x)? + 20 (s, x) + 2l ) |+ 2(x) =0 (T03.42)
ifadelerine sahip oluruz. Buradan da

3a(x)h'(x,x) +3e(x)n"(x,x)" +y(x)=0 (I13.43)
olur. Burada x &7, M ve |y| =1, y, x" e diktir (11.3.27 ) ve (I1.3.43 ) birlestirilirse

a(x)h'(x,x)" =0 (11.3.44)
ve
3a(x)h" (e, x) +7(x)=0 (11.3.45)

elde edilir. (I1.3.44) den de ya #'(x,x)=0 yada a(x)=0dir. Bununla birlikte, son durumda biz
hala 7'(x,x)=0 ifadesine sahip oldugumuzdan eger a(x)=0 ise bu taktirde ( I1.3.45 ) den
y(x)=0 dir ve boylece (11.3.27 ) den a(x)= 0, B(x)# 0,7(x)= 0 oldugundan

h"(h'(x,x),x)=0 (1L3.46)



elde edilir. Béylece (11.3.16 ) ile

0 = g(n"(# (x, x) x) 1" (# (x, x) %)) = ' (x, ) (I1.3.47)
ifadesine sahip olunur ki bu da

H(x,x)=0
ifadesini gerektirir. Simdi Vx € 7, M igin 4'(x,x)=0 oldugunu sdyleyebiliriz. Boylece M, S”

de total geodezik olmak zorundadir.
Tersine eger M, S” de " ,n-birim kiiresinin bir par¢ast ise bu taktlrde M, §" de total

geodezik oldugundan ( I13.20 ) den biz (V k)x,x)=0 ifadesine sahip oluruz ki bu da

Lemma I1.3.2 ve Lemma I1.3.3 deki ( I1.3.15 ) ve ( I1.3.16 ) min M lizerinde korundugunu ifade
eder. Bdylece M noktasal 2-diizlemsel ve noktasal 3-diizlemsel normal kesite sahiptir
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HIL.BOLUM

GEODEZIK NORMAL KESITLI PSEUDO OKLIDYEN UZAYIN MINIMAL
YUZEYLERI

m-boyutlu s-indeksli pseudo Oklidyen uzay1 E” ve M, EI nin r-indeksli (r<s) n
boyutlu bir ylizeyi olsun.

- TANIM I11.1 ( Diizlemsel geodezik ): Bir izometrik immersiyon

I M—>E"

M ’nin her geodezigini E,” nin iki boyutlu diizleminin i¢ine resmediyorsa bu izometrik
immersiyona diizlemsel geodezik denir [ 9 ].

Bir Riemann manifoldunda tamimlanan izotropik tanimina benzer olarak Pseudo-izotropik
tanimim da verebiliriz.

h, M ‘nin ikinci temel formu olsun ve <,> , E/” de skaler i¢ ¢arpim olsun . Eger
<h (XX),h (X,X)>, M nin p’ deki birim X tanjant vektsrii segiminden bagimsizsa yani normu
her noktada invaryant kaliyorsa o zaman M, p ’ de pseudo izotropik olarak adlandirilir . Eger
M , her noktada pseudo izotropikse M ’ ye pseudo izotropiktir denir [ 4 ].

M , E;” iginde bir hiperylizey olsun. M ve E"’ nin konneksiyonlan sirasiyla V ve V
olsun. M nin ikinci temel formu h olmak fizere VX,Y eyM) icin

VY =V,Y +h(X,Y)

dir. Buradan ise X € y(M) ve fey*(M) igin
Vil =—-A X +V 3¢

yazilabilir[ 2 ].

M nin ikinci temel formu 4 olmak iizere s nin Vi kovaryant tirevi V.X,Y e y(M) igin
(Vxi)(¥,Z)= D, (WY, Z))-h(V,Y,Z)- 1Y,V . Z)

olarak tanimlanir. Burada
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D=Vy
dir. Ayrica Weingarten doniisiimi ile ikinci temel form arasinda
(WX, Y)&)=(Y,4.X)

bagintist vardir [ 3 ].

M nin Riemann-Cristoffel egrilik tensériine R diyelim. Bu durumda M lizerindeki X Y,Z
ve W vektor alanlan i¢in Gauss denklemi

(R, Y)Z, W)= (h(X,W),n(Y,Z))~(n(¥, W) h(X,Z)) (IIL1)

olarak yazilabilir. Benzer olarak Ricci-Mainardi denklemi ise VX,Y € y(M) ve 7,& € y*(M)
i¢in

R—(X’ r)e = vxv—yf - VY—V—Xf "v[x,y]f
dir veya

Vil =4, X +Vyé
esitligi kullanilirsa
RXY) = Vi(- 4,7 + Vi)~ Ve (- 4 X +VEE)- (- 4, [X, Y]+ Vi, )

elde edilir. Bu denklem diizenlenir ve
|4,,4, )= 4,4, - 4,4,
esitligi kullanilirsa
RV =R X, V)E-HX,AY)~(Vy A)Y +(Vy A), X
bulunur. Esitligin her iki tarafim ey (M) ile i¢ ¢arpima tabi tutarsak
(R, 1), 7) = (R (X, 1), 7) (4,4, ]x,7)
olur.

(R(x,1)é,7)=0
oldugundan
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(R, D& 7)=([4,. 4, [x,¥) (L2)
esitligi elde edilir. Burada

R*(X,Y)=DyD, ~ Dy D, — Dy
dir.

ACIKLAMA 1I1.2: E”; , simetrik bilineer form olan <, > metriine gore , s tane bilegeninin
negatif , ¢ tane bllesem 0 olan ve m-n-t tane bllesem pozitif olan E™ yi gosterir. Eger t=0
olursa Pseudo Oklidyen uzay E," i elde ederiz.

TANIM II1.3 ( Tamhlik ) :M," , E"; ; nin bir alt manifoldu M ve M nin ikinci temel formu 4 olsun.
Eger

Vh=0

ise ikinci temel forma paraleldir denir. Ikinci temel formu paralel olan
I:M! > E],

izometrisine tamdir denir [ 9 ].

E;™ bir Pseudo-Oklidyen uzay1 ve M," baglantili bir alt manifold olsun. peM ve p den gegen bir
non-null geodezik egri y olsun. y nin yay parametresiyle verildigini kabul edelim yani

(v (517 () =5 =11

- olsun.

70)=p olmak tizere y (s)=T (II1.3)
yazilabilir. Gauss denkleminden

7' (5)=V:T =V, T +HT,T) (IIL4)
olur. ¥ geodezik oldugundan V47T =0 olacagindan

7' (s)=H(T,T) (1ILS)
elde edilir. (I11.4 ) esitlifinin s’ ye gore tiirevi alinirsa

7" (s)=V¢(V,T+h(T,T))
=V, VT + (T, V,T)= Ay T + Dph(T,T)

= —dy.yT + D, h(T,T) (1IL6 )
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bulunur. ( I11.6 ) nin bir daha tiirevi alinirsa
7 (4)(5) = VT (" Ah(T,T)T + Drh(T T ))
=~V Ay + VD h(T,T) (1L7)
==V (4yrr)T) - h(Ah(T,T)T’ r )“ ApenT + D,D,HT.T)

elde edilir.

ONERME 1IL.3: M s-indeksli E,” Pseudo Oklidyen uzaymda indeksi r olan geodezik normal
kesitli alt manifold olsun. Bu durumda @) da M nin bir normal dogrultusu olan (@), y nn
balgesindeki s i¢in %) de M nin normal kesiti y(0) dogrultusunda kalir [ 9 ].

- TEOREM 111.4: Geodezik normal kesitli Pseudo Oklidyen uzay E;," nin alt manifoldlar: sabit

Pseudo izotropiktirler.

ISPAT: M, s indeksli Es™ Pseudo Oklidyen uzaymmn r-indeksli bir alt manifoldu olsun. p eM ve ¥
normal kesitli , y(@) dogrultusunda olan ve p den gecen bir egri olsun.y min yay parametresi s-

olmak iizere ( III.3 ) den ( IIL.7 ) ye kadar olan denklemler gegerlidir. ( III.3 ) 6nermesinden ve
(1.6 ) dan dolay1

Airr AT =0 (I1.8)
dir.( 2.7 ) yi T ile dis ¢arpima tabi tutarsak

YUIAT ==V iy T AT = H{dyr T T)AT = AppesT AT + Dy DyB(T, T) AT

olur.

7 AT =0
olup buradan

~Vol e TINT = Apyen T AT =0 (1IL9)
dir. (TIL.9) dan

V(e T+ Apgen DI AT =0 (IIL10)

dir. y boyunca ¢=T(0) alalm. u T ,M igin <t,u>=0 ve Apsyt, t ye paralel oldugundan
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(st u) = (ne, 1) (e, u)) =0 (1IL11)

dir. p keyfi bir nokta ve p de keyfi non-null tanjant vektér ¢ oldugundan ( IIL11 ) , M nin pseudo
izotropik olmasini gerektirir.

¢ nin birim vekt6r oldugu yerde A@)=< h(t,0),h(1,t) > olsun. < tz >=0 olacak sekilde z&T, M

alalim.y boyunca paralel, p nin 0 komsuluundaki z yi < 7,Z >=0 olacak sekilde Z vektsr
alanina genisletelim. Bu durumda

%Z( P)A = %Z(th(T ,T)A(T.T))

=((Von)r, 1), 0T )
Codazzi esitliginden
(V2n)T,7)=(Vs0)2Z.T)
degreri yerine yazilirsa
—;:Z( p) =((Vrhkz, 1), mz. 1))
= (Do W(Z,T), T, 1)) (p) - (H(V+ Z,T), D,h(T,T) (p)
= (Dyh(Z,T), W(T,T))(p)
bulunur. <h(Z T),h(T,T)> ifadesinin T yoniinde tirevi alinp dizenlenirse
T(WZ,T),)(T,T)) = T((Z,T), h(T, T))(p) - (K(Z,T), D, i(T, T))(p)
=~(h(Z,T), Drh(T,T))(p)
olup, Weingarten ve ikinei temel form arasindaki bagmnt: kullanshrsa
T(HT,T)AETY) = ~( Ay T, Z)
olur. ( IIL10 ) esitliginden

T(W(T, T)H(T,T)) = (Vo (4yr 1T Z )X

= T<A},(7',T)Ta Z>(p)
=()
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dir. A nin , Z yoniindeki tlirevi 0 oldugundan
A=<h(t,1),h(t,t)>=c(sht) (IIL12)

elde edilir.
T, M nin birim tanjant vektorii olmak tizere ( I11.8 ) ,( IIL10 ) ve ( IML.12 ) ifadeleri birlikte

kullamlirsa, y geodezik oldugundan
ApprnT =0 (IL13)

elde edilir. zeT,M birim tanjant vektdrii i¢in <h(zz),h(zz)>=c yazﬂablllr Bu ifadenin z
y6niinde kovaryant tiirevi alinirsa

Z(hz,2) hz.2)) = (Vuh )z, 2).hz,2)) = 0
dir. Burada
(§zhkz, z)= (Y_7hkz, z,z)
esitligi kullamlirsa
((Vhkz.z,2).h(z,2)) = 0 (IL14)

bulunur. ( 1I1.14) & M nin p noktasindaki U,M={zeT,M | | <zz> |=I} birim tantant uzayinda
bir fonksiyon olarak kabul edebiliriz. ueT,M ve teU,M i¢in <t,u>=0 dir. Codazzi esitligini ve
(1I1.14 ) i kullanirsak

<(§hkt, 1,u), ht, t)> =0 (IIL1S)
elde edilir. Buna goére (I11.7 ) ve ( I11.13 ) ifadeleri kullamilirsa <7,7>=e=#I oldugu yerde

/4 (4)(8) = “'VTAh(T,T)T "“h(Ah(T,T)T T )"’ DrDrh(T T )
olur. Buradan

79(s) =—eCh(T,T)+(€2hkT4) (IIL16)
olur. Bu ifadenin s ye gére tiirevini alirsak

79(s)=C*T ~eC(VhT*) - Aa T+ Dr [7akr) (IL17)

elde edilir. y , M nin ys) noktasinda normal kesitli oldugunda Onerme I11.3 geregince
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A(azh)m)T AT=90 (IIL18)

elde edilir. p nin 0 komsulugunda tanimh Z vektSr alam igin <7,Z>= 0 ve
ViZ=0 olsun. (I11.18 ) den dolay:

<A(§2h)(T4)T, z> - <("62h}7'4), W, 2)) =0 (119
dir. (1113 ) ve (IIL19 ) ifadeleri kullantlarak Z=Z(p) oldugu yerde
0=((Vh)kT*). K(T. 7))
ifadesinin T yontinde kovaryant tiirevi alinrsa
0=T((VhkT*), 1T, 2))s =0
- <(€’h ), h(t, z)> +{(Fn)e), @nke,r.2) (11.20)
=((vn)e), (Vh)e.t, )
bulunur. Buradan
(e, @)

birim vektSr ¢ nin bagimsiz bir se¢imi olup M nin noktalarina baghdir. Simdi birim tanjant
demeti olan UM tizerinde siirekli oldugunu ispatliyalim.

Y » peM de geodezik olsun. y boyunca <T,Z>=0 ve V; Z=0 olacak sekilde bir Z birim vektor
alani segelim.

%Z((V—h)(T T.7),(Vnkr,T.1)) = (D, (VR T, 7,7, (VR kT, 7,T) ()
<(62h}25 ARIES 3(-V-hﬁzT, 41, (§hkt, t,t)>

dir. (1120 ) esitliginden
%z((%)(r, 7,7, (Vh)T, T, 7)) = <(§2h}z, 60, On)e,,0) w21)

dir. Ricei denkleminden
R (2,0)h(t,8) = (V:Vih)(t,8) = (V. V:R)(E, D) = (VEah)(E, 1)

olup bu ifade diizenlenirse
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(VB2 1,1,8) = (V Bt 2,8,8) + R* (2,0h(t,0) - 2H(R(z, )1, 1)
olur. Bu egitlikte (II1.21 ) denkleminin sag tarafi

(@Bt t,0,@het,0) = (F R 2.0, TG00+ (R @, 0, (T 1)
~2(h(R(z,1)t,1), (VR) (8,1, t)> (1I122)

olur.

(Rl (z.0h(,1), (VAL t)) =0
oldugundan

<(§2h)(z, 6.0,0, (R0, z)) = <("V?2h)(r, 2,6,0,(Vh)0.1, t)> ~ 2 WR(z 01,0, (TH)E.,0) (TML23)

Rz Ot=Appyz-Ane gt ve (111.13 ) den dolay:
<h(R(z, 0, (Vh) 1, ¢, t)) =0
elde edilir. Buradan ( II1.21 ) esitligi
<(52h}z,t, 1), (ﬁhkt, 7 t)> = <(§—72h}t, z,41), (¥7hkt, t, t)>
olarak elde edilir. Bu ifadeler kullanilarak ( II1.21 ) esitligi
S Z(RXT, 1.1, (T, T, 1)) = (e, 28,0, (T, 1,0)
denklemine doniiglir.
(nkz.r,1),(F0)T,.1))
ifadesinin 7 yontinde tiirevi alinir ve diizenlenip ( I11.23 ) ifadesinde yerine yazilirsa
1.= = S SaN
—2—Z<(Vh)(T, T,T),(VRXT,T,T)) = —<(Vh)(z, 1L,6),(V h)(t )>
bulunur.Simdi ( I11.17 ) ifadesinin bir daha tlirevini alalim.

(6 - -2 _ _ _ 4
7 )(s)— eC(V h)(TYH VT(A(%)( ﬂ)T) h(A(Gzh)(mT’T) A(§3h)(T5)T +W hkTG)

olur. v, y#s) de M nin normal kesiti oldugu siirece y boyunca
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(v, (A(_, )(74)7) + (A(g,h)(Ts)T)) AT =0

V'h

dir, <7,Z>=0 ve yukaridaki ifadeden dolay:

<V‘(A(G’h)(r4)T ] +[A(6’h)(r5)T ], Z> =0 (II1.24)
0= t<A(€’h)(r4)T’ Z> = <Vt (A(Gzh)(mT’ Z]) * <A(€’h)(ra)T V. Z >

olup V,Z=0 oldugundan

t<A(V’h)(r‘)T’ Z> ) <A(\7’h)(r’)T’ Z> B «63}1} T°)he z)> =0 (IIL.25)

dir )

dir.
<(v AGRY z)> =0
ifadesinin y boyunca kovaryant tlirevini alirsak ( II1.25 ) ifadesinide g6z 6niinde bulundurursak
<(§2h ™), ("V—h)(t, 1, z)> =0 (111.26 )
dir. Buradan (II1.22 ) esitligi
z{[Fnkr), Frkr) = 0

denklemine indirgenir.

" boyM= 2 den ve M nin her noktasinda

(@n)r), (nk*))

UM nin birim tanjant kiimesinde siirekli oldugundan M nin her noktasini i¢ine alir,

TEOREM I11.4: M geodezik normal kesitli s indeksli £ Pseudo Oklidyen uzaymn » indeksli
bir alt uzay1 olsun .Bu durumda

(@n)e), (Fr)ey)

M nin UM kiimesi {izerinde stireklidir] 9 ].
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