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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum “Kesir Dereceli Belirsiz Sistemler Igin Dayanikli
Analiz Araglarmin ve Arayiiz Programlariin Gelistirilmesi” baglikli bu ¢aligmanin bilimsel
ahlak ve geleneklere aykir1 diisecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigimi ve
yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin icinde hem de kaynakcada yontemine uygun

bigcimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Bilal SENOL



OZET
Doktora Tezi

KESIR DERECELI BELIRSIZ SISTEMLER iCIN DAYANIKLI ANALIZ ARACLARININ
VE ARAYUZ PROGRAMLARININ GELISTIRILMESI

Bilal SENOL

Inénii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Bilgisayar Miihendisligi Anabilim Dali

157+xv sayfa
2015
Danisman: Dog. Dr. Celaleddin YEROGLU

Bu tez caligmasinda belirsizlik yapilan igeren kesir dereceli polinom ve transfer
fonksiyonlarimin analizi i¢in gelistirilen yontemler ve arayiiz programlari sunulmustur. Deger
kiimesi analizi ve sifir1 disarida birakma prensibi kullanilarak dogrusal ve dogrusal olmayan
belirsizlik yapilar1 igeren kesir dereceli polinomlarin kararlilik analizi yapilmistir. Dogrusal
belirsizlik yapilar1 iceren kesir dereceli polinomlarin analizinde hesaplama kolayligi
saglamak i¢in 2q-konveks parpoligon yaklasimi tanitilmistir. 2q-konveks parpoligon
yaklasimin yardimiyla kesir dereceli belirsiz sistemlerin Bode ve Nyquist zarflar
hesaplanmistir. Birden fazla dogrusal belirsizlik yapis1 iceren polinom ve sistemlerin
analizleri, deger kiimesi ve sifir1 disarida birakma prensibi ile yapilmis ve bu tiir sistemlerin
de Bode ve Nyquist zarflar1 elde edilmistir. Dogrusal olmayan belirsizlik yapilar1 igeren
sistemlerin Bode ve Nyquist ¢izimlerini kapsayan Bode ve Nyquist sinirlarinin elde edilme
stireci verilmis, bu tiir sistemler i¢in Lag-Lead kontrolor tasarimi yapilmistir. Daha sonra,
yapisiz belirsizlik modelleri igeren kesir dereceli sistemlerin analizleri i¢in bir yOntem
Onerilmistir.

Kesir dereceli polinomlarin kararlilik analizinde kullanilabilecek bir bagka yontem olan
kok bolgesi analizi tamitilmis, tekli ve g¢oklu belirsizlik yapilar1 igeren kesir dereceli
polinomlarin kdk bolgeleri hesaplanmistir. Klasik polinomlar icin kullanislt bir yontem olan
Hermite-Biehler teoremi, kesir dereceli polinomlar icin genellestirilmis ve etkinligi 6rnekler
iizerinde gosterilmistir.

Daha sonra ise, kesir dereceli polinom ve sistemlerin dayanikli kararlhilik analizi
yontemlerinin kolayca kullanilabilmesi i¢in bir arayiliz tasarlanmig ve sunulmustur.
Dolayisiyla, kesir dereceli sistemler ile ilgilenen arastirmacilarin kullanabilecegi bir program
literatiire kazandirilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Kesir dereceli sistemler, dogrusal belirsizlik, dogrusal
olmayan belirsizlik, yapisiz belirsizlik, arayiiz programiu.
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In this thesis, analysis methods and interface programs are presented for fractional
order uncertain polynomials and transfer functions. Stability analysis of polynomials with
linear and nonlinear uncertainty structures are performed using value set analysis and zero
exclusion principle. 2qg-convex parpolygon approach is presented for computational
convenience in the analysis of fractional order polynomials with linear uncertainties. Bode
and Nyquist envelopes of fractional order uncertain systems are computed with the aid of 2q-
convex parpolygon approach. Analysis of polynomials and systems with multiple linear
uncertainty are performed by value set and zero exclusion principle. Then, Bode and Nyquist
envelopes of such systems are obtained. Procedure to obtain Bode and Nyquist boundaries
which include Bode and Nyquist plots of systems with nonlinear uncertainty structures is
given and Lag-Lead compensator is designed for such systems. An analysis method for
fractional order systems with unstructured uncertainty models is proposed.

Roots region analysis, as another method that could be used for stabilty analysis of
fractional order polynomials is presented and roots regions of fractional order polynomials
with single and multiple uncertainty structures are computed. Hermite-Bichler theorem,
which is a useful method for classical polynomials, is generalized for fractional order
polynomials and its efficiency is shown on examples.

Then, an interface is designed and presented for easy usage of methods for robust
stability analysis of fractional order polynomials and systems. Therefore, a program for
researchers who deal with fractional order systems is gained to the literature.

KEYWORDS: Fractional order systems, linear uncertainty, nonlinear uncertainty,
interface program.
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1. GIRIS

Klasik matematikte tiirevler ve integraller, dereceleri tamsayi olan integro-
diferansiyel denklemlerle ifade edilmektedir. Son yillarda adi sik¢a duyulmaya
baslanan kesir dereceli matematikte ise tiirev ve integraller, dereceleri keyfi se¢ilmis
gercel sayilar olabilen integro-diferansiyel denklemlerle ifade edilmektedir. Tiirev ve
integralin kesir dereceli olmasi, anlagilmasi karmasik ve yabanci bir fikir olarak
goriilebilir fakat gercek diinyadaki siireclerin ¢ogu kesir dereceli matematikle ifade

etmek i¢in daha uygundur.

Kesir dereceli matematik son birka¢ on yilda oldukca gelismesine ragmen,
konunun kokii ¢cok eskiye dayanmaktadir. Bu konudaki ilk fikir 1695 yilinda Leibnitz
ve L’Hopital arasindaki yazismada ortaya ¢ikmustir. ilerleyen yillarda ise bu konu
arastirmacilarin dikkatini daha fazla ¢cekmeye baglamistir. Kesir dereceli integro-
diferansiyel denklemlerle ifade edilen sistem ve siireclerin  matematiksel
modellenmesi ve simiilasyonu kesir dereceli diferansiyel denklemlerin ¢oziilmesi

ihtiyacina yol agmaktadir.

Kesir dereceli matematigin daha iyi anlasilmasiyla birlikte bircok alandaki
uygulamalar1 da artmaya baslamustir. Ornegin, Le M’ehaut’e ve Crepy, fraktans adi
verilen ve diren¢ ve kapasitans arasinda Ozellik gosteren bir devre elemant
onermiglerdir [1]. Fraktans hakkinda bir bagka ¢aligma da Nakawaga ve Sorimachi
tarafindan sunulmustur [2]. Westerlund tarafindan gelistirilen yeni bir kapasitor
teorisi, kesir dereceli tiirevlerin kullanimina dayanmaktadir [3]. Kesir dereceli
tiirevler ¢esitli maddelerdeki hafiza ve kalitsal etkilerin tanimlanmasinda giiglii bir
aractir [4]. Bu durum kesir dereceli modellerin, tamsay1 dereceli modellerle
karsilastirildiginda en belirgin avantaji olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Kesir dereceli
tirev tabanli modellerin, tamsay1 dereceli modellere gore daha iyi sonug¢ verdigi
Westerlund, Caputo, Nonnenmacher-Glocke, Friedrich ve Podlubny tarafindan

deneysel olarak test edilmistir [3-7].

Birgok alanda oldugu gibi kontrol teorisinde de kesir dereceli matematigin
etkisi hissedilmeye baslamistir. Bu konudaki ilk caligmalardan biri olan biiyiik
objelerin pozisyon kontrolii Tustin tarafindan 1958 yilinda sunulmustur [8]. 1960
yilinda ise Manabe, kesir dereceli integrasyonun kontrol sistemleri {iizerinde

uygulanmasi konulu bir ¢alisma sunmustur [9]. Daha sonraki yillarda kesir dereceli

1



integro-diferansiyel ifadelerin kontrol uygulamalarinda ve robotikte kullanimi
siklasmistir [7, 10-14]. Son yillarda kesir dereceli durum denklemleri ile ifade

edilebilen mekanik sistemler {izerinde ¢calismalar da yapilmistir [15].

Kesir dereceli matematik fikrinden, kontrol diinyasinda yayginca kullanilan
PID kontrolorlerin de etkilendigi goriilmektedir. Endiistriyel uygulamalarda sikg¢a
goriilen PID kontroldrler, kesir dereceli tiirev ve integral diigiincesi ile modifiye
edilip PI"D* olarak sunulmustur [7]. PI*D* kontroloriin parametre belirleme
calismalan da ilgi gormiistiir [16-19]. PID kontrolorlerin yaygin sekilde kullanimi
arastirmacilar1 daha iyi tasarim yontemleri veya alternatif kontrolor ¢esitleri bulma
konusunda motive etmistir ve bu konuda yapilan c¢aligmalar literatiire 6nemli katki
saglamaktadir [20-22]. Kesir dereceli PI*D* kontrolorlerin frekans bolgesi
yaklagimlar1 [23, 24]’te, kesir dereceli kontrolor tasarimi galismasi [25, 26]°da, kesir
dereceli tiirevleyici ve integralleyicilerin ayristirma semalar1 hakkinda bir ¢aligma
[27]de, kesir dereceli zaman gecikmeli sistemler hakkinda bir ¢alisma da [28]’de
bulunabilir. Kesir dereceli kontrol sistemleri ile ilgili diger baz1 ¢aligmalar da [29-

31]°de verilmistir.

Klasik sistemlerde oldugu gibi, kesir dereceli sistemlerde de kararlilik analizi
oldukca onemli ve dikkat c¢eken bir konudur. Literatiirde, tamsayr dereceli
sistemlerin kararlilik analizinde kullanilabilecek ¢ok sayida yontem bulunmaktadir
[20]. Bu yontemler kesir dereceli sistemler i¢in dogrudan kullanilamamaktadir. Bu
nedenle, kesir dereceli sistemlerin kararlilik analizinde kullanilabilecek etkin

yontemlerin gelistirilmesi, literatiire nemli katki saglayacaktir.

Belirsizlik yapilar klasik sistemlerde oldugu gibi kesir dereceli sistemlerde de
dikkate alinmasi gereken bir konudur. Belirsizlik igeren sistemlerin davraniglar1 da
genellikle belirsizdir, bu nedenle bodyle bir sistem ele alinirken karsilasilabilecek
biitlin durumlar degerlendirilmelidir. Literatiirde genellikle yapisiz ve parametrik
belirsizlik yapilar1 hakkinda ¢alismalar vardir [32, 33]. Parametre belirsizligi, sistem
transfer fonksiyonunun katsayilar1 veya {islerinin bir nominal deger cevresinde
degismesi durumunda olusabilecek belirsizlik olarak tanimlanabilir. Yapisiz
belirsizlik tanimi ise, daha ¢ok, modelin yapisi bilinmediginde kullanighdir. Bu tez

caligmasinda her iki belirsizlik yapisi da ele alinmistir.



Bir sistemdeki belirsiz parametre sayisinin artmasi o sistemin analizindeki
karmagikligin artmasina neden olur. Bu nedenle, kontrol sistemlerinde belirsizlik,
istenmeyen, fakat sistemin dogasi geregi var olan bir durumdur ve bu karmasikligin
azaltilmast konusunda yapilacak caligmalar Onemlidir. 2g-convex parpolygon
yaklasimi1 bu konuda yapilmis 6nemli bir ¢aligmadir [34]. 2q-convex parpolygon
yaklasimi, kararlilik analizinde 6nemli bir yontem olan deger kiimesinin sadece dis
kose ve kenarlariin hesaplanmasinda kullanilmaktadir. Dolayisiyla, bu yontem ile
bir hesaplama kolayligi saglanmis olmaktadir. Yaklasimin klasik sistemler igin
uygulamalarin1 bulmak miimkiindiir [34, 35]. Bu yaklagim, kesir dereceli sistemler

icin bu tez calismasinda uyarlanmistir.

Kesir dereceli matematik fikrinin ortaya ¢ikmasindan sonra Dbazi
matematikgiler kesir dereceli tiirev ve integral hakkinda yaklagik tanimlamalar
yapmustir. Bu tanimlamalar oldukg¢a giiclii oldugu gibi bazi durumlarda &zellikle
kontrol sistemlerinin analiz ve tasariminda yetersiz kalabilmektedir [36]. Ayrica bazi
durumlarda arastirmacilar, kesir dereceli tiirev ve integralin ¢oziimii i¢in yetersiz
kalabilmektedir [37]. Boyle durumlarda kesir dereceli modellerin yiiksek tamsay1
derece yaklagik modelleri kullanilabilir. Kesir dereceli kontrol sistemlerinin yiiksek
tamsay1 derece modelleri baz filtreler yardimiyla elde edilebilmektedir. Bu konuda,
Stirekli Kesir A¢ilimi (Continued Fraction Expansion, CFE), Oustaloup yontemi,

Carlson yontemi ve Charef yontemi gibi yaklagimlar kullanilabilir [38-41].

Yaklagim yontemleriyle elde edilen tamsayi dereceli modeller genellikle
yiiksek derecelidir. Bu tiir sistemlerle calismak hesaplama zorluklarindan dolay1 pek
tercih edilmemektedir. Bu nedenle yiiksek dereceli bu sistemlere model indirgeme
yontemleri uygulanmaktadir [36, 42]. Literatiirde hem transfer fonksiyonlar1 hem de
durum uzay gosterim modelleri i¢in farkli model indirgeme teknikleri bulmak
mimkiindiir [36, 42-44]. Bu teknikler kullanilirken orjinal sistemin davraniglarina en

yakin davranigi veren modeli bulmak 6nemlidir.

Bilgisayarlarin giinliik hayatimizi kolaylagtirmasi1 diisiincesiyle sistemlerin
bilgisayar ortaminda analiz calismalar1 yogunlagsmistir. Bu calismalarin sonucu
olarak literatirde ¢ok sayida bilgisayar tabanli kontrol uygulamasi bulmak

mimkiindiir. Kesir dereceli sistemlerin kolay analizinde kullanmak {izere bazi



bilgisayar programlar1 sunulmustur. [45-53]. Bu programlarin getirdigi kolaylik g6z

oniine alindiginda bu konuda yapilacak yeni ¢aligmalarin 6nemi ortaya ¢ikmaktadir.

Yaptigimiz literatlir taramasina gore kesir dereceli sistemlerin analizi igin
gelistirilmis birka¢ arayiiz mevcuttur. Bunlardan en eskisi, Oustaloup tarafindan
gelistirilen ve yaygin bir kullanima sahip olan CRONE programidir [45-48]. 2005
yilinda, Duarte Valerio, “Toolbox ninteger for MATLAB v. 2.3” adli, MATLAB
ortaminda ¢alisan bir program yayinlamistir [49]. Internet lizerinde c¢alisan bir
kontrol uygulamasi olan PIDLAB, etkin bir programdir [50]. Kesir dereceli kontrol
sistemlerinin analizinde yardimci bir program gelistirmek i¢in baslangic ¢alismalari
[51]'de verilmistir. FOMCON ad1 verilen, kesir dereceli sistemlerin modelleme ve
kontrolii i¢in gelistirilen bir Matlab arayiizii [52]’de bulunabilir. Yiiksek lisans
asamasinda gelistirdigimiz kesir dereceli sistemlerin frekans ve zaman tepkilerini

elde etmek i¢in kolay kullanimli arayiiz [53]’te verilmistir.

Bu tez calismasinda gelistirilen analiz yontemleri ile birlikte literatiire kesir
dereceli sistemlerin analizinde kullanilabilecek kolay kullanimli bir program

kazandirilmistir. MATLAB tabanli bu arayiiz ile,

— Kesir dereceli transfer fonksiyonlarinin birim basamak tepkisi, Bode, Nyquist ve
Nichols grafikleri kolayca elde edilebilecektir.

— Hermite-Biehler teoremi yardimiyla, kesir dereceli polinomlarin kararlilik
analizleri yapilabilecektir.

— Kok bolgesi yontemi yardimiyla, kesir dereceli polinomlarin kararlilik analizleri
yapilabilecektir.

— Kesir dereceli polinomlarin frekans ozellikleri yardimiyla, kararlilik analizleri
yapilabilecektir.

— Kesir dereceli polinomlarin gergek kokleri hesaplanabilecektir.

— Kesir dereceli belirsiz sistemlerin birim basamak tepkisi, Bode, Nyquist ve
Nichols grafikleri kolayca elde edilebilecektir.

— Dogrusal belirsizlik yapilart iceren kesir dereceli sistemlerin Bode ve Nyquist
zarflar1 elde edilebilecektir.

— Dogrusal olmayan belirsizlik yapilar igceren kesir dereceli sistemlerin Bode ve

Nyquist sinirlar1 elde edilebilecektir.



— Kesir dereceli belirsiz polinomlarin deger kiimeleri ve 2q-konveks parpoligon
yaklasimu ile elde edilmis deger kiimeleri elde edilebilecektir.

— Kesir dereceli belirsiz polinomlarin, Hermite-Biehler teoremi yardimiyla
dayanikli kararlilik analizi yapilabilecektir.

— Kesir dereceli belirsiz polinomlarin kék bolgesi hesaplanabilecektir.

Bu tez calismasinda Boliim 2’de calismanin kuramsal temelleri hakkinda bilgi
verilmigtir. Bolim 3’te, calisma yapilirken kullanilan materyal ve yodntemden
bahsedilmistir. Boliim 4°te, kesir dereceli belirsiz sistemler icin gelistirilen dayanikli
analiz yontemleri anlatilmistir. Bolim 5'te kesir dereceli belirsiz sistemler icin
gelistirilen yazilim araglar1 hakkinda bilgi verilmistir. Boliim 6’da ise sonuglar yer

almaktadir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bilindigi gibi belirsizlik yapilar1 sistem davranigini etkileyen Onemli
faktorlerdendir. Bu nedenle belirsiz sistemleri incelerken karsilagilabilecek tiim
durumlar goéz Oniine alinmali ve sistem analizi bu hesaplamalar1 da yaparak
gerceklestirilmelidir. Literatiirde, parametrik ve yapisiz olmak iizere iki tip belirsizlik

yapisi hakkinda ¢aligsmalar bulunabilir [32, 33].

[k boliimde de belirtildigi gibi kesir dereceli matematigin daha iyi anlagilmast,
bu konudaki ¢alisamalarin artmasina neden olmustur. Bu nedenle 6nce kesir dereceli

matematik hakkinda bilgi vermek yararli olacaktir.

2.1 Kesir Dereceli Matematik

Temel tiirev operatoérii olan D :di, temel matematikte yaygin olarak
X

kullanilmaktadir. Uygun secilmis bir f(x) fonksiyonunun 7. dereceden tiirevi olan

D" f(x) =%, n pozitif bir tamsay1 oldugunda kolayca hesaplanabilmektedir.

n

Kesir dereceli sistem teorisinde, 7 sayisinin herhangi bir gergel say1 olabildigi durum
ele almmaktadir. Daha agik bir ifadeyle, kesir dereceli sistem, kesir dereceli

diferansiyel denklemlerle ifade edilebilen sistem demektir.
2.1.1 Kesir dereceli matematigin tarihsel gelisimi

Matematigi kesir dereceli hale genellestirmek uzun bir siiregten sonra
gerceklesmeye baslamistir. 1695 yilinda L Hospital, n degerinin herhangi bir gercel
say1 olabildigi durumda D" f ’ye nasil bir anlam yiiklenecegi fikrinden Leibniz’e
bahsederek bu konudaki ilk adimi atmistir ve o zamandan beri kesirli matematik ilgi
¢ekmeye baslamistir. Bu konu, Euler ve Lagrange gibi matematik¢ilerin daha
onceden dikkatini ¢ekmis olsa da bu konudaki ilk sistematik ¢alismalar Liouville
(1832), Holmgren (1864) ve Riemann (1953) tarafindan 19. yy baslarinda ve
ortalarinda gergeklestirilmistir. Modern matematikgiler igin esas baslangi¢ noktasi ise
1884 yilinda genellestirilmis operatorlerin gelistirilmesi olmustur. O giinden sonra
teori genisletilerek m degerinin rasyonel, irrasyonel, pozitif, negatif, reel veya

kompleks olabildigi D™ operatorlerini de kapsamistir [54, 55].



2.1.2. Kesir dereceli matematigin temelleri

Kesir dereceli sistemler, tamsay1 dereceli sistemlerin genellestirilmis hali
olarak ele alabilir [55-59]. Bu durumda, siirekli zamanli bir integro-diferansiyel

operator D', asagidaki sekilde tanimlanir.

a "t ?

i r>0
dt’

D =11 r=0 2.1)
J@o

Burada a ve ¢, operasyon limitleri ve » e R ’dir. Bir f(¢) fonksiyonunun kesir

dereceli integral veya tiirevini dogrudan hesaplamak oldukga zor oldugu i¢in bazi
yaklasiklik tanimlarindan faydalanilabilir. Bu konuda en c¢ok kullanilan tanimlar
Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov ve Caputo tanimlaridir [54, 55, 60, 61]. Bu

boliimde verilenler [61]’den 6zetlenmistir.
Griinwald-Letnikov Tanimi:

Stirekli bir fonksiyon olan f(#)'yi ele alalim. Bu fonksiyonun birinci ve ikinci

dereceden tiirevi agsagidaki sekilde verilebilir.

—f(t) £(0)= M (2.2)
f(t) AU f(t )
1 {f(t) FU—h) f-m-f- 2h>} o
h—>0h h h
i L0216 hh)+f(t o)

Gorildigi gibi, denklem 2.3, denklem 2.2'nin iki kere uygulanmasi ile elde
edilmistir. Denklem 2.2 ve 2.3 birarada kullanilarak f(¢#) fonksiyonunun tgiincii

dereceden tiirevi elde edilebilir.

f@O)-3f(t-h)+3f@—-2h)— f(t—-3h)
h3

<5 1@ =170 ~lim @4



Bu kurali uygulayarak f(¢#) fonksiyonunun n dereceli tiirevi genellestirilmis

olarak asagidaki sekilde yazilabilir.

dﬂ
dt"

£(6) = £ =1im%2n:(—1)’ ("J f(t—jh), j>n, neN (2.5)
h—0 = J

Pozitif n degerleri i¢in degisen isaretli binom Kkatsayilar1 asagidaki gibi

tanimlanmuistir.
_ _ — 7 |
[7]:n(n )(n 2.)...(n ]+1):‘ n 2.6)
J J! Ji(n=))!

Negatif n degerleri icin ise,

[—n} _ —n(—n—-1)(-n-2)...(—n— j+1) _ 1y [n} 27
J J! J

seklinde verilmistir. Burada,

Hz n(n+1)(n+2)..(n+j-1) (2.8)
J J! |

olarak tanimlanir. Denklem 2.5'te n yerine —n yazarsak,

L ry= 1w = lhigg%imjf(r—jm 29)

—n
t —~

integral denklemini elde ederiz. Burada n pozitif bir tamsayidir. Denklemler 2.2-

2.5'%e gore f(¢t) fonksiyonunun e,(a €R) dereceden tiirevi asagidaki sekilde

verilebilir.
= |r
D) f(ty=limh™" )" (-1y ( j f(t—jh) (2.10)
h—0 =0 J

Binom katsayilarin1 hesaplamak i¢in gamma fonksiyonu ve faktoriyel

arasindaki baglanti kullanilabilir.

Erj: rt C(r+1) , (rjzl @11
J) jir=)! TG+DIr—j+1) 0




Gamma fonksiyonu I'(.), pozitif reel bir m icin asagidaki sekilde

tanimlanabilir.
C(m) = e u" " du (2.12)
0

m degerinin tamsay1 oldugu durumda ise gamma fonksiyonu,

T(m+1)=m! (2.13)

seklinde ifade edilir. Limit degeri olarak n = t—Ta yazarsak,

| =
JXKO=$gh’ZK4W(JfU—ﬂ) (2.14)

denklemini elde ederiz. Burada, a gercel bir katsayidir ve [x] gosterimi  x’in

tamsayili kismi anlamindadir. / ise zaman artis miktaridir. Operasyon derecesi 7,
gercel bir sayidir ve tiirevleme veya integralleme durumuna gore pozitif veya negatif

olabilir.
Riemann-Liouville Tanimu:

Riemann-Liouville tanimim1 vermeden once asagida verilen Riemann-Liouville n

katl integralini inceleyelim.

I f(@)
[(n) e (t - T)l”

[T [ raa,..ds, dr, = 2.15)

Denklem 2.15'ten yararlanarak f(#) fonksiyonunun kesir dereceli integrali

asagidaki sekilde yazilabilir.

/@

JM@%QV@—H”IU ,

acR, r<0 (2.16)

Denklem 2.16'dan yararlanarak ise Riemann-Liouville tanimi asagidaki sekilde

elde edilir.



! e o
f()_r(n— r) dt" I (t—7) " Gy 4 (n=1<r<n) (2.17)

0<r<1 ve t<0 igin f(t)=0 oldugu durumda kesir dereceli integral asagidaki

sekilde tanimlanabilir.

_S@® (T)

DU () = dr, 0<r<l, >0 (2.18)

I'(r) J. 0(t-

Kesir dereceli tiirev ise,

(@)
( T dr j e — 2t (2.19)

oD f(t) =
olarak tanimlanmustir.

Caputo Tanimu:

Kesir dereceli tiirevin Caputo tanimi asagidaki sekilde verilmistir:

! j /@) dr, (n—-1<r<n) (2.20)

aDtrf(t) = F(n—r) ’ (t_T)r—n+1

Caputo tiirevleyicileri ile kesir dereceli diferansiyel denklemlerin baslangi¢

kosullari, tamsay1 dereceli diferansiyel denklemdekiler ile ayn1 formdadir.
Laplace Doniistimii:

Sistem teorisinde dinamik davranislarin analizi i¢in genellikle transfer fonksiyonlar:
kullanilir. Bu nedenle optimal bir ¢aligma i¢in tamsayili olmayan tiirevlerin Laplace
doniistimiiniin  kullanim1  gereklidir. Klasik duruma gore biiyiik degisikliklerin
olmamasi bu matematik aracinin kesir dereceli sistemler i¢in uygun olmasini
saglamaktadir. Ters Laplace doniisiimii de sistemlerin zaman bolgesi tanimlamalari
icin olduk¢a kullanighdir. Laplace doniisimii i¢in en genel formiil asagidaki

sekildedir [55].

L{d;ﬁ’)} S"L{f ()} "Zis{dmlmkfk(”}, n-l<m<n  (221)
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Tiirevlere ait tiim baglangi¢ sartlar1 sifir oldugunda yukaridaki gosterim

oldukga basit bir hale gelmektedir:

L {%} =s"L{f(0)} (2.22)

2.2. Kesir Dereceli Matematigin Kontrol Teorisinde Kullanimi

Genel bir kesir dereceli sistem, kesirli tiirevin asagidaki formu ile ifade

edilebilir.

a Dy(t)+a, D' y(t)+..+a,D”y(t)=

, , , (2.23)
b DPu(t)+b, D" u(t)+...+ b,D" u(t)

Burada, D’ = D/, kesirli tiirevi gostermektedir. Laplace doniisiimii yardimiyla

yukaridaki gésterimi transfer fonksiyonu seklinde yazmak da miimkiindiir [58, 59].

B,

sP 4.+ bs™ +bys"

G(S) — bm

— ” - (2.24)
a, s +..+as" +ays

Burada q, (i =0,...,n), b, (k=0,...,m) sabitlerdir ve «,(i=0,...,n), B, (k=0,...,m)
keyfi reel sayilardir. Genellestirme ile «a, >a, ,>..>a, ve B, >pf, ,>..>f,
seklinde diizenlenebilirler.

2.2.1. Kesir dereceli PID kontrolor

Endiistride yaygin bir kullamima sahip olan PID kontrolorler kesir dereceli
matematik diisiincesiyle modifiye edilip PI*D* olarak sunulmustur. Sekil 2.1°de

kesir dereceli PID ( PI*D* ) kontroloriin genel yapisi verilmektedir.

A 4

K

A 4

-1
Ts

A 4

pl
T,s

Sekil 2.1. PI*D* kontroldr i¢ yapisi.
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Burada K oransal sabit, 7 integral sabiti ve 7, ise tiirev sabitidir. Bir PI*D"

kontroldriin Laplace tabaninda transfer fonksiyonu asagidaki gibi verilebilir.

G.(s) :&:K+7}s‘l +T,s" 0<A,u<2) (2.25)

E(s)
2.2.2. Kesir dereceli sistemlerin frekans tabani analizi

Kesir dereceli bir sistemin frekans analizini yapmak icin sistem transfer

fonksiyonunda s = jo degisikligini yapmak yeterlidir. Denklem 2.24 ile verilen

kesir dereceli bir transfer fonksiyonunun frekans tabani analizi asagidaki sekilde

yapilabilir.

b,(jo)" +..+b(jo) +b,(jo)"

Gljo)=
(jo) a (JO) "+t a(jo) +a,(jo)

(2.26)

Bu isleme yardimci olmak amaciyla asagidaki esitligin verilmesi faydali

olacaktir [51].
(jo)" =" (cos%+ jsin %)” =" (cos%y +J sin%,u) (2.27)

Sistemlerin frekans bolgesi analizi, Bode, Nyquist ve Nichols gibi frekans

tabanli egrileri elde etmek i¢in kullanilabilir.
2.3. Belirsizlik Yapisi iceren Sistemler

Belirsizlik yapilar klasik sistemlerde oldugu gibi kesir dereceli sistemlerde de
oldukca dikkat ¢eken bir konudur. Literatiir ¢caligmalarinda parametrik ve yapisiz
belirsizlik olmak flizere iki ¢esit belirsizlikten bahsedilmektedir. Parametrik
belirsizlikte sistem parametrelerinin nominal degerlerinin ¢evresinde belli bir aralik
dahilinde degisimi s6z konusudur. Yapisiz belirsizlikte ise bir dinamik sistem blogu
bir agirlik fonksiyonu ile seri olarak baglanmistir. Belirsizlik yapisi nominal modele
seri veya paralel olarak baglanmis olabilir [33]. Bu bolimde parametrik ve yapisiz

belirsizlik hakkinda bilgi bulunmaktadir.
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2.3.1. Parametre belirsizligi iceren sistemler

Literatiirde dogrusal ve dogrusal olmayan parametrik belirsizlik yapilar
hakkinda ¢aligmalar bulmak miimkiindiir [32, 33]. Asagida, kesir dereceli belirsiz bir

polinom ailesinin genel gdsterimi verilmistir.
P(s,q)=1,(q)s” +1,(q)s™ +---+1 (q)s™ (2.28)

Burada, /,(q) katsayilart q=[q],q2,---,qq]T belirsiz parametrelerine dogrusal

bagimlidir. Belirsizlik kiimesi ise asagidaki gibi gosterilebilir.
Q:{q:qie[& q_,]’ i:1,2,“‘aq} (229)

Burada, ¢; ve q_,-, belirsiz parametrelerin sirastyla alt ve st limitlerini

belirtmektedir. Kesir dereceli bir transfer fonksiyonunun pay ve paydasinda kesir
dereceli belirsiz polinomlar bulunabilir. Bu sekilde, kesir dereceli belirsiz bir transfer

fonksiyonu asagidaki sekilde verilebilir.

N(s,p)

2.30
D(s,q) (230

G(s,p,q) =

Burada, N(s,p) ve D(s,q) sirasiyla transfer fonksiyonunun pay ve payda

polinomlaridir ve denklem 2.28 seklindedir. Literatiirde dogrusal ve dogrusal

olmayan belirsizlik yapilari ile ilgili calismalar bulunabilir.
2.3.1.1. Dogrusal belirsizlik yapilari

1,(q) belirsiz parametrelerinin dogrusal belirsizlik yapisi igerdigi varsayilsin.

Bu sekilde genel bir 7, (q) gosterimi asagidaki sekilde yapilabilir.

L@ =a,+a.,q,+a.,q9,+..+ a4, (2.31)

Burada, g, (i =0,1,2,...,q) katsayilardir. Farkli 7, (q) yapilari, asagida verilen farkli

parametrik belirsizlik yapilarini olugturmaktadir.
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Tek Parametre Belirsizligi:

Asagidaki belirsizlik yapisi tek parametre belirsizligi olarak adlandirilabilir.

P(s,q) = a,s™ +(a,+bq)s™ +(a, +b,q)s™ +...+(a, +b,q)s™ (2.32)
Burada a;, b,, i=0,1,2,...,n sabit katsayilardir ve g tek belirsiz parametredir.
Aralik Belirsizligi:
Aralik belirsizlik yapis1 agagidaki sekildedir.

P(s,q)=q,s“ +q,5“ +...4+q,5" (2.33)
Burada, ¢,, i=1,2,...,n belirsiz parametrelerdir ve [Qi ,cj} araliginda herhangi bir
degeri alabilmektedir.
Affine Dogrusal Belirsizligi:
Affine dogrusal belirsizligi agagidaki sekilde ifade edilebilir.

P(s,q) = (a,, +a,,q, +a,,q, +...+a,,q, )sh +
(ayo+ay,q,+ay,q, +...+a,,q, )s 4.+ (2.34)

(an,O + an,lQl + an,ZQZ +..t an,qu )Sa”
2.3.1.2. Dogrusal olmayan belirsizlik yapilari

1,(q) yapisinin dogrusal olmayan belirsiz parametreler icerdigini varsayalim.

Polinom Belirsizligi:

Polinom belirsizligini agsagidaki sekilde tanimlayabiliriz.

I(q)= Z{Z{aﬁ . } } (2.35)

1
c=1

Goriildiigii gibi bu yapida belirsiz parametreler dogrusal olmayabilmektedir.
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Genel Belirsizlik:

Genel belirsizlik yapisi, trigonometrik olanlar dahil herhangi bir matematiksel
fonksiyon igerebilir [32]. Asagidaki polinom ailesi genel belirsizlige Ornek

verilebilir.

P(s,q) =s“ +[COS(Q1%)]S% +[5 |q1| —3sing, —Cos(qlqz)_Hq §%
(2.36)
+|:_4 |q1| +sin q,+ COS(%‘]z) +0. 1:|Sa°

2.3.2. Yapisiz belirsizlik iceren sistemler

Daha once de belirtildigi gibi, yapisiz belirsizlik tanimi, daha ¢ok, sistem
modelinin bilinmedigi durumlarda kullanilmaktadir. Literatiirde, birka¢ ¢esit yapisiz
belirsizlik modeli bulmak miimkiindiir [33]. En ¢ok karsilasilan modeller Sekil 2.2-

2.5’te verilmigtir.

e Carpimsal Model:
G(s)= [1+WM ($)A,, (s)]GO(s) (2.37)

Sekil 2.2. Belirsizligin ¢arpimsal modeli.

e Toplamsal Model:
G(s) = Gy () +17,(5)A ,(s) (238)

{0

A4

Sekil 2.3. Belirsizligin toplamsal modeli.
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e Ters Carpimsal Model:
G(s) =[1+W,, (9)A, (9] Gy(s) (2.39)

A]M\_[ WIM}_‘ G
[

Sekil 2.4. Belirsizligin ters ¢arpimsal modeli.

e Ters Toplamsal Model:
G(5)= Gy ($)[1=W,,(5)A 4 (5)Gy ()] (2.40)

Sekil 2.5. Belirsizligin ters toplamsal modeli.

Burada, G,(s), nominal modeli gostermektedir. G(s) ise belirsizlestirilmis modeli
gostermektedir. Carpimsal belirsizlik modelini ele alirsak, W, (s), belirsizlik

dinamiklerini gosteren kararli bir agirlik fonksiyonudur. A, (s) ise asagidaki esitligi

saglayan ve keyfi bir kararli fonksiyon olan belirsizlik yapisidir.
A ], <1 = |A,(w)|<] Ve (2.41)

2.4. Kesir Dereceli Sistemlerin Tamsay1 Dereceli Modelleri ve Model indirgeme

Kesir dereceli matematik ile gercek siiregler daha iyi modellenebildigi halde,
kesir dereceli diferansiyel denklemlerin analitik ¢dziimlerinin eksikliginden dolay1
tamsay1 dereceli modeller daha sik kullanilmaktadir [37]. Bu nedenle giiniimiizde de
kesir dereceli sistemlerin tamsayir dereceli modelleri kullanilabilmektedir.
Literatiirde, farkli tamsay1 dereceli yaklasim ydntemleri bulunmaktadir. Ornek olarak

CFE (Siirekli Kesir Agilimi) siklikla kullanilmaktadir [14]. Carlson, Matsuda,
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Chareff ve Oustaloup yaklasimlart da [14, 36]'da verilmistir. Kesir dereceli
istemlerin tamsay1 dereceli modelleri genellikle yiiksek derecelidir. Bu tiir modeller

ile caligmak zor oldugu i¢in model indirgeme teknikleri kullanilmaktadir.

Bu boliimde, Oustaloup tekrarlanan filtresi ve modifiye edilmis Oustaloup
filtresi [36], tamsay1 dereceli modelleri elde etmek icin kullanilmigtir. Model
indirgeme teknigi olarak da Pade, Routh ve optimizasyon tabanli bir yontem

kullanilmustir.

Denklem 2.26'da verilen kesir dereceli sistemi ele alalim. Beklenen frekans

uyum araliginin (a),,a)h) oldugu wvarsayilarak, Oustaloup tekrarlanan filtresi

asagidaki gibi verilebilir.

N !
G, (s)=K ] % (2.42)
k=—N S + a)k
Burada, kazang, sifirlar ve kutuplar agagidaki gibi hesaplanabilir.
k+N+l(I—a) k+N+l(l+a)
2N+1 2N+1
K=o, o, =0, (ﬂ] , O, =0, (&) (2.43)
@, @,

Burada, a reel bir sayidir, 0<a <1. Indirgenmis modelin derecesi 2N +1'dir.

Boylece, G, (s), kesir dereceli sistemin tamsay1 dereceli yaklasik modelidir.

Modifiye edilmis Oustaloup filtresi ise asagidaki sekilde verilebilir.

a 2 N ’
@ da)hj ds ;rba)hs 11 s+ (2.44)
b d(1-a)s* +bao,s+da )iy s+,

Burada, O0<a <1, s=jw ve b,d >0 olarak verilmistir. Deneysel ve teorik sonuglar

gostermistir ki b=10 ve d =9 degerlerinde yaklasim iyi sonu¢ vermektedir [41].

Literatiirde, Pade ve Routh model indirgeme teknikleri hakkinda bilgi bulmak
mimkiindiir [36]. Bu boliimde ayrica, optimizasyon temelli bir model indirgeme
teknigi kullanilmistir. Bu yaklagimi amaci, orjinal ve indirgenmis sistem arasindaki

hatay1 minimize etmektir. Bunun grafiksel gosterimi Sekil 2.6'da verilmistir.
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Sekil 2.6. Hataya dayali model indirgeme.

Burada, G(s)e™ ve G, (s)e” sirasiyla orjinal ve indirgenmis modelleri

belirtmektedir. Buradaki model indirgeme, ISE (Integral of Squared Error) yontemi

ile e(t) hatasinm1 minimize etmeye dayanmaktadir. Algoritma hakkinda detayl bilgi

[36]'da verilmistir. Asagidaki 6rnek ile siireci uygulamak faydali olacaktir.

Ornek 2.1: Asagida verilen kesir dereceli modeli ele alalim [36].

5
G.(s) = 2.45
() s +1.35% +1.25 (2:45)

Oustaloup tekrarli filtresi kullanilarak, we[10’3,103] frekans araliginda N =4

alindiginda 20. dereceden bir yaklasik model elde edilmistir. Orjinal sistem ve

yaklasik modelin Bode ¢izimleri Sekil 2.7'de verilmistir.

Bode Diagram

20

=

Magnitude (dB)

ra
=

oty S it et e e Sy
: T Original System

4 e [ — - — Qustaloup’s

__________________

Phase (deg)

10 10° 10’
Frequency (rad's)

Sekil 2.7. Denklem 2.45'te verilen sistem ve yaklasik modelinin Bode ¢izimleri.
Sekil 2.7'den goriildiigii gibi yaklasik model, ortalama 0.0518dB kazang hatasi ve

ortalama 0.2348° faz hatas ile orjinal modeli saglamaktadir.
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Bode Diagram

Mo
[==]

-==--1
I P

=

U P | Ep

— Original System
— Optimizated 2-3
— Optimizated 24
— Optimizated 2-5
— Optimizated 2-8

50 o
360

Magnitude [dB)
]
L=

b
=

L i - s - _ | -4

----r---
O

u 10 ) Rt e A SRS S S

Phase (deg)
=]

T E—

360 beeeooeee

Frequency (rad/s)

Sekil 2.8. Orjinal model ve indirgenmis model Bode ¢izimleri (Optimizasyon).

Optimizasyon teknikli model indirgeme yonteminin 20. dereceden sisteme
uygulanmasi ile elde edilen indirgenmis model ve orjinal sistemin Bode ¢izimleri
Sekil 2.8'de verilmistir. Optimizasyon yontemi ile indirgenmis farkli modeller ve

ortalama hatalari ise Cizelge 2.1'de verilmistir. Cizelge 2.1'de, r, ve r, sirasiyla pay
ve paydanin dereceleridir. e,, ve e, sirasiyla ortalama kazang ve faz hatalaridir. Bu

verilere gore 2. model orjinal sisteme en yakin modeldir. Bir bagska model indirgeme
yontemi olan Routh yaklagimi 20. derece sisteme uygulanmistir ve elde edilen 7., 9.

ve 11. dereceden modeller Sekil 2.9'da verilmistir.

Cizelge 2.1. Farkl1 is kombinasyonlari i¢in elde edilen indirgenmis modeller.

No | 7, | 1y Reduced Order Model (Error Based Optimization) of G,(s) Cu €

1 2 3 _ —0.58845” +4.176s +3.298 1.6274 357.8448 °

ed 311 0685 +2.109s + 0.838 dB
2 | o | o - 27255 +7.8475 +1.382 02424 1 st

red24 T4 117925 +2.8275> +2.471s +0.3512 dB

3 2 5 G _ 16.67s* +4.2255 +2.178x10°° 07039 11.5185°
bred2S 05 1 33305% +4.4615° +5.7425” +1.074s +5.535x107 dB

a2l s 31515 +7.151x10 s + 7.454 S -

Giroars = 3 5 ) 3 2 dB '
$°+2.7615° +7.8365" +9.614s> +9.805s> +2.125 +1.894
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Bode Diagram

20 . . ———
1 1 ! [ R T e ' ' ' [ R
T ) S R L
= , , o
2 — - — - Onginal System
% o0 L Routh Order 7
= Routh Order 9
-------- Routh Order 11
40 : _—

360

360 beeeeedee b A T A N R A Ll
107 Frequencyy(rad/s) 10

Sekil 2.9. Orjinal model ve indirgenmis model Bode ¢izimleri (Routh).

Pade yaklagimi ile elde edilmis indirgenmis modeller ise Sekil 2.10'da verilmistir.

Bode Diagram

40 - - - - —r
fia)
=
L]
B 1 T e VU U [ DU (S D N U [ .~y U I B o=
2
En Original System
= . Pade 4.5
= Pade 4-5
Pade 4-7
_4p H H
E T
= 1 SR IR S
o
k=
o
W
2 g
& -180
7] SARRURRURS SRR APUR SURF SRS S S5 8 RS RIS SR MO s = m—
10 Frequency fradisec) 10"

Sekil 2.10. Orjinal model ve indirgenmis model Bode ¢izimleri (Pade).

Boylece, kesir dereceli sistemler i¢in kullanilan baz1 esdeger model yontemleri ve
model indirgeme teknikleri gosterilmis oldu. Sonraki bélimde, kesir dereceli

sistemlerin analizinde kullanilabilecek literatiirde mevcut bazi yazilim araglari

gosterilmistir.
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2.5. Kesir Dereceli Sistemlerin Analizinde Kullanilabilecek Yazilim Araclar

Yapilan literatiir calismasinda, kesir dereceli kontrol sistemlerinin analizi i¢in
kullanilabilecek mevcut baz1 programlar incelenmistir. Bu boliimde, incelenen bes

program hakkinda kisaca bilgi verilmektedir.
2.5.1. CRONE toolbox

MATLAB ortaminda kesir dereceli sistemlerin dayanikli kontrolii icin
gelistirilmis olan CRONE programi, miihendislere ve matematik alaninda ¢alisan
aragtirmacilara, 6zellikle elektrik — elektronik miihendisligine ve otomatik kontrol ile
ilgilenenlere sunulmustur [45]. Bu program ii¢ modiilden olugsmustur. Her modiil

kesirli tlirevin 6zel baz1 uygulamalari ile ilgilenir.

Matematik araglar1 modiilii, kesir dereceli veya kompleks dereceli tiirevlerin
kullanimina olanak saglayan biitiin algoritmalar1 igerir. Bu modiil de kendi i¢inde 6

iiniteden olugmaktadir.

Kesirli model tanimlama modili sistemlerin kesir dereceli modeli icin
kullanilmaktadir. Sistem tanimlamanin hedefi, sistemin fiziksel davranisini en iyi
sekilde gosteren matematik modelini, bir takim gézlemlerden sonra elde etmektir.
Kesir dereceli sistemlerin analizinde, sistemlerin tam say1 dereceli karsiligini
kullanmak ¢ok uygun olmamaktadir. Bu nedenle kesir dereceli model elde

edilmektedir [45].

CRONE CSD (Control System Design) modiilii, tek giris tek ¢ikigh, birim geri
beslemeli sistemlerin dayanikli kontrolii i¢in lineer bir frekans bdlgesi yaklagimidir.
Uc adet CRONE CSD yontemi gelistirilmistir. Bu yontemlerde kesir dereceli
tirevleme kullanilarak kontrolér veya agik g¢evrim transfer fonksiyonu
tanimlanmistir. CRONE  programi ana pencere goriintiisi  Sekil 2.11°de

gosterilmektedir.

4 | The CRONE Software - Non Integer Mathematical Tools M= E

File Generalized Derivative  Differential E quations (Explicit Form)  Implicit Form System
Generalized Differentiator  Generalized Polynomial  Laplace Transform 2

Sekil 2.11. CRONE ana pencere goriintiisii.
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Daha fazla bilgi i¢in agagidaki internet adresinden ilgili belge indirilebilir:

http://mechatronics.ece.usu.edu/foc/cdc02tw/cdrom/Lectures/AppendixA/
CACSD2000.pdf

I¢ ice entegre edilmis bircok pencereden olusan CRONE programimin gorsel
acidan karigik olmasi ve kullanimi i¢in matematiksel denklemlerin iyi bilinmesinin

gerekmesi birer dezavantaj olarak ortaya ¢ikmaktadir.

2.5.2. Toolbox “ninteger” for MATLAB

Valerio [49], ilk olarak 2000 yilinda portekizce bir toolbox gelistirmis ve son
seklini 2005 yilinda “Toolbox ‘ninteger’ for MATLAB v. 2.3” adiyla yaymlamistir.
Bu program, MATLAB’da kesir dereceli kontrol sistemlerinin analizi i¢gin gerekli bir
algoritma seti ihtiyacindan dolay1 gelistirilmistir. “ninteger”, hem zaman bolgesinde,
hem de frekans bolgesinde kesir dereceli, tek giris tek c¢ikis kontrolorler gelistirmeye
yardimer olmak i¢in MATLAB ortaminda yazilmis bir programdir. Internet
iizerinden {icretsiz indirilip kullanilmaya uygundur. Bu program, frekans ve ayrik
zaman bolgelerinde kesir dereceli kontrolorler olusturmada kullanilabilir. Kesir
dereceli tlirevler olusturmak icin 30 ‘dan fazla formiil ve yaklagim kullanilmistir.
Tam sayili olmayan PID gibi yapilar dogrudan mevcuttur. Bu programla ikinci ve
ticlincii nesil CRONE kontrolorler de hesaplanabilir [45]. Modelleri tanimlamak ve
frekans diyagramlarmi c¢izdirmek i¢in fonksiyonlar vardir. Bir gorsel arayiiz ile
interaktif olarak parametreler secilebilir ve performansin nasil olacagi goriilebilir.
Ayrica program, bir simulink kiitiiphanesi igerir. Sekil 2.12°de “ninteger”
programimin simulink kiitiiphanesinden bir pencere gosterilmistir. Sekil 2.13°te ise

“ninteger” programinin PID kontrolor analiz ekran1 gériilmektedir.

“Toolbox ‘ninteger’ for MATLAB v. 2.3” programmin simulink kiitiiphanesi
basit yapilmis ama MATLAB konsol ortaminda calisan kismi, ¢ok sayida *.m
dosyasi icermekte ve kullanimi konusunda zorluklar karsimiza g¢ikmaktadir. Bu
programi kullanmak i¢in kesir dereceli kontrol sistemlerinin teorisinin iyi
bilinmesine ve programa ait kullanma klavuzunun dikkatle incelenmesine ihtiyag
vardir. Daha fazla bilgi icin http.//web.ist.utl pt/duarte.valerio/FDAO4T.pdf internet

adresinden ilgili dosya indirilebilir.
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B Library: nintblocks = | E =
File Edit View Format Help
OzE&

d nipid
Fractional desivative  Fractional PID
Ready 100% Locked

Sekil 2.12. “ninteger” programinin Simulink kiitiiphanesinden bir goriintii.

[ Gortroller parameters CROME e

MacLaurin series expansion
Specification on the number of zeros and poles
Approximate fractional parts only
from 1.0 radista] 1000 rad/s

Sampling tine | 1.0

o] T ]

Sekil 2.13. “ninteger” programinin PID kontroloér analiz ekrani.

2.5.3. PID control laboratory 3.0

“PID Control Laboratory 3.0”, dogrudan internet iizerinden kullanilabilecegi
gibi, bilgisayarmiza indirip kullanabileceginiz bir Java uygulama programidir [50].
www.pidlab.com adresinden erigilebilen PID Control Laboratory, onceki
programlarin aksine bir MATLAB tabanli program degildir. Java Runtime
Environment (JRE) kurulu biitiin bilgisayarlarda ¢alismaktadir. “PID Control
Laboratory 3.0” ana pencere goriintiisii Sekil 2.14’te verilmistir. Gorsel bakimdan
basarili olan bu programda, transfer fonksiyonu girisi 4 farkli sekilde
yapilabilmektedir. Kontrolor girisi de “PID”, “PI”, “PD” ve “FPID” olarak 4 sekilde
yapilabilmektedir. Site {izerinde ayrica PID kontrolér tasarimi i¢in hazirlanmis “PID
Controller Designer 2.5” ve “ PID Controller Designer 2.0” adl1 iki Java uygulamasi
da mevcuttur. PID Control Laboratory 3.0 programinda elde edilebilecek ¢izimlerden

bazilar1 agagida gosterilmistir:

Sistemin frekans cevabi

Faz ve kazang paylari

Hassaslik ve tamamlayici hassaslik fonkisyonlari

— M daireleri
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Sekil 2.14. PID Control Laboratory 3.0 ana pencere goriintiisii.

Bu program gorsel bakimdan basarili olsa da kullaniminin olduk¢a karmagik
olmas1 bir dezavantaj olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Program kullanilmadan 6nce
http.://www.rexcontrols.com/downloads/clanky/fpidlabGuide ENG.pdf  adresindeki

kullanma klavuzunun dikkatle incelenmesinde yarar vardir.
2.5.4. FOMCON

Literatiirde yer alan 6nemli programlardan biri de www.fomcon.net adresinden
indirilebilen Fractional Order Modeling and Control (FOMCON) arayiiziidiir [52].
Matlab tabanli arayiiz ile kesir dereceli sistemlerin zaman ve frekans bolgesi
analizleri yapilabilmektedir. Ayrica kesir dereceli sistemler icin PID ve PI*D*
kontrolor tasarimi yapmak miimkiindiir. FOMCON arayiiziiniin ana penceresinin

goriintiisi Sekil 2.15'te verilmistir.
2.5.5. UFT-FOCS v.1.0

Bu tezdeki ¢aligmanin temelini olusturan, yiiksek lisans asamasinda gelistirmis
oldugumuz UFT-FOCS (User Friendly Toolbox for Fractional Order Control
Systems) arayiizii, kesir dereceli sistemlerin analizinde kullanilabilecek, oldukc¢a
kolay kullanim sunan bir programdir [53]. UFT-FOCS arayiiziiniin genel goriintiisii

Sekil 2.16°da verilmistir.

UFT-FOCS kullanilarak, tamsay1 ve kesir dereceli sistemlerin,
— Birim basamak cevabi

— Frekans bolgesi ¢izimleri (Bode, Nyquist, Nichols)
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Kolayca elde edilebilmektedir. Ayrica tamsay1 ve kesir dereceli belirsiz sistemlerin,

— Birim basamak cevabi
— Frekans bolgesi ¢izimleri (Bode, Nyquist, Nichols)
— Bode ve Nyquist zarflari

kolayca elde edilebilmektedir. Sistemlere zaman gecikmesi ve PID veya PI*D*

kontrolor eklenebilmektedir.

—F i order i — System ysi
Refresh list View in console Stability test
i — Time dot
Step Simulate

|:| Show progress bar |:| Superimpose

t (time) vector: Helpers-

0:0.1:30
uit) input vector:

Save simulation result: Hint: feave smpty to
- discand the simulztion
v result

Directly working with workspace objects

Edit Delets rred y domain

Bode Plot diagram

Export system as...
Oustaloup fitter zpk Go Frequency range [radis]  [| Superimpose

D Automaticalty launch LTI Viewer

Sekil 2.15. FOMCON arayiiziiniin genel goriintiisii.

—————————— User Friendly Toolbox for Fractional Order Control
— System Type ion P ] [ uctions Panel —

) Classical Control System Please select the typ:nsvsll"vci iizt:;ngzlnu want ta vwark on
Proceed
() Fractional Order Control System
— Plant Entry P: 1 Controller Entry Panel—

Please Choose Type of Plant - Please Choose Type of Controller v

num
den Prepare

Extras Panel— — Plot Panel
Fraquency Space | | to [

0 Humber of values
E Second
} 2 to draw in ["] step Response | 10 EEEES
Time Delay [~ * seconds i uncertain intervals
I [7] Bode Plot
- Enlopes Pl it it

rum  Please enterthe number of

| [E] Hichos Plot
den MUMertor and the denominator | Prepare

1 and click ‘Prepare || || Envelopes—-——

Please enter the coefficients Time Delay 0 Seconds
i of the numerator

Please enter the coefficients of Frequency space . .
i the denominator BocsCousiops AT 2 |F o] f |2
Please enter the degrees - IS G - -
il of the numerator Nyquist Envelope i 0(=|01]:(5

Please enter the degrees of
the denominator

UFT-FOCS v1.0

Sekil 2.16. UFT-FOCS v.1.0. programinin genel goriintiisii.
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3. MATERYAL VE YONTEM
3.1. Materyal

Bu tez c¢alismasinda program gelistirme ortami olarak MATLAB r2013b
striimii kullanmilmistir. MATLAB, yiiksek seviye bir teknik bilgisayar programlama
dilidir ve algoritma gelistirme, bilgi gorsellestirme, bilgi analizi ve niimerik

hesaplamalar i¢in interaktif bir ortam sunmaktadir [62].
MATLAB programinin temel 6zellikleri soyle verilebilir:

— Teknik hesap problemlerini, C, C++ ve Fortran gibi geleneksel programlama
dillerinde oldugundan daha hizli ¢6zebilme,

— Sinyal ve goriintii isleme, haberlesme, kontrol tasarimi, deneme ve 6l¢me, finansal
modelleme ve analizi de iceren genis bir uygulama alani saglama,

— Ek araglar (programdan bagimsiz olarak bulunan 6zel amacli MATLAB
fonksiyonlar1) ile MATLAB programinin kullanim alanini, 6zel problemleri
¢Ozebilecek sekilde genisletme,

— Teknik programlama i¢in yiiksek seviye dil ortami saglama,

— Kod, dosya ve bilgi diizenleme i¢in gelistirme ortami icerme,

— Tekrarlayan arastirmalar, tasarim ve problem ¢6zme i¢in interaktif bir ara¢ sunma,

— Lineer cebir, istatistik, Fourier analizi, filtreleme, optimizasyon ve niimerik
integrasyon i¢in matematiksel fonksiyonlar igerme,

— Bilgi gorsellestirme igin 2-D ve 3-D grafik fonksiyonlar1 icerme,

— Ogzel gorsel arayiizler gelistirmek igin araclar sunma,

— MATLAB tabanli algoritmalarin C, C++, Fortran, Java, COM ve Microsoft Excel

gibi dis uygulamalar ve diller ile entegrasyonu icin fonksiyonlar igerme,
3.1.1. MATLAB ile grafiksel kullanic1 arayiizii (GUI) olusturma

Bu tez ¢aligmasinda anlatilan program igin gelistirme ortami olarak “MATLAB
GUIDE” kullanilmistir. “GUIDE”, MATLAB i¢in grafiksel kullanici arayiizii GUI
(Graphical User Interface) olusturmak i¢in bir ara¢ setinden olusmustur. Bu araglar,
GUI olugturma islemini oldukca basit bir hale getirmistir. GUIDE kullanilarak
asagidaki islemler yapilabilmektedir.
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— GUIDE diizenleme editorii ile kullanici arayiizii elemanlarma tiklayarak ve
stirtikleyerek kolayca arayiizler olusturulabilir.

— Bu elemanlar, paneller, butonlar, metin alanlari, kaydiricilar, meniiler vb. olabilir.
GUIDE, olusturulan arayiiz dosyasim *.fig bigiminde kaydeder.

— GUIDE, kullanic1 arayliiziiniin nasil g¢alisacagini kontrol eden bir MATLAB
fonksiyonunu otomatik olarak olusturur.

— Bu fonksiyondaki kod, programi baslatir ve her eleman i¢in alt fonksiyonlar
seklinde fonksiyon sablonlari (elemanlara tiklandiginda yerine getirilecek
islemler) igerir.

— MATLAB editoriini kullanarak bu sablonlara istenilen iglemleri yerine getiren

kodlar eklenebilmektedir.

MATLAB GUIDE programi, komut satirina "guide" yazip “enter” tusuna

basilmasiyla baglar. GUIDE ana pencere goriintlisii Sekil 3.1°de verilmistir.

¥ untitled.fig SRICE X
File Edit View Layout Tools Help

CH| iR | 2Hbd B b

L

HLEEIREES
NEEORED

1

Tag: figurel Current Point: [530, 5] Position: [520, 380, 560, 420]

Sekil 3.1. MATLAB GUIDE ana pencere goriintiisii.

3.2. Yontem

Bu tez caligmasinda oOnerilen analiz yontemleri ve bu yontemlerin kolay
kullanim1 i¢in sunulan program gelistirilmeden Once literatiirdeki programlar
incelenmis olup, aralarindaki avantajlar ve dezavantajlar not edilmistir. Literatiirdeki
programlarin hemen hepsinin ortak dezavantaji kullanimlarinin karmasik olmasidir.

Ayrica literatiir calismasinda parametre belirsizligi iceren kesir dereceli sistemlerinin
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analizinde kullanilabilecek genel kapsamli bir aracin mevcut olmadigi goriilmiistiir.
Bu boslugun doldurulmasina katki saglamak amaciyla asagida belirtilen ¢aligmalar

yapilmstir:

— Kesir dereceli belirsiz sistemlerin analizi i¢in yontemler gelistirilmesi.

— Biitiin fonksiyonlarin anlasilir bicimde pencerlere yerlestirildigi kolay kullanimli
ve gorselligi yiiksek bir program gelistirilmesi.

— Bu program ile kesir dereceli sistemlerin birim basamak tepkisi, Bode, Nyquist ve
Nichols grafiklerinin kolayca elde edilebilmesi.

— Parametre belirsizligi iceren sistemlerin birim basamak tepkisi, Bode ve Nyquist
grafiklerinin ve zarflarinin elde edilebilmesi.

— Kesir dereceli polinomlarin Hermite-Biehler teoremi, kok bolgesi analizi ve
frekans ozellikleri analizi ile kararliliginin incelenebilmesi.

— Kesir dereceli polinomlarin gercek koklerinin hesaplanabilmesi.

— Kesir dereceli belirsiz polinomlarin Hermite-Biehler teoremi, kok bdlgesi analizi
ve deger kiimesi analizi ile kararliliginin incelenebilmesi.

— Dogrusal olmayan belirsizlik yapilar igeren kesir dereceli sistemlerin Bode ve
Nyquist sinirlarinin elde edilebilmesi.

— Programin bir internet sitesinden yayinlanip, kullanicilarin geri doniisleri ile

giincellenebilmesi.
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4. KESIiR DERECELI BELIRSiZ SISTEMLER iCIN DAYANIKLI ANALIZ
YONTEMLERININ GELISTIiRILMESI

Bu boliimde 6nce, dogrusal ve dogrusal olmayan belirsizlik yapilar iceren kesir
dereceli sistemler icin gelistirilen dayanikli analiz yontemleri hakkinda bilgi
verilmistir. Daha sonra, yapisiz belirsizlik i¢eren kesir dereceli sistemler ve analizleri
gosterilmistir. Kesir dereceli sistemlerin kararlilik analizinde kullanilabilecek,
koklerin yerine dayanan bir yontem uygulamali olarak sunulmustur ve frekans
tabanh bir kararhilik analiz yontemi olan Hermite-Biehler teoreminin kesir dereceli

sistemler ilizerinde uygulamalarina yer verilmistir.

4.1. Dogrusal Belirsizlik Yapilar1 iceren Kesir Dereceli Sistemler icin Frekans

Tabanh Analiz Yontemleri

Bu boliimde, dogrusal belirsizlik yapilan igeren kesir dereceli sistemlerin
frekans analizleri yapilmistir. Deger kiimesi analizi ve sifir1 disarida birakma prensibi
hakkinda o6zet bilgi verilmistir. Daha sonra, kesir dereceli belirsiz polinom ve
sistemlerin 2q-konveks parpoligon yapisinin elde edilmesi 6rneklerle gosterilmigtir.
Birden fazla belirsizlik yapisi iceren polinom ve sistemler i¢cin de 2q-konveks
parpoligon yapist anlatilmistir. Son olarak ise, tek ve ¢oklu belirsizlik yapisi i¢eren

sistemler i¢in Bode ve Nyquist zarflariin elde edilme siireci agiklanmistir.
4.1.1. Deger kiimesi analizi ve sifir1 disarida birakma prensibi

Hurwitz karalilik kriterine gore, tamsay1 dereceli bir P(s) polinomunun biitiin

kokleri kompleks uzayin sol yarn diizleminde kaliyorsa, bu polinom kararlidir

diyebiliriz. Ayni sekilde tamsay1 dereceli belirsiz bir P(s,q) polinom ailesinin biitiin

iiyelerinin kokleri Hurwitz kararlilik kriterini sagliyorsa bu polinom ailesi dayanikli
kararlidir [63, 64]. Literatiirde, Hurwitz kararlhilik kriteri gibi belirsiz polinomlarin
kararlilik analizinde kullanilabilecek bazi yontemler mevcuttur. Tamsay1 dereceli
belirsiz polinomlarin kararlilik analizinde kullanilabilecek bir bagka 6nemli yontem,
deger kiimesi analizidir. Deger kiimesi analizinin sifir1 disarida birakma prensibi ile
birlikte kullanim1 oldukc¢a kullanigli bir kararhlik kriteri olarak gosterilebilir [32, 63,
64]. Frekans tabanli bir yontem oldugu icin deger kiimesi analizi kesir dereceli
polinomlar i¢in de net sonu¢ vermektedir. Bu boliimde, deger kiimesi analizi ve sifiri

disarida birakma prensibi hakkinda bilgi verilmistir.
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4.1.1.1. Kesir dereceli polinomlarin de@er kiimesi

Denklem 2.28’de verilen kesir dereceli belirsiz bir polinom ailesinin genel
gosterimini ele alalim. Deger kiimesi yontemi bir frekans bdlgesi analizidir. Bu

nedenle bu belirsiz polinomda s = jw degisikligini yaparak asagidaki denklemi elde

edebiliriz.

n

P(jo,@) = Y (L@o™)+ Y (L @e™) (@.1)

k=0

Burada, r, ve i,, k=0,1,2,.....,n sirasiyla reel ve sanal kisimlarin katsayilaridir ve

asagidaki sekilde verilebilir.
T . T
r,=Ccos—a,, i, =sin—a 4.2
k 2 k k 2 k ( )

Denklem 4.1'de verilen gosterimin @ * rad /sn frekans degeri icin ¢izdirilmesi ile
P(jw,q) polinom ailesinin w* rad/sn frekansinda deger kiimesi elde edilebilir.
Belirsiz parametre sayist # olan bir polinom ailesinin deger kiimesinde 2" adet kose

polinomu yer almaktadir. Bu koése polinomlart kiimesi P, ={vl,v2,....v2"} ile

gosterilsin. Deger kiimesi elde edildikten sonra sifir1 digarida birakma prensibini
uygulayabilmek i¢in kose polinomlar1 arasindaki etkin kenarlart bulmak
gerekmektedir. Bu islem, iyi bilinen kenar teoremi kullanilarak yapilabilir. Kenar

teoremine gore v, ve v, koseleri arasindaki kenar, asagidaki sekilde elde edilebilir.
e(v,v,)=1-=A)w (s)+Av,(s) (4.3)

Burada, A €][0, 1] olarak verilmistir. Kose polinomu sayist 2" olan bir deger

kiimesinde 72" adet etkin kenar bulunmaktadir. Etkin kenarlar kiimesi de

P, = {ewezv--'e,ﬂH} ile gosterilsin. Bu durumda kesir dereceli belirsiz bir polinom

ailesi i¢in asagida verilen teorem gegerli olur.

Teorem 1: OP(jw,q) c P,(jw).

Burada, 0 deger kiimesinin sinirlarini ifade etmektedir.
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Ispat: Bu teoremin ispati, [65]'te verilen aralik belirsizligi iceren sistemler i¢in deger
kiimesi sinirlarinin, kenarlar1 kapsadigimi gosteren teoremin sonuglarina dayanarak
yapilabilir. Denklem 4.1'de goriildigii gibi kesir dereceli belirsiz polinomlarin reel ve
sanal kisimlart dogrusal olarak birbirlerine bagimlidir. Bu tiir polinom ailelerine

politopik aile denmektedir [63]. Bdylece, belirsizlik kiimesi Q'nun iiyeleri ile elde

edilen kose polinomlar1 ve kenarlar bir ¢gokgen seklindedir. Sonug olarak s = ja)*
degerinde kesir dereceli belirsiz P(s,q) polimomunun deger kiimesinin sinirlari,
etkin kenarlarin goriintiileri ile elde edilebilir. Bu nedenle biitiin reel w degerleri

icin, OP(jo,q) < P,(jw) gegerlidir. O
4.1.1.2. Sifin1 disarida birakma prensibi

Sifir1 disarida birakma prensibine gore bir P(s,q) polinom ailesi, en az bir
kararli iiyesi varsa ve biitiin reel @ rad/sn degerlerinde 0¢ P(jow,q) sartin
sagliyorsa dayanikli kararlidir. Bir bagka deyisle, P(s,q) polinom ailesinin en az bir

kararli iiyesi varsa ve deger kiimesi kompleks uzayin merkezini disarida birakiyorsa

bu polinom ailesi dayanikli kararhdir [63].

Kesir dereceli polinomlarin deger kiimesi ve sifir1 disarida birakma prensibinin

daha iyi anlagilmasi i¢in yontemi bir 6rnek lizerinde gostermek faydali olacaktir.

Ornek 4.1: Asagida verilen kesir dereceli polinom ailesini ele alalim [67].
FR(s.q,)= %,252'2 + %,15'09 T4 (4.4)

Burada belirsiz parametreler, g, , 6[0.6,1], 4. 6[0.5,0.9] Ve g, 6[0.8,1.2] olarak

verilmistir. Aralik belirsizlik yapisi igeren bu polinom ailesinin @ =1 rad/sn
frekans degerinde kose polinomlart Sekil 4.1 (a)'da verilmistir. Kenar teoremi
kullanilarak elde edilen etkin kenarlar ile deger kiimesi ise Sekil 4.1 (b)'de
verilmigtir. Verilen polinom ailesinin deger kiimesini bir frekans araliginda

cizdirerek kararlilik analizi yapabiliriz. Denklem 4.4'teki polinom ailesinin
we[0.1,2] rad / sn arahi@indaki deger kiimesi Sekil 4.2.'de verilmistir. Sekil 4.2.'de
goriildiigii gibi verilen polinom ailesinin deger kiimesi kompleks uzayin merkezini

disarida birakmaktadir. Sifinn disarida birakma prensibine gore kararlhilik igin,

polinom ailesinin en az bir iiyesinin kararli olmas1 gerekmektedir. En az bir iiyenin
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kararl1 oldugu, kesir dereceli polinomlarin kararlilik analiz yontemleri kullanilarak
bulunmustur. Bu konuda detayli bilgi boliim 4.4 ve 4.5'te verilmistir. Dolayisiyla bu

polinom ailesi dayanikli kararhdir.

R it i Bl Bt i el e D |
@ I I I I I I I I
g P P
| | | | i I | | |

| | | | | | | | |

06 — -l — 4 _ 1l _L__l___d__1__1
o | | | e | | | |

| | | | | | | | |

05 — —l———l— =4 ——+ —— bk — == =~ — o4 — — A
2 | | | | | | | | |
E | | | | | | | | |
04 — == — - - -~ T - - r- -
| | | | | | | | |
R R e B S
| | | | | | | | |

I | | | | I | | |

o2 - -\t 1L _L_t_r 1
o | | e | | | |

| | | | | | | | |

1 1 1 1 1 1 1 1 |

0.1 o 01 02 03 04 05 06 07 08

Sekil 4.1. (a) Denklem 4.4'te verilen kesir dereceli polinom ailesinin @ =1 rad / sn

degerindeki kdse polinomlari. (b) Denklem 4.4'te verilen kesir dereceli polinom
ailesinin @ =1 rad /sn degerindeki deger kiimesi.

o
o
E
[ R :
0.6 i I I I I i I I |
-3.5 3 25 2 -1.5 1 0.5 0 05 1 1.5

real

Sekil 4.2. Denklem 4.4 'teki polinom ailesinin @ € [0.1,2] rad /sn araligindaki deger

kiimesi.

Deger kiimesi analizinde kullanilabilecek, hesaplama kolayligi saglayan bir

yontem olarak 2q-konveks parpoligon yaklagiminin tanitilmasinda yarar olacaktir.
4.1.2. Kesir dereceli belirsiz polinomlar i¢in 2q-konveks parpoligon yaklasimi

Belirsiz sistemlerin frekans cevaplari ve deger kiimesinin hesaplanmasi konusu
sistem analiz ve tasariminda Onemli bir rol oynamaktadir. Fakat sistemlerdeki

belirsiz parametre sayist arttikca deger kiimesinin hesaplanmasi da zorlagmaktadir.
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Ornek olarak 5 belirsiz parametre igeren bir sistemin deger kiimesinde 2° =32 kose

polinomu ve 5x2* =80 etkin kenar bulunmaktadir. Deger kiimesinin dis kose ve
kenarlar1 deger kiimesinin sinirmi olusturdugu igin ve sifin digarida birakma
prensibinde kararlilik analizi bu sinira dayanarak yapildigi icin deger kiimesinin
icinde kalan kose ve kenarlarin hesaplanmasina ihtiya¢g yoktur. 2g-konveks
parpoligon (2¢-kp) yaklasimi deger kiimesinin dista kalan kose polinomlarinin
hesaplanmas1 i¢in gelistirilmis bir algoritmadir ve ¢ok sayida belirsiz parametre
iceren sistemlerin analizinde biiylik kolaylik saglamaktadir. Tamsay1 dereceli
polinomlar i¢in gelistirilmis olan 2¢-kp yaklagimi [34, 35] kesir dereceli polinomlar

icin de oldukc¢a kullanislidir.

2g-kp yaklasiminin tamsay1 dereceli polinomlar i¢in kullanimi [34, 35]’te
verilmigtir. Yontemin kesir dereceli polinomlar i¢in uygulanmasi, kesir dereceli
sistemlerin kararlilik analizinde yeni ve etkin bir yontem olarak gosterilebilir. Daha

once de belirtildigi gibi n adet belirsiz parametre igeren bir polinom ailesinin deger
kiimesinde 2" adet kdse polinomu bulunmaktadir. 2. Boliimde verilen farkli dogrusal

belirsizlik yapilari igin 2" adet kose polinomlar asagida verilmistir.

Denklem 2.32'de verilen tek parametre belirsizliginde elde edilen 2 adet kose

polinomu agagidaki sekilde yazilabilir.

¢,(8,q) = ay,s™ +(al +blg)s“‘ +(a2 erzg)s“2 +...+(an +b”g)sa" 45)
¢, (5,9) =ays™ +(a,+bq)s” +(a, +b,q)s™ +..+(a, +b,g) s

Benzer sekilde denklem 2.33'te verilen aralik belirsizlik yapisi i¢in elde edilen

2" adet kOse polinomu asagida verilmistir.

a(s,qQ)=gs" +¢,5° +...+q,s

e (5,q)=g;5" +¢,5° +...+q,s (4.6)

— — — .a,
C(8,9)=¢q,s" +q,5" +..+q,s

Son olarak, denklem 2.34'te verilen affine dogrusal belirsizligi icin elde edilen

kose polinomlar asagidaki sekildedir.
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(24
c(s,q)=(a,+ a,q, +a,q, T+ a9, )4 +
a ay
(ay,+ Ay g, + a5, + -t 05,4, )$e +.t+(a,,+ a,,q,+a,,q, +..+4a,,4, )s
- o
¢ (s,q9)=(a,+a,q, + Aoyt a9, )s“ +

(ayo+a,y,9, +a,,9, +..+a,,q, )se +..+(a,, +a, g+ a,,q,+.-+a,,q, )se (4.7)

¢, (s,q)=(a,,+a,,q,+a,q,+..+a,q, )s™ +

— — — \ 2 - = 7 Yo%
(az,o ta,,q,ta,,q9,+...+a,,4q; )SEe L+ (an,O +a,,q,+a,,4, +...+ an,/ch)s

Tek parametre belirsizliginde 2 adet kose bulundugu igin bu tiir polinomlarda
2g-kp yaklasimna gerek yoktur. Bu nedenle 2g-kp yaklasimi, temel dogrusal
belirsizlik yapilarindan aralik ve affine dogrusal belirsizlik yapis1 iceren polinomlara
uygulanacaktir. Kesir dereceli polinomlar i¢in 2g-kp deger kiimesinin elde

edilmesinde izlenmesi gereken siire¢ agsagida verilmistir.

2g-kp yaklasiminda ilk adim olarak, denklem 2.28'de verilen kesir dereceli

polinom ailesi asagidaki sekilde yeniden yazilmalidir.
P(s,q) = fo () + /i()q, + f,(8)g, +--+ f,(8)q,,  qe€Q (4.8)

Bu sekilde, aralik belirsizlik yapisi igeren bir P(s,q) polinom ailesinin 2" adet

kose polinomu asagidaki sekilde yazilabilir.

Ci(5,9) = fo()+ £1()q, + £/,(8)g, ++--+ f,(5)q,

.Cz(S’Q)=fo(S)+ﬁ(S)ql + (), o+ 1, (8)g, 4.9)

C (5.0) = fo(8) + fi(), + Lo (8)s ++-+ £, (5)d,

Benzer sekilde, affine dogrusal belirsizlik yapisi igeren bir polinom ailesinin

2" adet kose polinomu asagidaki sekilde yazilabilir.

P(s,q) = [, () + £1()qy + £>(8)q, + ...+ £, (5)gq, =

(@ +a,,+..ta,)+

q,(a, s +a, s +..+a, | s +a, s%)+
' ’ ’ ’ 4.10
(a8 +a,,8 +...4+a, |, +a, ,5%)+ (410
9\4,, 2,2 Ty k.2

o [£5] Qe 273
q,(a,s" +a,,s” +..+a,_ ,s"" +a.s )
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Daha sonra, yeniden yazilan polinom ailesinin tek ve cift kisimlarimi bulmak

icin s=jo degisikligi yapilarak polinomu P_,+ joP seklinde yazmak

sanal

gerekmektedir.
E = Re(fl(s))’ 0 = Im(-fl(S))
jo
B _Im(f,(s))
E, =Re(f,(s)), O, e 4.11)
E, =Re(f,(s)), O, =—Im(fk(s))
jo

Bir polinom ailesinin deger kiimesinin dis koselerini olusturan polinomlar,

degisen frekans degerlerinde yer degistirebilmektedir. Ornegin @, degerinde deger
kiimesinin disinda bulunan polinomlar @, degerinde deger kiimesinin icinde

kalabilmektedir. Bu nedenle 2¢-kp deger kiimesi olusturulmadan 6nce polinom

ailesinde gecis frekansi olup olmadigi aragtirilmalidir.

Teorem 2: Kesir dereceli bir polinom ailesinin gegis frekans1 asagidaki denklem ile

incelenebilir.
Re[fi]lm[fj]—Re[f/.]Im[fi]zo i,j=1,2,---,q and i#]j (4.12)

Denklem 4.12'nin pozitif reel kokleri polinomun gegis frekanslar1 olarak adlandirilir
ve bu degerler frekans eksenini sonlu sayida araliklara boler. Bu araliklarda polinom

ailesinin deger kiimesinin dig koseleri degismemektedir [35].

Ispat: Bu teoremin ispat1, [66]'da tamsay1 dereceli belirsiz polinomlar igin verilen
ispatin  genellestirilmesi ile yapilabilir. Kesir dereceli integro diferansiyel
denklemlerin Laplace doniisiimii tamsay1 dereceli olanlara benzerdir ve kesir dereceli
polinomlarin frekans analizleri tamsay1 dereceli olanlara benzer olarak yapilabilir.
Bu nedenle, kesir dereceli belirsiz bir polinomun belirsizlik kiimesinin kenarlariin
goriintiisii gecis frekansinin sinirlarinda degisebilir. Ornegin, gegis frekansindaki bir

noktanin iki bdolgesini baglayan noktadaki fazlar arg[f;(jw)]=arg[f j( jw)]

i,j=12,---,q, i # j olsun. Bu durumda,
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tan~! (Im[ fil/Relf; ]) = tan"! (Im[ fil/Rel f; ]) esitligi  yazlabilir.  Buradan

Re[fi]Im[fj] - Re[fj]Im[fl-] =0 sonucu elde edilir. 0

Eger verilen polinomda bir @, gegis frekansi bulunmussa, polinom ailesinin
deger kiimesi, @ =[0,®,] ve @ =[w,,) araliklar1 i¢in ayr1 ayr1 ¢izilmelidir. Sonraki

adimda, Sekil 4.3'te elde edilen deger kiimesinin kenar ¢izgilerinin reel veya sanal

eksen ile kesim noktalarinin bulunmasi gerekmektedir [35].

o (a) (b)

Sekil 4.3. Kenar ¢izgilerinin reel veya sanal eksen ile kesim noktalari.

Kenar cizgilerinin reel veya sanal eksen ile kesim noktalar1 agagidaki

denklemler ile belirlenebilir [34, 35].

1 .
x'=— > (OEy —OrE;)(pr — pr)»  k#i (4.13)
O ;21
i @ d .
V= YOE OB Pk —pr) ki (4.14)
i k=1

Burada, E, ve O, i=12,..,q swasiyla f,(s)'in ¢ift ve tek kisimlandir. ¢, ,
bulunmas: istenen maximum veya minimum kesim noktasini belirtecek sekilde g,

veya g, degerlerini alabilir.

Biitlin koseler bulunduktan sonra koseleri birbirine baglayan kenarlar denklem
4.3'te verilen kenar teoremi kullanilarak elde edilebilir. Ornek 1'de verilen belirsiz
polinom ailesi i¢in @ =1 rad /sn frekans degerinde elde edilen 2g-kp deger kiimesi
Sekil 4.4'te verilmistir.
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0.8 5 B A S}

imag

real

Sekil 4.4. Denklem 4.4 'teki polinom ailesinin @ =1 rad / sn degerinde 2q-kp deger
kiimesi.

Sekil 4.1 ile karsilastirildiginda gorildiigii gibi 2¢g-kp yaklasimi biiyiik bir
hesaplama kolaylig1 getirmistir. Farkli belirsizlik yapilan iizerinde deger kiimesi ve

2q-kp yaklagimimi incelemek yararli olacaktir.

Ornek 4.2: Aralik belirsizligi iceren kesir dereceli bir polinom ailesini inceleyelim

[67].
Py(s,q,) = s*+ %,4‘91‘5 tq,,5+ %,2‘905 +4q,, (4.15)

Burada, belirsiz  parametreler ¢, , €[0.8,1.2], q,; €[0.4,1.6], ¢,, €[9,12] ve
g,, €[6,14] olarak verilmigtir. Literatiirdeki baz1 ¢aligmalarda kesir dereceli

polinomlarin deger kiimelerinin dikdortgen seklinde olmayabilecegi gosterilmistir
[67]. Bu nedenle kesir dereceli belirsiz polinomarin kararlilik analizinde Kharitonov
polinomalariin kullanilamayacagi agiktir. Fakat 2g-kp yaklasimi kullanilarak deger
kiimesinin dis kenarlar kolayca elde ediliebilir ve kararlilik analizi bu dis kenarlar

dikkate alinarak yapilabilir.

Gorildigi gibi polinom ailesinin 4 belirsiz parametresi vardir. Dolayisiyla
deger kiimesinde 2* =16 kose polinomu ve 4x2° =32 etkin kenar bulunmaktadir.

16 kose polinomu ve 32 kenar sirasiyla asagidaki sekilde verilebilir.
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v(s)=5"+0.85""+0.45+95s"° +6  v,(s)=5"+0.85"" +0.45+9s" +14
vi(s) =5 +0.85"" +0.4s +125"° +6 v,(s)=5"+0.85"" +0.45 +125*° +14
vi(s)=5>+0.85"" +1.65+9s"° +6 v (s)=5"+0.85"" +1.65+95"° +14
v,(s)=5"+0.85"" +1.65 +125*° +6 v (s) =5 +0.85"" +1.65+12s" +14
Vy(s)=5>+1.25"" +0.45+95*° +6 v, (s)=5"+1.25"° +0.45+ 95" +14
v, (8)=5"+1.25" +0.45 +125"° +6 v, (s)=5" +1.25" +0.45 +125"° +14
V() =57 +1.25"° +1.65+95*° +6 v, (s)=5"+1.25"" +1.65+95"° +14

vs(s)=5"+1.25"° +1.65 +125*° +6 v (s)=s"+1.25"" +1.65+125"° +14

(4.16)

P(s)=

{e((5)=v,(5)), e(v,(s)=v,(s)), e(vs(s)=v,(s)), e(v,(s)—vs(s)),

e(v,(5)=v,(s)), e(v;(s)—v;(s)), e(v,(s)=vs(s)), e(v,(s)—v;(s)),

e(v;(s)—v;,(5)), e(v(s)—vy(s)), e(vs(s)—vs(s)), e(vs(s),—vg(s))s

e(v,(s) —5(s)), e(vs(s)—v,(s)), e(vs(s)—v,(5), e(v,(s)—v,(s)), (4.17)
e(vs(s)—v5(s)), e(vy(s)—=vy(5)), e(v,(s)—v5(s)), e(vg(s)—v4(s)),

e(V9(S)_V11(S))> e(v7(s)—v15(s)), e(vll(s)_vlz(s))7 e(v9(s)_vl3(s))>
e(vo(5) =i, (5)), ey (5)—vis(5)), (v, () =vi6(5)), e(vyo(s)—vi,(s)),

e(v4(5) —vis(5)), e(v5(8) = vi6(5)), e(vi5(s)—1,(5)), e(v;(s)—vis(s))}

Denklem 4.15’te verilen kesir dereceli polinom ailesinin w=3 rad/sn
degerindeki deger kiimesi Sekil 4.5’te verilmistir. Sekil 4.5’te goriildiigii gibi bu
deger kiimesinde 16 kdse polinomu bulunmaktadir ve bu polinomlarin 8 tanesi deger
kiimesinin igerisinde kalmaktadir. Dolayisiyla kararlilik analizi i¢in bu 8 polinomun
hesaplanmasina ihtiya¢ yoktur. 2¢g-kp yaklasimi ile sadece disarida kalan 8 kdse
polinomu hesaplanacaktir. Bu 6rnekte verilen polinom ailesi i¢in 2¢-kp yaklagiminin

uygulanmasinda gereken adimlar asagida verilmistir.

Denklem 4.15te verilen polinom ailesi zaten denklem 4.8 seklinde oldugu i¢in
yeniden yazilmasina ihtiyag yoktur. Boylece f(s), i =1,2,3,4 degerleri f,(s)=s"’,
fi(s)=s, f,(s)=s5""ve f,(s)=1 olarak bulunmustur. Polinom ailesinin tek ve ¢ift

kisimlar1 asagida verildigi gibidir.

E =1 E, =0.70710" E,=0 E, =—0.70710"

(4.18)
0,=0 0,=070710"  0,=1 0, =0.70710"*
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Sekil 4.5. Denklem 4.15 'teki polinom ailesinin @ =3 rad / sn frekansinda deger
kiimesi.

Sonraki adimda gecis frekans1 arastirmasi yapilmalidir. Teorem 2 kullanilarak,
bu polinom ailesi i¢in bir gegis frekansi bulunamamistir. Daha sonra, asagidaki
denklem kullanilarak deger kiimesinin kenar c¢izgilerinin sanal eksen ile kesim

noktalarinin bulunmasi gerekmektedir.

w
yl :_[(OzEl _OlEz)(Pz _Pz)+(O3E1 _OlEa)(PS _PS)
E - - (4.19)

+ (04E1 _01E4)(R¢ _i)]

»"'in maksimum durumu igin elde edilen kdse polinomlari v,—v,, ve y''in
minimum durumu i¢in elde edilen kdse polinomlar1 v, —v, olarak bulunmustur.

. 2 3 4 .. . .o .. .
Benzer sekilde y“,y” ve ¥y 'in maximum ve minimum durumlar i¢in elde edilen

kose polinomlar1 asagida verilmistir.

y2 — max, v, —v y3 — max, v, -V, y4 —> max,V;s — Vi (4 20)

min, v, — v, min, v;; — Vs min, v, — v,

Goriildiigi gibi deger kiimesinin dis koselerini olusuran 8 adet polinom bulunmustur.

Bu polinomlar asagida verildigi gibidir.
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v(s)=5"+0.85"" +0.45+9s" +6  v,(s)=5"+0.85"" +0.45+9s"° +14
v,(5) =5 +0.85" +0.45 +125"° +14 v, (s)=5"+0.85"° +1.65+125"" +14
Vo(s)=5"+1.25" +0.45+9s*° +6 v (s)=5"+1.25"" +1.65+9s"° +6

Vs(8) =5 +1.25"° +1.65 +125" +6 v (s) =5’ +1.25" +1.65+125"° +14

4.21)

Sekil 4.6'da bu polinom ailesi i¢in @ =3 rad / sn frekans degerinde elde edilen 2g-kp

deger kiimesi verilmistir.

24 T O e o S A R

e Nt

SN SS74 RSN U N RS-
Fajm— N -,

e

imag

g 10 12
real

Sekil 4.6. Denklem 4.15 'teki polinom ailesinin @ =3 rad / sn degerinde 2q-kp deger
kiimesi.

Sekil 4.5 ve 4.6min karsilastirilmasiyla goriilecegi gibi 2g-kp yaklagimi ile

hesaplanmas1 gereken kose polinomu ve kenar sayis1 onemli 6lgiide azalmstir.

2q-kp yaklasimi ve sifir1 digsarida birakma prensibinin temel dogrusal belirsizlik

yapilari tizerinde uygulanmasi asagidaki 6rneklerde verilmistir.

Ornek 4.3: Asagida verilen tek parametre belirsizligi igeren polinom ailesini ele

alalim.
P,(s,q;) =10s>* +(1+¢q;)s"” +(6+2¢,)s +(0.57 +g;)s™ (4.22)

Tek belirsiz parametrenin degisim aralig1 g, €[0,1] olarak verilmistir. Belirsiz
parametrenin degisim araliginda 11 adet farkli deger alindiginda w e [0.1,1] rad/ sn

icin elde edilen deger kiimesi Sekil 4.7'de verilmistir. Bu polinom ailesinin en az bir
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iiyesinin kararli olmas1 ve deger kiimesinin kompleks uzaym merkezini igermemesi
nedeniyle bu polinom ailesi dayanikli kararlidir denebilir. Goriildiigii gibi tek
parametre belirsizliginde her bir frekans degerinde elde edilen deger kiimesi diiz bir

cizgi seklindedir. Dolayisiyla tek parametre belirsizliginde 2g-kp yaklasimini

kullanmaya gerek yoktur.

3r ; ;
| | - |
' I W
' + * .‘*0 + .4
H DI AT
H RISt
' - 4 + e
2_""'"'"""""""“'"""""1"'4"¢""¢""’"‘;0"{"t;?“’ """"""
LEAIASOAI S S ST A T S 4
' PR L S S P AP
' g * ' FAve at
' + ) ' e prss
H St H -
h + 0. -+ TS ]
1l et T TP #oo gt PEEET gaveetioo
R N H +* antt
| * - H ‘.’,.0¢
e+ o+ H
MO S H
+ . o+
U_"""""T ------ D et Sttt ittt *— -----------------------
om Y + . * .
2] ! + M '
E I * - '
= * MR
A T B L E T LR TP PP
+ * M 1 1
+ hd *
+ - +
5 + ¥
B e e
. +
. b
+ H
T
. \
H H H H
+ | | | |
| | | |
| | | |
4 | | | | | |
real

Sekil 4.7. Denklem 4.22'de verilen polinom ailesinin @ € [0. 1, 1] rad / sn

frekans araligindaki deger kiimesi.
Ornek 4.4: Asagida verilen aralik belirsizlik yapisindaki polinom ailesini ele alalim.

P,(s,q,) =[0.25,1.25]s** +[2.75,3.25]s"7 +[0.75,1.25]s** +[0.25,1.25]  (4.23)

Denklem 4.23’te verilen belirsiz polinom ailesinin a)e[O.l,l.S] rad /sn frekans

araligindaki deger kiimesi Sekil 4.8'de verilmistir. Polinom ailesinin en az bir kararli

iiyesi oldugu ve deger kiimesi kompleks uzayin merkezini igermedigi igin bu

polinom ailesi dayanikli kararlidir diyebiliriz.

Ornek 4.5: Belirsiz parametreleri g5, €[-0.2,0.2],i=1,2,3 olarak verilen affine

dogrusal belirsizlik yapisindaki kesir dereceli polinom ailesini ele alalim.

P(s,95) = (295, — g5, + 2q;,+ 1)S2‘9 + (3q5,1 —qs, — 953+ 2)31'8 + (4.24)
(3gs, + Gs,+7qs5+ 5)sl'l + (2q57] —2q5,+5q55+ 4)

Bu polinom ailesinin deger kiimesi Sekil 4.9'da verilmistir.
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Sekil 4.8. Denklem 4.23'te verilen polinom ailesinin @ € [0.1,1.5] rad / sn frekans
araligindaki deger kiimesi.

imag

Sekil 4.9. Denklem 4.24'te verilen polinom ailesinin w € [0.1,3] rad /sn frekans

araligindaki deger kiimesi.
Gorildugiu gibi denklem 4.24’te verilen kesir dereceli polinom ailesi dayanikli

kararlidir.
4.1.3. Kesir dereceli belirsiz sistemler icin 2q-konveks parpoligon yaklasimi

Onceki boliimde kesir dereceli belirsiz polinomlar igin 2g-kp yaklagimi
hakkinda bilgi verilmisti. Bu boliimde ise kesir dereceli belirsiz sistemler i¢in 2g-kp

yaklasimi hakkinda bilgi verilmistir. Daha acik bir ifadeyle pay ve paydasinda kesir
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dereceli belirsiz polinomlar bulunan bir transfer fonksiyonu ile ifade edilen sistemler
incelenmistir. 2. bolimde verilen denklem 2.30'da goriildiigii gibi bir transfer
fonksiyonunun pay ve paydasinda belirsiz polinomlar bulunabilmektedir. Bu sekilde
verilen bir transfer fonksiyonunun kararlilik analizinde karakteristik denklemden

yararlanabilir. Bir G(s,p,q) transfer fonksiyonunun karakteristik denklemi asagidaki

sekilde bulunabilir.

A(s,¢) =1+ G(s,p,q) = N(s,p) + D(s,q) =0 (4.25)
Burada A(s,c), transfer fonksiyonunun belirsiz karakteristik denklemidir ve belirsiz
parametreler kiimesi ¢ =[p,q] olarak verilmistir. N(s,p) ve D(s,q) sirasiyla pay ve
payda belirsiz polinomlaridir. N(s,p) ve D(s,q) polinom ailelerinin deger kiimeleri

sirastyla S, ve §, ile gosterilsin. S, kiimesinin dista kalan koseleri S,, ile

gosterilsin ve dis kenarlar1 §,, ile gosterilsin. Aym sekilde S, kiimesinin dista

kalan koseleri S, ile gosterilsin ve dis kenarlar1 S, ile gosterilsin. Bu durumda

asagidaki teorem gecerlidir.
Teorem 3:

A(Sy) CA(Sy) ve (Sp) < A(Sp) (4.26)

Burada, 0 deger kiimesinin smirmi belirtmektedir. S\, ={ey,, ey,, "€y, } Ve

Spe ={ep1> €pyterepy, } sirasiyla Sy ve S, 'nin 2g-kp kenar kiimeleridir.

Ispat: Bu teoremin ispati teorem 1'in sonuglarmdan yararlanarak yapilabilir.
Mapping teoremine gore kompleks diizlemde bir deger kiimesinin dis sinirlari pay ve

payda polinomlarinin digbiikey zarfin1 olusturmaktadir. o

Denklem 4.25’te verilen karakteristik denklemin kararliligimi incelemek igin ise

asagidaki teoremden yararlanilabilir.

Teorem 4:
G.(5)=0(Sy +S,)e(Syy +Sp) V(S +S,,) (4.27)

Ispat: Kompleks uzay geometrisinden yararlanarak asagidaki denklem yazilabilir.
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oA +4,)e(Ey+V )V +E,) (4.28)

Burada, 4, ve 4, kose polinom kiimeleri V,; ve V,, olan ve kenar kiimeleri E,, ve

E,, olan iki kompleks uzay cokgenidir [63]. Kesir dereceli belirsiz polinomlarin

deger kiimelerinin dis kenarlar1 S,; ve S,;'nin tamsay1 dereceli polinomlarinkine
benzer sekilde elde edilebildigi i¢in [35], denklem 4.28, kesir dereceli polinomlar
icin genellestirilebilir. Bu nedenle L, (s,b) ve L,(s,a) 'nin deger kiimeleri, disbiikey
cokgenler S,; ve S,;'min igerisinde bulunmaktadir. S,; ve S,, disbiikey

¢okgenlerinin sinirlarin1 olusturan kdse polinomlart ve kenarlar, denklem 4.28'de

kullanilabilir. Sonug olarak, G,(s) kararli ise, denklem 4.25'te verilen karakteristik

denklem de kararhdir. o

Ornek 4.6: Asagida verilen affine dogrusal belirsizlik yapisindaki transfer

fonksiyonunu ele alalim [68].

N1 (Sabl) _ bl,3SIA8 +(b1,1 +b1,2 "'b1,3)509 +2b1,1 +b1,2

G (s,a,,b)) = =
BT D(s,a) a5 +a,s" +(a, +a,+a )" +a, +a,,

(4.29)

Belirsiz parametreler b, €[0.2,2.8], b,<[4,6], b, <€[1,3], a,€[0.4,14],
a; €[0.25,1.5], a,, €[3,5] ve a,, €[1,2] seklinde verilmistir. Pay ve paydaya ait

belirsiz polinomlar asagidaki sekildedir.

1.8 0.9

N,(s)= b1,3s + (b1,1 + b1,2 +by)s +2b + bl’2 (4.30)
2.8 1.8 0.7 :

D (s)= S Ta,s  + (al,l +a,,+ a1,4)s +a,+a;

Sonraki adim, pay ve payda polinomlarinin tek ve ¢ift kisimlarin1 bulmaktir. Bunun

icin 6nce polinomlar asagidaki formda yazilmalidir.

N (s)=b,(s"* +5°)+ b, (s + D)+ b, (s™ +2)

4.31)
Di(s)=a, (s> +5")+a; +a,(s"* +s°7)+a,,(s"" +1)

Denklem 4.31'de yeniden yazilan belirsiz polinomlarn tek ve c¢ift kisimlar1 asagida

verilmistir.
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Ey,, =0.1564340" +2,
Ey,, =0.1564340" +1,
Ey; =0.1564340" ~0.951057 0"

Oy, =0.987688w ™"
Oy, =0.9876880 ™"
Oy5 =0.987688w ™" +0.3090170"*

Ep, =0.453990"" +1 Oy, =0.8910070 (4.32)
Epy, =0.453990" —0.9510570'"  O,,, =0.8910070 " +0.309017 0"
Epy ;=1 O0,5=0

Ep,, =0.453990"7 03090170 O, , =0.891007 " —0.951057'*

Polinomlarin ¢ift ve tek kisimlarini elde ettikten sonra, polinom aileleri igin bir gegis

frekansi olup olmadigi aragtirilmalidir. Teorem 2 kullanilarak yapilan arastirma ile
N,(s) i¢in gecis frekanst bulunamamistir. D,(s) i¢in ise @, =0.97 rad /sn ve
®,, =1 rad / sn degerleri bulunmustur. 2¢g-kp kose ve kenarlarin1 hesaplarken gegis
frekans degerleri dikkate almmmalidir ve bu 6rnek i¢in D,(s) polinom ailesinin deger
kiimesi, @ €[0,0.97], @ <[0.97,1] ve @ e[l,0) araliklari igin ayr1 ayr1 ¢izilmelidir.
Denklem 4.14 kullanilarak deger kiimesinin sanal eksen ile kesim noktalar
bulunmustur ve gecis frekanslart dikkate alinarak N,(s) ve D,(s) i¢in elde edilen

2q-kp kose polimomlar ve kenarlar1 Cizelge 4.1'de gosterilmistir.

Cizelge 4.1. N,(s)ve D,(s) i¢in elde edilen 2g-kp kenarlari.

N,(s)

w € (0,0)

D (s)
w€(0,0.97)

D (s)

we(0.97,1)

D (s)

w e (1,0)

e(c4 b CS) e(cl > cj)
e(c,,¢,) elcs,c;)

6(07 ,Cg) e(c,,¢,)

e(cq,c,) eley,q)
e(c,,cs) e(c,,c6)
e(c,,c) elc,cy)

e(cs,cq) eley,cp,)

e(cs,cpy) ele,,qp,)
e(c,,c) e(c,cs)
e(c;,c5) elc,,c,)

e(c;s,c,6) e(c,c,)

e(cs,c3) eley,cp)
e(c, ,c5) elc,,c)
e(c;,c5) e(c,,c,)

e(c,,,c,) e(cs,cq)

N,(s) ve D,(s) polinom ailelerinin, 4.1'de verilen kdse polinomlari ve kenar

bilgileri kullanilarak elde edilen we[0.1,2.5] rad/sn frekans araligindaki 2¢-kp

deger kiimeleri Sekil 4.10'da sirastyla verilmistir.
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imag

real

Sekil 4.10. (a) N,(s) polinom ailesinin w € [0.1,2.5] rad / sn frekans araliginda 2¢-

kp deger kiimesi. (b) D,(s) polinom ailesinin @ € [0.1,2.5] rad / sn frekans
araliginda 2g-kp deger kiimesi.

Pay ve payda polinomlarmin deger kiimelerini elde ettikten sonra bu 6rnekte verilen
transfer fonksiyonunun deger kiimesini denklem 4.25'te verilen karakteristik

denklem ile elde edebiliriz.

A(s,e)=a, s +(b ,+a,,)s"* +(b ,+b ,+b,)s*
1,4 1,3 1,2 1,1 1,2 1,3 (4-33)

+a, +a,+ am)so‘7 +2b,+b, +a, +a,
Denklem 4.33'te verilen karakteristik denklemin @ =1 rad/sn frekansindaki deger
kiimesi Sekil 4.11 (a)'da verilmistir. Sekil 4.11 (b)'de ise karakteristik denklemin

@ =1rad/sn frekansindaki 2¢-kp deger kiimesi verilmistir.

.. & -

; L | | : ; ;
T

imag

D o

8 10 12 14 16 18
real

Sekil 4.11. (a) A(s,¢) polinom ailesinin @ =1 rad /sn frekansinda deger kiimesi.
(b) A(s,¢) polinom ailesinin @ =1 rad / sn frekansinda 2q-kp deger kiimesi.

Karakteristik denklemde 7 adet belirsiz parametre bulundugu icin klasik yontemle
elde edilen deger kiimesinde 2’ =128 adet kose polinomu bulunmaktadir. 2¢-kp

yaklasmi ile elde edilen deger kiimesinde ise 14 adet kdse polinomu bulunmaktadir.
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Bu ornekten de anlasildigi lizere 2g-kp yaklasimi oldukca biiylik bir hesaplama
kolaylig1 saglamistir. Sistemin kararliligini incelemek i¢in ise karakteristik

denklemin deger kiimesini bir frekans ararliginda cizdirmek yeterli olacaktir. Sekil

4.12'de sistem karakteristik denkleminin 2g-kp deger kiimesi me[0.1,4] rad /sn
frekans aralig igin verilmistir. Sekil 4.12'de agik¢a goriildiigii gibi, G,(s,a,,b,)

sistemi dayanikl kararhdir.

imag

100 -80 60 A0 -20 0 20
real

Sekil 4.12. Denklem 4.33'te verilen polinom ailesinin @ e [0. 1 ,4] rad/ sn

araligindaki 2q-kp deger kiimesi.

4.1.4. Kesir dereceli coklu belirsiz polinomlar icin 2q-konveks parpoligon

yaklasim

Onceki boliimde kesir dereceli sistemlerde belirsiz parametre sayismin
artmasinin getirdigi dezavantajlar1 ve ¢6ziim yollar1 hakkinda bilgi verilmisti. Bu
bolimde farkli belirsizlik yapilari igeren polinomlarin ¢arpimlar ile olugan yeni
belirsiz polinomlar incelenecektir. Belirsiz polinomlarin birbiriyle ¢arpimlari ile elde
edilen yeni polinomlar daha karmagik bir yap1 i¢ermektedir ve analizleri oldukca
karmasik olmaktadir. Bu tiir polinomlarin analizini kolaylastirmak amaciyla onceki
boliimde verilen 2g-kp yaklagimimin kesir dereceli ¢oklu belirsiz polinomlar igin

uygulanmasi bu boliimde incelenmistir.

Asagida verilen ¢oklu belirsiz polinom ailesini ele alalim.
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F(s,h) = A(s)B(s,h)B(s,h,)--- F,(s,h,) (4.34)

Burada A(s), sabit bir polinomdur ve P(s,h,), i=1,2,...,.n dogrusal belirsizlik
yapist igeren polinomlardir. P(s,h,) belirsiz polinomlarinin 2g-kp yaklasimu ile elde
edilen kése polinomlart kiimesi S,,S,,---S, olsun. Carpim durumundaki belirsiz

polinomlarin 2¢g-kp deger kiimesini elde etmek i¢in asagidaki teorem kullanilabilir.

Teorem 5: F(s,h) nin 2q-kp deger kiimesi asagidaki sekilde bulunabilir.
F(jo',h)=ColS) xSy x-xS,] (4.35)

Burada Cy[-], disbiikey zarfi belirtmektedir.

Ispat: Denklem 4.34'te verilen F(s,h) polinomu coklu belirsizlik yapist

icermektedir. Bu tiir polinomlarin deger kiimesi dis biikey olmayabilir. Mapping
teoremine gore kompleks uzaydaki koselerin digbiikey zarfi, deger kiimesini i¢eren
digbiikey bir ¢okgendir [63]. Kesir dereceli polinomlarin frekans analizi tamsay1
dereceli olanlarla benzer oldugu icin, tamsay1 dereceli polinomlar i¢in [70]'de verilen

teorem, kesir dereceli ¢oklu belirsizlik yapist iceren polinomlar igin
genellestirilebilir. Z, ve Z, (i # j), kompleks uzayda iki kiime olsun. Bu durumda

asagidaki denklem verilebilir [66].

oZ,-2,)ed2,-02, (4.36)
0(-), deger kiimesinin smirlarmi ifade etmektedir. Sirasiyla S,,S,,---S, tarafndan

kapsanan her bir P(s,h,)'nin 2q-kp koselerinin kartezyen carpimindan iiretilen

konveks cokgen, 2q-kp yapisinin dig sinirlarini olusturdugundan denklem 4.34'teki

F(s,h) ¢oklu polinomunun s= jw*'daki deger kiimesi denklem 4.35'te verilen
carpimin sinirlari tarafindan kapsanir. Boylece, F., polinom kiimesi elde edilmis

olur. o

Denklem 4.34'te goriildiigii gibi belirsiz polinom ailelerinin sabit bir A(s)

polinomu ile ¢arpimi miimkiindiir. Boyle bir durumda asagidaki hatirlatma yararl

olacaktir.
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Hatirlatma 1: Denklem 4.34'te verilen A(s) sabit polinomu s= jw* frekans

degerinde asagidaki sekilde tanimlanabilir.
A(jo*) = M (0*)e’””” (4.37)

Burada, M(w*)=|A(jo*) ve " =arg[A(jo*)] olarak verilmistir. Bu nedenle,
sabit bir polinom A(jw*) nin belirsizlik yapist igeren bir polinom P (jo*,q,;) ile
carpimi bu polinomun deger kiimesinin yoniinii ve boyutunu degistirebilir fakat

seklini etkilemez. Bu nedenle belirsizlik yapisi igceren bir polinomun 2¢-kp deger

kiimesi, sabit bir polinomla ¢arpildiginda hala 2¢-kp olarak kalir [35]. o

4.1.5. Kesir dereceli coklu belirsiz sistemler icin 2q-konveks parpoligon

yaklasimi

Kesir dereceli belirsiz sistemler, transfer fonksiyonlarinin pay ve paydalarinda
herhangi bir belirsizlik yapisi igeren kesir dereceli polinomlardan olusabilirler. Kesir
dereceli belirsiz bir sistemin genel gosterimi denklem 2.30'da verilmisti. Coklu

belirsizlik yapisi i¢eren bir kesir dereceli sistem asagidaki sekilde verilebilir.

Ly(s,p)  Cy(s)Py,(s5,p) Py, (5,p,)... Py, (5,P,)

G P ) = ) = ) ™ €y (5)P (580 Py (5.0 Py (5.0,)

(4.38)

Burada, P,,(s,p,) ve P, (s,q,), i=1,2,...,¢t farkh belirsiz sistemlerin pay ve payda
polinomlandir.  C(s)=C,(s)/C,(s) 1ise sabit bir kontroloriin transfer

fonksiyonudur. Belirsizlik kiimesi ise ¢ =[p,,p,,..-P,-4;,9,,---q,] olarak verilebilir.

Sekil 4.13’te coklu belirsizlik yapisi iceren kesir dereceli bir sistemin kapali ¢evrim

gosterimi verilmistir.

Cy(9)

41.’%)_’ C(S):CD(S) T Gl(S.al.bl)—P Gz(s.az.bz)

Sekil 4.13. Coklu belirsizlik yapisi igeren kesir dereceli sistem.

G,(s,a;,by)

h 4
A4

Boyle bir sistemin deger kiimesini elde etmek igin asagida verilen karakteristik

denklemi kullanabiliriz.
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A(s,e)=L, (s,p)+L,(s,q) (4.39)

Burada L,(s,p) ve L,(s,q) kesir dereceli ¢oklu belirsiz polinomlardir.

L,(s,p) ve L,(s,q) coklu belirsiz polinom ailelerinin deger kiimeleri sirasiyla S,
ve S,,, ile gosterilsin. S, kiimesinin dista kalan koseleri Sy, ile gosterilsin ve
dis kenarlar1 S,y ile gosterilsin. Aym sekilde S,,,, kiimesinin dista kalan kdseleri

S,py ile gosterilsin ve dis kenarlar1 S, ile gosterilsin. Bu durumda denklem 4.39

ile verilen karakteristik denklemin deger kiimesi asagidaki teorem yardimiyla

bulunabilir.

Teorem 6:
Gy (8)=0(S,n +S,p) €Sy TSumr) Y Sine +Supr) (4.40)
Ispat: Bu teoremin ispat1 teorem 4'iin ispatindan yararlanarak yapilabilir. o

Ornek 4.7: Ornek 4.6°da verilen G,(s,b,,a,) belirsiz sistemini ve asagida verilen

sabit kontrolor ve belirsiz sistemi ele alalim [66].

_ Ng(s) _0.34(0.975" +1)

C 4.41
)= 5) T 014657 41 (441)
G (s,a,,b,) = D2(5:P2)

Dy(s,2,) (4.42)

b2,1

- 22 1.4 0.8
Ay, +(ay, +a,5)s " +(a,, +0.5a,, +a,;)s " +a,,

Burada  G,(s,a,,b,)  polinomunun  belirsiz  parametreleri b, €[5,7],
a,, €[0.09,0.11], a,,€[0.5,0.7], a,,€[0.4,0.5] ve a,, €[0.05,0.25] olarak

verilmigtir. Boylece kesir dereceli ¢oklu belirsiz sistem asagidaki gibi verilebilir.

L.(s,b,,b
C,(s)G,(s,a,,b))G,(s,a,,b,) _Ly(Gs,b,by)
LD(Saalaaz)

_(0.32985'7 +0.34)N, (s,b, )N, (s.b,)
(0.1465'7 +1)D,(s,a,)D,(s,a,)

(4.43)
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G,(s,a,,b,) sisteminin pay ve payda polinomlar1 Ornek 4.6'da verilmistir.

G,(s,a,,b,) sistemi i¢in pay ve payda polinomlar1 asagidaki gibi yazilabilir.

N,(s,b,) :bz,l

(4.44)
D,(s,a,)= a2,4s2‘2 +(ay, +a,3)s"* +(a,, +0.5a,, +a,)s™* +a,,

Bu polinom ailelerini, tek ve ¢ift kisimlarin1 elde etmek igin asagidaki sekilde

yazmak miimkiindiir.

N,(s,b,)=b,,

4.45
D,(s,a,) =a, ,(s**)+a,5(s"* +5°*) +a,, (s"*+0.55"%) + a,,(s*° +1) (#.43)

N,(s,b,) ve D,(s,a,) polinom ailelerinin tek ve ¢ift kisimlari Ornek 4.6'da
verilmistir. N, (s,b,) ve D,(s,a,) polinom ailelerinin tek ve ¢ift kisimlar1 denklem

4.11 kullanilarak asagidaki sekilde bulunmustur.

Ey,, =1 Oy, =0
E,,, =0.3090170" +1 Op,, =0.9510570™ "

Ep,, =0.1545080"° —0.5877850'*  O,,, =0.475528w "% +0.8090170"*  (4.46)
E,,;=0.3090170" -0.5877850"" 0,,, =0.9510570"* +0.8090170"*

E,,, =-0.9510570" Op,, =-0.3090170"

N,(s,b,) ve D(s,a,) belirsiz polinomlari igin bulunan gegis frekanslari Ornek
4.6’da verilmisti. Aymi islem N,(s,b,) ve D,(s,a,) i¢in tekrarlanmistir ve
N, (s,b,) igin bir gecis frekans1 degeri yoktur. D,(s,a,) i¢in ise @,,,, =0.3 rad / sn
degeri bulunmustur. Kése polinomlariin bulunmasindan sonra sistemin pay ¢oklu
belirsiz polinomu L, (s,b,,b,) ve payda coklu belirsiz polinomu L, (s,a,,a,) nin

deger kiimeleri Sekil 4.14’te sirastyla verilmistir. Denklem 4.43'te verilen sistemin
2g-kp deger kiimesini ise Teorem 6'dan yararlanarak bulabiliriz. Sekil 4.15°te

A(s,¢)=L,(s,b;,b,)+L,(s,a,,a,) ¢oklu belirsiz polinomunun 2g-kp deger kiimesi

w e [0.1,1.5] rad / sn frekans araligi i¢in verilmistir.

Sekil 4.15'te verilen deger kiimesinde her bir frekans icin klasik yontemle yapilacak

analizde hesaplanmas1 gereken kose polinomu sayisi 2’ =128 ve kenar sayisi
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7x2° = 448'dir. 2q-kp yaklasim ile yapilan analizde ise @ =1.5 rad/sn frekans

degerinde hesaplanan kose ve kenar sayist 17 olarak bulunmustur. 2g-kp

yaklagiminin getirdigi hesaplama kolayligi buradan da goriilebilmektedir.

imag
imag

- i I 25 i i i
120 100 -8 -60 -40 -20 0 20 40 25 -20 -15 -10 5 0 5
real real

Sekil 4.14. (a) L, (s,b,,b,) c¢oklu belirsiz polinomunun @ € [0.1,1.5] rad / sn
frekans araliginda 2g-kp deger kiimesi. (b) L,(s,a,,a,) ¢oklu belirsiz polinomunun

we [0.1,1.5] rad / sn frekans araliginda 2¢-kp deger kiimesi.

-30 60 40 20 0 20 40
real

Sekil 4.15. A(s,¢) =L, (s,b,,b,)+L,(s,a,,a,) coklu belirsiz polinomunun
we [0.1,1.5] rad / sn frekans araligi i¢in 2¢g-kp deger kiimesi.

4.1.6. Kesir dereceli belirsiz sistemlerin Nyquist zarflarinin elde edilmesi

Onceki boliimlerde kesir dereceli belirsiz sistemlere ait 2g-kp kose
polinomlariin ve kenarlarinin elde edilmesi hakkinda bilgi verildi. Bu boliimde ise
bu kose polinomlart ve kenarlar kullanarak kesir dereceli belirsiz sistemlerin frekans

analizinde 6nemli bir arag olan Nyquist zarflarinin elde edilmesi gosterilmistir.
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Denklem 2.30'da verilen kesir dereceli belirsiz sistemi ele alalim. Bu tiir sistemlerin
2g-kp deger kiimelerinin elde edilmesi hakkinda bilgi, boliim 4.3'te verimisti. Boliim

4.3'te verildigi gibi N(s,p) ve D(s,q) polinom ailelerinin @* frekansinda elde
edilen deger kiimeleri sirastyla S, ve S, ile gosterilsin. S, kiimesinin dista kalan
koseleri Sy, ile gosterilsin ve dis kenarlar1 Sy, ile gosterilsin. Aym sekilde S,

kiimesinin digta kalan koseleri S,, ile gosterilsin ve dis kenarlar1 S, ile

gosterilsin. Bu sekilde verilen kesir dereceli bir sistemin @* frekansindaki Nyquist

sablonu asagida verildigi gibi bulunabilir.

Hatirlatma 2: 2g-kp kose polinomlart ve kenarlari bilinen kesir dereceli bir sistemin

w* frekansinda Nyquist sablonu [63],

5G(jo*,p.q) < G, (jo) = g—uS— (4.47)

DE DV

denklemi kullanilarak elde edilebilir. Burada, G, (j®) kesir dereceli belirsiz sistemin

2g-kp deger kiimesidir. Nyquist sablonunun bir frekans araliginda cizdirilmesi ile o

sisteme ait Nyquist zarfi elde edilebilir.

Ornek 4.8: Ornek 4.6'da verilen G (s,a,,b,) belirsiz polinomunu ve asagidaki

kontrolorii ele alalim [68].

s+3

C = 4.48
() 4s+7 ( )
Boylece asagidaki sistem elde edilmis olur.

C.(5)G (s,a,,b,) =S FINi(s:b)) (4.49)

(4s+7)D,(s,a,)

Ornek 4.6'da verildigi gibi bu sistemde, Teorem 2 kullanilarak yapilan arastirma ile
N, (s) icin gegis frekans1 olmadig1 goriilmistiir. D,(s) i¢in ise @, =0.97 rad / sn ve

®,, =1 rad / sn degerleri bulunmustur.

N,(s) polinom ailesi i¢in 2g-konveks parpoligon yaklagimi ile @ €[0,00) aralig1 i¢in

elde edilen kdse ve kenar polinom kiimeleri asagida verildigi gibidir.
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v, =0.2s"" +525" +6, e =Av+(1-A)v,,
v, =2.85"% +7.85"" +6, e,=Av, +(1-A)v,,
v, =2.85" +9.85"" +38, e, =Av, +(1-A)v,,
v, =0.25" +7.25" +10, e, =Avi +(1-=A)vg,
v, =0.25" +9.25% +12, es=Av, +(1-A)vs,
v, =2.85"" +11.85" +12, e, =Av, +(1-A)v,.

(4.50)

Benzer sekilde D,(s) polinom ailesi i¢in 2g-konveks parpoligon yaklasimi ile

sirastyla @ €[0,0.97], @ <€[0.97,1] ve @ e[l,») frekans araliklarinda elde edilen

kose ve kenar polinom kiimeleri asagida verilmistir.

v, = 0.45™" +3s" +4.45"7 +1.25, v, = 0.45** +3s" +4.45°7 +2.5,

v, =145 +55"% +6.45"7 +1.25, v, =145 + 55" +7.45"7 +1.25,
v =0.45™° +35"° +5.45%7 +3.5, v, =145 +35"* +6.45"7 +3.5,
v, =1.45>° + 55" +8.45"7 +2.25, Vg =1.45>° +55"° +8.45%7 +3.5,

= +(1=-A)y,, e =Av+(1=-A)v,, e =Av;+(1-A)v,,
e, =, +(1=-A)y,, e=v,+(1-A)v,, e =Av,+(1-A)v,,
e, =Av, +(1-A)v,, e =Av,+(1-)v,.

v, =0.45" +3s"" +4.45%7 +1.25, v, =1.45" +3s"* +5.45"7 +1.25,

v, = 1.45™* +3s" +5.45" +2.5, v, = 1.45** +55" +6.45"7 +1.25,
Vs = 1.45** +3s"* +6.45"7 +3.5, Ve = 0.45** + 55" +7.45" +2.25,
v, =045 +55"° +7.45"7 +3.5, v =1.45>% +55"° +8.45%7 +3.5,

eg=v+1-Av,, e=Av,+(1-A)v,, e =Ay+(1-A)v,,
e, =, +(1=-A)v,, e =Av,+(1=-A)vy,, e =Av,+(1=-A)y,,,
e, =, +(1=A)v,, e=Av,+(1=-A)v,.

v =145 +3s" +5.45%7 +1.25, v, =145 +3s" +5.45%7 +2.5,
v, =145 +55"% +6.45"7 +1.25, v, =145 + 55" +7.45"7 +1.25,
v =0.4s™" +35"* +5.457 +3.5, v, =145 +3s" +6.45"7 +3.5,

v, =0.45" + 55" +7.45%7 +2.25, v =045 +55"° +7.45"7 +3.5,
e=,+(1-)yv,, e =v,+(1-A)yv,, e =Av;+(1-2A)v,,

e, =Av,+(1-Av,, e =Av,+(1-A)v,, e =Av,+1-A)v,,

e, =Av, +(1=A)v,, e =Av,+(1=A)v,,.

54

(4.51)

(4.52)

(4.53)



Boylece pay ve payda polinomlar i¢in 2g-kp yapiy1 olusturan kose ve kenar

kiimeleri elde edilmis olur. N,(s,b,) ve D,(s,a;) belirsiz polinomlarinin
w=1rad/sn frekansinda deger kiimeleri sirasiyla Sekil 4.16(a) ve (b)’de

verilmigtir.

imag

real real

Sekil 4.16. (a) N,(s,b,) belirsiz polinomunun @ =1 rad /sn frekansinda 2g-kp deger
kiimesi. (b) D,(s,a,) belirsiz polinomunun @ =1 rad/sn frekansinda 2g-kp deger
kiimesi.

Benzer sekilde, (s+3)N,(s,b,) ve (4s+7)D,(s,a,) belirsiz polinomlarmnin
w=1rad/sn frekansinda deger kiimeleri sirasiyla Sekil 4.17 (a) ve (b)’de
verilmistir. Gortildiigii gibi, belirsiz bir polinomun, sabit bir polinom ile ¢arpilmasi,
2g-kp deger kiimesinin fazint ve Olgegini degistirebilir fakat seklini

degistirmemektedir.

Boylece Hatirlatma 1°de verilen bilgi teyit edilmis oldu. Kesir dereceli sistemin
kose polinomlar1 ve kenarlarinin elde edilmesinden sonra, denklem 4.47 kullanilarak

sistemin Nyquist zarfi elde edilebilir.

20 i i i i i
5 10 15 20 25 30 36 -3 -30 25 -20 16 10 5 0 5
real real

Sekil 4.17. (a) (s +3)N,(s,b,) belirsiz polinomunun @ =1 rad /sn frekansinda 2g-
kp deger kiimesi. (b) (4s+7)D,(s,a,) belirsiz polinomunun @ =1 rad /sn
frekansinda 2¢g-kp deger kiimesi.
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Denklem 4.49°da verilen belirsiz sistemin @ =1 rad/sn frekansinda Nyquist

sablonu Sekil 4.18’de verilmistir. Benzer sekilde sistemin we[0.1,3] rad/sn

frekans araliginda Nyquist zarfi Sekil 4.19°da verilmistir.

imag

real

Sekil 4.18. Denklem 4.49°da verilen belirsiz sistemin @ =1 rad / sn frekansinda
Nyquist sablonu.

imag

Sekil 4.19. Denklem 4.49°da verilen belirsiz sistemin @ € [0.1,3] rad / sn frekans
araliginda Nyquist zarfi.

4.1.7. Kesir dereceli belirsiz sistemlerin Bode zarflarinin elde edilmesi
Kesir dereceli belirsiz sistemlerin analizinde onemli bir kullanim alani olan
Nyquist zarfinin elde edilmesi, dnceki boliimde anlatilmisti. Bu boliimde ise kesir
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dereceli sistemlerin analizinde yine Onemli bir frekans tabani araci olan Bode

zarflarimin elde edilmesi gosterilmistir.

Denklem 2.30°da verilen kesir dereceli belirsiz sistemin pay ve paydasinin
belirsiz polinomlart sirastyla L, (s,p)=C,(s)N(s,p) ve L,(s,q)=C,(s)D(s,q)
olsun. Burada, C, (s) ve C,(s) sabit polinomlardir. L, (s,p) ve L,(s,q) 'nin 2g-kp
yaklasimi ile elde edilen kdse polinomlar1 ve kenarlarinda s = jo* degisikligini

yaparak polinom ailelerine ait genlik ve faz ekstremumlan asagidaki sekilde

bulunabilir.

Teorem 7: 2g-kp kose ve kenar kiimeleri bilinen kesir dereceli bir sistemin s = jo*

frekansinda genlik ekstremumlari asagidaki sekilde elde edilebilir.

max|L, (jo*,p)| =|C, (jo*)|- max|
] . . o (4.54)
min |LN (Ja)*,p)| = |CN (Ja)*)| -min |e|

eeSyg

max|L, (je*,@)| =|Cp (jeo*) - max v

. : . . (4.55)
m1n|LD (jor*, q)| = |CD (]a)*)| - min |e|

eeSy;p

s = jo* frekansinda faz ekstremumlar ise asagidaki sekilde elde edilebilir.

max arg (L, (jo*,p)) = arg(C, (jo*))+maxarg(v)
veSyy,
v 4.56
min arg(LN (ja)*,p)) = arg(CN (ja)*))+min arg(v) (4.30)

veSy,
max arg (L, (jo*,q)) =arg(C,(jo*))+maxarg(v)

veSyy, (4 57)
minarg(L,(jw*,q)) = arg(C,(jw*))+min arg(v) '

veSyy,

Burada, §,, ve S, swrasiyla §, kiimesinin 2g-kp kose ve kenarlaridir. Ayni

sekilde, S, ve S, srastyla S, kiimesinin 2g-kp kose ve kenarlaridir.

Ispat: Bu teoremin ispat1, [70]’de tamsay1 dereceli sistemler igin verilen ispatin kesir

dereceli sistemler icin genellestirilmesi ile yapilabilir. o

L,(s,p) ve L,(s,q) nin genlik ve faz ekstremumlarimi elde etmek icin gereken

teorem verildi. Simdi asagidaki kesir dereceli belirsiz sistemi ele alalim.
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Ly(s,p) _ Cy()N(s.p) (4.58)

L(s,p,q) = L,(s,q) C,(s)D(s,q)

Teorem 8: L(s,p,q) belirsiz sisteminin s = jo* frekansinda genlik ekstremumlari

asagidaki sekilde elde edilebilir.

max|LN (ja)*,p)|

max|L(jo*,p,q)| = (4.59)

min|LD(ja)*,q)|

min|LN (ja)*,p)|

min|L(ja)*,p,q)| = (4.60)

max|LD(ja)*,q)|

Ayni sekilde, L(s,p,q) belirsiz sisteminin s = jo* frekansinda faz ekstremumlari

asagidaki sekilde elde edilebilir.

max arg (L(jo*,p,q)) = max arg(Ly (jo*,p))—minarg(L,(jo* q)) (4.61)

min arg (L(ja)*,p,q)) =min arg(LN (ja)*,p)) —max arg(LD (ja)*,q)) (4.62)

Ispat: Bu teoremin tamsay1 dereceli sistemler igin olan ispat: [66]’da verilmistir ve

bu ispat kesir dereceli belirsiz sistemler i¢gin genellestirilebilir. o

Ornek 4.9: Denklem 4.49°da verilen kesir dereceli sistemi ele alalim. Bu sistemin,

Teorem 7 ve 8’in uygulanmasi ile @ =1 rad/sn frekansinda elde edilen genlik ve

faz ekstremumlar1 asagida verilmistir.

max |L(jw*,p,q)| =3.4491 dB
min|L(j&*,p,q)|=-7.6930 dB
max arg(L(jo*,p,q))=-8.8228 °
minarg(L(jo*,p,q)) =-74.0616 °

w=1rad/sn (4.63)

Genlik ve faz ekstremumlarinin @ € [0.01,100] rad /sn frekans araliginda ¢izilmesi

ile Sekil 4.20°de verilen Bode zarfi elde edilebilir.
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maghnitude

S0 R i

phase

R = . :

R LS
10 10 10 10 10

frequency (rad/sec)

Sekil 4.20. Denklem 4.49’da verilen kesir dereceli sistemin @ € [0.01 , 100] rad / sn
frekans araligindaki Bode zarfi.

4.1.8. Kesir dereceli ¢coklu belirsiz sistemlerin Nyquist zarflarinin elde edilmesi
Bu boliimde, boliim 4.1.5'te verilen ¢oklu belirsizlik yapist iceren kesir dereceli

sistemlerin Nyquist zarflarmin elde edilmesi hakkinda bilgi verilmistir. Denklem

4.38'de gosterilen ¢oklu belirsiz sistemi ele alalim. L, (s,p) ve L,(s,q) ¢oklu
belirsiz polinom ailelerinin deger kiimeleri sirasiyla S,, ve S,,, ile gosterilsin.
S,y kiimesinin dista kalan koseleri S,,,, ile gosterilsin ve dis kenarlar1 S, ile
gosterilsin. Ayni sekilde S,,, kiimesinin digta kalan késeleri S,,,, ile gosterilsin ve
dis kenarlar1 S, ile gosterilsin. Bu durumda, verilen kesir dereceli ¢oklu belirsiz

bir sistemin @* frekansindaki Nyquist sablonu asagida verildigi gibi bulunabilir.

Hatirlatma 3: 2g-kp kose polinomlart ve kenarlari bilinen kesir dereceli ¢oklu

belirsiz bir sistemin @* frekansinda Nyquist sablonu [63],

SL(j@.p.q) Gy (o) = 0t S (4.64)

MDE SMD 4

denklemi kullanilarak elde edilebilir. Burada, G, (j@) kesir dereceli ¢oklu belirsiz

sistemin 2¢g-kp deger kiimesidir. Nyquist sablonunun bir frekans araliginda

cizdirilmesi ile o sisteme ait Nyquist zarfi elde edilebilir.

59



4.1.9. Kesir dereceli ¢coklu belirsiz sistemlerin Bode zarflarinin elde edilmesi

Bu béliimde, boliim 4.1.5'te verilen ¢oklu belirsizlik yapisi iceren kesir dereceli
sistemlerin Bode zarflarinin elde edilmesi hakkinda bilgi verilmistir. Denklem

4.38'de gosterilen ¢oklu belirsiz sistemi ele alalim.

Kesir dereceli ¢oklu belirsiz sistemin pay ve payda polinomlari,
Ly(s,p) = Cy ()P (5,Py)-- Ly (5:p) Ve Ly(s5,q) = Cp(8)By(5,qy)---Fp, (5,4,)
olsun. Burada, C, (s) ve C,(s) sabit polinomlardir. P (s,p,) ve F,(s.q;) nin 2g-
kp yaklasimu ile elde edilen kdse polinomlar: ve kenarlarinda s = jo* degisikligini

yaparak polinom ailelerine ait genlik ve faz ekstremumlarn asagidaki sekilde

bulunabilir.

Teorem 9: 2q-kp kose ve kenar kiimeleri bilinen kesir dereceli ¢oklu belirsiz bir

sistemin s = jo* frekansinda genlik ekstremumlar1 asagidaki sekilde elde edilebilir.

max|LN(ja)*,p)| = |CN(_]'a)*) - max |v - max |v|-...-m§1x |v|
. . . VE.NW ve.w,z ve. NV (465)
m1n|LN(Ja)*,p)| = |CN(J"’*)|'£?%£1 |e -eesjvrb;z |e| elnglNrLl |e|
max|LD(ja)*,q)| = |CD(ja)*)| - max |v - max |v| max |v|
VEJpyy V€D py o V€I p1y 4‘66
min|LD(ja)*,q)| =|CD(ja)*) - min |e - min |e| min |e| (4.06)
€€Spp) €€ €€S
s = jo* frekansinda faz ekstremumlari ise asagidaki sekilde elde edilebilir.
max arg (L, (jo*,p)) = arg(C, (jo*))+maxarg(v)+...+ max arg(v)
veSy veSy
NP1 NVt 4‘67
minarg(Ly (jo*,p))=arg(C, (jo*))+minarg(v)+...+ minarg(v) 4.67)
veSy veSyy
max arg (L, (jo*,q)) = arg(C,(jo*))+maxarg(v)+...+ max arg(v)
veSpr veSp, (468)

min arg (LD (jo*, q)) =arg (CD (ja)*)) +min arg(v)+...+min arg(v)

veSp, veSpy,

Burada, S,,, P,;(s,p,) belirsiz polinomlarmin 2g-kp deger kiimeleridir. S,,, ve S,
i=1,2,..,t swrastyla S, kiimesinin 2g-kp kose ve kenarlaridir. Ayni sekilde, S,,,
P, (s,q;) belirsiz polinomlarinin 2¢g-kp deger kiimeleridir. S,,, ve S, i=1,2,....¢

sirastyla S, kiimesinin 2g-kp kose ve kenarlaridir.
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L,(s,p) ve L,(s,q) nin genlik ve faz ekstremumlar: elde edildikten sonra

L(s,p,q) ’nin genlik ve faz ekstremumlari, Teorem 8’de verildigi gibi elde edilebilir.

Ornek 4.10: Denklem 4.43’te verilen C,(s)G,(s,a,,b,)G,(s,a,,b,) ¢oklu belirsizlik

yapisi igeren kesir dereceli sistemi ele alalim. Bu sistem icin 2¢g-kp yapisinin elde
edilme siireci 6nceki orneklerde verilmisti. Coklu belirsizlik yapisi igeren sistemin
pay ve payda polinomlarinin genlik ve faz degerlerini elde ettikten sonra Bode zarfi

Sekil 4.21°de verilmistir. Benzer sekilde, ¢oklu belirsizlik yapist igeren sistemin

w=1rad/sn frekansinda Nyquist sablonu, Sekil 4.22'de ve a)e[O.l,l] rad/sn

frekans araliginda Nyquist zarfi, Sekil 4.23'te verilmistir.

Ornek 4.11: Ornek 4.6’da verilen kesir dereceli affine dogrusal sistem G,(s,a,,b,)

ile asagida verilen aralik belirsizligi iceren sistemi ele alalim [65].

N3(S) _ 1

G,(s,a;) = =
B D(s,a;) ay ;57 +ay,s" +ay,

(4.69)

Burada, G;(s,a;) sisteminin belirsiz parametreleri a,, €[0.6,1], a,, €[0.5,0.9] ve
ay, €[0.8,1.2] olarak verilmistir. Bu sekilde kesir dereceli ¢oklu belirsizlik yapisi
igeren sistem agsagidaki gibi elde edilir.

N, (s,b,)N; ()

(4.70)
D,(s,a,)D,(s,a,)

G,(s,a;,b))G,(s,a;) =

100 T T T TTTTIT T T T TTTTT T T TTTTTT

magnitude

150

phase

40— - S ; 2
107 10 10 10 107
frequency (rad/sec)

Sekil 4.21. C,(s)G,(s,a,,b,)G,(s,a,,b,) coklu belirsiz sisteminin
we [0.01,100] rad / sn frekans araligindaki Bode zarfi.
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o

real

Sekil 4.22. C,(s)G,(s,a,,b,)G,(s,a,,b,) coklu belirsiz sisteminin @ =1 rad / sn
frekansinda Nyquist sablonu.

imag

Sekil 4.23. C,(s)G,(s,a,,b,)G,(s,a,,b,) ¢oklu belirsiz sisteminin @ € [0.1,1] rad /sn

frekans araliginda Nyquist zarfi.

N,(s) ve D;(s,a;) polinomlarmin tek ve ¢ift kisimlar asagida verildigi gibidir.

Eyy, =0 Oy, =0
Epsy = 0,;,=0

E,y, =0.15640" Oy, =0.98770 ™"
Epy, =-0.95110™ Opys =—0.309000'
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2q-kp yaklasimmna ait islemler gerceklestirildikten sonra, D;(s,a,) belirsiz
polinomuna ait kenarlar e(c,,c,), e(c,,c;), e(c;,c,), e(c,,c;), e(cs,cg) ve
e(cy,c,) olarak bulunmustur. Boylece, denklem 4.70’de verilen sistemin 2g-kp

deger kiimesi elde edilmis oldu. Daha sonra, boliim 4.1.8 ve 4.1.9°da verilen siireg

izlenerek sistemin Bode ve Nyquist zarflar1 elde edilebilir. G,(s,a,,b,)G,(s,a;)
sisteminin @ €[0.01,100] rad / sn frekans araliginda Bode zarfi, Sekil 4.24’te ve
®=1rad/sn frekansinda Nyquist sablonu Sekil 4.25'te verilmistir. Coklu belirsizlik
yapisi iceren sistemin @ € [0.1,1] rad /sn frekans araliginda Nyquist zarfi ise Sekil

4.26'da verilmistir.

Ornek 4.12: Asagida verilen, tek parametre belirsizligi iceren sistem G,(s,b,) ve
aralik belirsizligi igeren sistem G;(s,a,,b;) i ele alalim [66, 69].

N,(s,b,) __—(bs+b,)

G,(s,b,) =
+(5:6,) D,(s)  s™'+2s" +3s

(4.72)

0.9

Ns(s,bs)_ S +b5,1

N 22 0.8
Di(s,a5) 57 +ag3s7 +as,5 T tas,

G.(s,a,,b,) = (4.73)

G,(s,b,) sisteminin tek belirsiz parametresi b, €[1,4] olarak verilmistir.

S L 1 S B AN L A I I RO

s+ .

maghnitude

B[] S -

-150=

200+

phase

H HHH| HE
10" 10° 10' 107
frequency (rad/sn)

Sekil 4.24. G,(s,a,,b,)G,(s,a,) ¢oklu belirsiz sisteminin @ €[0.01,100] rad / sn
frekans araligindaki Bode zarfi.
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imag

Sekil 4.25. G,(s,a,,b,)G,(s,a,) ¢oklu belirsiz sisteminin @ =1 rad /sn frekansinda
Nyquist sablonu.

imag

Sekil 4.26. G,(s,a,,b,)G;(s,a;) ¢oklu belirsiz sisteminin @ € [0.1,1] rad / sn frekans

araliginda Nyquist zarfi.
G(s,a;,b;) sisteminin  belirsiz parametreleri ise by, €[1,1.2], a5, €[3,6],

as, €[2,3] ve a;, €[0.4,0.8] olarak verilmistir. Sonug¢ olarak, asagidaki g¢oklu
belirsiz sistem elde edilmistir.

N4(S,b4)N5(S,b5) (4 74)
D,(s)D,(s,a,) '

G4(s,b4)G5(s,as,b5) =
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S I A 4 O O B S B I I 4

maghnitude

phase

PPN N B I I N T R S 1 I RN
10° 10 10° 10 10
frequency (rad/sn)

Sekil 4.27. G,(s,b,)G,(s,a5,b,) ¢oklu belirsiz sisteminin o € [0.01,100] rad /sn
frekans araligindaki Bode zarfi.

2q-kp yapinin elde edilmesi i¢in gereken islemler yapildiktan sonra verilen

sisteme ait Bode ve Nyquist zarflar1 elde edilmistir. Denklem 4.74’teki ¢oklu belirsiz

sistemin a)=[0.01,100] rad/sn frekans araliginda Bode =zarfi Sekil 4.27°de

verilmistir. Benzer sekilde, sistemin Nyquist zarfi Sekil 4.28’de verilmistir. Boylece,
dogrusal belirsizlik yapisi igeren kesir dereceli sistemlerin 2q-kp yaklagimi
yardimiyla deger kiimeleri, Bode ve Nyquist zarflar1 elde edilmis ve kararlilik

analizleri yapilmis olur.

Sekil 4.28. G,(s,b,)G;(s,a5,b;) ¢oklu belirsiz sisteminin we[0.5,3] rad / sn

frekans araligindaki Nyquist zarfi.
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4.2. Dogrusal Olmayan Belirsizlik Yapilar1 iceren Kesir Dereceli Sistemler icin

Frekans Tabanh Analiz Yontemleri

Bu boliimde, dogrusal olmayan belirsizlik yapilart igeren kesir dereceli
sistemlerin frekans tabanli analiz yontemleri hakkinda bilgi verilmistir. Onceki
boliimlerde tanitilan 2¢-kp yaklasimi, dogrusal olmayan belirsizlik yapilar igeren
sistemler i¢in kullanilamamaktadir, ¢linki bu tiir sistemlerin deger kiimeleri digbiikey
olmayabilir. Dolayisiyla, 2g-kp yaklagimi ile elde edilen dis sinir, sistemin gercek
deger kiimesini tam olarak temsil etmemektedir. Fakat boliim 4.1.1.1 ve 4.1.1.2'de
verilen deger kiimesi analizi ve sifir1 disarida birakma prensibi, dogrusal olmayan
belirsizlik yapilar igeren kesir dereceli sistemler i¢in gegerliligini korumaktadir. 2.
Bolimde verilen dogrusal olmayan belirsizlik yapilar1 iizerinden ornekler ile bu

durumu gostermek faydali olacaktir.

Ornek 4.13: Belirsiz parametreleri g, €[-1,1]1 ve g4, €[-2,2] olarak verilen

polinom belirsizligi iceren polinom ailesini ele alalim. Bu polinom ailesinin

a)e[O.2,2] rad / sn frekans araliginda elde edilen deger kiimesi Sekil 4.29'da

verilmistir.

Fi(s,q,) = 570+ (3‘]2,1 + %2,1‘]6,2 + G619, T 3‘]6,1 + 10)52‘1

2 2 0.8 (4.75)
+ (4%,1 + e, t 15)s™° + (6qmc]6,2 +17)

imag

A5 i i i i |
160 -140 -120 -100 -B0 -60 40  -20 0 20 40
real

Sekil 4.29. Denklem 4.75'te verilen poliom ailesinin @ € [0.2,2] rad / sn

frekans araliginda deger kiimesi.
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Deger kiimesinin 2¢g-kp yaklasimi ile elde edilmis hali de Sekil 4.30'da verilmistir.
Gortldugi gibi, bu 6rnek i¢in kararlilik saglansa da, 2g-kp deger kiimesi gercek

deger kiimesini tam olarak temsil etmemektedir.

imag

7% I N N NN NN AN SN R S R
160 -140 -120 100 -80 -60 40  -20 0 20 40
real

Sekil 4.30. Denklem 4.75'te verilen poliom ailesinin @ € [0.2,2] rad / sn
frekans araliginda 2¢g-kp deger kiimesi.

Ornek 4.14: Denklem 2.36'da verilen genel belirsizlik igeren ailesini ele alalim.

Belirsiz parametreler, ¢,,q, €[-1,1] olarak verilmistir. Bu polinom ailesinin

we [O. 1, 2] rad / sn frekans araliginda deger kiimesi Sekil 4.31'de verilmistir.

25

imag

real

Sekil 4.31. Denklem 2.36'da verilen poliom ailesinin @ € [0. 1, 2] rad | sn

frekans araliginda deger kiimesi.
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Boliim 4.1°de verilen yontemler gibi, literatiirde bulunan yontemler dogrusal
belirsizlik yapilar i¢in gelistirilmis oldugundan dolayi, dogrusal olmayan belirsizlik
yapilart igeren sistemlerde dogrudan kullanilamamaktadir. Bu nedenle, bu tiir
sistemler i¢in analiz yontemlerinin gelistirilmesi literatiire katki saglamasi agisindan
onemlidir. Bilindigi gibi, kesir dereceli bir sistemin Nyquist zarfinin elde edilmesi
i¢in onceki boliimde verilen teorem, dogrusal belirsizlik yapilari i¢in verilmistir ve
dogrusal olmayan belirsizlik yapilar1 igeren sistemlerde kullanilamamaktadir. Bu
boliimde verilen yontem ile, dogrusal olmayan belirsizlik yapilari igeren sistemlerin
Bode ve Nyquist smirlar1 hesaplanabilmektedir. Hesaplanan Bode ve Nyquist

siirlarinin, Bode ve Nyquist egrilerini kapsadigi ispat edilmistir.

Kontrolor tasarimi, kontrol teorisi alaninda 6nemi bir calisma konusudur.
Dogru ayarlanmig kontrolér parametreleri, istenen sistemde istenen performans
ozelliklerini saglayacagi i¢in kontrol teorisinde O6nemlidir [21]. Literatiirde farkli
kontroldr tipleri icin farkli tasarim yontemleri mevcuttur [63, 70, 71]. Bu boliimde,
hesaplanan Bode simirlar1 kullanilarak bir Lag-Lead kontrolér (LLK) tasarimi
yapilmistir. Frekans tabanli analizde, LLK tasariminin amaci, istenen kazang ve faz
ozelliklerini saglamaktir. Lag kontrolor, istenen frekans degerinde genlik egrisini
0dB’ye diisiirmek i¢in kullanilir. Lead kontroldr ise, istenen faz paymi saglamak igin
kullanilmaktadir [63]. Sonu¢ olarak, [63, 71]’de verilen klasik ve kesir dereceli
sistemlerin Bode zarflar1 iizerinden yapilan LLK tasarimi, kesir dereceli sistemler
icin genellestirilmistir. Boylece, dogrusal olmayan belirsizlik yapilar iceren kesir
dereceli sistemlerin frekans smirlarindan yararlanarak yapilacak LLK tasariminin bu

alandaki ¢aligmalara katki saglayacagi diisiiniilmektedir.

Kesir dereceli bir polinom ailesinin deger kiimesinin elde edilme yontemi
boliim 4.1.1.1°de verimisti. Sekil 4.32°de, dogrusal olmayan bir belirsizlik yapisi

iceren kesir dereceli polinom ailesinin deger kiimesi @* frekansi i¢in verilmis olsun.

Sekil 4.32. (a)’da gortildiigii gibi v, ve v, noktalari, deger kiimesinin sirastyla
maksimum ve minimum genlik degerlerine sahipler. Benzer sekilde v, ve v,

noktalari, deger kiimesinin sirastyla maksimum ve minimum faz degerlerine sahipler.

Bu ekstremum noktalar asagidaki sekilde elde edilebilir.
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Sekil. 4.32. Kesir dereceli belirsiz bir polinomun genlik ve faz ekstremumlari.

Teorem 10: Dogrusal olmayan belirsizlik yapisi iceren kesir dereceli polinom

ailesinin deger kiimesinin smirlar1 asagidaki denklemler kullanilarak hesaplanabilir.

Jjov jOmax

v, = maX|P(ja)*)|e v, = |v3|e

(4.76)

JjOv, jOmin

v, = min|P(ja)*)|e v, = |v4|e
Burada, 6, =maxarg[P(jo*)] ve 6, =minarg|[P(jo*)] olarak verilmistir.
Ispat: Belli bir w* frekans degeri igin, v,,v,,v,,v, noktalari sirastyla maksimum ve

minimum genlik ve faz degerlerini igermektedir. Bu sekilde, deger kiimesinin

smirlar1 asagida verildigi gibi hesaplanabilir.

e v, ve v, Iicin sirastyla maksimim ve minimum deger kiimesi faz sunirlarini
¢iziniz (v, —v,, ve v, —v,, cizgileri).

e Maksimum ve minimum faz sinirlar1 arasindaki v, ve v, noktalarini tarayiniz.

Kose noktalar1 v,,,v.,,v.,,v,, deger kiimesinin smir uglarmni gostermektedir. Bu kose
noktalar1 P ( ja)*) ailesinin igerisinde yer alsin. Bdylece asagidaki gosterim gecerli
olur.

o(P(jw*))co(P(jo*)) (4.77)
Burada, 0 dis siir1 géstermektedir. 8(}_) (jo *)) "nin kdse polinomlart agsagidaki gibi

hesaplanabilir.
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v, = max‘ﬁ(ja)*)‘e"a"m v, = min‘ﬁ(ja)*)‘e”‘““ 4
V= max‘ﬁ(ja)*)‘efa‘“‘" Vo, = min‘ﬁ(ja)*)‘eie‘“‘" (79

Burada, 6, ve 6,

min

maksimum ve minimum faz degerlerini rad/sn olarak

gostermektedir. O
Teorem 10, pay ve paydasinda dogrusal olmayan belirsizlik iceren polinomlar olan

kesir dereceli sistemler igin genellestirilebilir. N(jw*) ve D(jw*), denklem 2.30’da
verilen belirsiz sistemin pay ve paydasi olsun. N(jw*) ve D(jw*) sirasiyla
N(jo*) ve D(jw*)’nin deger kiimelerini icersin. Pay polinomu i¢in genlik ve faz
ekstremumlari, max |N ( ja)*)| , min |N ( ja)*)| ve max arg [N ( ja)*)] ,
min arg[N ( ja)*)] olarak gosterilsin. Benzer sekilde, payda polinomu igin genlik ve
faz  ekstremumlari, maX|D( ja)*)|, min|D( ja)*)| ve  max arg[D( ja)*)],
mjnarg[D( ja)*)] olarak gosterilsin. Bdylece, pay ve payda polinomlarmin, deger

kiimelerinin sinir kdse noktalar1 asagidaki gibi elde edilebilir.

Ve = max‘N(ja)*)‘ /O Vyer = min‘]\_/(ja)*)‘ /s

Vye; = Max ‘]V(ja)*)‘ e/ min Vyeq = Min ‘]\_f(ja)*)‘ /Omin 479
Vi = max‘ﬁ(ja)*)‘e””m“ Viey = min‘ﬁ(ja)*)‘e-"‘g“"m 79
Vs = max‘l_)(ja)*)‘ejenm‘" Vies = min‘ﬁ(ja)*)‘eﬁ”‘"i“

Belirsiz polinomlarin ekstremum noktalar1 bulunduktan sonra, dogrusal
olmayan belirsizlik yapisi iceren kesir dereceli sistemlerin genlik ve faz

ekstremumlar1 asagidaki teorem ile bulunabilir.

Teorem 11: Dogrusal olmayan belirsizlik iceren kesir dereceli bir sistemin genlik

ekstremumlar asagidaki sekilde elde edilebilir.

_ N(jo*

max|G(jo*) = E?z ‘5((11_ Z))*))‘ (4.80)
_ in|N(jo*

min|G(jo*)|= % (4.81)

Benzer sekilde, faz ekstremumlari agsagidaki sekilde verilmistir.
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max arg[é(ja)*)] = max arg[ﬁ(jco*)} —minarg [E(ja)*)] (4.82)

min arg[C_}(ja)*)] =min arg[ﬁ(jw*)] —maxarg [D(ja)*)] (4.83)

Ispat: Bu teoremin ispati, tamsay1 dereceli sistemler icin [63]’te verilen teoremin
sonuclarindan yararlanilarak yapilabilir. Denklem 4.77°ye gore, 13( ja)*) polinom
ailesi P ( ja)*) ’yi igermektedir. Biitiin frekans degerleri igin, N(s,b) ve D(s,a) ’nin
deger kiimeleri, P(s,q) nin deger kiimesine benzer sekilde elde edilebilir. Denklem
4.77 kullanilarak bu kural genellestirilebilir. Yani, N(s,b) ve D(s,a)’ nin deger
kiimeleri, P(s,q) nin deger kiimesine benzer sekilde elde edilebilir. G(s,b,a) nin
genlik ve faz ekstremumlari, N(s,b) ve D(s,a)’nin genlik ve faz
ekstremumlarindan  bulunabilir. Benzer sekilde, bu kural G(s,b,a) icin

genellestirilebilir. Boylece denklem 4.77, dogrusal olmayan belirsiz kesir dereceli

sistemler i¢in asagidaki gibi yazilabilir.
0(G(jo*))co(G(jo*)).0 (4.84)
4.2.1. Bode simnirlari
Dogrusal olmayan belirsizlik yapisi iceren kesir dereceli sistemlerin Bode
sinirlarinin genlik ve faz ¢izimleri, Teorem 11’°de verilen ekstremum genlik ve faz

degerleri ile elde edilebilir. Verilen sistemin Bode simirlarimi elde etmek igin,

denklemler 4.80-4.83’in o, €[w,,w,] frekans aralifinda uygulanmasi
gerekmektedir. Burada, o, ve o, , frekans araliginin alt ve {ist limitleridir. Bdyle bir

sistemin genlik ve faz ekstremumlar1 asagidaki sekilde verilmistir.

max|(_?(ja)k)|, miﬂ|é(ja’k)

, maxarg[@(ja),c)], minarg[(_?(ja)k)} (4.85)

Bir bagka deyisle, Teorem 11’in bir frekans araliginda uygulanmasi, sistemin

Bode sinirlarini verecektir.
4.2.2. Nyquist simirlari

Dogrusal olmayan belirsizlik yapisi igeren kesir dereceli sistemlerin Nyquist

sinirlar;, Teorem 11°de verilen genlik ve faz ekstremumlar1 kullanilarak elde
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edilebilir. Nyquist sinirlarinin dort kosesi, genlik ve faz simirlarinin ekstremum

degerleri kullanilarak asagidaki sekilde elde edilebilir.

=P jOmaxarg| G(jw*) s, JjOmaxarg| G(jo*)
Vabac, =max‘G(]a)*)‘e [ ] VrsG, =m1n‘G(]a)*)‘e [ ]

_ T PR jOminarg| G(jo* _ sl A s jOminarg| G(jo*
Vangc, —max‘G(]a) )‘e Vasac, —mln‘G(](o )‘e
Daha sonra, Nyquist sinirlari, maksimim ve minimum faz ¢izgilerinin arasinda

maksimin ve minimum genlik noktalarini tarayarak elde edilebilir.

Bode ve Nyquist sinirlari, dogrusal olmayan belirsizlik yapisi iceren kesir
dereceli sistemlerin Bode ve Nyquist c¢izimlerini kapsayan sinirlar olarak
degerlendirilebilir. Yontemin etkinligi, denklem 4.49’da verilen sistem {izerinden

Sekil 4.33 ve 4.34 ile gosterilebilir.

Bode Diagram

—
Jun]
=
=
©
=
S
=
c
=]
@
=

T\ DRI I YT S O R R T N OO A R R 11
10° 10 Frequencyy (rad/s) 10 10°

Sekil 4.33. Denklem 4.49’da verilen sistemin @ € [0.01—100] rad / sn frekans
araliginda Bode ¢izimleri.

Bu sisteme ait Bode smirlari, Sekil 4.20°de verilen Bode zarfi ile aymi
formdadir. Sekil 4.20 ve 4.33 karsilastirildiginda goriilecektir ki Bode sinirlari, Bode
cizimlerini kapsamaktadir.

Sekil 4.34’te verildigi gibi elde edilen Nyquist sinirlar1, Sekil 4.18’de verilen
Nyquist zarfim kapsamaktadir. Boylece, bu bdliimde verilen yontemin etkinligi

gosterilmis olur.

72



imag

real

Sekil 4.34. Denklem 4.49°da verilen sistemin @ =1 rad / sn frekansinda Nyquist
sinirlari.

4.2.3. Bode sinirlar1 yardimiyla lag-lead kontrolor tasarimi

Onceki boliimde hesaplanan, frekans smirlarmi, dogrusal olmayan belirsizlik
yapisi iceren kesir dereceli bir sisteme LLK tasarimi yapmak i¢in kullanilabilir. Bu
boliimde verilen yontem, tamsayi dereceli sistemler igin [63]’te verilen yontemin
kesir dereceli dogrusal olmayan belirsizlik igeren sistemler i¢in genellestirilmesidir.
Kontrolor, tiim parameter degisimlerine karsi kapali ¢evrim sistemin dayanikli
kararliligim saglayacak sekilde tasarlanabilir [63, 71]. Dogrusal olmayan belirsizlik
yapisi igeren kesir dereceli sistemlerin lag veya lag-lead kontrolor tasarim agamasi
asagida verilmistir.

Lag kontrolor, istenen @'. gecis frekansinda, genlik zarfini 0dB degerine
diisiirmek i¢in kullanilabilir. Yeni ge¢is fonksiyonu @'.., sistemin en kotii durumdaki
faz payinn elde edildigi frekans degerini gostermektedir. C,, (s) kontroldriinin
o', frekansinda, genlik degerini Bode zarfinin minimum degeri kadar diisirmesi

istenmektedir. Bu nedenle asagidaki denklem verilebilir [63].
max|G(jo'.)|=-20log,,(a,)dB (4.87)

Kose frekansi 1/a,7;, @' den bir dekat asagida olacak sekilde segilir.
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1 _o¢ (4.88)
al, 10
Bu sekilde, bir faz Lag kontrolor asagidaki gibi verilebilir.
aTs+1
C (s)=—"+1—o, a <1 4.89
1ag (5) Ts+l | (4.89)

C (s) , kesir dereceli, dogrusal olmayan belirsizlik yapisi igeren sistemlerin istenen

faz pay1 degerini saglayacaktir. Istenen kazang pay1 ise, Lead kontroldr kullanilarak
elde edilebilir. Istenen kazang paym saglamak icin, faz kesim frekansi, en kotii

durumdaki kazang¢ payinin saglandigr @".’ye kaydirilmalidir. Bu nedenle asagidaki

denklem saglanmalidir [63].

_IOIOgIO(a2):_(gmd _gml)dB (4.90)
i:@m"c (4.91)
T,

Burada g,,, istenen kazang payidir, g,, ise lag compensation ile elde edilen kazang

payidir. Lead kontrolor asagidaki gibi verilebilir.

C () = 21541 (4.92)
a, T,s+1

LLK kontroldr, istenen faz ve kazanc paylarini elde etmek icin kullanilmaktadir.

LLK yapis1 asagidaki sekilde gosterilebilir.

(a,T;s+1)(a,Trs +1)

@, (To+1)(Tus+1) (499

C]ag—lead (S) =

Bu béliimde verilen bilgilerin, 6rnekler lizerinde gosterilmesi faydali olacaktir.

Ornek 4.15: Belirsiz parametreleri p,; €[0,2], i=12 olarak verilen dogrusal

olmayan polinom belirsizligi iceren asagidaki sistemi ele alalim.
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Ny(s,p,)

Gy(s,ps) =
‘ ° DG(Sapl)

(4.94)
p13,1 + p13,2 + PPyt Pyt 5

s*+ (pl,lpl,z + 2)52‘1 + (p13,1 - p13,2 —PuPat P +10)sl'05

Sistem transfer fonksiyonunda s = jo degisikligi yapilarak pay ve payda polinomlari

asagidaki sekilde elde edilebilir.

N, (ja)*,pl) = pil +pf’2 + PPyt PS5
Dy (ja*.p,) = (jo*) +(p,p,+2)(jo*)" + (4.95)
(Pl = s = Pupis + Py +10) (joo*) "
Bu sekilde, N, (s,p,) ve D(s,p,)’in deger kiimeleri elde edilmis olur.
®=1rad/sn frekansinda pay ve payda polinomlarmin genlik ve faz ekstremumlari

asagida verilmistir.

max |N| =27 min |[N,| =5

max arg[ N, | = 0° m?n arg[ N, |=0° (4.96)
max|Dy| =16.9731 min |D,| =3.4606
maxarg[D6]=161.94° minarg[D6]=101.51°

Daha sonra, G ( jco*,pl) nin genlik ekstremumlar1 asagidaki sekilde bulunmstur.

max |N6| 27
|vi| = max |G| = — = =7.8021=17.8442dB
min |D6| 3.4606
_ (4.97)
) m1n|N6| 5
|v2|:m1n|Gé|: = =0.2945=-10.6183dB
max|D,| 16.9731
Ayni sekilde, faz ekstremumlari asagidaki sekilde bulunmustur.
Ov, = max arg[G6] =max arg[Né] —min arg[D6] =-101.5129° 4.98)

v, =minarg[G, | = minarg[ N, |- max arg[ D;] = -161.9399°

Bu sekilde, verilen sistemin Bode smirlar1 bulunmus oldu. @=1rad/sn

frekansinda, Nyquist smirlarmin dort kosesi, asagidaki sekilde bulunmustur.

_ JjOv. _ Jjov,
v —|v1|e ; —|v2|e “(4.99)

Ny G v

NygC, — v

NygCy
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Daha sonra, Nyquist sinirlari, maksimum ve minimum faz cizgileri arasindaki
maksimum ve minimum genlik noktalar1 taranarak elde edilir. Frekans degerini belli
bir aralikta degistirerek, yukaridaki siirecin tekrar edilmesi ile, bu tiir bir sistemin
Bode simirlar1 Sekil 4.35°teki gibi elde edilebilir. Sekil 4.36°da ise sisteme ait Bode

¢izimleri verilmistir.

100 el

TTTT1T T T rrrrr T [aiak ik k| T 1 TTTT

magnitude

phase

frequency (rad/sn)

Sekil 4.35. Denklem 4.94’te verilen sistemin @ €[0.01,100] rad / sn frekans
araliginda Bode sinirlar1.

Bode Diagram

Magnitude (dB)

107 107 Fraquencyy’(rad/s) 10' 10

Sekil 4.36. Denklem 4.94’te verilen sistemin @ €[0.01,100] rad / sn frekans
araliginda Bode ¢izimleri.

Goriildiigi gibi elde edilen bode sinirlari, tiim belirsiz parametre degisimlerine karsi

Bode c¢izimlerini kapsamaktadir. Sistemin @=1rad/sn frekansinda Nyquist
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sablonu Sekil 4.37°de ve we([1,100] rad / sn frekans araliginda Nyquist zarfi Sekil
4.38’de verilmistir. Sekil 4.39°da ise, Nyquist zarfinin belirsiz parametrelerin
degisimine gore tiim Nyquist ¢izimlerini kapsadigi gosterilmistir.

Sonug olarak bu 6rnekte, Bode ve Nyquist hatlarinin etkin bir sekilde Bode ve

Nyquist ¢izimlerini kapsadig1 gdsterilmistir.

imag

Sekil 4.37. Denklem 4.94’te verilen sistemin @ =1 rad / sn frekansinda Nyquist sinir
sablonu.

imag

Sekil 4.38. Denklem 4.94°te verilen sistemin @ €[1,100] rad / sn frekans araliginda
Nyquist smirlart.
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Nyguist Diagram

Imaginary Axis

Real #xis -3 -2 -1

Sekil 4.39. Denklem 4.94’te verilen sistemin @ €[1,100] rad / sn frekans araliginda
Nyquist ¢izimleri ve sinirlari.

Bu 6rnekteki sistem i¢in bir LLK tasarimi yapilacaktir. Bu sistem i¢in en kotii

durumdaki faz paymin en az ¢, =25° ve en kotii durumdaki kazang paymnin en az

10dB olmas istenmektedir. Bir bagka deyisle, kontrol edilen sistemin tiim parametre

belirsizliklerine karsi dayanikli kararli olmasit ve faz paymin en az 25°, kazang

paymnin en az 10dB olmasi istenmektedir.

100

T T T T T
Vo

T~ T"TTTTI
Vo

T [aiak ik k|
o

Magnitude

-150

T T T T TTT1T

T T rrIrr T T T T TTTTT

Phase
8

10° 10 10°
frequency (rad/sec)

Sekil 4.40. Elde edilen Bode smirlarimi kullanarak LLK tasarimu.

Sekil 4.40’da goriildiigi gibi, en kotii durumdaki faz payi, 5°°lik bir giivenlik

faktorii ile birlikte ¢, =30° olarak, @'.=0.7925 rad/sn frekans degerinde elde
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edilmistir. Bu frekanstaki maksimum genlik degeri 15.9056dB olarak bulunmustur.
Asagidaki  denklem, @', =0.7925rad/sn frekansinda kontrolsiiz ~sistemin

maksimum genligini 0dB ‘ye indirmek i¢in saglanmalidir.
15.9056 = -201log,,(a,) dB (4.100)

Denklem 4.87'nin ¢oziimiinden @, =0.1602 degeri bulunmustur. Boylece, kose
frekans1 7} =78.7576 olarak bulunmustur. Bu sekilde, Lag kontrolor asagidaki

sekilde elde edilmistir.

12.6186s +1
C, (s)=—"""_ 4.101
g (5) 78.75765s +1 ( )

Lag kontrol edilmig sistemin Bode sinirlar1 Sekil 4.41°de verilmistir. Sistemin

su an faz pay1 20.4702° ve kazang payr 6.2500dB olarak olgiilmiistiir. Istenen
10dB kazang paym 5dB’lik bir giivenlik faktorii ile 15dB olarak elde etmek igin
en kotii durum kesim frekansi1 @".=2.4201rad/sn degerine kaydirilmalidir.

Bunun i¢in asagidaki denklem saglanmalidir.

~10log,,(a,) =—(15-6.2500)dB (4.102)

1[][] il T Lol il i e B I T Frrrrrir T Ll il e B B e e | Ll Lol Sl plle B b |
' [ NN ' [T ' [ R RN ' oo

magnitude

2200 : iiiiiiii_ Do : iiiiiiii_ P
} 107 10 10 10°

U =T ™ T T T TTTT T T T T TTIT T T T T T TTTT T T T T T TT
' [ NN ' [T ' [ R RN ' oo

-100

phase

-200

lagcompemtated 11 ._._{ ¢ :iiiiy 1 iind
2 -t 0 1 2

10 10 10 10
frequency (rad/sn)

-300
10

Sekil 4.41. Lag kontrol edilmis sistem.
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Denklem 4.90’mm c¢oziimiinden a, =7.4989 degeri elde edilmistir. Kose
frekans: degeri de 7, =0.1509 olarak elde edilmistir. Bu sekilde Lead kontrolor
asagidaki gibi elde edilmistir.

1 1.1315s+1
7.4989 0.1509s+1

Cireaa () = (4.103)
Sonug olarak, Lag ve Lead kontrolorlerin birlesimi ile LLK asagidaki sekilde
elde edilebilir.
1(12.6186s+1)(1.1316s+1)

C e 4.104
g1t (5) 7.4989(78.75765 +1)(0.1509s +1) 1

Sekil 4.42°de kontrol edilmemis sistem, lag kontrollii sistem ve lag-lead
kontrollii sistemin Bode sinirlart verilmistir. Goriildiigii gibi LLK ile kontrol edilen

sistem istenen performansi saglamaktadir.

100 O B S S B 3 B S I R A

magnitude

-100

2005

-100

phase

=200 el e it —

uncompengateq! |} —— 1|}

lag compenisdted 2 —.—.x 1) 0y 3 0 e

2300 _ﬁlaa-l.ﬂd:cumpeusmii i ::::”.;. N B S TE] I N

107 10 10 10 10
frequency (rad/sn)

Sekil 4.42. LLK ile kontrol edilen sistemin Bode sinirlari.

Ornek 4.16: Belirsiz parametreleri P, €[0,1], i=1,2 olarak verilen dogrusal

olmayan genel belirsizlik i¢eren asagidaki kesir dereceli sistemi ele alalim.
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N, (s,p,) _
D, (s,p,)

[4 ‘pz’l‘ +sin p, , +cos(p,,p,,)+0. l]

G;(s,p,) =

(4.105)

s+ I:Cos(pz,lpz,z)] 577 + |:5 ‘pz,l ‘ +3sin Doyt Cos(pz,lpz,z) + 4} st

Bolim 4.2.1 ve 4.2.2°de verilen islemler yapildiktan sonra, denklem 4.105’teki

sisteme ait Bode smirlar1 ve Bode ¢izimleri sirasiyla Sekil 4.43 ve 4.44’te verilmistir.

maghnitude

-100

phase

-200

-300
10

N 107 10° 10" 10

frequency (rad/sec)

Sekil 4.43. Denklem 4.105'te verilen sisteme ait Bode sinirlari.

Bode Diagram

Magnitude (dB)

Phase (deg)

Lo g
Frequency)“(rad/s)

Sekil 4.44. Denklem 4.105'te verilen sisteme ait Bode ¢izimleri.
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Benzer sekilde bu sisteme ait Nyquist sinirlar1 ve Nyquist ¢izimleri sirasiyla Sekil

4.45 ve 4.46’da verilmistir.

imag

real

Sekil 4.45. Denklem 4.105'te verilen sisteme ait @ €[0,20] rad / sn frekans
araliginda Nyquist smirlari.

Nyquist Diagram

=

, Imaginary Axis

0. 1 T 1 LT
-0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -Rdal Axisl 2 -0.2 -01 0 01

Sekil 4.46. Denklem 4.105'te verilen sisteme ait w € [0,20] rad / sn frekans
araliginda Nyquist ¢izimleri.

Ornek 4.17: Belirsiz parametreleri ps, €[-1,1] ve p;, €[-2,2] olarak verilen

dogrusal olmayan polinom belirsizligi igeren asagidaki sistemi ele alalim. Bu sisteme

ait Bode sinirlar1 ve Bode ¢izimleri Sekil 4.47 ve 4.48°de verilmistir.
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GB(S,p3) =

N, (s,p,) _
D,(s,p,)

(6p3,1p3,2 +1 7)

(4.106)

s*7 + (3p;,1 + p32,1p3,2 + D5 P5, T 3p3,1 + 10)S2‘2 + (4p32,1 + p32,2 + 15)5L3

100
50

-50

magnitude

-100

-150

T T 11T

T rrrrr T [aiak ik k| T 1 TTTT

10°

-100

10 10’ 10

150

200

phase

250}~

-300

10

frequency (rad/sn)

Sekil 4.47. Denklem 4.106'da verilen sisteme ait Bode sinirlari.

100

Magnitude (dB)

-100

-150
-90

-135

-180

Phase (deg)

-225

-270

107

Bode Diagram

Bocpedepdoogdeccosecsieopoobsgpbonaas..

Frequencw:[radfs} 10" 10

Sekil 4.48. Denklem 4.106'da verilen sisteme ait Bode ¢izimleri.

Benzer sekilde, bu sisteme ait Nyquist siirlart ve Nyquist ¢izimleri Sekil 4.49 ve

4.50'de verilmistir.
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0.2

imag

real

Sekil 4.49. Denklem 4.106°da verilen sisteme ait Nyquist sinirlari.

Nyquist Diagram

15 -1 Real Axis 0.5

Sekil 4.50. Denklem 4.106’da verilen sisteme ait Nyquist ¢izimleri.

Bu 6rnekte verilen sisteme, en kotii durumdaki faz payr ¢,, =30°, en kotii
durumdaki kazang payr 20dB olacak sekilde bir LLK tasarimi yapilmak

istenmektedir. Bolim 4.2.3’te verilen yontem ile elde edilen Lag ve Lead

kontrolodrler agagida verilmistir.

13.3122s +1
o) 133122541 4.107
210z (5) 24 11s+1 ( |
1 0.4943s+1
. i . 4.108
2tead (5) 3.9674 0.1246s+1 ( )
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Sonug olarak LLK tasarimi agagidaki gibi elde edilmistir.

(1331225 +1)(0.4943s +1)

4.109
(3.9674)(24.11s +1)(0.12465 1 1) (4109

CZlag—lead (S) =

Denklem 4.106'da verilen sisteme ait kontrolsiiz, Lag kontrollii ve Lag-Lead

kontrollii Bode sinirlari, Sekil 4.51°de verilmistir. Gortildiigi gibi LLK tasarimi olan

sistem istenen performansi saglamaktadir.

-300

10[] T :: T
€
-
=
=
c
o
(]
E " Vo
2001 i I
107 10 10° 10 10°
100 : . ,
150
@
© 200
: T T L LILIL T T T
% o luncompensatedii  —ifiii
lag donipénsatel  to-i-thiin
| lag-lead comnpengated:

107 107 10° 10' 10

frequency (rad/sn)

Sekil 4.51. LLK ile kontrol edilen sistemin Bode sinirlari.

Boylece, dogrusal olmayan belirsizlik yapilart igeren kesir dereceli sistemlerin

frekans analizleri gosterilmis oldu. Sonraki boliimde, yapisiz belirsizlik modelleri

igeren kesir dereceli sistemlerin analizi anlatilmistir.
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4.3. Yapisiz Belirsizlik iceren Kesir Dereceli Sistemlerin Analizi

Bu boliimde, yapisiz belirsizlik iceren kesir dereceli sistemlerin kararlilik
analizi yapilmistir. Boliim 2.3.2'de yapisiz belirsizlik modelleri hakkinda bilgi
verilmigti. Carpimsal belirsizlik modelini ele alalim. Denklem 2.37'den yola ¢ikarak

asagidaki esitsizligi yazmak miimkiindiir.

G _,

G o) <|w, (o) Yo (4.110)

Carpimsal belirsizlik modeli varsayildiginda, kapali ¢evrim sistem, asagidaki durum

saglaniyor ise dayanikli kararhidir [33].
7, ()T, (s)]| <1 4.111)

Burada, 7;(s), tamamlayict hassashk fonksiyonudur ve asagidaki sekilde

tanimlanabilir.

_ LO(S)
T,(s) = AD (4.112)

L, (s) terimi ise agik ¢evrim transfer fonksiyonunu belirtmektedir.

L, (s)zC(s)GO(s) (4.113)
Boylece, denklem 4.111 asagidaki sekilde yeniden yazilabilir.

WGl Go)| .

S LGe) | (4.114)
= GoLGe)|<|L,(jo)-(-1] Vo

Denklem 4.114 'in daha agik bir ifadesiyle, kararhilik i¢in L,(j®) merkezli ve
|WM (Jo)L,( ]a))| yarigapli Nyquist zarflari, [—1,0 j] kritik noktasini igermemelidir.

Bu durumun grafiksel gosterimi Sekil 4.52'de verilmistir.
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Im
Lo (Jo)

v

7, (o)L, (jo)

Sekil 4.52. Carpimsal belirsizlik modelinin dayanikli kararlilik kosulunun grafiksel
gosterimi.

Denklem 4.111'de verilen kararlilik kosulu ayrica agsagidaki sekilde ifade edilebilir.

|7, (jw)| < (4.115)

1

Carpimsal belirsizlik modeli gibi, diger belirsizlik modellerinin, dayanikl
kararhlik sartlar1 [72]'de bulunabilir. Verilen siireci, birkag 6rnek lizerinde incelemek

yararli olacaktir.

Ornek 4.18: Asagida verilen kesir dereceli sistemi ele alalim [72].

3(=2s"" +1)

G,(s) = G D0 1) K(s) (4.116)
o (127s+1)
K(s)=Ke=22—= (4.117)

Nominal transfer fonksiyonunun belirsiz parametrelerinin u¢ noktalar1 alinarak

elde edilen belirsizlestirilmis bir transfer fonksiyonu asagidaki gibi verilsin.

4(=3s""+1)

G, (8) = (45" +1)(4s" +1)

(4.118)

Sisteme ait agirlik fonksiyonunun, denklem 4.110’da verilen durumu saglamasi

Gy, (J@)

gerekmektedir. Agirlik fonksiyonunu bulmak i¢in —1| ¢iziminin yapilmasi

9
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G9uc (ja)) _ 1

faydali olacaktir. Sekil 4.53te, -
G, (jo)

degerinin Bode genlik ¢izimi

verilmistir.

Bode Diagram

Magnitude {abs)

AR R R R R
107 107 Frequencyyfrad/s) 10 100

. G9u(; (.]a)) . e
Sekil 4.53. |————-1| Bode genlik ¢izimi.
G, (jo)
- . G‘)uc (]a)) .
Hesaplanacak agirlik fonksiyonunun |—————1|< |WM ( Ja))| durumunu

Gy (Jo)
saglamasi gerekmektedir. Literatiirde, farkli sistemler i¢in farkli agirlik fonksiyonu
hesaplama yontemleri bulunabilir [72]. Agirlik fonksiyonunun kiiciik dereceli olmasi
daha iyi sonu¢ vermesi agisindan Onemlidir. Bu 6rnek i¢in hesaplanan birinci

dereceden agirlik fonksiyonu asagida verilmistir.

 (125+0.35)

= (4.119)
(2.26425 +1)

Wy (s)

Sekil 4.54’te goriildiigii gibi hesaplanan agirlik fonksiyonu denklem 4.110’da

verilen durumu saglamaktadir. Sistemin kararlilig1 i¢in ise, denklem 4.111°de verilen

durum saglanmalidir. Denklem 4.111’in bir bagka ifadesi olarak denklem 4.115
kullanilabilir. Bunun i¢in 7 (s) asagidaki sekilde elde edilmistir.

G, (5)K(s)

h) =176 0K

(4.120)
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Bode Diagram

Magnitude {abs)

2 R R R R R I R R I R R :
10° 0 Frequencyyfrad/s) 10 10

Sekil 4.54. Elde edilen agirlik fonksiyonu grafigi.

Kc=0.3 ve Kc=0.17 degerleri icin 7 (s) ve grafikleri sirasiyla Sekil

(s
4.55 (a) ve (b)’de verilmistir. Gortildigi gibi Kc=0.17 degerinde, denklem 4.115

saglanmaktadir. Boylece, Kc=0.17 degerinde bu sistem dayanikli kararhdir.
Kararliligin grafiksel olarak gosterimi ig¢in L,(jw) merkezli ve |WM( Jo)Ly( ja))|
yarigapli Nyquist zarflarin1 ¢izmek yeterlidir. Kc=0.3 icin elde edilen Nyquist
daireleri Sekil 4.56’da verilmistir. Gortildigii gibi Nyquist daireleri [—1,0 j] kritik

noktasini icermektedir.

Bode Diagram

Magnitude (abs)
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Bode Diagram

Magnitude (abs)
i

107 107" Frequencyyfrad/s) 10 10

Sekil 4.55. (a) Kc=0.3 igin T (s) ve W;() grafikleri. (b) Kc=0.17 i¢in T;(s) ve

u\S

_ grafikleri.
1 (5)

Dolayisiyla Kc=0.3 degeri igin verilen sistem dayanikli kararli degildir.
Kc=0.17 i¢in elde edilen Nyquist daireleri ise Sekil 4.57°de verilmistir. Sekilden
goriildiigii gibi kritik nokta, dairelerin disinda kalmaktadir, dolayisiyla Kc=0.17
degeri icin verilen sistem hala dayanikh kararhidir. Kc >0.17 degerleri i¢in sistemin
kararsizliga gidecegi Sekil 4.57°den goriilebilir.

Myquist Diagram

Imaginary Axis

3 2 A Real Axis 1 2 3

Sekil 4.56. Kc =0.3 igin elde edilen Nyquist daireleri.
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MNyquist Diagram

Imaginary Axis

Lucn

Sekil 4.57. Kc =0.17 i¢in elde edilen Nyquist daireleri.
Bir sonraki 6rnekte de daha yiiksek dereceli bir sistemi ele alalim.
Ornek 4.19: Asagida verilen kesir dereceli transfer fonksiyonunu ele alalim [73].

K
s(sz‘1 +25" 4+ 4)

G, (s)= (4.121)

K =1 degeri i¢in, u¢ noktalarda elde edilmis bir transfer fonksiyonu ise asagidaki

gibi verilsin.

1
s(sz‘1 +35M5 4+ 5)

Gig,e (5) = (4.122)

Denklem 4.121 ve 4.122'de verilen transfer fonksiyonlar1 kullanilarak elde edilen

Gio, (J©)
Gy (jo)

—1] Bode genlik grafigi Sekil 4.58'de verilmistir.

Bu 6rnek icin hesaplanan agirlik fonksiyonu agagida verilmistir.

(-1.15*" =1.1s"%)
(S3.1+3S2.05+S1.05)

W, (s)= (4.123)

GlOug (]a)) . 1

Gy (jo) : |WM (]50)|

Sekil 4.59'da goriildiigii gibi hesaplanan agirlik fonksiyonu

durumunu saglamaktadir.
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Bode Diagram

Magnitude (abs)

Gl()u(‘, (ja)) _

Sekil 4.58. .
0(Jo)

1| Bode genlik grafigi.

K=1, K=4 ve K=35 degerleri i¢in T,(s) ve W;() grafikleri Sekil 4.60'da

(s
verilmigtir. Goriilldiigii gibi K=1 ve K =4 degerlerinde, denklem 4.115

saglanmaktadir. Bu nedenle, K 6[1,4] araliginda bu sistem dayanikl kararhidir.

K =35 degerinde ise, denklem 4.115'te verilen durum saglanmadigi i¢in sistem

dayanikli kararl degildir.

Bode Diagram

Magnitude (abs)

10 10" Frequenow"(rads’s} 10 10°

Sekil 4.59. Hesaplanan agirlik fonksiyonu.
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Bode Diagram

Magnitude (abs)

H HE R S h
10 Frequencyplrad/s) 10

Sekil 4.60. K =1, K =4 ve K =5 degerleri i¢in 7(s) ve grafikleri.

M

K=1, K=4 ve K=5 degerleri igin L;(jw) merkezli ve |WM(ja))L0(ja))|
yaricaplt Nyquist zarflar1 Sekil 4.61-4.63'te verilmistir. Sekil 4.61 ve 4.62'de
goriildiigii gibi Nyquist daireleri [—1,0 j] kritik noktasin1 igermemektedir,
dolayisiyla K € [1,4] araligindaki degerler icin bu sistem dayanikli kararlidir. Sekil

4.63'te ise Nyquist daireleri kritik noktay1 igcermektedir, dolayisiyla bu deger icin

sistem dayanikli kararl degildir.

Myquist Diagram

30 dB 10 4E6 GBABIB 4B 4B HBIB10 0 di,

0.05 F

=1

=y = =1
(5] =y o [=1
. »

 Imaginary Axi

M
T

025

03k

0235 ’ L HE H il | b T-. =7
| 0.8 0.6 -(Rkal Axis0 2 0 0.2 04

Sekil 4.61. K =1 degeri icin Nyquist dairleri.
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Myquist Diagram

L
LIy
gy

7
I

i

1)
i

.
i
&

5

il
I

&

) :fm..*..mm // \
A, _..//%
il

muvii =

0.2

0.2

-(Real Axisl.4

0.8

wl 2

=T w

_xd‘.ﬂmc_mm_uc.__

N8+

4 degeri i¢in Nyquist dairleri.

Sekil 4.62. K

Myquist Diagram

m_xﬁ AieuiBeL |

i ......._‘:...‘w oy .._.w ........ ] m

.-; '
X |
ER Js

5 degeri igin Nyquist dairleri.

Sekil 4.63. K

Boylece, yapisiz belirsizlik igeren kesir dereceli sistemlerin kararlilik

analizleri hakkinda kisaca bilgi verilmis oldu. Sonraki boéliimde, kesir dereceli

polinom ve sistemlerin koklerinin yerine dayanarak kararlilik analizi yapan bir

yontem verilmistir.
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4.4. Kesir Dereceli Polinomlarin Koklerinin Yerine Dayanan Analiz Yontemi

Literatiirde, dogrusal ve zamandan bagimsiz sistemelerin kararlilik analizi
genellikle durum denklemlerinin 6zdegerlerinin hesaplanmasi ile yapilmaktadir.
Klasik kontrol teorisinde koklerin yerine dayanan kararlilik analizi kullanigh bir
teknik olarak bilinmektedir. Bu nedenle, bu ydntemi, belirsiz katsayilar ve iisler
igeren kesir dereceli sistemlerin analizi i¢in genellestirmek, literature, 6zellikle kesir
dereceli kontrol c¢alismalarima onemli ufuklar kazandiracaktir. Bu boéliimde, aralik
belirsizligi igeren kesir dereceli kapali ¢evrim kontrol sistemlerinin sayisal analizi
yapilmistir. Ayrica, bu bdliimde belirsiz iislere sahip kesir dereceli sistemler de ele
alinmistir. Verilen yontemin temel mantigi, s=v" degisikligini kullanarak kesir
dereceli polinomu, genisletilmis tamsayr dereceli polinoma doniistiirmeye

dayanmaktadir.

Bu bolimde verilen yontem, Once aralik belirsizligi iceren kesir dereceli
polinom ve sistemler iizerinden agiklanmistir. Daha sonra da ¢oklu belirsizlik yapilar
igeren kesir dereceli sistemler ele alinmustir.

4.4.1. Kesir dereceli belirsiz polinomlar i¢in kararhhk analizi

Denklem 2.28’de verilen belirsiz polinom ailesini ele alalim. Bu polinom
ailesinin kok bolgesini elde etmek igin polinomda s =v" degisikligi yapilabilir. Bu
islem ile kesir dereceli sistem kararlilik problemi, tamsay1 dereceli sistem kararlilik

problemine indirgenmis olur. Bu durumdaki kararlilik analizi Riemann katmanlaria

dayanmaktadir [41]. s =v" degisikligi ile kompleks kok uzayinda m adet Riemann

katmani tanimlanmis olur [41]. Boylece, genisletilmis tamsay1 dereceli sistemin
koklerinin yeri incelenerek kararlilik analizi yapilabilir. s=v" degisikligi igin,

genisletilmis tamsay1 dereceli polinom ailesi asagidaki gibi verilebilir.

P"(v,q) = g/ + g0 +..+ g, (4.124)

Burada, P"(v,q) genisletilmis tamsay1 dereceli polinom ve S =me,, i=12,---,n

genigletilmis tamsay1 dereceli {iislerdir. qz[ql,qz,m,qn], belirsiz parametre

kiimesidir. Bu polinom tamsay1 dereceli oldugu i¢in kokleri bilinen yontemlerle
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hesaplanabilir. Kararlihk analizi igin bu kdoklerin fazlarmin hesaplanmasi

gerekmektedir. Boylece kok bolgesi analizi agsagidaki sekilde 6zetlenebilir [41].

e Kesir dereceli polinom, m genisletme katsayisi ile genisletilmis tamsay1 dereceli
polinoma doniigtiiriiliir.
e Bu yeni polinomun kokleri hesaplanir ve her kokiin fazi bulunur.

o Eger 7r/2m<|(or|<7r/m faz bolgesinde kok bulunuyorsa polinom ailesi

dayanikli kararlidir.

e Eger kokler =/ 2m bolgesinde ise polinom ailesi osilasyondadir.

?,

o Eger |(p,,| < /2m faz bolgesinde kok bulunuyorsa polinom ailesi kararsizdir.

m =1 durumunda Riemann yiizeyi, kompleks uzayin sol yar diizlemini temsil
etmektedir. Bilindigi gibi bu diizlem klasik polinomlarm kararlilik bolgesidir. Bu

durumda tamsay1 dereceli polinomlar i¢in faz kararlilik bolgesi z/2<|p,|< 7 olarak

yazilabilir. Kesir dereceli polinomlarin kararlilik bolgesinin grafiksel gosterimi Sekil

4.64’te verilmistir.

jv, @ =im
,
_ ; Y
V= Vx + ]vy 7
Complex ,/ @, =x/2m
Root Plane / Instable System
Ph 3 Root Location ~
< ¥ : : >
«  FirstRiemann V.
~ _sheet
~
~
.
\ -
v ¢, =—r/m

Sekil 4.64. Kesir dereceli polinomlarin kararlilik bolgesi.

Belirsiz parametre vektorii q'nun alt ve st limitleri, katsayr uzaymda bir Q

hiperkiipii olusturur.

Q:{q:ziSqigqj’izlaz’n'an} (4125)
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Belirsiz parametre kiimesi q ve hiperkiipp O ele alinsin. Hiperkiip, belirsiz
parametrelerin tiim alt ve iist limitleri kullanilarak elde edilen polinom ailesini temsil

etmektedir. Bu polinom kiimesi Qe R" ile ifade edilsin. Bu durumda asagidaki

teorem gegcerlidir.

Teorem 12: Q polinom ailesinin kompleks kokleri, asagida verilen sekilde bir kok

bolgesi olusturur.
R(Q)={v.:P"(q,v,)=0, VqeQ,rel,2,---,&} (4.126)

Burada, R(Q), kesir dereceli polinom ailesinin kdk bolgesi olarak ifade edilebilir.

Bu kok bolgesi kullanilarak kesir dereceli belirsiz polinomlarin  kararliligi

incelenebilir.

Ispat: Genisletme katsayis1 m , kesir dereceli iisleri minimum tamsay1 dereceli iislere
ceviren ortak bir katsayidir. Bu durumda yeni polinomun derecesi & =max{f}
olarak yazilabilir ve polinom ailesinin her iiyesinin Riemann katmanlarinda & adet
kokii bulunmaktadir. Bu kokler, v,,v,, -+, v, olarak isimlendirilsin. Birinci Riemann
katmaninda yer alan kokler, yani @ € (—x/m,7/m) faz bolgesinde olan kokler,

fiziksel olarak anlamlidir ve kesir dereceli polinomlarin kararlilik analizinde
kullanilabilir. Bu sekilde genisletilmis tamsay1 dereceli polinomun kokleri elde

edilmis olur.
Kok bolgesi analizi referans aliarak, bu bilgiler ispata eklenmistir. Hiperkiip
O'nun koése noktalari, belirsiz katsayilarin tim alt ve st limitleri g, e[q’.,(z.]

g6zoniine almarak elde edilmistir. Bu sekilde bir hiperkiipiin 2" kosesi ve n2""
etkin kenar1 bulunmaktadir. 7, belirsiz parametre sayisidir. Etkin kenarlar, kose
noktalar1 birbirine baglayan dis ¢izgilerdir. Sekil 4.65'te 3 belirsiz parametre igeren
bir polinom ailesinin olusturdugu hiperkiip verilmistir.

Kose noktalar1 ve kenarlar kiimeleri sirasiyla c=[c1,c2,---,c2”] ve

e=[el,e2,---,enz,,,,J olarak isimlendirilmistir. Tki kose arasindaki kenar asagidaki

denklem ile elde edilebilir.
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e, =(4c,+(1-2)c,),1€[0.1] (4.127)

¢; ve ¢, kose polinomlaridir ve ¢,_;, bu koseler arasmdaki kenardir. Etkin

kenarlar kullanilarak elde edilen bu kok bolgesi, kesir dereceli belirsiz polinomlarin
tam kok bolgesini temsil etmektedir. Daha sonra ise, kdk bolgesi analizi kullanilarak

belirsiz polinomun kararlilik analizi yapilabilir. &

a2
c, e c,
e. 64 /
,3 €10 e, Aien
c, 2 'C,
e, a
eg 65 11 3
€ /Cg e, , Cs
e,
a ©1 Cs
Sekil 4.65. 3 Belirsiz parametre iceren kesir dereceli polinom ailesinin olusturdugu
hiperkiip.

4.4.2. Kesir dereceli belirsiz sistemler i¢in kararhhk analizi

Simdi de denklem 2.30'da verilen kesir dereceli bir transfer fonksiyonu ile
ifade edilen sistemi ele alalim. Bu sistemin belirsiz karakteristik polinomu denklem
4.25'te verilmistir. Bu sekilde verilen karakteristik polinomun belirsiz katsayilar

kiimesi ¢=[p,q], bir O, hiperkiipii olugturmaktadir. Hiperkiipiin kose polinomlar

kiimesi Q, € R" ile ifade edilsin. Bu durumda asagidaki 6neri yazilabilir.

Oneri 1: Q, polinom ailesinin kompleks kokleri, asagida verilen sekilde bir kok

bolgesi olusturur
RQ)={v.:P"(c,v,)=0, VeeQ,,rel,2,---,&, } (4.128)

Burada, R(€2,), kesir dereceli karakteristik polinom ailesinin kok bolgesi olarak

ifade edilebilir. Teorem 12'ye benzer sekilde bu kok bolgesi kullamilarak kesir

dereceli belirsiz polinomlarin kararlilig1 incelenebilir.
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Ispat: Karakteristik polinom ailesi Q,, belirsiz polinom ailesi Q gibi bir polinom
kiimesidir. Bu durumda €2, 'nin kok bolgesi, Q'nin kok bolgesi gibi elde edilir.

Boylece, R(€2,) kiimesinin elemanlari kararlilik i¢in kullanilabilir. &

Verilen yontemin etkinligini tamsay1 dereceli bir transfer fonksiyonu iizerinden test

etmek faydali olacaktir.
Ornek 4.20: Asagida verilen belirsiz transfer fonksiyonunu ele alalim.

0.5

3 2
P4aS T D438 + Pyt Dy

G, (s,p,) = (4.129)

Belirsiz parametreler P.4€[0.5,1.5], p, 5 €[3.4], s, €][1,2] ve
2% 6[0.45,0.5] olarak verilmistir. Verilen sistem tamsayr dereceli oldugu i¢in

genisletme katsayis1t m =1 olarak se¢ilmistir. Kok bolgesi analizinde verildigi gibi,

bu durumda kararhilik bolgesi tamsay1 dereceli polinomlarin kararlilik bolgesi ile

ayni olmaktadir. m=1 durumu i¢in s=v" degisikligi uygulandiginda sistemin

karakteristik polinomu asagidaki sekilde elde edilir.
Al (v)=[0.5,1.5" +[3,4]v" +[1,2]' +[0.45,0.5]+0.5 (4.130)

Karakteristik denklemin, belirsiz parametrelerinin alt ve iist limitleri arasinda

100 deger alinarak elde edilen kok bolgesi Sekil 4.66°da verilmistir.

imag

real

Sekil 4.66. Denklem 4.130°da verilen karakteristik denklemin kok bolgesi.
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Biitiin koklerin mutlak faz degerleri 7/2 < |arg {R(Q)}| < 7 bolgesinde oldugu

icin bu sistem dayanikli kararlidir. Sekil 4.67'de, sistem kok bolgesinin kose ve kenar
polinomlar1 gosterilmistir. Sekil 4.66'ya gore ¢ok daha az polinom kullanilarak elde
edilen kok bolgesine gore de sistemin kararliligi goriilmektedir. Sekil 4.68'de ise
kose polinomlarmin birim basamak cevaplar1 verilmistir. Goriildiigii gibi denklem

4.129'da verilen sistem dayanikli kararhdir.

06 H

0.5

0.45+

Sekil 4.67. Denklem 4.130°da verilen karakteristik denklemin kok bolgesinin kose ve
etkin kenar polinomlari.

L 1 i W[,

0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100
Sekil 4.68. Denklem 4.129°da verilen sistemin kose polinomlariin birim basamak
cevaplari.
Simdi de yontemi, kesir dereceli belirsiz bir sistem iizerinde uygulayalim.
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Ornek 4.21: Asagida verilen kesir dereceli belirsiz transfer fonkiyonunu ele alalim.

1

Gy, (s,ps) =
1208, Ps 18 3 05
JZP N TN 22PN 2

(4.131)

Belirsiz parametreler, p;, € [1,1.2],175’3 € [0.7,0.9],[)5,2 € [1.8,2] ve ps, € [0.9,1]
olarak segilmistir. m =10 i¢in s =v" degisikligini uygularsak asagidaki karakteristik
polinom ailesini elde ederiz.

A () =[1,1.21v"* +[0.7,0.9]" +[1.8,2]v° +[0.9,1]+1 (4.132)

Belirsiz parametrelerin alt ve {ist limitlari arasinda 100 deger alinmustir. 4 belirsiz
parametre iceren karakteristik polinom ailesinin kdse polinomlar1 asagida verildigi

gibi elde edilmistir.

A, =A"([a,a,a;4,],v) , A, =A"([a,a,a,a,],v), A, =A"([g,a,a,4,],v),
A, =A"(a,a,a,a,]v), A, =A"([g,a,a,4,],v), A, =A"([a,a0,4,a,],v),
A, =A"([a,a,a,4,],v), A, =A"([a,4,a,a,],v), A, =A"([a,a,a,4,].v),
A, =A"(aa,a,a,]v), A, =A"([g,a,a,a,],v), A, =A"([a,a,a,a,],v),

& 812

&13

A, =A@ T a a0, A, =A"(G@ a3 aa)v), A, =A"(7@ a3 alv),

4

A, =A"([@a,aa,).v).

Benzer sekilde, /# €[0,1] i¢in elde edilen kenar polinomlar1 asagida verilmistir.

A, =AN'(la,a,a;S8(a,,M)]v), A, =A"([a,a,S5(ay,h)a,],v),
A, =A"([a,S(ay,h)a;4,],v) , A, =A"([S(a,,h)a, a;4,],v),
A, =A"([a,a,S(a;,h)a,],v), A, =A"([a,S(ay,h)a;a,],v),
A, =A"([S(a,)a,a;a,],v), A, =A"(a,a,a,S(a,,h)],v),
A, =A"(la,S(ay,h)a,a,],v), A, =A"([S(a,h)a,a;4,],v),
A, =A"(la,S(ay,h)a,a,],v), A, =A"([S(a,h)a,a;a,],v),
A, =A"([g,a,a,5(a,,h)]v), A, =A"(la,a, S(ay,h) a,].v),

A, =A"([S(a,h)a,a,a,],v), A, =A"(la,a,S(ay,h)a,],v),

101



A, =A"([S(a,h)a, a,a,],v), A, =A"(g,a,a S(a,,h)],v),
A, =A"([S(a,Ma,a,a,],v), A, =A"([S(a,h)a,a;a,],v),
A, =A"([G, 4, S(a. W), A, =A"([G,a, S(a. k) a].v),
A, =A"([a S(ay,h)a4,],v), A, =A"([a a,S(a;,h)a,],v),
A, = A"([@ S(ay hya, @,1v), A, = A"(@ a,a@, S(a,. DY),
A, =A"([a,S(ay,h)aya,],v), A, =A"(a S(ay,h)a,a,],v),
A, =A"([a a,a,8(a,,M)]v), A, =A"([aa, S(a;,h) a,],v),

A, =A"([a a,S(a,h)a,]v), A, =A"([a,a,a,S(a,, )], v).

bu sistem i¢in elde edilen kok bolgesi Sekil 4.69'da verilmistir. Karakteristik

polinomun kokleri 7/ 20<|arg{R(Q)}| < /10 kararlilik bolgesinde oldugu igin bu

sistem dayanikli kararhidir. Karakteristik denklemin sadece kose ve kenar
polinomlar1 kullanilarak elde edilen kok bolgesi ve kose polinomlar1 kullanilarak
elde edilen birim basamak cevaplari sirasiyla Sekil 4.70 ve 4.71’de verilmistir.
Verilen yontemi, kararsiz kokler iceren kesir dereceli bir sistem iizerinde

uygulamanin yararli olacag: diisiiniilmektedir.

imag

Sekil 4.69. Denklem 4.132’de verilen karakteristik denklemin kok bolgesi.
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0.254

0.252

0.248

0.246

0.244

imag

0.242

0.238

0.236

0.234

Sekil 4.70. Denklem 4.132°de verilen karakteristik denklemin kok bolgesinin kose ve
etkin kenar polinomlari.

. ey SRS

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
t

Sekil 4.71. Denklem 4.131°de verilen sistemin kose polinomlariin birim basamak
cevaplari.
Ornek 4.22: Asagida verilen kesir dereceli belirsiz transfer fonksiyonunu ele alalim.

1
3 29 21 ¥ 01
S+ PeaS T Pe3S T PSS T PgiS

G5(s, ps) = (4.133)

Burada, belirsiz  parametreler, Deos € [2.56 , 6.56] , Dss € [2.871, 12.614] ,

Do € [3.164,15.868] Ve P, € [1.853,23.677] olarak verilmistir. m =10 i¢in s ="
degisikligini uygulayarak, agsagidaki karakteristik polinom ailesini elde edebiliriz.
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AY(v) =v* +[2.56,6.56]v" +[2.871,12.614]v*!

(4.134)
+[3.164,15.868]v'" +[1.853,23.677] +1

Belirsiz parametre araliklarinda 100 deger alinarak elde edilen kok bolgesi Sekil

4.72°de verilmistir.

Sekil 4.72. Denklem 4.134’te verilen karakteristik denklemin kok bolgesi.

Biitiin kokler kararlilik bolgesi 7/20 < |arg{R(Q)}| < /10 igerisinde olmadig igin,

verilen parametre araliklarinda sistem dayanikl kararli degildir. Ornek olarak kose
polinomu A, =A"([a,a,a,a,],v)’in kok faz degeri kararlilik bolgesinin disinda
kalmaktadir. Sekil 4.73’te ise kdse ve kenar polinomlari ile elde edilen kdk bolgesi
verilmigtir. Beklendigi gibi baz1 kose ve kenar polinomlar1 kararlhilik bolgesinin
disinda kalmaktadir. Sekil 4.74‘te 3 farkli kdse polinomunun birim basamak
cevaplan verilmistir. Sekil 4.73’te goriilen 1 numarali polinomun birim basamak
cevabi Sekil 4.74(a)’da verilmistir. 1 numarali basamak cevabinda, polinomun koék
faz1 7/20 smirina yakin oldugu i¢in sénen osilasyon durumu gozlenmektedir. Sekil
4.73’te gorlilen 2 numarali polinomun birim basamak cevab1 Sekil 4.74(b)’de
verilmigtir. 2 numarali basamak cevabinda ise kararli bir polinom gézlenmektedir.
Son olarak, Sekil 4.73’te goriilen 3 numarali polinomun birim basamak cevabi Sekil

4.74(c)’de verilmistir. 3 numarali basamak cevabi kararsiz bir polinomu temsil
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etmektedir. Biitiin kokler kararlilik bolgesinde olmadigi i¢in bu sistem, verilen
parametre araliklarinda dayanikli kararli degildir. Belirsiz karakteristik denklemin 4
Kharitonov polinomu Sekil 4.73’te yuvarlak ile isaretlenmistir. Goriildiigii gibi
Kharitonov polinomlar1 kesir dereceli polinomlarin kararlilik analizi ic¢in yetersiz

kalmaktadir.

imag

Sekil 4.73. Denklem 4.134°te verilen karakteristik denklemin kok bolgesinin kose ve
etkin kenar polinomlari.

1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Sekil 4.74. (a) 1 numarali polinomun birim basamak cevabi. (b) 2 numarali
polinomun birim basamak cevabi. (¢) 3 numarali polinomun birim basamak cevabi.
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4.4.3. Kesir dereceli ¢coklu belirsiz polinomlar icin kararhlik analizi

Bu boliimde, c¢oklu belirsizlik yapisi iceren kesir dereceli polinomlarin kok
bolgesine dayali kararlilik analizi yapilmistir. Denklem 4.34‘te verilen coklu
belirsizlik yapisindaki polinom ailesini ele alalim. Bu polinom ailesinin genisletilmis

tamsay1 dereceli formu asagida verilmistir.
F"(v,h) = 4" (s)B" (v,h )P (v,h,)-- P (v,h,) (4.135)

Burada, P"(v,h,), herhangi bir dogrusal belirsizlik yapisi iceren genisletilmis
tamsay1 dereceli polinom ailesidir. Belirsiz parametreler kiimesi h ’'nin alt ve iist

limitleri ile olusan hiperkiip O, asagida verildigi gibidir.
O,=th:q <q,<q,,i=12,---,n  j=12,---,k} (4.136)

0, hiperkiipiiniin temsil ettigi polinom ailesini Q, € R" ile gosterelim. Bu sekilde,

asagidaki oneri elde edilebilir.

Oneri 2: Q, polinom ailesinin kompleks kokleri, asagida verilen sekilde bir kok

bolgesi olusturur
RQ)={v.:F"(h,v,)=0, VheQ,,rel,2,---,&} (4.137)

Burada, R(€Y,), kesir dereceli ¢oklu belirsiz polinom ailesinin kok bolgesi olarak

ifade edilebilir. Teorem 12'ye benzer sekilde bu kok bolgesi kullamilarak kesir

dereceli belirsiz polinomlarin kararlilig1 incelenebilir.

Ispat: Karakteristik polinom ailesi €, belirsiz polinom ailesi Q gibi bir polinom
kiimesidir. Bu durumda €, 'nin kok bolgesi, Q'nin kok bolgesi gibi elde edilir.

Boylece, R(€,) kiimesinin elemanlari kararlilik i¢in kullanilabilir. &

Daha sonra, c¢oklu belirsizlik yapisi iceren kesir dereceli polinomlarin kararlilik

analizi kok bolgesi analizinde verildigi gibi yapilabilir.
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4.4.4. Kesir dereceli ¢oklu belirsiz sistemler icin kararhlik analizi

Bu bdliimde, coklu belirsizlik yapist igeren kesir dereceli sistemlerin kok
bolgesine dayanan kararlilik analizi verilmistir. Denklem 4.38‘de verilen coklu
belirsizlik yapisi iceren kesir dereceli sistemi ele alalim. Bu sistemin genisletilmis

tamsay1 dereceli formu asagida verildigi gibi elde edilir.

_Zy(wb) _ Cl(s) Pa(s.b)Bn(s.b,)... Pa(s.by)

Lm (V, c) T ym m t pm m m
Ly(v,a)  Ch(s) By (s,a,)B(s,a,)... By (s,a,)

(4.138)

Burada, Py (v,b,) ve P;(v,a,), herhangi bir dogrusal belirsizlik yapis1 i¢eren

genisletilmis tamsayr dereceli polinom aileleridir. L7 (v,b) ve L7 (v,a) ise
genisletilmis tamsayr dereceli c¢oklu belirsiz polinom aileleridir. Bu sistemin

karakteristik polinom ailesi asagida verilmistir.

AL (v,€) = Cy (s) By (s,b,) By (55 b,)... By (s,by)
+Cp ()P (5,2) By (5,2,)... B (5,2,

t

(4.139)

Belirsiz parametrelerin alt ve st limitleri varsayilarak elde edilen hiperkiip O,

asagida verilmistir.

O.={c:b,<b <banda,<a,<a,i=12,--,n j=1,2,---,k} (4.140)

y y y bt/ y i

Q. hiperkiipiiniin temsil ettigi polinom ailesini Q_ € R" ile gosterelim. Bu sekilde,

asagidaki oneri elde edilebilir.

Oneri 3: Q_ polinom ailesinin kompleks kékleri, asagida verilen sekilde bir kok

bolgesi olusturur
RQ)={v, :AT(e,v)=0, VeeQ,,rel,2,---,&} (4.141)

Burada, R(€),), kesir dereceli ¢oklu belirsiz karakteristik polinom ailesinin kok

bolgesi olarak ifade edilebilir. Teorem 12'ye benzer sekilde bu kok bolgesi

kullanilarak kesir dereceli belirsiz polinomlarm kararlilig1 incelenebilir.
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Ispat: Karakteristik polinom ailesi Q,, belirsiz polinom ailesi Q gibi bir polinom
kiimesidir. Bu durumda €, 'nin kok bolgesi, Q'nin kok bolgesi gibi elde edilir.
Boylece, R(QQ,) kiimesinin elemanlar1 kararlilik igin kullanilabilir. &
Daha sonra, ¢oklu belirsizlik yapisi i¢eren kesir dereceli sistemlerin kararlilik analizi
kok bolgesi analizinde verildigi gibi yapilabilir.

Kesir dereceli ¢oklu belirsiz sistemlerin kararlilik analizinin daha iyi

anlagilmasi i¢in agagida verilen 6rnekler faydali olacaktir.

Ornek 4.23: Asagida verilen aralik belirsizligi igeren sistemleri ve PI kontrolorii ele

alalim.

K. 1 1
C3(S):Kp+?l’ G14(S9p7):Ta G]S(S7p8):T (4142)

J 2R 2P DPg,S " +Dgo

Burada, K, =1, K,=2 ve belirsiz parametreler p, e[1,12], p,,€[0.7,0.9],
Ds. 6[1.8,2] V€ Py, 6[0.9,1] olarak verilmistir. Bu sistemlerin ¢arpimu ile elde

edilen ¢oklu belirsiz sistem asagida verilmistir.

s+2

17 1 06
D71DPs1S T D71D5,S T Pr2D71S T P7a2Dso

()G, (5,p;)Gi5(s,pg) = (4.143)

Boylece, denklem 4.143‘teki sistemin karakteristik polinom ailesi asagidaki gibi elde

edilir.
A(s) = p7,1p8,1S1‘7 + 177,1178,2S1A1 "'177,2178,1506 +85+ PP, +2=0 (4.144)

m=10 i¢in s=v" degisikligi yapilarak, genisletilmis tamsay1 dereceli karakteristik

polinom ailesi asagidaki gibi elde edilir.
Aio (v)= p7,1p8,1517 + p7,1ps,2s11 +5"+ p7,2p8,1S6 +PDraDsnt 2=0 (4.145)

Bu 6rnek igin hiperkiipiin koselerini ve kenarlarini olusturan polinomlar Ornek
4.21°deki sekilde elde edilebilir. Denklem 4.145°teki polinom ailesinin kok bolgesi
Sekil  4.75’te  verilmistir.  Sekilden  gorildiigic  gibi  kdk  bolgesi
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!/ 20<|arg{R(Q)}| <7/10 durumunu saglamaktadir, dolayisiyla bu sistem verilen

belirsiz parametreler i¢in dayanikli kararlidir. Sadece kose ve kenar polinomlari
kullanilarak, hesaplama kolaylig1 saglanmis kok bolgesi Sekil 4.76’da verilmistir.
Sekil 4.75°te verilen kok bolgesi 65.536 polinom kullanilarak elde edilmisken. Sekil
4.76’da verilen kok bolgesi 800 polinom kullanilarak olusturulmustur. Dolayisiyla,
sadece kose ve kenar polinomlart kullanilarak olusturulan kok bolgesi hesabinda
biiyiik 6l¢iide hesaplama kolaylig1 saglanmistir. Sekil 4.77°de ise, kdse polinomlaria

ait birim basamak cevaplari verilmistir.

0.185

0.165

i ]
" 0.96 0.965 0.97 0.975 0.98
real

Sekil 4.76. Denklem 4.145’teki polinom ailesinin kose ve kenar polinomlari
kullanilarak elde edilen kok bolgesi.
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Sekil 4.77. Denklem 4.143’teki sistemin kdse polinomlarina ait birim basamak
cevaplari.

Ornek 4.24: Belirsiz parametreleri Do, € [1.5,2],p972 € [O.3,1.3],pwv1 € [1.4,2.5] ve
Dios € [0.3,1.4] olarak verilen affine dogrusal belirsizlik yapis1 iceren asagidaki kesir
dereceli transfer fonksiyonlarini ele alalim.

1

2P0, #3095 )57 +(Poy + Do)
1

Pioa+2Pi, )30‘6 + (plo,l + D )

G (s,py) = (
(4.146)

G, (s,py) = (

Bu sistemlerin carpimi ile asagidaki kesir dereceli ¢oklu belirsiz sistem elde

edilmistir.

(4.147)

1
29

2Py Proy +4Do P02 +3Po2Proy +0Ps 2 Do )S +

3

2Pg1P101 +2P5, D102 +3D5Pr0) T3P92Pros )32' +
Do1Dioy T 2p9,1p10,2 + Dy Proy t 21’9,21’10,2)‘5&‘6 +

G|6(S:p9)G17(Sap1o) =

P e e

PoiPros T PorProst PopProy + PosrPros )

m=10 i¢in s=v" degisikligi uygulanarak asagidaki genisletilmis tamsay1 dereceli
karakteristik denklem elde edilir. Denklem 4.148’de verilen karakteristik denklemin
kok bolgesi, Sekil 4.78'de verilmistir.
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A" (s)= (2p9,1p1o,1 + 4p9,1p1o,2 + 3179,21710,1 + 6p9,2p10,2 ) s+
(2p9,1p10,1 + 2p9,1p10,2 + 3p9,2p10,1 + 3pf,:,zplo,z )S23 + (4.148)
(p9,1p10,1 +2P5, D102+ PorPios +2Ps,Dio ) s*+

(po,lplo,l T PP T PoaPros t PosPros ) +1=0

Sekil 4.78. Denklem 4.148’de verilen karakteristik denklemin kok bolgesi.

Goruldugi gibi kokler 7/ 20<|arg{R(Q)}|<7r/ 10 kararlilik sinirinda yer

almadigi icin bu sistem verilen parametre araliklarinda kararsizdir.

0131}

0.1295 |+

i i i i i i i
0.954 0.956 0.958 0.96 0.962 0.964 0.966
real

Sekil 4.79. Denklem 4.148’de verilen karakteristik denklemin kdse ve kenar
polinomlart ile elde edilmis kok bolgesi.
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Sekil 4.79'da, sadece kdse ve kenar polinomlari kullanilarak olusturulmus kék
bolgesi ve Sekil 4.80'de kdse polinomlarina ait birim basamak cevaplar1 verilmistir.
Sekil 4.78'de verilen kok bolgesi 262.144 kok kullanilarak elde edilmigken, Sekil
4.79'da verilen kok bolgesinde 1.600 kok yer almaktadir. Bu sekilde elde edilen
hesaplama kolaylig1 agik¢a goriilmektedir.

[ o T T
.
i
S P O o
O e
ot
o S s o
O
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Sekil 4.80. Denklem 4.147°de verilen sistemin kdse polinomlarinin birim basamak
cevaplari.
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4.5. Hermite-Biehler Teoremi ile Kararhhk Analizi

Bu béliimde, klasik polinomlarin kararlilik analizinde etkili bir sekilde
kullanilan Hermite-Biehler teoreminin kesir dereceli polinom aileleri igin
genellenmesi yer almaktadir. Hermite-Biehler teoremi, bir bagka deyisle interlacing
(6riilme) teoremi, polinomun tek ve ¢ift kisimlarinin birbirine 6riillen koklerini
kullanarak kararlilik analizi yapan bir frekans tabani yaklasimidir [63, 64]. Kesir
dereceli polinomun tek ve cift kisimlar1 bulunarak, elde edilen yeni polinomlarin
gercek koklerinin hesaplanmasi ve bu koklerin orgii biciminin incelenmesi ile
kararlilik analizi yapilmistir. Bu sekilde Hermite-Biehler teoremi kesir dereceli
polinomlar igin genellestirilmistir. elde edilen sonuglar ise, polinomlarin faz

ozellikleri ile test edilmistir.

Bu boliimde verilen calismanin Ozellikle kontrol teorisi alaninda calisan
arastirmacilar icin kullaniglt olacagi diistiniilmektedir ¢iinkil bir kontrol sisteminin
kararlilik problem, bir polinomun kararlilik problemine indirgenebilmektedir. Bir
polinomun kararlilik analizinin bir sistemin kararlilik analizinden daha kolay oldugu
sOylenebilir, dolayisiyla bu béliimde verilen yontemin kontrol sistemi problemlerinde

hesaplama kolayligi saglayacagi 6ngoriilmektedir.

Daha anlasilir olmasi agisindan oOnce klasik Hermite-Biehler teoreminin

tanitilmasinda yarar vardir.
4.5.1. Tamsay1 dereceli polinomlar icin Hermite-Biehler teoremi

Asagida verilen tamsay1 dereceli polinomu ele alalim.
P(s)=p,+ps+p,s’ +-+ps". (4.149)

Hurwitz kararlilik kriterine gore, bu polinomun kokleri kompleks uzayin sol yari
diizleminde ise polinom kararlidir [73]. Daha agik bir ifadeyle elde edilen kokler
negatif isaretli ise polinom kararlidir. Hermite-Biehler teoremi literatiirde interlacing
(6riilme) teoremi olarak da adlandirilir [63]. Teoreme dayanarak kararliligi test

etmek icin polinomun tek ve ¢ift kisimlar1 hesaplanmalidir. Denklem 4.149'da

verilen P, (s) polinomunun tek ve ¢ift kisimlar1 asagida verildigi gibidir.
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P(s)=py+p,s°+ s’ +--

. (4.150)
P’ (s) =p1s+p3s3 +p5s5 +oeee

Tek ve cift kisimlarda s= jo degisikligi yapilarak denklem asagidaki sekilde

yeniden yazilabilir.

P (@)= p,— p,@ + p,o* —--

. . 3 . 5
—_ + —_— e
P’ (w):l’ujw Ps]a;w Psj®

i ) (4.151)
=D~ D@ +ps@’ =+

Daha sonra oriilme 6zelligi i¢in agsagidaki tanim verilebilir [67].

Tammm 1: Asagida verilenler saglaniyorsa, gercek bir polinom E(s) ortilme
ozelligini saglar.
o P (s) ve P’ (s) 'nun en biiyiik dereceli terimlerinin katsayilar1 ayni isaretliyse.

e P(®w) ve P’(®)nun bitin kokleri gergek ve farkli ise ve kokler asagida

verilen sekilde siralaniyorsa,

0< @y <@y <@y <+ <y < Dyiyy < Do (4.152)
veya,

0<@,, <@, < <O e <Oty < Do < Dy - (4.153)
Burada @, ve @, , i=1,2,---,m, sirastyla ¢ift ve tek kisimlarin pozitif gergek

kokleridir. Bu durumda asagida verilen teorem gecerlidir.

Hermite-Biehler Teoremi [63]: Ger¢ek bir P (s) polinomu, oriilme o6zelligini

gosteriyorsa kararlidir.

Bu teoremin ispat1 [63]'te verilmistir. Bu teoremin grafiksel bir 6rnek lizerinden

gosterimi faydali olacaktir.
Ornek 4.25: Asagida verilen polinomu ele alalim [64].

S)=8 +41s + S + S+ S™+oS+ .
P, 425" +325" +265° +655” +8s+1 (4.154)
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Bu polinomun ¢ift ve tek kisimlar asagidaki gibi bulunmustur.

P (0)=-0°+320" - 650" +1

A , (4.155)
P (w)=20"-260"+8

Burada, P‘(o) ¢ift kismi, P°(w) ise tek kismi gdstermektedir. Cift ve tek

kisimlarin pozitif gercek kokleri asagida verilmistir.

o, =0.1245 ®,, =0.5616
o,,, =1.4707 ®,,, =3.5616 (4.156)
o, =5.4609

Cift ve tek kisimlarin ¢izimleri Sekil 4.81'de verilmistir.

4000 p---------e- poTTTTTTeeT e
(a) : : : H : : 50
: : : ; : : 40
3000 {---------- P e SRR
: Peift | : B i 0
2000 b e [ [ARS N S N 1 20
wele iwc2e | | ' i i
; | | 10
welo! ! g ! :
1000 ==-feef-- [ 0
H ; : H : : 10
: : ! : ; | 20
1000 {------ oo [ 30
: i i : i 40
-2000 i i -50 L L !
0 1 2 3 4 5 3 05 1 15
w w

Sekil 4.81. (a) Denklem 4.155'te verilen ¢ift ve tek kisimlarin @ €[0,6] rad / sn

frekans araliginda ¢izimi. (b) Denklem 4.155'te verilen ¢ift ve tek kisimlarin
we [0,1.5] rad / sn frekans araliginda ¢izim.

Sekil 4.81 (a)'dan goriildiigii gibi ¢ift ve tek kisimlarin reel ekseni kesim noktalari,
denklem 4.156'da verilen frekans degerleri ile eslesmektedir. Asagidaki durum

saglandigi i¢in bu polinom kararhdir.

<

clo

O<w

cle

<@W,, <0,, <0, (4.157)

c3e
4.5.2. Kesir dereceli polinomlar icin Hermite-Biehler teoremi

Denklem 2.30'da verilen kesir dereceli sistemin asagida verilen pay

polinomunu ele alalim.

P, ()= Bys™ + Bs™ + Bos™ +..4 5 (4.158)
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Daha 6nce de verildigi gibi, bdyle bir polinomun frekans cevabimi elde etmek icin
polinomda s = jo degisikligini yapmak gerekmektedir. Bu sekilde, asagida verilen

esitlik elde edilir.

=0

Pf (]a)) _ - |:'6'l cos(%aij}a)a +Znolj|:ﬂl Sin(%al}}wa' (4.159)

Denklem 4.159'daki kesir dereceli polinomun ¢ift ve tek kisimlar1 asagidaki gibi

verilmigtir.

Sz
$ j[ﬁi sin(;[ aﬂ of (4.160)

Py (jo)=-

jo
Bu durumda, asagidaki teorem gegerlidir.

Teorem 13 (Kesir dereceli polinomlar icin Hermite-Biehler teoremi): Kesir

dereeceli reel polinom P, (s) igin,

° Pf (a)) and Pf” (a)) 'nun biitiin kokleri reel, farkli ve Pf(a)) and P; (a)) 'nun

pozitif kokleri,

0<@p, <@p, < <Opy ) <Opy 1), < Oppe <Oy (4.161)
veya,

0<@), <@, <@pp, < <Ori 10 <Ofiryy < D (4.162)

sartin1 sagliyorsa polinom kararlidir.

Ispat: Kesir dereceli polinomun koklerini bulunmasi, ispat igin yararli olacaktir.
Bilindigi gibi, kesir dereceli polinomlarin kokleri, tamsay1 dereceli polinomlar gibi
dogrudan hesaplanamamaktadir. Bu nedenle, kesir dereceli bir polinom 6nce tamsay1
dereceli bir polinoma doniistiiriilmelidir. Denklem 4.158'de verilen kesir dereceli

polinomu ele alalim. Bu polinomu tamsay1 dereceli bir polinoma doniistiirmek icin

polinomda s=¢"" degisikligi yapilabilir. Burada 7’ },» kesir dereceleri tamsay:
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derecelere doniistiiren en kiiclik ortak katsayidir. Bu sekilde, agagida verilen tamsay1

dereceli polinom elde edilmis olur.

P(t)=at™" +ay™"" +---+a ™" (4.163)

Simdi, oyn/b dereceli bir polinom elde edilmis oldu. Tamsay1 dereceli bu
polinomun »=¢an/b adet kokii bulunmaktadir. Bu kokleri ¢, i=1,2,...,r olarak

isimlendirelim. Biitiin ¢, i =1,2,...,r . kokleri i¢in asagidaki esitlik saglanmalidir.

b
() =(") (4.164)
Sadelestirme ile agagidaki esitlik elde edilir.
s"—t"=0 (4.165)

Burada, her ¢, i¢in s'in b adet kokii bulunabilir. Daha sonra bulunan biitiin kokler,

polinomu sifir yapan degerleri bulmak i¢in kesir dereceli polinomda yerine
koyulmalidir. Bulunan bu degerler kesir dereceli polinomun gercek kokleridir. Bu
kokler, polinomun frekans cevabi ¢izimi ile test edilebilir. Derecesi # olan tamsay1
dereceli bir polinomun frekans cevabi ¢izimi saatin ters yoniinde hareket ediyor ve n
ceyrek diizlem geciyorsa o polinom kararlidir [63]. Kesir dereceli polinomlar igin ise

bu kriter biraz degisiklige ugramistir. Verilen kesir dereceli bir polinomun derecesi

(a,b) olsun. Burada, a tamsayili kisim, » ise ondalik kisimdir. Bu durumda, kesir

dereceli polinomun frekans cevabi ¢izimi saatin ters yoniinde hareket ediyor ve a +1
ceyrek diizlem geciyorsa, bu polinom kararlidir. Diger durumlarda polinom

kararsizdir. Asagidaki kesir dereceli polinomlari ele alalim.

P (s)= 574257 425 +1

. . (4.166)
P,(s)=s""+25"" + 25 +1

Sekil 4.82 (a) ve (b)'de sirasiyla Py, (s) ve P,,(s) polinomlarmimn frekans cevap
cizimleri verilmistir. Sekil 4.82 (a)’da goriildiigl gibi, derecesi 2.9 olan P, (s)

polinomunun frekans cevabi ¢izimi satin tersi yoniinde hareket ediyor ve 3 g¢eyrek

diizlemden geciyor. Benzer sekilde Sekil 4.82 (b)’de goriildiigi gibi, derecesi 3.1
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olan P,(s) polinomunun frekans cevabi ¢izimi satin tersi yoniinde hareket ederek 4

ceyrek diizlemden gegiyor.

tek

it
Sekil 4.82. (a) P, (s) polinomunun frekans cevap ¢izimi. (b) P, (s)
polinomunun frekans cevap ¢izimi.

Bu kriteri kullanarak, verilen kesir dereceli polinomun gercek koklerini de
bulmak miimkiindiir. Grafigin eksenlerle kesim noktalarindaki frekans degerleri tek
ve ¢ift kisimlarin koklerini vermektedir.

Kesir dereceli bir polinomun kararlilik analizi ayrica polinomlarin faz
ozelliklerini kullanarak da yapilabilir. Tamsay1 dereceli polinomlarin faz &zellikleri
[63]’te verilmistir. Bu 6zelliklerin kesir dereceli uzantilar asagida verilmistir.

Asagida gercek ve sanal kisimlari verilen kesir dereceli polinomu ele alalim.

q(o)

o(jw)=plo)+jg(®) ve X (w)= olsun. (4.167)
(jo)= ple) < ja(e) ve x(0)= 4]
Bu polinomun fazi asagidaki gibi elde edilebilir.
(05(6z))=t'c1n_1 q(a)) =tan”' X(a)) (4.168)
)

Oneri 4: Asagidaki durum saglaniyorsa, & ( ja)) kesir dereceli polinomu kararlidir.

V@ e[—0,+0] igin, ax(@) (4.169)
w
Esit olarak,
Voe[-en,+o0] igin, Im| ——20U2) | g (4.170)
5(jo) do
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Denklem 4.166°da verilen kesir dereceli polinomlari ele alalim. P, (s) and P, (s)

dX (o
polinomlarinin d( ) cizimleri Sekil 4.83 (a) ve 4.83 (b)’de verilmistir. Gorilldigi
0}

L. dX
gibi dd_(a)) > 0 durumu saglanmustir. &
w

. . dX (o) . . dX (o) .
Sekil 4.83. (a) P, (s) icin o ¢izimi. (b) P, (s) icin o ¢izimi.

Siirecin 6rnekler {izerinde gosterilmesi faydali olacaktir.

Ornek 4.26: Asagidaki kesir dereceli polinomu ele alalim [64].

R (s)= s +11s° +5257" +1455° +2665°
+331s* +280s” +1555° + 495 +6

4.171)

s = jo degisikligi yapilarak polinomun cift ve tek kisimlar1 agagida verilmistir.

P’ (@)= (-0.300040°) + (1100*) + (8.13460™") — (14500 ) +
(3310*") - (1550°) +(6) 4.172)
P’ (@) =(0.95110*%) ~ (51.35980"") + (2660") — (28000 ) + 49

Oriilme &zelligini test etmek icin ¢ift ve tek kisimlarim cizimleri yapilmahdir. Cift ve
tek kisimlarm we [0,2.5] rad /sn frekans araliginda g¢izimleri Sekil 4.84’te
verilmistir. Goriildigi gibi o, <o, <®,, <0,, <®,, < ®,, <0,, <0,, < o, orilme

ozelligi saglanmaktadir, dolayisiyla verilen kesir dereceli polinom kararlidir.

Simiilasyon sonuglarina gore oriilme, agsagida verilen frekanslarda olmaktadir.
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, =0.2061 rad /sn ®, =0.4676 rad /sn

®,, =0.7509 rad / sn ®,,=1.0658 rad /sn
®,; =1.6234 rad /sn ®,, =1.9716 rad /sn (4.173)
w,=2.8584rad/sn w,,=6.3412 rad /sn

®,; =19.9033 rad /sn

w,,0,,0,,0,,,0, Ve o, ,Sekil 4.84’te * ile isaretlenmistir. Oriilme noktalari aym

zamanda, tek ve ¢ift kisimar1 sifir yapan degerlerdir. Bir baska deyisle, oriilme

noktalar ¢ift ve tek noktalarin kokleridir.

Sekil 4.84. Denklem 4.171'deki kesir dereceli polinomun oriilme 6zelligi.

Tek ve ¢ift kisstmlarin kokleri ayrica, denklem 4.163-4.165°de verilen siireg

kullanilarak bulunabilir. Denklem 4.172°de verilen tek ve cift kisimlar1 ele alalim.

o =1" degisikligi yapilarak asagidaki polinomlar elde edilebilir.

Py (£°) = (0309046 + (116) + (8.134617) — (145¢%) +

(331£7) = (155¢*°) +(6) (4.174)
P () =(0.9511¢)— (51.3598¢") + (266t ™) - (280¢™) + 49

Boylece, kesir dereceli iisler tamsayr dereceli iislere doniistiiriilmiistiir. Denklem
4.174’te goriildigi gibi B’ ([10) ’nin 92 kokii, B’ (tlo) ’nun ise 82 kokii vardir. Bu
kokleri, ¢, ve t, olarak isimlendirelim. Her bir kdk i¢in @, —z =0 esitligini

saglayan @, ve ®,, degerleri bulunmalidir. Bulunan degerlerden polinomlar: sifira
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gotiiren pozitif reel olanlar verilen tek ve ¢ift kisimlarin kokleridir. Bulunan kokler

asagida verilmistir.

@, =0.2061 o, =0.4676

®,, =0.7509 ®,, =1.0658

o,, =1.6234 ®,, =1.9716 (4.175)
®,, =2.8584 ®,, =6.3412

®,. =19.9033

Gorildiugi gibi, denklem 4.175’te bulunan kokler, denklem 4.173’te verilen
oriilme noktalar1 ile aymidir. Bu sekilde kesir dereceli polinomlar igin Hermite-

Biehler teoreminin gegerliligi gosterilmis oldu.

Kesir dereceli polinomun frekans cevabi ¢izimi kullanilarak da polinomun

kararlilig1 incelenebilir. Denklem 4.172°de verilen tek ve cift kisimlar kullanilarak
E (®)+ jF’ (@) polinomunun frekans cevabi gizimi ®e[0,20] rad /sn frekans

araliginda Sekil 4.85°te verilmistir.

tek

Sekil 4.85. we [0,20] rad / sn frekans arahiginda P° (a)) + jP° (a)) frekans ¢izimi.

Sekil 4.85‘e goriildigi gibi, ®,,®,,,®,  degerlerinde Bf(a)) polinomu sifir
olmaktadir. Benzer sekilde, o,,®,,,®,, degerlerinde P;(a)) polinomu  sifir

olmaktadir. Bulunan bu degerler, denklem 4.173’te bulunan 6riilme noktalar ile
aymidir. Kesir dereceli polinomun derecesi 9.2 oldugu igin frekans cevabi ¢izimi,

saatin tersi yoniinde hareket ederek 10 ¢eyrek diizlemden gecmektedir.
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Elde edilen sonug, kesir dereceli polinomlarin faz 6zellikleri kullanilarak da test

edilebilir. @e<[0,10] frekans araliginda dXd—(a)) ¢izimi Sekil 4.86’da verilmistir.
®

.. dX . .
Goriildigi  gibi dd(a)) >0 durumu saglanmaktadir, dolayisiyla kesir dereceli
w

polinom kararhdir.

80 -1
70
60
50

40

0 1 2 3 4 5 6
w
. , . ) . . .. dX (a)) .
Sekil 4.86. Denklem 4.171°de verilen kesir dereceli polinom i¢in I, ¢izimi.
@

Ornek 4.27: Asagidaki transfer fonksiyonu ile ifade edilen kesir dereceli sistemi ele

alalim [64].

5
Gyl(s)= 4.176
s(5) 0.065°% +0.8s"* +0.55** +0.2 (8.170)
Kapali ¢gevrim karakteristik denklemi agagidaki gibi elde edilebilir.
A(s)=0.06s* +0.85s"* +0.55*° +5.2 (4.177)

s = jo degisikligi yapilarak elde edilen tek ve ¢ift kisimlar agagida verilmistir.

A (@) =0.01850" —0.76080"* +0.154500" +5.2

22 0.8 0.2 (4'178)
A’ (@) =-0.05710** +0.24720"" +0.47550™

Tek ve ¢ift kisimlarin a)e[O,IS] rad / sn frekans araliginda ¢izimi Sekil 4.87°de

verilmistir.
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Sekil 4.87. Denklem 4.177°deki polinomun 6riilme 6zelligi.

Sekil 4.87°de goriildiigii gibi Ae(a)) ‘nin Oriilme noktalart @,, =3.2699 rad / sn ve
®,, =13.4087 rad / sn olarak bulunmustur. Benzer olarak, A’ (a)) ‘nun  Oriilme

noktas1 @, =3.8131 rad / sn olarak bulunmustur. Kararlilik kosulu o, <@, <®,,

saglanmistir, dolayisiyla verilen kesir dereceli polinom kararhdir.

t=0"" degisikligi yapilarak, A° (a)) ve A° (a)) nun pozitif gergek kokleri asagidaki
denklemler kullnilarak elde edilebilir.

A* ()= 0.0185¢™ —0.7608¢'" +0.1545¢* +5.2
N . X (4.179)
A? (1) =—0.0571¢% +0.2472¢* +0.4755¢"

Denklem 4.163-4.165’te verilen siire¢ kullanilarak A° (a)) ve A’ (a)) ‘nun pozitif
gercek kokleri agagidaki sekilde bulunmustur.

o, =3.2699 o, =3.8131
(4.180)
o,, =13.4087

Goriildiigii gibi bulunan kokler, oOriilme noktalar1 ile aymidir. Kesir dereceli
polinomun frekans cevabi ¢izimi Sekil 4.88’de verilmistir. Polinomun derecesi 3.2

oldugu icin frekans cevabi c¢izimi saatin tersi yoniinde hareket ederek 4 ceyrek
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diizlemden gecmektedir. Polinomun kararliligi Sekil 4.89°da verilen d(w) >0
®

durumunun saglanmasi ile de teyit edilmis oldu.

0.2

0.1

006 ----------opmmem oS R e e R R
01 | | | | |
-0.2 01 0 01 0.2 0.3 04

gift

Sekil 4.88. Denklem 4.177°deki kesir dereceli polinomun frekans cevabi ¢izimi.

Sekil 4.89. Denklem 4.177°deki kesir dereceli polinomun dXd—(a)) ¢izimi.
@

Onerilen yontemi aralik belirsizligi iceren kesir dereceli polinomlar {izerinde

uygulamak yararli olacaktir.

Ornek 4.28: Simdi de, 6nceki 6rnekte verilen sistem ve belirsiz K kazang degerini

ele alalim.
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K

G,(s)= 4.181
o (5) 0.065*? +0.85"* +0.55"% +0.2 (4.181)
Karakteristik denklem asagidaki sekilde elde edilmistir.

A(s)=0.065>* +0.85" +0.55"" + (K +0.2) (4.182)

Bu problemin amac1 karakteristik denklemi kararli tutan K >1 dgerlerini bulmaktir.

Deney sonuglar1 ile karakteristik denklemi kararli tutan pozitif K degerlerinin

maksimum araligit K 6[1,6.4745] olarak bulunmustur. Belirsiz karakteristik

denklemin tek ve ¢ift kisitmlarinin ¢izimi Sekil 4.90°da verilmistir. Goriildigi gibi,
K’nin daha biiyiik degerleri karakteristik denklemi kararsizliga gotiirmektedir. Bu

nedenle kritik K degeri K, = 6.4745 olarak bulunmustur. Sekil 4.90°da verilen Pe,,

ve Pe,, bilgileri sirasiyla K =1 ve K =6.4745 degerleri ile elde edilmistir.

Sekil 4.90. Denklem 4.182’deki polinom ailesinin driilme 6zelligi.

Ornek 4.29: Bu 6rnekte denklem 4.171°de verilen kesir dereceli polinomun asagida

verilen belirsiz versiyonu ele alinmigtir.

B (s,q;)=5""+11s"+525"" + ¢, s° +266s° +

A , , (4.183)
331s" +q,,5" +1555" +495+ 6

Belirsiz parametreler, ¢, 6[140,150] Ve ¢;, 6[260,300] olarak verilmistir. Bu

sekilde, tek ve ¢ift kisimlarin ¢izimleri Sekil 4.91“de verilmistir.
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-400
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Sekil 4.91. Denklem 4.183’teki polinom ailesinin 6riillme 6zelligi.

Sekil 4.91°den goriildiigii gibi kararlilik durumu hala korunmaktadir. Pe,, ve
Pe,, verileri sirasiyla g,, =150,q,, =260 ve q,, =140,q,, =260 degerlerinde
elde edilmistir. Benzer sekilde, Po,, ve Po,, verileri sirasiyla ¢,, =140,q,, =300
ve ¢q,, =140,q,, =260 degerlerinde elde edilmistir. Diger degerler bu araliklarin
icinde yer almaktadir.

Boylece, kesir dereceli belirsiz polinom aileleri igin Hermite-Biehler

teoreminin uygulanmasi gosterilmis oldu.
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5. KESIR DERECELI BELIRSiZ SISTEMLER ICIN YAZILIM
ARACLARININ GELiSTIRILMESI

Bu bolimde, boliim 4'te kesir dereceli sistemlerin analizi igin Onerilen
yontemlerin  kolay uygulanmasinda kullanilabilecek bir arayliz programi
gelistirilmistir. Bu arayiiz gelistirilirken dikkat edilen en 6nemli 6zellik kesir dereceli
sistemler ile ilgilenen her arastirmacinin kolayca kullanabilecegi, gorselligi on
planda tutan bir program olusturulmasiydi. Bu nedenle, arayiiz pencerelerinde,

yazilardan ¢ok sekiller kullanilmistir.

Arayiiz kullanilarak kesir dereceli sistemlerin birim basamak tepkisi, Bode,
Nyquist ve Nichols grafiklerinin elde edilmesinde [36]'dan yararlanilmistir.
Gelistirilen programin ismi "FGATool (Fractional Graphical Analysis Tool)" olarak
secilmistir ve www.fgatool.com internet adresinden indirilebilir. Program klasorii
herhangi bir yere kopyalanarak Matlab komut satirina fgatoo!/ yazilmasi ile arayiiz

ekrana gelecektir. FGATool ana ekran goriintiisii Sekil 5.1°de verilmistir.

FGATool.

as’ } )

FO Systems FO Uncertain Systems

.FSPTLLI‘ !,*,':'

Sekil 5.1. FGATool arayiizii ana ekran goriintiisii.

Arayiiziin ana ekraninda ii¢ adet buton bulunmaktadir. Her pencerede bulunan -2
butonu, o pencere igin verilen yardim ekranini goriintiileyecektir. Ornegin ana

pencere icin verilen yardim ekrani Sekil 5.2’de verilmistir.

Thiz tool can be used for analysis of Fractional Order Sypstems and
Fractional Order Uncertain Systems.

Click “'FO Systems” o ahalyse Fractional Order Spstems.

Click “FO Uncertain Systems” to analyze Fractional Order Uncertain Systems

Sekil 5.2. Ana pencere i¢in verilen yardim ekrani.
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Yardim ekranindan da goriildiigii gibi, kesir dereceli sistemlerin analizi icin
‘FO Systems’, kesir dereceli belirsiz sistemler i¢in ‘FO Uncertain Systems’ butonuna

tiklanmalidir. Bu pencerelerin 6zellikleri ve kullanimlar1 asagida verilmistir.

5.1. ‘FO Systems’

Kesir dereceli sistemlerin analizinde kullanilabilecek olan ‘FO Systems’ penceresinin

genel goriintiisii Sekil 5.3’te verilmistir.

Fractional Order Syster

Step Response Bode, Nyquist, Nichols Hermite-Biehler Analysis

Roots Region Analysis Root Finder Frequency Properties

Sekil 5.3. ‘FO Systems’ penceresinin genel goriintiisii.

Bu pencere kullanilarak kesir dereceli sistemlerin;
e Birim basamak tepkisi,
e Bode, Nyquist, Nichols grafikleri
kolayca elde edilebilir. Ayrica kesir dereceli polinomlarin;
e Hermite-Biehler teoremi yardimiyla kararlilik analizi,
e Kok bolgesi yontemi ile kararlilik analizi,
e Frekans oOzellikleri ile kararlilik analizi,

yapilabilir. Bu pencere ile kesir dereceli polinomlarin gercek kokleri de kolayca elde

edilebilir.
‘FO Systems’ penceresinin 6zellikleri ve kullanimlar1 agagida kisaca agiklanmustir.
5.1.1. ‘Step Response’

‘Step Response’ penceresi kullanilarak kesir dereceli sistemlerin birim basmak

tepkisi elde edilebilir. Pencerenin genel goriintiisii Sekil 5.4’te verilmistir.
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— Step Response of FOS

as shown in Help window.
nc=
de=

t=01 01 10

initial : step : end
[7] Load From Workspace

Please enter the fractional order transfer function

no=

do=
Closed Loop
[7] Grid

Sekil 5.4. ‘Step Response’

penceresinin genel goriintiisii.

Bu pencereye sistem girisi asagidaki sekilde yapilabilir.

nc =Pay katsayilari, [anl a, a, ]

seklinde.

no=Pay tisleri, [ B, B,, B, -] seklinde.

dc =Payda katsayilari, [%1 Oyy Qyy e

-] seklinde.

do =Payda tsleri, [ﬁdl B B ] seklinde.

t =zaman, baslangi¢ : artis : bitis seklinde.

‘Load From Workspace’ segenegi ile, en son girilen sistem bilgileri ekrana yiiklenir.

Agik ¢evrim ve kapali ¢evrim tercihi

yapilarak, ‘Plot’ butonu ile sistemin birim

basamak tepkisi elde edilir. ‘Grid’ segenegi ile grafige grid ¢izgileri eklenebilir.

5.1.2. ‘Bode, Nyquist, Nichols’

Bu pencere kullanilarak girilen kesir dereceli transfer fonksiyonunun Bode, Nyquist

ve Nichols grafikleri elde edilebilir.

verilmistir.

as shown in Help window.

nc=
dec=

w=|0.1 /0.1 10
inttial : step : end

D Load From Workspace

— Bode, Nyquist, Nichols Plots of FOS
Please enter the fractional order transfer function ?

Pencerenin ana goriintiisic Sekil 5.5°te

no=
do=

Bode
|:| Nyguist
[ Nichols

[ cri

Plot

Sekil 5.5. ‘Bode, Nyquist, Nichols’ penceresi.

‘Bode, Nyquist, Nichols’ penceresine transfer fonksiyonu girisi, ‘Step Response’

penceresindekine benzer sekilde yapilir. Buradaki o , istenen frekans araligidir.
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5.1.3. ‘Hermite-Biehler Analysis’
Bu pencere kullanilarak girilen kesir dereceli bir polinomun Hermite-Biehler teoremi
yardimiyla kararlilik analizi yapilabilir. Pencerenin genel goriintiisii Sekil 5.6’da

verilmistir.

— Stability Analysis of FOPs via Hermite-Biehler Theorem

Please enter the fractional erder polynomial ?
in the form "a1*s"b1+a2*s"b2+."

Pis}=
w= 0 011 10 |:| Load From Workspace
initial : step : end
Plot

Interlacing frequencies of even part

Interlacing frequencies of odd part

Sekil 5.6. ‘Hermite-Biehler Analysis’ penceresinin genel goriintiisii.

Kesir dereceli polinom, (0{l *sM B, ) +(a, *s™ B, ) +--- seklinde girilmelidir. ‘Plot’
butonuna tiklanarak, kesir dereceli polinomun tek ve cift kisimlarinin « frekansi
boyunca ¢izimi ekrana gelecektir. Tek ve ¢ift kisitmlarin reel ekseni kestigi noktalar,
yani tek ve ¢ift kistmlarin kokleri pencere ekraninda goriilecektir.

5.1.4. ‘Root Region Analysis’

Bu pencere ile kesir dereceli polinomlarin, kok bolgesi yardimiyla kararlilik analizi

yapilabilir. ‘Root Region Analysis® penceresinin genel gorintiisic Sekil 5.7’de

verilmistir.
— Stability Analysis of FOPs via Root Region
Please enter the fractional erder polynomial ?
in the form "a1*s"b1+a2*s"b2+."
Pis}=
m=| 10 Plot [ Full View
[ Grid
|:| Load From Workspace
Stable Roots Unstable Roots

Sekil 5.7. ‘Root Region Analysis’ penceresinin genel goriintiisii.

Pencereye polinom girigi onceki bolimde gosterildigi gibi yapilir. m degeri, kesir
dereceleri tamsay1 derece yapacak en Kkiiciik ortak katsayidir. ‘Plot’ butonuna
tiklandiginda, kesir dereceli polinomun kok bolgesi kompleks diizlemin c¢eyrek
bolgesi seklinde ekranda goriilecektir. ‘Full View’ secenegi ile kompleks diizlemin

tamami goriintiilenebilir. Ayrica, kok bolgesinin kararli ve kararsiz kisimlarinda
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kalan kokler pencere ekraninda goriilecektir. ‘Unstable Roots’ listesinde herhangi bir
kok olmasi durumunda girilen kesir dereceli polinomun kararsiz oldugu sonucu
¢ikarilabilir.

5.1.5. ‘Root Finder’

Bu pencere kullanilarak kesir dereceli polinomlarin gercek kokleri bulunabilir. ‘Root

Finder’ penceresinin genel goriintiisii Sekil 5.8°de verilmistir.

— Roots of FOP

Please enter the fractional order polynomial ?
in the form "a1*s"b1+a2*s"b2+. "

Pls}=

- |:| Load From Workspace
m=| 10 Find

Actual Roots

Sekil 5.8. ‘Root Finder’ penceresinin genel goriintiisii.

Kesir dereceli polinom girildikten sonra, kesir dereceleri tamsay1 derecelere
doniigtiirecek en kiiclik m katsayisi da girilerek, ‘Find’ butonu ile kokler hesaplanir.

Bulunan kokler pencere tizerinde goriilecektir.
5.1.6. ‘Frequency Properties’

Bu pencere ile kesir dereceli polinomlarin frekans 6zellikleri yardimiyla kararlilik

analizi yapilabilir. Pencerenin genel goriintiisii Sekil 5.9’da verilmistir.
imag

Kesir dereceli polinom ve o frekans aralig girilerek ‘Plot’ butonu ile P, +j——
1)

grafigi ekranda goriilecektir.

— Frequency Properties of FOP:

Please enter the fractional order pohlynomial ?
in the form "a1*s"b1+aZ*s b2+ "

P(s}=
w= 0 0.1 10 Plot
initial : step : end D Grid
[] Load From Workspace

Sekil 5.9. ‘Frequency Properties’ penceresinin genel goriintiisii.

5.2. ‘FO Uncertain Systems’

Kesir dereceli belirsiz polinom ve sistemlerin analizinde kullanilacak olan ‘FO

Uncertain Systems’ penceresinin genel gorilintiisii Sekil 5.10°da verilmistir.
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Fractional Order Uncertain Syster

v | RAD

Step Response Bode, Nyquist Hermite-Biehler Analysis

Roots Region Analysis Value Set Analysis Nonlinear Uncertainty

Sekil 5.10. ‘FO Uncertain Systems’ penceresinin genel goriintiisii.

Bu pencere kullanilarak kesir dereceli belirsiz sistemlerin;

e Birim basamak tepkisi,

e Bode, Nyquist grafikleri ve Bode, Nyquist zarflar
kolayca elde edilebilir. Ayrica kesir dereceli belirsiz polinomlarimn;

e Hermite-Biehler teoremi yardimiyla kararlilik analizi,

e Kok bolgesi yontemi ile kararlilik analizi,

e Deger kiimesi yontemi ile kararlilik analizi,
yapilabilir. Ayrica dogrusal olmayan belirsizlik yapilart igeren kesir dereceli
polinomlarin Bode ve Nyquist sinirlar1 da elde edilebilir.
‘FO Uncertain Systems’ penceresinin Ozellikleri ve kullanimlar1 asagida kisaca
agiklanmustir.
5.2.1. ‘Step Response’
Sekil 5.11°de verilen pencere ile kesir dereceli belirsiz sistemlerin birim basamak
tepkisi elde edilebilir. Boliim 5.1.1°de verilen pencereden tek farki, bu pencerede
sistem katsayilarinin belirsiz olabilecegidir. Sistem {isleri no ve do , boliim 5.1.1°de
verildigi gibi girilir. Sistem katsayilar1 girilirken ise belirsiz parametreler
ql,q2,q3,--- olarak yazilir. ‘Enter Parameters’ butonuna tiklandiginda, belirsiz
parametrelerin alt ve st limitlerinin girilmesi ic¢in kutucuklar goriilecektir.
‘Sampling’ alani, belirsiz parametrelerin alt ve iist limitleri arasinda ka¢ deger
almacagmi belirtmektedir. Diger secenek ve butonlar onceki boliimlerde verilen

islevleri yerine getirmektedir.
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— Step Response of FOU
Please enter the fractional erder transfer function ?
as shown in Help window.
nc= no=
de= do=
Enter Parameters
Plot
t=/0.1/041 10 Sampling 2 [ open Loop
initial - step : end Closed Loop
[] Load From Workspace [ Gria

Sekil 5.11. ‘Step Response of FOUS’ penceresinin genel goriintiisii.

5.2.2. ‘Bode, Nyquist’

Bu pencere kullanilarak kesir dereceli belirsiz sistemlerin Bode ve Nyquist ¢izimleri
elde edilebilir. Pencerenin genel goriintiisii Sekil 5.12°de verilmistir. Onceki
boliimde verildigi gibi pay ve paydanin belirsiz katsayilar1 ¢l,g2,¢3,--- olarak
girilerek sistem tanimlanabilir. ‘Envelope’ secenegi ile de girilen sistemin Bode ve

Nyquist zarflar elde edilir.

— Bode, Nyquist Plots of FOU

Please enter the fractional order transfer function ?
as shown in Help window
nc= no=
dc= do=
Enter Parameters
Plot
w= 01 01|10 | Sampling| 2 [¥] Bode
initial : step : end [ Nyquist
["] Load From Workspace [] Envelope [ Grid

Sekil 5.12. ‘Bode, Nyquist Plots of FOUS’ penceresinin genel goriintiisii.
5.2.3. ‘Hermite-Biehler Analysis’

‘Hermite-Biehler Analysis’ penceresinin genel goriintiisii Sekil 5.13°te verilmistir.

Kesir dereceli belirsiz polinomlarin Hermite-Biehler teoremi ile kararlilik analizi i¢in
gelistirilen bu pencereye polinom girisi (0{1 *sN B ) + (0{2 g ,32) +--- seklinde
yapilir. Polinomdaki belirsiz katsayilar ise ¢, yerine ¢, ile yazilmalidir. ‘Enter

Parameters’ butonu ile belirsiz katsayilarin alt ve {ist limitleri girilerek ‘Plot’ butonu

ile istenen ¢izim elde edilir.
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— Stability Analysis of FOUPs via Hermite-Biehler Theorem

Please enter the fractional order polynomial ?
in the form "a1*s"b1+a2*s b2+~

Pisl=

w= 0 0110 Sampling| 2
initial : =tep : end
D Load From Workspace Enter Parameters
[ Grid

Plot

Sekil 5.13. ‘Hermite-Biehler Analysis’ penceresinin genel goriintiisii.
5.2.4. ‘Root Region Analysis’
Boliim 5.1.4°te verilen kok bolgesi analizi, bu pencerede kesir dereceli belirsiz
polinomlar i¢in yapilmistir. Belirsiz polinom ve belirsiz katsayilar girildikten sonra
‘Plot’ butonu ile girilen kesir dereceli polinomun kok bdolgesi elde edilecektir.
Ayrica, kararli ve kararsiz bolgede yer alan kokler pencere iizerinde goriilecektir.
Kesir dereceli belirsiz polinomlar i¢in kdk bolgesi analizi penceresi Sekil 5.14’te

verilmigtir.

— Stability Analysis of FOUPs via Root Region

Please enter the fractional order potynomial 2
in the form "a1*s"b1+a2"s"b2+.." =
Pls}= Enter Parameters
m= 10 Sampling| 2
[[] Load From Workspace Plot
|:| Full View
[[] Grid
Stable Roots. Unstable Roots

Sekil 5.14. ‘Stability Analysis of FOUPs via Root Region’ penceresinin genel
goruntisii.
2.2.5. ‘Value Set Analysis’
Bu pencere kullanilarak kesir dereceli belirsiz polinomlarin deger kiimeleri elde
edilebilir. Degisken katsayilarla olusan farkli polinomlarin ayni ¢izim {iizerinde
incelenebilmesi i¢cin ‘Color’ segenegi ile farkli renkler secilebilir. Deger kiimesi

analizi penceresinin genel gorlintiisii Sekil 5.15’te verilmistir.
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— Stability Analysis of FOUPs via Value Set

Please enter the fractional order polynomial in the form
"g1*s"b1+g2*s b2+

Pls)=
w= 0101 1 Sampling| 2 | []Grd
initial : step : end

Coler w

"
D LT RS Enter Parameters Plot

Sekil 5.15. “Value Set Analysis’ penceresinin genel goriintiisii.

2.2.6. ‘Nonlinear Uncertainty’

‘Nonlinear Uncertainty’ penceresinin genel goriintiisii Sekil 5.16’da verilmistir.

— Bode, Nyquist Boundaries of FOUSs with Nonlinear Uncertainties—

Please enter the fractional erder pelynomial ?
in the form "a1*s"b1+a2*s b2+ "

Nis)=
Disl=

w= 0 /0.1 10 | Sampling| 2

inttial : step : end
D Load From Workspace Enter Parameters
[Jerid []Bode [ ] Myquist

Plot

Sekil 5.16. ‘Nonlinear Uncertainty’ penceresinin genel goriintiisii.

Bu pencere kullanilarak dogrusal olmayan belirsizlik yapilar1 iceren kesir dereceli
sistemlerin Bode ve Nyquist sinirlar1 elde edilebilir. Transfer fonksiyonunun pay ve
payda polinomlari, belirsiz katsayilar gl,q2,4¢3,--- olacak sekilde yazilarak sistem
girisi yapilir.
FGATool arayiiziinlin kisa tamitimindan sonra birkag Ornek ile uygulamasi
gosterilebilir.

Ornek 5.1: Asagida verilen transfer fonksiyonunu ele alalim.

1
+2577 +3s" +1

G(s)= X 5.1

Verilen transfer fonksiyonunun ‘Step Response of FOSs’ penceresine girilmis hali

Sekil 5.17'de verilmistir.
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— Step Response of FOS

Please enter the fractional order transfer function
as shown in Help window.
nc= 1 no= 0
dc= 1231 do= 3122110
t=0.1 01 50 [Z] Open Loop
initial ; step : end Closed Loop
[] Load From Workspace id

Sekil 5.17. Denklem 5.1'deki transfer fonksiyonunun ‘Step Response of FOSs’
penceresine girilmesi.

'Plot' butonuna tiklayarak elde edilen birim basamak tepkisi Sekil 5.18'de verilmistir.

Step Response of Closed Loop Transfer Function
L i Sl [ P e R Ik

] FLU S U Y S AU s

05 |f oo e L L

1757 5 S . S S R SR L S beeeens

01pF4----- YR T TR —— [Rp— YR R A= mmmmma [R— [ Eyepep—— -

Sekil 5.18. Denklem 5.1'deki transfer fonksiyonunun birim basamak tepkisi.

Denklem 5.1'de verilen transfer fonksiyonunun Bode ve Nyquist grafiklerini elde

etmek icin Sekil 5.19'da gosterilen girisi yapmak yeterlidir.

— Bode, Nyquist, Nichols Plots of FOS

Please enter the fractional order transfer function ?
as shown in Help window.
nc= 1 no= 0
dc= 1231 do= 3122110
w= 0101 10 Bode oot
initial : step : end Nyguist
Load From Workspace [ nichols
Grid

Sekil 5.19. Denklem 5.1'deki transfer fonksiyonunun ‘Load From Workspace’ ile
girilmesi.
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Goriiliigli gibi pencerede 'Load From Workspace' segenegi isaretlendiginde sistem

transfer fonksiyonu parametreleri yazilacaktir. Daha sonra, istenen grafikler

isaretlenerek 'Plot’' butonuna tiklamak yeterlidir. Bu sistem icin elde edilen Bode ve

Nyquist ¢izimleri Sekil 5.20'de verilmistir.

Bode Diagram

Magnitude (dB)

Phase (deg)

|maginary Axis

doeoeo

10°

Frequency (rad/s)

MNyquist Diagram

+dp 2dB

0ds 2'dB
6™~ 1 7 7

02
Real Axis

Sekil 5.20. Denklem 5.1'deki transfer fonksiyonunun (a) Bode ve (b) Nyquist

gizimleri.

Ornek 5.2: Asagida verilen kesir dereceli polinomu ele alalim.

P(s) = s 28 125 41

(5.2)

Verilen polinomun ‘Hermite-Biehler Analysis’ penceresine girilmis hali ve tek ve ¢ift

kisimlarin reel ekseni kesin noktalar1 Sekil 5.21°de verilmistir.

— Stability Analyzis of FOP=z

Pleaze enter the fractional order pohynomial
in the form "a1*s"b1+a2*s"b2+.."

— Stability Analysis of FOPs

Please enter the fractional erder pohynomial
in the form "a1*s"b1+a2*s"b2+ "

Pis)= 5h3.142%502 1+2%s11 141 Pis}= 503 142752 1+2"s"1.1+1
w=| 0 |.001]/ 20 | L Load From Workspace w= 0 |[.001][ 20 | [ Load From Workspace
initial : step : end inttial : step : end
Plot

Interlacing frequencies of even part Interlacing frequencies of even part

- 0.667 12.753

Interlacing frequencies of odd part Interlacing frequencies of odd part

(@) 1.264 (b)

Sekil 5.21. (a) Denklem 5.2°de verilen polinomun program penceresine girilmis hali.
(b) Cift ve tek kisimlarin kesim noktalari.

Bu sekilde cift ve tek kisimlar icin elde edilen c¢izimler Sekil 5.22°de
verilmigtir. Denklem 5.2°de verilen polinomun kok bolgesini elde etmek igin ‘Root
Region Analysis’ penceresine yapilan giris ve bulunan kokler Sekil 5.23’te

verilmistir. Bu sekilde, denklem 5.2°de verilen kesir dereceli polinomun kok bolgesi

Sekil 5.24’te verilmistir.
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Sekil 5.22. Denklem 5.2’te verilen polinomun ¢ift ve tek kisimlarinin ¢izimleri.

— Stability Analysis of FOP: — Stability Analysis of FOP.

Please enter the fractional order polynomial ? Please enter the fractional order polynomial ?
in the form "a1*s"b1+a2*s"b2+ " in the form "a1*s*b1+a2*s b2+ "
Pisi= 5131427582 1427501 141 Pls)= 5131427502 1427501 141

m= 10 Plot ] Full view m= 10

Grid

Load From Workspace Load From Workspace

Stable Roots. Unstable Roots Stable Roots Unstable Roots

- - 0.95485+0.20284i
0.96592+0.28586i

(@) (b)

Sekil 5.23. (a) Denklem 5.2°de verilen polinomun program penceresine girilmis hali.
(b) Kararl bolgedeki kokler.

L 2

imag

real

Sekil 5.24. Denklem 5.2’de verilen kesir dereceli polinomun kok bolgesi.
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Goriildiigii gibi kararli kok bolgesinde iki adet kok bulunmaktadir. Bu kdkler,
Sekil 5.23 (b)’de gosterilmistir. Denklem 5.2°de verilen kesir dereceli polinomun
gercek koklerini bulmak i¢in ‘Roots of FOPs’ penceresine ‘Load From Workspace’
secenegi ile polinom girilebilir ve kesir dereceleri tamsay1 yapacak en kiiglik m
degeri girildikten sonra ‘Find’ butonu ile kokler hesaplanabilir. Sekil 5.25°te, girilen

kesir dereceli polinomun kokleri verilmistir.

— Roots of FOPs

Pleaze enter the fractional order polynomial 7
in the form "at1*s"bi+a2*s b2+ "

Pls)= sh3. 142582 1+2%50 . 1+1

i Lead From Workspace
m=| 10 Find

Actual Roots

-0.41711+0.76115i -0.41711-0.76115i -1.0385+0.28104i
-1.0385-0.28104i

Sekil 5.25. Denklem 5.2°deki kesir dereceli polinomun gercek kokleri.

Denklem 5.2°de verilen kesir dereceli polinomun frekans ozellikleri ile analizini
yapabilmek i¢in yapilan giris ve bu polinom i¢in elde edilen ¢izim sirasiyla Sekil

5.26 ve Sekil 5.27°de verilmistir.

— Freguency Properties of FOPs

Please enter the fractional order pohynomial ?
in the form "al*s"bl+a2*s"b2+.."

Pls}= 5h3 1+2%502 1+2%501 141

w= 0 .001 10 Blot
initial : step : end Grid
Load From Workspace

Sekil 5.26. Denklem 5.2°de verilen kesir dereceli polinomun ‘Frequency Properties’
penceresine girilmesi.

Ornek 5.3: Asagidaki kesir dereceli belirsiz transfer fonksiyonunu ele alalim.

1
ST g s g5 +1

G(s) = (5.3)

Belirsiz parametreler, g, € [1,2],6]2 € [2,3] olarak verilmistir.
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Sekil 5.27. Denklem 5.2°de verilen kesir dereceli polinom i¢in elde edilen ¢izim.

Bu sistem i¢in birim basamak tepkisi grafigi elde edilmek isteniyor. Sistemin ilgili

pencereye girigi Sekil 5.28°de gosterilmistir.

— Step Response of FOU

Please enter the fractional order transfer function 7
as shown in Help window.
nc= 1 no= 0
de= 1q1q21 do= 3122110
qt= 2] q2= [23] Enter Parameters
Plot
t= 01 0125 Sampling 3 Open Loop
initial : step : end |:| Closed Loop
[] Load From Workspace Grid

Sekil 5.28. Denklem 5.3’teki sistemin pencereye girisi.

Bu giris ile elde edilen birim basamak tepkisi Sekil 5.29°da verilmistir. Ayni sistemin
Bode ve Nyquist ¢izimlerini elde etmek igin, ilgili pencerede ‘Load From
Workspace’ secenegi kullanilabilir. Bu sistem igin elde edilen Bode ve Nyquist
cizimleri sirasiyla Sekil 5.30 ve Sekil 5.31°de verilmistir.

Verilen sistemin Bode ve Nyquist zarfllarinin elde edilmesi i¢in gereken pencere
girisi ise Sekil 5.32°de verilmistir. Gereken girig yapildiktan sonra elde edilen Bode
ve Nyquist zarflar1 sirasiyla Sekil 5.33 ve 5.34°te verilmistir.
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Sekil 5.29. Denklem 5.3’te verilen sistemin birim basamak tepkisi.

Bode Diagram

Magnitude {dB)

Phase (deg)

Frequency (rad/s)

Sekil 5.30. Denklem 5.3’te verilen sistemin Bode ¢izimleri.

Myquist Diagram

Imaginary Axis

"2 15 - 05 0 05 1 15
Real Axis

Sekil 5.31. Denklem 5.3’te verilen sistemin Nyquist ¢izimleri.
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— Bode, Nyquist Plots of FOUS

Please enter the fractional order transfer function ?
as shown in Help window.

nc= 1 no= 0
de= 1gq1g21 do= 3122110

ql= [12] | q2= |[23]

Enter Parameters

Plot
w=0.1//0.2 10  Sampling 2 [+] Bode
inttial : step : end Nyquist

Load From Workspace Envelope Grid

Sekil 5.32. Denklem 5.31°de verilen belirsiz sistemin Bode ve Nyquist zarflarmin
elde edilmesi.

imag

Sekil 5.34. Denklem 5.3’te verilen belirsiz transfer fonksiyonunun Nyquist zarfi.

Ornek 5.4: Simdi de asagida verilen kesir dereceli polinom ailesini ele alalim.

P(s)= s+ qlsl‘2 +q, 5.4)
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Bu polinom ailesi i¢in de belirsiz parametreler, g, 6[1,2],612 6[2,3] olarak

verilmigtir. Denklem 5.4’°te verilen polinomun kok bolgesini elde etmek igin gereken
pencere girisi ve analiz sonrasi bulunan kokler Sekil 5.35°te ve polinom ailesinin kdk

bolgesi Sekil 5.36°da verilmistir.

— Stability Analysis of FOUPs via Root Region

Please enter the fractional erder polynomial
in the form "a1*s"b1+a2"s"b2+..."

1

Plsi= §'2 1+q1"sM 2+q2 Enter Parameters
m= 1073 Sampling| 8
Load From Workspace
Full View a1= |12 | q2= | 23]
Grid
Stable Roots Unstable Roots

0.9126+0.560781

0.93539+0.56753i
0.95564+0.57365i
0.97388+0.57927i
0.89913+0.57084i
0.92262+0.57723i
0.94344+0.5832i

0 98217+ SRRATI

0.52436+0.56424i
0.9458+0 570881
0.96498+0.57651i
0.98237+0.58192i
0.51125+0 574021
0.93332+0.58028i

0.95304+0.58599i
0 87NRR+N 58174

Sekil 5.35. Denklem 5.4’te verilen polinom ailesi i¢in kok bolgesi analizi.

1_ .................................................................. ..................
\
el - W
_DS_. .................
/

T e ..................
. é Wiy :

-1 0.a 0 0.4 1

Sekil 5.36. Denklem 5.4’te verilen polinom ailesinin kok bolgesi.

Denklem 5.4’teki polinom ailesinin deger kiimesini elde etmek icin ise ‘Value Set
Analysis’ penceresinde ‘Load From Workspace’ segenegi kullanilabilir. Bu sekilde
elde edilen deger kiimesi Sekil 5.37’de verilmistir. Benzer sekilde bu polinom ailesi

i¢in elde edilen tek ve ¢ift kistmlarin ¢izimi Sekil 5.38’de verilmistir.

Ornek 5.5: Denklem 4.94’te verilen dogrusal olmayan belirsizlik yapisi iceren kesir
dereceli sistemi ele alalim.
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Bu sistemin ‘Nonlinear Uncertainty’ penceresine girilmis hali Sekil 5.39°da

verilmigtir. Elde edilen Bode ve Nyquist sinirlar ise sirastyla Sekil 5.40 ve 5.41'de

verilmistir. Boylece gelistirilen arayiiz programinin etkinligi gdsterilmis olur.

Even Part | !
— Odd Part |

0 02

04

Sekil 5.38. Denklem 5.4’te verilen polinom ailesinin Hermite-Biehler analizi.

Nis)=

q1=

— Bode, Nyquist Boundaries of FOUSs with NHonlinear Uncertainties —

Please enter the fractional order polynomial
in the form "a1*s"b1+aZ*s"b2+. "

Disl=| s"3+(g1*q2+2)*s"2.1+(g1*3-g2"3-q1"q2+q2+10)*s"1.05
w=0.01 0.1 100 Sampling 10
initial : step : end
Load From Workspace
[¥] Grid Bode

[02] q2=

q1t3+g2+3+q1*q2+q2+5

Enter Parameters

Nygquist

02]

Sekil 5.39. Denklem 4.94'te verilen sistemin ‘Nonlinear Uncertainty’ penceresine

girilmesi.
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Bode Boundary

T T TTT1T T rrIrr T T T TTTTT

Magnitude (dB)

50 TTTTTIT

A50f----
200

FPhase (deg)

250}~

300— - '_3 i — i .
10° 107 10 10 10
Frequency (rad/sec)

Sekil 5.40. Denklem 4.94'te verilen sistemin Bode simuirlari.

Myquist Boundary

Sekil 5.41. Denklem 4.94'te verilen sistemin Nyquist sinirlari.
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6. SONUCLAR

6.1. Bu Tez Calismasindan Elde Edilen Sonuclar

Bu tez calismasinda kesir dereceli belirsiz sistemler i¢in kullanilabilecek bazi
analiz yontemleri ve bu yontemlerin kolayca kullanabilecegi bir Matlab arayiizii
sunulmustur. Literatiirde klasik sistemler igin sunulmus mevcut analiz yontemleri ile
kesir dereceli sistemlerin analizi yapilamamaktadir. Bu nedenle kesir dereceli

sistemlerin analizi i¢in araglar gelistirmek onemlidir.

Belirsizlik yapilart igeren klasik sistemlerin analizi i¢in sunulmug bazi
yontemlerin kesir dereceli belirsiz sistemler i¢in uyarlanmasi bu tez ¢alismasinin ana
konusudur. Bu kapsamda, dogrusal belirsizlik yapilar1 igeren Kkesir dereceli

sistemlerin analizleri;

e Birim basamak cevabi,

e Bode, Nyquist ¢izimleri ve zarflari,

o Deger kiimesi ve sifir1 disarida birakma prensibi,
o Kok bolgesi analizi,

e Hermite-Biehler teoremi,

e Frekans Ozellikleri

yontemleri ile yapilmistir. Dogrusal olmayan belirsizlik yapilari iceren kesir dereceli

sistemlerin analizleri de,

e Deger kiimesi ve sifirt disarida birakma prensibi,

e Bode, Nyquist sinirlari,

yontemleri ile gergeklestirilmistir. Ayrica bu sistemler icin Lag-Lead kontrolor
tasarimi yapilmigtir. Yapisiz belirsizlik iceren kesir dereceli sistemlerin analizi igin

de bir boliim yer almaktadir.

Tez c¢alismasi, Onerilen yontemlerin  kesir dereceli matematik altyapisi
gerektirmeden, arastirmacilarin  kolayca kullanabilecegi bir Matlab arayiizii
gelistirilmesi ile tamamlanmistir. Bu arayiiziin literatiire, 6zellikle kesir dereceli

sistemler ile ilgilenen arastirmaci ve 6grencilere katki saglayacagi diisiiniilmektedir.
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6.2. Bu Tez Calismasindan Uretilen Yaymlar

6.2.1. SCI ve SCI-E kapsamindaki uluslararasi hakemli dergiler

e B. Senol, C. Yeroglu, Frequency boundary of fractional order systems with
nonlinear uncertainties, Journal of the Franklin Institute, vol. 350 (7), pp. 1908-
1925, 2013.

e B. Senol, A. Ates, B. B. Alagoz, C. Yeroglu, A numerical investigation for
robust stability of fractional-order uncertain systems, ISA Transactions, vol. 53
(2), pp. 189-198, 2014.

e C. Yeroglu, B. Senol, Investigation of robust stability of fractional order
multilinear affine systems: 2g-convex parpolygon approach, Systems & Control
Letters, vol. 62 (10), pp. 845-855,2013.

e B. B. Alagoz, C. Yeroglu, B. Senol, A. Ates, Probabilistic robust stabilization of
fractional order systems with interval uncertainty, ISA Transactions, Accepted
Manuscript, http://dx.doi.org/10.1016/j.isatra.2015.01.003.

6.2.2. Uluslararasi konferanslar

o R. Matusi, B. Senol, C. Yeroglu, Modelling and Robust Stability Analysis of
Systems with Unstructured Multiplicative Uncertainty, 2015 International
Conference on Circuits, Systems, Communications and Computers (CSCC15),
16-20 July, Zakhyntos.

e B. Senol, C. Yeroglu, Toolbox for Fractional Order Systems with Linear and
Nonlinear Uncertainties, 2014  International Conference on Fractional
Differetiation and its Applications (ICFDA14), 23-25 June, Catania.

e B. Senol, C. Yeroglu, N. Tan, Analysis of Fractional Order Polynomials Using
Hermite-Biehler Theorem, 2014 International Conference on Fractional
Differetiation and its Applications (ICFDA14), 23-25 June, Catania.

e B. Senol, C. Yeroglu, Filter Approximation and Model Reduction Comparison
for Fractional Order Systems, 2014 International Conference on Fractional
Differetiation and its Applications (ICFDA14), 23-25 June, Catania.

e B. Senol, C. Yeroglu, Computation of the value set of fractional order uncertain
polynomials: A 2q convex parpolygonal approach, 2012 IEEE International
Conference on Control Applications (CCA12), 3-5 October, Dubrovnik.

e B. Senol, C. Yeroglu, M. Erturkler, Development of a User Friendly Toolbox for

Advanced Control Education, 2012 International Conference on Fractional
Differetiation and its Applications (ICFDA12), 14-17 May, Nanjing.
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e B. Senol, C. Yeroglu, Robust Stability Analysis of Fractional Order Uncertain
Polynomials, 2012 International Conference on Fractional Differetiation and its
Applications (ICFDA12), 14-17 May, Nanjing.

6.2.3. Ulusal konferanslar

e B. Senol, R. Matust, C. Yeroglu, Yapisiz Carpimsal Belirsizlik Igeren Kesir
Dereceli Sistemlerin Dayanikli Kararlilik Analizi, 2015 Otomatik Kontrol Ulusal
Toplantis1 (TOK15), 10-12 Eyliil, Denizli.

e B Senol, C. Yeroglu, FGATool - Kesir Dereceli Sistemler i¢in Grafiksel Analiz
Programi, 2015 Otomatik Kontrol Ulusal Toplantist (TOK15), 10-12 Eyliil,
Denizli.

e B. Senol, C. Yeroglu, Belirsjz Parametreli Kesir Dereceli Polinomlarin Uslerinin
Kararlilikk  Araligimnin  Incelenmesi, 2012~ Otomatik ~ Kontrol ~ Ulusal
Toplantis1 (TOK12), 11-13 Ekim, Nigde.

e B. Senol, C. Yeroglu, 2q-Konveks Parpoligon Yaklagimimi Kullanarak Kesir
Dereceli Affine Belirsizlik Yapisindaki Sistemlerin Nyquist Zarflarinin Elde
Edilmesi, 2012 Otomatik Kontrol Ulusal Toplantis1 (TOK12), 11-13 Ekim,
Nigde.
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