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SEMBOLLER VE KISALTMALAR

: Dogal sayilar kiimesi,

: Reel sayilar kiimesi,

:[0,e0) araligindaki Reel sayilar kiimesi,

: Kompleks sayilar kiimesi,

: Maksimum,

: Minimum,

: Supremum,

: Infimum,

: X tizerinde tanimli reel degerli sinirli fonksiyonlarin uzayi,

: X lizerinde tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzayz,

: [a,b] arahiginda tamimli reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzayi,
: X kiimesinde p. kuvvetten Lebesque anlaminda integrallenebilen

fonksiyonlar kiimesi,

: R, iizerinde taniml reel degerli, sinirh ve siirekli fonksiyonlarin uzayi,
: X kiimesinin ¢api,

: Norm fonksiyonu,

: x merkezli ve r yaricaph acik yuvar,

: x merkezli ve r yaricaph kapali yuvar,

: 0 (sifir) merkezli r yarigaph kapali yuvar,

: A kiimesinin kapanis,

: o¢ Uisli Holder uzayi,

: o siireklilik modiiliiniin tiirettigi [a,b] de tanimh fonksiyonlarin uzay1,

v



OZET
Doktora Tezi

HOLDER UZAYLARINDA BAZI INTEGRAL DENKLEMLERIN
COZULEBILIRLIGI

ILYAS DAL

Inonii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
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Danigman: Prof. Dr. Omer Faruk TEMIZER

Dort boliimden olusan bu tezin ilk boliimiinde, integral denklemlerin tarihsel gelisimi ve
kullanim alanlar1 hakkinda genel bilgiler ve bu denklemlere iligkin bazi tanimlar verilerek, tez
calismasinin literatiirdeki yeri ve dnemi vurgulanmastir.

Tezin ikinci boliimiinde, ileriki boliimlerde ele alacagimiz (3.0.1) ve (4.0.1) denklemleriyle
ilgili olan « iislii Hy [a, b] Holder uzayi ve o siireklilik modiiliiniin dogurdugu Cy, [a, b] uzaylar
ile ilgili tanimlar ve bu uzaylarla ilgili baz1 6zellikler verildi. Diger boliimlerin anlagilmasini
saglayacak bazi temel tanimlar ve teoremler verildi. Ayrica bazi teoremler ispatlariyla verildi.

Caligmanin orijinal kismunt {igiincii ve dordiincii boliim olusturmaktadir.

Tezin {i¢iincli boliimiinde, son zamanlarda yapilan ¢alismalar ve ilerlemeler arastirilarak;
Holder uzaylarinda 6nceden ¢aligilan (1.1.15)-(1.1.17) denklemlerinden daha genel olan (3.0.1)
Fredholm tipi kuadratik integral denkleminin ¢oziimii i¢in bir varlik teoremi verilmis ve bu

Tezin dordiincii boliimiinde ise tezin iigiincli boliimiinde ele aldigimiz denklemin kismen
daha geneli olan (4.0.1) Fredholm tipi kuadratik integral denkleminin ¢6ziimii, tezin tiglincii
boliimiindeki « isli Hy [0,1] Holder uzaymdan farkli olarak @ siireklilik modiiliiniin
dogurdugu Cy, [a,b] uzayinda arastirildi ve bir varlik teoremi elde edildi. Bu sonuca varabilmek
icin Cy [a,b] uzayinda rolatif kompaktlik ve Schauder sabit nokta teoreminden yararlanildi.
Akabinde bu teoremin uygulanabilirligi ile ilgili bir 6rnek sunuldu.

Anahtar Kelimeler: integral denklemler, Holder uzayi, Schauder sabit nokta teoremi,
Rolatif kompaktlik.
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In the first part of this thesis, which consists of four chapters, general information about the
historical development and usage areas of integral equations and some definitions about these
equations were given, and the place and importance of the thesis study in the literature was
emphasized.

In the second part of the thesis, some definitions and some properties were given about
both the Hy, [a, b] Holder space and the Cy, [a, b] spaces formed by the modulus of continuity @,
which are related to the (3.0.1) and (4.0.1) equations. Some basic definitions and theorems were
given to help understand the other chapters. In addition, some theorems were given with their
proofs.

The third and fourth chapters constitute the original part of the study.

In the third part of the thesis, by researching the recent studies and developments; An
existence theorem was given for the solution of the (3.0.1) Fredholm type quadratic integral
equation, which is more general than the previously studied (1.1.15)-(1.1.17) equations in the
Holder spaces, and two examples of the applicability of this theorem was presented.

In the fourth part of the thesis, the solution of the (4.0.1) Fredholm type quadratic integral
equation, which is partly more general of the equation we discussed in the third part of the
thesis, was investigated in Cy, [a,b] space, which is different from the Hy [a,b] Holder space
in the third part of the thesis, and an existence theorem was obtained. Relative compactness in
Co [a,b] space and Schauder fixed point theorem were used to reach this conclusion. Afterwards,
an example of the applicability of this theorem was presented.

Keywords: Integral equations, Holder space, Schauder’s fixed point theorem, Relative
compactness.
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1. GIRIS

Bu boliimde, integral denklemlerin tarihsel gelisimi, 6nemi ve uygulama alanlarina yer
verilerek, integral denklemlerin gesitleri ile tez calismamizin literatiirdeki diger caligmalarla

ilgisi ve farklilifina deginecegiz.

1.1 Integral Denklemlerin Onemi ve Siniflandirilmasi

Integral denklemlerle ilgili ilk inceleme ve arastirmalara 19. yiizyilin baslarinda baslanmugtir.
Ik baslarda gelisigiizel ve seyrek arastirmalar yapilmis. Ancak 19. yiizyilin sonlarinda daha
sistemli ve uygulanabilir arastirmalarin baslandig1 anlagilmaktadir. {lk olarak bir integral
denkleme Abel’in 1823 yilinda rastlamis oldugu bilinmektedir. Ancak integral denklem ismini

1888 yilinda bir ¢alismasinda ilk kez De Bois Reymond kullanmusgtir [7].

Integral denklemler yasadigimiz diinyanin bazi problemlerine ¢oziim iiretmek icin dogal
olarak ortaya cikmis ve gelismistir. Lineer olmayan integral denklemler daha c¢ok tip,
ekonomi, mekanikte bircok cok problemin modellenmesinde kullanilir [30], [3], [1], [19],
[39], [31]. Kuadratik integral denklemler bir¢cok gercek diinya poblemlerinin modellenmesinde
ve ¢oziimlenmesinde kullanilmaktadir. Ornegin radyasyon transfer teorisinde, gazlarm kinetik

teorisinde, notron transferi teorisinde yaygin olarak kullanilmaktadir [11], [12], [21], [25].

Tammm 1.1.1. Integral isareti altinda bilinmeyen bir fonksiyonu iceren denkleme integral
denklem denir [20]. Ornegin; B, g ve K verilen fonksiyonlar, A verilen bir parametre ve x

bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere;

) / K )x(t)dr, (1.1.1)

x(u) = +/1/ K(u,1)x(1)dr, (1.1.2)
B (10)x(u +?L/ (1, 1)x (1.1.3)
) / K(u,1)x(1)dr, (1.1.4)

x(u) = +/1/ K(w,0)x(t)dt, (1.1.5)
B (u)x(u +z/ (1,1)x (1.1.6)

u)+ A /O K(u— 1)x(t)dt (1.1.7)



[ x(@)
x(u)—/o o (0<@<) (1.1.8)

integral denklem Ornekleridir. Bu integral denklemlerdeki K fonksiyonuna c¢ekirdek adi

verilir [20].

Tamm 1.1.2. Bilinmeyen fonksiyon bir integral denklemde sadece lineer formdaysa denkleme
lineer integral denklem sayet bilinmeyen fonksiyon lineer degilse denkleme lineer olmayan

integral denklem denir [20].

Buna gore, (1.1.1)—(1.1.8) lineer integral denklemlerdir. x bilinmeyen fonksiyon g, v ve K

bilinen fonksiyonlar olmak iizere;

x() = g(u) + A / K (0)dt, (n £ 1), (1.1.9)
0

x(u) = g(u) + A /0 "tan (x(1)) di (1.1.10)

x(u) :g(u)+/1/0"v(u,z,x(z))dz (L1.11)

denklemleri lineer olmayan integral denklem tiplerine 6rnektir [36].

Tamm 1.1.3. Bir integral denklemin sumirlarinda degisken yoksa buna Fredholm tipi integral
denklem adi verilir. Integral simrlarindan en az biri degiskense denkleme Volterra integral

denklemi denir [37].

Bu tanimdan, yukaridaki (1.1.1)-(1.1.11) denklemlerinden, (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) ve (1.1.7)

Fredholm tipi, digerleri ise Volterra integral denklemleridir.

Tammm 1.1.4. Bir integral denklemde integralin disinda, bilinmeyen fonksiyon haricinde
herhangi bir fonksiyon yoksa denkleme homojen integral denklem, bunun disindakilere

homojen olmayan integral denklem denir [37].

Yukaridaki (1.1.1)-(1.1.11) integral denklemlerinden sadece (1.1.8) homojen integral

denklemdir.

Tamim 1.1.5. Integral denklemlerde bilinmeyen fonksiyon; yanlizca integral isaretinin icinde yer
alryorsa integral denkleme 1. cegit integral denklem, integral isaretinin icinde ve disinda yer
alvyorsa integral denkleme II. ¢egit integral denklem, integralin disindaki bilinmeyen fonksiyon
baska bir fonksiyonla carpim seklindeyse integral denkleme III. cesit integral denklem denir
[37].



Tanimlara gore, yukaridaki integral denklemlerinden, (1.1.1) ve (1.1.4) L. ¢esit integral
denklem, digerleri II. ¢esit integral denklemlere ornektir. Bunlardan (1.1.3) ve (1.1.6) IIL. cesit

integral denklemlere Ornektir.

Tamm 1.1.6. Bir integral denklemde denklemin ¢cekirdegi olan K tanim bolgesindeki bir noktada
suirl degil veya integral simirlarindan en az biri sonsuz ise denkleme singiiler (tekil) integral

denklem denir [20].

Bu tanima gore, (1.1.7) ve (1.1.8) singiiler integral denklem, digerleri de singiiler olmayan

integral denklemlerdir.

Volterra integral denklemleriyle alakali ilk ¢alismalar Italyan matematikgi Vito Volterra
(1860-1940) tarafindan yapilmistir. Daha sonra bu denklemlerin bazi fiziksel problemlerle ilgili
oldugu farkedilmistir [37].

Bir salgin hastalifin de8isimini, zaman ve uzayla ilgili, parabolik sinir deger problemleri
gibi ¢esitli biyolojik, fiziksel ve matematiksel modellemelerde kullanilan Volterra ve Fredholm

integral denklemlerinden, giiniimiizde

veE

gibi incelenmis tipleri vardir [23].

Mouffak Benchohra ve Mohamed Abdalla Darwish (2007),

x(t) = f (1) + (Ax) (t)/Otu(t,s,x(s),x(ocs))ds, t €1]0,00) (1.1.12)

tipindeki modifiye edilmis kuadratik integral denklemin, Frechet uzayindaki ¢oziimiiniin varligi

icin yeter sartlar arastirmislardir [6].

J. Caballero, B. Lopez ve K. Sadarangani (2007), Cauchy poblemiyle baglantili C |0, 1]

uzayinda,
o(t)

x(t)=a(t)+ (Tx) (t)/o u(t,s,x(s),x(As))ds, A €(0,1) (1.1.13)

3



integral denkleminin en az bir ¢6ziimii veren yeter sartlar1 vermislerdir [9].

A. M. A. EL-Sayed, H. H. G. Hashem (2009),

t
x(t) =a(t) +g(t,x(t))/ k(t,s)f(s,x(s))ds, te€][0,1] (1.1.14)
0
kuadratik integral denkleminin Caratheodory kosulu altinda en az bir x € L ¢oziimiiniin var
oldugunu gostermisler [32].

Jozef Bana$ ve Rafal Nalepa (2013),

b
x(1) = p(t) +x(0) / k(t,7)x(t)d, 1€ [a,b] (1.1.15)

Fredholm tipi kuadratik integral denklemini Hy, [a,b] Holder uzayinda incelemisler ve en az bir

¢Oziimii veren yeter sartlar1 vermislerdir [2].

J. Caballero Mena, R. Nalepa ve K. Sadarangani (2014),

1
x(1) = p(t) +x() /O Koo max ()T, 1e(0,1] (1.1.16)

Fredholm tipi kuadratik integral denklemini Hy, [0, 1] Holder uzayinda incelemisler ve en az bir

¢Oziimii veren yeter sartlar1 elde etmislerdir [10].

J. Caballero, M. Abdalla Darwish ve K. Sadarangani (2014),

x(t) = p(r) —f—x(t)/olk(t,f) x(g(t))dr, te€]0,1] (1.1.17)

Fredholm tipi kuadratik integral denklemini Hy, [0, 1] Holder uzayinda incelemigler ve en az bir

¢Oziimil veren yeter sartlar1 bulmuslardir [8].

Tezin ikinci boliimiinde, ele alacagimiz (3.0.1) ve (4.0.1) denklemleriyle ilgili olan o iisli
Hyg |a,b] Holder uzay1 ve o siireklilik dualinin dogurdugu Cy [a,b] uzaylari ile ilgili tanimlar ve

bazi 6zellikler verildi.

Tezin tiglincti boliimiinde, son zamanlarda yapilan calismalar ve ilerlemeler arastirilarak;
daha onceden ¢aligilmig uzaylardan farkli olarak Hy, [0, 1] Holder uzaylarinda bir denklem ele

alinmig, Holder uzayinda ¢aligilan (1.1.15)-(1.1.17) denklemlerinden daha genel olan

x(t) =¢q(t)+ (Tx) (t)/olz(t,r) x(p(t))dr, t€l=10,1]

Fredholm tipi kuadratik integral denklemin « iislii Hy [0, 1] Holder uzayinda ¢oziimii i¢in bir

4



Tezin dordiincii boliimiinde ise tezin tigiincii boliimiinde ele aldigimiz denklemin kismen

daha geneli olan

x(t) = p(t) + (Rx) (1) /abk(t,r) x(q(t))dr, t€l=]a,b]

Fredholm tipi kuadratik integral denklemin ¢oziimii Hy [a,b] Holder uzayindan farkli olarak
Cpla,b] uzaymnda aragtirildi ve bir varlik teoremi elde edildi. Akabinde bu teoremin

uygulanabilirli8i ile ilgili bir 6rnek sunuldu.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, iigiincii ve dordiincii boliimlerin kolay anlasilmasini saglamak icin temel tanimlar
ve teoremler verilecektir. S6z konusu bu boliimlerdeki teoremlerin ispatinda kullanacagimiz
gerekli teoremler ile integral denklemin ¢oziimiiniin arastirilacagi Hy [a,b] Holder uzay1 ve @

siireklilik modiilii ile tiiretilmis Cg [a, b] fonksiyon uzayinin 6zellikleri sunulacaktir.

Tamm 2.0.1. X bostan farkl bir kiime olmak iizere;
d: XxX—R

fonksiyonu, her a,b,c € X icin,
My) d(a,b) =0 a=hb,
(M) d(a,b) =d(b,a),
(M3) d(a,b) <d(a,c)+d(c,b)

kosullarm saglyorsa d fonksiyonuna X kiimesinde bir metrik ve (X,d) ikilisine de metrik

uzay denir [5].

Ornek 2.0.1. [a,b] C R ve Cla,b] = {f | f:[a,b] — R siirekli} olmak iizere, d(f,g) =
maks{|f (t) —g(t)| :t € [a,b]} ise d fonksiyonu C |a,b] uzaymnda bir metriktir [4].

Ornek 2.0.2. B(R) = {f | f: R — R ve f, R iizerinde sinirli fonksiyon} uzayinda tamimlanan,
d(f,g) =sup{|f(t)—g(t)|:t € R} fonksiyonu B(R) de bir metriktir [5].

Tanmm 2.0.2. d fonksiyonu X kiimesi iizerinde bir metrik, r € R™ ve xo € X olmak iizere;
B(xo,r) ={x € X :d(xp,x) <r},
Blxo,r] ={x€ X :d (xp,x) <r},
S (xo,r) ={xe€X :d(xp,x) =1}

seklindeki kiimelere sirastyla, xo merkezli r yaricapl agik yuvar, xo merkezli r yaricapl kapalt

yuvar ve xy merkezli r yarigapli yuvar yiizeyi denir [4].

Tamm 2.0.3. (X,d) bir metrik uzay ve xo € A C X olsun. B(xo,r) C A olacak sekilde bir
r > 0 reel sayisi varsa A kiimesine xy elemaninin bir komgulugu adi verilir. Bir kiime tiim

elemanlarimin bir komsulugundaysa bu kiimeye agik kiime, tiimleyeni acik olan kiimeye de

kapali kiime denir [24], [16].



Tamm 2.0.4. (X,d) bir metrik uzay, xo € X ve A C X olmak iizere, verilen her € > 0 sayisina
karsilik, (B (xp,€)\{x0}) NA kiimesi bos kiimeden farkli ise xo elemamina A kiimesinin bir
yiguma noktast adi verilir. A kiimesinin tiim yigilma noktalarimin olusturdugu kiime A’ ile

gosterilir [34], [16].

Tanmm 2.0.5. (X,d) bir metrik uzay ve A C X olsun. A kiimesi ve A kiimesinin yigilma
noktalarimn olusturdugu kiimenin birlesimine A’ min kapamst denir ve A ile gosterilir [34],

[16]. Bu tanimdan A =AUA’ vazilabilir.

Tamm 2.0.6. A kiimesi X kiimesinin bos olmayan bir alt kiimesi ve (X,d) bir metrik uzay olmak

iizere, d (A) = sup{d (x,y) : x,y € A} degerine A kiimesinin ¢apr denir [24], [16].

Tamm 2.0.7. A kiimesi X kiimesinin bos olmayan bir alt kiimesi ve (X ,d) bir metrik uzay olmak
iizere, her x, y € A icin d (x,y) < M olmasim saglayan bir M > 0 sayisi varsa A kiimesine

strhdir denir [22].

Tanim 2.0.8. (X,d) bir metrik uzay ve f : A — X fonksiyon olmak iizere, fonsiyonun f(A)

goriintii kiimesi X’ de suurlysa f fonksiyonuna stnirlidir denir [35].

Tanmm 2.0.9. (X,d) ve (Y,p) birer metrik uzay olmak iizere, f : A C X — Y fonksiyonu ile
xo € A verilsin. Her € > 0 sayisina karsilik, d(x,xo0) < 6 egitsizligini saglayan her x € A igin
p(f(x),f(x0)) < € olacak sekilde bir & = §(xq,€) > 0 sayist bulunabiliyorsa, f fonksiyonu x
noktasinda siireklidir denir. f fonksiyonu A kiimesindeki her noktada siirekli ise f fonksiyonu
A iizerinde siireklidir ya da kisaca A da siireklidir denir. Eger bu tamumda O sayisi, xo € A
noktalarina bagl olmadan sadece €’ a bagl olarak bulunabiliyorsa f fonksiyonu A iizerinde

diizgiin siireklidir denir [34], [16].

Tanmm 2.0.10. (X,d) ve (Y,p) metrik uzaylar olmak iizere, fonksiyonlarm bir sinifi
F ={f|f:X—=Y fbirfonksiyon } olsun. Herhangi bir € > 0 sayisina karsilik, d (x,y) < &
esitsizligini saglayan her x,y € X ve her f € F icin p (f(x),f(y)) < € olacak bicimde bir
0 = 0(€) > 0 sayist varsa .7 sintfina essiireklidir denir [17].

Tamm 2.0.11. (f,), X kiimesinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi ve f de X kiimesinde tanimli
bir fonksiyon olsun. Her € > 0 sayusi icin (sadece bu €’ na bagl) bir N pozitif tam sayist vardir
oyle ki Yn > N ve Vx € X i¢in |fu(x) — f(x)| < € oluyorsa bu takdirde (f,) fonksiyon dizisi f

Jonksiyonuna X iizerinde diizgiin yakinsaktir denir [22].



Teorem 2.0.1. Bir (f,) fonksiyon dizisi, f fonksiyonuna bir M metrik uzayt iizerinde diizgiin
yakinsak olsun. Eger M’ deki bir a noktasinda her bir f, siirekli ise bu takdirde f de a
noktasinda siireklidir [22].

Sonug 2.0.1. (f,,), bir M metrik uzayt iizerinde, siirekli olan fonksiyonlarin bir dizisi olsun. (f,)
stirekli fonksiyonlarin dizisi, f fonksiyonuna M iizerinde diizgiin yakinsak ise f fonksiyonu M

de siireklidir [22].

Tamm 2.0.12. Her n pozitif tam sayist ve her x € X icin | f,(x)| < S olacak sekilde bir S pozitif
sayist varsa bu takdirde ( f,) fonksiyon dizisine, X iizerinde diizgiin sumirl (egsinirl) bir dizidir

denir [22].

Tamm 2.0.13 (Metrik uzaylarda bir dizinin yakisakh@y). (X,d) bir metrik uzay, (x,) C X
bir dizi ve x € X olsun. Her bir € > 0 reel sayisi i¢in n > ng iken d(x,,x) < € olacak sekilde bir

no = no(€) € N sayist bulunabiliyor veya buna denk olarak

lim d (x,,x) =0

n—o0
ise (x) dizisine (X,d) metrik uzayinda bir yakinsak dizi ve x elemamina da bu dizinin limiti

denir [4].

Tamm 2.0.14. (X,d) bir metrik uzay ve (x,) C X bir dizi olmak iizere, her € > 0 sayisina
karsilik, m,n > ng olan her m,n € N igin d(x,,,x,) < € olacak sekilde bir ny = no(€) € N sayist
varsa (xp,) dizisine Cauchy dizisi denir. X metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsaksa X’ e

tam metrik uzay denir [4].

Tamm 2.0.15. (X, d) bir metrik uzay, A C X ve I herhangi bir indis kiimesi olmak iizere, X’ in alt
kiimelerinin A C Ujc;G; sartim saglayan G ={G; :i € 1 } ailesi varsa bu &4 ailesine A icin bir
ortiidiir denir. 9 ailesinin her bir dgesi acik kiime ise 9’ ye agik ortii, G ailesi sonlu ise sonlu
ortii, G ailesinin 6geleri sayilabilir ise saydabilir ortii denir. Eger bir J C I icin A C Uic;G; ise

{G; :i € J} ailesine 4 ortiisiiniin bir alt ortiisii denir [34], [16].

Ornek 2.0.3. R reel sayilar kiimesini aligilmis metrik ile diisiinelim. Bu durumda;
¢ ={(—n,n) :n € N} ailesi R i¢in bir acik ortii ve {(—k,k) :k =2nven € N} ailesi de G’

nin bir alt ortiisiidiir [16].

Tamim 2.0.16. (X,d) bir metrik uzay ve K C X olmak iizere, K’ min her agik ortiisii sonlu bir alt
ortiiye sahip ise K kiimesine kompakttir denir. Ozel olarak X kompakt ise (X,d)’ ye kompakt
metrik uzay denir [34], [16].



Tamm 2.0.17. (X,d) bir metrik uzay ve K C X olmak iizere, K kiimesinden alinan her dizinin

yakinsak bir alt dizisi varsa K kiimesine dizisel kompakttir denir [34].

Tamm 2.0.18. (X,d) bir metrik uzay ve K C X olmak iizere, K kiimesinin her saylabilir acik

ortiistiniin sonlu bir alt ortiisii varsa K kiimesine sayulabilir kompakttir denir [34].

Onerme 2.0.1. Metrik uzaylarda kompaktlik, dizisel kompaktlik ve sayiabilir kompaktlk

kavramlari birbirine denktir [34].
Teorem 2.0.2. K C R" kiimesinin kompakt olmasi icin< kapali ve sinirli olmasidir [18].

Teorem 2.0.3. K C R" kompakt bir kiime olmak iizere; f : K — R fonksiyonu siirekliyse bu
fonksiyon K iizerinde diizgiin siireklidir [16], [28].

Tanmm 2.0.19. (X,d) bir metrik uzay ve K C X olmak iizere, K’ min kapamist yani K kiimesi
kompakt ise K’ ya rolatif kompakt (6n kompakt) kiime denir [16], [29].

Teorem 2.0.4. Bir (X,d) metrik uzayi ile bos olmayan bir alt kiimesi Y C X verilsin.

(i) x €Y &Y iginde (x,) — x olacak bi¢imde bir (x,) dizisinin var olmasidir.

(ii) Y kiimesinin kapal1 olmast i¢in& (x,) C Y ve (x,) — x iken x € ¥ olmasidir [33].

Tanim 2.0.20 (Vektor uzayl). A bos olmayan bir kiime ve K, reel veya kompleks sayilar cismi

olsun. Adina sirasvyla vektor toplami ve skalerle carpma islemi diyecegimiz

+:AXA—A
+(a,b) =a+b,
T KxA—A
“(A,b)=A-b
islemleri asagidaki sartlart sagliyorsa A kiimesine K cismi iizerinde bir vektor uzay (lineer
uzay) denir.
(@) A, + islemine gore degismeli bir gruptur.
(b) a,b € Ave A, B € K olmak iizere,
M AaceA

(2) (A+B)a=Ara+Ba,



(3) A(a+b) =Aa+ Ab,
@ (AB)a=A(Ba),
S)la=a.
Ayrica K =R (C) ise A reel (kompleks) vektor uzay adn alur [4].

Ornek 2.0.4. Asagidaki fonksiyon kiimelerinin her biri (u+v)(t) = u(t) +v(t) ve (Au)(t) =
Au(t), (A € R) islemleriyle birlikte birer reel vektor uzayidir [4].

B(S)={u| u:S — R simurli},
Cla,b] = {u| u: [a,b] — R siirekli},
C(R+,R) = {u| u:Ry — R siirekli},
BC (R4,R) = {u| u: Ry — R simirli ve siirekli},
Lyla,b] = {u| u:la,b] — R Lebesque dlgiilebilir ve/b u(t)|P dr < 00} :
a
Tanim 2.0.21 (Normlu uzay). X, reel veya kompleks K cismi iizerinde bir vektor uzayt olsun.

Eger her x,y € X ve a € K icin
|-]: X =K

fonksiyonu asagida verilen (N1) — (N4) kosullarin saglarsa, || - || fonksiyonuna X ° de bir norm

ve (X,| - ||) ¢iftine ise normlu uzay denir [26].
(N1) [|x[| = 0,
(N2) |[x|| =0 < x = 0 (Burada 0, X deki + igleminin birim elemanidur),
(N3) [ax]| = |al[lx,
(N4) [[x+yl[ < [ + [Iv]]-

Ornek 2.0.5. Ca,b], Hy [a,b] Hilder (Bak. Tanim 2.2.1) ve o siireklilik modiiliiniin dogurdugu

Co |a,b] (Bak. Tamum 2.1.2) uzaylart sirastyla

— mak
]| maks x(s)]

x|l = ]x(a)l—l—sup{M't,se [a,b],t £sve <o < 1}

e—sl®

[x||lw = ]x(a)l%—sup{% :t,s € la,bl,t %s}

normlari ile beraber birer normlu uzaydir [2], [15].
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Tamim 2.0.22. X bir vektor uzayt ve K C X olsun. Her x, y € K olmak iizere, A +1m =1 ve
0 <A <1ligcin Ax+ny € K oluyorsa K’ ya konveks kiime denir [15], [16].

Tamm 2.0.23. (X, || -||) bir normlu uzay olsun.
d:XxX =R d(x,y) = |[x—y|

seklinde tamimlanan d fonksiyonu X iizerinde bir metriktir. Bu metrige normun belirledigi

(indirgedigi) metrik veya kisaca norm metrigi denir [4].

Teorem 2.0.5. Bir S normlu uzay: sonlu boyutlu ve K C S olsun. K alt kiimesinin kompakt olmast

icin < K’ min kapali ve sinirli olmasidur [4].

Teorem 2.0.6. Bir (X, || - ||) normlu uzayinin sonlu boyutlu olmas igin <
B(6,1)={x:xeXvelx]|<1}

kapalr birim yuvarimin kompakt olmasidir [33].

Tamm 2.0.24. (X, || - ||) normlu uzay ve S C X olsun. Her x € S i¢in ||x|| < k olacak sekilde bir

k > 0 sayist varsa S kiimesine sitnirlidwr denir [13].

Tamm 2.0.25. (A,|| - ||) normlu bir uzay olsun. Bu uzaydan aliman her (a,) Cauchy dizisi

yakinsak oluyorsa A normlu uzayina Banach uzay: (tam normlu uzay) denir [29].

Tanmm 2.0.26. ||.||, ve ||.||, bir X vektor uzayt iizerinde iki norm olsun. Her x € X icin
mll [y < -l < nll-lly

esitsizligini saglayacak sekilde m ve n pozitif sayilart varsa ||.||; ve |.||, normlarina denk

normlar denir [33].
Onerme 2.0.2. Sonlu boyutlu bir X vektor uzayt iizerinde tiim normlar birbirine denktir [33].
Tamim 2.0.27. Bir normlu uzaymn Banach uzayt olmasint saglayan norma Banach normu denir.

Sonug 2.0.2. ||.||; ve ||.||,” nin bir X vektér uzay: iizerinde iki Banach normu oldugunu ve
(X, ||.1l;) uzayindan (X,||.||,) uzayina ézdeslik fonksiyonunun siirekli oldugunu varsayalim. O

zaman bu iki norm denktir [27].

Tamm 2.0.28. Cla,b] deki bir (x,) fonksiyon dizisi essiireklidir denir < Ve > 0 sayist igin
(sadece bu €’ na bagl) bir § > 0 sayisi vardir dyle ki her x, ve her sy,sy € [a,b] igin |s; —s2| < &
iken |x, (s1) —xn (52)| < € oluyordur [24].
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Teorem 2.0.7 (Ascoli Teoremi). Cla,b| deki sinirl, essiirekli bir (x,) fonksiyon dizisi Cla,b]
deki norma gore yakinsak bir alt diziye sahiptir [24].

Tamm 2.0.29. Bir (X, || - ||) normlu uzayt ve Y C X alt kiimesi verilsin. X normlu uzayindaki
normun |||y = || - ||y kisitlamast Y iizerinde bir normdur. Buna Y iizerine indirgenmis norm ve
(Y, |- lv) ikilisine de X normlu uzaywn bir alt uzayt denir. EgerY kapaliise (Y, || -||y) alt uzayina

kapaly alt uzay adi verilir. Bir X normlu uzayin her alt uzayr da normlu bir uzaydir [33].

Teorem 2.0.8. Bir X Banach uzayimmin Y alt uzaymin Banach uzay: olmasi icin < Y kiimesinin

X icinde kapalr olmasidir [24].

Teorem 2.0.9 (Schauder sabit nokta teoremi). (X, || - ||) Banach uzayminda L kiimesi X’ in
bos olmayan, konveks ve kompakt bir alt kiimesi olmak iizere; T : L — L siirekli bir doniisiim ise

T doniistimii L’ de en az bir noktay: sabit birakir [38].

Ornek 2.0.6. C[a,b], Hy [a,b] Hilder (Bak. Tanum 2.2.1) ve @ siireklilik modiiliiniin dogurdugu

Co |a,b] (Bak. Tamum 2.1.2) uzaylari sirastyla

— mak
x| maks |x(s)]

x|l = |x(a)|+sup{%:t,s€ [a,b],t £sve < o < 1}

[*llw = M@I—l—sup{% it,s € [a,b],t ;As}

normlart ile birlikte birer Banach uzaywdir [2], [15].

Tamim 2.0.30. Bir f: R — R fonksiyonu verilsin. Her u,v € R icin f (u+v) < f(u)+ f(v)

sarti saglanmirsa [’ ye alt toplamsaldwr denir [§].

Lemma 2.0.1. Eger f: Ry — R fonksiyonu alt toplamsal ve v < u ise f(u) — f(v) < f(u—v)
dir [8].

Uyan 2.0.1. Eger f: R, — R fonksiyonu alt toplamsal ise Lemma 2.0.1° den her u,v € R
igin | f(u) = f(v)| < f(lu—v]) dur [8].

Lemma 2.0.2. f: R, — R, bir konkav fonksiyon ve f orjinde sifir degerini alsin. O zaman f

alt toplamsaldir [8].

Tanim 2.0.31. X ve Y bir K cismi uzerinde vektir uzaylariyken D (T) ise X’ in alt vektor uzayt

olsun. D(T)’ den Y’ ye giden bir fonksiyona bir operator (doniigiim) denir. Bu operatir
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T :D(T)—Y ile gosterilir. Ayrica D(T)’ ye T’ nin tanum bolgesi ve Y’ nin alt vektor uzayt
olanR(T)=A{T (u) : u € D(T)} kiimesine de goriintii bolgesi adi verilir. Buna gore T : D (T ) —
R(T) operatorii de orten olur [15].

Tamm 2.0.32. U ve V normlu uzaylar, F : U — V operator ve uy € D(F) olsun. Asagida verilen
kosullardan biri saglandiginda, F operatirii (doniisiimii) uy € D(F) noktasinda siireklidir

denir [29].

(@) Keyfi € > 0 sayist alindiginda, ||\u— up|| < 8 esitsizligini saglayan Yu € D(F) i¢in ||F (u) —

F(up)|| < € olacak sekilde € ve uy bagl bir 8 > 0 sayust vardur.

(b) n — oo iken (u,) — ug olan her (u,) C D(F) dizisi i¢in n — oo iken (F(uy,)) — F(uo) dir.

Eger F operatorii her u € D(F) icin siirekliyse F, D(F) de siireklidir denir.

Tammm 2.0.33. U ve V normlu uzaylar, F : U — V operator olmak iizere; Y€ > 0 sayist

alimdiginda, |lu —v|| < & esitsizligini saglayacak sekilde Yu,v € U icin |Tu —Tv| < €
esitsizligini saglayan sadece €’ na bagl 8 > 0 sayist bulunabiliyorsa F operatoriine U iizerinde

diizgiin siireklidir denir [14].

Tanim 2.0.34. U ve V normlu uzaylar, F : U — V operator olmak iizere; Yu € D(F) igin ||[Fu|| <
cllu|| esitsizligini saglayan sabit bir ¢ > 0 sayist bulunabilirse T operatiriine D(F) iizerinde

strlhdir denir [29].

2.1 Siireklilik Modiilii Ile Tiiretilen Fonksiyon Uzay1

Bu kisimda o siireklilik modiili ile tiiretilen Cgq |a,b] fonksiyon uzaymin tanimi ve
ozellikleri ile ilgili bilgiler verecegiz. Daha sonra 6zel bir siireklilik modiilii ve metrik se¢imi

ile Cy [a,b] uzaymnin 6zel bir hali olan o iislit Hy [, b] Holder uzayinin 6zellikleri sunulacaktir.

Tanmm 2.1.1. R, = [0,%0) olmak iizere ® : Ry — Ry fonksiyonu; R, iizerinde azalmayan,
® (0) =0ve € > 0icin o (&) > 0 kosullarim sagliyorsa @ fonksiyonuna bir siireklilik modiilii
adi verilir [2].

Genellikle, ® = (&) siireklilik modiiliiniin € = 0 noktasinda siirekli oldugu, yani, € — 0

iken w(€) — 0 oldugu kabul edilir.

(X,d) metrik uzayt simirl olsun (Aksi belirtilmedikce metrigi sinirly olarak diigiinecegiz). X

lizerinde tamumli, reel degerli ve siirekli olan biitiin fonksiyonlarin kiimesini C(X) ile gosterelim.
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x € C(X), keyfi fakat sabit bir fonksiyon olmak iizere, keyfi bir € > 0 sayist icin
o(x,€) = sup{|x(u) —x(v)| : u,v € X ve d(u,v) < €}

olmak iizere; € — (x, €) fonksiyonuna x fonksiyonunun siireklilik modiilii denir [2].

Bu tanimdaki fikirden hareketle C(X) yerine X iizerinde tanimli, reel degerli ve sinirli biitiin
fonksiyonlarin kiimesi olan B(X ) alindiginda da yani x € B(X) i¢in € — o(x, €) fonksiyonu x’ in
bir siireklilik modiilii olur. Bu durumda agiktir ki € — @(x, €) fonksiyonunun € = 0 noktasinda

siirekli olmasi i¢in < x fonksiyonunun X {izerinde diizgiin siirekli olmasidir [2].

Tamm 2.1.2. (X,d) simrle bir metrik uzay ve ® bir siireklilik modiilii olsun. Bir x : X — R

fonksiyonu icin hert,s € X iken
(1) —x(s)| < Kx0 (d (1,5))

esitsizligini saglayacak bir K, > 0 sayisi mevcut ise bu sekildeki x fonksiyonlarinin olusturdugu
kiimeye o siireklilik modiiliiniin dogurdugu kiime denir ve bu kiime Cy(X) ile gosterilir. Bu

durum daha acik olarak

e () = x(s)|

xeCp(X) & sup{ ©(d(t.5))

t,seX

:t%s}<<>o

ile ifade edilir [2].

Bu tamimdan asagidaki onerme ¢ikarilabilir.

Onerme 2.1.1. x € Cy(X) olmast icin < Ve > 0 igin
o(x,e) <Ko (g)
kosulunu saglayan bir K, > 0 sayisimin olmasidir [2].

Onerme 2.1.2. C,(X), R cismi iizerinde bir vektor uzayi ve C(X) siirekli fonksiyonlar uzaynin

da bir alt vektor uzayidir [2].

Onerme 2.1.3. 1 € X keyfi bir sabit ve x € Co,(X) keyfi bir fonksiyon olmak iizere,

Il = b (t0)] + sup {M :r#s}

t,seX o (d (I,S))

biciminde tanmimlanan fonksiyon Cy(X) de bir normdur [2].
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Buna gére Cy(X) uzay1 bir normlu uzaydir. Dikkat edilirse x € C»(X) i¢in ||x||,, < oo oldugu

gortliir.
Onerme 2.1.4. (Co(X), ||-||,) uzay: bir Banach uzayidir [2].

Ispat: Cy,(X) uzayimnda bir (x,) Cauchy dizisi alahm. M sayisim M = maks {1, @ (diamX)}
biciminde gosterirsek, Cauchy dizisi tanimindan keyfi bir sabit € > 0 verildiginde n,m > ng i¢in
|2 — x| < 557 Olacak sekilde ng dogal sayisi bulabiliriz. Onerme 2.1.3” den, herz,s € X, 1 # s

ve fo € X keyfi sabiti icin

X
[ (10) —m (10)] +up { "
olur. Bu (2.1.1) esitsizliginden

€
-

£
3 2.1.2
2M — 2 ( )

[n (10) —xm (t0)] <

esitsizligi elde edilir. Buradan {x, (fp)} dizisinin dogal metrik ile R de Cauchy dizisi oldugu
anlagilmig olur. R tam metrik uzay oldugundan bu dizi x (¢p) gibi bir reel sayiya yakinsar yani
lim x, (f9) = x(fo) dir. Simdi yine (2.1.1) esitsizliginden

n—soo

50 1) — 20 ()] — i (5) — 2 ()] B
%{ 0 (d(t,s)) ' t*s} = m @13

yazabiliriz. Bu (2.1.3) esitsizliginde s yerine ¢y alinarak sabit tutulursa, her ¢ € X i¢in

50 (6) — i ()] — e (10) — o (1)) e
{ o@) '”“0} = ou

elde edilir. Buradan da

i ) =5 (1)) = 5 (10) — 0 (0)]| < 500 (d 1,10)) @14

bulunur. (2.1.4) esitsizliginden, keyfi t € X ve m,n > ng dogal sayilar i¢in

B 1) =6 (6] = F 10) =50 (0] < 50 (d (1,10)) < 5
olur. Boylece, keyfi t € X ve m,n > ny dogal sayilari icin
X (£) — X (£)] < [ (1) — 26 (10)] + g (2.1.5)
dir. (2.1.2) ve (2.1.5) birlikte diisiiniildiigiinde
1 (1) — 3 (1) < € (2.1.6)
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elde edilir. Boylece (x,(¢)) dizisi reel Cauchy dizisidir. R tam oldugundan bu dizi R de

yakinsaktir. Bu dizinin limitini x (¢) olarak tanimlarsak,

r}ijgoxn (1) =x(1)

olur. (2.1.6) esitsizliginde m — oo i¢in her iki tarafin limitini alirsak, her t € X ve her n > ng icin
n (1) —x (1) < €

olur. Buradan, Cy(X) uzayimndaki (x,) Cauchy dizisi dogal metrik ile x fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir.

Simdi x € Cp(X) oldugunu gosterelim. (x,) dizisi Cy»(X) uzayinda bir Cauchy dizisi
oldugundan sinirlidir. O halde sabit bir S > 0 ve her n € N sayist i¢in ||x,||, < S yazabiliriz.

Yani

— Iy su o) — 3400
1 %nll = | (t0)|+t7sel;’({ o(d(t,s))

dir. Keyfit,s € X, t # s ve her n € N sayisi i¢in (2.1.7)’ den

t;és} <S (2.1.7)

esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizlikten de her ¢,s € X ve her n € N sayisi1 i¢in
[ (1) — 0 (5)] < S (d (1,5)) (2.1.8)
olur. Simdi (2.1.8) esitsizliginde n — oo i¢in limit alinirsa, keyfi ¢, s € X icin
(1) —x(s)| < So (d (1,5))

dir. Bunun anlami x € Cy, (X ) olmasidur.

Simdi de (x,) dizisinin ||. ||, normuyla x fonksiyonuna yakinsadigini gosterelim. Keyfi z,s €

X, t # sile keyfi m,n € N ve m,n > ny icin yine (2.1.1) esitsizligi kullanilarak,

[[xn () = X (1)) — [0 (5) — xm (5)]| €
“p{ o (d(1,9) }S

2

elde edilir. Buradan da

| [ (#) = 2m (£)] = [0 (5) — 2 (5)]] < €

— 2.19
o (d(t,s)) - 2M ( )
olur. (2.1.9) esitsizliginde ¢ ve s sabit tutularak m — oo icin limit alirsak,

o (d(t,s)) —2M
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elde edilir. Boylece (2.1.10) esitsizliginde keyfi 7,5 € X, t # s ve n > ny i¢in her iki tarafin

supremum’ u alinarak,

ap{ B2 =Xl =25} o oL

o (d(t,s)) =M

yazilabilir. Benzer sekilde (2.1.1) esitsizligi kullanilarak, keyfi m,n € N ve m,n > ng icin

% (10) =% (f0)| < 57 (2.1.12)
yazilabilir. (2.1.12) esitsizliginde m — oo i¢in limit alirsak,
€
b (10) —x (10) | < 5 (2.1.13)

esitsizligi elde edilir. Simdi (2.1.11) ve (2.1.13) esitsizlikleri taraf tarafa toplanip Onerme 2.1.3

dikkate alindiginda, her n > ng i¢in
€
=l < + <

dir. Bu son esitsizlik Cg (X ) uzayimndaki keyfi (x,,) Cauchy dizisinin yine bu uzayin bir elemani
olan x fonksiyonuna ||.|| , normuna gore yakinsadigini gosterir. O halde Cy, (X)) uzay1 bir Banach

uzayidir.
Asagida baz1 o siireklilik modiilleriyle bunlarin dogurdugu C, uzaylarinin ne oldugunu

gorelim.

Ornek 2.1.1. € € R, icin wy (&) = € seklinde aldigimiz fonksiyon siireklilik modiiliidiir. Burada
x € Cy, (X) olmasu icin gerek ve yeter kosul hert,s € X icin
(1) = x(s)| < Ly (d (z,5))
=Lyd(t,s)

esitsizligini saglayan bir Ly > 0 sayisimin mevcut olmasidir. Yani Cg, (X) uzayt x: X — R olan

ve Lipschitz kosulunu saglayan x fonksiyonlarindan olusur. Onerme 2.1.3" den Cy, (X) uzay

icin norm
ey = o)+ sup { EE
_ (1) —x(s)] |
= |x(to)| —l-:;g({w t#£ s}
dir [2].
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Ornek 2.1.2. o sayisi (0,1] araliginda sabit bir sayt ve € € Ry icin oy (€) = €% seklinde
aldigimiz fonksiyon bir siireklilik modiiliidiir. x € Cg, (X) olmasi icin gerek ve yeter kogul her
t,s € X icin

(1) —x(s)| < Hy(d (2,5))”
esitsizligini saglayan bir Hy, > 0 sayisinin mevcut olmasidir. Yani Cg,, (X) uzayt x : X — R olan

ve Hélder kosulunu (Bak. Tamum 2.2.1) saglayan x fonksiyonlarindan olugan o iislii Hy (X)

Holder uzayin dogurur. Onerme 2.1.3" den Cyy, (X ) uzayindaki norm

B K0 —x)]
I = 1) + s {—(d =0l }

seklindedir [2].

Ornek 2.1.3. o fonksiyonunu

0, €=0icin
(€)=
(&) { I, €>0igin
biciminde tanimlarsak bunun siireklilik modiilii olacagi agiktir. x € C»(X) olmast icin gerek ve

yeter kosul hert,s € X icin
lx(¢) —x(s)| < Ko (d (2,5)) < Ky (2.1.14)

esitsizligini saglayan bir K > 0 sayisimin mevcut olmasidir. A¢ikca goriilecegi gibi bu kosul x
fonksiyonunun sinirlt olmasina denk bir kosuldur. Gergekten de sabit bir to € X icin (2.1.14) de

s yerine tq yazarsak, hert € X icin
[x(£)] = [x(t0) | < [x(r) —x(10)] < Kx
olur. Her t € X icin bu son egitsizlikten
x(£)] < [x(to)] + Kx < oo

olur. Aymi zamanda simirli bir x fonksiyonu (2.1.14) kosulunu saglar. Boylece Cy(X) uzay
x : X — R seklinde tanmimlanan sinirli fonksiyonlardan olusur. Yani bu ornegimizdeki @ icin
Co(X) = B(X) dir. Bu takdirde C(X) uzayindaki norm tanimu: t,s € X ve t # s icin

e (1) = x(s)|

sl = el suple () —x(6)

Il = bx (1) +sup{

seklindedir. Bundan dolayt

Il = [ (0) | + sup [x () —x(s)] < sup bx ()] +sup b (£)[ +sup |x (s)| < 3[lx[l, ~ (2.1.15)
reX teX seX

t,s€X
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dir. Ayrica

[I¥llee = sup [x (#)| = sup|x () —x (10) +x(t0)| < [x (¢0) |+ sup|x () — x (10)]
teX teX teX

< (o)l + sup fe(r) —x(s)]

— (1)) + sup {Mu&}

rsex L O (d(t,s))
= |IxIl,, (2.1.16)

olur. (2.1.15) ve (2.1.16) goz oniine alindiginda

[*llee < fl¥ll < 3 1xllec

esitsizliginin dogrulugu elde edilmis olur. Dolayistyla bu norm B (X) uzaywndaki klasik ||x||., =

sup,cx |x(t)| normuna denktir [2].

2.2 Holder Uzay: ve Baz1 Ozellikleri

Bundan sonraki degerlendirmeleri basitlestirmek i¢in fonksiyonlarimizi [a,b] aralifinda
tanimlayacagiz. |a,b] iizerinde siirekli ve reel degerli, x : [a,b] — R fonksiyonlarmnin

olusturdugu C [a, b] uzaym ||x||., = sup{|x(¢)| : ¢ € [a,b]} normuyla birlikte diistinelim.

a sayisi (0, 1] arahiginda sabit bir say1 olmak iizere Ornek 2.1.2” de X kiimesini [a, b] aralig,
d(t,s) = |t —s| ve o siireklilik modiili Wy = €* olarak alimirsa, bu yeni Cg, ([a,b]) uzay1

Hyg |a,b] sembolii ile gosterilecek. Bu husus daha agik olarak asagidaki tanimda belirtilmistir.

Tamm 2.2.1. o sayist (0, 1] araliginda sabit bir sayt olmak iizere, x € Hy [a,b] <= Vt,s € |a, D]
icin
(1) —x(s)| < H |t —s]” (2.2.1)
esitsizligini saglayan bir H > 0 sayist vardwr, (Holder Kosulu) [2].
Yani Hy, [a, b] ile gosterilen Holder kiimesi, Holder kosulunu saglayan [a, b] iizerinde tanimli

tiim reel degerli x fonksiyonlarindan olusur.

Buna gore Onerme 2.1.2° den Hy [a,b] kiimesi R cismi iizerinde bir vektor uzay1 ve C|a, b]

stirekli fonksiyonlar uzayinin da bir alt vektor uzayidir.
X € Hy [a,b] igin (2.2.1) esitsizligini saglayan en kiiciik sabit sayiyr HY ile gosterirsek
l’ —
Hf:sup{w: t,s€ [a,b],t;«és} 2.2.2)
-5
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olacak sekilde elde edilir.
Dikkat edilirse oo = 1 olarak alirsak, Hj[a,b] uzay1 [a,b] iizerinde Lipschitz kosulunu
saglayan x fonksiyonlarindan olusur. Yani x € H) [a,b] ve t,s € [a,b] i¢in
(1) = x(s)| < Ly |t — s
kosulunu saglayan L, > 0 sayis1 vardir. Bu uzay Lip |a,b] biciminde ifade edilir. O halde
H,[a,b] = Lip|a,b)] dir.

Simdi temel amacimiz: Hy[a,b] Holder uzay1 Cla,b] uzaymin lineer bir alt uzay: olmakla
birlikte, o € (0,1] icin Hy [a,b] Holder uzaymn ||.||., normuyla C[a,b] uzayimn bir kapali
alt uzay1 olmadigim gostermektir. Bunu kanitlamak igin Hy [a,b] uzaymn Ornek 2.1.2° de ifade

edilen dogal normuyla birlikte diisiiniilecektir. Yani x € Hy, [a, b] i¢in
x(t) —x(s
x|l = |x(a)|+sup{%: t,s € [a,b] ,tyés} (2.2.3)
dir. (2.2.2) ve (2.2.3) birlikte diisiiniildiigiinde,

el = 1x (@)l + Hy*

bagintisi elde edilir. Onerme 2.1.4” iin bir sonucu olarak (Hya,b],]| - ||¢)’ min bir Banach uzay1

oldugu goriiliir.

Keyfi sabit x € Hy [a,b] ve keyfi t,s € [a,b] i¢in

LT
1

<@+ b= sup { U=

< maks{1,(b—a)*} {|x(a)]+sup{w :t#s}}

[t —s
olur. Boylece

Hx||°°§maks{1,(b—a)a}|]x||a (2.2.4)

dir. Buradan ||.||,, normunun ||.||, normu tarafindan sinirlandirildigimi (Domine edildigini)

soyleyebiliriz. Teorem 2.0.8” den eger Hy [a,b] uzay1 ||.||., normuyla C [a,b] uzaymn kapali
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alt uzay1 olsaydi Hy [a,b] uzay1 ||.||.. normuyla bir Banach uzay1 olurdu. Boylece Hy [a, b] uzay1
hem ||.||,, normuyla hem de ||.||, normuyla bir Banach uzay: olacakti. (2.2.4) ve Sonug 2.0.2
(normlar arasindaki simirlandirma (Domine etme) teoremi)’ den Hy [a,b] uzayinda ||.|, ve ||.||,

normlarinin denk oldugunu soyleyebilirdik.

Simdi bu sonucun dogru olmadigini yani bu iki normun birbirine denk olmadiginm
gosterecegiz. Bunu gostermek i¢in sabit bir @ € (0, 1] sayisimi ve [0, 1] aralifinda asagidaki gibi
tanimli (x,) reel fonksiyon dizisini diigiinelim.

n%t%, t [ l) ise
X (t) = ] ]
1, te€e [— 1] ise

fonksiyonunun tanimdan n = 1,2,... igin (x,) C C[0,1] ve ||x,||., = 1 dir. Diger taraftan n =

12,...icin
bl =)+ sup {00
=l O+ s {000 )
— sy @ sup { OO e 01y
:Sup{r %0 e o }
o510 5810 (]
o2 (0] Jownfiore (1] })

(s
o n
:maks{ { ( Hp{te(ll] }}: (22.5)

dir. (2.2.5)’ den n = 1,2,...igin ||x,|| , = n% oldugu goriilir. Boylece

[0l

[l

1
= 5 veva [l = n x|l (2.2.6)

[ nHtx

— 0 olur. Buradan da

olur. (2.2.6)’ de n — o igin limit alinirsa 1~ normunun ||.||., normu

I-e
tarafindan siirlandirilamadigi (Domine edilemedigi) goriiliir. Yani Hy, [0, 1] Holder uzayinda
l|.ll. ve |||, normlarmin denk olmadig: goriiliir. Acikca buradaki drnekte [0, 1] araligr yerine
keyfi bir [a, b] aralig1 alinabileceginden, Sonug 2.0.2° den Hy, [a,b] Holder uzayi ||.||., normuyla

Banach uzay1 olamayacagindan C [a,b] uzayinin kapali alt uzay1 da degildir.
Ayrica, 0 < @ <y < 1ig¢in

Hyla,b] C Hyla,b] C Cla,b] (2.2.7)
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kapsama bagintilar1 saglanir. Ozel olarak, y = 1 alirsak Hj [a,b] = Lip|a,b] yazarak, (2.2.7)

bagintis1 0 < o < ¥y < 1igin
Lip|a,b] C Hy[a,b] C Hy[a,b] C C|a,b]

biciminde yazilir. Bu kapsama bagintisinin dogrulugunu gosterelim.
Her x € Hy[a,b] ve Vs,t € |a,b] igin,
x(s) —x(t)| < HY |s =] = H|s —|*|s —2|"*
< (b—a)" “H]|s 1|
=HX|t—s|* (2.2.8)
dir. (2.2.8) ve Tamim 2.2.1° den x € Hy [a,b] oldugu goriiliir. Buradan (2.2.7) bagintisinin
saglandig1 sonucu cikar.
Bununla birlikte x € Hy [a, b] ve keyfi sabit s, € [a,b], s # t i¢in,

() =x(0)] _ Js(s) =x(O) | 0

s—e* s —1]
< M (b _ a)?’*(x (2.2.9)
s —1]”

dir. (2.2.9) bagintis1 kullanilarak,

x|l = |x(a)|+sup{% 2 s,t € |a,b] Ves;ét}

< ]x(a)]—f—sup{pc(‘i)_;;fyw : 5,1 € [a,b] Ves#t}(b—a)ya

< maks{1,(b—a)’" %} [l (2.2.10)

oldugu goriiliir. Boylece (2.2.10)’ den [|x||,, normu ||x[|, normunu sinirlandirir. Simdi bu iddianin

tersinin dogru olmadigimi gosterecegiz. Asagidaki bicimde tanimlanmig n = 1,2, ...i¢in

| ntr, e ]0,5) ise
x"(t>_{ 1, re[L] ise
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(xx) C Hy[0,1] dizisini ele alalm. Hy [0, 1] Holder uzayindaki norm tanimindan,

X, (1) —x, (s
bolly = b O+ sup. [l on Ol o
COETIN

= |x,(0)|+ sup { s

t,5€[0,1]

= |xn(0)|+sup{w: t€(0,1] }

om0 (0] om0 (1]}
:maks{sup{nt—iife (O,’ﬂ },sup{tly:te (%,1} }}

——

oldugu kolayca goriilebilir. Diger taraftan n = 1,2, ...i¢in,

ally = 0 (0)] & sup {M raés}

1,5€[0,1] |t_s’a
= |x, (0)|+ sup {—\xn (t) _XZ(O)’ it # s}
1,5€[0,1] |t — ]

= \M(O)H—sup{%: 1€ (0,1] }

om0 (01] (v (] )
:maks{sup{%ife (O,H },sup tia:te(%,l} }}
:maks{sup{nyﬂ_aite (O,ﬂ },sup{tla:te (%,1} }}

o
= 1z — 0 olur. Boylece x|,

=n

[1%n| g
[xnlly

normu ||x||,, normunu sinirlandiramaz. Bu ise [|x||,, ve ||x[|, normunun birbirine denk olmadigin

olur. Buradan |[x,||, = n¥"%||x,[l, veya n — o icin

gosterir. Acik¢a burada [0, 1] aralig1 yerine keyfi bir [a, b] aralig1 alinabileceginden, Sonug 2.0.2’
den Hy |a,b] Holder uzay1 ||. ||, normuna gore Banach uzay1 olamayacagindan bu uzay Hy [a, b]

uzayinin kapali alt uzayi da degildir.

2.3 Cy, (X) Uzayinda Rélatif Kompaktlik icin Yeter Kosul

Bu kisim, @ = @ (¢€) siireklilik modiilii ile tiiretilen Cg (X) fonksiyon uzayinda rolatif
kompaktlik igin bir kriter sunmaya ayrilmistir. Asagida C, (X) uzayinda rolatif kompaktlik i¢in

bir yeter kosul verilecektir.
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Tanmm 2.3.1. © = @ (&) fonksiyonu € — 0 icin @ (€) — 0 kosulunu saglayan bir siireklilik
modiilii ve X de bir kompakt metrik uzay olsun. Cy (X) uzayinda A suurly bir altkiime olmak

iizere A kiimesine ait fonksiyonlar,

Ve > 0igin 38 > 0 vardir dyle ki Vx € AveVt,s € X (t # ) icin

x(0)—x(s)| _

A1) 8= S se

kosulunu saglarsa A kiimesi @ siireklilik modiiliine gore egsiireklidir denilir [2].

Teorem 2.3.1. X bir kompakt metrik uzay olsun. A kiimesi de Cy (X) uzayinda sumrlt ve @

siireklilik modiiliine gore egsiirekli bir altkiime ise A kiimesi Cg (X) uzayinda rélatif kompakttir

I2].

Ispat: Oncelikle, A kiimesi C, (X) uzayimnda siirli oldugundan, x € A ve up € X kompakt metrik

uzayinin sabit bir eleman1 olmak iizere

x| = |x (uo)| + sup
u,veX

{IX(M)—x(V)!

0 dwy) :u#v}ﬁM (2.3.1)

esitsizligini saglayacak sekilde bir M > 0 sabiti vardir. Ozel olarak keyfi bir x € A icin
x (uo)| <M (2.3.2)
dir. Ayrica, (2.3.1) esitsizliginden herhangi bir x € A ve keyfi u,v € X, u # v igin
Pe(w) —xW)l (2.33)
o (d (u,v))
esitsizligi gecerlidir. (2.3.3) esitsizliginden herhangi bir x € A ve keyfi u,v € X icin

lx(u) —x(v)| <Mw(d(u,v)) (2.3.4)

elde edilir. (2.3.4)” den ve lirr(l) w(g) = 0 oldugu i¢in X kiimesi iizerinde tanimli olan biitiin x
E—

fonksiyonlarinin olusturdugu A kiimesi C (X) uzayinda essiireklidir.

Bunun diginda, X kompakt bir kiime olup sinirlidir ve her u,v € X i¢in d (u,v) < diamX dir.
(2.3.4)’ den keyfi bir x € A ve her u,v € X i¢in

|x (u) —x(v)| < Mo (diamX) (2.3.5)
esitsizligi gecerlidir. (2.3.5) esitsizliginde v yerine uq yazarsak keyfi x € A ve u € X i¢in

Ix ()| — |x (uo)| < |x(u) —x(up)| < Mo (diamX) (2.3.6)
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yazilir. (2.3.6)’ dan, Vx € A ve u € X icin
Ix (u)] < |x(uo)| + Mo (diamX)

dir. Bu da A kiimesinin C (X) uzayinda egsinirli oldugunu gosterir.

Simdi, A kiimesinde rastgele bir (x,) diizgiin siirh dizi alalm. Yukarida belirtilen
gergekler g6z oniinde bulundurularak, (x,) dizisindeki fonksiyonlar X kiimesi iizerinde taniml
C(X) uzayinda essiirekli ve diizgiin simirlidir. Boylece, Ascoli Teoremi 2.0.7 gbz Oniinde
bulundurularak X kiimesinde tanimli (x,) dizisinin, C (X) uzayinda bir x = x (u) fonsiyonuna
diizgiin yakinsak olan bir alt dizisi oldugunu soyleyebiliriz. Karmagik gosterimden kaginmak
icin, bu dizinin belirtilen alt dizisi yine ayn1 sembolle yani (x;) ile gosterilecektir. Artik dikkat

edilirse Sonug 2.0.1” den x = x («) fonsiyonu da X kiimesi iizerinde siireklidir.

Asagida, x € Cy (X) oldugunu gosterecegiz. Bu amagla (2.3.4) esitsizligini saglayan (x;,)

dizisine ait fonksiyonlar1 diisiinerek, keyfi bir n € N ve keyfi u,v € X i¢in
[ (1) = xa (v)| < M (d (u,v))

yazilabilir. Mutlak degerin siirekliligi, son esitsizlik ve keyfi bir u € X igin lim x,(u) = x(u)
n—oo

oldugundan, keyfi u,v € X i¢in
|x(u) —x(v)| < Mo (d(u,v)) (2.3.7)

olur. Buradan x € Cy, (X) oldugu goriiliir.

Ayrica (2.3.2)’ denn = 1,2,...i¢in,
[n (o) | < M
oldugundan, n — oo i¢in limit alinirsa
[x (uo)| < M (2.3.8)

elde edilir. (2.3.7) ve (2.3.8) birlikte diisiiniilerek, keyfi u,v € X, u # v igin

@) —x)] _

el g @) =

yazilir. Buradan

¢ () —x (v)|
xll = |x(uo)|+8up{m cuveXveuFvy <2M



dir. Yani yine x € Cg (X) olur.

Simdi (x,) dizisinin Cg (X) uzaymin normu ile x fonksiyonuna yakinsak oldugunu

gosterecegiz. Bu amagla 6 > 0 sabit bir say1 olmak iizere kolaylik saglamak i¢in
X3 ={(u,v) eX XX :u#v},
X} = {(u,v) eXZ:d(u,v) < 5},
X3 = XP\X3

biciminde gosterelim. Acikca gfvz, Xg kiimeleri ayrik kiimeler ve Xg = )?g UX(% dir. Ayrica, keyfi

olarak sabitlenmis bir n dogal sayis1 i¢in ,

[0 — x[[

e () — 5 S 1P () =x @] = [ (v) = x (V)]

— Jt (o) (O)H(M,V)Exg{ s }

b () — x wp S ) =x () —xn (v) +x(v)]

= |on (u0) — x( 0)|+(u,sv)£X§{ 0 d(ur)) }

= |on (u0) — x (uo)|

ks ) sup P =x@) —m ) x)) e () —x () =20 (v) £ (V)
+ mak (ui)g}g o (d (1)) e o (d (u,v))

(2.3.9)

dir. Ardindan € > 0 keyfi bir sabit sayisini alalim. § > 0 say1si: A kiimesinin @ = @ (¢€) siireklilik

modiiliine gore essiirekli olusu varsayimina gore %’ e karsilik gelen say1 olsun.

Simdi, B (&) sayisini

B (¢) :min{g, 8“’41(5)} (2.3.10)

bi¢giminde tanimlayalim. (x,) fonksiyon dizisinin, X kiimesi iizerinde tanimli, C (X) uzayinda bir
x fonksiyonuna diizgiin yakinsadigindan Tanim 2.0.11” den S (&) i¢in bir ny dogal say1s1 vardir

oyle ki, her n > ng ve herhangi bir u € X i¢in

1, (u) —x(u)| < B (€) (2.3.11)

yazilabilir. X3 kiimesinin tammndan (u,v) € X3 i¢in d (u,v) > & oldugu kolayca goriiliir.

Buradan da @ = o (&) siireklilik modiilii azalmayan oldugundan o (d (u,v)) > @ (98) esitsizligi
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yazilabilir. Boylece (2.3.10) ve (2.3.11) g6z oniine alindiginda, n > ng i¢in
Sup{|xn<u>—x<u>—xn<v>+x<v>| () e;;g}

o ()
OSSN -
= () ) X
e () = @) + Jxa (V) =xO)[ Vs
<8 0 ) 3
<2 (2.3.12)

( )

dir. £ > 0 sayisina kargilik gelen & say1sinin secimi sayesinde (x, ) fonksiyon dizisinin elemanlar

essiirekli A kiimesine ait oldugunu da akilda tutarak (u,v) € X3 ve keyfi bir dogal n sayis1 i¢in

P () = (V)] _ €
o) 3 (2.3.13)

esitsizligi saglanir. Boylece (2.3.13) esitsizliginden (u,v) € X(% icin

|x () —x, (v)] < M (2.3.14)

oldugu goriiliir. (2.3.14) esitsizliginde n — oo i¢in limit alirsak, (u,v) € Xg icin

ew(d(u,v))
() —x ()] < S

elde edilir. Sonug olarak, keyfi (u,v) € Xg icin

e(u) —x(v)| _ €
o)) < (2.3.15)

esitsizligi elde edilir. Simdi, (2.3.13) ve (2.3.15) kullanilarak,

() —x@] - 0) x|
p{ o (d () - (w, >€X5}

@ @) s ) 0
- p{ o (d(u,v)) 'MEX@}

(2.3.16)

(SN o)

o(d(u,v))
elde edilir. (2.3.11), (2.3.12) ve (2.3.16) esitsizlikleri birlikte diisiiniilerek, n € N ve n > ng icin

< sup{ el 20 )

(2.3.9) de verilen ||x, — x|, ifadesinin € dan kii¢iik oldugu goriilir yani ||x, —x||, < € dir.
Bunun anlami, (x,) dizisi Cg (X) uzayinin normuna gore x fonksiyonuna yakinsak oldugudur.
Sonug olarak (x,) dizisi A kiimesinden alinan keyfi bir dizi oldugundan A kiimesi Cy (X)
uzayinda rolatif kompaktdir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Simdi, Teorem 2.3.1° e dayanarak, Cy (X) uzayinda rolatif kompaktlik i¢in kullamsh

(faydal) bir yeter kosul verilecektir.

Teorem 2.3.2. ®;, w, siireklilik modiilleri sifirda siirekli olsun. Ayrica € — 0 icin @, (€) =

o(w (€)) sartimin yani
@ (&) _
-0 0 (&)

esitliginin saglandigim varsayalim. (X ,d) bir kompakt metrik uzay olmak iizere eger A kiimesi,

Co, (X) uzaymn simirly bir alt kiimesi ise o zaman A kiimesi Cg, (X) uzayinda rolatif kompaktdir

[2].

Ispat: A kiimesi, Cg, (X) uzayinda sinirh oldugundan her x € A igin %]l g, < M esitsizligini

saglayan bir M pozitif sayist vardir. Bu durum daha acik bir sekilde

e (u) —x (v)| }
X|| o, = |x (o +sup{—:u7év <M
llo, = bx (o)l uvex | @2 (d (u,v))
biciminde ifade edilir. Boylece her v,u € X, v # u igin
M <M (2.3.17)
@ (d (u,v))

dir. Ayrica P > 0 keyfi secilip fakat sabit tutulan sayisi i¢cin Teorem 2.3.2” nin varsayimindan

oyle bir &y > 0 sayist vardir ki 7 € (0, &) igin 2:21—8 < P dir. Buradan ¢ € [0, &) i¢in
W (1) < Pwy (1) (2.3.18)
sonucu ¢ikar. (2.3.17) ve (2.3.18) birlikte degerlendirildiginde her v,u € X ve d (u,v) < & i¢in
e (u) =x(v)| < M@y (d (u,v)) < MPo; (d (u,))

esitsizliginden kolay bir sekilde
<MP (2.3.19)

sonucuna varilir.

Simdi, o, siireklilik modiilii azalmayan oldugundan d (u,v) > &y olacak sekilde keyfi u,v €

X alindiginda,

= (2.3.20)




olur. Bu nedenle (2.3.17) ve (2.3.20) kullanilarak d (u,v) > &y olacak sekilde keyfi v,u € X

alindiginda,

pe(u) =x )| _ ) @ (diamX)
<M (2.3.21)
o1 (d (u,v)) @1 (&)
esitsizligi elde edilir.
Sonug olarak, K = maks {MP,M %} secilip (2.3.19) ve (2.3.21) birlikte degerlendi-
rildiginde, keyfi u,v € X i¢in
2 —x ()] _
o1 (d (u,v))

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik kullanilarak
e (u) —x(v)| }
X|| o = |X (1o —l—sup{—:v;éu < |x(uo)| +K
Ielay = be(u)] + sup { LS (o)

(buradaki x keyfi) yazilabileceginden, A kiimesinin Cg, (X ) uzayinda siirl oldugu goriiliir.

€ > 0 keyfi fakat sabit bir say1 olsun. r — 0 i¢in @, (1) = o (@ (f)) varsayimi goz Oniine
alindiginda r € (0, 8] i¢in

@) (1)

oy (1)

esitsizligini saglayacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 vardir.

<ég (2.3.22)

Ayrica 6 > 0 sayisi; (2.3.22)” deki €; yerine A%I alinmasina karsilik gelmis olsun. € > 0 keyfi
fakat sabit bir say1 alindiginda v,u € X, v # u ve d (u,v) < 8 i¢in (2.3.17)” den
o (d(wy) _ e

o d ) = i (2.3.23)
dir. (2.3.23)’ denv,u € X,v#uve d (u,v) < 8 icin,
@ (d () < 101 (d (1)) (2324)

elde edilir.
Ardindan, (2.3.17) ve (2.3.24) birlikte degerlendirilerek v,u € X, v # u ve d (u,v) < § igin,
() —x(v)| < Man (d (u,v)) < e (d (u,v))
esitsizligine ulagilir. Buradan da u,v € X, u # v ve d (u,v) < § igin

x () —x (v)]
o) <e (2.3.25)

olur. O halde (2.3.25)’ den A kiimesine ait fonksiyonlar Tanim 2.3.1 kosulunu saglayacagindan,
A kiimesi Cg, (X) uzaymda @ siireklilik modiiliine gore essiireklidir. Sonug olarak Teorem
2.3.1" den, A kiimesinin Cy, (X) uzayimnda rolatif kompakt oldugu sonucuna varilir. Boylece

ispat tamamlanmis olur.
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Simdi Teorem 2.3.2” in uygulanabilirligine bir 6rnek verelim.

Ornek 2.3.1. 0 < o < B < 1 olmak iizere @, (€) = €% ve o, (&) = €P biciminde iki tane Holder

tipi siireklilik modiilii olsun.

B

€ €

im ©208) &b
e~0w (€) e-0€%  e-0

oldugundan m, (€) ve @, (&) siireklilik modiilleri Teorem 2.3.2’ nin limit ile ilgili kosulunu saglar

Boylece (X,d) veya ([a,b],d) metrik uzay1 kompakt olmak iizere A kiimesinin Cy, ([a,b])
veya Cg, (X ) uzayinda sinirlt oldugunu varsayarsak, A kiimesi sirastyla Cy, ([a,b]) veya C, (X)

uzayinda rolatif kompakt olur.

Uyarni 2.3.1. : Bu irnekten hareketle ozel olarak X kiimesi [a,b] araligi, d metrigi t,s € |a,b]
icind (t,s) = |t — s| ve w; ve w siireklilik modiilleri de 0 < a. < B < 1 olmak iizere; ) (¢) = €%
ve wy (€) = €P Holder tipi siireklilik modiilleri olarak alinirsa, C, ([a,b]) uzayr o iislii Hy [a, b]

Holder uzayt ve C, ([a,b]) uzayi da B iislii Hg [a, b] Holder uzayt olur. Ayrica Ornek 2.3.1° den

€ eb
im 2208) _ B B
00 (€) e-0€*  £-0

esitligi de dogal olarak saglanacagindan, sayet bir A kiimesi B iislii Hg la,b] Holder uzayinda

stnurly bir kiime ise (yani Vx € A ve Vt,s € [a,b] icin
(1) —x (s)| < M|t —s|P (2.3.26)

olacak gekilde bir M > 0 sabit sayist vardir), A kiimesi « iislii Hy, [a,b] Holder uzayinda rélatif

kompakt olur.
Burada (2.3.26) esitsizligi soyle agiklanabilir: A kiimesi B iislii Hg [a,b] Holder uzayinda
sturl bir kiime ise her x € A icin

(1) —x(s)] .
Ixl[g = |x(a)|+ sup {(d—ﬁ I#S}

t,s€a,b]

= [x(a)[+ sup
t,s€[a,b]

[x(r) —x(s)|
jr—s|P

esitsizligini saglayacak sekilde bir M > 0 sabit sayisi vardir. Dolayistyla ayni M > 0 sabit sayist:

:t#s}ﬁM

Herx €A, t #svet,s € |a,b] icin
t —
% <M veya |x(t) —x(s)| SM]t—s]ﬁ
t—s

esitsizligini saglar.
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3. Hy[0,1] HOLDER UZAYINDA LINEER OLMAYAN BiR FREDHOLM
KUADRATIK INTEGRAL DENKLEMIN COZUMLERININ VARLIGI

Bu boliimde, ¢, z, p bilinen fonksiyonlar ve T bilinen bir operator olmak iizere,

K0 =a0) + (1)) [ 20 x(p()ap, 1 €1=(0,1 (3.0.1)

lineer olmayan Fredholm kuadratik integral denkleminin Hy [0, 1] Holder uzayindaki ¢oziimii-
niin varlig1 incelenecek ve akabinde bu sonucun uygulanabilecegi iki ornek verilecektir. Bunu
yaparken Ozellikle Holder uzayinda rolatif kompaktlik ve Schauder sabit nokta teoreminden

yararlanilacaktir.

Son zamanlarda, Banas ve Nalepa [2], « islii Hy[a,b] Holder uzayinda

b
x(0) = plo) +x(0) [ ko, ) x(u)dp (302)
a
lineer Fredholm kuadratik integral denklemin ¢oziimiiniin varligini incelemislerdir.

Ayrica, Caballero [8], « iislii Hy [0, 1] Holder uzayinda

1
x(t) = p(e) +x(1) /0 k(t, 1) x(r (1))dp (3.03)
lineer Fredholm kuadratik integral denkleminin ¢6ziilebilirligini ele almislardir.

Dikkat edilirse (3.0.2) ve (3.0.3) integral denklemleri: (3.0.1) integral denkleminde
(Tx)(t) = x(¢) alinmasiyla elde edilmis olup (3.0.1) integral denkleminin 6zel halleridir. Bagka

bir ifadeyle bu boliimde ele aldigimiz (3.0.1) denklemi daha 6nceden c¢alisilmis olan (3.0.2) ve
(3.0.3) denklemlerinden daha geneldir.

3.1 On Hazirhklar
Bu kisimda, dncelikle kullanacagimiz gerekli tanim, teorem ve notasyonlari verelim.

[a, D] tizerinde taniml1 reel degerli x siirekli fonksiyonlarin uzayini Cla, b] ile gosterecegiz.

Bu uzay iizerinde genellikle supremum norm x € Cla, b] i¢in

[xlle = sup{|x(r)[ : £ € [a, b]}

bi¢ciminde tanimhidir. Hy [a, b] Holder uzay:: « sayisi (0, 1] araliginda sabit bir say1 olmak tizere,

la, D] iizerinde tamml « tislit Holder kogulunu saglayan reel degerli x fonksiyonlarindan olusur.
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Burada bir x fonksiyonunun ‘Holder kosulu’ nu saglamasi demek: Her 7,5 € [a,b] i¢in
x(t) —x(s)] < H|t —s|* (3.1.1)

esitsizligini saglayan bir H pozitif sabitinin mevcut olmasidir. Bununla birlikte x € Hy [a, b] i¢in

(3.1.1) esitsizligini saglayan sabitlerin en kiictigiiniit H¥ olarak gosterecegiz. O halde

HY :sup{w i1, € |a,b], t%s}

dir. x € Hy|a,b] olmak iizere

]l = |x(a)] +sup{% ‘t,s € [a,b], 1 ;m}
= |x(a)| + Hy'

seklinde tanimlanan ||. || fonksiyonu Hy[a, b] Holder uzayinda bir normdur. Bu (Hy[a, b, || - ||«)

normlu uzayin bir Banach uzay1 oldugunu J.Banas gostermistir [2].
Lemma 3.1.1. 0 < @ < 1 ve x € Hyla,b)] i¢cin
Ixllee < maks{1,(b—a)*}|x]lq

esitsizligi saglamr. Ozel olarak bu esitsizlik a = 0 ve b = 1 icin ||x|| < ||x||o biciminde yazilir

[8]. )
Lemma 3.1.2. 0 < a <y <ligin
Hyla,b|] C Hyla,b] C Cla,b]
kapsama bagintis gecerlidir. Bununla birlikte x € Hyla, b] icin
¥l < maks {1,(b—a)"*} |lx]y

olur.

Ozel olarak bu esitsizlik a = 0 ve b = 1 i¢in ||x||¢ < |||y bi¢imini alir. Sonug olarak Lemma

3.1.1 ve Lemma 3.1.2” den a = 0 ve b = 1 igin ||x||es < ||x|la < |||y esitsizligi yazilir [8].
Simdi Hy[a,b] Holder uzayinda rolatif kompaktlik i¢in 6nemli bir teoremi verelim.
Teorem 3.1.1. 0 < o < B < 1 ve A kiimesi 3 iislii Hg[a,b| Holder uzayinda surl bir alt kiime

ise A kiimesi a iislii Hy |a, b] Holder uzayinda rélatif kompakttir [8] (Burada A kiimesinin sinmirli

olmast, her x € A igin |\x||g < M olacak sekilde bir M > 0 sayisinin var olmast anlamindadur).
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Lemma 3.1.3. 0 < a < 8 <1 olmak iizere B iislii Hgla,b] Holder uzayinda © merkezli ve r

yarigapli BE kapalr yuvart o iislii Hy [a,b] Holder uzayimn kapali bir alt kiimesidir [8].

Ispat: BE kiimesinin Hy[a,b] uzayinin kapal alt kiimesi oldugunu gostermek igin B_ﬁ = BE
oldugunu gostermeliyiz. BE C E asikar oldugundan g C BE oldugunu kanitlamak yeterlidir.
Bu amagla keyfi bir x € B_E alahm. x € E oldugundan, terimleri BP kiimesinde olan ve .14
normuna gore x elemanina yakinsayan bir (x,) dizisi vardir. Burada (x,) C BE C Hgla,b] C
Hyla,b] ve Hyla,b] uzay1 ||.|| , normuna gére Banach uzay1 oldugundan bu x elemaninin Hy[a, b]
uzayina ait oldugu agikardir. (x,) dizisi ||.||, normuna gore x € Hy|a,b] elemanina yakinsak

oldugundan, verilen bir keyfi € > 0 sayis1 i¢in n > ng iken
[0 —xllo < € (3.1.2)

esitsizligini saglayacak sekilde bir ny € N dogal sayis1 vardir. Hyla,b] uzayindaki norm

tanimindan ve (3.1.2)’ den n > ny i¢in

[l = x[lg = [xn (@) = x(a)| + sup
t,s€a,b]

<e (3.1.3)

{\(xn(t)—X(t))—(xn(S)—X(S))I :t#s}

jr — s

olur. (3.1.3)’ dan n > nyg i¢in |x, (a) — x (a)| < € olacagindan

Jii?oxn (a) =x(a)

dir. (3.1.3) de s yerine a yazilirsa, n > ng i¢in

up d 10 =x(@) = (@) —x(@))|
t,sse[al?b} { lt —al® 7 }Sg
olur. Buradan, ¢ € [a,b] ve n > ny igin
(0 () —x (1)) — (x4 (@) —x ()| < €|t —a|® (3.1.4)

esitsizligi elde edilir. (3.1.3) ve (3.1.4)” den, 7 € [a,b] ve n > ng i¢in

e (1) = x ()] < [(n (1) = (1)) = (xn (@) = x(a))| + |2 (@) = x(a)]

<e(t—a)*+e

<e(l+(b—a)”)

33



dir. Buradan

[0 = [ = 0O

sonucu gikartilir. Ayrica ||x, g < r veya

[ (1) = xn ()]

||xn||,3=|xn(a)|+sup{ 11,5 € [a,b)] vet;«és}gr

t—s
o —sff
oldugundan
t —
(@) + ) =2 ) (’t) )\Cﬁ Bl <, (3.1.5)
-
yazilir. (3.1.5) esitsizliginde n — oo icin limite gegilirse,
t —
r(a) 4+ EO =X (3.1.6)

It —s|P

olur. (3.1.6) esitsizliginde ¢, s € [a,b] igin supremum alinirsa,

e () = x(s)]

x(a)|+sup
x(a)] { P

11,5 € [a,b] vet;«és} <r

veya

lxllg < r

elde edilir. Dolayisiyla x € BE oldugu goriiliir. Boylece BE kiimesinden alinan her x elemani
ayni zamanda BE kiimesine ait oldugundan BE C BE olur. Sonug olarak Bf = BE olacagindan

BF yuvart ¢ iislii Hy [a, b] Holder uzayinin kapali bir alt kiimesidir.

Teorem 3.1.1 ve Lemma 3.1.3” e dayanarak asagidaki sonucu ifade edebiliriz.

Sonug 3.1.1. 0 < a < B <1 olmak iizere Hgla,b] Holder uzayun 0 merkezli r yarigapl kapal

ve sinirli yuvari olan BE kiimesi, o iislii Hy[a,b] Holder uzayiin kompakt bir alt kiimesidir [8].

3.2 Temel Sonug

Teorem 3.2.1. 0 < a < 1 olmak iizere Hy [0, 1| Holder uzayinda (3.0.1) ile verilen

K0 =)+ (1)) [ < x(p()dir < 0.1

integral denklemini asagidaki sartlar ile birlikte goz oniine alalim.

i) 0 <o <f <1 olmak iizere g € Hgl0, 1].
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i) z:[0,1] x [0,1] — R fonksiyonu siirekli ve birinci degiskene gore B iislii Holder kosulunu
saglasin. Yani, herz,s, u € [0,1] icin
ot 1) — (5. )] < zple =51

esitsizligini saglayan zg > 0 sayist vardir.
iii) p:[0,1] — [0, 1] fonksiyonu dl¢iilebilirdir.
iv) T : Hgl0,1] — Hgl0,1] operatorii || - || normuna gore siirekli ve her x € Hg[0, 1] igin

ITx]lg < f(llxllg)
esitsizligini saglayacak sekilde azalmayan bir f: R* — R = [0,00) fonksiyonu da mevcut

olsun.

v) K sabit sayis1
1
k= sup{ [ o widu 1 € 0.
olmak iizere,

lgllp + (2K +zp)rf(r) <r

esitsizligini saglayan bir ry pozitif sayis1t mevcut olsun.

Bu kosullar altinda (3.0.1) integral denkleminin 0 < o¢ < 1 olmak tizere o iisliit Hy |0, 1]

Holder uzayinda en az bir x ¢oziimii vardir.

Ispat: Hpgl0,1] uzay1 iizerinde F operatoriinii asagidaki bigcimde tamimlayalim.
1
(Fx)(1) = q(1) +(Tx) (f)/o 2(t, w)x(p(u))dp, 1 €10,1].

Ik 6nce F doniisiimiin Hg[0, 1] uzayidan Hg|0,1] uzayma tanimh oldugunu gosterecegiz.
(i), (ii) ve (iii) varsayimlarin1 g6z oniinde bulundurarak (¢ # s) t,s € [0,1] ve keyfi sabit x €
Hgl0, 1] igin

|(Fx)(2) — (Fx)(s)|
|t —s|P

9(0) + (T2 (0) 3 20t ) (p(1) it = () = (T) (5) fy 25, ) (p(w)) i
N |t —s|P

1 1

1
< 5 [0 =)+ |70 0) [ (o) an = ) [ <G oiu) |
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1=y 50 [ ewpunan— ) [

z(t,mx(p(u))du‘

1

bt (106 [ o) = ()0 [ <G ()

(1) —q(s)| | [(Tx)(z (s)]
<M D= (et ()
| [T O Jz(r,40) = 2(s. )] b (1)
| —s|P
bulunur. Bu son esitsizlikten,
|(Fx)(2) — (Fx)(s)|
|t —s|P
—q(s X x| ||x l —z(s
< a9 DO EN6 [ a4 Lol ) s

1T 16| o 2 | — 5P dpe
|t — s|P

<laW—al)]  1T0) @) - ( x) ()

|
X|]oo K+

< HP + HE ||x|. K + | Tx||.. |*]|.. 25

elde edilir. Yukardaki esitsizlikte sirasiyla Holder uzaymda ||x||g tanimi ve Lemma 3.1.1

kullanilirsa
[(Fx)(r) — (Fx)(s)|
|t —s|P

<HP + (K +25)|x]l I Tx]| (3.2.1)
elde edilir. (3.2.1)’ den

|(Fx)(t) = (Fx)(s)] < cle —s|P
esitsizligine ulasilir. Bu esitsizlikten Fx fonksiyonunun Holder kosulunu sagladigi anlasilir.

Buradan Fx € Hg[0,1] sonucu elde edilir. Bu ise F' operatoriin Hg[0, 1] uzayindan yine kendi
igine bir operat6r oldugunu gosterir. Yani F : Hg|0, 1] — Hg|0, 1] dir.
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Ayrica Holder uzayinda norm tanimi ve (3.2.1)" den her x € Hp [0, 1] igin,

|[(Fx)(t) — (Fx)(s)|
|t —s|P

||Fx||B:|(Fx)(O)|+Sup{ :t,sE[O,l],t;ﬁs}

<|(Fx)(0)] +Hf + (K+2zp)|Ixllp [|7x( g
! B
<1q(0)|+|(Tx) (O)l/O |2(0, )| [x (p(w))|dp +Hy + (K +zp)|[x]|p I Tx[ g
1
< ||61||;3+HT)C||O<,||XHN/0 |20, )| dp + (K +zp) x| g | Tx[| g
< llqllg +K[|Tx|[g llxllg + (K +zp)[lxllg [ Tx[| g
= llqllg + (2K +2zp)|x[[ 1 Tx[| g

< llgll + K +2g)l1xll5. (Ixllg ) (3:22)

p

dir. Boylece (3.2.2) esitsizligi ve (v) varsayimina gore By, yuvarindan alinan bir x elamani igin

B B

Fxe BEO olur. Sonug olarak F' operatorii By, yuvarindan yine By, yuvarina bir doniigiimdiir. Yani,
B = {x e Hgl0,1]: x|l < ro}

olmak uizere

F:BE —BF

dir.
B

Simdi 0 < @ < B < 1 olmak iizere F operatoriiniin || - ||  normuna gore By, yuvarinda siirekli

oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in bir operatoriin bir noktadaki siirekliligi tanimi geregi keyfi
secilen sabit tutulan bir y € BEO ve keyfi € > 0 sayis1 alalim.

(iv) varsaymmindan T : Hg[0,1] — Hg[0,1] operatorii || - || normuna gore Hg |0, 1] Holder

uzayinda siirekli oldugundan
£

0<o< 2 (2K +2zg) f (ro)
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esitsizligini saglayan €” a bagl 6yle bir 6 > 0 sayis1 vardir ki: ||x —y|| , < J esitsizligini saglayan
her x € BEO ve i¢in

Tx—T < —
I Tx YHa 4(K+Z[j) 7o

dir.

Ozaman 0 < a < 1ve (t #s)t,s €[0,1] ve her x,y EBEO icin

|[(Fx) () = (Fy) ()] = [(Fx)(s) = (Fy)(s)]|

t—s*

(Tx) (1) fy 2, 1) (p(R) i = (T) (1) Jy 20, 1)y (p(1) |

£ =]

(7)) Ji 5, )x (p(R)) it = (T9) (5) Ji (s, 1)y (p (1)t

£ —s|”

1

z<r,u>x<p<u>>du]

()0 [ e plu)au— @0 [

[t —s|

1

i 1
+ )0 [ o wrlpo)an - 1)0) [ 2m05(p0)an]

1

@96 [ saepndn— 1)) [ o wxlpa)du

1

- |6 [ saetpunan = )6 [ oo

1

[(Tx) (1) = (Ty) (t)]/o 2(t, p)x (p(u)) dp

o
Je—s|®

S0 [ <) o)y (p(w))

1

[T ()~ () 6)) [ 2o, p(u)) st~ (19)(5) [ o.00) e (pla) (o)) i

38



bulunur. Bu son esitlikten,

|[(Fx) () = (Fy) ()] = [(Fx)(s) = (Fy)(s)]|

jt —s|®

1

sl

{[(Tx) (1) — (Ty) (£)] — [(Tx) )]} / 2, )x

1

T ()~ (1) () [ 2l (p()) it~ () (6) () )] [ 2 1)x(p(a0)

1

HE0) [ 0 (0 0) 3 ()i~ (1)) [ 2l b (p(w)) — (p(a) )

!
lr=s|®

{[(Tx) (t) = (Ty) ()] = [(Tx) (5) — (Ty) (S)]}/O1 2(t, p)x (p(u))dp

T ()~ ) 6)] [ (20.0) o 1) (pl1)
1
@) [ 200 b (p(0) =3 (p(0)] dp

1)) [ 20 (pl00) (a0

elde edilir. Yine son esitlikten,

|[(Fx) () = (Fy) ()] = [(Fx)(s) = (Fy)(s)]|

jt =]

;Vx [1(Tx) (1) = (Ty) (1)] = [(Tx) () = (T¥) (s)]]

lt—s

[ stemsoiyan

n ;a (Tx) (s) = (Ty) (s)]

= s

] et =) x )

1 1
+—a [(TY) (t)/o z(t, 1) [x(p(u)) =y (p(u))] dp

= s

1)) [ ) 0 =5 plu )]
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_ T (6) = (1) ()] = [(T) () = (TY) (5)]] I /0 1 l2(r, )| dt

- [t —s|

HITE) = () 0] [(72) 0~ (1) O] ., [} FEAI =54

HIT) (0~ (1) Ol | EEAI =54

L
jt — s

)0 [ 20680 b (p(1) ~ (p(1) )

| ‘

= (13)(5) [ 2(0.0) b (1) =3 (p(w)] dp

oy 2(t) b (p()) — 2 (p())]

=)0 [l ) -y (0]

bulunur. Son esitsizlikte gerekli diizenlemeler yapilarak,

|[(Fx) () = (Fy) ()] = [(Fx)(s) = (Fy)(s)]|

[t —s|

< HYQCx—Ty ||x||ooK

+ sup 7))~ (1) @]~ (T 0)— () )] . [ A=)

u,vel0,1]

+1(72) 0~ (1) (0., | L0t

’/|ztu||x (Pl

It SI“

o)1 [ I ) > ptulan
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bulunur. Bu esitsizlikten

|[(Fx) () = (Fy) ()] = [(Fx)(s) = (Fy)(s)]|

jt =]

S K |lxllo [T =Tyl

Lzl —s]P

+ sup I[(TX)(M)—(Ty)(u)]—[(TX)(V)—(Ty)(V)]IIIXIIM/O =3 du

u,vel0,1]

1 _S.B
1) 0 - ) Ol | 2

 LDXO= VO 1) e (p(a)) — o)

SI

_sﬁ
(1) |/1Z’3't (o)~ (p (1)l

elde ederiz. Son esitsizlikte, Lemma 3.1.2 ve Holder uzayindaki norm tanimindan sirasiyla elde

edilen |[x]|,, < [lx[lg < ||x[|lp ve H¥ < ||x[|, bagintilar: kullanilarak,

|[(Fx) () = (Fy)(1)] = [(Fx)(s) = (Fy)(s)]|

t— s

<K |x[le Tx =Tyl o

+2zp|lxllle—sP*  sup
u,ve(0,1],uv

{ |[(Tx) (u) = (Ty) ()] = [(Tx) (v) = (Ty) (V)] u— v‘a}

u— |
+2p |1l It — 5P~ |(Tx) (0) = (T) (0) + KHE ||x — y]o + 25 | T]|uo [lx — ¥l |1 — 5P
< K |l 1T = Tl o + 225 Ixllg [ Tx = Tyll g + K I Tyl g 13— ¥l o + 25 1 T¥ g 1 — ¥

= (K +22g) [l 1T~ Tyll g+ (K +25) T3] 2 =l (3:2.3)
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esitsizligi elde edilir. (3.2.3) esitsizlidi, (iv) varsayimi ve x,y € BEO oldugundan,

|[(Fx) () = (Fy)(0)] = [(Fx)(s) = (Fy)(s)]|

jt— s

< (K +229) Il 17— Tyl + (K +25) 175115 1=yl
< (K+22p) lllg 1T~ Tyll o + (K +25) £ (Il ) I =l

< (K+2z8) ro||Tx—Ty|| o+ (K+28) f(r0) 6 (3.2.4)

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan,

1

() 0) = () 0 = (1) (0) [ 20.0)x(p(u) it (1) 0) [ 20015 (p(w)

1

1
(T(0) [ 20.10x(plu)) at~ (T2)O) [ 200,00 (1)

IA

1 1

+(T)0) [ 0.0y (p(u) du— (1) (0) [ 20,0y (p(a) d

< O] [ 100,81 (1))~ (1)

1
+1(Tx) (0) = (Ty) (O)I/0 [2(0, )] ly (p(u)) | dp
olup, bu son esitsizlikten,

[(F) (0) = (F¥) (0)] < K Tl ¥ = yll + K Iyl [T~ T
<K Txllg e =l + K 1l 1 Tx =Tl
<Kf (xllg) Ibe =l + K ollg I =71l
<Kf(r0)6+Kro||Tx—Ty|, (3.2.5)

42



esitsizligi elde edilir. (3.2.4) ve (3.2.5) birlikte diisiiniilerek,

”Fx—FyHa

= |(Fx) (0) = (Fy) (0)[ + HF_Fy

— |(Fx)(0)— (Fy) (0)] +  sup {

t,s€[0,1],¢5s

|[(Fx) (1) = (Fy) (1)] = [(Fx) (s) = (Fy) (s)] }

[t —s|

< Kf(ro) 8 +Kro |Tx =Tyl + (K+2z8) ro || Tx—Ty|| o + (K +2g) f (r0) 6

=2(K+2g) ro|Tx— Tyl + (2K +25) f (ro) &

LELE
2 2
=€
olur. Buradan F : BEO — BEO operatdriiniin || - || normuna gore y € BEO icin siirekli oldugunu
soyleyebiliriz. Ayrica y € BEO keyfi oldugundan F operatorii || - || normuna gore BEO yuvarinin

B

timiinde siirekli oldugu sonucu c¢ikar. Sinirli olan Bj, yuvart Hg[0,1] Holder uzayinin
kompakt alt kiimesidir, (Bak. Sonug¢ 3.1.1). Bu yiizden Schauder sabit nokta teoremine gore

F operatoriiniin BEO yuvarinda sabit biraktig1 en az bir nokta vardir. Bu da ispati tamamlar.

3.3 Ornekler

Burada (3.0.1) integral denklemi biciminde iki tane integral denklem incelenecek ve bu iki
integral denklemin temel sonu¢ Teorem (3.2.1)" in hipotezlerini nasil sagladig1 gosterilecektir.
Sonug olarak bu denklemlerin 0 < o < 1 i¢in Hy[0,1] Holder uzayinda en az bir x = x(r)

¢Oziimiiniin oldugu goriilecektir.

Ornek 3.3.1. € [0, 1] ve m, ii1, b negatif olmayan sabit sayilar olmak iizere;

1
(1) =1In <\4/msint Tt 1) e (r)/o b3+ px (ﬁ) du (3.3.1)

integral denklemini ele alalim.
Y / 1
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ve T operatirii hert € [0,1] icin
(Tx) (1) = (1)

olacak sekilde diisiiniiliirse (3.3.1) integral denkleminin (3.0.1)’ in ozel bir hali oldugu goriiliir.

Oncelikle, (3.3.1) integral denkleminin Teorem 3.2.1° in (i)-(v) varsayimlarini nasil sagladig

gosterilecektir.

i) h, g : Rt — R" fonksiyonlarim
h(t)=In(r+1), g(t) =Vt

olacak sekilde secilirse, kolay bir sekilde bu fonksiyonlarin konkav oldugu ve orjinde sifir
degerini aldiklar1 goriiliir. Tanim 2.0.30 ve Lemma 2.0.2’ den h ve g fonksiyonlar1 alt
toplamsaldir. Alt toplamsalligin sonucu ile |sinx — siny| < |x — y| ve x > 0 i¢in Inx < x bagntilari

kullanilarak,

lg(t) —q(s)| = ‘ln (\4/msint+ﬁ1+1> —In (\4/msins+ﬁ1+ l)’

< ln’\“/msint—l—n%— {‘/msins—kn%‘

< ‘{Vmsint+ﬁ1— {‘/msins+n%’

<

\/m|sint — sins|

1
< Vmlt—s|*

esitsizligi elde edilir. o ve B sabitleri 0 < a < % ve B = % olacak sekilde secilirse son
1
esitsizlikten H; = /m olup ¢ € H 1 [0,1] oldugu goriiliir. Bu yiizden Teorem 3.2.17 in (i)

varsayimi saglanir. Ayrica

|9(1) —gq(s)]

= s

|rqr|;=|q<o>r+sup{ :t,se[o,l],t¢s}

-

= |q(0)|+H% =In (\4/%+1> +v/m

dir.
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ii) v/t fonksiyonun alt toplamsallik 6zelli§inden, her z,s € [0, 1] i¢in
jz(t, ) —z(s, )| = \3/bt3+u - i/bs3+u’

< 1/ |bt3 — bs3|

=Vby/|3 53|

= VoY= 12 415+ 2]
< \3/%|t—s|%

= V/3b|t —s|4|r — 5| 2

< %V—sﬁ

elde ederiz. Boylece Teorem 3.2.1” in (ii) varsayimi saglanir (Burada zg =z 1= V/3b dur).
i) p(un) = ﬁ stirekli fonksiyonunun Teorem 3.2.1° in (iii) varsayimini sagladig1 agiktir.

iv) Her x € Hg [0,1] i¢in

75y = I(T) 0)] + sup {KT’““”)‘(“)(V)':#v}

u,vel0,1] |u—v|B
XZ u —x2 \%
:‘x2(0)]+ sup {} ) ﬁ()’:u#v}
u,vel0,1] lu—v|
e g [ )
u,ve[0,1] |u—v|B
<2+ sup {'X(”‘x<">'("“<“>'+‘x<v>’> 7&}
B u,ve[0,1] |u—v|ﬁ
<[P O] +20 sup {L‘ﬂ#}
u,ve(0,1] |u—v|

2
< il +21lxllg [1xll g
2
=3 |ixll
olur. Bu yiizden T operatorii Hg[0,1] uzayidan Hg[0,1] uzaymm igine tanimhdir. (iv)

varsayimindaki f : RT — R* azalmayan fonksiyonunu f (x) = 3x? olarak secilirse s6z konusu

teoremin (iv) varsayimindaki
ITx|lg < f(IIx[lp)
esitsizligi de saglanir.
Simdi (iv) varsaymmndaki T : Hg [0, 1] — Hpg [0, 1] operatoriiniin |.||, normuna gére Hg [0, 1]
uzayinda siirekli oldugunu gosterecegiz. Bunun icin keyfi secilip sabit tutulan bir y € Hg [0, 1]
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ve keyfi bir € > 0 sayis1 alahm. 8 pozitif sayisini

, €
0<8< HyHaJrg— 9]l

olacak sekilde secersek (Bu secimin nasil yapildigini gérmek i¢in (3.3.4) bagintisina bakilabilir)

x € Hg [0,1] fonksiyonu da [|x —y||, < § esitsizligini saglayan keyfi bir fonksiyon olmak iizere,
her u,v € [0, 1] i¢in

(3.3.2)

olur. (3.3.2) den yola ¢ikarak,

(Tx—Ty) (u) = (Tx=Ty) (v)|
< () +y (@] [P () =y ()] = e (V) =y I+ x (v) =y )12 () +y ()] = e (v) £y W)]]
< et ylleo [be () =y ()] = 2 (V) =y ][+ e = ylloo [ () +y ()] = P (v) +y (V)]

)
< et yllg [P () =y )] = e (V) =y ][+ e = yllg [l () +y ()] = e (v) +y W]

elde ederiz. u,v € [0, 1] ve u # v i¢in yukaridaki esitsizlik kullanilarak,

Y

Ju—v|*

{I[X(u) —y ()] —[x(v) —y(V)]I}

Ju—v|®

() +y (@] = x(v) +y ()] }

ju—v[*

< |+ llg sup

+||x—y|rasup{
< e+l lx = il + e =yl e+ 91

:2||x_y||a||x+y“a (3.3.3)

elde edilir. u,v € [0,1] i¢in (3.3.3)" den,
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(Tx—=Ty) (u) = (Tx=Ty) (v)| }

75— Tyl = (T 19) 0) +sup{ "

u#v

< [2(0) =y (0)| +2 [l = ¥ll I+ 4

= [x(0) +y(0)[[x(0) =y (0)[ +2[lx = yllg lx+ ¥l
< x4yl [ =¥l +2[x + ¥l o [ = ¥ll4
<3ty =vllg

<3 =yl (=l +21yl4)

<38(8+2(ylle)

<E&

esitsizligi saglanir. Ciinkii 0 pozitif sayis1 38 (6 +2|y||,) < € esitsizligini saglayacak sekilde
asagidaki gibi belirlenebilir. Nitekim 38 (8 +2||y||,) < € veya

382 +68||yll,—€<0 (3.3.4)

bagintisindaki §” ya bagli paraboliin diskriminant1 A = 36| y||%x + 12¢ olup 8, 6, kokleri

—6[yll¢ +1/36 Iyl7+ 12¢
012 =

6

€
3

= — Wl 4/ V5 +

olur. Dolayisiyla (3.3.4) esitsizligini saglayan 0 sayist: 6; < 0 ve &, > 0 kokleri arasinda pozitif

€
0<8</lyle+3 =yl (3.3.5)
biciminde, drnegin § = § <\/ IylI5+ &~ Hy]|a> olarak secilebilir.

Buna gore artik [|x—y||, < 6 esitsizligini saglayan her x € Hg[0,1] icin ||Tx—Tyl|, <

olarak

30 (0+2|yll,) <€ veya|Tx—Tyl|, < € oldugu goriiliir. Bu ise T operatdriiniin || - || normuna
gore y € Hg [0, 1] igin siirekli oldugunu gosterir. Basglangigta, y € Hg [0, 1] keyfi segilip sabit
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tutulan fonksiyon olarak alindigindan, 7' operatorii || - || normuna gore Hg [0, 1] Holder uzayinda

siireklidir.

v) K sabiti ise
1
K:sup{/0 \z(r,mrdu:re[o,u}

1
— o/ bt3 + ‘d e 0,1}
sup{/o v pidu:t€[0,1]
1
:/0 b+ udu

:%(3 (b+1)4—W)

dir. Bu durumda Teorem 3.2.1° in (v) varsayimindaki
lglly + (2K +2)rf(r) < r
esitsizligi yukarida bulunanlar yerlerine yazilarak
4/ 4 3/ 4 _ 4 v 3
1n(\/E+1>+\/ﬁ+ (Y0 =Vb* ) + V30| 35 < r (3.3.6)

seklinde yazilir. Aciktir ki, m,m ve b sabitlerinin uygun olarak secilebilmesi kosuluyla, (3.3.6)

esitsizligini saglayan bir pozitif ry sayis1 vardir. Ornegin m = 2176, m =0 ve b =1 olacak sekilde

alirsak, ro = % olarak alinabilir. Bu degerlerle (3.3.6) esitsizliginin

HQH% + (2K+Z%)”of(”0) <ry

3
<:>1n(<‘/%+1)+€/%+ [5<3 (b+1)4—\3/ﬁ> +€/§] 33 < rg
1 [3
St [5 (,3/16— 1) +\3/§1 3r < 1o
Er O,23696<;l

saglanmig oldugu goriiliir.

Boylece, temel sonucumuz olan Teorem 3.2.1° in biitiin hipotezleri saglandigindan, 0 < o <

}‘ olmak iizere (3.3.1) denkleminin H [0, 1] uzayinda en az bir ¢6ziimii oldugu sonucuna variriz.

Ornek 3.3.2. 0 < b sabit bir say olsun.

(1) =In (;H) +(mx(t)+n)/01,/br2+ux(e#)du, te0,1] (3.3.7)
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integral denklemini ele alalim.

q(t)zln(%ntl) L2t 1) = /b2, p(u) = e

ve m, n herhangi iki gercel sayi olmak iizere T operatorii
(Tx)(t) =mx(t)+n

olacak sekilde diisiiniiliirse (3.3.7) integral denkleminin (3.0.1)’ in ozel bir hali oldugu goriiliir.

Asagida, (3.3.7) integral denkleminin Teorem 3.2.1° in (i)-(v) varsayimlarimi sagladigi

gosterilecek.

i) g: R — R" tanimli ¢(r) = In (% + 1) kurali ile verilen fonksiyon konkav ve orjinde sifir
degerini aldigindan Tanim 2.0.30 ve Lemma 2.0.2” den ¢ fonksiyonu alt toplamsaldir. Sirasiyla

alt toplamsalligin sonucu ve x > 0 icin Inx < x esitsizligi kullanilarak,

a() = @] = in (5 +1) =1n (3 +1)]

t—s
&r
[ —s|
T

1 1
< —|t—s)?
7

<In

esitsizligi elde edilir. Buna gore o ve B sabitlerini 0 < @ < % ve B = % olacak sekilde secersek,
1
H}=1veqeH 1 [0, 1] oldugu goriiliir. Bununla birlikte

lally = l4(0) +sup{M

8=

t,s €[0,1],t#s
t—s|
]
~ [q(0)|+Hj = Hj ==
sonucuna ulagilir.

ii) v/ fonksiyonunun alt toplamsallik 6zelligi de kullanilarak her ¢,s € [0, 1] i¢in

|z(t, ) —z(s, )| = ‘\/bt2+u—\/bs2+u

</ |bt? — bs?|

=Vby/ |12 — 52|
= b/t —s[\/]t +5]
<VbV2lt —s|?

< V2blt — 5|
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esitsizligi elde edilir. Boylece Teorem 3.2.1” in varsayimindaki zg =z 1= V2b olur.
iii) p (u) = e* siirekli fonksiyonu ol¢iilebilirdir.

iv) Her x € Hg [0,1] ve t,s € [0, 1] i¢in

(1) (1)~ (T0) ()] #S}

HTXI|;;=|(TX)(0)!+SUP{ PR

|mx(t) +n—mx(s)—n|
]t—s|ﬁ : t%s}

= |mx(0) +n| —|—sup{

- |mr|x<o>|+\n|+sup{‘x@‘x(i}”m' : t#s}
=

< |m||x(0)|+|n|+|m|sup{%: t;és}

< |m| <|x(0)|+sup{%: t%s}) + |n|

< |m| |lxllg + |n]

olur. Bu yiizden T operatorii Hg [0, 1] uzayindan Hg [0, 1] uzayina tammlidir. Son egsitsizlikten
hareketle f : R™ — R* fonksiyonunu f(x) = |m|x + |n| olarak segersek bu fonksiyon

azalmayandir ve s6z konusu teoremin (iv) varsayimindaki

ITx]lg < f(llxllg)
esitsizligi de saglanir.

Simdi T operatériiniin ||.||, normuna gore Hg [0, 1] uzayinda siirekli oldugunu gosterecegiz.

Bunun igin keyfi sabit y € Hg [0, 1] ve keyfi € > 0 sayist verilsin. § pozitif sayisini m # 0 igin

0<6<i
Im|

olacak sekilde secer ve x € Hg [0, 1] fonksiyonu da [x —y||, < § esitsizligini saglayan keyfi bir
fonksiyon olarak alinirsa:
O zaman her 7,5 € [0, 1] ve t # 5 i¢in
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{!(Tx—Ty) (1) = (Tx—Ty) (s)] }

— mx (0) — my (0) +sup{ [(mx (1) = my (1)) = (mx (s) = my (5))| }

It —s|*
= n(0) <y 0)-+ sup {12V =D =0 =
= |m]| (|x(0) —y(0)] +Sup{ |(x(2) _y(tﬁt):s(‘)‘g‘(S) —y(s))| })
= x>l
<|m|é
<&

olur. Bu ise 7' operatoriiniin m # 0 igin [| - || normuna gore y € Hpg [0, 1] igin siirekli oldugunu
gosterir. Ayrica m = 0 igin ||Tx—Ty|, = 0 olacagindan 7 operatoriiniin | - || normuna
gore siirekliligi agiktir. Baglangigta, y € Hg [0, 1] keyfi secilip sabit tutulan fonksiyon olarak

alindigindan, T operatorii || - || normuna gore Hg [0, 1] Holder uzayinda siireklidir.

v) K sabiti,
1
k=sup{ [ lewlan 1< 0,17}
1
:sup{/o \/bt2+,u‘d,u:t€[0,l]}

Z/le/mdu
:%( (b+1)3—\/ﬁ)

3

dir. Bu durumda Teorem 3.2.1° in (v) varsayimindaki
lally + (K +2)rf(r) <7

esitsizligi, yukarida bulunanlar yerlerine yazilarak

;+ [‘5‘ ( (b+1)° _wy_s) +\@} r(|m|r+|n)) < r (3.3.8)

elde edilir.

m,n ve b sabitlerinin uygun secilmesi kosuluyla, (3.3.8) esitsizligini saglayan bir pozitif ry

sayis1 vardir. Ornegin m = 11—0, n= %, b= % ve rg = % olacak sekilde alirsak, (3.3.8) esitsizliginin
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HQH% + (2K+Z%)r0f(r0) <ry

1 T[4
Gt {5 ( (b+1)3_\/z?) +\/z_b] ro (|m|ro + |n|) = 0,15939

<

AN =

saglandig goriiliir.

Boylece, Teorem 3.2.1° in biitiin hipotezleri saglandigindan, 0 < o < % olmak iizere (3.3.7)

denkleminin Hy |0, 1] uzayinda en az bir ¢ztimii oldugu sonucuna ulagilmis olur.
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4. Cg[a,b] UZAYINDA LINEER OLMAYAN BIR FREDHOLM KUADRATIK
INTEGRAL DENKLEMIN COZUMLERININ VARLIGI

Bu boliimde, p, k, g bilinen fonksiyonlar ve R bilinen bir operator olmak iizere,

0) = ) + (R () [ Kt ) g ()i, 1€ 1= [a b (40.1)

lineer olmayan Fredholm kuadratik integral denkleminin @ siireklilik modiiliiniin dogurdugu
Cp |a,b] uzaymnda belirli varsayimlar altinda ¢oziimiiniin varlid1 incelenecek ve akabinde bu
sonucun uygulanabilecegi bir ornek verilecektir. Bunu yaparken @ siireklilik modiiliiniin
dogurdugu Cy [a,b] uzayinin 6zellikleri ve bu uzayda rolatif kompaktlik (Bak.Teorem 2.3.2)

ile Schauder sabit nokta teoreminden yararlanilacaktir.

Bu béliimde ele aldigimiz (4.0.1) integral denklemi iiglincii boliimde ele aldigimiz (3.0.1)

integral denklemiyle benzer olmakla beraber: Uciincii boliimde integral denklemin ¢oziimleri
o iislii Hy[0,1] Holder uzayinda aranirken, bu bolimde integral denklemin ¢6ziimleri o
tislii Hy[O, 1] Holder uzayindan daha genel olan @ siireklilik modiiliiniin dogurdugu C, [a, b]
uzayinda aranmugstir. Ayrica (4.0.1) integral denklemi sinirlar yoniiyle de (3.0.1) integral

denkleminden kismen daha geneldir.

4.1 On Hazirhiklar

Bu boliimde kullanacagimiz bazi tanim ve teoremleri hatirlatip tanitalim.

Tanim 4.1.1. © : R, — R fonksiyonu R iizerinde azalmayan, ® (0) =0ve € > 0 icin ® (€) >

0 kosullarimi sagliyorsa o fonksiyonuna bir siireklilik modiilii denir [2].

o bir siireklilik modiilii ve ([a,b],d) sinirli metrik uzay olmak iizere, @ siireklilik modiilii
tarafindan tiiretilen [a, b] iizerindeki tiim reel degerli fonksiyonlarin olusturdugu kiimeyi Cy, [a, b]

ile gosterecegiz. Daha agik olarak her ¢, s € [a,b] i¢in

(1) —x(s)| < HO(d (t,5)) @.1.1)
esitsizliini saglayan bir H > 0 sabiti varsa x = x(¢) fonksiyonu C [a, b] kiimesinin elemanidir
denilir.

Onerme 2.1.2° den C[a,b] kiimesinin Cla,b] uzaymn lineer altuzay1 oldugu kolayca
goriilebilir.
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Buna ilaveten x € Cy[a,b] igin (4.1.1) esitsizliini saglayan sabitlerin en kiiciigiinii H®

olarak gosterecegiz. Yani

Hf:sup{%:t,se[a,b],t%s} (4.1.2)

dir. x € Cy [a, b] olmak iizere

Hx|!w=]x(a)\+sup{%:t,se [a,b], t#s} (4.1.3)

seklinde tanimlanan ||. ||, fonksiyonu Cy, [a,b] uzayinda normdur. (4.1.2) ve (4.1.3) kullanilarak
Il = |x(a)| + H
yazilir.

Onerme 2.1.4’ den (C, [a,b], | - ||,) bir Banach uzayidir.

Co a,b] uzay1 d metrigine ve @ siireklilik modiiliine baghdir. 0 < o < 1 olmak tizere w (¢) =
€% Holder tipi siireklilik modiilii ve d (¢,s) = |t —s| alinrsa, Cy [a,b] uzayr « usli Hy [a,b]

Holder uzayina doniisiir.
Lemma 4.1.1. Her x € Cy |a,b] ve ([a.b],d) metrik uzaymn ¢capt diam[a,b] olmak iizere,
||x]|c0 < maks{1,® (diam|a,b])}||x| e
dir [2].
Ispat: Keyfi sabit x € Cy, [a,b] ve t,s € [a,b] olmak iizere,
()] < [x (@) + |x (1) —x(a)|
< x(a@)| +sup{}x(r) —x(s)|}

e (1) = x(s)]

< |x(a)| +S“P{ o (d(t,s))

a)(d(t,s)):t#s}

< |x(a)|+w(diam[a,b])sup{%:t;és }

gmaksg,w(diam[a,b])}{|x(a)y+sup{w: t4s }}

< maks{1,® (diam|[a,b))}|x| o
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dir. Son esitsizlikten,

sup{|x(?)| : t € [a,b]} < maks{1, @ (diam]a,b])} ||x| o

=[x, < maks {1, o (diam|a,b])} ||x||e
olur.

Lemma 4.1.2. t,s € [a,b] icin 0, (d (t,s)) < Loy (d (t,5)) esitsizligini saglayan bir L > 0 sayist
varsa

Ca,la,b] C Cg, la,b] C C|a,b]
dir. Ayrica herhangi bir x € Cy, [a, D] icin
|1x[| o, < maks{1,L}||x]|,
olur.
Ispat: Her x € Cy, [a,b] igin
x (1) —x(s)| < Han (d(t,s)) < H Loy (d (t,5)) < H o (d(t,5))

elde edilir. (Burada H' = HL olarak diisiiniilmistiir). Bu ise x € Cy, [a, b] oldugunu gosterir
ve buradan Cy, [a,b] C Cy, [a,b] yazilabilir. Daha 6nce de bahsedildigi gibi Cy, [a,b], Cy, [a,b]

uzaylari C |a, b] uzayinin alt uzay1 oldugundan ispatin birinci kismi tamamlanir.

Ayrica,
i, = @) +sup { X s 1
< |x(a) +Lsup{—|w§t()d (tx(ss)))| :t,5 € [a,b], t # s}

< maks {1,L} ||,
dir. Boylece ispat tamamlanir.

Zﬁgg = 0 egitligini saglayacak sekilde wy ve w, siireklilik modiilleri

varsa hert,s € |a,b] icin
m (d(t,s)) <Ly (d(t,s))

esitsizligini saglayan bir L > 0 sayist vardir.
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= 0 olsun. Bu durumda limit tanimindan her

ispat: @ ve @, siireklilik modiilleri igin lim 22(£)
e—0 @1(8)

P > 0 sayisina kargilik 0 < € < § sartin1 saglayan her € i¢in

@ (€)
o (€)

<P

olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 vardir. Burada iki durum s6z konusudur.

1) diam[a,b] < & ise: 0 < € < diam|a,b] i¢in w; (€) < Pw) (&) olur. Boylece her ¢,s € [a, D]
icin an (d (t,s)) < Pw; (d (t,s)) esitsizligi saglanir.

2) 6 <diam]|a,b]ise:

(i) 0 < € < d i¢in m; (€) < Pwj (&) oldugu bilinmektedir.

(ii) 6 < € < diam|a,b] i¢in @; azalmayan siireklilik modiilii oldugundan w, (6) < w; (€)

olup,
w (€) < ) (diam[a, b))
() — o (9)

olur. Yani @, (€) < M (€) dir. L = maks{P,M} alinirsa, (i) ve (ii) den, 0 < &€ < diam|a,b]

=M

icin @ (€) < Loy (€) olur. Buna gore, her ¢,s € [a,b] ve € =d (t,s) igin
@ (d(t,s)) < Lo (d(t,s))

dir. Boylece 1) ve 2) den ispat tamamlanr.

Dolayistyla Lemma 4.1.3” den Lemma 4.1.2” nin hipotezi saglandigindan bir x € Cy, [a, D]

icin
X[l g, < maks {1,L}||x]|,
ve
Ca,la,b] C Cg, la,b] C C|a,b]
dir.

Teorem 4.1.1. Sifirda siirekli olan ®; ve w, siireklilik modiilleri

@ (€) _
e—0 @ (€)

bagimnsint saglasin. Ayrica (X,d) kompakt bir metrik uzay olsun. Eger A kiimesi Cg, (X)
uzayinda sl bir kiime ise o zaman A kiimesi Co, (X) uzayinda rolatif kompakttir (Ispat igin

Teorem 2.3.2° ye bakiniz).
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Teorem 4.1.2. w; ve @, siireklilik modiilleri icin lirr(l) 2)?8 = 0 egitligini saglasin. O zaman
£—

Co, [a,b] uzayinda kapalr yuvar olan
B® — {x € Cay [a,h] : %], < r}
kiimesi Cg, [a,b] uzayinda kompakttir [2].

Ispat: B> yuvar1 Cg, [a,b] uzayinda sinirh oldugundan Teorem 4.1.1° den By yuvari Cy, [a, ]
uzayinda rolatif kompakttir. Bu yiizden ispat: tamamlamak icin Bf? yuvarinin Co, [a,b] uzayinda
kapali oldugunu gostermek yeterlidir. Yani Cy, [a,b] uzayimda ||.[|, normuna gore B® = B®
esitligini gostemeliyiz. Bir kiimenin kapanis1 tammdan By” C B> oldugu aciktir. Bu yiizden B>
C By oldugunu gosterirsek ispat tamamlamr. Bunun icin x € ﬁ alalim. Bir kiimenin kapanis1

tanimdan terimleri B yuvarinda olan ve ||. || o, normuna gore Cy, [a, b] uzayinda bir x noktasina

€

yakinsayan bir (x,) C By dizisi vardir. Bir dizinin limiti tanimindan s (T o diamaB])} S2Y151
icin bir ng € N sayis1 vardir ve n > ng icin
ol < ’
Xp —X
" = maks{1,® (diam|a,b))}
dir. Lemma 4.1.1° den n > ng icin
10 — x| oo < maks {1, (diam a,b])} | xn — x|,
€
< maks{l,o (di b
< maks {1, 0 (diam|a, b))} e ram b))}
= |l —xllo < €
dir. Sonug olarak
[l = x[|.. =0 (4.1.4)

yazilir. Simdi x € By* oldugunu gosterecegiz. (x,) C B> oldugunu ve Cw, [a,b] uzaymdaki norm

tanimida kullanilarak z # s ve t, s € [a, D] igin

<r

”anwz >
[ (1) — % (5)]
& |xy (a)’+suP{—a)z(d(t,s)) } <r

[ () — X (5)|
@sup{m} <r—l|xq(a)|

[ (1) — % (5)|
@mgr—\xn(aﬂ (4.1.5)

oldugu goriilur. (4.1.5) esitsizliginde n — oo igin limit alip, (4.1.4) kullanildiginda, t # s ve
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t,s € |a,b] igin
x(t) —x(s)]
0 () -

dir. Simdi son esitsizlikte supremum alarak

r—x(a)l

lx (1) —x(s)| sela . (g
wp{zgzﬁzgy.a clab], 1 # }s ()

e (1) = x(s)|

, (d (t,5)) 11,5 € la,b], t;«és} <r

<:>|x(a)\+sup{

& |l <7

bagintisi elde edilir. Buradan x € B, oldugu gériiliir. Boylece Cw, [a,b] uzayinda sinirl olan 6

merkezli r yarigaph By kapali yuvari Cy, [a, b] uzaymin kompakt alt kiimesidir.

4.2 Temel Sonu¢

Bu boliimde (4.0.1) denkleminin Cg, [a,b] uzayinda ¢oziilebilirligini arastirilacak. Varsa-

yalim ki ([a,b],d) kompakt bir metrik uzay ve sifirda siirekli olarak verilen ®;,w, siireklilik

modiilleri
(€) _
£—0 g (8 )

esitligini saglasin. (4.0.1) integral denklemini asagidaki hipotezler ile birlikte diisiinelim:

(1) p € C(Dz [aab]9

(i) k : [a,b] x [a,b] — R fonksiyonu birinci degiskene gore @, siireklilik modiilii tarafindan

tiiretilen Cy, |a, b] uzayina ait bir fonksiyondur. Yani z,s, it € [a,b] i¢in
[k(2; 1t) = k(s, )| < koo (d (2,5))
kosulunu saglayan kg, sabit sayis1 vardir.
(iii) g: [a,b] — [a,b] ol¢iilebilir bir fonksiyon.
(iv) R:Cg,|a,b] — Cg, a,b] doniigiimii ||.||, normuna gore siirekli ve x € Cy, [a,b] igin
1Rx[| o, < f(I1%[]r),

esitsizligini saglayacak sekilde azalmayan f: R — R’ = [0,c0) fonksiyonu vardir.
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(v) K ve m; sabit sayilari sirasiyla

K:sup{/ab|k(t,u)|d/.£:t€ [a,b]}

ve

M2 = maks {1, w, (diam|a,b))}

olmak tiizere,
1Pl gy, + [M2K + K + Makay, (b—a)| maf (r)r <

esitsizligini saglayan pozitif r = ry ¢o6ziimii vardir.

Teorem 4.2.1. (4.0.1) denkleminin (i)-(v) hipotezleri altinda Cg, |a,b] uzayinda en az bir ¢oziimii

vardrr.

Ispat: Cuw, [a,b] uzay: iizerinde T operatoriinii asagidaki bicimde tanimlayalim.
b
(Tx)(t) = p(t) + (Rx) (t)/ k(t,u)x(q (w))du, 1 € a,b).
a

[k 6nce T doniisiimiin Cg, [a, b] uzayindan Cg, [a,b] uzayma tanimli oldugunu gosterecegiz.

Yukaridaki varsayimlar1 goz oniinde bulundurarak, 7, s € [a,b], ( # s) ve keyfi sabit x € Cy, [a, D]

icin
[(Tx)(1) — (Tx)(s)|
@ (d(1,5))
|p@) +(Rx) (1) Ji Kt )x (g () dis — p(s) — (Rx) (s) f (s, i)x (q(p)) dpy
B @ (d (t,5))
1
< O)z(d(t,s)) Hp(t) —p(S)”
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P(0)=pW)| | IR ()= (RO ()] [
e T ey e ()

p(1) —p(s)|  |(Rx) () — (Rx) (s)] b b kap o (d (1,5

<2 Jelle [ e+ Rl [ E2 A g,
@ (d(7,5)) @ (d(t,5)) a a  (d(t;s))

< Hy? + Hyy ||| K + || Rx ]| [|]|o Kooy (B — @)

olur. Yukaridaki esitsizlikte sirastyla ||x||, tanim1, Lemma 4.1.1 ve (iv) hipotezi kullanilirsa

()0) — (1)) |
@ (d(1,95)) <H”+ || Rx|| o, maks {1, an (diam[a,b])} ||x[| ,, K

+maks{1, @, (diam [a,b])}z HR)CHCO2 Hwazsz (b—a)

<HZ+ (I8l o, ) 12 1¢] 0, K

+ £ (Icllap ) 13 16l K (b= ) (2.1
dir. Bu esitsizlikten Tx € Cy, [a,b] sonucu elde edilir. Bu ise 7' operatoriiniin Cy, [a,b] uzaymdan
Co, [a,b] uzaymna tanimli oldugunu gosterir. Yani 7' : Cy, [a,b] — Cg, [a,b] dir.

Diger taraftan x € Cg, [a, ] i¢in,

b
(@) =@+ R0 @) [ Hosp)s ()

< p(@) +1R) @) [ (a0 [ (a(u)) | an

< [p @]+ [IRx]. 1x].. K

< [p (@)|+ maks {1, (diam [a, b))} | R¥] g, ], K

< 1p(@)]+ 1 (¥l ap ) 13 16l K (422)

dir. Buradan (4.2.1) ve (4.2.2) birlikte diisiiniilerek, x € Cg, [a,b] i¢in

T[], = |(Tx) (a)] —|—sup{ \(Tx(l(zt()d?t(,ls";c))(s)\ it,s €la,b],t # s}

<1p(@)]+ £ (I¥l0p ) 13 Il K

+HP 4 f (¥l ) 12 1] 0, K

£ (¥, ) 13 14l g Ko, (b — @)

< 1Pl gy + (02K + K+ ko, (b= )L £ (¥l ) 1214,
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dir. Boylece (v) varsayimi gz oniinde bulundurularak Bﬁ‘(? yuvarindan alinan bir x elemani i¢in
Tx e Bfgz olur. Sonu¢ olarak 7" doniisiimii Bﬁgz yuvarindan yine Bf(? yuvarina bir doniistimdiir.
Yani

By = {x € Cu,[a,b]: |Ix]|w, < ro}

olmak tizere

T :B% — B
dir.

Simdi T operatriiniin || - ||, normuna gore By’ yuvarinda siirekli oldugunu gosterecegiz.
Bunun i¢in keyfi sabit x € B%z ve keyfi € > 0 sayis1 alahm. Asagida (4.2.3)’ da belirlenen o

pozitif sayisi i¢in y € By? elamant ||x —y| o < O esitsizligini saglasin.

(iv) varsayimindan R : Cg,la,b] — Ce,a,b] opreratorii ||.|, normuna gore siirekli

oldugundan

€
0<d< 423
2[Knima+KLn + L (b —a) MM2ke,) f (r0) ( )

esitsizligini saglayan € a bagl dyle bir 6 > 0 sayist vardir ki: [[x—y[[, < & esitsizligini

saglayan her y € B icin

£
2[Kmn2+Kny +2L (b —a) NiMake,] 1o

[[Rx = Ryl| g, <

dir. O zaman (t # s) t,s € [a,b] ve x,y € By igin

[(Tx) (1) = (Ty) ()] = [(Tx)(s) = (Ty) (5)]]

G= PEI)

1

b b
"o (d(1,9)) ‘ {(R” <t>/a k(z, )x(q(u)) dp — (Ry) (t)/a k(t,u)y(qw))du}

@6 [rsastatoyan - @) ) [ Kontatorau]|

~ | @0 [ et - @) 0 [ ko

o (d(
b b
@) @) [k tatwran - @) 0 [k )x(aw)an]
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~ [0 6) [ kst~ ®)6) [ Ko pnta(uan]

= [®)6) [ ks tatuna @) ) [ ks.ptatuan|

dir. Buradan,

b
G= oy B O = RO | ke px(gu)an

b

(R (1) [ k0.1) [e(al)) (g () dp

b

~ (RN (5) = (R (9] | K(s.p)x(a(uw))dp
b

- (R0 [ ks lalu) - (a0l

olur. Buradan,
1 b
= oy | RO = R O~ [(RY) (5) — Ry ()]} | k(e )x(a(a)d

(R0 (5) ~ (R ()] [ ke p)x(ata)
(R ()~ (RN 5] [ ks, )la(m)an
R0)0) [ k) (a(00) - y(g(a)]

b
= (R0 [ Kt a0) (et

olur. Bu son bulunan esitlikten,

G< o ( dl(t ) [(Rx) (1) — (Ry) ()] — [(Rx) (s) — (Ry) (s)]| / bk(t, ,,L)x(qw)du‘
1 b
+ @y (R0 )~ RO [ ko) k(s u)]x@(u)du‘
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b
# (R (6) [ka) Wlath) - lawlan
a
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikten de

[[(Rx) (1) — (Ry) (1)] — [(Rx) (s) — (Ry) (5)]
o (d(1,5))

G<

s)]| b
il [ 1K)l

b —k(s
+1[(Rx) () — (RY) ()] = [(Rx) (@) — (Ry) (a)] ”wa/a |k(téf<)d<k(>>“)

b —
+|(Rx) (a) — (Ry) (a)] ||XHw/a |k(2f()d(k( ))u)

|(Ry) (1) — (Ry) (5)]

b
LU IO ate ) tatu) - atwlan
1RO | [ I ) —s(at]an

esitsizlgine ulagilir. Buradan devam edilirse

+ sup |[(Rx)(t) — (Ry) (1)] = [(Rx) (s) — (Ry) (s)]| |Ix]l.. /ab|(k(t u)—k

t,s€a,b]

1R (@) (R @ ., [ EER KA
'/ (.40 (g 02) ~y(q a0
IR |/h| |Ix( (1) —y(g(u)|dp

u))ldu



elde edilir. Bu son esitsizlikte ||x||., < maks{l,®, (diam[a,b])}| ve H? < |x[,

€[l o,
esitsizlikleri goz Oniine alindiginda

G = LTx)(@) — (Ty)(0)] — [(Tx)(s) — (Ty) ()]
w; (d(t,s))

< K||x]|.. Hy{_gy

+ sup [[(Rx) () — (Ry) ()] — [(Rx) (5) — (Ry) (s)]] ] / Miﬂ)f)dﬂ

t,5€[a,b]

IR (@)~ (R) @) 5] [ %dﬂ

a

LRI BB LI o, o) —(atu) |

O [ £ 2D g ) ~y(atu)

bulunur. Bu son esitsizlikten

G < K|lx[l.. [[Rx —Ryl|

+L(b—a)lx|oke, sup

t,s€a,b]

{ [(Rx) () = (Ry) )]~ [(R) (5) = B D], (t,s))}

+L(b—a) x| ke, |(Rx) (a) = (Ry) (a)]

+KLHg; |x =Yl + L (b — a) ka, [ Ryl|.o [l =¥,

bulunur. Yukaridaki esitsizlikte gosterimi kisaltmak igin maks {1, ®; (diam[a,b])} = M ve
maks{1, @, (diam[a,b])} = N, olarak alip, Lemma 4.1.1 kullanilarak

[(Tx)(1) = (Ty) ()] = [(TX) (s) = (Ty) (5)]]

o= o (d(1,5))

< KM [|x]l g, [|Rx = Ryll g, +L(b—a) M2 ||x o, ke, | Rx = Ryl , @ (diam a, b])
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L (b= a) i1 |16, Ko | Rx — Ry,

KLy 15 = Lo, IRV gy + L (b= @) Mok, IR g 5= ¥l

< K2 [l gy [1RX — Ryl +2L (5~ @) 1112 ] iy R~ R
KL [ =g, 1R gy + L (5= @) Mk [1RY | g X = 1l

= (K12 +2L (b — @) Niokay ) [l g, ||RX — Ry,

+ KL + L (b — @) ik RV g, =]

< [Km2 +2L (b —a) MMake,] ||X[| 4, [[Rx — RY| 4,

KL+ L (b= @) Mnokan] £ (160, ) 16 = ¥l

< [Km+2L(b—a) MmMake,| 1o |[Rx — RY|| 4,

+ [KLTh +L (b a) 771772sz] ( ) o 4.2.4)

elde edilir. Diger taraftan

b b
() @)~ (1) @) = | (R2) @) | Kape(alu)) i~ ®) @) [ kasp)s (aa)

IN

b b
o) [ Man)xtat))an - R0 [ Hasp)s (g du
b b
|0 @ [ Kartatodn - R @) [ Kanyato)an
b
< IR0 @] [kl x(a(u)) —y (a(u) | du

IR0 @)~ () @) [ Ie(asw) Iy )]

dir. Buradan,

(Tx) (a) = (Ty) (a)| < K [|Rx]| , [|x = y[loe + K [[¥]]cc l|Rx — Ry,
< K12 [|Rxl| g, 1 b = ¥ll o + K102 [13l] @y 1 [1RX = R

< Ko (Illay ) 1=l K72 [y 1R = Ry,
< Kmimaf (ro) 6 + Kmimaro |[Rx — Ry||, (4.2.5)
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dir. Burada (4.2.4) ve (4.2.5) birlikte diisiiniilerek

ITx —Tyl| g,
=[(Tx) (a) = (Ty) (a)| + Hy{_1y

= |(Tx) (@) = (Ty) (a)[ +  sup

t,5€[0,1],¢s

{ |[(Tx) (1) = (Ty) ()] = [(Tx) (s) = (Ty) ()] }
@, (d(t,5))

< Kmnaf (ro) 6 + Knimaro ||[Rx — Ry||
+[KN2 +2L (b — a) NniMakay ] 0 [|Rx — Ry |l 4,
+ [KLn1 + L(b—a) mMokae,) f (ro) 6
= [Kmn2+KLni +L(b—a) nimM2ke,] f (ro) 6
+ [Kmn2+ Ko +2L (b — a) NiMoke,| 7o [[Rx — Ry || 4,

<2+§
—¢

elde edilir.

Bu ise T operatoriiniin x € By;> noktasinda || - ||, normuna gére siirekli oldugunu gosterir.
Sonug olarak x € Bﬁgz keyfi oldugundan 7' operatorii B yuvari lizerinde siireklidir. Teorem
4.1.2° den Bf(;z yuvari Cg, [a,b] uzaymin kompakt bir alt kiimesidir. Bu yiizden Schauder sabit
nokta teoremine gore 7' operatoriiniin Bf;z yuvarinda sabit biraktig1 en az bir nokta vardir. Yani
B? C Cg, [a,b] C Cg, |a,b] oldugundan (4.0.1) integral denkleminin @; siireklilik modiiliiniin

dogurdugu Cy, [a,b] uzayinda en az bir ¢oziimii vardir. Béylece ispat tamamlanur.

4.3 Ornek

Bu kisimda (4.0.1) formunda bir tane integral denklem ele alinacak ve bu integral
denklem i¢in Teorem 4.2.1° nin hipotezlerinin saglandig1 gosterilecektir. Boylece, bu denklemin
oy siireklilik modiiliiniin dogurdugu Cy, [a,b] uzaymda en az bir x ¢dziimiiniin oldugu ifade

edilecektir.

Ornek 4.3.1. ¢ € [1,¢] ve n,/i,a,b,c sabit sayilar olmak iizere

e 3/
x(t):f/ncos(72r>+n+[ax (1) +bx(t -l-c/ SIRLLE (u+1)du ¢34

integral denklemini ele alalim.
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p(t) = {/ncos (Zt) + i, k(t,u) = —Vlntlfln”,q(,u)—uilVed(ts)—|1nt—lns| w (€)

1 ..
€3,0<a< % icin @) (€) = €% ayrica R operatérii her 7 € [1, €] i¢in

(Rx) (1) = ax® (t) + bx (1) +c

olacak sekilde diisiiniiliirse (4.3.1) integral denkleminin (4.0.1)” in 6zel bir hali oldugu goriiliiliir.
Oncelikle Teorem 4.2.1” in hipotezlerinin saglandigim gosterelim.

i) h: R™ — R fonksiyonunu £ (t) = /t olacak sekilde secersek, kolay bir sekilde bu
fonksiyonun konkav oldugu ve orjinde sifir degerini aldig1 goriiliir. Bu yiizden Tanim 2.0.30

ve Lemma 2.0.2° den & fonksiyonu alt toplamsaldir.

Alt toplamsalligin sonucu ve |[cosx — cosy| < |x — y| bagintis1 kullanilarak,
T T
|p(t) — p(s)| = |{/ncos <§t) +A— i/ncos <§s) +7
\3/ n T
< [cos ( t) —COos (—sﬂ ‘
2
< V/|n| f/ (r—s)

3 ’I’l’ﬂ

< |t — | (4.3.2)

olur. (4.3.2)’ den

Il = p ) +s0p { 0L S s el
Vi +sup{|p() (S?‘ i1, E [l,e],t;zés}
lInz —Ins|3
3 |n|n‘t—s’*

VA + sup ‘t,s € [lye],t#s

n|mwe
= ,3/|ﬁ|_|_13/%

esitsizligi elde edilir. Buradan ||p||,, < v/|7|+

—_

(=)

y M% olup p € Cy, [1, €] oldugu anlamina gelir.

Bu yiizden Teorem 4.2.1° in (i) varsayimi saglanir.
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ii) /x fonksiyonunun alt toplamsallik 6zelliginden, her ¢,s € [1,¢] i¢in

3Int + In 3Ins + In
k(o) — k(s )| = | ¥ . r_V T

< }S/lnt-l—lnu - \3/lns-|—1n,u|
N I
V|Int —Ins|
|l
< |1nt—lns|%

<ap(d(t,s))

esitsizligini elde ederiz. Boylece Teorem 4.2.1” in (ii) varsayim saglanir. Burada ke, = 1 ve k

ilk degiskene gore siireklidir.
i) g(u) = ﬁ fonksiyonunun Teorem 4.2.1” in (iii) varsayimini sagladig1 agiktir.
iv) Her x € Cy, [1, €] igin
Rl

_ \(Rx)(l)H—sup{ |(R)C) (l) B (R)C) (S)|

@ (d(t,5))

:t,s € [le], t;és}

@, (d(t,s))

2 b ) _
= [ax® (1) +bx(1) +¢[+  sup {lax LAkl motll x(S)‘}
t,s€[1,e] t#£s

= la| |x* ()] + |6l [x (1)] + e[+ sup

t,5€(1,e]

{ jabe(2) —x ()] [ (1) +x ()] + b [x (1) —x(s)]| }
e 0)2(d (I,S))

2
< lal llxll% + 1Bl llxll. + e[+ sup
t,s€[1,e],t%s

{ e (2) = x (s)| la [x (1) +x(s)] + b| }
@ (d(1,5))

2
< laln3 |Ixllg, + 161 M2 llxll g, + e[+ sup
t,s€[1,e],t%s

{ e (2) = x (s)| [lal [x (£)| + al b ()| + [P] }
@, (d (t,5))

x (1) = x(s)|
< la|n3 ||x[[5,, + bl m2 |x]l o, + lc| + [2]a] [|x]|.. + & sup {
lal 1 (%[, + 16112 [l o, + |l + [2]a [l + | Ht,seu,e],z;es o (d(1.9))

2 2
< lal 3 llxllG, + 1612 %l g, + el +2lalma x5+ 5] [}x] o, (4.3.3)
olur. > = 1 oldugundan (4.3.3) esitsizligi daha sade olarak

2
1R, < 3lal[|x[lg, +21b][|x] o, + ]
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yazilir. Bu yiizden R operatorii Cg, [1,e] uzaymdan Ce, [1,e] uzayimnin igine tanimlidir. (iv)
varsayimindaki f : R* — R* fonksiyonunu f (x) = 3|a|x? 4 2|b|x + |c| olarak secersek, (iv)

varsayimindaki esitsizlik de saglanir.

Simdi (iv) varsayimindaki R operatoriiniin [|.[|, normuna gére Cg, [1,e] uzayinda siirekli
oldugunu gosterecegiz. Bunun igin keyfi sabit y € Cg,[l,e] ve € > 0 sayis1 alahm. A =
36a* ||y||ﬁ)1 +241al[b] [|y[l o, +4b? + 12 |a| € olmak iizere § pozitif sayisini

VA—6lal [[ylly, —21b]

0<$é
<0< 6ld

olacak sekilde secersek (A ve d sec¢iminin nasil yapildigini gérmek igin (4.3.9) ve (4.3.10)
bagintilarina bakilabilir) x € Cey, [1,€] fonksiyonu da [|x—yl|,, < & esitsizligini saglayan keyfi

bir fonksiyon olmak iizere, her ¢,s € [1,¢] igin

(Rx —Ry) (1) — (Rx— Ry) (s)
= [a)c2 (t) + bx (t) — ay” (t) — by ()] - [ax2 (s) + bx (s) — ay? (s) — by (s)]

= {a [P ()~ ()] +blx(0) =y (O]} ~ {a[? (5) —?(5)] + blx(s) ~y()]}

= (@) =y (@)Halx(t) +y(0)] +b} = [x(s) =y (s)[{alx(s) +y(s)] + b}

={lx (@) =y @] =[x (s) =y ()] + [x(s) =y ()]} {alx(t) +y(1)] + b}
—[x(s) =y () {alx(s) +y(s)] + b}

={x@) =y @] =[x (s) =y ()} {alx (@) +y O]}
+alx(s) =y () x@)+y @] +bx (@) =y (@) —alx(s) =y ()] [x(s) +y(s)]

—afx(s) =y ()] [x(s) +(s)] (4.3.4)
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olur. (4.3.4)’ den

|(Rx = Ry) () — (Rx— Ry) ()|

< (@) =y @] = [x(s) =y ()]l al x (1) + 3 (2)]

+lal e (s) =y ()|l (1) +y ()] = fe(s) +y (s)]]

+ 1Bl [P (1) =y ()] =[x (s) =y (s)]]

< lal e+ ylleo [l (1) =y (1)] = [x(s) =y (s)]]

+lal [lx =yl [be(0) +y ()] =[x (s) +y (s)]]

+[blx () =y @)] =[x (s) =y (5)]] (4.3.5)

olur. (4.3.5)” den

Sup{j<Rx-Rw><w-—<R3-—RW>@@|
1 (d(1,9))

1,5 €[1,e, t;és}

< |a ||x+y||msup{ [be(2) _ycf)j)(]d_(t[xs()? el Ol ‘t,s€l,e], t;«és}

+|a\||x—y||wsup{|[ x()+ (f)l)(]d_(t[fs()i)+y(S)]| :t,s € [le], t#s}
+|b|sup{“ x(1) — ()(] ([ ()S) y()ll :t7s€[1’e]7t#s}

<lalmlbe+yllo, X =lo, +lal il =ylle, 1x+ylw +1Blx =4,
= b=l [2lalm lle+ Yl g, + 1] (43.6)

dir. Ayrica,

(Rx—Ry) (1) = |ax? (1) +bx(1) +c —ay* (1) —by(1) — |
=la [ (1) =y ()] +bx (1) —y(1)]]
=[x (1) —y(D){alx(1) +y(1)]+b}]
< [ (1) =y (D] {lal lx (1) +y (1] +[b]}
< [lx =yl llal lx + yllo + [5]]

<111 e =3l {Jalm x4 51, + 18] (43.7)

olur. Buradan (4.3.6) ile (4.3.7) birlikte diisiiniilerek ve 1; = 1 oldugundan
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|Rx — Ry||, = [(Rx —Ry) (1)] +sip
t+s

< Il =llgy [Jal I+l + 8]

+Ix =¥l [2lal e+l g, +161]

{ |(Rx — Ry) (1) — (Rx— Ry) (s)]|

o (d(0.5)) :t,s € [1,e€] }

=l =yl |3lalllv+llg, +2151]

<l =llo, [3lal (Il =lla, +211la, ) +215]

< 5 [31al 8 +6al ]|, +2101]

—31a| 82+ (6 lal |, +210]) &

<€ (4.3.8)
esitsizligi saglanir. Clinkii 8 pozitif sayis1 A = 36a* ||y||%01 +241a| |b| ||yl , +4b*+12|a] € olmak

VA-6lal [y, 216
ol

tizere 0 < 0 < esitsizligini saglayacak sekilde agsagidaki gibi belirlenebilir.

|Rx =Ryl o, <3lal 8%+ (6al 1yl 4, +2161) & < &
oldugundan
3]a\52+(6]aH\wal—l—2\bl>6—£<O (4.3.9)

bagmtisindaki §° ya bagh paraboliin diskriminant1 A = 364> ||y||ﬁ)1 +24|al ] Iyl 5, + 4% +
12 |a| € olup 8; ve &, kokleri

5 ~lallylo, ~2[6l+ VA
1,2 6|a|

olur. Dolayistyla (4.3.9) esitsizligini saglayan o sayist: 0; < 0 ve &, > 0 kokleri arasinda pozitif

olarak
VA=6lal [y, ~ 2]
6|al

0<o< (4.3.10)

L e o1 VA—O6lalllyll,, —2lb]
bigiminde, 6rnegin 6 = 5 ola]

olarak secilebilir.

Buna gore artik [x —yl|, < & esitsizligini saglayan her x € Cy, [1,¢] igin [|[Rx —Ry|,, <
3|a| 8% + <6|a|||y||w1—l—2|b|>5 < & veya |Rx—Ryll, < € oldugu goriilir. Bu ise R
operatoriiniin || - ||, normuna gore y € C, [1,¢] igin siirekli oldugunu gosterir. Baglangigta
y € Co,[1,e] keyfi secilip sabit tutulan fonksiyon olarak alindigindan, R operatorii || - || e,

normuna gore Cy), [1,e] uzayinda siireklidir.
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v) K sabiti ise

K:sup{/le\k(t,u)uu:te [1,4}

el J1 1
:sup{/ %‘dﬂ:te [l,e]}
1

e 3
S/ Vl—;lnudu
1

3w

dir.

Bu durumda Teoerem 4.2.1° in (v) varsayimdaki

12l o, + [M2K + K + Mok, (e = D] maf (r)r <7

esitsizligi yukarida bulunanlar yerlerine yazilarak

(3 |ﬁ|> +\3/|"’$+ E (%—1) +e—1] Bla| P +2b| P +lclr) <r  (@43.11)

biciminde yazilir. A¢iktir ki n, 7, a, b ve c sabitlerinin uygun olarak secilmesiyle (4.3.11)
esitsizligini saglayan bir pozitif ry sayis1 vardir. Ornegina =b =1, ¢c = %, n= 2% ven=0

olacak sekilde alirsak ro = ﬁ olarak secilebilir. Bu degerlerle (4.3.11) esitsizliginin

1Pl o, + [M2K + K + Mok, (e = D] 2 f (r) r <7

3
@(3 |ﬁ|>+ 3 |n|2ne+{§<316—1>+e_1} (3|a|r3+2|b|r2—|—|c|r)§r

1
~ 2037 —
<2 0,009203768 < 100

saglanmig oldugu goriiliir.

Boylece temel sonucumuz olan Teorem 4.2.1° in biitiin hipotezleri saglandigindan Ornek

4.3.1” deki integral denklemin Cy, [1, €] uzayinda en az bir ¢6ziimiiniin oldugu sonucuna vartlr.
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