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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum “Smirsiz Bir Arahk Uzerinde Lineer
Olmayan Baz Integral Denklemlerin Coziimlerinin Varligi” baghikli bu ¢calismanin
bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diisecek bir yardima bagvurmaksizin
tarafimdan yazildigin1 ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin iginde
hem de kaynak¢ada yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu be-

lirtir, bunu onurumla dogrularim.

Bekir ILHAN



OZET

Doktora Tezi

SINIRSIZ BiR ARALIK UZERINDE LINEER OLMAYAN BAZI
INTEGRAL DENKLEMLERIN COZUMLERININ VARLIGI

Bekir ILHAN

Inonii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Ana Bilim Dali
99-+vii sayfa
2020

Damisman : Prof. Dr. M. Kemal OZDEMIR

Dort boliimden olusan bu tezin birinci boliimiinde, integral denklemlerin ta-
rihsel geligsimi ve kullanim alanlar1 hakkinda genel bilgiler ve bu denklemlere ilis-
kin baz1 tanimlar verilerek, tez ¢aligmasinin literatiirdeki yeri ve énemi iizerinde
duruldu.

Ikinci béliimde, diger boliimlerin daha kolay anlasilmasini saglayacak bazi
temel tanimlar ve teoremler ile kompaktsizlik 6l¢iisii kavramina yer verilip, Kura-
towski, Hausdorff ve Istratescu kompaktsizlik 6l¢iilerinden bahsedildi. Ayrica bu
boliimde, baz1 Banach uzaylarindaki kompaktsizlik Olgiileri tanitilarak, bir ope-
rator denklemin ¢oziimlerine iligkin ” Lokal attractive” ve "Asimptotik kararlilik”
kavramlarinin tanimlari verildi. Bu béliimiin son kisminda, kompaktsizlik 6l¢iisti
ile birlegtirilen baz1 sabit nokta teoremleri ele alindi.

Calismanin orijinal kismini {i¢lincii ve dordiincii boliim olusturmaktadir.

Uciincii boliimde, smirsiz bir aralik iizerinde lineer olmayan bir integral denk-
lem incelendi. Bu denklemin BC (R*,R) uzaymda en az bir ¢dziime sahip olma-
sina imkan veren yeter gartlar verilip, bu sartlar altinda ¢oziimlerin asimptotik

tavr1 belirlendi. Bazi érnekler verilerek ¢aligmanin farkliligi ve 6nemi vurgulandi.



Dordiincii boliimde ise, tigiincii boliimdeki integral denklem daha farkl sart-
lar altinda ele alindi. Kompaktsizlik 6l¢iisii araciligiyla verilen bir sabit nokta
teoremi kullanilarak, hem bu denklemin en az bir ¢ézlimiiniin mevcut ve hem de
¢oziimlerin asimptotik kararh oldugu gosterildi. Ayrica, ¢alismanin literatiirdeki

yeri ve onemini aciklayan bazi 6rnekler verildi.

ANAHTAR KELIMELER: Lineer olmayan integral denklem, Smirli ve sii-
rekli fonksiyonlarin uzayi, Kompaktsizlik 6l-
¢lisii, Darbo sabit nokta teoremi, Asimptotik

kararl ¢oziim.
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THE EXISTENCE OF SOLUTIONS OF SOME NONLINEAR INTEGRAL
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Supervisor : Prof. Dr. M. Kemal OZDEMIR

In the first chapter of this work, consisting of four chapters, the general infor-
mation on historical developments and usage areas of the integral equations and
some definitions about integral equations are given. The place and importance of
the thesis study in the literature are emphasized.

In the second chapter, some basic definitions, theorems and the concept of me-
asure of noncompactness are given to understand other chapters easily and also,
Kuratowski, Hausdorff and Istratescu measures of noncompactness are menti-
oned. Besides, in this chapter, the measures of noncompactness are introduced
on some Banach spaces. The definitions of the concepts ” Locally attractive” and
7 Asymptotically stable” are given. In the last part of this chapter, some fixed
point theorems associated with measures of noncompactness are handled.

The original parts of the study are the third and fourth chapters.

In the third chapter, a nonlinear integral equation on an unbounded interval is

examined. The sufficient conditions enabling the existence of at least one solution

il



of this equation in the space BC' (R*,R) are given and the asymptotic behavior
of the solutions is determined. By giving some examples, the originality and
importance of the study are emphasized.

In the fourth chapter, the integral equation discussed in the third chapter is
handled under the different conditions. The existence and the asymptotic stability
of the solutions of this integral equation are examined by using a fixed point
theorem given via the measure of noncompactness. Additionally, some examples

explaining the importance and place of the study in literature are introduced.

KEYWORDS: Nonlinear integral equations, the space of bounded and con-
tinuous functions, Measure of noncompactness, Darbo fixed

point theorem, Asymptotically stable solution.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Dogal sayilar climlesi,

Reel sayilar climlesi,

0, 00) araligy,

Kompleks sayilar ciimlesi,

Supremum,

Infimum,

Maksimum,

Minimum,

Limit siiperiyor,

Limit inferiyor,

X {lizerinde tamimli, reel degerli ve sinirli fonksiyonlarin uzayi,
[a, b] arahiginda tamiml, reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin uzayi,
{:L" x : [a,b] — R dlgiilebilirdir ve f: |z(t)[Pdt < oo},

R* da taniml, reel degerli, siirekli ve sinirli fonksiyonlarin uzayi,
R* da taniml, reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin uzay,

Norm fonksiyonu,

x merkezli ve r yaricaph agik yuvar,

x merkezli ve r yarigaph kapali yuvar,

0 (sifir) merkezli ve r yaricaph kapal yuvar,

A climlesinin kapanisi,

X7 i ihtiva eden konveks ve kapali climlelerin en kii¢iigii,

A climlesinin ¢apz,

Banach Uzayi,

FE Banach uzaymin bostan farkl ve sinirh alt ciimlelerinin ailesi,
M’ nin kapanigt kompakt olan alt ciimlelerinin ailesi,
Kuratowski kompaktsizlik 6l¢iisii,

Hausdorff kompaktsizik ol¢iisii,

Istratescu kompaktsizlik 6lgiisii,

Bir £ Banach uzayimmdaki kompaktsizlik 6lciisii,

1 kompaktsizlik olgiisiiniin ¢ekirdegi,

x fonksiyonunun, € > 0 sayis1 i¢in siireklilik modiilii.

vil



1. GIRIS

Bu boéliimde, integral denklemlerin tarihi gelisimi ve kullanim alanlarindan bah-
sedilerek, bu denklemlerle ilgili baz1 tanimlara yer verilecek ve tez c¢aligmasinin

literatiirdeki yeri ve 6nemi tizerinde durulacaktir.

1.1 Integral Denklemlere iliskin Baz1 Bilgiler ve Tanimlar

Integral denklemler, 19. yiizyilm baslarinda incelenmeye ve {izerinde arastirmalar
yapilmaya baglanmig bir konudur. 1823 yilinda Abel tarafindan bir integral denk-
leme rastlanmig ve integral denklem tabiri ilk defa 1888 yilinda De Bois Reymond
tarafindan kullanilmigtir, [1].

Pek ¢ok konu gibi, integral denklemler de gesitli ihtiyaclar sonucu ortaya ¢ik-
mig ve zamanin problemlerine cevap verecek gekilde geligtirilerek olgunlagtirilmig-
tir. Integral denklemler giin gectikce daha ok kullanim alanlari bulmakta, tekno-
lojide ve bir¢ok miihendislik alaninda yaygin olarak kullanilmaktadir. Esneklik,
plastisite, kiitle ve 1s1 aktarimi, akigkanlar mekanigi, salinma kurami, stokastik
modelleme, kemoterapi, ekonomi ve tip, integral denklemlerin kullanildigi bazi

alanlardir, [2].

Tamim 1.1.1 ( [3]). Integral isareti altinda bilinmeyen bir fonksiyonu ihtiva eden

denklemlere integral denklem ady verilir.

Ornegin; o, f ve k bilinen fonksiyonlar, A bilinen parametre ve u bilinmeyen

bir fonksiyon olmak iizere;

b
flz) = )\/ k(z,t)u(t)dt, (1.1.1)
b
u(z) = f(z) + )\/ k(x,t)u(t)dt, (1.1.2)

b
alx)u(z) = f(z) + )\/ k(x, t)u(t)dt, (1.1.3)
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flz) = /I k(x,t)u(t)dt, (1.1.4)

u(z) = f(z)+ /\/xk(x,t)u(t)dt, (1.1.5)
a(x)u(r) = f(x) + )\/x k(x, t)u(t)dt, (1.1.6)
(@) = f(z)+ A /OOO k(z — t)u(t)dt (1.1.7)

ve

u(z) = /Ofﬂ (u&ds, 0<p <1 (1.1.8)

x—s)P
birer integral denklemdir. (1.1.1) — (1.1.7) integral denklemlerinde f ve a fonk-

siyonlarima kuvvet fonksiyonu ve k fonksiyonuna da gekirdek adi verilir, [3].

(1.1.8) denkleminde ¢ekirdek k(x,s) = 1/(x — s)? olarak tanimlidir.

Tanim 1.1.2 ( [3]). Bilinmeyen fonksiyonun yalmizca lineer formlarine bulun-
duran bir denkleme lineer integral denklem denir. Bir integral denklem lineer

degilse bu denkleme lineer olmayan integral denklem adv verilir.

Bu tanima gore, (1.1.1) — (1.1.8) denklemleri lineerdir. f, K ve u bilinen fonk-

siyonlar ve x fonksiyonu da bilinmeyen olmak iizere;

x(t):f(t)Jr/O K(t, s)a"(s)ds, (n# 1), (1.1.9)

z(t) = f(¢) —I—/O sin (z(s)) ds (1.1.10)

ve

z(t) = f(¢) +/0 u(t, s, x(s))ds (1.1.11)

denklemleri birer lineer olmayan integral denklemdir. (1.1.11) denklemi, (1.1.9)
ve (1.1.10) denklemlerine gore, lineer olmayan bir integral denklemin daha genel

formudur, [4].



Tanim 1.1.3 ( [5]). Integralin sinarlarindan her ikisinin sabit veya sonsuz ya da
biri sabitken digerinin sonsuz oldugu denklemlere Fredholm tipt integral denk-
lem, integral sinirlarindan en az birinin degisken oldugu denklemlere de Volterra

integral denklems denir.

Buna gore, yukarida verilen (1.1.1)—(1.1.11) denklemlerinden, (1.1.1)—(1.1.3)

ve (1.1.7) Fredholm, digerleri ise Volterra tipi lineer integral denklemlerdir.

Tanim 1.1.4 ( [5]). Bir integral denklemde bilinmeyen fonksiyon, sadece integ-
ral icerisinde ise denkleme I. cegit, hem icinde hem de disinda ise denkleme
II. cesit integral denklem ady verilir. II. cesit bir integral denklemde, integ-
ralin disindaki bilinmeyen fonksiyon baska bir fonksiyonla ¢arpim halinde ise bu

denkleme de III. ¢esit integral denklem denir.

Bu tamima gore, yukarida verilen (1.1.1)-(1.1.11) integral denklemlerinden,
(1.1.1) ve (1.1.4) denklemleri I. gesit, digerleri ise II. gesittir. Ayrica, (1.1.3) ve

(1.1.6), III. gesit integral denklemlerdir.

Tanim 1.1.5 ( [5]). Bir integral denklemde integralin disinda, bilinmeyen fonk-
styon haricinde baska bir fonksiyon mevcut degilse denklem homojen aksi halde

homojen olmayan integral denklem olarak adlandirilur.

(1.1.1)-(1.1.11) denklemlerinden, (1.1.8) homojen, digerleri ise homojen olma-

yan integral denklemlerdir.

Tanim 1.1.6 ( [3]). Bir integral denklemde integral sinarlarindan en az biri son-
suz veya denklemin ¢ekirdegi integrasyon araligimin en az bir noktasinda sinirsiz

1se denkleme singiiler integral denklem denir.

Buna gore, (1.1.7) ve (1.1.8) singiiler integral denklemlerdir.

Volterra tipi integral denklemlere iliskin ilk caligmalar Italyan matematikei
Vito Volterra (1860-1940) tarafindan yapilmigtir, [5]. Volterra tipi integral denk-
lemlerin belirli fiziksel problemlere karsilik geldikleri anlagilinca bu alanda yapilan

caligmalar artmigtir, [6].



A. Friedman,

1) = (1) - / K(t — )G f(r), 7] dr

formundaki lineer olmayan konvoliisyon cekirdekli Volterra integral denklemle-
rin, kuvvetli hipotez sartlari altinda pozitif ve monoton ¢oziimlerini elde edip,
¢Oztimlerin asimptotik davramsiyla ilgilenmistir, [7].

R. Ling, konvoliisyon cekirdekli lineer Volterra integral denklemi icin Ozdeslik

Teoremini verip, bu teoreme dayanarak,

ft)y=1 —/0 K(t—7)f(r)dr

formundaki birim kaynakli, pozitif ve monoton ¢ekirdekli lineer Volterra denk-
lemlerin ¢oziimlerinin pozitif ve sinirh fonksiyonlar oldugunu gostermistir, [7].

Trafik arag teorisi ve biyoloji bilimindeki bazi problemlerin ¢éziimii,

(1) :f(t,x(t))/o u(t, s, 2(s))ds, t € [0, 1]

formundaki lineer olmayan Fredholm integral denklemine baghdir, [4].

Parabolik sinir deger problemleri, bir salginin gelisiminin matematiksel mo-
dellemesi ve ¢esitli fiziksel ve matematiksel modellemelerden dogan ve Volterra-
Fredholm integral denklemleri olarak adlandirilan denklemler ise literatiirde
iki formda yer alir. Bunlar; f, F,k; ve ko bilinen fonksiyonlar, A, A, Ao bilinen

parametreler ve u bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere;
T b
u(z) = f(z) + )\1/ ki(x, t)u(t)dt + /\2/ ko(x, t)u(t)dt (1.1.12)
ve
t pd
we) = [ ) [ [ Feneragnyaa @1

denklemleridir, [8,9]. (1.1.12) lineer ve (1.1.13) ise lineer olmayan bir integral

denklemdir.

o(t) = f(t.2(1)) / ult, s, 2(s))ds,



() = (Ta)(t) /0 u(t, 5, 2(5))ds,

ve

2(t) = alt) + (Tx)(t) /Ot f(o(t, 8))p(w(s))ds

formundaki lineer olmayan Volterra tipi integral denklemlerin ¢oziilebilirligine
dair galigmalar literatiirde mevcuttur, [4,10].
Ayrica, C[0,a] ve BC(R',R) uzaylarinda,

o(t)

x(t)=f (t, (Thx)(t), (Tox)(t) H(t,t,z(7))dr,z (ay(t)), ..., x (am(t))>

0

denklemi ile,

©1(t)
(Fz)(t) = f (t, (Thz)(t), (Tox)(t) /0 Hy (t,t,x(7))dr,x (a1(t)), ...,z (n, (t)))

ve

w2(1)
(Gz)(t) =g (757 (Ts2)(t), (T4$)(t)/0 Hy (t,t, (7)) dr, x (¢1(t)) 5. ., @ (¢m2(t))>

olmak tizere; z(t) = (Fx)(t)(Gz)(t) denklemi ele alinmig ve bu denklemlerin en
az bir ¢oziime sahip olmasina imkéan veren yeter sartlar belirlenmigtir, [11].
Lineer olmayan fonksiyonel integral denklemler lineer olmayan analizin énemli
bir alanini olusturur. Smirsiz bir aralik tizerinde tamimli ¢oziimleri ile Volterra,
Hammerstein ve Urysohn integral denklemleri gibi lineer olmayan klasik integ-
ral denklemler bu teorinin 6nemli bir parcasini tegkil eder. Kompaktsizlik 6l¢ii-
siiyle birlestirilen teknik, lineer olmayan integral denklemler teorisinde ¢oziimlerin
varlig1 lizerine yapilan ¢aligmalarda yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu teknik
yardimiyla, ¢oziimlerin sadece varligi degil, ayn1 zamanda monoton,
attractive ve asimptotik kararli olma gibi baz1 6zellikleri de tespit edi-

lebilmektedir, [12].



1.2 Tez Cahsmasimn Literatiirdeki Yeri ve Onemi

Agarwal ve O’Regan (2004),

x(t) = /000 k(t,s)f(s,x(s))ds, te€R" (1.2.1)

formundaki lineer olmayan Fredholm integral denkleminin sinirl, siirekli ve son-
suzda limiti mevcut olan fonksiyonlarin uzay1 C,;[0, 0o) da ¢oziilebilirligini incele-
miglerdir, [13].

Meehan ve O’Regan (1999, 2000), C,[0, c0) uzaymnda,

z(t) = h(t) + ,u/ooo k(t,s)f(s,z(s))ds, teR*" (1.2.2)

integral denkleminin ve BC(R*,R) uzayinda da,

(t) = h(t) +/0°o k(t, s)[f(z(s)) + g(z(s))]ds, t€R* (1.2.3)

integral denkleminin ¢éziimlerinin varlig: tizerine hiikiimler vermiglerdir, 14, 15].

Aymni yazarlar (2001),

z(t) = h(t) + /000 k(t,s)f(s,x(s))ds, teR*" (1.2.4)

lineer olmayan integral denkleminin LP(R™') uzayinda en az bir pozitif ¢oziime
sahip olmasina imkan veren yeter sartlar elde etmiglerdir, [16].
Banas ve Poludniak (2004), kompaktsizlik 6lgiisii ve Darbo sabit nokta teoremi

yardimiyla,
z(t) = f(t) + /00 u(t,s,x(s))ds, teR" (1.2.5)
0

formundaki lineer olmayan integral denkleminin, R* {izerinde Lebesque integral-

lenebilen fonksiyonlarin uzayindaki monoton ¢éziimlerinin varligini aragtirmiglar-
dur, [17].
Banas ve Martin (2006),

x(t) = g(t) + f(t,z(t)) /000 K(t,s)h(s,z(s))ds, teR" (1.2.6)

6



lineer olmayan Fredholm integral denkleminin BC'(R™*, R) Banach uzaymdaki ¢o-
ziimlerinin varligr ve asimptotik kararhiligi hakkinda incelemeler yapmistir, [18].
Cabellaro ve digerleri (2004), Banas ve Olszowy (2008) ve yakin zamanda

Darwish ve digerleri (2013), simirsiz bir aralik {izerinde tanimh

z(t) = a(t) + f(t,z(t)) /Ooou(t, s,x(s))ds, teR" (1.2.7)

formundaki Urysohn integral denkleminin BC'(R*,R) uzaymdaki ¢oztimlerinin
varlig1 tizerinde galigmiglardir, [12,19,20]. Bu galigmalarda verilen varlik teorem-
lerinin ispatinda farkli sartlar ve gesitli kompaktsizlik 6l¢iileri kullanilmigtir.

Olszowy (2008, 2011), RT da tamimh ve siirekli fonksiyonlarin Fréchet uza-
yinda (1.2.7) integral denkleminin ¢oziimlerinin varligl ve monotonlugu iizerine
caligmalar yapmigtir, [21-23].

Karoui ve digerleri (2010), Schauder sabit nokta teoremi ile, (1.2.7) denkle-
minin LP(R") uzayindaki ¢oziimlerinin varligima dair incelemeler yapmisgtir, [24].

Son zamanlarda, Khosravi ve digerleri (2015),

x(t) = f(t,z(t)) + /000 k(t —s)(Qx)(s)ds, te€RT (1.2.8)

formunda konvoliisyon tipi lineer olmayan fonksiyonel integral denkleminin, L?(R™)
uzaymda ¢oziimlerinin varligi tizerine ¢aligmiglardir, [25].
Bu tezde, yakin zamanlarda yapilan ¢aligmalar ve bu alandaki gelismelerin

15181 altinda, (1.2.1)-(1.2.8) denklemlerinin her birinden ¢ok daha genel olan
() = (F)(t) + (Fyz) () / o(t,s,2(s))ds, teRT  (1.2.9)
0

lineer olmayan Fredholm integral denklemi incelenecektir. (1.2.9) denkleminde,
F; : BC(RT,R) — BC(R",R), (i =1,2) operatorleri ile v : R" x R" x R — R
fonksiyonu bilinen ve x = z(t) fonksiyonu ise bilinmeyendir.

F;, (i = 1,2) operatorleri ve v fonksiyonunun uygun segimiyle, (1.2.1)-(1.2.8)
denklemlerinin her birinin, (1.2.9) denkleminin birer 6zel hali oldugu kolayca go-

riilebilir. Bu tez ¢aligmasinda, uygun kompaktsizlik dl¢iileri yardimiyla, (1.2.9)

7



denklemi icin iki farkli varlik teoremi ifade ve ispat edilecektir. Coziimii agikar
olmayan denklemlerin ele alindig1 bazi 6zgiin 6rneklerle, bu calismada ulasilan
sonuclarin uygulanabilirligi gosterilecektir. Boylece, bu tezde, daha 6nce ya-
pilan galigmalarda [12—25] elde edilen sonuglar daha genel bir denklem
bakimindan verilecektir. Ayrica, bu galismada verilen varlik teoremle-
rini mevcut literatiirle [12,19, 20, 23] karsilagtirmaya imkan veren bazi
o0zel denklemler ele alinarak, calismanin farklihgi ve 6nemine dair ir-

delemeler yapilacaktir.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde, ilk kisimda, sonraki boliimlerin anlagilmasini kolaylagtirmak ama-
ciyla bazi kavramlara iligkin tanimlar ve teoremler verildi. Tamami kompaktsiz-
lik 6l¢iisti kavramina ayrilan ikinci kisimda; Kuratowski, Hausdorff ve Istratescu
kompaktsizlik Olgiileri ile bazi Banach uzaylarindaki kompaktsizlik Ol¢iileri tani-
tildi. Yine bu kisimda, bir operator denklemin ¢oziimlerine iligkin ” Lokal attrac-
tive” ve "Asimptotik kararlilik” kavramlarina yer verildi ve kompaktsizlik 6l¢iisii

ile birlestirilen baz1 sabit nokta teoremleri ele alindi.

2.1 Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1 (Topolojik uzay, [26]). 7 C P(X) olsun. Eger asaqidaki sartlar
saglanwrsa T, X i¢in bir topoloji ve (X, T) da bir topolojik uzay olarak adlandvriler.
7’ nun elemanlarina ise agik kime (T-agik kime) denir.

(Ty) X,0er.

(T2) 7 ailesinin herhangi bir sonlu alt ailesinin kesisimi T ailesindedir.

(T3) 7 ailesinin herhangi bir alt ailesinin birlegimi T ailesine aittir.

Tamim 2.1.2 (Metrik, metrik uzay, [27]). X # (0 olsun. Bu durumda; her
x,y,z2 € X 1i¢in,

(M1) d(z,y) =0 =z =y,

(M2) d(z,y) = d(y,z) (simetri ozelligi) ve

(M3) d(x,y) < d(z,2) +d(z,y) (icgen esitsizligi)
onermeleri dogru oluyorsa d : X x X — R fonksiyonuna X dzerinde bir metrik

ve (X, d) ikilisine de metrik uzay adv verilir.

Ornek 2.1.1 ( [27]). [a,b] C R wve [a,b] arabgindan, R reel saylar ciimlesine

tanwmly ve stirekli olacak seklindeki biitin fonksiyonlarin cimlesi C [a,b] olsun. Bu



durumda, d (f,g) = maks{|f(z) — g(x)| : © € [a,b]} fonksiyonu C [a,b] tzerinde

bir metriktir.

Ornek 2.1.2 ( [11, 28]). Negatif olmayan reel saylar cimlesi RT dan R™ ye
tanwmly, siirekli ve siarle olan fonksiyonlarin cimlesi BC(RY,R™) ile gdsteri-
lir. Ozel olarak n = 1 olmas: durumunda BC(R*,R) yerine genellikle BC(R")
yazlir. BC(RT) dzerinde tanvmlanan, d(x,y) = Sgg |z(t) — y(t)| fonksiyonu bir

metriktir.

Tanim 2.1.3 ( [27]). (X,d) metrik uzay: verilsin. xo € X ve r pozitif bir reel

sayr olmak tizere;

B(zg,7) ={z € X : d(z,29) <7},
Blzg,r]={x € X :d(x,z0) <71},
S (zg,r) ={z e X :d(x,x9) =7}

ctimlelerine siraswyla, agik yuvar, kapalr yuvar ve yuvar yilizeyt denir. Bu-

rada; xo noktasina merkez ve r saysina da yarigap ady verilir.

Bu tezde aksi belirtilmedikce, merkezi 6 (sifir) ve yarigap: r olan kapali yuvar

kisaca B, ile gosterilecektir.

Tanim 2.1.4 ( [11,29]). (X,d) bir metrik uzay, A C X ve o € A olsun. Bu
durumda; B (xg,7) C A olacak sekilde bir v > 0 sayist mevcut ise A ciimlesine
xo elemamnin bir komsulugu denir. Bir ciimle kendisine ait her elemanin bir
komsulugu ise bu ciimleye agik ciimle, timleyent ac¢ik olan ciimleye ise kapals

ctmle denir.

Tanim 2.1.5 ( [11,30]). (X, d) bir metrik uzay, xo € X ve A C X olmak tzere,
her e > 0 sayist igin, (B (zo,€) \{xo}) N A # 0 ise xo elemanina A ciimlesinin
bir yrgalma noktasy denir. A’ nan bitin ygilma noktalarinan cimlesi A’ ile

gosterilir.
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Tanim 2.1.6 ( [11,30]). (X, d) bir metrik uzay ve A C X olmak dizere, AU A’

ctimlesine A’ nan kapanist denir ve A ile gosterilir.

Tanim 2.1.7 ( [11,29]). (X,d) bir metrik uzay ve A C X bos olmayan bir
ctimle olmak tzere, diam A = sup{d (z,y) : x,y € A} dejerine A cilimlesinin

capr denir.

Tanim 2.1.8 ( [11,31]). (X,d) bir metrik uzay ve A C X olsun. Her x, y € A
icin d(x,y) < M olacak gekilde bir M > 0 sayist mevcut ise A ctimlesine

swtnarlidr denir.

Uyar: 2.1.1. Tanwm 2.1.7 ve Tanwm 2.1.8 dikkate alindiginda, bir (X, d) metrik
uzayinda bostan farkly bir A C X alt cimlesinin sinarly olmasi, diam A < oo

olmasina denktir.

Tanim 2.1.9 ( [32]). (X, d) bir metrik uzay olmak tzere; f : A — X fonksiyonu

icin f(A) gorinti kimesi X’ te sinrly ise f fonksiyonuna swnarlidir denir.

Tamm 2.1.10 ( [33]). X bir topolojik ve M de bir metrik uzay olmak tizere;
f X — M fonksiyonu verilsin. Herhangi bir x € X noktasina karsilik; x € U,
U C X alt ciimlesi a¢ik ve f fonksiyonu U tizerinde sinirly olacak sekilde bir U

ctimlest bulunabiliyorsa, f fonksiyonuna X tzerinde lokal swnarlidir denir.

Bu tamima gore, sinirli bir fonksiyon lokal simirhidir. Ancak lokal sinirli bir

fonksiyon sinirli olmayabilir.

Ornek 2.1.3. f:(0,1) = R, f(z) = % fonksiyonu sinarl olmadige halde lokal

swnarlidr.

L2 #£0dse

fR=R, f(z)= v
0, =0 1se

fonksiyonu ise, ne simirl ve ne de lokal sinwrlidar.
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Tanim 2.1.11 ( [11,30]). (X,d), (Y,d) metrik uvzaylar, f : A C X — Y bir
fonksiyon ve xy € A olsun. Her ¢ > 0 sayisina karsiik, d(x,xo) < & esitsizligini
saglayan her x € A i¢in d'(f(z), f(xo)) < € olacak sekilde bir § = 6(zg,e) > 0
sayst mevcut ise, [ fonksiyonu x¢ noktasinda stireklidir denir. f fonksiyonu
A ciimlesindeki her noktada strekli ise, bu durumda A tzerinde (A’ da) sii-
reklidir denir. Eger buradaki 6 sayist bir B C A ciimlesi tizerinde sadece €’ a
baglh (o € B noktasimin se¢iminden bagimsiz) ise bu durumda f fonksiyonu B

uzerinde diuzgun sureklidir denir.

Tanim 2.1.12 (Essiireklilik, [34]). (S1,dy) ve (Sa,da) metrik uzaylar olmak
tzere; F, Sy’ den Sy’ ye tanimly olan fonksiyonlarin bir ailesi olsun. Bu durumda,
her e > 0 saysina karsilik, di (x,y) < 0 egitsizligini saglayan her x,y € S; wve
her f € F i¢in dy (f(x), f(y)) < € olacak sekilde bir 6 = 6(¢) > 0 sayise varsa F

ailesine esstireklidir denar.

Tanim 2.1.13 (Metrik uzayda yakinsak dizi, [27]). (X,d) bir metrik uzay,
(xn), X’ te bir dizi ve x € X olsun. Her bir ¢ > 0 sayst i¢in n > ng tken
d(zp,x) < € olacak sekilde bir ng = ng(e) € N sayise bulunabiliyorsa veya buna
denk bir ifade ile lim, o d (x,,x) = 0 ise (z,) dizisine (X,d)’ de yakinsak ve x

elemanina da dizinin limiti denir.

Tanim 2.1.14 (Cauchy dizisi ve tamlk, [27]). X = (X,d) bir metrik uzay
ve (x,), X’ te bir dizi olsun. Herhangi bir ¢ > 0 sayisina karsilik, m,n > nq iken
(X, x,) < € olacak sekilde bir ng = ng(e) € N sayist meveutsa (x,,) dizisine
Cauchy dizisi ady verilir. X’ teki her Cauchy dizisi yakinsaksa (X,d)’ ye tam

metrik uzay denar.

Tanim 2.1.15 ( [26]). Bir (X,d) metrik uzayinin bitin a¢ik alt kiimelerinden
olusan 14 ailesi X dzerinde bir topoloji ve (X, 14) bir topolojik uzaydir. T4 topolo-

jisine d metriginin drettigi (dogurdugu) topoloji adi verilir.
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Tanim 2.1.16 (Metriklenebilir uzay, [35]). Eger X dzerinde T topolojisini

treten en az bir metrik varsa (X, 1) topolojik uzayina metriklenebilirdir denir.

Tanim 2.1.17 ( [11,36]). f: R — R fonksiyonu verilsin. Eger

i [sup £ (5)] ve fin int £ o)

t—00 | g>¢ t—oo | s>t

limatleri mevcut ise bu limit degerlerine siraswyla, f’ nin t — oo i¢in limat st-
periyor’ i ve limit inferiyor’u denir ve bunlar siraswyla, limsup, . f (t) ve

liminf, , f (t) ile gosterilir.
Onerme 2.1.1 ( [11,36]). f: R — R fonksiyonu i¢in,

liminf f (¢) < limsup f (¢)

t—o0 t—o0

esitsizlige gegerlidir.
Onerme 2.1.2 ( [11,36]). f: R — R bir fonksiyon olsun.

lim f(t)=LeR & liginff(t) = limsup f (¢t) = L.

t—o00 t—00
Tanim 2.1.18 (Alt yan siireklilik, [35]). X bir metriklenebilir uzay olmak
tzere; [+ X — R fonksiyonu ve xy € X noktast verilsin. Eger lim,, ., y, = T
yorsa [ fonksiyonuna xo noktasinda alt yary streklidir denir. Eger f, X ciimlesine

ait her noktada alt yary strekli ise X dizerinde alt yary stireklidir denir.

Tanim 2.1.19 ( [11,30]). (X, d) bir metrik uzay, A C X ve I herhangi bir indis
ctimlesi olmak tizere, X *in alt cimlelerinin bir G ={G; : i € 1} ailesi A C UG,
sartimy saglhyorsa G ailesine A t¢in bir ortidir denir. G ailesinin sayilabilir
olmast durumunda G’ ye sayilabilir orti, sonlu olmast durumunda sonlu o6rti
ve benzer olarak her elemaminin acik olmasiy halinde agik ortu denir. Eger bir
J C I igin A C Uie Gy ise {G; i1 € J} ailesine G ortisiniin bir alt ortiisi

denir.
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Ornek 2.1.4 ( [11]). R reel saylar ciimlesini alsilmas metrik ile dikkate alalum.
Bu durumda; G ={(—n,n) :n € N} ailesi R i¢in bir orti (hatta agik orti) ve

{(=k,k): k =2n ven € N} ailesi de G’ nin bir alt ortisidir.

Tanim 2.1.20 ( [11,30]). (X,d) bir metrik uzay ve A C X olmak tizere, A’ man

her ac¢ik ortisi sonlu bir alt értiye sahip ise A ctimlesi kompakttir denir.

Teorem 2.1.1 ( [11,37]). S C R™ kompakt bir ciimle ve f : S — R fonksiyonu
stirekli olsun. Bu durumda f fonksiyonu S tizerinde diizgiin streklidir.

Tamim 2.1.21 ( [11,38]). (X,d) bir metrik uzay ve A C X olmak tizere, A

ctimlesi kompakt ise A’ ya on-kompakt (relatif kompakt) ciimle denir.

Teorem 2.1.2 ( [27]). (X, d) bir metrik uzay ve ) # A C X olsun.

v € A< lim z, = v olacak sekilde A’ da bir (x,) dizisi vardur.

n—oo

Tanim 2.1.22 ( [11,30]). (X, d) bir metrik uzay, S € X ve e > 0 olsun. Her
z € X igin d(x,y) < e olacak sekilde bir y € S elemant mevcut ise S ciimlesine
X igin bir e—agr denir. Bagka bir ifade ile X C U{B (y,e):y € S} kapsamast
saglamyor ise S ciimlesi X icin bir e— agidar denir. S sonlu ise S7 ye X’ in

sonlu bir e— agr denir.

Tanim 2.1.23 ( [11, 30]). (X, d) bir metrik uzay olsun. Her € > 0 saysina
karsibk X sonlu bir e—agina sahip ise X tamamen sinarlidir (total sinarldar

veya prekompakttir) denir.

Tamim 2.1.24 (Vektor uzayi, [27]). V' bos olmayan bir kime ve F, reel veya
kompleks sayilar cismi olsun. Eger toplama + :'V x V. — V wve skalarla ¢carpma
2 F x V. — V islemleri i¢in asaqrdaki sartlar saglanwyorsa, V'’ ye F dzerinde bir
vektor uzayr (lineer uzay) adu verilir.

(A) V, + islemine gére degismeli bir gruptur.
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(B) z,y € V ve A\, B € F olmak tzere; asaqidaki sartlar saglanar:
(1) e eV,

(2) A+ B)x = Az + P,

(3) Mz +vy) = Az + My,

(4) (AB)z = A(Bz),

(5) 1z = =x.

F =R (C) ise V reel (kompleks) lineer uzay adiny aler.

Ornek 2.1.5 ( [27]). Bu ¢alismada yer alan,
B(X)=A{f] f: X — R sinarhdur},

Cla,b) = {f] f : [a,b] = R siireklidir},
Lfab] = { fl £+ (a6 = R dlgilebilirdir ve / Lo dt < oo} |
BC (R*,R) = {f] f: Rt = R sunurl v: siireklidir},
C (R*,R) = {f| f : R* = R siircklidir}
ciimlelerinin her biri, (f + g)(x) = f(z) + g(z) ve (\)(2) = Af(z), (A € R)

wslemleriyle birer reel vektor uzayidar.

Tanim 2.1.25 (Lineer bagimsizlik (bagimhilik), [27]). X, F cismi dzerinde
bir vektor uzayr olsun.

(a) X 7in sonlu bir S = {x1,x9,...,2,} alt kiimesi i¢in,
Yoy +aerg + -+, =0, (eEF) Sy =a=-=a,=0"

onermesi dogru ise S kiimesi (F tzerinde) lineer bagimsizdur denir.
Eger S lineer bagimsiz degilse S’ ye lineer bagimlidir denir.
(b) S C X alt kiimesinin sonsuz olmast durumunda sonlu her A C S alt

kiimesi lineer bagimsiz (bagimly) oluyorsa S’ ye lineer bagimsiz (bagvml) denir.
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Tanim 2.1.26 (Lineer uzayin boyutu, [11,39]). n € {1,2,...} olmak tzere,
bir X wektor uzayr lineer bagimsiz n tane vektor iceriyor ve n + 1 tane lineer
bagimsiz vektor bulunamayorsa, X vektor uzayr 7 sonlu boyutludur” denir. n sayi-
sina ise 7 X 7 in boyutu” ady verilir ve dim X = n yazlr. Eger bir X uzayr sonlu

boyutlu degilse, sonsuz boyutlu uzay olarak adlandirilur.

Tanim 2.1.27 (Normlu uzay, [40]). X bir vektor uzayr ve K =R (C) olsun.
|-l - X — K fonksiyonu, her x,y € X ve her a € K i¢in asagida verilen
(N1)—(N4) sartlarna saglarsa, ||-|| fonksiyonuna X dzerinde bir norm ve (X, ||-|)
tkilisine de bir normlu uzay denir.

(N1) =]} = 0,

(N2) ||lz[[ =0 &z =0,

(N3) [laz]| = |afll],

(N4) [z +yll <zl + llyll-

Ornek 2.1.6 ( [11,28,39]). C[a,b] ve BC(R,,R) ciimleleri, sirasuyla,

[l = maks ()] ve ]| = sup |z(t)]
€la, b t>0

normlary ile birer normlu uzaydir.

Tanim 2.1.28 ( [11,39]). X bir vektor uzays ve M C X olsun. Her x, y € M

icin {ax+ (1 —a)y:0<a <1} C M oluyorsa M’ ye konveks ciimle denir.

Tamim 2.1.29 (Norm metrigi, [27]). (X, -||) bir normlu uzay olsun. Bu tak-
dirde, d(x,y) = || — y|| olarak tanwmlanan d fonksiyonu X dzerinde bir metrik
olup, ||z|| = d(x, ) esitligi gecerlidir. Bu metrige ”normun olusturdugu (dogur-

dugu) metrik” veya kisaca "norm metrigi 7 denir.

Uyar: 2.1.2. (X, || - ||) bir normlu uzay olsun. Bu durumda X, Tanim 2.1.29
ile tamwmlanan metrikle bir metrik uzaydir ve bir metrik uzaydaki tanimlar ve
teoremlerin (X, || - ||) normlu uzayindaki karsiiklary da norm metrigine gére ve-

rilmektedir.
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Tanim 2.1.30 ( [11,41]). X bir normlu uzay ve M C X olsun. X’ in, M
ctimlesini kapsayan bitin konveks ve kapaly alt ciimlelerinin arakesitine M’ nin

konveks kapanisr denir ve Conv M ile gosterilir.

Tanim 2.1.31 (Sirh ciimle, [42]). (X, || - ||) normlu uzay ve A C X olsun.
Her xz € A i¢in ||x|| < M olacak sekilde bir M > 0 sayist mevcutsa A ciimlesine

swnarlidur denir.

Teorem 2.1.3 ( [27]). N sonlu boyutlu normlu bir uzay ve A C N olsun.
A kompakttir < A kapalr ve simarhdar.

Tanim 2.1.32 (Banach uzayi, [38]). (X, | - ||) bir normiu uzay ve (x,) bu
uzayda keyfi bir Cauchy dizisi olsun. Eger lim, ., x, limiti mevcutsa bu uzaya

tam normlu uzay (Banach uzay) denir.
Ornek 2.1.7 ( [11,28,39]). C[a,b] ve BC(R;,R) uzaylar, siraswyla,
]l = maks z(£)] ve ]| = sup |z(t)]
€la, b] t>0
normlary ile birer Banach uzayidar.

Tanim 2.1.33 (Operator, [38,43]). X ve Y lineer uzaylar ve D C X olmak
tizere; D’ nin her elemamina Y’ nin bir tek elemaniny karsihk getiren bir kurala
X7 ten Y’ ye bir operator denir ve T : X — Y ile gosterilir. Burada D’ ye, T

operatorinin tanim cimlesi denir ve D(T') ile gosterilir.

R=R(T)={yeY :y=T(x), € D(T)}
ctimlesine T operatéorinin gorinti cimlesi denir. Buna gore, T : X — 'Y goste-
riminde, D(T) # X veya R(T) #Y olabilecegine dikkat edilmelidir.

Tanim 2.1.34 (Siirekli operator, [38]). X ve Y normiu uzaylarive T : X —Y
operatori verilsin. Asaqidakilerden biri saglandiginda, T operatori (donisimi)

xo € D(T) noktasinda streklidir denir.
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(a) € > 0 sayse verildiginde, ||x — xo|| < 0 esitsizligini saglayan her x € D(T)

icin ||T(x) — T(xo)|| < € olacak sekilde bir 6 = 6(e,x¢) > 0 sayuse vardor.
(b) lim, 00 zn, = xg olan her (x,) C D(T) dizisi i¢in lim, o T(x,) = T'(xo) 'dar.
Eger T, D(T)’ nin her noktasinda sirekli ise D(T') tzerinde stireklidir denir.

Tamim 2.1.35 (Diizgiin siirekli operator, [44]). X ve Y normiu uzaylar: ve
T : X — Y operatori verilsin. Her e > 0 sayisina karsihik, ||z —yl|| < 0 esitsizligini
saglayan her x,y € X id¢in ||Tx — Ty| < € olacak sekilde bir 6 = 6(g) > 0 sayist

bulunabiliyorsa T ye dizgiin stireklidir denir.

Tanim 2.1.36 (Sinirh operatér, [38]). X ve Y normlu uzaylariveT : X —Y
operatori verilsin. Her x € D(T') i¢in || Tx|| < c||z|| olacak sekilde sabit bir ¢ > 0

saysy varsa T’ ye D(T') tizerinde sinarlidir denir.

2.2 Kompaktsizlik Olgiileri

Bu kisimda kompaktsizlik 6lgiilerinin 6nemi ve tarihi geligimine iligkin bazi bilgi-
ler verilecektir. Daha sonra keyfi bir tam metrik uzayda tanimlanan Kuratowski,
Hausdorff ve Istratescu kompaktsizlik Olciilerinden bahsedilerek bu 6lgiiler ara-
sindaki iligki ifade edilecektir.

Kompaktsizlik 6l¢iileri lineer olmayan analizde 6nemli bir yere sahiptir. Opera-
tor teorisi ve Banach uzaylarindaki geometri kadar, diferansiyel ve integral denk-
lemler teorisinde de kullanilirlar. Kompaktsizlik Olgiisii kavrami1 Kuratowski ve
Darbo’nun temel galigmalariyla baglamigtir, [45]. 1970’ lerden baglayarak bu kav-
ram ve onun uygulamalariyla ilgili pek cok calisma yapilmigtir. Kompaktsizlik
olciisii teorisinde Kuratowski ve Hausdorff kompaktsizlik 6lgiileri 6nemli bir yere
sahiptir. Ozellikle Hausdorff él¢iisii lineer olmayan analizin bircok dalinda ve uy-
gulamalarinda kullanilmaktadir, [45]. Kompaktsizlik olgiistintin farkli tanimlar

arasinda en kullanigh olani1 aksiyomatik yaklagima sahip olanidir.
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Kabaca ifade etmek gerekirse, bir kompaktsizlik 6l¢iisii, belirli bir
metrik uzayim bostan farkli ve sinirh biitiin alt ciimlelerinin ailesi iize-
rinde tanimli olan ve relatif kompakt alt climlelerin ailesi iizerinde sifir

degerini alan bir fonksiyondur, [46].

Tanmim 2.2.1 (Metrik uzaylarda kompaktsizlik 6lgiisii, [47]). (X, d) bir
metrik uzay olsun. Asagidaki (1) — (5) sartlarina saglayan bir ¢ : P(X) — [0, o0

fonksiyonuna X dzerinde bir kompaktsizlvk ol¢tisi denir.

(1) 6(A) = 0o & A sirsuzdar.
(2) o(4) = ¢(A).

(3) 6(A) =0 < A total simarhdar.
(4) AC B = ¢(A) < ¢(B).

(5) Eger X tam ve (B,), (n=1,2,...), X teki kapals cimlelerin, B,+1 C B,
ve lim, o ¢(By) = 0 olacak sekildeki bir dizisi ise o zaman K = (', By,

bos olmayan kompakt bir ciimledir.

Tanim 2.2.2 (Kuratowski kompaktsizlik 6lgiisii, [48]). (X, d) bir tam met-

rik uzay ve A C X alt ciimlesi bostan farkl ve sinarly olmak tizere;

a(A)—inf{6>0:ACUSi, S; C X, diam(Si)<£,i—1,2,...,n,n€N}

i=1

seklinde tanimlanan o fonksiyonuna Kuratowski kompaktsizluk 6l¢iisti ady verilir.

Onerme 2.2.1 ( [46]). (X, d) bir tam metrik uzay, A, A, ve Ay, X in bostan

farkl ve sinarly alt ciimleleri olsun. Bu durumda;
(i) a(A) =0 < A kompakttr,

(i) a(4) =a(4),

(iii) A; C Ay = a(A)) < a(Ay),
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(iv) a(A; U Ay) = maks{a(A;),a(As)},
(v) a(A1NAy) <min{a(A4),a(As)}
ozelliklery gecerlidir.

Asagidaki teoremle verilen sonug, iyi bilinen Cantor arakesit teoreminin bir

genellegtirmesidir.

Teorem 2.2.1 ( [48]). (X, d) bir tam metrik uzay olsun. Eger (F,), X "in bostan
farkl, kapaly ve sinarle alt cimlelerinin lim,, . «(F,) = 0 olacak sekilde azalan
bir dizisi ise bu durumda; Fio)o = M2, F, esitligiyle verilen Fi,, X " in bostan farkl

ve kompakt bir alt ciimlesidir.

Onerme 2.2.2 ( [46]). (X, | -||), F = R (C) cismi dizerinde bir Banach uzaiy,

Q, Q1 ve Q2, X in bostan farklh ve sinwrly alt ciimleler: olmak tizere;
(1) (@1 +Q2) < (@) + Qo)

(i) Her z € X i¢in, o(Q + z) = a(Q),

(iii) Her A € F i¢in, a(AQ) = |\|a(Q),

(iv) a(Q) = a(Conv Q)
ozellikler: gecerlidir.

Teorem 2.2.2 ( [49,50]). (X, ||-||) bir Banach uzayr ve Bx, X’ te birim yuvar

olsun. Bu durumda;

0, X sonlu boyutlu ise
a(Bx) =

2, X sonsuz boyutlu ise

esitligi gecerlidar.
Diger bir 6nemli ve kullanigh 6l¢li olan Hausdorft kompaktsizlik 6lgiisii de

agsagida verilmektedir:
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Tanim 2.2.3 (Hausdorff kompaktsizhik 6lgiisii, [51]). (X, d) bir tam metrik

uzay ve A C X alt ciimlesi bostan farkl ve sinirly olmak tizere;

X(A):inf{5>0:ACUB(xi,ri),xiEX, ri<5,i:1,2,...,n,n€N}

=1

seklinde tanimlanan x fonksiyonuna Hausdorff kompaktsizhk 6l¢iisti denir.

(X, || - |I) bir Banach uzay: ise
x(A) =inf{e >0: AC S+¢eBx, SC X ve S sonlu}

olur, |46].
Onerme 2.2.1 ve Onerme 2.2.2, x fonksiyonu igin de gecerlidir, [46].

Teorem 2.2.3 ( [46]). (X,d) bir tam metrik uzay ve ) # A C X alt ciimlesi

swnarl olsun. Bu durumda;

X(4) < a(4) < 2x(A) (2:2.1)
esitsizligi gegerlidir. Uzay sonsuz boyutlu tken (2.2.1),

X(A) < a4) < 2x(4)
halini alar.

Teorem 2.2.4 ( [52]). (X, || - ||) bir Banach uzayr ve Bx, X’ te birim yuvar

olsun. Bu durumda;

0, X sonlu boyutlu ise
X(Bx) =

1, X sonsuz boyutlu ise

esitligi gecerlidir.

Tanim 2.2.4 (e- ayrik cilimle, [46]). (X, d) bir tam metrik uzay ve QQ C X alt

ctimlesi bostan farkl ve sinirl olsun. Bu taktirde; verilen bir € > 0 sayist i¢in,
"N,y (zy € Quex #y) = d(x,y) >e”

onermesi dogru ise Q)7 ya e-ayriktir denir.
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Tanim 2.2.5 (Istratescu kompaktsizlik 6lgiisii, [46, 53]). (X, d) bir tam
metrik uzay ve QQ, X’ in bos olmayan sinirl bir alt cimlesi olsun. Bu durumda;

Q’ nun B(Q) ile gosterilen Istratescu kompaktsizlk ol¢iisi,
B(Q)=inf{e >0: AC Q ve A, ¢ — ayrik ise A sonludur }

olarak tanimlanwr. (X, d)’ nin bostan farkl ve sinarly bitin alt cimlelerinin ailesi
tizerinde tanimlanan B fonksiyonu bir kompaktsizhk ol¢iistidiir, bu ol¢iiye ” Istrdatescu

kompaktsizluk 6l¢iist 7 ady verilir.
Onerme 2.2.1 ve Onerme 2.2.2, 3 fonksiyonu icin de gecerlidir, [46].
Teorem 2.2.5 ( [54]). X bir Hilbert uzay ise § (Bx) = /2 dir.

Teorem 2.2.6 ( [55]). (X,d) bir tam metrik uzay ve § # Q C X ve Q sumarh

olsun. Bu durumda,

X(Q) £ 6(Q) < a(Q) <2x(Q)
esitsizlige gegerlidir.

Uyar1 2.2.1. Keyfi bir tam metrik uzay veya Banach uzayinda ¢(A) = 0 ola-
rak tanimlanan ¢ fonksiyonu bir kompaktsizlik o6lgtist degildir. Zira; bu ta-
nima gore, kapanist kompakt olmayan ciimlelerin él¢isi de sifirdir. Ancak, sinirl
herhangi bir A ciimlesinin A kapamise kapale ve sinarl olup, uzaywn sonlu bo-
yutlu bir Banach uzay: olmasi halinde, Teorem 2.1.3 geregince A kompakttar.
Yani uzay sonlu boyutlu iken ¢ bir kompaktsizlik 6l¢iisi olup, Onerme 2.2.17 den,

¢ =a=x=[ esitligi gecerlidir.

Kompaktsizlik 6lgiisii kavrami bir ¢ok yolla tanimlanabilir. Bir (X, d) tam
metrik uzayimin bog olmayan ve sinirli biitiin alt climlelerinin ailesi iizerinde,
Kuratowski [48] tarafindan tanmimlanan « fonksiyonu Tanim 2.2.2 ile, Goldstein

[51] tarafindan tanimlanan ve Hausdorff kompaktsizlik 6lgiisti olarak adlandirilan
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X fonksiyonu Tanim 2.2.3 ile ve Istratescu’ nun [53| tanimladigy f kompaktsizlik
Olciisii ise, Tamim 2.2.5 ile verildi.

E, ||| normuyla bir Banach uzayi olmak {izere; £’ nin bos olmayan ve si-
nirli alt climlelerinin ailesini Mg ile ve Mg’ deki relatif kompakt (kapanigi kom-
pakt) alt ctimlelerin ailesini de Mg ile gosterelim. Simdi, kompaktsizlik 6l¢iisi
kavramimin tammina iligkin olarak Banas ve Goebel tarafindan [56] geligtirilen

aksiyomatik yaklagimi verelim:

Tanim 2.2.6 (Banach uzaylarinda kompaktsizlik 6lgiisii, [45,56]). Bir
p:Me — RT = [0,00) fonksiyonu asaqidaki sartlary saglarsa, bu p fonksiyonuna

E’ de bir kompaktsizlik 6lgiisii denir.
(1) ker p={A€My: u(A) =0} £0 ve ker u C Ny’ dir,
(2) AC B = u(A) < u(B),
(3) u(A) = p(Conv A) = u(A),
(4) p(AA+ (1= XN)B) < Au(A) + (1 = )u(B), A€ [0,1],

(5) Eger (A,), (n=1,2,...), Mg’ deki kapaly ciimlelerin, A, C A, ve
lim, o p(Ay) = 0 sartlarine saglayan bir dizisi ise o zaman Ao = (-, Ay

ctimlesi bos degildir.

(1)’ de tamimlanan ker p ailesi, © kompaktsizlik Slgiisiiniin gekirdegi ola-

rak adlandirilir. Eger (1) — (5) sartlarina ilave olarak,
(6) ker u=Ng

sart1 da saglaniyorsa p’ye bir tam kompaktsizlik Slgiisii ve (1) — (6) sartlariyla
birlikte,

(7) w(AUB) = maks{u(A4), u(B)},
(8) u(A+ B) < u(A) + u(B) ve
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(9) n(AA) = [Alu(A), (AeR)

sartlar1 da saglaniyorsa p’ ye regiiler (diizenli) bir kompaktsizlik dlciisti adi

verilir.

Uyar1 2.2.2. Tanum 2.2.6" mn (5). sartindan, A # O olup, n = 1,2,3,...
icin Ase C A, ve limy, oo u(Ay,) = 0 oldugundan, p(As) < p(A,) ve boylece
1(As) = 0 elde edilir. Buna gére; Ay, € ker p olup, Tanim 2.2.6" mn (1).
sartindan, A kompakttir. Diger taraftan; kapale ciimlelerin herhangi sayidaki

kesisimleri de kapali oldugundan A., kapali ve su hdlde kompakttir.

Ornek 2.2.1 ( [57]). Bir Banach uzaymdaki Kuratowski (), Hausdorff (x) ve
Istratescu (B) kompaktsizlik olgiileri tamdar. Diger taraftan; E bir Banach uzay
ve Q da, E’ nin bostan farklh ve sinirly bir alt ciimlesi olmak tizere;
1 (Q) = QI = sup [lz]| ve p2(Q) = diam (Q) = sup [z -y
z€Q z,y€q
esitlikleriyle tanmamlanan py ve po fonksiyonlarinin her biri E de bir kompaktsizlk
olgiist olup, ker py = {{0}} # Ng ve ker us = {{z} : © € X} # Ng oldugundan

[y ve o tam degildir.

2.2.1 Baz1 Banach Uzaylarindaki Kompaktsizlik Olciileri

Bu kisimda, 6nce bazi Banach uzaylarinda kompaktsizlik 6lgiileri tanimlanirken
kullanilan 6nemli bir kavram ve teorem ifade edilecek ve daha sonra birkag¢ kom-

paktsizlik 6l¢iisii 6rnegi verilecektir.

Tamim 2.2.7 (Siireklilik modiilii, [58]). Bir w : Rt — R fonksiyonu,
(1) w(0) =0,
(2) e >0 igin w(e) > 0 ve
(3) w, RT dizerinde azalmayandur

sartlarine saghyorsa bu fonksiyona streklilik modili ady verilir.
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Genellikle, w = w(e) streklilik modilinin ¢ = 0 noktasinda siirekli oldugu,
yani, € — 0 iken w(e) — 0 oldugu kabul edilir.

(X, d) metrik uzayr stnarle olsun. X dzerinde tanvmb, reel degerli ve sinarly olan
biitin fonksiyonlarin ciimlesini B(X) ile gosterelim. x € B(X) ve keyfi fakat sabit

bir e > 0 sayst i¢in w(z, €) sayse,
w(z,e) = sup{|z(u) — z(v)| : u,v € X ve d(u,v) < e}
olmak tizere; € — w(x, ) fonksiyonuna x fonksiyonunun sireklilik modiili denir.

Simdi, € — w(z, ) fonksiyonunun ¢ = 0 noktasindaki siirekliligine iligkin [58|

numarali kaynaktan bir teorem verelim:

Teorem 2.2.7. lim. ,ow(z,e) = 0 < x fonksiyonu X dzerinde dizgiin sireklidir.
Ornek 2.2.2 ( [45,56,59]). Kapali ve sinarl [a,b] aralhginda tansmb, reel degerli
ve strekli fonksiyonlarin maksimum normuyla verilen Cla,b| uzayine alalim. Bu
durumda; X € Mgy yoani; X, Cla,b] wzaywmn bos olmayan ve siarh bir alt

ctimlesi olmak tizere; x € X wve € > 0 i¢in xin streklilik modili olarak bilinen

w(z,e) saysina,
w(z,e) = sup{|z(s) — z(t)| : t,s € [a,b] ve |s —t| < e}

esitligiyle ve d(z) saysin da,

d(z) = sup{|z(s) —z(t)| — [z(s) —x(t)] : t,s € [a,b] vet < s}
olarak tamimlayalim. Ayrica,

w(X,e) =sup{w(z,e) 1z € X} ve d(X) = sup{d(z) : z € X}
olsun. Bu durumda;

wo(X) = (}_i_r}réw(X, ) ve (X)) = wo(X) + d(X)
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esitlikleriyle tanvmlanan wy ve p fonksiyonlarinin her biri Cla,b] uzayinda birer
kompaktsizlk olgtsidir ve x(X) = wo(X)/2 esitligi gegerlidir. Ayrica, ker p
cekirdegi, X C Cla,b] essirekli ve X’ teki fonksiyonlar |a,b] tzerinde azalmayan

olmak fizere; X € My climlelerinden olusmaktadsr.

Tanim 2.2.8 ( [46]). = € Cla,b] olsun. Arzu edildigi kadar kigtk bir r > 0 say-
sina karsiik, x fonksiyonunun r-ételemesi olarak adlandirilan z, : [a,b] — R

fonksiyonu,

x(t+r), a<t<b-—rise
x.(t) =
x(b), b—r<t<bise

esitligiyle tanvmlidar.

Teorem 2.2.8 ( [46,52]). X, Cl[a,b] Banach uzayinan bostan farkl ve sinarly bir
alt ciimlesi, x € Cla,b], r > 0 ve z, de, x fonksiyonunun Tanim 2.2.8 ile verilen

r-otelemesi olmak tzere; X " in x(X) Hausdorff kompaktsizlik 6l¢isii igin,

2x(X) = lim {Sup [max |z — a:r||}}

6—0 zeX TE[O, 6}
esitligt gecerlidir.
Tanim 2.2.9 ( [46]). 1 < p < oo olmak tzere; dl¢ilebilir ve fab |z(t)[Pdt integrali
mevcut olan x : [a,b] — R fonksiyonlarimn denklik simiflarindan olusan LP[a,b]
1/
ciimlesi, ||z[|, = (f;|x(t)|pdt> ' normuyla bir Banach uzayudir. x € LP[a, b

olmak tizere; yeter: kadar kiigiik secilen bir h > 0 sayst i¢in, x fonksiyonunun

Steklov ortalamasi olarak adlandirilan xp, : [a,b] — R fonksiyonu,

1 t+h
oa(t) = ﬁ/ a(s)ds, te ol
t_

esitligiyle tanimlanmaktadir. (Bu tanimda, t ¢ [a,b] iken; x(t) = 0 alinmaktadur).

Teorem 2.2.9 ( [46,52]). X, LP[a,b] Banach uzayimin bostan farkl ve sinurl

bir alt cimlesi, x € LP[a,b], h > 0 ve x}, de, x fonksiyonunun Tanwm 2.2.9 ile
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verilen Steklov ortalamasi olsun. Bu durumda;

e—0 reX helo, €]

#(X) = lim {sup [max |z — xhﬂpl }

ve x(X), X cimlesinin Hausdorff kompaktsizlik él¢iist olmak tzere;

§M(X) < x(X) < u(X)

esitsizlige gegerlidir.

Ornek 2.2.3 ( [56]). R dzerinde tanamb, reel degerli, siirekli ve sinarl olan
fonksiyonlarin BC (RT,R) cimlesinin, ||z| = sup{|z(t)| : t € RT} normuyla bir
Banach uzayr oldugu bilinmektedir.

BC (RT,R) uzayinda bostan farkly ve sinarle bir X kiimesini alalim. x € X,
e >0 wveT > 0 olmak dizere, x fonksiyonunun [0,T] iizerinde w” (x,€) ile giste-

rilen stireklilik moduilii,
w!(z,e) = sup{|a(s) —z(t)| : t,s € [0,T] ve |t — 5| < &}
esitligiyle tanymlanmaktadir. Ayrica,

wh(X,e) =sup{w!(z,¢) 1 v € X}, wl(X) =limw’ (X, ¢),

e—0

wP(X) = lim wi(X) (2.2.2)

T—o00

olsun. Bunun yaninda,

B (x) = sup{la(t)| : t > T}, B*(X) = sup{B’ (z) : v € X},

(X)) = lim BT(X) (2.2.3)
T—o00
olmak fizere; Mpow+ r) tzerinde p fonksiyonunu,

H(X) = Wi (X) + B (X) (2.2.4)
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olarak tanwmlayalim. (2.2.4) ile tanimlanan p fonksiyonu BC (RT,R) uzayinda
bir kompaktsizluk olgiistdir ve bu olgiinin ker p ¢ekirdegi, BC (RT,R) uzayinin
bostan farkl, simirl ve lokal essiirekli olan X alt ciimlelerinden olusmaktadar.
Ayrica, X ciimlesine gore dizgiin olacak sekilde limy o x(t) = 0 esitligi gecerlidir.
Yani; her bir € > 0 sayisina karsilik, her v € X ve t > T olan her t sayist i¢in
|z(t)| < e esitsizligini saglayan bir T = T(g) > 0 sayise mevcuttur.

BC (RT,R) uzayinda tanvmlanan diger bir kompaktsizluk ol¢iisi asagida veril-
mektedir:

X, BC (R*,R) uzayinin bostan farkle ve sinurly bir alt cimlesi, wi®, (2.2.2)

esitligiyle tanimlanan fonksiyon, t € RY,
X(t) =A{z(t) : x € X}, diam X (t) = sup{|z(t) —y(t)| : x,y € X}
olmak tizere;

(X)) = wg®(X) + lim sup diam X (¢) (2.2.5)

t—00
seklinde tanimlanan p fonksiyonu BC (RT,R) uzayinda bir kompaktsizlik 6l¢ii-
stdiir. Bu olgtinin ¢ekirdegi, BC (RT,R) uzayiman bostan farkl, kapal, sinurly
ve lokal essitirekli olacak sekildeki X alt ciimlelerinden olusmaktadir ve X tek:

fonksiyonlarin olusturdugu demetin kalinlhgr sonsuzda sifira yaklasmaktadar.

i, (2.2.5) ile tammmlanan kompaktsizlik 6lgiisii olmak tizere; X € ker y olsun.
X ciimlesine ait olan fonksiyonlar diizgiin lokal attractive (asimptotik kararlilik)

ozelligine sahiptir. Simdi bu kavramin tanimini verelim:

Tanmim 2.2.10 (Lokal attractive, asimptotik kararhlik, [60]). 2, BC(R*,R)

nin bog olmayan bir alt kiimesi ve F : Q@ — BC(RT,R) bir operator olmak tizere;

o(t) = (Fz)(t), t € R* (2.2.6)
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denklemi verilsin. Bu durumda, (2.2.6) denkleminin B(xq,r) N Q cimlesindeki

herhangi x = x(t),y = y(t) ¢ozimleri igin,

lim (x(t) — y(¢t)) =0 (2.2.7)

t—o00

olacak sekilde bir xo € BC(RT,R) ve r > 0 mevcut ise (2.2.6)° nin ¢ozimleri
"lokal attractive” dir denir. Eger (2.2.7)° deki limit B(xo,r) N Q cilimlesine gire
diizgiin ise, yani; herhangi bir € > 0 sayist verildiginde, t > T olan her t sayist
ve (2.2.6)" mun herhangi x,y € B(xo,7) N Q ¢ozimleri igin, |z(t) — y(t)| < ¢
egitsizligini saglayan bir T = T(g) > 0 sayist mevcut ise (2.2.6)" nin ¢ozimleri

7 diizgin lokal attractive” dir veya 7 asimptotik kararlbdir” denar.

2.2.2 Kompaktsizlik Olgiilerinin Baz1 Sabit Nokta Teorem-

lerindeki Roli

Kompaktsizlik 6lgiisii sabit nokta teorisinde kullamilan onemli bir aractir. Bu
kisimda, Tanim 2.2.6 ile verilen bir kompaktsizlik Ol¢iisiiyle birlegtirilen bazi sabit
nokta teoremleri verilecektir. Ilk olarak, bundan sonraki bazi kisimlarda ihtiyac

duyacagimiz iki 6nemli teoremi ifade edelim:

Teorem 2.2.10 (Schauder sabit nokta teoremi, [61]). C' bir E Banach
uzayrmn bostan farkl, konveks ve kompakt bir alt ciimlesi olsun. Bu taktirde;
strekli herhangi bir F' : C' — C dénisiminin sabit biraktige en az bir nokta

vardar.
Schauder Sabit Nokta Teoreminin diger bir versiyonu agagida verilmektedir:

Teorem 2.2.11 ( [62]). Q, bir E Banach uzayimn bos olmayan, sinarl, kapaly
ve konveks bir alt ciimlesi olsun. Bu durumda; strekli ve kompakt herhangi bir

T : Q) — Q dondisimii, 2 ciimlesinde en az bir noktay sabit birakar.

29



Teorem 2.2.12 (Banach sabit nokta teoremi, [63]). (X,| - ||) bir Banach

uzayr ve T : X — X dontisimi verilsin. Eger her x,y € X i¢in,
[Tz = Ty| < Kllz -yl

olacak sekilde bir K (0 < K < 1) sabiti mevcut ise bu durumda; T déndigimiiniin

sabit biraktige, yani Txg = xo esitligini saglayan, bir tek xo € X vardar.

Tanim 2.2.11 (Darbo sarti, biiziilme, [64]). E bir Banach uzay: olmak tzere;
w, B’ de bir kompaktsizlik olgisi, ) # Q C E ve T : Q@ — Q operatori siirekli
olsun. Ustelik T, Q’ daki sunarl ciimleleri sinarle ciimlelere doniistirsin. Eger bos

olmayan simarl her X C Q alt ciimlest i¢in,
w(TX) < kp(X) (2.2.8)

esitsizliging saglayan bir k > 0 sabiti mevcutsa T', p olgiisiine gore k sabiti ile
Darbo sartin saglar denir. k < 1 olmasi halinde T'" ye p dl¢iistine gore bir biiziilme

(daralma) doniisimi ady verilir.
Simdi, Teorem 2.2.117 in bir genellegtirmesi olan teoremi verelim:

Teorem 2.2.13 (Darbo sabit nokta teoremi, [56]). 2, bir E Banach uzayinin
bostan farkl, sinirl, kapali ve konveks bir alt ciimlesi, u, E’ de bir kompaktsizlk
olgtisti ve T : Q — ) operatori y olgiisine gore bir biizilme ise, T, 27 da en az

bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat. Q ciimlesinde bir (€2,,) dizisini,
Q) = ConvT(9), Q, =ConvT (1), n=2,3,...

seklinde tanimlayalim. Bu dizideki biitiin kiimelerin, €2 ciimlesinin bostan farkli,
sinirli, kapali ve konveks alt kiimesi ve her n sayma sayisi icin €2, .1 C €, kapsa-

masinin gegerli oldugunu gorelim:
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T : Q — Q doniiglimii i¢in () # 0 ve T(2) C Q dir. Buna gore; Q ciimlesi,
T(Q) ciimlesini kapsayan konveks ve kapali bir ciimledir. Diger taraftan; ; in
tanim geregince, T'(2) ciimlesini kapsayan en kiiciik kapal ve konveks kiime 4
olup, Q; # 0 ve ; C Q olur. Ustelik, T(Q) C T(R2) olacagmdan Qs C € elde
edilir. Buna gore iddia n = 1 i¢in dogrudur.

Q, C Q, Q, bos olmayan, kapali, konveks bir ciimle ve €2,.; C €2, olsun.
Bu durumda; T'(2,) # 0 ve T(Q,,) C T(Q) C Q olur. Su halde; Q,1 in tanimi
geregince, €2,.1 C €2 olup, 2,1 bos olmayan, kapali ve konveks bir climledir. Ay-
rica, Q411 C Q, oldugundan T(Q,,.1) C T(€2,) ve Q, climle dizisinin tanimindan
Qpio € Q4 olur. Demek ki 6nerme n i¢in dogru iken n + 1 i¢in de dogrudur.
Tiimevarim metodu geregince onerme biitiin sayma sayilari i¢in dogrudur.

Boylece, Tanim 2.2.6" nin (3) nolu sartini ve 7' operatoriiniin p 6lglisiine gore

bir biizlilme oldugu gergegini de dikkate alarak,
p () = p (Conv T (Q)) = (T (Q)) < k()
ven =2,3,...ig¢in,

p () = p (Conv T (1)) = p(T (1)) < kgt (1)

yani,
sonucuna ulagiriz. 1 (21) < kp (Q) oldugu goz éniine alinarak (2.2.9) esitsizliginin

kullanilmasiyla, n = 1,2, ... i¢in,

1 (Qn) < K" () (2.2.10)

oldugu kolayca goriilebilir. & < 1 oldugunu da akhmizda tutarak (2.2.10)’ da
n — oo i¢in limit alirsak, lim, o i (£2,) = 0 esitligine ulagiz. Y = N%2,Q,

olsun. Konveks ciimlelerin kesigimi de konveks oldugundan, Uyar1 2.2.2" nin de
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dikkate alinmasiyla, Y € ker u ve Y’ nin £ Banach uzayinin bostan farkl konveks
ve kompakt bir alt ciimlesi oldugu anlagilir.

Ayrica, T operatorii Y kiimesini yine kendi {izerine egler. Gergekten; (€2,,)
climle dizisinin tanimi ve her n sayma sayisi i¢in gegerli olan §2,,,; C 2, kapsa-

masini da aklimizda tutarak,
TY) =T (M) € ML T () C€ MLy Qn SN2 =Y

elde ederiz ki bu da T" operatoriiniin Y kiimesini yine kendi iizerine eslemesi de-
mektir. Diger taraftan; Y C 2 C E olup, Y bostan farkli, konveks ve kompakt bir
ciimle ve T': Y — Y doniigiimii de stirekli oldugundan, Teorem 2.2.10 geregince,

T doniistimi Y’ de ve dolayisiyla €2’ da en az bir sabit noktaya sahiptir. O]

Uyar1 2.2.3. £ Banach uzayinin sonlu boyutlu olmasir halinde,
M:WE —R" = [0700)7 M(X) =0

olarak tanimlanan p fonksiyonunun bir kompaktsizlik ol¢iisi oldugu, Uyar: 2.2.1
ile bilinmektedir. Bu sekilde tamimlanan p kompaktsizlvk olgiisi i¢in; €2, sonlu
boyutlu bir E Banach uzayinin bostan farkly, sinirlh, kapaly ve konveks
bir alt ciimlesi iken, sitirekli her T : Q) — Q operatérinin, (2.2.8) sartina
saglayacagr acgiktir. Buna gore, Teorem 2.2.13 ile verilen Darbo sabit nokta
teoreminden, T dondstimi € tzerinde en az bir sabit noktaya sahiptir.

Diger taraftan; E sonlu boyutlu oldugundan, kapalr ve sinarl olan € alt ciimlest
Teorem 2.1.3 geregince kompakttir. Béylece; (), I Banach uzayinin bos olmayan,
kompakt ve konveks bir alt ciimlesi olacagindan Teorem 2.2.10 ile verilen Scha-
uder sabit nokta teoremine gore, strekli T' doniisiimiinin ) ciimlesinde
sabit biraktige en az bir nokta vardir.

Demek ki, sonlu boyutlu Banach uzaylarinda yukarida verilen hipotezler al-

tinda bir T dontsiminin sabit biraktige en az bir noktanin varlhgi, Darbo sabit
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nokta teoremini kullanmadan da elde edilebilmektedir. Bu nedenle, bazi kay-
naklarda kompaktsizlik ol¢iisti tanyma verilirken Y Banach uzayt sonsuz

boyutlu olarak alinmaktadar.

Uyar: 2.2.4. Teorem 2.2.13" teki T' dondisimiinin sabit biraktigr noktalarin ciim-
lest FixT' olsun. Bu taktirde; Fix'T € ker p olup, FixT' kompakttur.

Bunu gormek i¢in, once,
"FixT={xe€Q:Ter=x}= p(FixT)=0" (2.2.11)

onermesinin dogru oldugunu gdstermeliyiz. (2.2.11) dnermesi yanls olsun. Bu
durumda; FixT = {z € Q : Tx = x} ve pu(FixT) # 0 yani, p(FixT) > 0 olur.

FixT C Q veT, p olgistine gore bir biizilme oldugundan,
(T (FixT)) < kp (FixT) (2.2.12)
olur. T (FixT) = Fix T oldugundan, (2.2.12)° den,
p(FixT) < kp (FixT)

ve boylece 1 < k celiskisi elde edilir. Dolayisiyla, (2.2.11) onermesi dogrudur.
p bir kompaktsizluk 6lgiist ve p (FixT) = 0 oldugundan FixT € kerp olup,
FixT kompaktter. Simdi, Fix T ciimlesinin kapali oldugunu gérelim: x € FixT
ise Teorem 2.1.2° den, lim,, . x, = x egitligini saglayan bir (x,) C FixT dizisi

vardwr. Buna gore,
Tx, =z, (2.2.13)
olur. T nin sirekliligi de dikkate alinarak (2.2.13)” ten,

lim Tz, = lim z,
n—o0 n—oo

yani, Tx = x elde edilir. Su hdlde v € FixT olur. Bu ise FixT’ nin kapals
olmasiy demektir. Sonu¢ olarak; Fix'T' kompakt ve FixT' kapalr oldugundan FixT

kompakttur.
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Simdi, Darbo Sabit Nokta Teoreminin baz1 genellegtirmelerini verelim:

Teorem 2.2.14 ( [62]). 2, bir E Banach uzayinin bostan farkl, sinirl, kapals ve
konveks bir alt ciimlesi, p, E’ de bir kompaktsizhk 6l¢iisi, T : € — € operatiori
stirekli, p(0) = 0 ve hert > 0 igin p(t) > 0 olmak tzere; ¢ : Rt — R fonksiyonu
alt yary stirekli ve ¢ : Rt — R fonksiyonu da R dzerinde sirekli olsun. Ayrica,

bos olmayan her X C € alt ciimlesi i¢in,

U ((TX)) < (u(X)) =@ (u(X)) (2.2.14)

esitsizligi saglansin. Bu taktirde; T, €27 da en az bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat. O nm alt ciimlelerinin bir (£2,,) dizisini,
Q= ConvT (), Q,=ConvT (1), n=2,3,...

seklinde tamimlayalim. Bu dizideki her bir €2, teriminin, €2 ciimlesinin bogtan
farkli, sinirhi; kapali ve konveks bir alt kiimesi ve her n sayma sayisi i¢in £2,,,1 C €2,
kapsamasinin gecerli oldugu, Teorem 2.2.13 iin ispatindan bilinmektedir.

Burada iki durum s6z konusudur.
(1) Eger u(€2,,) = 0 olacak sekilde bir ny € N mevcut ise:

(1(2,)) dizisinin p(£2,,) teriminden itibaren biitiin terimleri sifira egit olacagin-
dan, lim, oo p(£2,) = 0 olur. Simdi, ¥ = N2 ,Q,, alalm. Her bir n € N igin
Q,, ctimleleri konveks olup, Uyar1 2.2.2’ nin de gbz 6niine alinmasiyla, Y’ nin
Banach uzaymin bostan farkli konveks ve kompakt bir alt ciimlesi oldugu anla-
sihir. Ayrica, €2, climlesinin tanimini ve €2, C €2, oldugunu aklimizda tutarak,
T(Y) C Y yani T operatoriiniin, 7' : Y — Y geklinde oldugunu anlariz. Sonug
olarak Teorem 2.2.10” un sartlar saglandigindan, 7" dontisiimi Y’ de ve su halde

)’ da en az bir sabit noktaya sahiptir.

(2) Eger n=1,2,... igin p(€2,) > 0 ise:
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(Q,) dizisinin tanimi, Tanim 2.2.6" nin (3). sart1 ve (2.2.14) ile,

¥ (1 (Qn11)) = ¢ ((Conv T$2,)) = ¢ ((T2))

< (1)) — @ (1(20))

(2.2.15)

yazilabilir. Diger taraftan; Q,.; C Q,, C Q oldugundan, (x(£2,)), negatif olmayan
ve artmayan sinirli bir reel say1 dizisidir. Buna gore, lim,, . 1(€2,) limiti mev-
cuttur. lim,, o, 1(2,) = r (r > 0) olsun. Boylece, ¢ siirekli ve ¢ alt yar siirekli

oldugundan (2.2.15)" in kullanilmas ile,

limsup ¢ (1 (2,41)) < limsup ¢ (p(€2,)) — liminf ¢ (p(€2,)) (2.2.16)

n—00 n—o00 n—oo

ve Tanim 2.1.18" in dikkate alinmasiyla (2.2.16)’ dan, ¥ (r) < 1(r) — ¢(r) olaca-
gindan, ¢(r) = 0 olur ve su halde r = 0 elde edilir. Yani; lim,,_,o p(€2,) = 0 olup,

ispatin kalan kismi birinci durumdaki gibi tamamlanabilir. O]

Teorem 2.2.15 ( [62]). 2, bir E Banach uzayinin bostan farkl, sinirl, kapali ve
konveks bir alt ciimlesi, p, B’ de bir kompaktsizhk 6l¢iisi, T : € — €2 operatori
strekli ve her bir t > 0 sayist igin lim, . ¢"(t) = 0 olacak sekilde ve azalmayan
bir o : RT™ — R* fonksiyonu mevcut olsun. (Burada, ¢'(t) = ¢(t) ven =2,3,...
icin ©"(t) = o (" 1(t)) olarak tanimlanmaktadir). Ayrica, Q’ min bostan farkh

her X alt ciimlesi i¢in,

W(TX) < o (u(X)) (2.2.17)

esitsizligi saglansin. Bu durumda; T', ) ciimlesinde en az bir sabit noktaya sahip-

tir.

Ispat. Q; = ConvT(Q), Q, = ConvT(Q,_1), n = 2,3,... seklinde tammlanan
(€2,,) dizisinin her bir teriminin, € ciimlesinin bogtan farkl, sinirl, kapali ve kon-
veks bir alt kiimesi ve her n sayma sayisi i¢in 2,7 C €, kapsamasinin gegerli

oldugu, Teorem 2.2.13’ iin ispatindan bilinmektedir.
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Eger p(£2,,) = 0 olacak gekilde bir ng dogal sayismin mevcut olmasi halinde
ispat Teorem 2.2.14" {in (1). kisminin ispatiyla tamamen aynidir.
Eger her n € Nigin p(£2,) > 0 ise, (€2,,) dizisinin tanimi, Tanim 2.2.6’ nin (3).

sart1 ve (2.2.17) ile,

1 (1) = p(Conv T'Qy,) = p(TQ) < 0 (1 () (2.2.18)

elde edilir. ¢ azalmayan oldugundan (2.2.18)" in ard arda uygulanmasiyla her

n € N ig¢in,

1 (Qng1) < " (1 (1)) (2.2.19)

olup, hipotez gbz 6niinde bulundurularak (2.2.19)" da n — oo igin limit alimirsa
limy, o0 2 (€2,,) = 0 olur ve boylece ispat yine Teorem 2.2.14” {in (1). kismindaki

gibi tamamlanir. O]

Sonug 2.2.1 ( [62]). Q, bir E Banach uzaywmn bos olmayan, siarl, kapali ve
konveks bir alt ciimlesi, T : 0 — € bir operatér ve her bir t > 0 sayisy i¢in
lim,, oo ©™(t) = 0 olacak sekilde ve azalmayan bir ¢ : RT — R fonksiyonu

mevcut olmak tzere; her x,y € € i¢in,
[Tz =Tyl < ¢ ([lz —yl) (2.2.20)

olsun. Bu taktirde; T, ) ciimlesinde en az bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. diam X = sup{||z —y||: z,y € X} ve p : My — R*, pu(X) = diam X
olsun. pu fonksiyonunun E Banach uzayinda bir kompaktsizlik 6l¢iisii oldugu bi-

linmektedir, [11,65]. ¢ fonksiyonu azalmayan oldugundan (2.2.20)" den,

sup [Te — Tyl < sup o (lr —ll) < ¢ ( sup sz—y!l)
z,yeX z,yeX z,yeX

ve boylece, u(TX) < ¢ (u(X)) elde edilir. Diger taraftan; ¢ : Rt — R* fonksi-

yonu azalmayan ve her bir ¢ > 0 i¢in lim,, ., ¢"(¢) = 0 oldugundan, her ¢ > 0 i¢in
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©(t) < t esitsizligi gegerlidir, [66]. Su halde; e > 0 sayis1 verildiginde, ||z —y|| < ¢
esitsizligini saglayan her x,y € Q i¢in, (2.2.20)" den, ||[Tz — Ty|| < 9 (0) <d < ¢
olacak gekilde bir 6 = §(¢) > 0 sayis1 mevcut oldugundan T" operatorii €2 iizerinde
diizgiin siirekli ve boylece siireklidir. Sonug olarak; Teorem 2.2.15” in hipotezleri

saglandigindan 7" operatorii €2 climlesinde en az bir sabit noktaya sahiptir. [
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3. LINEER OLMAYAN BAZI INTEGRAL
DENKLEMLERIN BC (R*,R) UZAYINDAKI
COZUMLERININ VARLIGI VE ASIMPTOTIK

TAVRI

Bu boliimde lineer olmayan Fredholm tipi bir integral denklemin; R™ da taniml,
reel degerli, simirli ve siirekli olan fonksiyonlarin BC' (Rt R) Banach uzayindaki
¢Oziimiiniin varhig1 ve asimptotik tavri incelenecektir. Bunun igin kompaktsizlik

olgiisii ve Schauder sabit nokta teoreminden yararlanilacaktir.

3.1 Cozimlerin Varhigi ve Asimptotik Tavri

Bu kisimda,
z(t) = (F1x)(t) + (Fyx)(t) /Ooov (t,s,2(s))ds, t € RT (3.1.1)

formundaki lineer olmayan integral denklemin BC(R™,R) uzayinda en az bir
¢oziime sahip olmasini saglayan yeter sartlar verilecek ve bu sartlar altinda ¢o-

ziimlerin karakteri tayin edilecektir.
Teorem 3.1.1. (3.1.1) denkleminde asagidaki sartlar saglansin:
(i) F; : BC(R",R) — BC(R*,R), (: = 1,2) operatorleri sirekli olup, her
xr € BC(RT,R) ve hert € RT igin,
|(Fi) ()] < filll)

olacak sekilde ve azalmayan f; : Rt — R fonksiyonlart mevcuttur.

(ii) v: Rt x RT x R — R fonksiyonu streklidir ve her t,s € Rt ve her x € R
$cin,
[v(t, s, )| < h(t, s)k(|z])
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esitsizligini saglayan strekli bir h : RT x R™ — RT fonksiyonu ile stirekli ve

azalmayan bir k : RY — R fonksiyonu vardur.

(iii) Her birt > 0 igin hy : RT — R hy(s) = h(t,s) olarak tanimlanan h,

fonksiyonu R dizerinde integrallenebilirdir. Ayrica,

I(t) = /0 T hy(s)ds = /0 bt $)ds

olarak tanimlanan | : R™ — RT fonksiyonu da R dzerinde sinarlidar.
(iv) H =sup{l(t) : t > 0} olmak iizere;
fi(r) + fa(r)k(r)H <7

esitsizliginin pozitif bir ro ¢ozimi vardar.

o0

(V) wi° wve B, (2.2.2) ve (2.2.3) esitlikleriyle tanwmlanan fonksiyonlar olmak

tzere; By, kapali yuvarinin bostan farkly ve sinarly olan her X alt ciimles:
1¢In,
Wit (FiX) < c;wit(X) ve B2 (FX) < d; 7(X)

esitsizliklering saglayan ve negatif olmayan ¢; ve d;, (i = 1,2) sabitleri mev-

cuttur.
(vi) maks{c; + caHk(ro),dy + doHk(ro)} < 1.

(vii) limpo,eo {sup { [°h(t,s)ds : t € [0,T]}} = 0.

Bu durumda; (3.1.1) denkleminin BC(R*,R) uzayinda limy_, x(t) = 0 ozelligine

sahip en az bir x = x(t) ¢éziumi vardar.

Ispat. BC (R*,R) iizerinde F operatériini,

(Fz)(t) = (Fix)(t) + (Fyz)(t) /Ooov(t,s,x(s))ds (3.1.2)

esitligiyle tanimlayalim. Oncelikle, (3.1.2) esitliginin anlamli oldugunu yani, her

xr € BC (R*,R) ve her t € R i¢in (Fz)(t) € R oldugunu gorelim:
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r € BC(RT,R) ve t € RY i¢in (i) hipotezinden (Fix)(t), (Fyz)(t) € R dir.

Diger taraftan; (éi) hipotezinden, her ¢, s € R* ve her 2 € BC (R, R) i¢in
|v(t, s, 2(s))] < h(t, s)k(|z(s)]) < k(l|lz])h(E, 5) (3.1.3)

esitsizligi gegerlidir. (iii) sartindan, her ¢ € R i¢in [ h(t, s)ds genellestirilmis
integrali yakinsak oldugundan, genellestirilmis integrallere iligkin mukayese kri-
teri geregince, (3.1.3)" ten, [ |v(t,s,z(s))|ds integrali de yakinsaktir. Béylece,
Jo~ v(t, s, x(s))ds integrali mutlak yakmsaktir. Mutlak yakisak her integral ya-
kimsak oldugundan, her ¢ € R* ve her z € BC (R™,R) i¢in [~ v(t, s, z(s))ds € R
ve su halde (Fx)(t) € R dir. Yani; Fz, Rt dan R’ ye iyi tanimli bir fonksiyondur.
Simdi, F' operatoriiniin BC (R, R) uzayindaki her eleman1 yine ayni uzaya
tagidigimi gorelim: Bunun i¢in; x € BC (RT,R) olmak iizere; Fr : Rt — R
fonksiyonunun R* iizerinde siirekli ve simirli oldugunu gostermeliyiz.

T > 0 ve e > 0 keyfi fakat sabit sayilar olmak tizere [t; —ts| < € olacak sekilde

herhangi t1, £, € [0, 7] noktalarmi alalim. Bu durumda (3.1.2)’ den,
(Fa)(t) - (Fa)(t)
— (Fie)(t1) + (Fya) (1) /0 " oty s, 2(s))ds
~ (Fa)(ts) = (Fao)ta) [ olta,s.a(s))ds (3.1.4)
= (Ra)(t) — (Fa)(t2) + (Fa)t0) = (Paa) 1) [ (t, 5. (5)ds
+(Fan)(t) [ ot s,2(5) = ot s,(5)] ds
elde edilir. (3.1.4) esitliginden,

|(Fz)(t) = (Fa)(t2)]

< [(Fz)(t) = (Fiz)(t)] + [(Fax)(t) — (Fox)(L)| (3.1.5)

/Ooov(tl, s,x(s))ds

+ | (F2) (L))

/Ooo[v(tl,s,:c(s)) — v(ta, s, x(s))]ds
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ve (3.1.5)" ten de,

|(Fz)(t) = (Fa)(t2)|

<wl(Fyz,e) +wT(F2x,5)/ lv(ty, s, z(s))|ds
0

T f(lel) / T olta, 5,2(5)) — vltar 5, 2(s))|ds

< Wl'(Fim,e) + W (Fyr, ) /00 h(ty, s)k(|x(s)|)ds
- ’ (3.1.6)
+ fa(ll=l) (/0 [o(t1, 5, 2(5)) = v(ta, s, 2(s))lds

+ /°° [o(t1, 5, 2(s)) —U(tQ’S’x(S))‘dS>

T

<w'(F,e) +w' (P, o) Hk(|l])) + follz ) Twjzy (v, )
+2f2(llz[)E(ll2]]) sup {/TOO h(ty,s)ds : 11 € [O;T]}

esitsizligi elde edilir. Burada wif, (v, ) ve i = 1,2 icin w™ (Fiz, ¢),

Wﬁ;u(vﬁ) = sup {|v(t1,s,y) — v(ta, 5,9)| : t1,t2,5 € 0,77,

y € [=llzll, [lzl]] ve [t — taf <&},

Wl (Fyz, ) = sup{|(Fiz)(t1) — (Fjz)(t2)] : t1,ta € [0,T] ve |t; — to| < €}

olarak tanimlanmaktadir.

Teorem 2.1.1" den, F;x fonksiyonlar1 [0, 7] {izerinde ve v fonksiyonu da
[0, T]x [0, T] x [—||x||, ||z||] izerinde diizglin stireklidir. Boylece, Teorem 2.2.7” nin
gdz oniine alinmasiyla, ¢ — 0 iken w’ (Fyz,e) — 0 ve wﬁ;u(v, g) — 0 olur.

Simdi, keyfi fakat sabit bir £ > 0 sayisim alalim. (vii) sartindan

jli_rgo{sup{/;oh(t,s)ds:te [O,T]}} ~0

oldugundan, 7" > M (&) esitsizligini saglayan her T" sayisi i¢in

o

2f>(llz[DE(z]]) sup {/T

§
T (3.1.7)

h(ty, s)ds : t, € [O,T]} <
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olacak gekilde bir M (&) > 0 sayist mevcuttur. (3.1.7) esitsizligini saglayan ve

yeteri kadar biiyiik olan bir 7' = T'(§) > 0 sayisimi segelim.

limw” (Fiz,e) = limw? (Fyr, ) = lim wﬁ;H(v,s) =0
e—0 e—0 e—0

oldugundan, € € (0,¢q) iken;
T § T g T g 3.1.8
w' (Fix,e) < 1Y (Fox, &) HE(||z]]) < 1 f2(H37H)Twa||(U75) < 1 (3.1.8)

olacak sekilde bir gy = ¢(§) > 0 sayis1 vardir. (3.1.6), (3.1.7) ve (3.1.8) esitsiz-
liklerinden, her £ > 0 sayisina karsilik, |t; — 3| < ¢ esitsizligini saglayan her-
hangi t;,t, € [0,7] noktalar igin, |(Fx)(t1) — (Fx)(t2)| < £ olacak gekilde bir
e = (&) > 0 sayis1 mevcuttur. Su halde; Fz fonksiyonu yeteri kadar biiyiik se-
gilen her T' > 0 sayisi igin [0, 7| araliginda diizgiin stirekli ve su héalde siireklidir.
Boylece, Fx fonksiyonu R {izerinde stireklidir.

Simdi ise F'z’ in R* da siirh oldugunu gosterelim. Keyfi olarak secilen t € R
i¢in,

|(Fz)(t)| = |(Fiz)(¢) + (Fox)(t) /Ooov(t,sjflf(S))dS

. (3.1.9)
< |(F1~’U)(t)|+\(F2$)(t)!/O |v(t, 5, 2(s))| ds
ve (3.1.9) ile hipotezlerin dikkate almmasiyla,
|(F)(t)] < f1(\|$|!)+f2(H£EH)/ h(t, s)k(|(s)])ds
0 (3.1.10)
< filll=ll) + folll=D k(] H
esitsizligi elde edilir. Boylece; (3.1.10) dan,
1Fz]| < filll=l]) + fo(ll=l) k(<)) H (3.1.11)

olur ki bu da Fx fonksiyonunun R* {izerinde sinirlh olmasi demektir. Diger taraf-
tan Fz fonksiyonu R7 iizerinde siirekli oldugundan F' operatoriiniin BC' (R*, R)
uzayimi yine kendi tizerine egledigi sonucuna ulagiriz. Ayrica rg, (iv)’ de tammla-
nan say1 olmak tizere, (3.1.11) esitsizligi ve (iv) hipotezi birlikte diigiiniildiigiinde

F’ nin, B,, yuvari yine kendi tizerine esledigi goriiltir.
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X C B,, olacak sekilde bog olmayan bir X alt climlesini alalim. ¢ > 0ve 7" > 0
keyfi fakat sabit sayilar ve € X herhangi bir fonksiyon olsun. Bu durumda;

||z|| < 7o olacagindan (3.1.6) esitsizliginden,

wl(Fa,e) < Wl (Fix,e) + wh (Fox, ) Hk(rg) + fg(TO)T(UZ; (v,€)

o0 (3.1.12)
+ 2 f2(ro)k(ro) sup {/ h(t,s)ds : t € [O,T]}
T
elde edilir. (3.1.12)” de z € X elemanlar: iizerinden supremum alimirsa,
wl(FX,e) <w'(F1X,e) +w' (FoX,e)Hk(ro) + fo(ro)Twy, (v, €)
o0 (3.1.13)
+ 2fo(ro)k(ro) sup {/ h(t,s)ds : t € [O,T]}
T

esitsizligine ulagihr. (3.1.13) esitsizliginde lim. o w;; (v,€) = 0 oldugu da dikkate

alinarak € — 0 i¢in limit alinirsa,

Wl (FX) < Wl (FLX) 4 wl (FaX)Hk(ro)
(3.1.14)

(o)

+ 2f, (o) k(o) sup {/T h(t,s)ds : t € [o,:r]}

olur. (3.1.14)’ te T" — oo i¢in limit alimir, (v) ve (vii) hipotezleri kullanilirsa,
Wit (FX) < [e1 + caHE(rg)]wg (X) (3.1.15)

elde edilir. z € X ve keyfi olarak segilen bir T > 0 sayisi igin (3.1.9) esitsizligi

kullanilarak,

sup{|(Fz) ()] : ¢ > T}

< sup{|(f1z)(t)] : t = T}

- (3.1.16)
4+ sup{|(Fox)(8)] : £ > T(ro) sup { /0 h(t, $)ds : ¢ > T}

< sup{|(Fyz)(t)] : £ = T} + supf | (Fo)(8)] : £ = Tk(ro) H

bulunur. Boylece (3.1.16)" da x € X elemanlar tizerinden supremum alinirsa,

BT(FX) < BT (FX) + BT (FyX)k(ro)H (3.1.17)
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ve (3.1.17)" de T' — oo igin limit alimp (v) sart1 kullanilirsa,
B(FX) < (X)) + B(FaX)k(ro)H
< di (X)) + dof(X)k(ro) H (3.1.18)
< [dy + dak(ro) H) 5 (X)

sonucuna ulagilir. ¢ = maks{c; +coHk(ry), di+doHEk(ro)} ve p, (2.2.4) ile tanim-

lanan kompaktsizlik 6lgiisii olmak iizere; (3.1.15) ve (3.1.18) esitsizliklerinden,
p(FX) <cu(X) (3.1.19)

elde edilir. Demek ki F' : B,, — B,, operatorii, bostan farkh her X C B,
alt ciimlesi igin (3.1.19) esitsizligini saglamakta ve hipotezden ¢ < 1 oldugu da

bilinmektedir. Simdi,
B} = Conv F(B,,), B} = Con F(B}™"), n=2,3,...

seklindeki (B)}) dizisi yardimiyla, Y = N2, By climlesini tanimlayalim. Bu du-
rumda; Y € ker u ve Y’ nin Y C B,, C BC(R',R) olacak sekilde bogtan farkl,
konveks ve kompakt bir climle oldugu ve iistelik F' operatoriiniin Y kiimesini yine
kendi tizerine esgledigi, Teorem 2.2.13’ iin ispatindan bilinmektedir.

Simdi ise F' nin Y kiimesi tizerinde siirekli oldugunu gosterelim:

Bunun i¢in; 7' > 0, ¢ > 0 ve 2o € Y olmak tizere; ||z — || < € esitsizligini
saglayacak gekildeki = € Y fonksiyonlarini goz oniine alahm. Boylece, ¢t € [0, T
icin,

(Fz)(t) — (Fo)(t)

— (Fa)(#) + (For) (1) / o(t, 5, 2(s))ds
0
— (Fuzo)(t) — (Famo) (1) / o(t, 5, 0(s))ds (3.1.20)
0
= (Fiz)(t) — (Fizo)(t) + [(Faz)(t) — (szfo)(t)]/ v(t, s, x(s))ds
0
+ (ngg)(t)/ [v(t,s,z(s)) —v(t, s,x0(s))] ds
0

44



olup, (3.1.20)" den,
(F2)(t) — (Fao) (1)
< [(F12)(t) — (Fixo)(t)| + |(Fax)(t) — (F2$o)(t)|/0 v, s, z(s))|ds
+ |(Fomxo)(t)] /OOO lu(t, s, z(s)) — v(t, s, xo(s))| ds

S HFll’ — Fl.CIZ'UH + HFQ.I' — Fgl'o”ka(?"o)
T (3.1.21)
+ fa(ro) {/ lu(t, s, x(s)) — v(t, s, zo(s))| ds
0

+/OO [0(t, 5,2(s)) — vt 5, 20(5))] ds}

T

S HFl.%‘ . leOH + ||F2.T — FQ.T()HH]C(T()) + fQ(T‘())T@Z;(U,é‘)

+ 2f5(ro)k(ro) sup {/OO h(t,s)ds : t € |0, T]}

T

. T - . 3 -T
esitsizligini elde ederiz ki burada w, (v,¢),

Gro (v,€) = sup{Jo(t, s,2) —v(t, s,y)] : t,5 € [0, T); 2,y € [=ro,70] ve v —y| < e}

o

ile tanimlanmakta ve lim._,o @/ (v,€) = 0 esitligi saglanmaktadir.

Keyfi fakat sabit bir £ > 0 sayis1 verilsin. Teoremin (vii) hipotezinden

Tlggo{sup{/;h(t,s)ds:te [O,T]}} ~0

oldugundan, 7" > N (&) esitsizligini saglayan her T sayisi igin,
2fo(ro)k(ro) sup {/ h(t,s)ds:t € [O,T]} < % (3.1.22)
T
olacak gekilde bir N(§) > 0 sayist mevcuttur. Simdi, (3.1.22) esitsizligini saglayan
ve yeteri kadar biiyiik olan bir 7' = T'(§) > 0 sayisi segelim. lim._,o @] (v,€) =0

oldugundan, € € (0,¢q) iken;

fz(To)T@z; (v,€) < (3.1.23)

IS 70

olacak gekilde bir eg = £¢(§) > 0 sayis1 vardir. Diger taraftan; Fy ve F» operatorleri

zo € Y noktasinda stirekli oldugundan, ||z — || < 6;(§, z0) esitsizligini saglayan
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her x € Y i¢in,

||F1x — FIIOH < % (3124)

ve ||z — o] < 02(€, x0) esitsizligini saglayan her x € Y igin,

[ Fox — Foxo| Hk(ro) < (3.1.25)

= |y

olacak gekilde 1 (&, zg), 02(, x9) > 0 sayilart mevcuttur. Simdi, € € (0,¢) olacak

sekildeki bir e = £(§) > 0 sayisini segelim. Bu durumda;

5(§7 IO) = min{51 (gv Io), 52(57 LL’Q), 8(5)}

olmak tizere; (3.1.21) — (3.1.25) esitsizliklerini dikkate alarak, ||z — || < d(&, z0)

esitsizligini saglayan her z € Y ve t € [0, T] olan her ¢ igin,

(Fa)(t) - (Fao)(t)] < € (3.1.26)

oldugu goriiliir. Ayrica, ker p ye ait olan kiimelerin Ornek 2.2.3 ile verilen 6zel-
likleri g6z 6niine alinirsa, (3.1.22) esitsizligini saglayan ve yeteri kadar biiyiik

se¢ilmig olan bir 7= T'(§) > 0 sayist igin,

7t > T olan her t sayis1 ve her z € Y igin |2(t)| < 27 (3.1.27)

[\CR 7%

onermesi dogrudur. F' : Y — Y doniisimi i¢in Fz, Fzy € Y dir. Buna gore,

(3.1.27)” den; t > T olan her ¢ sayis1 igin,

DO [y
DN |y

[(F2)(t) — (Fxo)(t)] < [(F2)(8)| + [(Fao)(1)] < =¢ (3.1.28)

+

elde edilir. Sonug olarak; ||z — zo|| < 0(§, x) esitsizligini saglayan her x € Y igin,
(3.1.26) ve (3.1.28) ile, ||Fz — Fxg|| < £ olur ki bu da F operatoriiniin o € Y
noktasinda siirekli olmas1 demektir. 2y € Y keyfi oldugundan F' operatorii YV
tizerinde stireklidir.

Sonug olarak; Y bostan farkli, konveks ve kompakt bir kiime olup, F': Y — Y

operatorii de siirekli oldugundan Teorem 2.2.10 ile verilen Schauder sabit nokta
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teoreminden, F' operatoriiniin Y kiimesinde sabit biraktigi en az bir x noktasi-
nin oldugu sonucuna ulagiriz. F' operatoriiniin (3.1.2) esitligi ile verilen tanimi
goz oniine alindiginda, bu x noktasmin (3.1.1) denkleminin bir ¢oziimii oldugu
anlagilir. Ayrica, Y € ker pi olup, Ornek 2.2.3” ten, t — oo iken x(t) — 0 oldugu

goriiliir ki bu da ispat1 tamamlar. O]

3.2  Ornekler ve Baz1 Kargilagtirmalar

Bu kisimda (3.1.1) formunda bazi denklemler ele alinacak ve bu denklemler igin
Teorem 3.1.17 in sartlarinin saglandigi gosterilecektir. Boylece, s6z konusu denk-
lemlerin BC(R*,R) uzayinda lim; . z(t) = 0 6zelligine sahip en az bir x = z(¢)
¢oziimiiniin oldugu ifade edilecektir. Ayrica, bu denklemlerin daha 6nce incele-
nen bircok denklemle kargilagtirmasi yapilarak bu tez calismasinin farklihigi ve

onemine iligkin bazi sonuglar ortaya konulacaktir.

Ornek 3.2.1. t € Rt olmak tizere;

£(t) = tsinz(t) N t22(t) /°° t2e~ts \x(s)]ds (3.2.1)

3t+9 3t2 42 241
integral denklemini inceleyelim.

_ tsina(t)

(Fia)(t) = 5502 (Ba)()

t22%(t)
= s v
3t2 +2

t2€—t—s \/m

241

(t,s,x) =

olarak segilirse (3.2.1) denkleminin (3.1.1)" in ézel bir hali oldugu gorilir.
Simdi, Teorem 3.1.17 in sartlarimn saglandiginy gorelim:
Oncelikle, Fy ve Fy operatérlerinin BC (RT,R) uzayinda siirekli oldugunu gos-
terelim:

z,y € BC(RT,R) vet € RT olmak tizere;

tsinz(t) tsiny(t)
3t+9 3t+9

|sin (t) — sin y(t)| (3.2.2)

|(F1I)(t) - (Fly)<t>’ =

T 3t+9

< Ja(t) —y(1)|

47



olup (3.2.2)7 den,

Bz = Fry| < [l =y
elde edilir ki bu da Fy’in BC (R, R) uzayinda dizgiin stirekli ve su hdlde sirekli
olmast demektir.

Fy operatoriniin xo € BC (RT,R) noktasinda strekli oldugunu géosterelim:

x € BC (R, R) vet € R igin,

|(Fox)(t) — (Famo)(t)] = ;‘ffé - ;tf(f;

< |z(t) — 2o ()] [2(t) + z0(2)] (3.2.3)
< Ja(t) — 2o()] (l2(t) — zo(t)] + 2|20 (1))

olup (3.2.3) ten,
| Fx — Foxol| < || — zol| (lz — zol| + 2[|zol]) (3.2.4)
elde edilir. € > 0 sayst verildiginde bir 6 = § (e,z9) > 0 saysy,
5 (0+2||zol]) < e

olarak yani,

6 € (0, v/Meall” + = = Ifzoll )

olacak sekilde segildiginde, ||x —xo|| < 0 sartina saglayan her x € BC' (RT,R) i¢in
(3.2.4) ten,

||F2[L‘ — FQZ’OH <e€

bulunur. Su halde; Fy operatori xg € BC (RT,R) noktasinda streklidir ve xy keyfi
oldugundan BC (RT,R) uzayinda streklidir.
Her t € R" ve her x € BC(R™,R) ig¢in,

[Edls

(Fie)(t)] < ]

» [(Fax)(t)] <

Wl =

olup, azalmayan fi, fo : RY™ — R fonksiyonlar, fi(x) = 1/3 ve fo(x) = 2%/3

olarak alinabilir. Boylece, Teorem 3.1.1° in (i) hipotezi saglanar.
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v fonksiyonunun RT x RT x R kiimesi tzerinde sirekli oldugu agiktur. Ustelik,
h : RY x Rt — R, h(t,s) = e % fonksiyonu sireklidir ve k : Rt — RT,
k(x) = \/x fonksiyonu da siirekli ve azalmayan olup, her t,s € R™ ve her x € R
1¢in,
o(t, s, 2)] < h(t, s)k (|2])
oldugundan, Teorem 3.1.17 in (ii) sartr saglanar.
Her bir t > 0 igin hy : Rt — R* hy(s) = h(t,s) olarak tanimlanan hy

fonksiyonu R* tizerinde integrallenebilirdir. Gercekten;

/ h(t, s)ds :/ e "ds =e!
0 0

ve tstelik I(t) = e™" egitligiyle tanamlanan | : RY — R fonksiyonu da R dize-

rinde simarlidur. Boylece, Teorem 3.1.17 in (1i1) sarty da saglanar.

H= Sup{/ e "fds:te R+} =sup{e ':teRT} =1
0

oldugundan,
filr) + far)k(r)H <
esitsizligi,
% + 72?\)/; <r (3.2.5)

esitsizligine denk olup, 0.3590 < ro < 1 olarak segilen bir ro sayst (3.2.5)" in bir
¢oztimidiir. Bu ise, Teorem 3.1.17 in (iv) sartimin saglanmasiy demektir.
Ayrica e >0, T > 0, ||z|| < ro ve |t —s| < e olacak sekildekit,s € [0,T] igin,

|sinz(s)||t — s

|(Fi2)(t) = (Fiz)(s)| <

t . .
30+ 3) |sinz(t) — sinz(s)| +

(t+3)(s+3)
t el sinz(s)]
< Zlalt) = a(s)| + 5
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ve

| 22R() B s22?(s)

C32 42 35242

< 2rot?(3s% + 2)|x(t) — x(s)| + 2r3(t + s)|t — s
- (3t2 +2)(3s2 + 2)

|(Fyx)(t) — (Fox)(s)]

(3.2.7)

2rot? 2r2e(t + )
t —_
< g2t~ 26+ Gr e )
2
< % x(t) — x(s)| + rieL

oldugundan (3.2.6) ve (3.2.7) esitsizliklerinden, sirasiyla

1 2r
wp (F1.X) < quwg (X) ve wg”(FaX) < TOWSO(X)

elde edilir. Su halde; (v) sartindaki ¢ ve co sabitleri, ¢y = 1/3 ve ¢y = 2r9/3

olarak alinabilir. Diger taraftan;

sup{|(Fiz)(t)| : t > T} = sup {'ﬁ > T} sup {|sinz(t)| : t > T}
= —sup{|sinz(t)| : t > T} (3.2.8)

< gsup{z(t)] : t > T}

W~ Wl

olup (3.2.8) 7 den,
FE(RX) < 55(X)

olur. Ayrica,

sup{{(Fa) (0] 2 7} =sup {5 0= s (la(0 0> 1)

= %Sup{|9c(t)|2 t>T} (3.2.9)
< Fsup{le(t)] : t = T}
olup (3.2.9)” dan,
B2 (RX) < ZA(X)
elde edilir. Boylece (v) hipotezini saglayan dy ve do, dy = 1/3 ve dy = 19/3

alinabilir. Sonug olarak; Teorem 3.1.1° in (v) hipotezi saglanar.
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Diger taraftan;

1 2 1
maks {Cl + CQHk(To), dl + dQHk’(TQ)} = maks {g + %\/7"_{), § + %\/ﬁ} <1

oldugundan Teorem 3.1.17 in (vi) sarte da saglanur.

Son olarak,

—t=s . . — . —
Sup{/T e ds.tE[O,T]}—sup{eHT.tG[O,T]}—eT

ve T — oo iken 1/e? — 0 oldugundan Teorem 3.1.17 in (vii) sart saglanar.

Teorem 3.1.17 in biitin hipotezleri saglandigindan (3.2.1)" in, BC (RT,R) uza-
yinda limy_,o0 z(t) = 0 egitligini saglayan en az bir x = x(t) ¢éziminin oldugu

anlasilor.

Uyar: 3.2.1. (3.2.1) denklemi, ” Tez Calismaswinin Literatiirdeki Yeri ve
Onemi ” bashgu altinda ifade edilen (1.2.1)—(1.2.8) integral denklemlerinin hi¢bi-
rinden elde edilemeyeceginden, bu denklemlerin incelendigi [12-25] numaral kay-

naklarda verilen varlik teoremleri (3.2.1) denklemine uygulanamaz.

Ornek 3.2.2. t € R* igin,

z(t) telle-Dai() /OOO< ls) g (3.2.10)

T 102+ 1 (t+1)? st+e)(s+1)

integral denklemini ele alalvm.

t 22(t)

- B B e tle—1)x
=t (P = T s =

(t+1)(s+e)(s+1)

(Frz)(?)

olarak alimirsa bu integral denklemin (3.1.1) formunda olacage agiktr.

Fy ve Fy operatorlerinin BC(RT,R) uzayinda strekli olduklary gorilebilir.
Gergekten; Fy operatoriniin strekliligi aciktir ve Fy’ nin strekliliginin gosteril-
mesi ise, Ornek 3.2.17 dekine benzer sekildedir.

Ayrica her t € RT ve her x € BC(R™,R) i¢in,

t <\/10
1062+1|~ 20~

2*(t)
t+1

(Fa)(t)] < ' (Ba)(t)] <

\ < 2]
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esitsizligi gegerlidir. Boylece f1(x) = v/10/20 ve fo(x) = 2% esitlikleriyle tanymla-
nan fi, fo : RT = RT fonksiyonlar: azalmayandir. Su halde; (i) sarte saglanar.

Ac¢ik olarak, v fonksiyonu RT x RT x R kiimesinde stireklidir. Ayrica, her
t,s € R" ve her x € R igin,

e tle—1)
(t+1)(s+e)(s+1)

h(t,s) =

ve k(z) =x

olarak tanwmlanan h : RY x Rt — RY fonksiyonu stirekli ve k : Rt — R fonksi-

yonu ise sirekli ve azalmayandur. Ustelik,
v(t, s, 2)| = h(t, s)k (|z])

oldugundan, (it) hipotezi saglanur.

o0 —t
/ h(t,s)ds = ¢
0

ot 1

oldugundan her bir t > 0 igin hy : RT — R*) hy(s) = h(t, s) olarak tanimlanan

hy fonksiyonu RT dzerinde integrallenebilirdir ve I(t) = f% esitligiyle tanimlanan

[: Rt = R fonksiyonu da RT dzerinde sinarlider. Yani, (iii) saglanar.

—t

HZSUp{t6+1:t€R+}:1

olup, (iv)’ deki
Si(r) + fa(r)k(r)H <

esitsizlig,
V10

-§T+w3§r (3.2.11)

esitsizligine karsihik gelir. 0.162397 < ry < \/75 olacak sekilde segilen herhangi

bir ro saysian (3.2.11)7 in bir ¢ozimi oldugu gorilebilir. Bu ise (iv) sartinin
saglanmast demektir.
e>0,T >0, |z|] <ro velt—s| <ce olacak sekildeki t,s € [0,T] noktalar:
¢In,
t s

— 2.12
1082+1 10s2+1 (8 )

|(Fiz)(t) — (Fiz)(s)| =
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" 21 2(s)

|(Fax)(t) — (Fox)(s)] =

t+1 s+1

<P =226)] =@ ]s — 1

- s+1 (t+1)(s+1) (3.2.13)
2rolz(t) — z(s)] rie

- s+1 (t+1)(s+1)

< 2rola(t) — x(s)| + rie

elde edilir. t — s fonksiyonunun [0, T] dzerindeki dizgin sirekliligi (3.2.12)
ile dikkate alindiginda, wi®(F1X) = 0 oldugu gorilir. Ayrica, (3.2.13) esitsizli-
ginden de,

Wit (FoX) < 2rowi®(X)

sonucuna ulagilir. Boylece (v) sartindaki ¢; ve co sabitleri, ¢y = 0 ve ¢y = 2rg

olarak alinabilir. Diger taraftan;

sup{|(Fiz)(t)| : t > T} = Sup{'lot;T’ y T}

VIO V10 3.2.14

) 0<T =g (3.2.14)
T V10
1072417 T> 10

ve

sup{|(Fyz)(t)] : ¢ > T} = sup{‘t%' > T}sup{}x2(t)\ > T)

= T—ll— [ Sup {|I(t)|2 it > T} (3.2.15)

<

To
t>T
o sup{le(t)] ¢ 2 T)
olup, (3.2.14) ve (3.2.15) egitsizlikleri (2.2.3) ile birlikte goz onine alindiginda,

elde edilir. Buna gére dy = dy = 0 alinabilir. Su hdlde; (v) sarte saglanar.

C1, Ca, dq, dy sabitlerini dikkate alarak,
maks {c; + coHEk(ry), di + daHk(rg)} = maks {27"[2)} <1

53



olur ki boylece (vi) sarte saglanar.

sup {/TOO h(t,s)ds:t € [O,T]}
— sup{(te:l) In (?Ii) e [O,T]} (3.2.16)

B 1 ) T+e
T (T +1) \T+1

I 1 1 T+e 0
11 n =
T—00 eT(T+1) T+1

oldugundan (vit) hipotezi de saglanar.

ve

Sonug olarak; Teorem 3.1.1° in hipotezlerinin tamama saglandigindan (3.2.10)
denkleminin, BC (RT,R) uzayinda en az bir x = x(t) ¢ézimi mevcuttur ve bu

¢oztim limy_, o x(t) = 0 esitligini saglar.

Simdi, Teorem 3.1.1 ile verilen varlik teoremi ile [12,20,23]| kaynak-
larindaki varlik teoremlerini karsilagtiralim:

[20] numaral: kaynakta,

x(t) = a(t) + f(t,z(t)) /Ooov(t,s,x(s))ds, te Rt (3.2.17)

integral denklemi ele alinmig ve bu denklemin ¢oziimiiniin varhgina iligkin yeter

sartlar agsagidaki teoremle verilmigtir:

Teorem 3.2.1 (Teorem 3.2, [20]). (3.2.17) denkleminde asagqidaki hipotezler

saglansin:
(i) a € BO(R',R) ve limy,oo a(t) =0 dur-
(i) f: Rt xR — R fonksiyonu siirekli ve lim;_,. f(t,0) =0 dur.

(iii) f fonksiyonu ikinci degiskene gore Lipschitz sartin saglar yani, her z,y € R

ve her t € R igin,

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayist vardar.
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(iv) v:R" x RT x R — R fonksiyonu sireklidir ve her t,s € RT ve her x € R
1¢in,
[v(t, s, x)| < h(t, s)k(|z])

olacak sekilde siirekli bir h : RT x Rt — R fonksiyonu ile stirekli ve

azalmayan bir k : Rt — R fonksiyonu vardur.

(v) Hert > 0 igin s — h(t,s) fonksiyonu Rt dzerinde integrallenebilirdir ve

t — [°h(t,s)ds fonksiyonu R dizerinde swnarhdur.

(vi) limy o {sup { [7"h(t,s)ds : t € [0,T]}} = 0.

(11) wve (v) hipotezlerinden,

F =sup{|f(t,0)] : t >0} ve H = sup{/ h(t,s)ds :t > 0}
0
sabitleri mevcuttur.

(vii) |la|| + FHE(r) + cHrk(r) <r

egitsizligi pozitif bir ro ¢ézimine sahiptir ve cHk(rg) < 1 sarty saglanar.

Bu durumda; (3.2.17) denkleminin BC(R*,R) uzayinda t — oo tken x(t) — 0
ozelligine sahip en az bir x = x(t) ¢ozimi vardur.
Uyar: 3.2.2. (3.2.17) denkleminde,

ot o a? _ ete—1)x
T R AR o S UR el vorus s s Ty

a(t)

alimirsa, (3.2.10) denklemine ulagiler. (3.2.10) denklemi igin Teorem 3.1.17in sart-
lariman saglandige ve boylece bu denklemin BC(RT,R) uzayinda limy_,o x(t) = 0
esitligini saglayan en az bir x = x(t) ¢ozimine sahip oldugu, Ornek 3.2.27 den
bilinmektedir. Halbuki, Teorem 3.2.17 in en az bir sartr (mesela; (iii)) saglan-
madigindan Teorem 3.2.1° den faydalanarak bu denklemin c¢ozimiiniin

varligina dair herhangi birsey soylemek miimkiin degildir.
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Sonug 3.2.1. Hem (3.1.1) " in ve hem de (3.2.17) " nin ézel hali olan bir denkleme

Teorem 3.1.1 uygulanabildigi halde Teorem 3.2.1 uygulanamayabilir.

[12] numarali cahgmada da yine (3.2.17) integral denklemi ele alinmig ve bu
denklemin en az bir ¢oziime sahip olmasina imkan veren yeter gsartlar asagidaki

teoremle ifade edilmigtir:

Teorem 3.2.2 (Teorem 8, [12]). (3.2.17) denkleminde asagidaki sartlar saglan-

sin:
(i) a € BO(R',R) ve limyoo a(t) =0 dur-

(ii) f:RTxR — R sirekli bir fonksiyondur vet — f(t,0) fonksiyonu BC(R*,R)

uzayimn bir elemanadar.

(iii) f fonksiyonu ikinci degiskene gore Lipschitz sartin saglar yani, her z,y € R

ve her t € R igin,

‘f(t,.’ll') i f(tay)’ < C‘l’ - y‘
olacak sekilde bir ¢ > 0 sayisy vardar.

(iv) v:R" x RT x R — R fonksiyonu sireklidir ve her t,s € RT ve her x € R
$¢in,
v(t, s, ) —v(t, s,y)| < h(t, s)k (Jo —yl)
olacak sekilde strekli bir h : Rt x Rt — R fonksiyonu ile, siirekli, azal-
mayan ve lim._,0 k() = 0 sartime saglayan bir k : RT — RY fonksiyonu

vardr.

(v) Her birt >0 i¢in s — h(t,s) ve s — |v(t, s,0)| fonksiyonlar R dzerinde
integrallenebilirdir ve lim;_, o fooo h(t,s)ds = 0 dur. Ustelik, t — fooo lv(t, s,0)|ds

fonksiyonu R dizerinde sinarlidar.
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(vi) Asagudaki egitlikler saglanr:

jlggo{sup{/;h(t,s)ds:te [O,T]}} 0
%Ergo{sup{ém\v(t,s,O)|ds:t€ [O,T]}} —0.

(13) ve (v) hipotezlerinden,

ve

T:sup{\f(t,O)\:tERJr}, E:sup{/oooh(t,s)dsztER+}

V= sup{/ lu(t, s,0)|ds : t € R+}
0

sabitleri mevcuttur.

ve

(vii) |la|| + chrk(r) + cor + fhk(r) + fo <r
esitsizliginin pozitif bir ro ¢éziimi vardur ve c (Ek‘(ro) + U) < 1 sarty sagla-

nair.

Bu durumda; (3.2.17) denklemi BC(RT,R) uzayinda en az bir x = x(t) ¢ozimine
sahiptir. Ustelik, (3.2.17)" nin biitin ¢oziimleri diizgiin attractive’ dir.
Uyar: 3.2.3. (3.2.17) denkleminde,

ot o) — x? olt 5. 2) = e tfle—1)x
C102 417 Ay )_t+1’ (t.s, )_(t+1)(s+e)(s+1)

a(t)

alinarsa, (3.2.10) denklemi elde edilir. Teorem 3.2.2° den faydalanarak, bu
denklemin, BC(RT,R) uzayimnda en az bir ¢éziimiinin mevcut oldugunu
soylemek mimkin degildir. Cinkid Teorem 3.2.2° nin (iii) sarty saglan-
maz. Diger taraftan; Teorem 3.1.17 in biitin sartlarimn saglandigr ve boylece
(3.2.10) denkleminin BC(R*,R) uzayinda en az bir x = x(t) ¢ozimiine sahip

oldugu, Ornek 3.2.27 den bilinmektedir.
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Sonug 3.2.2. Teorem 3.1.17 in sartlariny saglayip, Teorem 3.2.2° nin sartlarin
saglamayan denklemler vardir. Bu durum, Teorem 3.1.1° in literatirdek:

yert ve onemint ifade etmektedir.

[23] numarali kaynakta, lineer olmayan Urysohn tipi

z(t) = g(t) + f(t,z(t)) /Ooov(t,T,a:(T))dT, teRY =[0,00) (3.2.18)

integral denklemi ele alinmis ve bu denklemin R* da tammli, reel degerli ve
stirekli fonksiyonlarmm uzayi olan C(R* R) ciimlesinde azalmayan ¢oziimlerinin

varlig1 iizerine asagidaki teorem verilmistir:

Teorem 3.2.3 (Teorem 3.1, [23]). (3.2.18) denkleminde asagudaki hipotezler

saglansin:

(i) ¢g: Rt = R" fonksiyonu sirekli ve azalmayandar.

(i) f: Rt x R — R fonksiyonu strekli olup, f : RT x R™ — RT dzelligine
sahiptir ve f(t,x), negatif olmayan t ve x degiskenlerinin her birine gére
azalmayandir. Yani, sabitlenmis herhangi bir x € R sayisi igint — f(t, )
fonksiyonu RT dizerinde azalmayandir ve sabitlenmis herhangi bir t € RT

saysy i¢in © — f(t,z) fonksiyonu RY dzerinde azalmayandor.

(iii) f fonksiyonu ikinci degiskene gore Lipschitz sartin saglar yani, her z,y € R

ve her t € R igin,
olacak sekilde lokal sinurle bir m(t) > 0 fonksiyonu vardr.

(iv) v : Rt x RT x R — R fonksiyonu streklidir ve v : RT x RT x Rt — R*
ozelligine sahiptir. Ayrica, keyfi fakat sabit herhangi T,x € RT elemanlar:
igin, t — v(t, T, x) fonksiyonu RT dzerinde azalmayandir her t,7 € RT ve
her z € R i¢in,

v(t, 7, 2)] < p(t, 7)q(|z])
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esitsizliging saglayan bir p : RT x RT — RT fonksiyonu ve azalmayan bir

q: Rt — R fonksiyonu vardar.
(v) Hert e RY igin,

o)+ 1 (tr(®) [ pltm)a (o) dr < (e
0
olacak sekilde bir r : RT — (0,00) fonksiyonu mevcuttur.

(vi) Hert > 0 igin, 7 — p(t,7)q (r(7)) fonksiyonu R dzerinde integrallenebi-
lirdir ve t — fooo p(t,7)q (r(7))dr fonksiyonu RT dzerinde lokal sinurlidur

yant, T'> 0 olan her T saiyst i¢in,

sup /Ooop(t,T)q (r(r))dr < o©

te(0, T

sarty saglanar.

(vii) [57p(t,7)q (r(7))dr genellestirilmis integrali, t” ye gore lokal diizgiin yakin-

saktir yani, her 6 > 0 ve her T > 0 sayist i¢in,

sup /Soop(t,T)q (r(r))dr <6

tel0,T)

olacak sekilde bir S = S(5,T) > 0 sayise vardar.
(viii) SUPy>g m(t) fooop(t, T)q (r(7))dr < 1.

Bu durumda; (3.2.18) denkleminin, C(RT,R) uzayinda olan ve azalmayan en az

bir x = x(t) ¢ozimi mevcuttur.

Uyar: 3.2.4. (3.2.18) denkleminde,

ot o a? _ et(e—1)x
BTN A s R G Rl Ve e ey

g(?)

alinarsa, (3.2.10) denklemi elde edilir. Teorem 3.2.3" iin (ii) sartinda, f(t,x) fonk-
siyonunun, negatif olmayan t ve x degiskenlerine gore azalmayan olmasi gerek-

mektedir. Halbuki, sabitlenmis herhangi bir x € R sayst igin,

t—>f(t,:5):t+1
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fonksiyonu t” ye gore azalandwr. Ayrica, her v,y € R ve her t € RT i¢in,

[F(t2) = f(t,9)] < m(t)|z =y

olacak sekilde lokal sinurly bir m(t) > 0 fonksiyonu mevcut degildir.

Su halde; Teorem 3.2.3° tin (ii) ve (iti) sartlart saglanmamaktadur. (3.2.10)
denklemi i¢in Teorem 3.2.3° iin en az bir hipotezi saglanmadigindan, bu
teoremden yararlanarak denklemin C(RT,R) uzayinda bir ¢ézimiinin
varligina iliskin herhangi bir sey soylenemez. Diger taraftan; ayni denklem
bakvmandan bu tez ¢alismasinda vermis oldugumuz Teorem 3.1.17 in sartlarinin
tamamamn saglandigi ve bu nedenle denklemin C(RT,R)’ nin bir alt ciimlesi olan

BC(R*,R) uzayinda en az bir ¢éziminin oldugu, Ornek 3.2.27 den bilinmektedir.

Sonug 3.2.3. Teorem 3.1.17 in sartlarine sagladige halde Teorem 3.2.3° iin sartla-
rindan en az birint saglamayan integral denklemler vardir. Yani; Teorem 3.2.3,

Teorem 3.1.1° in uygulandigr her denkleme uygulanamayabilir.

Ornek 3.2.3. t € R™ i¢in,

x(t) = V(e / VIF()l (3.2.19)

et t+ 1 €t+s+1

integral denklemini ele alalvm.

7/ 1
, u(t, s, x) = ﬂ

()t = &, (P = VIO

e B t+1
olarak alinirsa bu integral denklemin (3.1.1)” in bir ézel hali oldugu anlagiler.
Fy operatorinin BC(RT,R) uzay izerinde siirekli oldugu asikdrdor.
Fy operatorinin BC(RT,R) dzerinde strekli oldugunu gostermek igin, her-
hangi bir xo € BC (RT,R) noktasinda sirekli oldugunu gdostermeliyiz.
Bunun ig¢in; verilen bir ¢ > 0 saypsina karsilik, ||x — x| < 0 esitsizligini
saglayan her x € BC (RT,R) fonksiyonu i¢in || Fox — Foxg|| < € olacak sekilde bir

d = d(g,xz0) > 0 saysin oldugunu gostermeliyiz.
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z,y € BC (RT,R) ve t € RT olmak tzere; genelligi bozmaksizin x(t) < y(t)

oldugunu kabul edelim. Buna gore, Ortalama Deger Teoreminden,

(Fe)(t) = (Fey)(0] < [V + 1= Vi) + 1]
_ 2l ey

olacak sekilde bir n € (x(t),y(t)) oldugundan,

|(Fax)(t) — (Foy)(t)] < |x(t) — y(t)] (3.2.20)
elde edilir. (3.2.20)" nin dikkate alinmaswyla, her x,y € BC (RT,R) igin,
| Fox — Foy|| < ||z —y| (3.2.21)

olur ki (3.2.21), Fy operatorinin BC (RT,R) uzayinda dizgiin sirekli ve su hadlde
stirekli olmasy demektir.

r € BC(RT R) vet € RT olacak sekildeki biitiin x ve t elemanlary igin,

(FE0)] < |5 <,
()] < [ YOI < e

elde edilir. Boylece, fi, fo : RT — RY azalmayan fonksiyonlari, fi(z) = 1/e ve
fa(x) = Va2 + 1 olarak alinabilir ve su halde; (i) sarti saglanar.
v fonksiyonunun RY x RT xR kiimesi tizerinde siirekli olugu asikardur. Ustelik,

hert,s € RT ve z € R icin,

V14 |z

€t+s+1

_ V14 |z

€t+s+1

v(t, s, 2)| =

esitligi saglanar. Buna gore, h : RT x RT — RT, h(t,s) = 1/e!™** fonksiyonu
strekli ve k : RT — RT, k(x) = \/r\x] fonksiyonu da strekli ve azalmayandar.
Yani, (ii) sarty saglanar.

Her birt > 0 igin hy : RT — R, hy(s) = h(t,s) = 1/e"TT! seklinde tanimla-

nan hy fonksiyonu RT dizerinde integrallenebilir ve

~ Oo > ds 1
l(t):/o ht(s)dSZ/o h(t,s)ds:/o prr e e
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olarak tanimlanan | : RT™ — RT fonksiyonu da R™ ciimlesinde sinarl oldugundan

(1i1) hipotezi saglanar.
H=sup{l(t): t e R"} 1
e
olup, (iv) sartindaki egitsizlik,
1 1
-+Vr2+1lVl+r-<r (3.2.22)
e e

halini alir. 1.2532 < rq < 5.1357 olacak sekilde segilen herhangi bir ro sayisinin
(3.2.22)" yi sagladigu gorilebilir. Bu ise, (iv) hipotezinin saglanmast demektir.

e>0,T>0, || <rgvel|t—s| <e olacak sekildekit,s € [0,T] igin,

/
r_ (3.2.23)

et e

|(Fiz)(t) — (Fiz)(s)| =

olur. Diger taraftan; genelligi bozmaksizin x(t) < x(s) olarak alinabilir. Boylece;

Ortalama Deger Teoremini de kullanarak,

Vad(t) + 1 B Vd(s) + 1

t+1 s+1

Va0 +1 - Va2(s) + 1]

|(Faz)(t) — (Fa)(s)] = |

<1l

/— s—1
- 't+1 s+1)
< e —z@)l2nl | Vg +1]s — ¢t
- 2 /241 (t+1)(s+1)

olacak sekilde bir n € (x(t), x(s)) sayrsinan mevcut oldugu ve boylece,

|(Faz)(t) — (Fox)(s)] < |z(t) — z(s)| + 1/r2 4+ 1e (3.2.24)

oldugu gorilebilir. (2.2.2) yi ve t — t/e* fonksiyonunun [0, T kiimesi tizerindeki
diizgiin stirekliligini dikkate alarak, (3.2.23)° ten wi®(F1X) = 0 elde edilir. Yine
(2.2.2)" yi géz onine alarak (3.2.24)° ten, wP(FoX) < wi®(X) bulunur. Bu ise

¢ = 0 ve ¢y =1 olmak izere; (v) sartindaki ilk egitsizligin saglanmast demektir.
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Diger taraftan;
t
sup{|(Fyz) (1) : £ > T} = p{H i1
e
l/e, 0<T<1 (3.2.25)

T/eT, T >1

sup{|(Foz)(t)| : t > T}

j’:tET}sup{‘m‘:tzT} (3.2.26)

1
= Ssu
PAUlEE

re+1
- T'+1
olup, (3.2.25) ve (3.2.26) esitsizliklerinin (2.2.3) ile birlikte dikkate alinmasuyla,

B(F1X) = B®(F,X) = 0 sonucuna ulasilur. Su halde; dy = dy = 0 sabitleri i¢in

(v) hipotezindeki ikinci egitsizlik de saglanwr. Béylece, (v) hipotezi saglanar.

\/ 1
TO; , 0} <1

maks {¢; + coHE(rg), dy + daHk(r)} = maks {

oldugundan (vi) sarty saglanar.

Son olarak,

<1 1 1
sup{/T mds:te [O,T]} :sup{ﬁ te [O,T]} =

olup, (vii) sartimn saglandige agiktor.
Teorem 3.1.1" in biitin hipotezleri saglandigindan, (3.2.19) integral denklemi-
nin BC (RT,R) uzayina ait ve t — 0 tken z(t) — 0 olacak sekilde bir x = x(t)

cozuimunin oldugu sonucuna ulasiriz.

Uyar: 3.2.5. Simdi, [12] numarale ¢alismada incelenen (3.2.17) denkleminde,

at) = te”!, ft.a) = Lt Vith

, u(t,s,x) = etts+1

alinmast halinde elde edilen (3.2.19) denklemi i¢in Teorem 3.2.2° nin sartlarinin

saglamip saglamadigina bakalim:
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a € BC (R R) ve limy o a(t) = 0 oldugundan (i) sartr saglanar.

f:RT xR = R fonksiyonu siireklidir ve t — f(t,0) fonksiyonu da BC(R* R)
uzayiman bir elemanader. Su hdlde; (it) hipotezi saglanar.

Genelligi bozmadan, x < y oldugunu kabul edelim. Bu durumda; Ortalama

Deger Teoreminden, t € RT igin,

F(te) = fty) < Va2 + 1= Vi 1]
2]

BN SR

olacak sekilde bir n € (x,y) elemans mevcut olup,

|f(t,x) — f(t,y)] < |z —y (3.2.27)

olur. (3.2.27)” nin dikkate albinmaswyla, her x,y € R ve her t € RT igin,

|f(t, ) = ft,y)] < |z -y

oldugu yani, f fonksiyonunun ikinci degiskene gore ¢ = 1 sabiti ile Lipschitz
sartine sagladugu anlagilir. Bu ise (1ii) hipotezinin saglanmast demektir.

v:RT xR x R — R fonksiyonu stireklidir ve Ortalama Deger Teoreminden,
hert,s € RT ve her x € R i¢in,

1

elt+s+1 (\/1 + [z] — \/1 + ’y‘)‘

< 1
_WW—?A

lu(t,s,z) —v(t,s,y)| =

(3.2.28)

yazilabilir. Burada,

R+ + + _
heRTXRY o RY Wt s) = oy

fonksiyonu streklidir ve k : RT™ — RT, k(x) = x ise azalmayan ve lim. o k() =0

sartiny saglayan bir fonksiyondur. Bu nedenle (iv) sarty saglanmaktadur.

0 o o0 dS 1
/0 h(t,s)dSZ/O |U(t,3,0)|d5:/0 ottstl gt
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sup{/Tooh(t,s)ds e [O,T]} _ sup{/;o 0(t,5,0)[ds : € [O,T]}
1

1
= SUP{W‘tG[O,T]}ZT—H

olup buradan (vi) hipotezinin saglandigr anlasilor.

f=sup{|f(t,0)]: teRT}, h= sup{/oOo h(t,s)ds :t € R+},

U= sup{/ lu(t,s,0)|ds : t € R+}
0

olmak iizere f = 1, h = 1/e ve v = 1/e olarak bulunur. ||a]| = 1/e ve k(r) = r

oldugunu da dikkate aldijimizda, (vii) sartinda verilen
la|| + chrk(r) + cor + f hk(r) + fo <7

esitsizligu,
2
re+2r+2 A

. (3.2.29)

formuna indirgenir. (3.2.29) esitsizliginin pozitif bir ro ¢ozimi mevcut degil-
dir. Yani, (vii) saglanmaz. Bundan dolayr Teorem 3.2.2 [12, Teorem 8],
(3.2.19) integral denklemine uygulanamaz. Diger taraftan; bu tez calis-
maswnda Teorem 3.1.1 ile verdigimiz varlk teoreminin (3.2.19) denkle-

mine uygulanabildigi, Ornek 3.2.3’ ten bilinmektedir.

Sonug 3.2.4. Teorem 3.2.2, ¢ézimiinin varligs Teorem 3.1.1 araciligiyla tespit

edilen bir denkleme uygulanamayabilir.
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4. LINEER OLMAYAN BIR INTEGRAL
DENKLEM SINIFININ SINIRSIZ BIR ARALIK
UZERINDE ASIMPTOTIK KARARLI

COZUMLERININ VARLIGI

Uciincii boliimde kompaktsizlik 6lciisii ve Schauder sabit nokta teoreminin kul-
lanilmasiyla, lineer olmayan Fredholm tipi bir integral denklemin, BC(R* R)
uzayinda ¢ozlimlerinin varligl ve asimptotik tavrini belirlemeye iligkin yeter sart-
lar verildi. Bu boliimde ise kompaktsizlik oOlciisiiyle birlestirilen bir sabit nokta
teoremi (Darbo sabit nokta teoremi) yardimiyla, ayni denklemin BC'(R*, R) uza-
yinda asimptotik kararli ¢oziimlere sahip olmasina imkéan veren yeter sartlar be-
lirlendi ve bu ¢alismanin 6nemini ve farkiligini da ortaya koyacak sekilde bazi

ornekler verildi.
4.1 Asimptotik Kararli Coziimlerin Varhig:
Bu kisimda,

z(t) = (Fiz)(t) + (Fyx)(t) /Ooov (t,s,x(s))ds, t € RT (4.1.1)

lineer olmayan integral denkleminin, BC'(R", R) uzaymda asimptotik kararh ¢o-

ziimlere sahip olmasini garanti eden yeter sartlar verilecektir.
Teorem 4.1.1. (4.1.1) denklemini asagidaki hipotezler altinda ele alalim:

(i) Fi : BC(R",R) — BC(R*,R), (i = 1,2) operatorleri streklidir ve her

r € BC(RT R) ve her t € R igin,

|(Fiz) ()] < filll=]])
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(ii)

(iii)

(iv)

(v)
(vi)

(vii)

esitsizligini saglayan sirekli ve azalmayan f; : Rt — R* fonksiyonlar: mev-

cuttur.

v:RTxRT xR — R fonksiyonu sireklidir ve a, b, : Rt — R fonksiyon-
larv siirekli, limy_,o a(t) = 0, [|bl]; =[5 [b(s)|ds < co ve ¢, RT dizerinde

azalmayan olmak tizere; her t,s € R ve her x € R i¢in,
v(t, s, z)| < a(t)b(s)¥(|x])
esitsizligi saglansin.

fi(ro) + fa(ro)llall[|bl] 2 (r0) < 7o

esitsizligini saglayan pozitif bir ro reel sayist mevcuttur.

we® wve p swraswyla, (2.2.2) ve (2.2.4) esitlikleriyle tanimlanan fonksiyonlar

olmak tzere; B,, yuvarimn bostan farkl ve sinarly her X alt ciimlest i¢in,
W (FX) < pry i (X) ve p(FiX) < gy (X)
esitsizlikleri saglayan ve negatif olmayan p,, ve q,, sabitleri vardr.

Prollalll[bll (7o) + gry < 1.

bro : RT = RY; sirekli, azalmayan ve ¢,,(0) = 0 olacak sekildeki bir fonk-

siyon, T € BC(RT,RY) ve [~ 7(s)ds < oo olmak iizere;
v(ta, s, @) —v(t1, s,2)] < Gy ([t2 — t1])7(s)
esitsizligi her ti,ts, s € RT wve |x| < rg olan her x € R i¢in saglansin.

Ny RY — R sirekli, azalmayan ve n,,(0) = 0 esitligini saglayan bir
fonksiyon, p € BO(R*,RT) ve [ p(s)ds < oo olmak izere; her t,s € Rt
ve |x| < ro, |yl < 1o olan her xz,y € R i¢in,

[v(t,s,2) —v(t, s,9)| < (|2 = yl)p(s)
esitsizligi saglansin.
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Bu durumda; (4.1.1) denkleminin B,, C BC(R™,R) yuvarinda en az bir x = x(t)
¢ozimi vardwr. Ayrica (4.1.1) denkleminin B,, yuvarindaki bitin ¢ozimleri RT

tizerinde asimptotik kararhdir.

Ispat. B,, yuvar iizerinde I’ operatoriin,

(Fx)(t) = (Fix)(t) + (FQx)(t)/ v (t,s,x(s))ds
0
esitligiyle tanimlayalim. Bu tanimin anlamh oldugunu gorelim:
r € BC(RT,R) ve t,s € R olsun. (i) hipotezinden, (Fiz)(t), (Fez)(t) € R
oldugu agiktir. (i) hipotezinden,
v (t,5,2(5))] < a(t)b(s) (Jx(s)])
< a(t)b(s)¢ ([l=|) (4.1.2)
< a(t)b(s)y (ro)
olup, [7]b(s)|ds < oo oldugundan (4.1.2)" nin dikkate ahnmasiyla, her ¢ € R
i¢in fooo v (t,s,x(s))ds genellegtirilmis integralinin mutlak yakinsak ve su halde
yakinsak oldugu anlagihir. Boylece, (Fz)(t) € R dir. Yani, F' iyi tammhdur.
T>0,e>0,tt€[0,T] ve |t — to| < e olmak tizere; z € B,, i¢in,
(Fz)(t) — (Fz)(to)
— (Fa)(t) + (Fa)(8) / o(t, 5, 2(s))ds
0
- (Ra)lto) = (Fao)ta) [ olto,s,2(s))ds (113
0
— (F)(t) = (F)to) + ((Fa)(0) = (Fa)tw)) [ ol (s))ds
0

+ (Fyx)(to) /000 [v(t,s,z(s)) — v(to, s, x(s))] ds
olup, (4.1.3)" ten,
|(F2)(t) — (F)(to)]

< [(Fz)(t) — (Fix)(to)] + [(Fox)(t) — (Fax)(fo)|

/;oo U<t7 S, x<5>>d8
/0°° [v(t,s,2(s)) — v(to, s, z(s))] ds

(4.1.4)

+ |(Fax) (to)|
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elde edilir. (i7) ve (vi)’ nin de dikkate alinmasiyla, (4.1.4)" ten,

|(Fz)(t) = (Fz)(to)]

< wl(Fz,e) + wT(FQ:c,a)/ lu(t, s, x(s))| ds
0

+ fa(ll=l) /OO v(t, 5, 2(s)) — v(to, s, 2(s))| ds
0 (4.1.5)

<wl(Fiz,e) + W’ (Fyx,e)alt) /000 b(s)v(|z(s)])ds
+hwﬂblm@dﬁ—mwﬂ@®

<w'(Fiz,e) +w' (B, e)ally (2ol + fa(lzlDén (@)lI7lly

yazilabilir. Burada i = 1,2 icin w? (Fyz, ¢),
w' (F,e) = sup{|(Fiz)(s) — (Fiz)(t)] : t,s € [0,T] ve |t — s| < e}

olarak tammlanmaktadir. (4.1.5) esitsizliginde ¢,ty € [0,7] ve |t — to| < € sarti

saglayan biitiin ¢, ¢y elemanlar1 tizerinden supremum alinirsa,
w' (Fr,e) <w' (Fix,e) +w' (Fox,e)lla x 1
H(Fr,e) < w'(Fua,e) +w' (Fyz, ) |lall(||=])]|b]

+ fallz]])éro ()]l
esitsizligine ulagihir. (Fjz) fonksiyonlar1 [0,7] kiimesi tizerinde diizgiin siirekli
oldugundan, ¢ — 0 iken w’(Fyz,e) — 0 olur. Buna gore (vi) hipotezinden
lim._,o ¢,,(¢) = 0 olacag: da dikkate almarak (4.1.6) esitsizliginde ¢ — 0 iken
limit alimirsa, w? (Fx,e) — 0 elde edilir. Bu ise, Teorem 2.2.1" den, F'x fonksiyo-
nunun [0, 7] {izerinde diizgiin siirekli ve boylece siirekli olmasi demektir. 7" > 0

keyfi oldugundan (Fx), R iizerinde siireklidir.
Simdi, (Fz)" in R {izerinde smirh oldugunu gosterelim. Hipotezlerin goz

ontine alinmasiyla, herhangi bir t € R icin,

(Fa) (O] = |(F)(0) + (F)(®) [ os,0(5) d

SKHM@N+K5@@)AMW@ﬁw@DMS (4.1.7)
Sﬁmﬂn+ﬁwﬂnlwaww@wmwm@
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ve (4.1.7)" den de,

[Fz ]l < filllzl]) + falllz D alllloll Lz ]) (4.1.8)

olacagindan Fz fonksiyonu R* iizerinde simrhdir.

Herhangi bir z € B,, i¢in Fz fonksiyonu R* {izerinde siirekli ve siirh oldu-
gundan, F operatoriiniin B,, yuvarin1i BC'(R*, R) uzayma esledigi anlagilir. Diger
taraftan; (4.1.8) ve (4i7) hipotezi birlikte dikkate alindiginda F' operatoriiniin B,,
yuvarini kendi tlizerine egledigi anlagilir.

Simdi F' operatoriiniin B,, yuvarinda siirekli oldugunu ispatlayalim:

Bunun igin bir € > 0 sayisin ve keyfi bir g € B,, elemanin alalim. O zaman,

herhangi bir x € B,, ve t € R" igin,

[(Fz)(t) — (Fao)(t)]
- ‘(le)(t) + (Fyx)(t) /Ooov (t,s,2(s))ds — (F1zo)(t)

~(Faro)() [ ot an(s) ds (4.1.9)
< (Fi)(6) = (Fuan) (O] + | (Fao)(0) = (Faan) 0] [ o (0,5, 2()) s
|(Faxo)(t |/ v (t,s,2(s)) —v(t,s,z0(s))| ds
olup (4.1.9) esitsizliginden,
|Fz — Faol| < |[Fiz — Fizol| + [|[Fox — Faxol| [[all [|b]],4(r0)
(4.1.10)

T fulro) / " () (12(5) — 0(s) )

bulunur. F; operatorleri herhangi bir xzy € B,, noktasinda siirekli oldugundan,
|z — zo|| < d;(¢) sartim saglayan her x € B, i¢in, ||Fiz — Fizo|| < € olacak
sekilde 0;(¢) < e sayilart meveuttur. 6(¢) = min{d; (), d2(¢)} alalim. Bu durumda;

|z — xo|| < d(e) esitsizligini saglayan her x € B,, i¢in (4.1.10)” dan,

[Fx = Fol| < e+ ellal[[[bll(ro) + fa(ro)l[vlly 7 (€) (4.1.11)
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elde edilir. Boylece (4.1.11) ve (vii) sartindan F” nin B, yuvarinda siirekli oldugu
anlagilir.
Simdi ise F' operatoriiniin B,, yuvarinda Darbo sartini sagladigini gosterelim:
X, B,, yuvarmin bostan farkli bir alt kiimesi, ¢ > 0, 7" > 0 ve z € X olsun.
Su halde; (4.1.6)" dan,

W' (Fo,e) S w' (Fua,e) +w' (Fyx,e)|all [1bl],2(r0)

(4.1.12)
+ fa(ro)¢ro () I7 1l
(4.1.12)" den,
W (FX,e) Sw' (X e) +w' (FX, ) lla] b2 (ro)
(4.1.13)
+ fa(ro)dry ()7l
(4.1.13)’ ten,
wy (FX) < wy (F1X) +wy (F2X)lall [[Bl]3 (ro) (4.1.14)
ve (4.1.14) ten,
wo (FX) < wi (F1X) + w5 (F2X) ||| [[bl] 4 (ro) (4.1.15)

bulunur.
Diger taraftan; bostan farkli X C B, alt climlesini alalim. Béylece, z,y € X
ve t € RT igin, (4.1.9), (i) ve (ii)’ den,

diam(FX)(t) < diam(F, X)(t) + diam(FX) (£)a(t)||b]l, ¢ (ro)

(4.1.16)
+2f2(ro)a(t)]|bll 4 (ro)
elde edilir. (4.1.16)” da t — oo iken limitsupremum alinirsa,
lim sup diam (£ X)(t) < lim sup diam (£, X)(t) (4.1.17)

t—o00 t—o00

olur. (2.2.5), (4.1.15), (4.1.17), (iv) hipotezi ve wi®(X) < u(X) esitsizligi dikkate

alinarak,

(FX) < p(F1X) + prowg” (X)) |lal| 1Dl 20 (r0)
< Gro (X)) + pro llal| [|B][, 0 (ro) (X)) (4.1.18)
= (prollall [1][1¥(r0) + Gry) p(X)
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elde edilir. Boylece (4.1.18) ve (v) hipotezi birlikte goz éniine alindiginda, F' ope-
ratoriiniin pu kompaktsizlik 6lciisiine gore bir daralma doniigiimii oldugu anlagilir.

Sonug olarak; Teorem 2.2.13 ile verilen Darbo sabit nokta teoremi geregince,
F operatoriiniin B,,, yuvarinda en az bir sabit x noktasi vardir. Ayrica; £ nin
sabit noktasi olan her # = z(t) fonksiyonunun, (4.1.1) denkleminin bir ¢éziimii
oldugu agikardir. Diger taraftan; Uyar1 2.2.4 ile, F' operatoriiniin B,, yuvarindaki
sabit noktalarmin kiimesi Fix F', ker ¢’ niin bir elemamdir. Boylece, (2.2.5) ile
tanimlanan g kompaktsizlik 6l¢iistiniin ¢ekirdegine ait kiimelerin sagladigl ozel-
lik dikkate alinirsa, (4.1.1) denkleminin B,, yuvarindaki biitiin ¢éziimlerinin R

tizerinde asimptotik kararli oldugu anlagilir. ]

4.2 Ornekler, Baz1 Varlik Teoremlerinin Karsilagtirilmasi

Bu kisimda (4.1.1) formunda bazi denklemler ele alinacak ve bu denklemler igin
Teorem 4.1.1" in (i) — (vii) sartlarinin saglandigi gosterilecektir. Boylece, stz
konusu denklemlerin BC'(R™, R) uzayinda en az bir ¢dziime sahip ve ¢oziimlerin
de asimptotik kararl oldugu soylenebilecektir. Ayrica, ele alinan bu denklemlerin
daha once incelenen bazi denklemlerle kargilagtirmas: yapilarak, Teorem 4.1.1 ile

verilen varlik teoreminin farkliligi ve 6nemi anlagilacaktir.

Ornek 4.2.1. oy, ay sabit sayilar ve 0 < |ay| < 1 olsun. Buna gore,

2(t) = oy sin (z(t) + 1) + anz?(t) / Tarctane(s) oy o ge (4.2.1)

o €(s?+1)
integral denklemini inceleyelim:

arctan x

(Fyz)(t) = aysin (z(t) + 1), (Fox)(t) = aaz?(t) ve v(t, s, z) = (21

olmak tzere; (4.2.1) denklemi (4.1.1)” in 6zel bir halidir.

Simdi, Teorem 4.1.17 in sartlarinin saglandigine gosterelim:
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Fy ve Fy operatorlerinin BC(RT,R) uzayinda sirekli olduklar: kolayca gori-

lebilir. Ayrica her t € Rt ve her x € BC(RT,R) i¢in,
|(Faz)(t)] < Jaa] ve |(Fpx)(t)] < fool [|2]* (4.2.2)

saglanar. Su halde; fi, fo : RT — RY, fi(z) = o] ve folx) = |ag|x? esitlikleriyle
tanimlanan fonksiyonlar sirekli ve azalmayan olup, (i) hipotezi saglanar.

v fonksiyonu RT x RT x R dizerinde streklidir ve tstelik hert,s € Rt vex € R
1¢IN,

arctan x
et(s? +1)

m
~ 2el(s?+1)

|U(t,S,ZL‘)| = (423)

esitsizligini saglamaktadir. Béylece a(t) = 5%, b(s) = 52_11 ve Y(x) = 1 ola-

rak tamimlanan a,b,vp : RY — RT fonksiyonlar sireklidir. Bunun yaminda,

limy o a(t) = 0, ||b]], = OOOSQdﬁ = % we 1, RT dizerinde azalmayan oldugun-
dan (i) hipotezi saglanur.

lall =sup {|Z|:t >0} =% olup,

fi(ro) + fa(ro)llalll[oll 9 (ro) < 7o

esitsizligi,
2

T
] + lazlrg = <o (4.2.4)

halini alvr.
X, B,, yuwvarinn bostan farkl ve sinarly bir alt kiimesi olsun. x € X, € > 0,

T>0vwelt—s|<eolant,sec|0,T] igin,

[(F12)(t) — (Fiz)(s)| = |aa|[sin (z() +1) — sin (z(s) + 1)]
(4.2.5)

< fonlz(t) — z(s)]

ve

|(F22)(t) — (Fox)(s)] = |ao| [2(2) + z(s)| |z (t) — x(s)]|
(4.2.6)

< 2|ag| rola(t) — x(s)|
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olup, (4.2.5)" ten,
wit (F1X) < |ag|wgt(X) (4.2.7)
ve (4.2.6)" dan,
Wit (FoX) < 2rglas|wi(X) (4.2.8)

elde edilir. (4.2.8), (iv) hipotezindeki birinci egitsizligin p,, = 2ro|as| sabiti i¢in
saglandigine gosterir.

Diger taraftan; xr,y € X vet € RT igin,

|(Fr) () = (Fiy) ()] = |en [sin (z(t) + 1) —sin (y(t) + 1)]|

(4.2.9)
< Joa] 2(t) — y(1)]
ve (4.2.9)" un kullanimasyla,
lim sup diam (F1X)(¢) < |aq|lim sup diam X () (4.2.10)
t—o00 t—ro0
bulunur. (4.2.7) ve (4.2.10) esitsizliklerinden,
WX < Jon]u(X) (42.11)

elde edilir. (4.2.11)” den, (iv) hipotezindeki ikinci egitsizligin q., = |a1| sabiti i¢in
saglandigr anlasilor.

(4.2.8) ve (4.2.11) " in dikkate alinmaswyla (v) hipotezindeki esitsizlik,

T‘()|042|7T2

]al\ + 9

<1 (4.2.12)

olarak bulunur. Burada as # 0 veya ag = 0 dar.
1. Durum: ay # 0 olsun. Hipotezden 0 < |ay| < 1 oldugundan, bu sarty
saglayan bir ay sayisina karsihk oo saypse da, |aq)? + |aq| |ag|m® — 1 < 0 olacak

sekilde segilirse, 1 — |ay | |ag|m® > 0 olur. Buna gore,

2(1 - 2—-2y1— 2 242y1- 2
e (0.2 mm>ﬂ[ V= Taffaal® 2+ 2y/T= o foalm

g | | g | ’ | g
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yani,

To €

2 — 2/T— |oy| |72 2(1—|a1|)>

| o ol
olarak alinan ro saysi (4.2.4) ve (4.2.12) esitsizliklerinin pozitif bir ¢ozimidiir.
2. Durum: ay = 0 olsun. 0 < |a;| < 1 oldugundan, ro € [|aa],00) sayist
(4.2.4) ve (4.2.12) egitsizliklerini saglar.
Genelligi bozmadan negatif olmayan ti ve ty saylarim, t1 < ty olarak alalim.
Bu durumda; Ortalama Deger Teoreminin de kullanimaswyla, her s € RT ve
|z| < rg olan her x € R igin,

arctanx arctan x
eh(s2+1)  et(s2+1)
_ |arctan z| |e'? — ']

s2+1  ehtt
|arctan x| €|ty — 14|
- os24+1 elittz

|U(t17 S7x) - U(t27 va)l -

olacak sekilde bir n € (t1,t3) sayist mevcut oldugundan,

[o(ts,5,2) = v(tz, 5,2)| < 5 Tt — 1] (4.2.13)

(s?+1)
elde edilir. (4.2.13) esitsizliginin t; = to olmast halinde de saglandigu a¢iktir. Bu
nedenle (4.2.13), her ty,ty,s € RT ve |z| < rg olan her x € R i¢in saglanir. Su
halde; ¢y, 7 : RT — R fonksiyonlar, ¢,,(t) =t ve 7(s) = s Olarak segilirse
(vi) sarty saglanar.

Son olarak, yine genelligi bozmaksizin x| < ro ve |y| < ro olan z,y € R
saylarim, x <y olarak alabiliriz. Bu durumda; Ortalama Deger Teoremiyle, her
s,t € RT icin,

arctan x — arctany
el(s2+1)
|z —y|

el )1+ 57)

lu(t,s,z) —v(t,s,y)| =

olacak sekilde bir n € (x,y) sayst meveut oldugundan,

o(t, s, 2) — v(t, s,y)| < 'ﬁ% (4.2.14)
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olur. (4.2.14) egsitsizliginin x = y olmast halinde de saglandigi agikardur. Bu ne-
denle (4.2.14), her t,s € RT wve |z|,|y| < 1o olan her z,y € R i¢in saglanar.
n,p: RY — R fonksiyonlar, n,,(t) =t ve p(s) = 1/(s*>+1) olarak segilirse (vii)
hipotezi de saglanar.

Teorem 4.1.1° in biitin sartlart saglandige igin (4.2.1) integral denkleminin,
B,, € BC(R*,R) yuvarinda en az bir ¢éziminin mevcut ve bu denklemin B,
yuvarindaki ¢cozimlerinin de Rt dizerinde asimptotik kararl oldugunu séyleyebi-

liriz.

Uyar1 4.2.1. [12-25] numaraly kaynaklarda ele alinan (1.2.1) — (1.2.8) integral
denklemlerinin hicbirinden (4.2.1) integral denklemi elde edilemez. Bu nedenle bu

calismalarda verilen varlk teoremleri (4.2.1)” e uygulanamaz.

Ornek 4.2.2. Asagidaki integral denklemi ele alalim:

r e te—1)x%(t) [ z(s) . n
z(t) = h(t) + TR /0 GroGT 1)al , teR™. (4.2.15)

Burada h, BC(R™,R) uzaywmn ||h]] < g olacak sekildeki bir elemanadar.

(Ba)t) = (), (Ba)) = T it 5,0) =

e tle— 1z
(t+1)(s+e)(s+1)

alalim. Fy ve Fy operatorlerinin BC(RT,R) uzerinde siirekli oldugu agiktir. Bu-

nun yamnda her t € RT ve her x € R ig¢in,

((Frz)(8)] = [h(@)] < [|A]] ve |(Fox)(t)] <

2*(t) 2
2V <
0 < e

dir. Boylece fi, fo : RY — RY fonksiyonlar, fi(z) = ||h|| ve folz) = 2* olarak
alinabilir. Su hdlde (i) sarty saglanar.

v:RY X RT x R — R fonksiyonu stirekli olup, her t,s € RT ve her x € R

igin, a(t) = f%, b(s) = m ve Y(x) = x olarak segilen a,b,v) : Rt — R
fonksiyonlar,
ot 5,2)] = alt)b(s)ib(a) (12.16)
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esitliging saglar. (4.2.16)" ya ilaveten; lim,_,o a(t) = 0, ||b]|; = fooo
ve ¥, RY dzerinde azalmayan oldugundan (ii) hipotezi saglanar.

lla|| = a(0) = 1 oldugu da dikkate alindiginda (iii)’ deki

Ji(ro) + fa(ro) lal[[[bl] 110 (ro) < 70
esitsizligi,
Hh“ + 7’3 < To
esitsizligine dontisir.
£>0,T>0, || <rgvelt—s| <eolant,s € [0,T] igin,

|(F12)(t) = (Fiz)(s)] = [h(t) = h(s)]

esitligi ve

1+t 1+s
M) —2?()] | [(s = 1)a?(s)]
- 1+t (14+t)(1+s)
20t (t) — o)) +
S 141 (1+6)(1+s)

< 2rolx(t) — z(s)| + rgs

(e—1)ds __
(ste)(s+1) 1

(4.2.17)

(4.2.18)

(4.2.19)

esitsizligi elde edilir. h fonksiyonunun [0, T] kiimesi tizerinde dizgin strekli olmast

nedeniyle, (4.2.18)" den,
bulunur. Diger taraftan; (4.2.19)° dan,
Wit (FyX) < 2rowi®(X)

elde edilir. X C B, alt cimlesi bostan farkls olsun. Bu durumda

1¢IN,

[(Fiz)(t) — (Fiy) ()| = 0

7

(4.2.20)

(4.2.21)

her x,y € X

(4.2.22)



olacagindan (4.2.22)° den,

lim sup diam (F, X)(t) =0

t—o00

(4.2.23)

esitligine ulagilir. Boylece, (4.2.20), (4.2.23) ve (4.2.21) dikkate alinarak, ¢, = 0
ve py, = 21 sabitleri i¢in (iv) hipotezindeki egitsizliklerin saglandige anlagilar.

(v) sartindaki

Prollallllblly 2 (ro) + ¢ny <1
esitsizlig,

2rg < 1 (4.2.24)

esitsizligine karsilik gelir. ro € (0.5128,0.6395) olarak segilen o sayisinan, (4.2.17)
ve (4.2.24) esitsizliklerini sagladigy gorilebilir.

Genelligi kaybetmeksizin t, < ty sartina saglayan herhangi ti,t, € Rt sayla-
rina alalim. Boylece, Ortalama Deger Teoreminin de kullanilmaswyla, her s € Rt

ve |x| < ry olan her x € R igin,

|U(t17 S, 'T) - U(t27 S, IE)|

(e —1)|z| e et

T (s+e)(s+1)
(e —1)rg

41 ty+1
(tz —I— 1)€t2 — (tl + ].)Btl

T (s+e)(s+1)
(e — 1)rg

(t1 4+ 1)(ty + 1)etrtt
(ta+ 1) (e2 — e') + e (t; — ta)

“(s+e)(s+1)
(e —1)ro

(tl + 1)(t2 + 1)€t1+t2
[(t2 + 1)e + e']|t; — ta|

T (ste)(s+1)

(t1 + 1)(tg + 1)etrtt2

olacak sekilde bir n € (t1,ty) sayist mevcut oldugundan,

|U(t17 S,l’) -

v(ta, s, x)| <

(e — 1)ro|ty — tof
(s+e)(s+1)

(4.2.25)

elde edilir. Ayrica, (4.2.25) esitsizliginin t, = ty olmasy halinde de saglanacag

agiktir. Su halde; (4.2.25), her ty,ty,s € Rt wve |z| < ry olan her x € R igin
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e—1

= 96T olarak segilirse (vi) hipotezi

gecerlidir. Buna gore, ¢, (t) = rot ve 7(5)
saglanar.

Diger taraftan; her t € RT ve |z| < 1o, |y| < 1o olan her z,y € R ig¢in,

efe-Dlz—yl _ (e=Dlz—yl
(t+1)(s+e)(s+1) = (s+e)(s+1)

v(t, s,z) —o(t, s,y)| = (4.2.26)

olup, (4.2.26)” dan; n,,(t) =t ve p(s) = olarak segilirse (vii) hipotezi de

e—1
(s+e)(s+1)
saglanar.

Sonug olarak; Teorem 4.1.1" e dayanarak, (4.2.15) denkleminin B,, C BC'(R*,R)

yuvarinda en az bir ¢oziminin mevcut ve B, yuvarinda bulunan ¢ézimlerin de

R* dizerinde asimptotik kararl oldugunu soéyleyebiliriz.

(4.2.15) denklemi, [12,19, 20, 23] caligmalarinda ele alinan denklem-
lerin birer 6zel halidir. Simdi, Teorem 4.1.1° i bu galigsmalarda verilen
varlik teoremleri ile karsilagtiralim:

[19] numarali cahgmada, lineer olmayan
x(t) = h(t) + f(t,a:(t))/ v(t, 7, z(7))dr, teR"=][0,00) (4.2.27)
0

integral denklemi incelenmig ve bu denklemin BC'(R™,R) uzaymnda ¢oziimiiniin

varligina iligkin asagidaki teorem verilmigtir:

Teorem 4.2.1 (Teorem 2, [19]). (4.2.27) denklemini asagidaki hipotezler al-

tinda g6z oniine alalvm:
(i) h:RT = R fonksiyonu siirekli ve sinirlidar.

(i) f:R* x R — R fonksiyonu asagqida verilen sartlary saglar:
1.t — f(t,0) fonksiyonu sinarlidar.

2. Hert € RT we |x| <1, |y| < r olan her x,y € R igin,

’f(tax) _f(t7y)‘ S kr’x _y’
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olacak sekilde bir r > 0 ve k, > 0 mevcuttur.

3. Verilen € > 0 saysina karsilik, |t — s| < & esitsizligini saglayan her
t,s € R igin,

sup [f(s,x) — f(t,2)| <€

|z|<r

olacak sekilde bir 6 > 0 sayist vardar.

(iii) v: RT x R* x R — R fonksiyonu streklidir ve asagudaki sartlart saglayan

ve stirekli olan a, b, : Rt — RT fonksiyonlar mevcuttur:
L. limy o a(t) = 0.
2. b€ BO(RT,RT) N LY(RT) ve ¢, R dizerinde azalmayandar.

3. Hert,s € R" ve |z| < r olan her x € R igin,
v(t, s,2)| < a(t)b(s)v(|x]).
(iv) Her ty,ty,s € RT ve || < r olan her x € R igin,

|U(t27 S,:L’) - U(tla S,:L')’ < ¢T(|t2 - t1|>7_(8)

esitsizligini saglayacak sekilde, stirekli, azalmayan ve ¢,.(0) = 0 olan bir

¢, : RT — RT fonksiyonu ile 7 € BC(RT,RT) N LY(RT) fonksiyonu vardr.
(v) Hert,s € Rt ve |x| <7 |y| <7 olan her x,y € R igin,
v(t,s,2) —o(t, s, y)| < p(s)m(|z —yl)

olacak sekilde sirekli, azalmayan ve n,.(0) = 0 olan bir n, : Rt — Rt

fonksiyonu ile p € BC(R*,RY) N LYR") fonksiyonu vardar.
(vi) [Ibll; = [T |b(s)|ds ve M = sup{|f(t,0)| : t € R*} olmak iizere;

1Bl + [rk, + M] [all[[o]l,¢(r) <7 ve kx[lal[|[bll(r) < 1.

80



Bu durumda; (4.2.27) denkleminin BC(RT R) uzayinda en az bir ¢ozimi mev-

cuttur.

Uyar1 4.2.2. (4.2.27) denkleminde, f(t,z) = 1"”—; ve v(t,s,x) = @;ﬁ%

alinmasu halinde (4.2.15) denklemi elde edilir. Ayrica, h fonksiyonunu BC(R*,R)
uzaymn \{—T;’ < [|n]] < 4 olacak sekildeki bir elemany olarak segelim. Bu du-
rumda; o € (0.5128,0.6395) olmak tizere; (4.2.15) integral denkleminin,
B,, € BC(R",R) yuvarinda en az bir ¢ozimiinin mevcut ve B,, yu-
varmda bulunan coziimlerin de RT tizerinde asimptotik kararl oldugu
gercegi, Ornek 4.2.27 den bilinmektedir.

Simdi, (4.2.15) denkleminin Teorem 4.2.1° in hipotezlerini saglaywp saglama-
dvgina bakalvm:

(1) hipotezinin saglandigu agiktor.

Her t € R" d¢in f(t,0) = 0 oldugundan, (ii)’ nin 1. sarte saglanar.

Hert € R" ve |z| < r, |y| <r olan her z,y € R igin,

|22 — 3|

£t2) = )l =

< 2r|r —y|

olacak sekilde k, = 2r sayisi mevcut oldugundan, (ii)’ nin 2. sart saglanar.

Verilen € > 0 saysina karsilik, |t — s| < § esitsizligini saglayan her t,s € R

1¢IN,

sup [/ (s,2) — £(t.2)] = sup — Tzt < or? < <

|| <r |z|<r (L+s)(1+1)
olup bir § > 0 saysr, 0 < § < 5 olarak segilebilir. Su halde; (ii)” nin 3. sarte
saglanar.

(7i1) — (v) sartlarman saglandige, (4.2.16), (4.2.25) ve (4.2.26) dikkate alinarak
Ornek 4.2.27 den kolayca gorilebilir.
k. =2r, |la]| = 1, ||b]];, = 1, M = 0 ve ¢(r) = r olup, (vi) hipotezindeki ilk

esitsizlik,

|h]| +2r° <7 (4.2.28)
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halini alur. ||h|| € [%, 4] oldugundan (4.2.28)° in pozitif bir r ¢ozimii mevcut
degildir. Su halde; (vi) hipotezi saglanmaz.
Bu nedenle; Teorem 4.2.1 yardimayla, (4.2.15) denkleminin BC (R, R)

uzaymda bir ¢ozimintin mevcut oldugunu soylemek miimkin degildir.

Sonug 4.2.1. Teorem 4.1.1° in sartlarini sagladigr halde, Teorem 4.2.17 in sartla-
rindan en az birini saglamayan denklemler vardir. Bu ise, ¢ozimiiniin varlige
Teorem 4.1.1 ile tespit edilebilen, fakat Teorem 4.2.1 ile tespit edileme-

yen denklemlerin olmasi demektir.

Uyar: 4.2.3. (3.2.17) denkleminde,

oyt _ 2 __ el
a(t) = h(t) , flt,z) = T e v(t,s,z) = t+1)(s+te)(s+1)

T4t +3

alinmasy halinde (4.2.15) denklemi elde edilir. Bu durumda; ||| = 3 < Vi
olup, Teorem 4.1.17 in sartlariman saglandigr ve boylece bir ro > 0 sayisinn ve
r = x(t) € B,, C BC(RT,R) olacak sekilde en az bir ¢ézimin mevcut ve
B,, yuvarinda bulunan ¢ozimlerin de RY dzerinde asimptotik kararl
oldugu, Ornek 4.2.2° den bilinmektedir.

Diger taraftan; limy_, h(t) = 5 # 0 oldugundan Teorem 3.2.17 in (i) hipotezi
saglanmaz. Su héalde; (4.2.15) denkleminin BC(R™,R) uzaywinda bir ¢éziime

sahip oldugunu, Teorem 3.2.1° i kullanarak séyleyemeyiz.

Sonug 4.2.2. Teorem 3.2.1, Teorem 4.1.17 in uygulandigr her denkleme uygula-

namayabilir.

Uyar1 4.2.4. (3.2.17) denkleminde,

z? et(e—1)x

1
alt) = hit) = g5 J(b2) = 5 ve vlls.2) = Gy S G

4t

alimrsa (4.2.15) denklemi elde edilir. |h|| = 1 < g olup, bu denklemin BC (R R)

uwzayinda bir ¢éziimiinin varhgi, Ornek 4.2.2° den bilinmektedir. Ancak,
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her z,y € R ve her t € R" igin,

2 .2
2)  Fay) = 2

olup, ikinci degiskene gore Lipschitz sartiny saglayacak sekilde bir ¢ > 0 sabiti
mevcut degildir. Yani, Teorem 3.2.2” nin (iii) sartt saglanmaz. Bu nedenle;
(4.2.15) integral denkleminin BC(RT,R) uzayinda bir ¢oziime sahip ol-

dugunu Teorem 3.2.2 yardimaiyla soylemek mimkiin degildir.

Sonug 4.2.3. Teorem 4.1.17 in uygulanip, Teorem 3.2.2° nin uygulanamadige in-

tegral denklemler vardr.

Uyar: 4.2.5. (3.2.18) denkleminde,

1 2 __ etle-la
— ve v(t, s, z) = (t+1)(s+e)(s+1)

alimrsa (4.2.15) elde edilir. ||h| = § < g olup, bu denklemin BC(R',R)
uzayinda en az bir ¢ézimiinin mevcut oldugu, Ornek 4.2.2 ile bilin-
mektedir. Dijer taraftan; g : Rt — R*, g(t) = 1 fonksiyonu siirekli olmasina
ragmen RT dzerinde azalmayan degildir. Bu ise, Teorem 3.2.3” iin (i) hipote-
zinin saglanmamast demektir. Su héalde; (4.2.15) denkleminin BC (R, R)

uzayinda bir ¢oziminin oldugu Teorem 3.2.3 araciligiyla séylenemez.

Sonucg 4.2.4. Teorem 4.1.17 in uygulandigr denklemlere, Teorem 3.2.3 uygulana-

mayabilir.

Ornek 4.2.3.

t-‘rs-‘rl

V1
= te 2 + /22 / VIHIEE oy et (4.2.29)

integral denklemi i¢in Teorem 4.1.17 in sartlarinin saglanip saglanmadigine ince-

leyelim:

(Fin)t) =t (Far)t) = VA T3, v, .2) = Lo

et-i-s-i-l
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olup, Fy operatorinin BC(RT R) wzayinda sirekli oldugu agiktir. Fy operato-
rintin BC(RY,R) uzayindaki sirekliligi ise, Ornek 3.2.37 teki Fy operatorinin
strekliligine benzer sekilde gosterilebilir.

Ayrica her t € RT ve her x € R igin,

—2t 1
(P ()] = te™| < -

ve

(Fe)(0)] = |Va2@® 5| < el +5

dir. Boylece, fi(x) = 1/2e ve fo(x) = Va?+5 olarak alimabilir. Su halde (i)
saglanar.

v:RT x RT x R fonksiyonu stirekli olup, her t,s € Rt ve x € R igin,

VITE| _ /It

etts+1 etts+l

o(t, s, 2)| =

S

esitligi gecerlidir. Boylece (it) hipotezindeki fonksiyonlar, a(t) = e 71 b(s) = e~
ve p(x) = Vo +1 olarak alnabilir. Zira; lim,_,o a(t) =0, [|b], = [ e *ds =1
ve 1 azalmayan olup, (ii) hipotezi saglanar.

filre) = &, folre) = ET5, llall = &, [ll, = 1 ve w(ro) = Vg T 1

oldugundan (iii)’ deki egitsizlik,

1 1
— 4 —\/12+ 5o+ 1< (4.2.30)
e

2e

halini alir.

e>0,T >0, ||z|]| <ro ve |t —s| < e olacak sekildeki t,s € [0,T] igin,
|(Fi2)(t) — (Fiz)(s)| = [te™* — se™ % (4.2.31)

esitligi gegerlidir. Ayrica, genelligi bozmadan x(t) < z(s) oldugunu kabul edelim.
Bu durumda; Ortalama Deger Teoreminden,
(Fa)() = (Faa)(s)| = | Va2(0) +5 = /() +5

< =) = 2(s)[ 2]

2?45
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olacak sekilde bir n € (x(t),x(s)) sayst meveut oldugundan,
[(Fox)(t) — (Fax)(s)| < |(t) — x(s)] (4.2.32)

elde edilir. A¢ik olarak, (4.2.32) esitsizligi x(t) = x(s) olmast halinde de gegerlidir.

t — te™? fonksiyonu [0,T] kiimesi tizerinde diizgiin siirekli olup, (4.2.31)" den,
WE(FX) =0 (4.2.33)

elde edilir. Diger taraftan; (4.2.32)° den,
wet (FyX) < wi?(X) (4.2.34)

bulunur.

X, B,, yuvarimn bostan farkl ve sinirly bir alt kiimesi olsun. Buna gére, her

x,y € X igin,

|(Fz)(t) — (Fiy) ()] = 0 (4.2.35)
olup (4.2.35) ten,

h?LSUP diam (F1 X)(t) =0 (4.2.36)

oldugu gorulir. (4.2.33) ve (4.2.36) ile,

W(F X)) =0 (4.2.37)

olur. Boylece, (4.2.34) ve (4.2.37) ile, (iv) hipotezindeki esitsizliklerin p,, = 1 ve
Gr, = 0 sabitleri i¢in saglandigr anlasilr.

(v) sartindaki egitsizlik,

Vi T 1

e

<1 (4.2.38)

olup, ro € (2.43,4.32) olarak alinan o sayisinin, (4.2.30) ve (4.2.38) egitsizlikle-

rinin bir ¢ozimi oldugu gorilebilir.
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Genelligi kaybetmeksizin, t1,ty € RY sayilaring t; < ty olacak sekilde secelim.
Bu durumda; Ortalama Deger Teoreminin de kullanimaswyla, her s € RT ve

|z| < rg olan her x € R igin,

1+ ta _ Lt
’U(tl,s,.’ll') _’U(tQ,S,.%')’ < mle € ’

— es+1 et1+t2
< \/1+|$’ |t2—t1|€n
— es+1 €t1+t2

olacak sekilde bir n € (t1,t2) sayist meveut oldugundan,

\/1+T0

g Ity — 1] (4.2.39)

’U(th S, ‘T) - U(t27 S, .'E)‘ S

olur. (4.2.39) esitsizligi, t; = to itken de saglanir. Buna gére, ¢, (t) = /1+19t
ve 7(s) = 1/e* almirsa (vi) hipotezi saglanar.
Yine genelligi bozmaksizin, |x| < ro, ly| < ro olacak sekildeki x ve y sayilarina,

x <y olarak alalim. Boylece, Ortalama Dejer Teoreminden, her s,t € RT igin,

VIt 14yl

etts+1 etts+l

lu(t,s,z) —v(t,s,y)| =

< lr—yl
= 2 /Tt [lettet!

olacak sekilde bir n € (x,y) sayist mevcut oldugundan,

oft,5,2) — oft,5.9)| < =Y (4.2.40)

elde edilir. Su halde; n,,(t) = t/2 ve p(s) = 1/e5T! igin (vii) sartr saglanar.
Sonug olarak; Teorem 4.1.17 in biitin sartlar saglandigindan, (4.2.29) integral
denklemi B,, C BC(R*,R) yuvarinda en az bir ¢ozime sahiptir ve tustelik By,

yuvarindaki ¢ozimler asimptotik kararhdar.

Uyar: 4.2.6. (3.2.17) denkleminde,

oft) = e, J{t,2) = VAT, v(t,s,0) = Y1

6t+s+1

alinarsa (4.2.29) denklemi elde edilir. Bu denklemin BC(RT,R) uzayinda bir

coziime sahip oldugu, Ornek 4.2.3° ten bilinmektedir.
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Simdi, (4.2.29) denkleminin Teorem 3.2.2” nin sartlarini saglayp saglamadi-
gina bakalim:

a € BC(RT,R) olup, lim; , a(t) = 0 esitligi saglanar.

t — f(t,0) fonksiyonu BC(RT,R) uzayinin bir elemanadar.

f fonksiyonunun ikinci degiskene gére ¢ = 1 sabitiyle Lipschitz sartini sagla-
dugn, (3.2.27)7 nin dikkate alinmaswyla gorilebilir.

Diger taraftan; (4.2.40)" tan, her t,s € R™ ve her x,y € R i¢in,
v(t,s,2) —v(t, s,y)| < h(t, s)k(|lz —yl)

egitsizligini saglayacak sekilde h : RT x Rt — RT ve k : Rt — R fonksiyonlari-
min, h(t,s) = 1/e™* ve k(z) = x/2 olarak alinabilecegi anlagilar.
Aynrica,
Jall = o, F=sup{7(t,0)] -t € R"} = V5,

_ o0 o 1
h:sup{/ h(t,s)ds:t€R+}:sup{/ |U(t,s,0)|ds:t€]R+}:17:—
0 0 €

oldugu gorilebilir.
Sonug olarak; Teorem 3.2.2° nin (i) — (vi) sartlart saglanar.

Son olarak (vit) hipotezindeki
la|| + chrk(r) + cor + fhk(r) + fo <r

esitsizlig,

2
1
r+\2/5r+ +r—|—\/5§r (1.2.41)
e (&

olup, (4.2.41)" in pozitif bir ry ¢ézimiine sahip olmadige gorilebilir.
Dolayrswyla, (4.2.29) integral denkleminin BC(RT,R) uzayinda bir ¢é-

ztime sahip oldugunu Teorem 3.2.2 araciligiyla soyleme imkdani yoktur.

Sonug 4.2.5. Teorem 4.1.17 in uygulanabildigi bir integral denkleme Teorem 3.2.2

uygulanamayabilir.
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Uyar1 4.2.7. (4.2.15) denkleminde h fonksiyonunun h(t) = £= olarak alinmas

halinde, Teorem 4.1.1° in sartlarinin saglandigr ve boylece, verilen denk-
lemin B,, C BC(R",R) yuvarinda en az bir ¢oziime sahip oldugu gercegi,
Ornek 4.2.27 den bilinmektedir.

Diger taraftan; (Fiz)(t) = {5 olup, X C B, alt ciimlesi bostan farkh, v € X

ve T' > 0 olmak tizere;

t+1 T+1
* ’:tZT} +

sup{I(Flfv)(t)litZT}:SUP{'4t+3 T AT +3

olacagindan, f*(F1X) = }l olur. Su halde; B,, yuvarimin bos olmayan herhangi
bir X alt ciimlesi i¢in,

B (F1X) < dif*(X)

esitsizliging saglayan ve negatif olmayan bir dy sabiti mevcut degildir. Bu ne-
denle, Teorem 3.1.17 in (v) hipotezi saglanmaz. Buna gore, Teorem 3.1.1,

(4.2.15) integral denklemine uygulanamaz.

Uyar: 4.2.8. t € RT olmak tizere;

o(t) = Lt | P ]€d36-¢8—5\/|x(s)|ds (4.2.42)

3t+9 3t2 +2

integral denkleminde;

(Fua)(t) = tsin z(t)

P2 oy = Y0

t) = _
39 (Pl =g v elots

olup, her t,s € RT ve her x € R i¢in,
V|
’U(t, S, l’)| = E (4243)
oldugundan,

o(t, 5, 2)] < a(t)b(s)P(|2])

ve limy_,o a(t) = 0 olacak sekilde bir a : Rt — RT fonksiyonu mevcut degildir.

Buna gore, Teorem 4.1.1° in (ii) hipotezi saglanmaz. Bu nedenle, (4.2.42)
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integral denkleminin BC(R' R) uzayinda bir ¢ozimiinin mevcut oldu-

gunu Teorem 4.1.1 vasitasiyla soyleme imkdni yoktur.

Diger taraftan; (4.2.43) egitliginde h(t,s) = 1/e*"* ve k(z) = \/x alirsa,

o 1
/ h(t,s)ds = , H=1,
0

+

o 1
sup{/T h(t,s)ds :t €| OT}—sup{ ) (t+1)T:tE[07T]}_6_T

olur. Su halde; Teorem 3.1.17 in (i1), (iii) ve (vii) hipotezleri saglanwr. Diger hi-
potezlerin saglandigumn gosterilmesi, Ornek 3.2.1° deki gibidir. Sonu¢ olarak,
Teorem 3.1.17 i kullanarak (4.2.42) integral denkleminin BC(RT,R) uza-

ywnda en az bir ¢ozimiinin oldugunu soyleyebiliriz.

Uyar: 4.2.9.

1 efe—Da*(t) [ z(s) ) N
o) = gt ey /0 TG e R (4.2.44)

integral denklemi i¢in, Teorem 4.1.17 in sartlarinin saglandigr ve bu denklemin
BC(R*,R) uzaywnda en az bir ¢éziime sahip oldugu, Ornek 4.2.2 ile bi-
linmektedir.

(4.2.44) denkleminde Teorem 3.1.1° in hipotezlerinin de saglandigina gorelim:

2?(t)
1+t

e tle— 1)
(t+1)(s+e)(s+1)

(Fiz)(t) = = (Far)(t) = u(t, s, x) =

et
igin, (1) hipotezinin saglandigi ve fi, fo : Rt — RT fonksiyonlarinin, fi(x) =1/4
ve fo(x) = 2% olarak alnabilecegi Ornek 4.2.2° den gériilebilir.

v:RT x RT x R — R fonksiyonu stireklidir ve her t,s € RT ve her z € R

e t(e—1)

igin, h(t,s) = Terae

ve k(x) = x olmak tzere;

[o(t, s, 2)| = h(t, s)k (|z])

oldugundan, (i) saglanar.

oo et [ (e—=1)ds et
/0 h(t’s)ds_t+1/0 (S+e)(s+1)_t—|—1_l(t)
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olup, I : Rt — RT, I(t) = ;;i fonksiyonu R dzerinde sinwrlidir. Yani; (iii)

saglanar.

sup{/Tooh(t,s)ds:te[O,T]} _ sup{mln(g—ﬁ):te[o,ﬂ}

T+e
= In
T+1

oldugundan (vii) saglanmr. H = 1 oldugundan,

fi(r) + fo(r)k(r)H <7

yani

1+ 3 <
-+ <r
1 S

esitsizliging saglayan bir ro sayisy, 0.269594 < rg < ‘/75 olarak alinabilir. Su hdlde;
(1) saglanar.

(4.2.20) ve (4.2.21)” den; (v) hipotezindeki ¢ ve ¢y sabitlerinin, ¢; = 0 wve
co = 21 olarak alinabilecegi anlasilor.

X C B,, ve X # 0 olmak tzere; x € X ve T > 0 igin,

1
t>Tr=—
- } 4eT

olacagindan, f>(F1X) = 0 ve (3.2.15)" ten de, f*(F2X) = 0 olur. Buna gore,

1
sup{|(Fiz)(t)| : t > T} = sup {‘@
(v) hipotezindeki dy ve dy sabitlerini, dy = dy = 0 olarak alabiliriz. Su halde; (v)
saglanar.

(vi) hipotezinin karsiik geldigi 2r2 < 1 esitsizliginin saglandige agiktr.
Su hdlde; Teorem 3.1.1° in hipotezlerinin tamam: saglandigindan,

(4.2.44) integral denklemi BC(R",R) uzayinda en az bir ¢éziime sahiptir.

Sonug 4.2.6. Uyar 4.2.7, Uyar, 4.2.8 ve Uyary 4.2.9 ile, bu doktora tez ¢alis-
maswnda Teorem 3.1.1 ve Teorem 4.1.1 ile verilen varlik teoremlerinden birinin
uygulanip digerinin uygulanamadigr denklemler ile her iki teoremin de

uygulanabildigi denklemlerin oldugu anlasilir.
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