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TESEKKUR VE ONSOZ

Yiiksek lisans tezimin yiiriitiilmesinde bilgi birikimini benden esirgemeyen, degerli goriis
ve onerileriyle bana yardimei olan saym hocam Prof. Dr. ilhan ICEN’e sonsuz tesekkiirler
ederim. Tezimi diizenleme asamasinda bana biiylik destek veren sayin hocam Dog. Dr. A.
Fatih OZCAN’a minnet ve siikranlarimi sunarim. Bu siirecte her daim yanimda olan
manevi destekleriyle beni yiireklendiren anneme, abilerime ve kiymetli esime tesekkiirii bir
borg bilirim.



ONUR SOZU

Yiiksek lisans tezi olarak sundugum “Esnek (Soft) Topolojik Modiiller” baslikli bu
calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykiri diisecek bir yardima basvurmaksizin
tarafimdan yazildigim1 ve yararlandigim biitiin kaynaklarin hem metin i¢cinde hem de
kaynakg¢ada yontemine uygun bigimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla
dogrularim.

Asli GULER
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR

v : Her

3 :Enaz

€ : Elemanidir

& : Elemani degil

= - Esittir

* . Esit degil

Z : Tam sayilar kiimesi

Q : Rasyonel sayilar kiimesi
R : Reel(gercel) sayilar kiimesi
C : Kompleks sayilar kiimesi
U : Evrensel kiime

E : Parametreler ailesi

P(U) : Kuvvet kiimesi

e : Birim eleman

(- . Alt kiime

0} - Bos kiime

< - Alt grup

< : Normal alt grup

= : Izomorfik grup

(G, %) : Cebirsel yap1

(R,+,) : Halka

<a,0> - I¢ carpim

(F,A) . Soft kiime

M : Modiil

\Y . Vektor uzayi



Supp(F,A)
ZiEI(Gi' Bi)

. Birlesim

- Kesisim

- Doniistim

: Parametrelerin degili

> Soft alt kiime

: Soft homomorfizm

: Soft izomorfizm

- Soft doniisiim

: Permiitasyonlarin grubu

. F nin soft timleyen fonksiyonu

. Soft kiimelerde kesisim
: Soft kiimelerde birlesim
. Soft alt grup

: Normal soft alt grup

: Topolojik grup

: Soft topolojik grup

. Genisletilmis arakesit

: And operatorii

: F(a) nin kapanis1

: Direkt toplam operatorii
. (F,A) soft kiimesinin destekleyeni

. Alt modiillerin ailesinin toplami
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1. GIRIS

Miihendislikte, tipta, ekonomide, ¢evre ve sosyal bilimlerde c¢ogu problem
belirsizliklere sahiptir. Bu tiir problemlerin ¢o6ziimiinde klasik yontemler artik yetersiz
kalmaktadir. Bu tiir problemlerin ¢6ziimii i¢in bir¢cok teori ortaya atilmistir. Bunlardan
bazilari, fuzzy kiime teorisi [21], kaba (rough) kiime teorisi [22], yakin kiime teorisi [25]
olarak verilebilir.

Bu teorilerin kendine has zorluklar1 oldugu belirtilerek yeni bir teori 1999 yilinda
Molodtsov [7] tarafindan ortaya atilmistir: “Soft kiime teorisi”.

Bu tamamen belirsizlik durumlar i¢in yeni bir yaklasim getiriyordu. Bir soft kiime
evrensel kiimenin alt kiimelerinin ailesinin parametrize edilmesidir. Bu teorinin pratige
uygulanmasinda bazi kolayliklar saglamistir. Molodtsov’ dan sonra soft kiimenin farkli
uygulamalar1 calisildi [15,23]. Ustelik, Maji ve arkadaslar1 [8]" nin soft kiime iizerinde
islemlerin tanimlanmasinda 6nemli katkilar1 oldu.

Soft kiime kavrami iizerinde ilk cebirsel yapt Aktas ve Cagman [9] tarafindan
tanimlandi. Burada soft grup kavram ve temel 6zellikleri verildi.

Shabir ve Ali [18] yarigruplar kullanarak soft yar1 grup, Acar ve arkadaglar1 [11] da
soft halka tanimin1 verdiler. Atagiin ve arkadaslar1 [17] halkalar iizerinde soft alt halka, soft
alt modiil kavramlarini literatiire kazandirdilar.

Sun ve arkadaslar1 [12] da ilk defa soft modiil kavraminmi tanimlayarak bazi
ozelliklerini verdiler.

Topoloji ve cebirin bulugmasi ilk defa Nazmul ve Samanta [19] tarafindan saglanmas,
soft topolojik grup tanimini vermislerdir. Daha sonra soft topolojik halka kavrami da Shah ve
Shaheen [20] tanimlamustir.

Soft gruplarin etkileri, soft grup-grupoidler ve soft ¢aprazlanmis modiil kavramlari
damismanim Prof. Dr. Ilhan ICEN’in danismanhginda Oguz [24] doktora tezinde verilmistir.
Daha sonra bu kavramlar farkli zamanlarda yayina doniistiiriilmiistiir.

Bu tezde, Sun ve arkadaslar1 [12] tarafindan tanimlanan soft modiil kavraminin

topoloji versiyonu verilerek bazi temel 6zellikleri ispatlanmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezin igerisinde kullanilan bazi cebirsel yapilar (grup, halka,modiil)

tanimlanacak ve ornekleri verilecektir.

2.1 Grup

Tamm 2.1.1. K bostan farkli kiime ve *, K da ikili islem olsun. Asagida verilen aksiyomlari
saglayan (K, ) cebirsel yapisina grup denir [1].

. Vxy,ze€Kigin, xx* (y*z)=(x+y) *z dir. (birlesme 6zelligi)

ii.  Vx e Kigin, xxe=exx=x olacak sekilde HeeK vardir. (birim eleman 6zelligi)

iii.  Vxe K igin, x*x'= x*x=c olacak sekilde dx €K bulunabilir.(ters eleman 6zelligi)

bu aksiyomlara ek olarak V¥x,y € K igin x*y=y#*x (degisme 6zelligi) sart1 saglaniyorsa (K, *)

cebirsel yapisina abel grubu denir.

Tanmm 2.1.2. K ve L gruplan arasinda ¢:K — L doniisimi Vx,y € K i¢cin ¢(xy) =
@ (x)@(y) kosulunu sagliyor ise bu doniisiim grup homomorfizmi olarak adlandirilir. Birebir
ve Orten olan ¢ grup homomorfizmine bir izomorfizm, K ve L gruplarina da izomorfik

gruplar adi verilir ve K = L seklinde gosterilir [26].

Ornek 2.1.1. M bir abel grubu olmak iizere, M’ den M’ ye tanimlanan grup
homomorfizmlerin kiimesi M’ deki toplam islemine gore bir grup olur. Gergekten,
Hom(M) = {f|f: M - M homomorfizm}
vf,g € Hom(M) , me M i¢in
f +9)(m) = f(m) + g(m)
islemiyle Hom(M) bir abel grup olur.

Bu ifadenin abel grubu oldugunu gdsterelim:

L ((f +9) + (m) = (f + g)(m) + h(m)

= f(m) +g(m) + h(m)
= f(m) + (g(m) + h(m))
=f(m) + (g + h)(m)
=(f+(g+h)(m) (birlesme 6zelligi)



(I + f)(m) =I(m) + f(m)

I'M->M
m-I(m)=0
(I +H)(m) =1(m) + f(m) = 0+ f(m)
(f + D(m) = f(m) (birim eleman 6zelligi)

(f+9)m) =1(m) =0
fm)+g(m) =0
f(m) = —g(m) (ters eleman 6zelligi)
f(m) + g(m) = g(m) + f(m) oldugundan degisme 6zelligi de saglanir.



2.2 Halka

Tamim 2.2.1. S#@ kiimesinde tanimli ikili islemler "+" ve "." olsun. Asagida verilen sartlar
saglayan (S,+,.) yapisina halka denir [1,2].

i.  (S,*) degismeli grup,

ii.  "."islemi S tizerinde birlesme 6zelligini saglar,

ii.  "."islemi "+" iglemi tizerine sagdan ve soldan dagilma 6zelliklerini saglar,

Yani

VX,Y,Z€S i¢in x(y+z)=xy+xz ve (x+y)z=xz+yz dir.

Ornek 2.2.1. Daha 6nce Ornek 2.1.1. de Hom(M)’ nin bir abel grubu oldugunu gostermistik.
Simdi ayn1 kiime iizerinde ikinci bir islem olarak fonksiyonlarin bileske islemini uygulayalim.
vf,g € Hom(M) i¢in fog € Hom(M) olur "o" islemi birlesme O6zelligini saglar. (Yani
vf,g,h € Hom(M) igin (fo g) o h = fo (go h) olur.) Simdi " o " isleminin “+” lizerine sagdan
ve soldan dagilma 6zelligini sagladigin1 gosterelim.

fe(g+h)=fog+foh ve (g+h)of=gof+hof oldugunu
gostermeliyiz.
(f o (g + M) = f o (g(m) + h(m)) = (f o g)(m) + (f e W)(m) = (f o g + f © h)(m)

((g+hm)ef)m)=(geoHm) + (hofI(m) = ((gof)+ (hof))im)dir
Boylelikle Hom(M) bir halkadir.

Tamm 2.2.2. S halka ve @#I cS olarak verilsin.
I.  VXJyeligin x-ye | ve

ii. VxelveVse S igin sxe I(sol ideal) veya xse I(sag ideal) ise

I’ya S nin sol (veya sag) ideali denir. Hem sol, hem de sag bir ideale iki tarafl ideal veya

kisaca ideal denir [4].

Tamim 2.2.3. S ve T iki halka olmak iizere h: S = T bir fonksiyon olsun. Eger Vx,y € S i¢in
i. hx+y)=h(x) +h(y)
ii. h(xy)=h().h(y)



oluyorsa, bu durumda h ye bir halka homomorfizmas: denir. h:S — T bir halka
homomorfizmasi olmak iizere eger, h birebir ise h ye bir monomorfizma, h drten ise h ye bir
epimorfizma, h hem birebir hem de orten ise bu durumda h ye izomorfizma ve S ile T

halkalarina da izomorf halkalar denir ve S = T ile gosterilir.

2.3 Modiil

Tamm 2.3.1. R halka ve M bir abel grubu olsun. Ym,m;,m,eM ve Vr,ry,r€R igin

RxXxM->M
(r,m) » rm

islemi ile

r(m; + my) = rm; + rm,
(ry+r,)m=rm+r,m

(ryrz)m = rq(r;m)

sartlarini saglayan, bir M abel gruba sol R-modiil denir. Carpim

MXR->M

(m,r) - mr

seklinde sagdan tanimliysa M sag R-modiil yapisi olusturur [3].

Ornek 2.3.1. M abel grubu olmak iizere M’ den M’ ye giden homomorfizmalar kiimesinin
(Hom(M)’nin) bir halka oldugunu Ornek 2.2.1. de gdstermistik. M’nin bir Hom(M)-modiil
oldugunu gosterelim. Islem olarak, f € Hom(M), m € M igin

tHom(M) XM - M

(f,m) > f-m = f(m)
olarak tanimlayalim. Ac¢ik¢a f, g € Hom(M) ve m, n € M olmak iizere, f homomofizm
oldugundan

frlm+n) = fm+n)=fom) +f()=f-m+f-n

oldugu goriiliir. Hom(M) nin abel grubu yapisindan



f+g) m=F+gm=fm)+gm)=f-m+g-m
elde edilir ve
(f-9)-m=(f-g9)m)=f(gm))=f-(g-m) dir.
Boylece M bir Hom(M) modiildiir.

Ornek 2.3.2. R halka olmak sartiyla, herhangi bir M abelyan grubu reR, meM igin
RXM->M
(rm) > rm=0

tanimi ile R-modiil yapis1 meydana gelir[3].

Tamm 2.3.2. R ve S iki halka olsun. Bir M abelyan grubu hem sol R-modiil hem de sag S-
modiil ve her reR, meM ve seS i¢in
r(ms) = (rm)s

Ozelliklerini sagliyorsa M ye (R-S)-bimodiil denir ve gMs seklinde gosterilir[5].

Tanim 2.3.3.R birimli halka, M, R-modiil olmak iizere, her meM i¢in
lrm =m

ise M ye birimli R-modiil denir[5].

Onerme 2.3.1.f:R — S halka homomorfizmi ve M, S-modiil olsun. Buna gére M bir R-
modiildiir.
Ispat: Bir R X M - M skaler carprmin tanimlanmasini ve modiil aksiyomlarini sagladigini
gostermemiz yeterlidir.
r € Rvem € M alalim;

rm=f()-m

seklinde tanimlanan skaler ¢carpimin modiil aksiyomlarini sagladigi kolayca goriiliir.

Tanim 2.3.4. R halka, M sol (sag) R-modiil ve @#NEM olsun. Bu durumda Vn;,n; € N ve
vr,r' € Rigin;
n;r+njr’ € N (rn; + r'nj € N sag modiil i¢in)

sart1 saglantyorsa N’ ye M’ nin alt modiilii denir[13,14].



Tamim 2.3.5. M bir R-modiil olmak tizere iki dogal alt modiilii vardir. Bunlar; asikar alt

modiil {0} < M ve total alt modiil M < M dir.

Onerme 2.3.2. Eger M, R-modiil ve N;,N, <M M’ nin R-alt modiilleri ise N; N
N, kesisimi de M’nin R-alt modiiliidiir. Daha genel olarak M nin alt modiillerin {N;} ailesinin

kesisimi N N; , M’ nin alt modiiliidiir.

Onerme 2.3.3. M, R-modiil ve N;, N, < M alt modiiller olsun.
N1 +N2 = {Tll +n2|n1 € Nl' nz (S Nz}
toplam1 M’nin bir R- alt modiiliidiir. Daha genel olarakN; < M, i = 1, ..., n alt modiiller ise

1 N; £ M’ nin bir alt moduliidiir.

Tamim 2.3.6. M, R-modiil olsun. Bir m € M i¢in

Rm = {r-m|r € R}
kiimesi M’nin bir R- alt modiiliidiir. Bu alt modiile m ile {iretilen M’nin dairesel alt modiili
denir. Bum’ yi iceren M’ nin en kii¢iik alt modiiliidiir.

Eger M = R mise M’ ye dairesel modiil denir.

Tamm 2.3.7. M ve N iki R-modiil olsun.
f:M->N
fonksiyonu, her x,yeM ve reR i¢in,
f+y)=fx)+f)
flrx) =rf(x)

sartlarini sagliyor ise f : M—N ye R-modiil homomorfizmi denir[4].

Onerme 2.3.4. M bir R-modiil ve r € R olsun. Bu durumda;
M-M, m-r-m

ile tanimlanan dogal doniisiim bir R-modiil homomorfizmdir.

Tamim 2.3.8. f: M — N, R-modiil homomorfizmi olsun. f nin ¢ekirdegi;
Ker f ={m e M/f(m) = 0}

seklinde tanimlanir.



Sonug: Ker f, M’nin bir R-altmodiiliidiir.

Ayni sekilde f'nin goriintli kiimesi;

Imf = {f(m)/m € M}

N’ nin bir R-altmoduludir.

Tanim 2.3.9. M, R-modiil, N < M bir R-altmodiil olsun.
M/Nz{ﬁl:m+N|mEM}
kiimesi
m+N)+(n+N)=(m+n)+N
islemiyle bir degisimli grup tanimlar. v € R ve m+ N € M/N icin R X M/N - M/N
r(m+N)=r.m+N

islemiyle M / n bir R-modiil olur. Bu modiile bolim modiilii denir.

Ornek 2.3.3. M bir R-modiil, N < M altmodiil olmak iizere
MM/ am-om+N
kanonik dontistimii tanimlanir. 7w bir modiil homomorfizmdir. Ker =N ve Im = M / R yani

7 bir epimorfizm olur.

Teorem 2.3.1. (izomorfizm Teoremi) M,N birer R-modiill ve §:M - N bir modiil

homomorfizmi ise 0 zaman

m/Kerf = Imf

izomorfizmdir.

Tanmm 2.3.10. M, R-modiil ve @ # X € M olsun. X' in sifirlayan1 (annihilator)
ann(X) ={r €R|r.x = 0,x € X}

kiimesidir.

Onerme 2.3.5. Bir M R-modiilii ve X € M igin ann(X), R’nin bir idealidir.



Hatirlatma: Eger Rm < M, M’nin dairesel altmodiilii ve f:R - Rm f(r) =rm ise o

zaman Kerf = ann(m) olur. Diger bir ifadeyle

~ R
Rm =7/ ann(m)
Onerme 2.3.6. M bir R-modiil ve X € M icin
ann(X) = ﬂ ann(x)

xX€EX

dir.
2.4 Vektor Uzay1

Tanim 2.4.1. Birimli ve degisimli bir halkada sifirdan farkli tim elemanlarin ¢arpmaya gore

tersi var ise halkaya bir cisim denir[6].

Tanim 2.4.2. (V,+) bir degisimli grup ve (K,+,.) bir cisim olsun.
KXV->V
(a,a) = aa
fonksiyonu var ve bu fonksiyon asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa V ye K {izerinde vektor
uzay denir[4].
I. VabeK ve a€V i¢in (ab) a=a(ba)

ii. VabeK ve a€V i¢in (a+b) a=aat+ba
iii. VvaeK ve a,BeV i¢in a(a+P)=ao+af

iv. K nin birim elemani 1 ise lo=a

Tanim 2.4.3. Bir M kiimesi bir K cismi iizerinde bir vektdr uzay1 ise
MXxXM-M
(my, m;) - mym,
carpma islemi de m3,m,,mseM ve keK olmak iizere

i. m1(m2+m3) = mimy+mims

i (mimz)mz = my(moms)



i, (kmq)my = my(kmy) = k(mim,)
ozelliklerini sagliyorsa M kiimesine K cismi iizerinde bir cebirdir denir [4].
Ayrica M degisimli k-cebiri asagidaki aksiyomlari saglayan
MxXxM->M
(my, m;) = mym,
bilineer dontistimii ile bir K-modiildiir.

vmi,m,eM ve keK igin

i. mimo=m-smy

ii. (mlmg)k=m1(m2k)

Ornek 2.4.1. Her degisimli A halkasi, bir A cebiri olarak diisiiniilebilir.

Ornek 2.4.2. R cismi kendisi {izerinde birimli ve degisimli bir cebirdir.

Tamm 2.4.4. U ve V, K cismi {izerinde iki cebir olsun. U dan V ye f: U— V doniisiimii her
u,veU ve keK igin
i.  flurv)=f(u)+f(v)
ii.  fluv)=f(u).f(v)
. f(1)=1y
iv.  f(ku)=k.f(u)

sartlarini sagliyorsa f doniigiimiine cebir morfizmi denir[4].
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3. SOFT (ESNEK) KUMELER

3.1 Soft Kiimeler

Bu boliimde, Molodtsov [7] tarafindan tanimlanan soft kiime kavrami ve bazi
ornekleri ve Maji ve arkadaslar1 [15] tarafindan tanimlanan soft kiimeler iizerindeki

islemlere yer verilecektir.

U evrensel kiime, E parametreler kiimesi ve P(U), U’nun kuvvet kiimesi olsun.

Tanim 3.1.1.A € E ve F: A - P(U) doniisiimiiyle birlikte (F,A) ikilisine U kiimesinde soft

kiime denir[7].

Bu tanimdan hareketle soft kiime i¢in sunu sdyleyebiliriz. Bir U kiimesinde soft
kiime, U evrensel kiimesinin alt kiimelerinin A parametresiyle parametrelenmis ailesidir.

Bazen U iizerinde tanimli (F,A) soft kiimesi (F,A,U) seklinde gosterilir.

Ornek 3.1.1. U kumaglarm kiimesi, E parametrelerin kiimesi olarak verilsin.

E={e,, e,, €3, €4, €5} ve U={hy, h,, h3, hy, hg, hg} olmak tizere, (F,E) soft kiimesini alalim.
F:E - P(U),

e; = saten, e, = pahali, e; = ipek, e, = pamuklu, e; = ucuz

Buradan

F(e1)={ hq, h3, hy}

F(ez)={ hy, hy, h3, hy}

Fles)= {h,}

F(es)={hs, he}

F(es)=0 olmak {izere,

(F,E)={(saten kumas, { hy, h3, h,}), (pahali kumas,{ hy, h,, hs, h,}), (ipek kumas, {h,}),

(pamuklu kumas, { hs, hg}), (ucuz kumas, 9)}

olarak soft kiimedir.

11



Tanmm 3.1.2. (H,A) ve (K,B), U evrenselinde iki soft kiime olarak verilsin.

Eger;
i. AcB
ii.  VxeA igin H(x) ve K(x) 6zdes kiime

kosullar1 saglaniyor ise (H,A) ya (K,B) nin soft alt kiimesi denir. (H,A) € (K,B) seklinde
ifade edilir[8].

Ornek 3.1.2. A={e;,e,,e.} € E ve B={e;,e,,e3, e, €s5,es} C E olsun. Goriiliir ki AcB
dir.

(H,A) ile (K,B), U={h4, h,, h3, hy, hg, hg} evrenselinde iki soft kiime olsun.
K(e1)={hy, hs}, K(ep) =9, K(es) ={hy, hy, hs},  K(es) ={hs, he}, K(es) ={h,},
K(es) = {hy,hy, he} ve
H(e;)={ hy,h3}, H(es) ={ hs, he}, H(eg) ={hy,hy, hg} olsun. Buradan (H,A) € (K,B)
dir[8].

Tamm 3.1.3. (H,A) ve (K,B) , U evrensel kiimesi tizerinde iki soft kiime olsun. Eger (H,A)
C(K,B)ve (K,B)E (HA)ise (H,A) ve (K,B) kiimeleri soft denktir denir[8].

Tamm 3.1.4. E={e;, e, €3, ..., e,} parametreler kiimesi olarak verilsin. E *nin degili —=E
ile seklinde gosterilir ve =E={—e;, —e,, —es, ..., me,} olarak tanimlanir. Burada Vi € A

icin —e;= degil e; seklinde okunur[8].

Ornek 3.1.3. Ornek 3.1.1. ele alinirsa;
—E={saten degil, pahali degil, ipek degil, pamuklu degil, ucuz degil}
olur[8].

Tanmm 3.1.5. (H,A), U evrenselinde soft kiime olarak verilsin. (H,A) soft kiimesinin

tiilmleyeni (H,A)¢ ile ifade edilir ve (H,A) = (H%, = A) olmak iizere H®: =A —-P(U)
fonksiyonu ¥xe —A i¢in H¢(x)= U-H(x) ile tanimlanir[8].
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Ornek 3.1.4. Ornek 3.1.1. ele alinirsa;

saten olmayan kumaslar = {h,, hs, hg}
pahali olmayan kumaslar = {hs,, hg}
(F,E)¢ = (F¢,=E) =X ipekolmayan kumaslar = {hq, hs, hy, hs, hs}
pamuklu olmayan kumaslar = {hy, h,, h3, hy}
ucuz olmayan kumaslar = {hy, h,, h3, hy, hs, hg}

Tanim 3.1.6. (H,A), U evrenselinde soft kiime olarak verilsin. Eger Ve € A i¢in H(e)=0

ise (H,A) soft kiimesine bos soft kiime denir ve ®ile gosterilir[8].

Ornek 3.1.5. U mavi kumaslarin kiimesi, A parametreler kiimesi olsun. U={h,, h,, hs, h,}

ve A={pembe,beyaz,siyah} olarak verilsin.

(F,A) soft kiimesi kumaglarin rengini tanimlamak {izere,

F(pembe)= pembe renkli kumaslar

F(beyaz)= beyaz renkli kumaslar

F(siyah)= siyah renkli kumaslar

Burada (F,A)={pembe renkli kumaslar=0, beyaz renkli kumaslar=0, siyah renkli
kumaglar=@ } olur. Boylece (F,A) bos soft kiimedir[8§].

3.2 Soft Kiime Uzerinde islemler
Tanim 3.2.1. U evrenseli lizerinde (H.A) ve (K,B) soft kiimeler olmak iizere bu soft

kiimelerin birlesimi bir (G,C) soft kiimesidir 6yle ki C=AUB ve Va € C igin

H(a), a€A—-B
G(a) =<K(a), a€EB—-A
H(a) N K(a) , a€ANB

seklinde tanimhidir ve (H,A) U (K,B)= (G,C) olarak ifade edilir[8].
Tanim 3.2.2. U evrensel kiimesi tizerindeki (H,A) ve (K,B) soft kiimelerinin kesisimi

(G,C) soft kiimesidir dyle ki C=ANB ve Va e C i¢in G(a)= H(a) N K(a) seklinde
tanimhidir ve (H,A) A (K,B)= (G,C) olarak ifade edilir[8].
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Ornek 3.2.1. (H,A) soft kiimelerdeki kumaslarin fiyat bilgileri ve (K,B) soft kiimelerdeki
kumaslarin tiirleri olarak kullanilsin.

U={hy, hy, h3, hy, hs, he, h7, hg, ho, hy1o}

A={¢ok pahal1, pahali, ucuz} ve B={saten,ipek,pahali} kabul edelim.

H((}Ok pahah)= {h5, h7, h8’ hg} K(Saten): {h'1’ hz, h5, h6’ h7}
H(pahali)= {hy, hy, h3, hs} K(ipek)= {hs, hg, h10}
H(UCUZ): ® K(pahall)= {hll hz, h3, h4}

olsun. Buradan;

(H,A) U (K,B)= (G,C) olur ki, burada

G(cok pahali, saten)= {h4, h,, hs, he, h7, hg, ho}
G(cok pahali, ipek)= {hs, hs, h;, hg, h1o}

G(cok pahali, pahali)= {hy, h,, hs, hy, hs, h;, hg, ho}
G(pahali, saten)= {hy, h,, h3, hy, hs, hg, hy}

ornekleri verilebilir.

(H,A) A (K,B)=(N,D)

N(gok pahali, saten)= {hs, h,}
N(gok pahali, ipek)= {hg}
N(¢ok pahali, pahali)=0
N(pahali, saten)= {hq, h,}

ornekleri verilebilir[8].
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4. SOFT (ESNEK) GRUPLAR

Bu boliimde Aktas and Cagman [9]tarafindan verilen soft grup kavrami ele alinarak

baz1 6zellikleri incelenecek ve soft gruplarla ilgili temel karakterizasyonlar incelenecektir.
Bu boliim boyunca evrensel kiime olarak G grubu alinmis olup, A da bostan farkl
kiime kabul edilecektir.

4.1 Soft Gruplar

Tanim 4.1.1. (H,A) cifti G de soft kiime olarak verilsin. Eger Va € A4 i¢in H(a) < G ise
(H,A)’ ya G de bir soft grup denir[9].

Genellestirilse (H,A) soft grubu G grubunun alt gruplarinin parametrelendirilmis
ailesi olarak ifade edilebilir. Ayrica , G grubundaki (H,A) soft grubu bazen (G,H,A) ifade
edilecektir.

Ornek 4.1.1. (F,A) bir M abel grubunda soft grup olarak verilsin. O halde Va € A icin
F(a) < M abel grubu
Hom,(F(a)) ={f/f :F(a) » F(a) homomorfizm}
bir grup olur.
F':A- P(Hom(M))
a = F'(a) = Homy(F(a))

seklinde tanimlandiginda
(F',A) , Hom(M) grubu iizerinde bir soft abel grubu yapis1 olusturur.

Onerme 4.1.1. G de (F,A) ile (K,A) soft gruplarinin kesisimi olan (F,A) A (K, A) da G de
soft gruptur[9].

Onerme 4.1.2. (F.A) ile (K,B) ikilisi G de soft grup olsunlar. Eger A N B = @ ise bunlarm
birlesimi olan (F, A) U (K, B) de G de soft gruptur[9].

Tanim 4.1.2. [9] (F,A) cifti G de soft grup olsun. Buna gore,
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i.  G’nin birimi e olmak iizere Va € A i¢in F (a) = {e} ise (F,A)’ ya G de birim soft
grup denir.
ii. Vae€ Ai¢inF(a) = G ise (F,A)’ ya G de mutlak soft grup denir.

Onerme 4.1.3.
i. (H,A) ikilisi G de soft grup ve f: G = K homomorfizm olsun. Va € A i¢in H(a) =
Ker f ise (f(H), A) ikilisi K da birim soft gruptur.
ii. G de (H,A) mutlak soft grup ve f: G = K homomorfizm olmak sartiyla (f(H), A)
da K da mutlak soft gruptur[9].

Tamm 4.1.3. (H,A) ile (K,B) ciftleri G de soft grup olarak verilsin. Eger
i. BcCAve
ii. Va€eBicinK(a)<H(a)

sartlar1 saglamiyor ise (K,B)’ ye (H,A) soft grubunun soft alt grubu denir ve
(K,B) < (H, A) seklinde gosterilir[9].

Tamm 4.1.4. G de (F,A) soft grup ve (H,B) < (F,A) olsun. Eger Va € B igin H(a)
grubu F(a)’ nin normal alt grubu yani H(a) 2 F(a) ise (H,B) ye (F,A) min bir
normal soft alt grubu denir ve (H, B) S (F, A) seklinde ifade edilir[9].

Onerme 4.1.4. G de (F,A) ile (H,B) soft grup ve (F,A) < (H,B) olsun. Buna gore,
f:G — K homomorfizm ise (f(F),A)ve (f(H),B) ikilisi K da birer soft grup olur
ve(f (F),A) < (f(H), B) dir[9].

Tamm 4.1.5. (F,A) ve (H,B) siras1 ile G ve K da birer soft grup olmak sartiyla f: G —
K ve g: A - B fonksiyonlarini alalim. Eger
i. forten homomorfizm,
ii. g orten fonksiyon ve
ii. VaeAiginf(F(a))=H(g(a))
sartlar1 saglaniyor ise (f,g) ye soft homomorfizm denir. Buradan, (F,A) ve (H,B) soft

homomorfik olarak isimlendirilir ve (F, A)~(H, B) olarak ifade edilir.
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Burada, f izomorfizm, g birebir ve orten fonksiyon olarak alinir ise (f,g) ye soft
izomorfizm denir ve (F,A) ile (H,B) soft izomorfik olarak isimlendirilerek (F,A) =

(H, B) seklinde gosterilir[9].

Tamm 4.1.6. (H,A) ile (N,B) siras1 ile G ve K da soft grup olarak verilsin. (H,A) ile (N,B)
soft gruplarinin ¢arpim1 V(a, f) € A X B i¢in

U(a,p) = H(a) x N(B)
olmak tizere (H,A) X (N,B) = (U, A X B) seklinde tanimlidir[9].
Onerme 4.1.5. (H,A) ile (N,B) siras1 ile G ve K da soft grup olmak sartiyla bu soft
gruplarin ¢arpimi olan (H, A) X (N, B) de G X K da soft gruptur[9].

4.2 SOFT TOPOLOJIiK GRUP

Bu kisimda, Nazmul ve Samanta [19] tarafindan tanimlanan soft grubun topolojik
versiyonu topolojik soft grup kavrami verilecektir.
Bu boéliimde, G grup ve (G, T) bir topolojik grubu belirtir. Asagidaki tanimla

basliyoruz.

Tamim 4.2.1. T, G grubu iizerinde bir topoloji olsun. (F,A), G iizerinde tanimlanan bostan
farkli bir soft kiime olsun. O zaman asagidaki sartlar1 saglayan (F,A,t) lglisine G
tizerinde soft topolojik grup denir.

I. Va € A igin F(a), G’nin bir alt grubudur.

ii. Va € A igin F(a) X F(a) topolojik uzayinin F(a) {izerine doniisiimii

(x,y) = x — y i¢in siireklidir.

Komsuluk terimleriyle tanim 4.2.1. de (ii) sart1 herhangi x,y € F(a) ve x — y nin
keyfi N komsulugu i¢in sirasiyla x ve y elemanlarmin N; ve N, komsuluklar1 vardir 6yleki

Ny, N, < N dir[10].

Teorem 4.2.1. Bir topolojik grup iizerindeki (indiskret) her soft grup bir soft topolojik
gruptur[10].

Teorem 4.2.2. (F,A, 1) ve (K, B, t), G lizerinde soft topolojik grup olsun[10].
i. (F,A 1)1 (K,B,1) arakesiti G lizerinde bostan farkli bir topolojik gruptur.
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ii. (F, A1) ng(K,B,t) genisletilmis arakesiti G de soft topolojik gruptur.

Teorem 4.2.3. (F,A,1) ve (K,B, 1), R lizerinde soft topolojik grup olsun. Burada 7, G
tizerinde bir topolojidir ve asagidakiler saglanir[10].

i. (F,A1)A(K,B,1),bostan farkliysa G tizerinde bir soft topolojik gruptur.

ii.  Eger A ve B ayriksa, o zaman (F, A, 1) U (K, B, 1), G lizerinde topolojik gruptur.

Tanmmm 4.2.2. (F,A,7), G de soft topolojik grup olsun. Eger F(a)={0} veya F(a)=G ise
(F, A, 7) ya soft topolojik asikar grup denir[10].

Tamm 4.2.3. (F, A, ), G de soft topolojik grup olsun. O zaman (K, B, t), (F, A, T)’nun bir
soft topolojik alt grubu (normal alt grup) dur. Eger

i. B c AveK(b), Vb € sup(K, B) i¢in F(b) nin alt grubudur.(normal alt grup)

ii. Vb€ sup(K,B) igin K(b) X K(b) topolojik uzayinin K(b) iizerine donisiimii

(x,y) = x — y i¢in stireklidir.

Tamim 4.2.4. (F,A,7) ve (K,B,t") sirasiyla G ve G' lizerinde soft topolojik grup olsun.
Burada t ve ', sirasiyla G ve G’ lizerinde tanimlanan topolojilerdir.f: G — G' ve g: A —
B iki doniislim olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan (f,g) ciftine soft topolojik grup
homomorfizmasi denir.

I. f, bir grup epimorfizmi ve g 6rten fonksiyondur.
i. f(F@)=kK(9@)
. for (F(@), tr@) ~(K(9(2)), T (g(ay)) stireklidir.

O zaman (F, A, t) nun topolojik olarak (K,B,t") ye homomorfik oldugu séylenir ve
(F,A,t)~(K,B,1") seklinde ifade edilir.
Eger f bir grup izomorfizmi, g birebir ve drten ve f, siirekli ve aciksa, o zaman (f,g) ¢iftine
soft topolojik grup izomorfizmi denir.
Bu durumda (F,A,t), (K,B,t") ye soft topolojik izomorfiktir ve (F,A,t) = (K,B,t")
seklinde gosterilir[10].

Ornek 4.2.1. (F,A) ile (K,B) siras1 ile G ve G’ de iki soft homomorfik grup olsun. O zaman
(F,A) soft topolojik homomorfiktir ve (K,B) ye diskret veya indiskret topolojisi vardir. Bu
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nedenle herhangi bir soft homomorfik grup, diskret veya indiskret topolojide soft topolojik

homomorfik gruplar olarak diisiiniilebilir.

Iki soft topolojik grup, soft gruplar olarak izomorfik olabilir, fakat soft topolojik
gruplar olarak izomorfik olmayabilir[10].
Tanmmm 4.2.5. (F,A,7), G lizerinde soft topolojik grup olsun. O zaman (F,A,7) ile
iliskilendirilen G tizerinde soft kiime ([Fl¢, A4, T) ile gosterilir ve (F, A, ) nun kapanisi

olarak adlandirilir. [F];(a) = [F(a)]; seklinde gosterilir.

Burada [F(a)];, G de tanimlanan topolojide F(a) nin kapanisidir[10].

Teorem 4.2.4. (F, A, 1), (G, t)topolojik grubu tizerinde bir soft topolojik grup olsun[10].

1) Ozaman ([F]g, A, T), (G, 1) lizerinde soft topolojik gruptur.

2) (F, A1) € ([Flg, A, ) dir.

3) Eger (F,A, 1) ve (K,B, 1), (G,7) lizerinde soft topolojik kiimeler ise o zaman
([Fle, A D®y([K]¢, B,7) € [(F, A, D)y (K, B,T)]q-

Tanmm 4.2.6. (F, A, t), G grubu iizerinde bir soft topolojik grup olsun. [F];(a) = G ise
(F, A, ) nun kapali oldugu soylenir, burada ([F]¢, A, T) soft topolojik kiimedir[10].

Tanmm 4.2.7. (F, A, t), G grubu iizerinde bir soft topolojik grup olsun. [F];(a) = G ise
(F, A, ) nun yogun oldugu s6ylenir, burada ([F];, 4, T) soft topolojik kiimedir[10].
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5. SOFT (ESNEK) HALKALAR

5.1 Soft Halkalar

Soft halkalar Acar ve arkadaslar1 [11] tarafindan 2010 yilinda tanimlanmustir.
Bundan sonra soft halkalar alaninda g¢alismalar yapilmistir. Bu boliimde soft halkalarla

ilgili baz1 sonuglari ele alacagiz.
Soft Halkalar ve Ozellikleri
Bu boliim boyunca R degisimli halka olarak kullanilacaktir.

Tanmm 5.1.1. (H,A), R de bostan farkli soft kiime ve Vx € A i¢in H(x), R’ nin alt
halkasiysa bu sekilde (H,A) ya, R de soft halka denir[11].

Ornek 5.1.1. Va € A ve f,g € Hom,(F(a)) igin homomorf bileske islemi birlesme

Ozelligini saglar ve bu bileske islemine gore de Hom, (F(«)) halka olur. Bu ise

F":A - P(Hom(M))
a — F'"(a) = Hom,(F(a))
bir soft halka yapar.

Tamim 5.1.2. (H,A), U evrensel kiimesinde soft kiime olarak verilsin. Supp(H,A) = {x €
A|H(x) # @} kiimesine , (H,A) soft kiimesinin destekleyeni denir. Destekleyeni bos

kiimeye esit olmayan soft kiimeye bos olmayan soft kiime denir[11].

Tanmm 5.1.3. (H,A) ile (K,B), R de soft halka olsun. Buna gore
i. BcAve
ii. Vx € supp(K,B)icin K(x),H(x)'in althalkast
sartlar1 saglaniyorsa (K,B)’ye (H,A) nin soft alt halkasi denir[11].
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Ornek 5.1.2. R=A=2ZveB=6Zc Aolsun. F(x)={nxIn€Z} ve G(x)=
{5nx|n € Z} seklinde tanimli F: A - P(R) ve G: B — P(R) kiime degerli fonksiyonlarini
alalm. Vx € B igin G(x) =5xZ, xZ = F(x) in alt halkasi olur. Boylelikle (G,B),
(F,A)’nin soft alt halkasidir[11].

Ornek 5.1.3. R = Z,A = 2Z ve B = 3Z olarak alalim. F(x) = {2nx [n € Z} = 2xZ ve
G(x) = {3nx|n € Z} = 3xZ seklinde tanimh F: A - P(R) ve G: B — P(R) kiime degerli
fonksiyonlarmi inceleyelim. € = AN B = 6Z olmak tzere (F,A) 71 (G,B) = (H,C)
olsun. Vx €C i¢cin H(x)=F(x)NG(x)=6xZ olup F(x)=2xZ ve G(x) = 3xZ
halkalarinin althalkasidir.

Sonugta (F, A) 71 (G, B) bi-arakesiti, (F,A) ile (G,B)’nin soft althalkasidir[11].

Teorem 5.1.1. (H,A), R de soft halka, I indis kiimesi ve {(H;, A;)|i € I}, (H,A) nin soft alt
halkalarinin bostan farkli ailesi olsun. Buna gore
i. Nie(H;, 4;), R de soft halkadir.
ii. Aies(Hi, A;), R de soft halkadir.
iii. Vi,jeliginA;NA; =0ise Uy (H;A;), R de soft halkadir[11].

5.2 SOFT TOPOLOJIK HALKA

Soft topolojik halka kavrami Shah ve Shaheen [10] tarafindan literatiire
kazandirilmstir.

Bu kisimda R halkasini birimli ve degisimli olarak alacagiz.

Tanim 5.2.1. 7, R {lizerinde bir topoloji olsun. (K,A) bostan farkli R iizerinde bir soft kiime
olsun. Asagida verilen sartlar saglaniyor ise (K,A,t) ya R {izerinde bir soft topolojik halka
denir.
I. VaeA i¢in K(a), R nin alt halkas1
ii.  VaeA igin K(a)x K(a)— K(a) , (X,y)— x-y siirekli
iii.  VaeA i¢in K(a)x K(a)>K(a) , (x,y)— x.y siirekli

Komguluk terimi kullanarak (ii) ve (iii1) sartlar1 her x,ye K(a) ve x.y nin N komsulugu

igin X in Ny , y nin N komsuluklar1 var 6yle ki N;+Noc N (veya N;.Noc N) [10].
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Ornek 5.2.1. R=Z, , A = {2,3} ve T = {0,{0},{0,2}, ...} alalim. F: A>P(R) kiime degerli
fonksiyon F(a) = {beR|a.b = 0} seklinde tanimlayalim. O zaman F(2) = {0,2} ve
F(3) = {0} R nin althalkalar1 Tanmim 5.2.1. in (ii) ve (iii) sartlar1 da saglanir. Boylece
(F,A,7), R de bir soft topolojik halkadir[10].

Teorem 5.2.1. Topolojik bir halka iizerinde (indiskret) her soft halka bir soft topolojik
halkadir[10].

Ornek 5.2.2. A=7 * R =R ve 7= Aralik topolojisi, R ve (F,A) da soft kiime olarak
tanimlanir. F(a), her a € Z* i¢in R nin bir alt halkasi oldugundan F(a) = @[\/E ] tam
kare say1 degilse ve F(a) = Q . Bu nedenle (F(a),‘rp(a)) , her a € Z* i¢in(R, T)nun
topolojik alt halkasidir.

Dolayisiyla (F,A,1) , (R, T) de soft topolojik halkadir[10].

Teorem 5.2.2. (H,A,7) ve (K,B,t) , R de soft topolojik halka olsun. Burada t , R iizerinde

tanimlanan bir topolojidir.

i (H,A,7) 11 (K, B, 1) arakesiti R iizerinde bostan farkli bir topolojik halkadir.
ii. (H,A 1) Nng (K,B, 1) genisletilmis arakesiti R de soft topolojik halkadir[10].

Teorem 5.2.3. (H,A 1) ve (K,B,7) , R de soft topolojik halka olsunlar. O zaman (H,A, 1) A
(K, B, t) da R iizerinde bostan farkli soft topolojik halkadir[10].

Tamm 5.2.2. (H,A,7) , R de soft topolojik halka olsun. Eger H(a) = {0} ise (H,A,7) ya
asikar soft topolojik halka, H(a) = R ise (H,A,1) ya mutlak soft topolojik halka denir[10].

Tamm 5.2.3.[10] (H,A,7) , R de soft topolojik halka olarak verilsin. O zaman (G,B,1) ,
(H,A,7) nun bir soft topolojik alt halkasi(ideal) dir. Eger

i. BcAveG(b), Vb € sup(G, B) igin H(b) nin alt halkas1 (ideal) dir.

ii.  G(a) # 0 i¢cin G(a)x G(a) topolojik uzaymin G(a) iizerine doniisiimii (x,y)— X-y i¢in

stureklidir.
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iii.  Her aeB igin G(a)x G(a) topolojik uzayinin G(a) lizerine doniisiimii (x,y)— X.y igin

sureklidir.

Teorem 5.2.4. (H,A,7) ve (G,B,1) , R de soft topolojik halka olsun[10].
i. Her ae BcA i¢in G(a)c H(a) ise, o zaman (G,B), (H,A,1) lizerinde soft topolojik
alt halkadur.
ii. O zaman (H,A,7) 1 (G,B,t), hem (H,A,7) hem de (G,B,1) nun soft topolojik
alt halkasi1 (ideal) dir.

Teorem 5.2.5. Bir soft topolojik halkanin her soft alt halkas1 (ideal), soft topolojik bir alt
halka(ideal)dir[10].

Tamim 5.2.4. (F,A,7) ve (G,B,7’) siras1 ile R ve R’ de soft topolojik halka olsun. Burada t
ve t', sirasiyla R ve R’ {izerinde tanimlanan topolojilerdir.f:R - R' ve g:A — B iki
dontisim olsun. Asagidaki sartlar saglamiyor ise (f,g) ciftine soft topolojik halka
homomorfizmasi denir.

I. f, halka epimorfizmi ve g, 6rten fonksiyondur.

i f(F(a))= G(g(a))
ii.  fo: (F(a), tp@) = (G(g(a)),r’c(g(a))) siireklidir.

O zaman (F,A,t) nun topolojik olarak (G,B,t") ye homomorfik oldugu sdylenir ve
(F,A,1)~(G,B,1") seklinde ifade edilir.

Eger f bir halka izomorfizmi, g birebir ve orten ve f, siirekli ve agiksa, (f,g) ¢iftine soft
topolojik halka izomorfizmi denir.

Bu durumda (F,A,7) , (G,B,t’) ye soft topolojik izomorfiktir ve (F,A,t) = (G,B,1")

seklinde gosterilir.

Tanmm 5.2.5. (F,A1) ve (G,B,7") sirasiyla R ve R’ de soft topolojik halka olsun. (F,A,t)
topolojik olarak (G,B,t") ye homomorfik ve (f,g) de soft topolojik homomorfizm olsun. O
zaman

i. fF:B - P(R') doniisiimii ile (fF)b = f,(F(a)) ,burada beA igin b=g(a)

ii. Vaedigin f~1G:A > P(R) doniisimiiile (f 6)a = ;7 (6(g(@)).
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6. SOFT (ESNEK) MODULLER

6.1 Soft Modiiller

Soft modiil kavrami, Sun, Qiu-Mei ve arkadaslar1 [12] tarafindan tanimlanmaistir.

Bu boliimde bu kavram tanimlanip, baz1 6rnekler verilecektir.

Soft Modiiller ve Ozellikleri

Bu boliimde M sol R-modill, A #@ bir kiime, H: A —» P(M) kiime degerli bir
fonksiyon ve (H,A), M’ de soft kiime olarak kullanilacaktir.

Tamm 6.1.1. (H,A), M de bir soft kiime olsun. Vx € A i¢in H(x), M nin alt modiilii ise
(H,A) ya M de bir soft modiil denir[12].

Ornek 6.1.1. Her G soft abel grubu bir soft Z-modiildiir. (F,A), G iizerinde bir soft abel
grubu olsun. Yani, Va € 4 igin F(a) < G dir. Ustelik,
-t ZXF(a) - F(a)
(n,x) > n-x=x+--+x (ntane x)
1slemi modiil sartlarini saglar.

» n+m)-x=x++x(n+mtanex)

=x+-+x)+x++x)=n-x+m-x

» (n-m)-x=x+--+x (nm tane)

=mx + -+ mx (n tane)
=n-(m-x)

» n-(x+y)=x+y)+--+x+y)(ntane x +y)

=(x+-+x)+Y+-+y)
=n-x+m-y

> 1l-n=n

Ornek 6.1.2. Bir R halkasi iizerinde nxn matrisler kiimesi M, (R) matrislerin toplama

islemine gore bir abel gruptur. Ustelik, A={1,2,...,n} olmak iizere;
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F:A - P(M,(R))
k> F(k) = My(R) S M,(R), k<n

altgrubu tanimlanir. Yani (F,A), M, (R) tlzerinde bir soft gruptur. Bu soft gruba &zel

olarak soft matris grubu denir. ¥ [a;;] € Mp(R) ver € R icin

nx

R x M, (R) = M, (R)

(r' [aij]nxn) - [aij]nxn = [r.a;]

islemi tanimlanir. Vk € A i¢in

R X F(k) - F(k)

(7”) [aij]kxk) > 1 ai] o, = [ray]
modiil aksiyomlarini saglar. Yani Vk € A i¢in F(k) bir R-modiildiir.

Ornek 6.1.3. (H,A), M abel grubunda soft grup olarak verilsin. Hom(M)’ nin bir halka
oldugunu Ornek 2.2.1. de gostermistik. Va € A i¢in H(a) < M bir alt modiildiir.
Gergekten

:Hom(M) X H(a) » H(a)
(h,x) > h'x = h(x)

seklinde tanimlanan islem modiil sartlarini saglar. O halde, (H,A) soft grubu bir soft

modildir.

Onerme 6.1.1 (H,A) ve (K,B) M de soft modiil olarak verilsin. Buradan asagida verilen
sartlar saglanir[12].

i. (H, A) N (K,B), M iizerinde soft modiil olur.

ii.  ANB=0 olmak sartiyla (H, A) U (K,B) , M iizerinde soft modiil olur.
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Ispat.
i C=AnBvevVvxe€C(Cigin, (H, A)ile (K,B) M iizerinde soft modiil oldugu
icin L(x) = H(x) < MveyaL(x) = K(x) <M ‘dir ve (H, A) 0 (K,B)
=(L,C), M {izerinde bir soft modiil olur.
ii. A NB=0veC=A UB olmak sartiyla

_ (H(x) x€A—-B
L) _{K(x) xEB—A

ve (HA)U (K,B) = (L,C) olarak ifade edelim. (H,A) ile (K,B) soft modiil oldugu igin
(L,C), M tizerinde bir soft modiildiir.

Tanim 6.1.2. (H,A) ile (K,B) M iizerinde soft modiil olsunlar. Bu soft modiillerin toplami
(H,A) + (K,B) = (L, AXB) seklinde gosterilir. Bu tanimda V(x,y) € A X B i¢in L(x,y)=
H(x) + K(y) olarak ifade edilir[12].

Onerme 6.1.2. (H,A) ile (K,B) M iizerinde soft modiil olsunlar. O halde, (H,A) + (K,B)’de
M {izerinde soft modiil olur[12].

Ispat. (H,A) ile (K,B), M iizerinde soft modiil olsun. V(x,y) € A X B i¢in L(x,y)= H(x) +
K(y) olmasi durumunda (H,A) + (K,B)= (L, AxB) seklinde ifade edilir. H(x) <M ve
K(y) <M oldugu i¢in , Modiil teorisinden H(x) + K(y) < M dir. Boylelikle, (H,A) +
(K,B), M iizerinde soft modiildiir denir.

Tanim 6.1.3. M ve N modiil ve (H, A) ile (K, B) sirast ile M ve N flizerinde iki soft modiil
olsunlar. V(x,y) € A X B i¢in L(x,y) = H(x) X K(x) olacak sekilde (H, A) ve (K, B) soft
modiillerin ¢arpimi (H, A) X (K, B) = (L, A X B) seklindedir[12].

Onerme 6.1.3. M ve N iki modiil ve (H,A) ile (K, B) sirastyla M ve N de iki soft modiil
olsunlar. Buradan (H,A) X (K,B), M X N de soft modiil olur[12].

Ispat. (H,A), M iizerinde soft modiil oldugu i¢in H(x) < M ve (K,B), N iizerinde soft
modiil oldugu i¢in K(x) < N olur. H(x) X K(x) < M X N oldugunu kolayca gorebiliriz.
Bundan dolay1 (H, A) X (K, B) nin M X N de soft modiil oldugunu goriiriiz.
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Tanim 6.1.4. (H,A) ve (K,B), M {izerinde iki soft modiil olsunlar. O zaman,

i. BcAve

ii. Vx€BiginK(x)<H(x)
sartlar1 saglaniyor ise (K,B)’ye, (H,A) nm soft alt modiiliidiir denir ve (K,B) < (H, A)
seklinde ifade edilir[12].

Onerme 6.1.4. (H,A) ve (K,B) M iizerinde iki soft modiil olsunlar. Vx € B i¢in K(x) S
H(x) ise (K,B), (H,A) nin soft alt modiilii denir[12].

Tanmim 6.1.5. (H,A), M’ de soft modiil olarak veilsin. Eger
i.  M’nin birim eleman1 {0} olmak {izere Vx € A i¢in H(x) = {0} ise (H,A)’ ya M’ de
birim soft modiil,

ii. Vx€Aigin H(x) = M ise (H,A)’ya G’de mutlak soft modiil denir [12].

Onerme 6.1.5. (H,A), M de soft modiil ve {(G;, B;)|i € I}, (H,A) nin bostan farkli soft alt
modiiller ailesi olarak verilsin. Buna gore asagidakiler saglanir[12].
i. NGy, By), (H, A) min soft alt modiilii olur.
ii.  Xie(Gi, By), (H, A) nin soft alt modiili olur.
iii. Vi,j€l icinB;NB; =@ olmak iizere U;e/(Gy, B;),(H,A) nin soft alt

modiilu olur.

Onerme 6.1.6. (H,A) ve (K,B), M’de iki soft modiil ve (K,B) , (H,A) nin bir soft alt
modilii olsun. f: M — N bir modiil homomorfizmasi ise (f (H),A) ve (f(K),B) N de soft
modiillerdir ve (f(K), B), (f(H), A) nin soft alt modiiliidiir[12].

Ispat. f: M - N modiil homomorfizmasi oldugu icin, Vx € A ile Vy € B icin f(H(x)) ile
f(K(y)) N tizerinde alt modiillerdir. Bu durumda (f(H),A) ile (f(K),B) N iizerindede
soft modiillerdir. (K,B), (H,A) nin bir soft altmodiiliiyse, bu durumda Vx € B i¢in K(x),
H(x)’in bir alt modiiliidiir ve f(K(y)), f(H(x))’in bir alt modiiliidiir. Buradan, (f (K), B),
(f (H), A) nin soft alt modiilidiir.
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Tanimm 6.1.6. (H,A) ve (K,B), siras1 ile M ve N {lizerinde soft modiil, f:M - N, g:A - B
iki fonksiyon olarak verilsinler. (f,g):(H,A) » (K,B) doniisimii asagidaki verilen
kosullar1 sagliyorsa soft homomorfizma olarak ifade edilir.
I.  f:M — N modiil epimorfizmasi,
ii. g:A — B bir orten fonksiyon,
iii. Va€Aiginf(H(a)) = f(K(b)).

Ayni halde (H,A)’dan (K,B)’ye soft homomorfizma var ise (H,A), (K,B)’ye soft
homomorfiktir denir.(H, A)= (K, B) seklinde gosterilir.

Bu tamimdan g, A’dan B’ye bire-bir doniisiim ve f, M’den N’ye izomorfizma ise
(H,A), (K,B)’ye soft izomorftur denir. (H, A) = (K, B) seklinde gosterilir[12].

Tanmm 6.1.7. (H,A), M de soft modiil olarak verilsin. Buna gore, eger Va € A i¢in
H(a) = M (H(a) = {0}) ise , (H,A) soft modiiliine tam(asikar) soft modiil denir. Her soft
modiil, asikar soft alt modiile sahiptir[12].

Tamm 6.1.8. (H,A) ve (K,B), M de soft modiiller ve (K,B) < (H,A), M’de soft modiil
olsun. Va € B igin K(a),H(a) nin maximal alt modiiliiyse (K,B), (H,A) nin maximal soft alt

modiiliidiir denir[12].

Onerme 6.1.7. M ve N, R-modiilleri verilsinVa € A icin f:M - N  R-modiil
homomorfizmi olsun.
F:A - P(M)
F(a) = Kerf = {m € M|f(m) = 0}
bir soft R-modiildiir.

Onerme 6.1.8. Va € A i¢in daha fazlasi
F:A - P(N)
a = F(a) =Im(f) = {f(m)Ime M} <N
bir soft R-modiildiir.
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Onerme 6.1.9. R birimli halka ve M, R-modiil olsun. Ym € M icin
F:M - P(M)
F(m)=Rm={r.mlreR}<M

bir soft R-modiildiir(buna “soft dairesel modiil ”” denir).

Onerme 6.1.10. (F,A), M’de soft R-modiil ve (H,B), N iizerinde (F,A)’nin bir soft alt

modiilii olsun. Vf € B igin,

K:B-PM/\)

k@) =" Py gy =+ HB)m e F(B))

(K,B), M / n Uzerinde soft degismeli grup olarak tanimlanir.
Ustelik, Vr € R ve Vm + H(B) € K(B) igin

:RXK(B) — K(B)
(rm+H(B)) > r.m+ H(B)

islemiyle (K,B) M / N Uzerinde soft R-modiil yapisidir.

Tanim 6.1.9. (F,A), M’de bir soft R-modiil ve (H,B), N tizerinde (F,A) nin soft alt modiilii
olarak almsm. M / N Uzerinde Onerme 6.1.10 ile verilen (K,B) soft modiiliine “soft boliim

modiili” denir.

6.2 SOFT TOPOLOJIiK MODUL

Bu boliim tezin orijinal kismidir. Sun, Zhang, Liu ve arkadaslar1 [12] tarafindan
tanimlanan soft modiil kavraminin topolojik versiyonu bu béliimde sunulacaktir.

Bu boéliimde M abel grubunu bir R-modiil olarak alacagiz.

Tamim 6.2.1. T, M iizerinde topoloji olsun. (F,A) bostan farkli M’de bir soft kiime olsun.
Asagidaki sartlar saglaniyorsa (F,A,t) ya M’de soft topolojik modiil denir.
I.  VoaeA igin F(a), M nin R-alt modiilii
ii.  VaeAigin F(a) x F(a)— F(a) , (x,y) = X-y siirekli
lii. VoeA veVr€RiginRxF(a)— F(a), (x,y) — rx siirekli
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Ornek 6.2.1. Her G soft topolojik abel grubu bir soft topolojik R-modiildiir.
(F,A), G’de soft topolojik grup olsun. Yani Va € A igin F(a) < G altgrup ve
F(a) X F(a) - F(a), (x,y) —» x — y streklidir. Z, diskret topolojisini donatirsak,
L XF(a) - F(a)
(n,x) > n-x=x+-+x (ntane x)

islemi F(a) lizerinde stirekli isleminin bir terkibidir, dolayisiyla siireklidir.

Onerme 6.2.1. (F, A, 1) ve (G,B, 1), M’de soft topolojik modiil olsunlar. Buna gore
i. (F,A) N (G,B) kesisimi M’de topolojik soft modiildiir.
ii. AN B =@ olmak kaydiyla (F,A) U (G, B) birlesimi M iizerinde soft topolojik

moduldiir.

i. C = AnN B olmak iizere Vx € C i¢in (F, A) ve (G, B), M’ de soft topolojik modiil
oldugu icin
H(x) =F(x) <M veyaH(x) = G(x) <M olup, (F,A) 0 (G,B) = (H,C),M’de bir
soft topolojik modiil oldugu goriiliir.

ii. ANB =0 oldugundan, C = A U B olmak iizere

_(F(x),xe A
H(x) = {G(x),x €B

olarak tanimlansin. (F, A) U (G, B) = (H, C) bir soft topolojik modiildiir.
Teorem 6.2.1. (F,A,1) ve (H,B,7) , M’de soft topolojik modiil olsun.
i (F,A,7) T (H, B, 1) arakesiti M’de bostan farkl1 bir topolojik modiildiir.

ii. (F,A,t) ng (H, B, 1) genisletilmis arakesiti M’de bir soft topolojik modiildiir.

Teorem 6.2.2. (F,A,1) ve (H,B,1) , M’de iki soft topolojik modiil olsun. O zaman
(F,A,t) A (H, B, 1) da M iizerinde bostan farkli soft topolojik modiildiir.

Tamim 6.2.2. (F,A,1), M’ de bir soft topolojik modiil olsun. Eger F(a) = {0} ise (F,A,7)
ya birim soft topolojik modiil, F(a) = M ise (F,A,t) ya mutlak soft topolojik modiil denir.
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Onerme 6.2.2. M ve N topolojik R- modiil ve ¢: M — N siirekli R-modiil homomorfizmi
olsun.
i. VmEM ic¢in F(m)=Kerp ={m € M|p(m) = 0} ile tanimlanan (F,M), M
tizerinde bir soft topolojik R-modiildiir.
ii. VmEM igin F:M - P(N), F(m) = Im(¢) = {f(m)|m € M} soft R-modiilii bir
soft topolojik R-modiildiir.

ispat:
i.  Vm € M i¢in F(m) < M alt modiil oldugunu biliyoruz. vm € M igin F (m) alt

uzay topolojisine sahiptir.

:F(m) X F(m) -» F(m)
(y)-x—y
ve
R X F(m) - F(m)
(rrm)-r-m
islemleri M iizerinde siireklidir. O zaman (F,M), M tizerinde bir soft topolojik R-

modildir.

ii.  Vme€ M igin F(m) < N alt modiil oldugunu biliyoruz. N bir topolojik modiil
oldugindan, Vm € M icin N {izerindeki islemlerin F(m)’ ye kisitlanmalari;

:F(m) X F(m) » F(m)

(xy)>x—y
ve
RXF(m) - F(m)
(rrm)->r-m
stireklidir.

Onerme 6.2.3. M, R birimli halkas: iizerinde bir topolojik modiil olsun. Ym € M igin
F(m) = R.m = {r.m|r € R} seklinde tanimlanan (F,M) soft dairesel modiilii bir topolojik

soft modiildir.

Ispat: F(m) < M nin bir alt modiil oldugunu biliyoruz. M topolojik modiil oldugundan

vm € M i¢in F(m) alt uzay topolojisine sahip
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F(m) X F(m) -» F(m)
(rm,r'm) > rr'm
ve
R X F(m) -» F(m)
(r',rm) > r'rm

islemleri siireklidir. O halde (F,M), M iizerinde soft topolojik modiildiir.

Onerme 6.2.4. (F.A), M’ de bir soft topolojik R- modiil ve (H,B), N iizerinde M nin bir

soft alt modiilii olsun. Vg € B i¢in K(B) = F(ﬁ)/H(ﬁ) < M/N soft bolim modiilii

(Tanim 6.1.9) bir soft topolojik modiildiir.

ispat: vp € B i¢in K(B) <M/ alt uzay topolojisine sahiptir. M/ topolojik bélim
grubunun ingaasinda islemlerinin
K(B) x K(B) = K(B)
(m + H(,B)) — (m’ + H(,B)) =m-—m'+ H(B)
kisitlamasu siireklidir. Ustelik, (F,A) topolojik soft modiil oldugundan
R xK(B) = K(B)
(r,m + H(ﬁ)) -r.m+ H(B)

islemi stirekli olur.

Tamm 6.2.3. (F,A,t) , M’ de soft topolojik modiil olsun. O zaman (K,B,t) , (F,A,t) nun bir
soft topolojik alt modiiliidiir. Eger
i. Bc AveK(b), Vb € sup(K, B) i¢in F(b) nin alt modiiliidiir.
ii. K(a) # @ icin K(a)x K(a) topolojik uzaymin K(a) tizerine doniisiimii (x,y)— X-Yy
i¢in stireklidir.
iii. Va € B i¢in K(a)x K(a) topolojik uzaymin K(a) iizerine doniisiimii (x,y)— X.y i¢in
stireklidir.
iv. Vaé€ B igin R x K(a) topolojik uzayinin K(a) iizerine doniisimii (r,x) —r.x igin

stureklidir.
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Teorem 6.2.4. (F,A,1) ve (K,B,1) , M’ de soft topolojik modiilleri verilsin.
I. VaeB cAigin K(a)  F(a) ise, o zaman (K,B), (F,A,1) lizerinde soft topolojik alt
modiildiir.
ii. (F,A,1) 1 (K,B,1) kesisimi hem (F, A, t) hem de (K, B, T) nun soft topolojik alt

modiilidiir.
Teorem 6.2.5. Bir soft topolojik modiiliin her soft alt modiilii, soft topolojik alt modiildiir.

Tanim 6.2.4. (F,A,t) ve (H,B,T’) siras1 ile M ve M’ {izerinde soft topolojik modiil olsun.

Burada t ve T, sirasiyla M ve M’ {izerinde tanimlanan topolojilerdir.

f:M - M’ ve g: A - B iki doniisiim olsun. Asagida verilen sartlar saglaniyorsa (f,g)
ciftine soft topolojik modiil homomorfizmasi denir.

i. f, grup epimorfizmi ve g, 6rten fonksiyondur.
il f(F(a))=H(g(a))
iii.  f,: (F(), Tr@) — (H(8(2)), Thy(geay)) stireklidir.
O zaman (F,A,t) nun topolojik olarak (H,B,t") ye homomorfik oldugu sdylenir ve

(F,A,t)~(H, B, ") seklinde ifade edilir.

Eger f bir modiil izomorfizmi, g birebir ve orten ve f, siirekli ve agiksa, (f,g) ciftine

soft topolojik modiil izomorfizmi denir.

Bu durumda (F,A,1) , (G,B,T’) ye soft topolojik izomorfiktir ve (F,A, t) = (G,B, t")

seklinde gosterilir.
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7. SONUC

Bu caligmada 6n bilgi olarak grup, halka, modiil gibi kavramlar verilerek bu
kavramlarin soft kavrami iizerine yansimasi incelenmistir.

Soft kavrami, c¢oziilmesi zor problemlerin daha kolay sekilde ¢oziime
kavusturulmasinda etkili olan bir teoridir. Soft kavrami1 Molodtsov tarafindan detayli
olarak incelenmistir [7].

Soft kavramui iizerine topolojik yapilar eklenerek soft topolojik grup [19], soft
topolojik halka [10] kavramlar1 daha once literatiire kazandirilmistir.

Bu tez caligmasinda 6zgiin olarak soft kavrami iizerine modiillerin topolojik

versiyonu yiiklenerek Soft Topolojik Modiiller tanimlanmis ve 6rneklendirilmistir.
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