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GIRIS

Diferensiyel geometride en 6nemli calisma alanlarindan biri manifoldlar
teorisidir. Manifoldlar teorisinde bir manifoldun geometrisi incelenirken kul-
lanilan yontemlerden biri, diger bir manifolda uygun bir doniistim tanimlamaktir.
Bu yontemde , doniisiimiin ve diger manifoldun 6zelliklerinden faydalanilarak
ele alinan manifoldun geometrisi incelenir. Bu tiir doniistimlerin en 6nemlileri,
immersiyonlar ve submersiyonlardir. Immersiyonlar teorisi, diferensiyel ge-
ometride en cok calisilan konulardan biridir ve baslangici Gauss’un calisma-
larina dayanir. Submersiyonlarin immersiyonlara gore daha az calisildigi
gozlemlenmektedir. Bunun nedeni submersiyonlarin, immersiyonlara gore
daha az kullanmisli olmasi degil, bu konuyu calismanin arastirmacilar icin
cok daha kolay olmamasindan kaynaklanir. Riemann manifoldlar1 gozoniine
alindiginda bunun nedeni cok acik bir bicimde ortaya cikar. Eger M bir
manifold, B bir Riemann manifoldu ve 7 : M —— B bir immersiyon ise,
g, B iizerindeki Riemann metrigi olmak tizere 7*¢’, M iizerine bir Riemann
metrigi indirger[3], burada 7* pull-back doniistimiidiir. Béylece 7 immersiy-
onu M manifoldu tizerinde de bir Riemann yapt kurmay1 olanakl kilar.

Dolayisiyla, M tizerindeki Riemann metrigi g olmak tizere,
9(X1, Xo) = m*g (X1, Xp) = g (dn(X1),dn(Xs)), VX1, Xy € x(M)

sartin1  saglayan izometrik immersiyonu tanimlanabilir, burada dm tiirev
dontisiimiini gostermektedir. Boylece iki manifoldun tanjant uzaylar1 arasinda

bir izometri tanimlanmis olur.

Submersiyonlar teorisinde izometrik immersiyonlarin karsiligi  olarak Rie-



mann submersiyonlar, B. O’Neill tarafindan 1966 yilinda [11] de tanimlandh.
Buna gore M ve B Riemann manifoldlar1 ve 7 : M — B bir submersiyon
olsun. Eger (cekdr)® iizerinde dr bir izometri ise 7 ye bir Riemann submer-
siyonu ad1  verilir. Bu tanmimin bir sonucu olarak, her X, X, € (cekdn)t
icin

9(X1, Xo) = 9/<d7T(X1)7 dm(X>))

elde edilir.

O’Neill makalesinde, immersiyondaki ikinci temel form ve sekil operatortine
karsilik, Riemann submersiyonlar1 icin iki tane tensor alan1 tammladi ve
bunlarin temel o6zelliklerini inceledi. Bu temel tensorler, giiniimiizde O’Neill
tensorleri olarak adlandirilmakta ve Riemann submersiyonlart icin énemli
araclar olarak goriilmektedir. Bu makalede ayrica iki manifold arasindaki
submersiyondan faydalanilarak, manifoldlarin egrilikleri karsilastirildi. O’Neill’
in makalesinden sonra bu konu iizerine bir cok makale yaymlandi ve Rie-
mann submersiyonlarin diferensiyel geometride cok yaygin kullanim alan-
larina sahip oldugu gosterildi. Bu konudaki diger calismalar icin son zaman-

larda yaymlanan [6] nolu kaynaga bakilabilir.

Bu tezdeki amacimiz, Riemann submersiyonlar teorisinin temel kavram-
larin1  sunmak, temel metodlar1 ve sonuclar1 ayrintili  olarak incelemek-
tir.

Birinci boliimde, tezin ikinci ve tciincii boltimlerinin anlasilmasi icin
gerekli olan temel kavramlar verilmektedir. Bu kavramlardan gerekli goriilenler

ispatlanmakta, fakat cogu ispatsiz olarak verilmektedir.



Ikinci boliimde Riemann submersiyonlar tamtilmaktadir. Bu boliim
iic altboliim olarak diizenlenmistir. Birinci altboliimde submersiyon kavrami
ayrintili olarak incelenmekte ve Riemann submersiyon kavrami tanimlanarak,
ornekler verilmektedir. Ikinci altboliimde O’Neill tarafindan tammlanan
tensorler tanitilmakta ve bu tensorlerin ozellikleri incelenmektedir. Ayrica
m : M — B Riemann submersiyonu verildiginde, temel tensorler yardimiyla,
M fiizerindeki kovaryant tiirev ifadde edilmektedir. Uctincii altboliimde, bu
temel tensorlerden birinin 7 Riemann submersiyonunda liflerin tamamen
geodezikligini, diger tensoriin ise yatay distribiisyonun integrallenebilirligini

belirledigi gosterilmektedir.

Uciineii boliimiin birinei altboliimiinde, temel tensérlerin kovaryant tiirevleri
elde edilmekte, simetrikligi arastirilmakta ve bu tensorlerin parallelligi ince-
lenmektedir. Ikinci altboliimde, 7 : M — B submersiyonunda, M ve B
manifoldlarinin egrilik tensorleri arasindaki bagint1  elde edilmekte ve bun-
dan faydalanilarak, iki manifoldun kesit egrilikleri karsilastirilmaktadir. Bu
altboliimde, ayrica iki manifoldun Ricci ve skaler egrilikleri hespalanarak,

aralarindaki bagintilar verilmektedir.



I. BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR

Riemann geometri ile ilgili baz1 temel kavramlara ayirdigimiz bu bolim
¢ kisim olarak diizenlenmistir. Birinci kisimda Riemann manifoldlar ile
ilgili baz1 temel bilgiler verilip sonraki kisimlarda kullanilacak gosterimlerin
aciklamasi yapilacaktir. Ikinci kisim Riemann manifoldlar tizerindeki Rie-
mann konneksiyonu ve ve egriliklere ayrilmistir. Uciincii kisimda vektor

demetleri ve distribiisyon verilmistir.

I.1. Riemann Manifoldlar:

I.1.1.Tanim. E" iizerinde bir f : E" — R reel fonksiyonu verilmis olsun.

i 4@+ EV) = f(p)

t—0 t

VeFE"

limiti mevcut ise bu limit degerine f nin p € E™ noktasinda ve V' yoniindeki

turevi denir. Bu turev

d

Vi) = dr) = 2

Flp+1tV)) |0

seklinde gosterilir[§].

I.1.2. Tanim. M bir manifold ve m € M olsun.
C*(M,R) ={f|f:U— R, feC*(U)}
climlesini ele alalim. Bir
Vi :C°(M,R) — R

4



_ Ny 9
f=Valfl = ;vilmafmlm

doniisiimi icin o, § € R,Vf, g € C*°(M, R) olmak tizere
1) Vin(af + Bg) = aVulf] + BVinlg]

2) Vin(fg) = Viulflg(m) + f(m)Vinlg]

ozeliklerini saglaniyorsa V,,, fonksiyonuna M nin m noktasindaki tan-

jant vektorii denir|§].

M manifoldunun bir m € M noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesini
ToM = {V, |V : C°(M, R) — R}
ile gosterelim. Bu climle
(+): T M xT,,M — T,M
Vi, Wi) — Vi +W,,, : C*°(M,R) - R
(Vi + Win)[f] = Vinlf] + Wil f]
ve
():RxTp,M — T,M
(o, Vi) — aV, :C*(M,R) — R
(@Vi)lf] = aVilfl,  Vf e C¥(M, R)

islemlerine gore R tlizerinde bir vektor uzayr olur. Bu uzaya M nin m nok-

tasindaki tanjant uzayi denir|[8].



Vy, = (v1,...0n)]p € T,(E™) verilmis olsun.

Vp[f] = Zvi%‘p =< v.ﬂpa‘/p >
=1

(2

dir. Burada z; : E™ — R koordinat fonksiyonudur.

1.1.3. Tanim. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Her p € M nok-
tasma X, € T,M tanjant vektoriinii karsiik getiren doniisiimiine vektor
alani denir.

™ = | T,M

peEM

tanjant demeti olsun.
XM — TM
p = X

dontiisimiine vektor alani adi verilir. Bu durumda

n

0

Xp = z; az‘(maixib
of
0x;

n

3

(X / ) = Zai

i=1

dir. Dolaysiyla X vektor alam1 M iizerindeki diferensiyellenebilir fonksiy-
onlarin kiimesinden fonksiyonlarin kiimesine bir doniistimdiir. X (f) dif.bilir

ise X vektor alanina da diferensiyellenebilirdir denir[5].

I.1.4. Tanim. M bir m-manifold olsun. 7, M tanjant uzayinin bir bazina x €
M noktasinda bir gat1 denir. Bir (lokal hareketli) cat1 {X;} (i = 1,...,m),

her x € M icin T, M nin bir bazini veren C'* vektor alanlarindan olugan bir



sistemdir[15].

I.1.5. Tanim. M manifoldu tlizerinde iki vektor alan1 X ve Y olsun.

f € C°°(M) fonksiyonunu alalim.

[ X (M) x x (M) — x(M)

X, Y)f = X(Yf) = Y(XF) (LL1)

ile tamimlanan |, | fonksiyonuna X ve Y nin Lie(parentez) operatorii denir

ve bu operator asgidaki 6zelikleri saglar[5]:

frge C®(M) ve X,Y,Z € x(M) olmak tizere

(i) [X, Y] = —[¥, X]

(ii) [aX +bY,Z] = a[X,Z] + B]Y,Z]  a,bER

(i) [X, Y], Z] + [[Y, Z], X+ [[Z,X],Y] =0

(iv) [fX,g9Y] = fg[X, Y]+ f(Xg)Y —g(Y f)X
dir.

I.1.6. Tanim. M ve B manifoldlar1 arasinda bir

T: M —- B



C*° dontigiimiiniin tiirev dontisiimii
dm : x(M) — x(B)
biciminde gosterilir. Bu doniigim her x € M noktasinda
(M)e = dmy : TyM — TryB

lineer doniigtimiinii verir ve buna da 7 nin x noktasindaki tiirev doniigsimu

denir[5].

() 2% ... ™) ve (y', %, ....y"), sirasiyla M ve B iizerindeki lokal koor-
dinat sistemleri olsun. ¢ = 1,2, ....,m, j = 1,2, ..., n olmak tizere 7 dontisiimii
icin

, : - ond
Jo— g j_
m=ylom ve m =

yazilabilir. Boylece
0 .0
) =) —
oz’ 0y7

dm(

elde edilir[5].

I.1.1.0nerme. M ve B manifoldlar,
m: M — B

bir C* déniisiim, E, F ve E', F' sirasisiyla M ve B manifoldlar iizerinde

dn(E)=E ve dn(F)=F
yani

™



sartlarin saglayan vektor alanlari olsun. Bu durumda
dn([E,F])) =[E ,Flon (1.1.2)

dir[6].

I.1.7.Tanim. 7 : M — B bir C* déniigtim olsun. Eger dm(T,M) nin

boyutu 7 ise 7 doniiglimiintin ranki = dir denir[15].

I.1.2.0nerme. Eger her z € M icin rankdr = boyM = n ise (m,), bire
birdir[15].

I1.1.8. Tanim. M n- boyutlu manifold ve 7 bir C'* doniigiim olsun. Eger her
x € M icin
(W*)JJXQJ - X, |7r(z)

ise X vektor alanina m— baghdir denir[15].

I.1.1.Sonuc. 7 : M — MJ" donigimiiniin tirev dontigimi p € M7 icin
(m,)p olsun. Sirasiyla, T, M7 ve Ty M3" de

0 0 0 J
) = {871;1‘}0’ - a—xn]p}, Y = {aiyl‘w(p), vy 81/7’”@)}

standart bazlar1 icin (7,), nin karsilik geldigi matris (J), ile gosterildigine

gore,
) ) )
ol Sl - g2,
@| @‘ ) @‘
(Jﬂ-)p _ Oz, 1P Oxo IP Oxn 1P
%| %| 37fm|
ox1 1P Oxg 1P ° Qxy IP



dur[8].

I1.1.9. Tanim. M bir diferensiyellenebilir manifold ve manifold tizerindeki
diferensiyellenebilir vektor alanlariin kiimesi x (M) olsun. VX, Y, Z € x(M),

a,b € R ve
g X(M) x x(M) — C*(M)

olmak tizere
1) g(X,Y) = g(Y, X),
2) 9(X,X)>0,VX icin ¢g(X,X)=0< X =0,

3) Bilineer;

g(aX +bY,Z) = ag(X,Z)+bg(Y,Z)

9(X,aY +072) = ag(X,Y)+bg(X, 2)

sartlar1  saglaniyorsa, g doniisiimiine Riemann metrigi( veya metrik tensor)

ve (M, g) ikilisine de Riemann manifoldu adi verilir[7].

1.1.10.Tanim. Metrik tensorii <, > olan bir Riemann manifoldu M olsun.

Bir X, € T,M tanjant vektorinin uzunlugu

1%, = /< X, X >, (L.1.3)

reel sayist ile tammlanir[7].

10



I.1.11.Tanim. Metrik tensorii <, > olan bir Riemann manifoldu M olsun.

Sifirdan farkh iki X,,,Y, € T,M tanjant vektorleri arasindaki 6 acisi
< XYy >= [ X lIY; ] cost (11.4)

ile tammmlanir. Burada 6 dlciistintin [0, 7] kapali arahginda kalacagim schwarz
esitsizligi denen

| < Xp, Yy > [ <[ X[V

den biliyoruz[9].

I.1.12. Tanim. Metrik tensorii <, > olan bir Riemann manifoldu M olsun.
{(a,b], @)} atlasi ile verilen egrinin teget vektor alami T ise, «([a,b]) C M

egrisinin a(a) dan a(b) ye kadar olan yayinin uzunlugu

b
|MZ:/‘¢<TWLT@)>ﬁ, tel (L1.5)
olarak tanimlair[9)].

I.1.1.Teorem. Riemann manifoldu tizerinde bir egrinin yay uzunlugu atlas

seciminden bagimsizdir[9].

Ispat. Riemann manifoldu M, C de M iizerinde bir egri ve bu egrinin farkh

iki atlas1 da

{(la,b], )} ve {([c,d], )} olsun. Bu iki atlas arasinda

g:le,dl — [a,b]

u — g(u) =t g(c)=a, g(d)=>



dir. 8 = aog den

Bd) = a(g(d)) = a(b), B(c) = alg(c)) = ala)

parametre degisimini goz 6niine alalm. O zaman egrinin a(a), (b) noktalar

arasindaki yay uzunlugu

b /
|OZ|Z = / \/ < T T >dt7 Toc(t) = a(t)|a(t)
= / \/< o ( ) >dt

dir. § = aog esitliginden

’ . dg ’ ’ du

flu) = —=lua (g(u ))ia(t)Zﬁ(U)dfg

ve g(u) =t esitliginden de dg(u) = dt yazlabilir. Boylece
d
alt = [V<F@ W

= [ VE@. 5w >

= 1Bl

dir.

I.1.2.Teorem. M bir n— boyutlu Riemann manifoldu olsun. Bu durumda

M Ttzerindeki metrik tensoriin ifadesi;

ig—=1
veya

" d(z;0a) d(x ;o)
=2 9 dt dt

i,j=1

12



dir[9]. Burada zy, xs, ...z, ile M nin bir koordinat komsulugundaki koordi-

nat fonksiyonlar1 gosterilmektedir.

I.1.13.Tamim. (M,g) , n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve X,Y € x(M)

vektor alanlart verilmis olsun. Her p € M icin
X, = (21, ey )|y € T,M
dir. Y = (y1, Y2, ..o, Yn)|p vektor alanr C*° simfindandir denir,
yi: M —- R, 1<i<n

koordinat fonksiyonlar1 C'*° siifindan yani y; € C*°(M, R) ise. Bu durumda

Y nin X e gore kovaryant tiirevi
VY = (Xl s Xplpl) (11.7)

seklinde tanimlanir ve VxY ile gosterilir[8].

1.1.14. Tanim. M bir manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin uzayi

X (M) olmak tizere

Vi (M) x x(M) — (M)
(X ,Y) — V(X,Y)=VyY

fonksiyonu icin,

1) VxivyZ =VxZ +VyZ VX,Y,ZGX(M>,

13



) Vx(Y +2)=VxY +VxZ,

3) VixY = fVxY,

1) Vx(fY) = X[f]Y + [VxY  ¥f e Cx(M),

ozeliklerini saglaniyorsa V ya M manifoldu iistiinde bir afin konnek-
siyonu denir([5].
I.1.15. Tanim. 7, R nin bir acik araligi olmak tizere,
a:l — E"

biciminde diferensiyellenebilir bir o doniisiine, £™ uzay1 icinde bir egri denir.

Vt € I icin, o/(t) # 0 ise bu egriye regiiler egri denir.

E™ uzayida Oklidiyen koordinat fonksiyonlar1 xq, xo, ...., x,, olmak tizere,
bir
a:l — E"
egrisinin verildigini varsayalim. « doniistimiin deger kiimesi £™ oldugundan,

a1, Ao, ..., u, ile gosterilen n tane bileseni vardir.

ve



oldugundan

dOé / / /
L= (ah(1), ah(0), (1)) tET

biciminde yazabiliriz[8].

I.1.16. Tamim. M C E™ egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin.

/|| : I — R
t — () = [l (t)]]

seklinde tamimli  ||o/|| fonksiyonuna, M egrisinin (7, o) koordinat komsuluguna
gore skaler hiz fonksiyonu ve ||o/(t)|| reel sayisina da M nin (I, «) koor-

dinat komsuluguna gore «(t) noktasindaki skaler hizi denir[8].

I.1.3.Teorem. (M, g) bir Riemann manifoldu ve M de
oa:l—M

bir geodezik olsun. Bu durumda, o (t) hiz vektériiniin ||’ (¢)|| uzunlugu egri

boyunca sabittir[7].

1.1.17. Tanim. Reel sayilar cismi iizerinde r-tane vektor uzayr Vi, Vs, ..., V.
olsun.

fVixVox..xV,—R

fonksiyonu 1 <4 < r icin u;,v; € V; ve a,b € R olmak tlizere
for..vi_q, avy + bug, vigq..0. = af (1.0, Vi0) + bf (V1.0 21, v;...0,)

seklinde tanimh ise f ye r-lineer fonksiyon denir|8].

15



1.1.18. Tanim. Vi x V5, x ... x V,. den R ye biitiin r-lineer fonksiyonlarinin
cimlesini

L(Vi..V, : R)

ile gosterelim. Bu climlede toplama ve skalerle carpma islemleri sirasiyla

V(uy...u,) € Vi x Vo x ... x V, icin

(fi + fo)(ur,...,ur) = fi(ur,...,ur) + folu, ..., u,)

ve A € R icin
A (ug, ooy ) = Af(ug, ..., uy)

seklinde tanimlanirsa bu iki isleme gore L(V;...V,. : R) R tizerinde bir vektor
uzayt olur. Bu vektor uzayma Vi, V', ..., V.* dual vektor uzaylarinin tensorel

carpimi denir ve
LV, Vo, ., Vo) =V @Vy@. .. V!

ile gosterilir. V*@Vy'®...@V* tensor uzayinin her bir elemanina r. dereceden

bir tensor denir.

Vi=Vo=V3=...=V,

ise V*®@ V*® ... ® V* uzayma bir kovaryant tensor uzayr ve bu uzaym her
bir elemanina da r.mertebeden bir kovaryant tensor denir. 77(V) veya

®"V* ile gosterilir[8].

I.1.1. Ornek. Bir V reel vektor uzayl uzerinde bir <, > ic carpim fonksiy-

onu tanimlansin.

<,>:VxV-—->R

16



ic carpim fonksiyonu bilineer oldugundan bir 2. dereceden kovaryant tensordiir[8].

1.1.19. Tanim. V bir vektor uzayr ¢ r. mertebeden kovaryant tensor olsun.
S, permiitasyonlarinin ciimlesini gostermek tizere o € S, ve vy, vo, ...,v, € V

icin
i) Eger
¢(UU(1), ) Ua(n)) = ¢(U17 D) Un)

ise ¢ € T"(V) kovaryant tensore simetriktir denir.

ii) Eger
P(Vo(1), -, Vo)) = (8gn0)d(V1, ..., vp)

ise » € T"(V') ye anti-simetrik(alterne) tir denir. Simetrik ve anti-simetrik

tensorlerinin ctimlesi sirasiyla Y2"(V') ve A7(V) ile gosterilir[3].

I.1.20.Tanmim. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Vp € M noktasina ¢, €

T"(T,M) tensoriini karsihik getiren ve X, ..., X, vektor alanlar1 verildiginde

o( Xy, ..., X))

C°- olacak sekilde ¢ doniistimiine r. mertebeden kovaryant tensor alani

ad1 verilir[3].

Manifold tizerindeki Riemann metrigi géz oniine alindiginda, bu tensor

alaninin simetrik bir kovaryant tensor alani oldugu kalayca goriiliir.
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I.2. Riemann Konneksiyonu ve Egrilik

I.2.1. Tanim. M, n-boyutlu bir manifold ve M iizerindeki konneksiyon V

olsun. Bu durumda
T:x(M) x x(M) — x(M)

(X,Y) — T(X,Y)=VyY —VyX —[X, V] (12.1)

olarak tanimlanan vektor degerli tensore M tizerinde tanimli V konneksiy-

onun torsiyon tensorii denir[8].

I.2.2. Tanim. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V Levi-Civita konneksiyonu

olsun. Bu durumda X, Y, Z € x(M) igin

R x(M) x x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y,Z) — R(X,Y,Z)=R(X,Y)Z

R(X,Y)Z = VxVyZ -~ VyVxZ — Vixy|Z (1.2.2)

olarak tanmimlanan R tensor alanina V konneksiyonunun egrilik tensori

denir[7].

1.2.3. Tanim. M, n-boyutlu bir manifold ve M tizerindeki V konneksiyonun
torsiyon tensori 7" olsun. Eger T' = 0 ise V konneksiyonuna simetriktir

veya sifir torsiyonludur denir[8].

1.2.4. Tanim. M bir manifold, g de bir simetrik, non-singiiler bilineer form

olsun. Eger V lineer konneksiyonu agagidaki iki ¢zellige sahipse Riemann
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konneksiyon veya Levi-Civita konneksiyonu adini alir[12]. YaniVX,Y, 7 €
X(M) igin

1) [X,Y] = VyY — Vy X

2) Xg(Y,Z) = g(VxY, Z) + g(Y,Vx Z)
dir.

M tizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu

29(VxY,Z)  =X(g(Y,2))+Y(9(Z X)) - Z(9(X,Y))
—g(X, [KZ])+Q(Y, [Z7X])+Q(Zv [XvY]) (123>

Kozsul esitligi ile belirlenir[12].

I1.2.1. Teorem. Bir Riemann manifoldu tizerinde bir tek Riemann konnek-

siyonu vardir[9].

I.2.5. Tanim. (M™,g) bir Riemann manifoldu, (M™,¢g) nin bir lokal koor-

dinat sistemi (z!, 2%, ..., 2™) ve

olsun. Bu durumda
Vo,0; = > Thok
k

k

ile karekterize edilen I'}; fonksiyonlarina V nin Christoffel semboleri denir.

J

V, =V,

(3
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olsun. Buradan Christoffel semboleri
V.0; = Z * 0y
2

ij

biciminde de yazilabilir.

Y vektor alaninin lokal ifadesi Y = >, Yi 0; ise
oYk ,
V.Y = Z{% + > TEY7}0,
k J

dir[12].

I.2.6.Tanim. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda
K+ x(M) x (M) x X(M) x x(M) — C=(M)
(X, Y, Z, W) —- K(X,)Y,ZW)=g(R(X,Y)Z,W)

olarak tanimlanan 4.mertebeden kovaryant tensore M iizerinde Riemann

Christoffel egrilik tensorii denir[9].

I.2.1.0nerme. (M, g) bir Riemann manifoldu ve M iizerindeki Riemann

konneksiyonu V olsun. Asagidaki bagintilar, M {izerinde gecerlidir[5]:
(i) RX,Y)Z+ R(Z,X)Y + R(Y,Z)X =0,
(i) K(X,Y, Z,W) = —K(Y, X, Z,W),
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(iv) K(X,) Y, ZW)=K(Z, W, X,Y)
dir.

Ispat. (i) Ispat icin jacobi 6zdesligi ve
[(X,Y]=VxY - VyX
ozeligini kullanacagiz.

RX,Y)Z = VxVyZ—VyVxZ—VixyZ
R(Z,X)Y = V,VxY —VxV,Y - VY
RY,Z)X = VyVzX —V,VyX — VX

oldugundan,

R(X,Y)Z + R(Z,X)Y + R(Y, Z)X

=Vx(VyZ =V3Y) = VX +Vy(VzX - Vx2)
~Vizx)Y +Vz(VxY = VyX) = VixyZ

= Vx[Y,Z] = Vyz7X + Vy|[Z, X]

—Vizx)Y +Vz[X,Y] - VixyZ

=X Y 2N+ IV, (2, X]] + [2, [X, Y]]

elde edilir ki, burada sag taraf jakobi 6zdesligi olarak O dir.

(i) (1.2.2) den

RX,Y)Z = VxVyZ—VyVxZ—VixyZ
RY,X)Z = VyVxZ—VxVyZ-VyxZ
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dir. Diger taraftan
[X7 Y] = _[Y7 X]

oldugundan

R(X,Y)Z =VxVywZ—-VyVxZ—-V_yx7Z
— —(VyVxZ —VxVyZ — VyxZ)
— —R(Y,X)Z

olur. Buradan

K(X,Y,Z,W) =g(R(X,Y)Z,W)
=g(-R(Y,X)Z,W)
= —g(R(Y,X)Z, W)
= —K(Y,X,Z,W)

elde edilir.

(iii) (1.2.2) den

R(ZW)Y = VzVuY —VwVzY — Vi)Y
RW,2)Y = VuVzY —VVwY —VgY

dir. Diger taraftan

oldugundan

VizmY =V_wzY = =V Y
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yazilabilir. O halde
R(Z, W)Y = —-R(W,Z)Y

dir. Buna gore,

K(X,Y,Z,W) =g(X,R(Z,W)Y)
= 9(X, =R(W, 2)Y)
= —9(X, R(W, 2)Y)
= -K(X,Y,W,Z)

elde edilir.

(iv) (i) den biliyoruz ki;
R(X,Y)Z+ R(Z,X)Y +R(Y,Z)X =0
dir. Bu esitligin her iki yan1 W ile skaler carpima tabi tutulursa
gW, R(X,Y)Z) +g(W, R(Z, X)Y) + g(W, R(Y, Z)X) = 0
KW, Z,XY)+ KW,)Y, Z X)+ KW, X,Y,Z)=0
bulunur. Buradan

K(Z,X,Y,W)+ K(ZW,X,Y)+K(Z,Y,W,X) =0
K(X,)Y,W,2)+ K(X,Z,Y,W)+ K(X,W,Y,Z) =0
K(Y,W,2,X) + K(Y,X,W,2) + K(Y, Z,X,W) =0

olur. Bu esitliklerin taraf tarafa toplanmasi ve (ii) ile (iii) iin de kul-

lanilmasiyla esitlik elde edilir.
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I.2.7.Tanim. (M, g) bir Riemann manifoldu ve bir p € M noktasindaki 7, M
tanjant uzaymin iki boyutlu bir altuzayr P olsun. P nin bir baz1 {X,Y’}

olmak tlizere

g(R(X,Y)Y, X)
[ XY — g(X,Y)?
K(X,Y,X,Y)

- (1.2.4)
[ XY )2 = g(X,Y)?

K(P)

olarak tanimlanan K (P) reel sayisina P nin  kesit egriligi denir [7]. Bu

tanimdaki K (P) degerini genellikle K (X,Y) ile gosterecegiz.

I.2.2. Teorem. Bir (M,g) Riemann manifoldunun 7,M tanjant uzayimin

2-boyutlu br altuzay1 P olsun. P = S,{X,Y} ise

7% K(X7KX7Y)
K(X.Y) =
) = XV = 9(x. V)

icin

(i) K(X,Y)=K(Y, X),

(i) K(X,Y) = K(rX,sY), r#0, s#0, r,s€R,

(iii) K(X,Y)=K(X +tY,Y),t€R
dur[5].

Ispat. (i) (1.2.4) ten

_ K(X,Y,X,Y)
KXY — ) ) M
) = XV = 9x. V)
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dir. Bu ifade de Onerme 1.2.1in (ii) ve (i) siklar kullanilirsa

_ “K(Y,X,X,Y)
K(X.Y) =
Y = XV =X, V7
K(Y, X,Y,X)
VX = 9y, X)?

= K(Y,X)

bulunur.

(ii) Benzer olarak

_ K(rX,sY,rX, sY)
RUE ) = XY - g X, 7P
g(R(rX,sY)sY,rX)
r2s2 (| X[PIY[]? — (X, Y)?)
rg(VixVeysY = VyV,xsY — Vixeyv)sY), X)
r22 ([ XY > — g(X, Y)?)

dir. Buradan
VTXVsst - VSyVTXSY — V[rxysy]SY = T52<VXVYY — VYVXY — V[X,Y]Y>

elde edilir. Bu ifadenin sonucu yerine yazilirsa

R(X.sY) — r22((VxVyY — VyVxY — VixyY), X)
’ r2s (|| X(21Y]]2 = (X, Y)?)
g(R(X, Y)Y, X)
[ XI2[Y]]? = g(X,Y)?

= K(X)Y)

olur.

(iii) (I.2.4) ten

7 G(R(X +1Y,Y)Y, X + 1Y)
KX +tY)Y)=
X+ 0)Y) = VIV = g(X + 1Y,V )2
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dir. Burada, dogrudan islemlerle
1X + Y|PV = [9(X,Y) + g(tY, V)] = XY ]]* - 9(X, Y)?

bulunur. Diger yandan

g(R(X +1Y,Y)Y, X +tY)

= 9((Vxsy VyY = VyVxiwwY = VixiyyY), X +tY)
=g((VxVyY + Vi VyY — Vy VY — Vy Vi Y
—V[ij]Y — V[tyy]Y), X+ tY)

= g((VXVyY — VYVXY — V[X’y]),X + tY)

g((VXVyY — VyVXY — V[Xy]Y), X)
+g((VXVyY —VyVyxY — V[Xy]Y), tY)

gR(X, Y)Y, X) +tg(R(X,Y)Y)Y)
g(R(X,Y)Y, X)

elde edilir. Bulunan ifadeler yerlerine yazilirsa

RX+Y) = IRV = 90X, X7

= K(X,Y)

bulunur.

I.2.8. Tanim. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda
rox(M) — C%(M)
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r(X) = iR(X, ei)ei (I.2.5)

i=1

olarak tanimlanan operatére (M, g) nin Ricci operatorii denir|[7].

I.2.9.Tanim. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda
p:x(M)xx(M) — C*(M)

p(X,Y) =2 g(R(X, ei)e;, V) (1.2.6)
i=1
olarak tanimlanan tensor alanina (M, ¢g) nin Ricci tensoér alani denir ve p

ile gosterilir. Burada {e;}, (M, g) de ortonormal bir ¢atidir[7].

I.2.2.0nerme. Ricci operatorii self-adjointtir. Yani (M, g) bir Riemann

manifoldu ve X,Y € x(M) igin

9(p(X),Y) = 9(X, p(Y)) (1.2.7)
dir[1].
1.2.10.Tanim. (M, g), m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve 7 € C*(M)

olsun. p € M olmak iizere T,M nin 2-boyutlu altuzaylarima gore kesit

egriliklerinin toplamina skaler egrilik denir ve

T = Zp(ej, e;) Z Z (€i,€5)ej, €) (1.2.8)

ile tanimlanir. Burada {e;, e;}, (M, g) de ortonormal bir gatidir[7].



I.3. Vektor Demetleri ve Distribiisyon

I.3.1.Tanim. FE, B, ' C*° manifoldlar ve 7 : £ — B bir C'"° doéniigim

olsun. B nin bir agik ortiisii {U, }aes (I, indis kiimesi) olmak iizere eger
(mota)(r,y) =2 z€lsy€eF

olacak sekilde

Vo : Uy X F — 771 (U,)

diffeomorfizmlerinin bir {¢,}aes ailesi varsa m, F ye gore lokal garpim
ozelligine sahiptir denir ve D = {(U,, ¥4) }aes sistemine de 7 nin lokal

ayrigsmasi denir[14].

1.3.2. Tanim. 7 : F — B doniisiimii lokal ¢arpim 6zelligine sahip olsun. Bu
durumda ¢ = (E, 7, B, F') dortliisiine bir diferensiyellenebilir 1lif demeti ad
verilir[14].

Bir lif demetinde E ye total uzay, B ye baz (taban) uzay, F ye lif

modeli ve 7 ye de projeksiyon (fibrasyon) adi verilir[14].

1.3.3. Tanim. 7 : £ — B bir lif demeti olsun. Vx € B ic¢in
1 (z) = F, = {p € Eln(p) = «}

kiimesine x iizerinde bir lif denir. Tiim F), liflerinin ayrik birlesimi £ total

uzayni verir|[14].
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I.3.4.Tamim. ( = (E, 7, B, F) bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. 7 nin

D lokal ayrigmasina  lif demetinin lokal koordinat temsilcisi denir[14].

¢ = (E,m, B, F) lif demetinin D = {(U,, ¥4 ) }acr lokal koordinat temsil-

cisini goz ontine alalim. Vx € U, igin
wa,m P — F:):

doniisimi y € F' icin
¢a,a¢<y) - %(907 y)

seklinde tamimlanirsa v, lar diffeomorfizm olduklarindan, %, , ler de birebir,

orten ve diffeomorfizmdirler[14].

1.3.5.Tamim. ( = (E,w, B, F) bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. Eger

asagidaki iki 6zellik saglaniyorsa ¢ ya bir vektor demeti denir|[14].

i) Vo € Bigin F ve F, bir K cismi iizerinde vektor uzayidir.

ii) Vo € B i¢in ¢, : F — F, dontigiimleri lineer izomorfizm olacak

sekilde ¢ nin bir D = {(U,, ) }aer lokal koordinat temsilcisi vardir.

1.3.6. Tanim. 7 : £ — B bir C* lif demeti olsun. Bu durumda
moS =1 (I, Bninbirim doniigiimi)

olacak sekilde
S:B—F
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C*° doniigimiine lif demetinin kesiti denir ve I'(E) ile gosterilir[14].

I.3.7.Tamim. £ bir vektor demeti olsun. Vp € B icin T,B tanjant uzayina
bir X, vektort tasiyan doniisiime vektor demetinin kesiti denir. £ nin

I'(E) kesitlerinin uzay1 K cismi iizerinde bir vektér uzayidir[14].

I.3.1.Teorem. (Tam Fonksiyon Teoremi)

m,n dogal sayilar (m > n) ve
m:UCR"— R"

bir C"— déniistim olsun. Eger x € 7(U), 7 nin bir regiiler degeri ise o zaman x

in 771 ({x}) ters goriintiisii, R™ nin bir (m —n)— boyutlu altmanifoldudur[7].

1.3.8. Tanim. M, m-boyutlu bir manifold olsun. M iizerinde

V:M — T,M

x — VYV, CcT,M

ile tamimlanan V dontigiimiine bir distribiisyon denir[14].

X € x(M) icin p € M olmak lizere X, € V, oluyorsa X vektor alan1 V
ye aittir denir. Eger her p noktasi icin V ye ait g-tane diferansiyellenebilir

lineer bagimsiz vektor alani var ise V ye diferansiyellenebilirdir denir|[14].

1.3.9. Tanim. M bir C* manifold; V, M manifoldu tizerinde g-boyutlu bir

C* distribiisyon ve B, M nin altmanifoldu olsun. Eger B nin her z nok-
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tasinda, B nin tanjant uzayi ile V, ayni ise B ye V nin integral manifoldu
denir[14]. Yani
m:B—-M

bir imbedding olmak iizere Vo € B igin
m(T.B) =V,

dir. Eger V nin B yi kapsayan bir bagka integral manifoldu yoksa B ye V

nin bir maksimal integral manifoldu (veya leaf) denir[14].

1.3.10. Tanim. M bir C'**° manifold ve B, M nin bir altmanifoldu olsun.
Eger Vo € B icin V nin z i kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa

V ye integrallenebilirdir denir[14].

I.3.11.Tamim. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V, (M, g) tizerinde lineer
konneksiyon olsun. Eger X € x(M),Y € x"(M) icin

\V4 XY < Xv (M )
ise V distribiisyonuna paraleldir denir[14].
I1.3.1.0nerme. (M, g),V ve H ortogonal distribiisyonuna sahip bir Riemann

manifoldu olsun. Bu durumda V nin V ya gore paralel olmasi1 icin gerek ve

yeter sart H nin paralel olmasidir[14].
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II. BOLUM

RIEMANN SUBMERSIYONLARI

Bu boliim tic altboliimden olusmaktadir. Birinci altboliimde manifold-
lar arasindaki submersiyon dontisiimleri ve bunlarin iirettigi distribiisyonlar
tanitilmakta, sonrada Riemann submersiyon tanimi verilmektedir. Ayica
Riemann submersiyonlar icin 6rnekler verilmekte ve temel kavramlar ayrintili
olarak incelenmektedir. Ikinci altboliimde, O’Neill tarafindan tanimlanan
tensor alanlari  tanimlanmakta ve temel Ozellikleri arastirilmaktadir. Son
altboltimde ise, ikinci altboliimde tanimlanan tensorlerin geometrik anlam-

lar1  verilmektedir.

I1.1. Riemann Submersiyonlarima Giris

I1.1.1.Tanim. (M, g) ve (B,g) swasiyla m ve n boyutlu Riemann mani-
foldlar1 olmak tizere

(M, g) = (B,g)
bir orten C'*° dontistimii icin

rank dm, = boy B

oluyorsa m ye x € M noktasinda bir submersiyon denir. Vo € M icin 7

bir submersiyon ise m ye M {izerinde bir submersiyon adi verilir[6].

m ve n pozitif dogal sayilar ve n < m olsun.
m: R" — R"
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dontistimii
T (T1y ey T) — (X1, ooy Ty)

ile verilsin. Bir z noktasinda
Ay (1, ooy V) = (V1, .o, Un) (I1.1.1)

oldugundan dr, diferensiyeli 6rtendir[7]. Dolayisiyla, projeksiyon dontisiimii

bir submersiyondur.

Herhangi bir = € B icin F, = 7~ !(x) iizerindeki lif, (M, g) manifoldunun
r = (m —n)- boyutlu bir altmanifoldudur. 7—!(z) altmanifoldlarina submer-

siyonun lifleri denir[15].

Herhangi bir p € M icin (M, g) deki V integrallenebilir distribiisyonu
V, = cekm,,

ile tanimlanir ve V, ye submersiyonun dikey distribiisyonu denir.

ile tamimlanan distribiisyona ise submersiyonun yatay distribiisyonu denir|[6].

I1.1.1.Teorem. 7 : M — B bir submersiyon ve M nin dikey distribiisyonu
V olsun. Bu durumda, 7(p) = = ve p € M icin her V, dikey distribiisyonu

7~ !(z) in tanjant uzay1 ile cakisir[6].

Ispat. T, () de bir v vektorii verilsin. Simdi
c:[0,1] — 7 Hx)
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bir egri oyleki;

elde edilir. Buradan

dir. O halde T,7~!(x), V, nin r = (m — n)- boyutlu altuzayma doniisiir.
Boyutlarin esitliginden

V, =T,n ! (z)

yazilabilir.

I1.1.2. Tanim. (M, g) ve (B,g') Riemann manifoldlar ve
m: (M, g) — (B,g)
bir C'"*° doniigtim olsun. x € M i¢in
V, = V,(r) = cekdr, = {X € T,M|dr,(X) =0} C T,M

ve

H, = Ho(m) = Vi C T,M

olarak tanimlayalim. V, uzayma 7 nin x noktasindaki dikey uzay1 denir.
M deki g metrigine gore V, dikey uzaymin dik tiimleyeni olan H, uzayina

ise 7 nin = noktasindaki yatay uzayi denir[1].
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Boylece, M Riemann manifoldu x € M de
T.M =V, ®Ho =V, &V

ortogonal ayrisimina sahiptir.

I1.1.3.Tanim. (M, g) ve (B,g) srasiyla m ve n boyutlu Riemann mani-

foldlar1 olsun. Bu durumda
m:(M,g) = (B,g)
C* dontigiimii igin
rank dr, < min{m,n}

sartini saglayan x € M noktasina 7 nin bir kritik noktasi denir ve 7w
nin kritik noktalar kiimesi(kritik kiime) C ile gosterilir. Kritik noktanin 7

altindaki goriintiisiine ise kritik deger denir[7].

I1.1.4.Tanim. (M, g) ve (B,g') Riemann manifoldlar ve
m:(M,g) = (B.g)

bir C'*° doniisiim olsun. x € M noktasina T, M nin sirasiyla V, ve H, alt

uzaylarini karsilik getiren
r—YV, ve x— H,

dontigiimleri M\C; {izerinde sirasiyla V = V() ve H = H(w) ile gosterilen
C* distribiisyonlar1 tanimlar. V = V(7) ye 7w nin dikey distribiisyonu

veya dikey alt demeti, H = H(m) ye ise 7 nin yatay distribiisyonu veya
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yatay alt demeti denir[1].

I1.1.5.Tanim. M fizerindeki bir X vektor alan1 yatay distibiisyona ait ise
yatay vektor alani olarak adlandirilir ve yatay vektor alanlarinin kiimesi

X"(M) ile gosterilir[6].

I1.1.6. Tanim. M iizerindeki bir X vektor alanmi dikey distribiisyona ait ise
dikey vektor alan1 olarak adlandirilir ve dikey vektor alanlarinin kiimesi

X" (M) ile gosterilir[6].

Herhangi bir E' € x(M) vektor alam icin, F nin dikey ve yatay bilesenleri

sirasiyla vE ve hE gosterilir.

II.1.7.Tamim. (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda, M
tizerinde izdiistiriilebilir(projectable) vektor alanlarinin uzayr x¢(M) ile gosterilir.
Yani x¢(M) nin her eleman1 M iizerinde bir vektor alan1  ve B iizerindeki

bir vektor alanma m— baghdir[6].

I1.1.8. Tanim. M ve B Riemann manifoldlar1 olsun. Eger X yatay ve B
tizerindeki X vektor alanina m-bagh ise M {izerindeki X vektor alanima ba-

sic(temel) vektor alani denir[6].

Basic(temel) vektor alanlarmin uzayi
X"(M) = x“(M) nx"(M)
ile gosterilir.
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M {izerindeki ortonormal catilarimin bir lokal alani {ey, ..., €,, } olsun dyleki
€1, ..., e, dikey vektor alanlar1 ve e,.q,..., e, temel vektor alanlaridir. Bu-

rada, r = boy M — boy B liflerin boyutudur[13].

I1.1.9.Tanim. (M, g) ve (B,g’) Riemann manifoldlar1 arasindaki déniisiim
7w olmak tizere,

a [tl,tg] — B

egrisi B de bir smooth embedded egri ve
ﬁ : [tl, tg] — M

egrisi de M de herhangi bir egrisi olsun. 7o § = « esitligini saglayan (3

egrisine o nin bir lifti denir.

Vt € [t1,ta], B'(t) € Hpy icin, B yataydir. Burada, () = z9 € M ve

a(ty) = m(xg) dir. [ egrisine xy da a nimn bir yatay lifti denir[13].

I1.1.10.Tanim. (M, g) ve (B,¢’) Riemann manifoldlar1 ve
w: (M,g) = (B.g)
bir C*° dontisiim olsun. Her x € M ve U,,V, € T, M icin

9(Us, V) = g (me(U), 7 (V2) (IL.1.2)

oluyorsa m ye M den B ye bir izometri denir.
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Bu tanima gore 7 bir izometri ise m, dontisimi T, M ile Ty, B uzay-
larindaki ic carpimlari korur. Yani, m, donisimi V, ve m.(V,) tanjant

vektorlerinin uzunluklarimi da korur[9].

I1.1.1.Sonuc. 7 : (M, g) — (B,g') bir izometri ise bir regiiler déniisiimdiir

[9]-

Ispat. m,(V,) = 0 icin
[m(Va)ll = [Vel =0=V, =0

olmasini gerektirir. Bu da 7w, in 1 : 1 olmas1 demektir. Her izometri aym

zamanda 1 : 1 ve orten olan bir lokal izometridir.

Simdi, bu tezin temel konusu olan Riemann submersiyonu kavramini
tanimlayabiliriz.

I1.1.11.Tanim. (M, g) ve (B, g) Riemann manifoldlar1 olsun.
m: (M,9) — (B,g)

bir C'*°— submersiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa 7 ye bir Riemann

submersiyonu denir[6]:

1) 7 doniisimii maksimal ranka sahiptir.

2) Her p € M noktasinda, m,, doniisiimii yatay vektorlerinin uzunlugunu
korur. Yani

’

Ip(U, V) = Gy (Tapt, Tpv) . w,v€H, , pEM (I1.1.3)
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dir. Buise, bir p € M noktasinda 7, tiirev dontisiimiiniin H,, yatay uzayindan

Tr(p) B iizerine bir lineer izometri oldugunu séyler[6].

Asagidaki 6rnekler, Riemann submersiyon 6rneklerinin kolayca elde edilebilecegini

gostermektedir.

I1.1.1.Ornek.

T:R' — R?
fL‘l—l—,Ig To + Xy

($1,$27$3,$4) - ( \/§ ) \/5 )

doniisiimii verilsin. Burada, {21, 29, 23,74} ile R* {in bir koordinat sistemi

gosterilmistir. Dogrudan islemlerle

1 1
dW:ﬁoﬁo
1 1
0 % 0 &

elde edilir. Dolayisiyla, rankdr = boyR? = 2 dir. Yani, 7 bir submersiyon-

dur. Diger taraftan
cekdm =V = Sp{V; = (-1,0,1,0),V, = (0,—1,0,1)}

ve

Vvt =H = Sp{X; = (1,0,1,0), X, = (0,1,0,1)}
elde edilir. Ayrica

dn(X1) = (V2,0) ve dr(Xs) = (0,v2)

dir. Boylece R* ve R? iizerindeki standart ic carpimlar g ve ¢’ ile gosterilirse

g'(dn(X1),dm(X1)) =2 ve ¢'(dm(Xs),dm (X)) =2
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9(X1,X1) =2 ve g(Xp,X3) =2

olur. Yani
g'(dn(Xy),dr(X1)) = g(X1, X1), ¢'(dm(X2),dn(X3)) = g(Xy, Xo)

dir. Bu ise 7 nin bir Riemann submersiyon oldugunu gosterir.

I1.1.2.0rnek. (M, g) ve (B,g') Riemann manifoldlarn olsun. Bu durumda,
M x B carpim manifoldunu ve m; ve my de M x B den sirasiyla M ve B ye

olan projeksiyonlar1 gostersin. Bu durumda, VX,Y € x(M x B) icin
guxp(X,Y) = mg(X,Y) + g (X,Y)
fonksiyonunu tanimlayalim. Bu ifade
gux(X,Y) = g(m. X, 1Y) 4 ¢ (7. X, 72.Y)

seklinde de yazilabilir. Kolayca gortiltirki gy, « g, simetrik bilineer bir fonksiyon-

dur. Diger taraftan, kabul edelimki V' # 0 icin
ngB(V, V) =0, Ve X(M X B)

olsun. Boylece

guxp(V,dm(V)) = g(dm(V),dm(V)) =0
= d7T1(V) =0

guxs(V,dma(V)) = g(dma(V),dma(V)) =0
= d7T2(V) =0
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olur. Bu ifadelerden V' = 0 elde edilir. Bu ise gy« p pozitif tanimli oldugunu
gosterir. Simdi de

m (M X B,guxs) — (M, g)

ve

Ty (M x B,guxs) — (B, g)

projeksiyonlarini gozoniine alalim. Acikca goriiliirki m; ve my birer Riemann

submersiyondur[12].

I1.1.3.0rnek. (Ortogonal projeksiyon)

T: R — R" m>n>1

(1, ey ) — (X1, ey Tp)

bigiminde tanimlanan bir doniigiimdiir. z € R™ noktasinda yatay uzay

0 0
ve dikey uzay
0 0
V, = Sp{axnﬂ,..., 8a:m}

seklindedir. 7 nin lifleri total geodeziktir. Yatay distribiisyon integral-
lenebilirdir ve

Tpil = ... = Ly = Sabit

ile verilen integral altmanifoldlar: total geodeziktir[1].

IL.1.1. Onerme. (M, g) ve (B,g) Riemann manifoldlarn
m: (M, g) — (B.,g)
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bir Riemann submersiyonu, V ve V' sirasiyla M ve B nin Levi-Civita kon-
neksiyonlar: olsun. M iizerindeki X, Y temel vektor alanlart , X', Y vektor

alanlarina m-bagl olsun. Bu durumda
(1) g(X,Y) =g (X", Y)om
(ii) A[X,Y] temel vektor alani, [X', Y] vektor alanina m— baghdur.
(i) A(VxY') temel vektér alam ve V', Y m— baghdir.
(iv) Herhangi bir V' € x*(M) icin, [X, V] dikey vektor alamdir.

Ispat. (i) pe M , X,Y € x*(M) icin
gp(X,Y) = g;r(p) (Tp X, TipY')

dir. Buradan
X, Y)=g(X . Y)on

elde edilir.

(ii) X,Y € x"(M) icin

W*([X> Y]) = 71-*h([*X7 Y]) + W*U([X, Y])

= mh([X,Y])
elde edilir. Buradan
mh(X,Y]) = [mX, mY]
= [X,Y]orm
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dir. Boylece
X, Y]~ [X Y ]or

bulunur. Yani, A[X, Y] temel vektor alam1  [X', Y] ne 7—baghdir.

(iii) (1.2.3) ten herhangi bir X, Y, Z € x(M) icin

X[g(Y,2)] + Ylg(Z,X)] - Z[g(X,Y)]
=9(VxY, Z) + g(VxZ,Y) + g(VyZ,X)
+9(VyX,Z) — g(VzX,Y) = g(VzY, X)
= g(VxY + Vy X, Z) + g(VxZ — VX,Y)
+9(VyZ — VY, X)
=9(2VxY = [X,Y], 2) + g([X, Z],Y) + g([Y, Z], X)

dir. Buradan

29(VxY,2) =X(g(Y,2)) +Y(9(X,2)) - Z(9(X.Y))
elde edilir. O zaman X,Y, Z temel vektor alanlari X /,Y/, Z' vektor alan-

larinin yatay liftleri olarak goz ontine alinirsa, herbiri icin;

/ ’

X(g(Y,2)) = X(¢(Y,Z))on=X (g (Y,Z))on
Y(9(X,2)) = Y(¢(X,Z)on=Y(4(X,Z))on
Z(9(X,)Y)) = Z(g(X.,Y))on=Z(g(X,Y))onr
W([X.Y],2) = ¢g(X Y], Z)on
9([2,X].Y) = ¢(Z. XY )on
9([v.2,X) = g(Y,Z],X)on

43



dir ve Levi-Civita konneksiyonu ile bagintiya girdiginde,
g (m(hVxY),Z)orm =g(hVxY,Z) =g (VY Z)on

elde edilir. 7 doniisiimii 6rten ve Z' keyfi secildiginden, hVxY temel vektor

alani V;{,Y/ vektor alanina m— baghdir.

(iv) Herhangi bir V' € x*(M) ve X € x*(M) icin X temel vektor alam

X' vektor alanina m7— bagh olsun. Bu durumda
X, V] = [mnX,mV]
= [X,0lox
= [x.0]
=0

elde edilir. O halde [X, V] ve [ X, 0], 7- baghdur.

I1.2. Temel Tensorler

Bu alt bolimde O’Neill tarafindan, Riemann submersiyonlar: icin tanimlanan

temel tensorler ve onlarin temel ozelikleri arastirilacaktir.

I1.2.1.Tanim. (M, g) ve (B, g') Riemann manifoldlar1 ve
m:(M.g) — (B.g)

bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda (1,2) mertebeli 7' temel

tensor alani
T(E,F)=TgF = hV,gvF +vV,ghF, E F ¢ x(M) (1I1.2.1)
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ile tanimlanir [6].

Burada, v ve h sembolleri sirasiyla V ve ‘H tizerinde ortogonal projeksiy-

onlar ve V (M, ¢g) nin Levi-Civita konneksiyonudur.

T temel tensor alan1 asagidaki ozelikleri saglar[12]:

(i) £ € x(M) icin Tk anti-simetrik ve lineer operatordiir.

(ii) E € x(M) icin Tg yatay ve dikey altuzaylarinin rollerini degistirir.

(iii) T dikey tensor alamdir. Yani,E € x(M) icin, T = T, dir.

(iv) T dikey tensor alam simetriktir. Yani V,W € x?(M) icin
va - va

dar.

Yukarida verilen ozellikler daha sonra ispatlanacaktir.

I1.2.2. Tanim. (M, g) ve (B, g’) Riemann manifoldlar ve
m: (M, g) — (B.,g)

bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda (1,2) mertebeli A temel

tensor alani
A(E,F) = AgF = vVyghF + hVgvF, E F € x(M) (11.2.2)
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ile tanimlanir [6].

A temel tensor alam asagidaki 6zelikleri saglar[12]:

(i) £ € x(M) icin Ag anti-simetrik ve lineer operatordiir.

(il) E € x(M) icin Ag yatay ve dikey altuzaylarimin rollerini degistirir.

(ili) A yatay tensor alamdir. Yani, £ € x(M) icin, Ag = App dir.

(iv) A yatay tensor alami alterleyendir. Yani X,Y € y"(M) icin
AxY = —Ay X

dir.

A tensor alani icin verilen 6zellikler daha sonra ispatlanacaktir.

I1.2.1.Lemma. (M, g) ve (B, g’ ) Riemann manifoldlar1 ve
w: (M,9) = (B.g)

bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda Ag ve T anti-simetrik op-

eratorlerdir. Herhangi bir E, F, G € x(M) icin

9(TeF,G) = —g(TpG, F) (I1.2.3)
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dur[6].

Ispat. E,G dikey vektor alanlar1 ve F' yatay vektor alani olsun. Bu du-

rumda

TpF = hV,gvF 4+ vV, ,ghF
= UVEF

ve

TG = hV,gvG 4+ vV ,ghG
= hVgG

dir. Diger taraftan

E(g(F.G)) = g¢(ViF,G)+g(ViG,F)
0 = g(TeF,G)+g(TEG, F)

elde edilir.

Benzer yolla Ag nin anti-simetrikligini gosterelim. FE,G yatay vektor

alanlar1 ve F' dikey vektor alani olsun. Bu durumda

AEF = thEhF—i-hthUF
= hVgF

ve

ApG = vV,hG + hVLpvG
= ’UVEG
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dir. Diger taraftan

E(g(F,G)) = g(VeF,G)+g(VeG,F)
0 = g(ApF.G) + g(AsG, F)

elde edilir.

(M, g) bir Riemann manifoldu ve p € M olsun. Kolayca goriiliir ki,
herhangi bir u, w € T,M icin TgF (p) ve ApF(p) , M tizerindeki E, F vektor

alanlariin seciminden bagimsizdir oyleki;

dir.

I1.2.3.Tamim. (M,g) bir Riemann manifoldu ve p € M olsun. T,M

iizerindeki T, A, lineer operatorleri
Tuw = (TpF)(p), Aww = (Agl)(p) (11.2.5)

ile tamimlanir. Burada E, F' € x(M) ve E(p) = u, F(p) = w dir[6].

I1.2.1. Onerme. (M, g) ve (B,g¢') Riemann manifoldlar1 ve
m:(M,g) — (B.g)

bir Riemann submersiyonu olsun. Herhangi bir p € M,u € T,M icin; T,
ve A, operatorleri (T,M, g,) tizerinde anti-simetrik operatorlerdir ve p € M

noktasinda yatay ve dikey altuzaylarimin rollerini degistirirler[15].
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ispat. Anti-simetrik 6zeligi Lemma I1.2.1 den elde edilir. Simdi 7' ve
A tensorlerinin verilen oOzelliklerini gosterelim. FE bir vektor alani Gyleki
E(p) = w ve herhangi bir w € V, icin, F' bir dikey vektor alani Oyleki
F(p) = w olsun. Bu durumda

Taw = (hWVpvF)(p) + (vVohF)(p)
= (hvaF)(p) € HP

elde edilir. Benzer olarak, herhangi bir w € H,, icin, F' bir yatay vektor alani

oyleki F'(p) = w olsun. Bu durumda

= (WVupF)(p) €V

dir.
Benzer olarak, v € T,M verilsin. E bir vektor alam1 6yleki E(p) = u ve

herhangi bir w € H,, icin, F' bir yatay vektor alan1 dyleki F(p) = w olsun.

Bu durumda

Ayw = (vVVipghF)(p) + (hVLpvF)(p)
= (vVueF)(p) €V,

elde edilir. Benzer olarak, herhangi bir w € V), icin, F' bir dikey vektor alani

oyleki F'(p) = w olsun. Buradan

Ayw = (VVypghF)(p) + (hVLpvF)(p)
= (hthF)(p) € Hp
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elde edilir.

I1.2.2. Onerme. (M, g) ve (B,g¢') Riemann manifoldlar1 ve
m: (M,9) — (B,g)
bir Riemann submersiyonu olmak iizere, tensor alanlar1 7" ve A asagidaki
ozelikleri saglar[11]:
(i) TwW =TwU , UW € x"(M);

(11) Axy = —AyX , X,Y € Xh(M),

(iii) AxY = 20[X,Y], XY € x"(M)
dir.
Ispat. (i) U, W € x*(M) icin

TUW = hVUUUW+UVUUhW
TwU = hV,woU + vV, whU

oldugundan,

TUW — TwU = h(vaUW — VUWuU)
—|—U(vaUhW — vath)
= WU, W]

=0
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bulunur. Buradan

TUW — TwU

elde edilir.

(i) Herhangi bir X € y"(M) icin, Ax X = 0 oldugunu gostermeliyiz. X
temel vektor alam olsun. Onerme I1.1.1 in (iv) iinden, herhangi bir W €

X" (M) icin

W(g(X.X)) = g(VwX,X)+g(X, ViwX)
— 29(ViX, X) = 29(Vx W, X)
= —29(VxX, W)
= —29(AxX, W)

dir.Buradan

JAXX,IV) = —SW(g(X, X))
=0

bulunur. Ciinkii ¢(X, X) her lif iizerinde sabittir. Buradan AxX in dikey

vektor alan1  oldugu sonucuna varilir. Yani
AxXZO, AxX:'U(VxX)

dir. X keyfi oldugundan
AX+yX + Y == 0

yazilabilir. Ustelik A lineer oldugundan
Ax vy X +Y = AxX+AxY + Ay X + AyY
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= AxY + Ay X

0 = AxY +AyX

elde edilir. Buradan (ii) ispatlanmis olur.

(iii) X,Y € x"(M) olmak iizere

’U[X,Y] = U(V)(Y—VYX>
= AxY - Ay X

= 2AxY

elde edilir.

Aksi belirtilmedikce liflerin geometriksel 6zelikleri”semboli ile gosterilecektir.

Ornegin kovaryant tiirev icin,
VyW =oVyW

dir. Burada V' ve W dikey vektor alanlaridir.

I1.2.2.Lemma. (M, g) ve (B, g’ ) Riemann manifoldlar1 ve
m: (M, g) — (B,g)

bir Riemann submersiyonu olmak iizere, X,Y € x"(M)ve V,W € x*(M) icin

(i) VoW =Ty W + Vi W |
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(i) Vv X = hVy X + T X,

(111) VXV = Axv + UVXV,

(iv) VxY = hVyY + AyY

dir. Ayrica, X temel vektor alam ise; [ X, V] dikey vektor alan1 oldugundan
hVy X =hVxV = AXV

dur[11].

Ispat. (i) (I1.2.1) den

va = hvyva—i—vavhw
= hVyW

bulunur. Diger taraftan
VyW = hVyW + oV W

oldugundan

VoW =Ty W + VW

elde edilir.

(i) (I1.2.1) den

Ty X = hV,yyvX +oV,yhX

= UVVX
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dir. Diger tarftan,
VVX = UVVX + hVVX

oldugundan

Vv X =hVy X + Ty X

elde edilir.

(iii) (I1.2.2) den
AxV = ovVpxhV + hVxoV
= hVxV
bulunur. Diger taraftan,

VXV = hVXV+UVXV
= AXV+UVXV

dar.

(iv) Benzer yolla,

AXY = thth+hthvY
= UVXY

bulunur. Buradan

VXY = hVXY+UVXY
- hVXY+AXy

dir.

o4



I1.3. T ve A Temel Tensorlerinin Geometrik Anlami

Bu altboliimde, temel tensor alanlarinin, Riemann submersiyonun geometrisini
incelemede nasil bir rol oynadigi  ve bunlarin geometrik anlamlar1 arastirilacaktir.
Onerme I1.2.2 den kolayca goriiliir ki, Ty W liflerin ikinci temel formuna,

AxY ise yatay distribiisyonun integrallenebilirlik tensortine karsilik gelir.

I1.3.1.Teorem. (M, g) ve (B,¢") Riemann manifoldlari,
m:(M,g) = (B.g)

bir Riemann submersiyonu ve (M, g) iizerindeki yatay distribtisyon H olsun.
Bu durumda, H yatay distribiisyonnun integrallenebilir olmas1 icin gerek ve

yeter sart A = 0 olmasidir[6].

Ispat. Herhangi bir X, Y € x"(M) icin

AXY = thth+hthvY
= UVXY

dir. Buradan

AxY — Ay X = 0[X, Y]
elde edilir. Burada Onerme 11.2.2 (i) kullanilirsa
2AxY =v[X,Y]
olur. Diger taraftan, U € x"(M) icin

AU:AhU:AhU =0

=A = 0
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dir. Boylece ispat tamamlanir.

I1.3.1. Tamim. (M, g) ve (B, g’) Riemann manifoldlar1 ve
7:(M,g) — (B,g)

bir Riemann submersiyonu olsun. (M, ¢) Riemann manifoldunun dikey dis-
triblisyonu V, yatay distribiisyon H tizerine olan projeksiyonlar v ve h olmak

uzere
VeF =v(VguF) + h(VghF) ,E F e x(M) (11.3.1)

ile tanimlhi  konneksiyona Schouten konneksiyonu adi verilir [6].

I1.3.1.Lemma. (M, g) ve (B,g’) Riemann manifoldlar1 ve
m:(M.g) = (B.g)
bir Riemann submersiyonu verilsin. Bu durumda, her E, F' € x(M) icin
VeF =VgF +TpF + ApF (11.3.2)

dir [6].

Ispat. Schouten konneksiyonunun tanimindan

VeF  =v(VguF)+ h(VghF)
= U(VypsnpvF) + M(VypinphF)
= oVyugVF + oV ,gvF + hV  ghF + hV,ghF
= vV, gVF + oV pgvF + hV ghF

+hVphF + VpF — VgF (I1.3.3)
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olur. Diger taraftan

= h(v(vE—i-hE) (UF + hF)) + U(V(UE+hE) (UF + hF))
== thEvF + hvahF + hthUF + hthhF

+oVyugvF + 0VyghF + oV pgvF + vV ghF (I1.3.4)
bulunur. (I1.3.4), (I1.3.3) te yerine yazilirsa

VeF  =uV,gvF +oVygvF + hV,ghF + hVghF + VgF
—hVgvF — hV ,ghF — hNV gvF — hV ,ghF
— VoV, g — vV, ghl — vV gvF — oV, ghF
=VgF — (hWV,gvF +vV,ghF) — (vVVyghF + hVpvF)

elde edilir. Burada (I1.2.1) ve (I1.2.2) kullamlirsa
VgF = VgF —TgF — AgF

olur. Buradan

elde edilir.

I1.3.1.0nerme . (M™, g) ve (B", ¢') Riemann manifoldlar ve
7 (M™, g) — (B",g)

Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda x € B icin, herhangi bir 77! (x)

lifi iizerinde V Schouten konneksiyonu, g metrik tensoriinden indirgenen

o7



metrik tarafindan belirlenen Levi-Civita konneksiyonu ile cakisir [6].

Ispat. Herhangi bir U, W € x*(M) icin

vUW = U(VUUW)—l-h(VUhW)
= o(Vyo) (I1.3.5)

bulunur. Diger taraftan, (I1.2.1) ve (I1.2.2) den

TuW = hV,goW +oV,phW

ve

AUW = ’UV}LU}LW—F}LV}LUUW
= 0 (I1.3.7)

elde edilir. Boylece (I1.3.5), (I1.3.6) ve (I1.3.7) kullanilirsa
VoW = @UW + TyW, UW e Xv(M) (1138)
elde edilir.
Bu yiizden, T dikey tensor alanmin x*(M) x x¥(M) ye kisitlanmasi her-
hangi bir lifin ikinci temel formuna karsilik gelir. (I1.3.8) denklemine Gauss

denklemi ve T ye ikinci temel formu denir.

Boylece altmanifoldlar teorisine ( [4], [10]) uygun olarak, asagidaki tanim

verilebilir.
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I1.3.2. Tanim. (M, g) ve (B, ¢') Riemann manifoldlar1 ve
7:(M,g) — (B,g)

Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda eger T' tensor alani sifir ise 7

nin herhangi bir lifine M nin total geodezik altmanifoldu denir[6].
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I1I. BOLUM

RIEMANN SUBMERSIYONLAR ICIN TEMEL
DENKLEMLER

Bu boliimde, once temel tensorlerin kovaryant tiirevleri elde edilmekte
ve temel Ozellikleri incelenmektedir. Sonra da bu ozellikler kullanilarak iki

manifoldun egrilikleri arasindaki bagintilar elde edilmektedir.

III.1. T ve A Temel Tensorlerinin Kovaryant Tiirevleri

II1.1.1.Tanim. (M, g) bir Riemann manifoldu ve E, F, H € x(M) olsun.

(1,2) mertebeli A ve T' tensor alanlarinin kovaryant tiirevleri
(VEA)pH = (VEA)(F,H) =Vg(ArH) — Ay, r(H) — Ap(VgH)
ve
(VeT)pH = (VeT)(F,H) =Vg(TpH) — Ty, r(H) —Tp(VEgH)

ile tamimlanir. Bu durumda VA ve VT (1,1)— mertebeli tensér alanlari

olarak elde edilirler[10].

I11.1.1.Lemma. (M, g) ve (B, g) Riemann manifoldlar1 ve
m:(M,g) = (B.g)

bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda X,Y € y"(M) ve V,W €
X" (M) icin
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i) (VvA)w = —Ap,w,

(i) (VxT)y = —Tayy,

(i) (VxADw = —Aacw,

(iv) (Wi)y = =Tr,y
duir[11].

Ispat. (i) M iizerinde keyfi bir vektér alam E olsun. O zaman,
(VyA)wE =Vy(AwE) — Ay, w(E) — Aw(VyE)
dir. Ax = Apx yatay tensér alam1  oldugundan , W € x*(M) icin
Aw = Ay =0 (IIL.1.1)
dir. Lemma I1.2.2 den,

Avvw(E) = A(TVW—H)VVW)(E)
= Anw(E) + A, w(E)
— Apw(E) (II1.1.2)

dir. (IT1.1.1) ve (II1.1.2) ifadeleri yerlerine yazilirsa,
(VvA)wE = (Vv A)(W, E) = —Ag,w(E)

bulunur.
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(ii) M iizerinde keyfi bir vektor alam1 E olsun. O zaman,
(VxT)yE=Vx(IyE) — Ty v (E) — Ty(VxE)
dir. Ty = Tyw dikey tensor alani  oldugundan , Y € x"(M) icin
Ty =Ty =0 (I11.1.3)
dir. Lemma I1.2.2 den,

Tvv(E) = Tayy+nvxy)(E)
= Tayy(E) + Thvyy(E)

= Ty (E) (III.1.4)
dir. (III.1.3) ve (II1.1.4) denklemleri yerlerine yazilirsa,
(VxT)yE = (VxT)(Y, E) = =Ta,v(E)

bulunur.

(iii) Benzer olarak, A tensor alaninin kovaryant tiirevi
(VxA)wE =Vx(AwE) — Av,w(F) — Aw(VxFE)
dir. Ax = Apx yatay tensor alan1  oldugundan , W € x*(M) icin
Aw = Ay =0 (II1.1.5)
elde edilir. Lemma I1.2.2 den,

Avw(E) = Apgwrovew) (E)
= Asow(E)+ Awww(E)

= Agw(E) (I11.1.6)
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olur. (II1.1.5) ve (II1.1.6) ifadeleri yerlerine yazilirsa,
(VxAwE = (VxA) (W, E) = —Asw(E)

bulunur.

(iv) M tzerinde keyfi bir vektor alani E olsun. O zaman,
(VvT)yE =Vy(IyE) — Ty, v(E) — Ty (VyE)
olur. Ty, = T,y dikey tensor alam  oldugundan , Y € (M) icin
Ty =Ty =0 (II1.1.7)
dir. Lemma II1.2.2 den,

Tv,v(E) = Tiryyinvyy)(E)
Tryy(E) + Thvy,y(E)

= Trv(E) (I11.1.8)
elde edilir. (IT1.1.7) ve (II1.1.8) degerleri yerlerine yazilirsa,
(VvT)yyE = (VWT)(Y,E) = =T, y(E)
bulunur.
Tr veAg her noktada anti-simetrik ve lineer operatorlerdir. Asagidaki

lemma, bu tensor alanlarinin kovaryant tiirevleri icin benzer sonucu ifade et-

mektedir.
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IT1.1.2. Lemma. (M, g) ve (B,¢’) Riemann manifoldlar1 ve

m:(M,g) = (B,g)

bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda E € x(M), Y, X € x"(M)
ve U, V,IWW € x"(M) icin

(1) g(VoA)xV.W) = g(TyV, AxW) — g(TuW, AxV');
(ii) VT simetriktir. Yani, g((VET)vW, X) = g(VED)wV, X);

(iii) VA anti-simetriktir. Yani, g((VgA)xY,V) = —g((VEA)y X, V)
dur[6].

Ispat. (i) Tamm I11.1.1,Lemma I1.2.1 ve Lemma I1.2.2 den,
g(VeA)xV, W) =g(Vy(AxV) — Ag,x (V) — Ax (Vi V), W)
= 9(Vu(AxV), W) — g(Av,x(V), W)
—9(Ax(VyV), W)
olur. Diger taraftan
g(Vu(AxV), W) = —g(AxV, VW)
= —g(AxV, TyW + VW)
= —g(AxV, TyW) — g(AxV, oV W)
= —g(AxV,TyW) (II1.1.9)
bulunur. Benzer olarak

9 Av,x(V), W) = g(AwvyxV + Ap,xV, W)
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= 9(ArwyxV. W) + g(Ar, xV, W)
=0 (I11.1.10)
ve
9(Ax(VuV), W) = g(Ax(TuV), W) + g(Ax (vVu V), W)
= —g(TyV, AxW) (IIL.1.11)
bulunur. (II1.1.9) , (II1.1.10) ve (III.1.11) degerleri yerlerine yazilirsa
g(VuA)xV.W) = —g(TyW, AxV) = 0 — (—g(TuV, AxW))
= g(TyV, AxW) — g(TyW, AxV)

elde edilir.

(ii) Tamm II1.1.1 ve Onerme I1.2.2 den

g(VET)WW. X) = g(VETy W, X) — g(Tv,vW, X) — g(Tv VW, X)
= g(VelTwV,X) = g(TwVEV,X) — g(Ty,wV, X)
= g(VgTwV =Ty wV — TwVEgV, X)

= g(VET)wV, X)

elde edilir.

(iii) Tanm II1.1.1 ve Onerme 11.2.2 den
g(VEA)xY,V) = g(VEAxY,V) — g(Av,xY,V) — g(AxVEY,V)
= g(-VepAyX,V) = g(=AyVEX,V) — g(=Av,y X, V)
= —[g(VEAyX — AVEyX — AyVEX, V)]

= —g9((VEA)yX,V)
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elde edilir.

I11.1.3. Lemma. (M, g) ve (B,¢") Riemann manifoldlar1 ve
m: (M,g) = (B,g)
bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda X,Y,Z € x"(M) ve V €
X" (M) icin
og(VzA)xY, V) =09(AxY, Ty Z)

dir[6]. Burada o, XY ve Z yatay vektor alanlar iizerindeki toplami ifade
ediyor.

Ispat. Bu bir tensor denklemi oldugu icin ; X,Y ve Z vektor alanlarm
temel ve [ X, Y], [Y, Z], [Z, X| braketlerini dikey kabul edebiliriz. Béoylece

;[X, Y] = AxY

ozdesligi uygulanirsa
1
= 9(VaxvZ,V) = g(Vz(AxY),V)
bulunur. Diger taraftan
g(VAxY27 V) = g<thxYZ + TAsz7 V)

= 9(TaxvZ,V)

= —9(Z,TaxyV)

= —9(Z,Tyv(AxY))

= g(TVZ, Axy)
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oldugundan, Jacobi 6zdesliginden,

0g(Vz(AxY), V) =09(TvZ, AxY)
elde edilir. Boylece

0g(VzAxY,V) =0g((VzA)xY,V)

esitligini gosterirsek ispat tamamlanmis olur. A tensor alaninin kovaryant

tiurevinden
g(Vz(AxY), V) — g((VzA)xY,V)

(
= g(Vz(AxY),V) = g(Vz(AxY),V) + g(Av,xY,V)
+ 9(Ax(VzY),V)
(

9(Av,xY, V) + g(Ax(V7Y), V)
dir. Bu denklemde esitligin sag tarafindaki ilk terim
9(Av,xY,V) = —g(Ay (hV2X), V)
ve [X, Z] = 0 oldugundan
9(Av,xY, V) = —g(Ay(hVx Z),V)
elde edilir. Buradan

9(Vz(AxY), V) = g((VZzA)xY,V) = —g9(Ay(VxZ),V)+ g(Ax(V2Y),V)
9(Vz(AxY),V) = g((Vz4)xY,V)

bulunur. O halde,
Ug((VZA)XY, V) = 09<AXK Tvz>
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dar.

II1.1.1. Onerme. (M, g) ve (B,g) Riemann manifoldlar1 ve
m: (M, g) = (B,g)
bir Riemann submersiyonu olmak tizere
(i) A yatay tensor alani paralel ise, A = 0.
(ii) T dikey tensor alanm paralel ise, T = 0 dir [6].

Ispat. (i) Herhangi bir X € y"(M) ve W € x"(M) icin A tensér alamnm

kovaryant tiirevi
g(VxAwX, W) = g(Vx(AwX) — Av,w(X) — Aw(Vx X), W)
= 9(Vx(AwX), W) — g(Av,w(X), W) — g(Aw(VxX), W)

dir. Diger taraftan, Lemma III.1.1,Lemma I1.2.2, Lemma I1.2.1 ve Onerme

I1.2.2 kullanilirsa ,

g(VxA)wX, W) = —g(Av,w(X), W)
= —g(Auywrovow)(X), W)
= —9(Aaw(X), W) = g(Avww(X), W)
= g(AxAxW, W)
(AW, A )

elde edilir. O halde, A yatay tensor alani1 paralel ise Ax dikey distribiisyon
tizerinde sifirdir. Yani,

AXW:O
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dir. Ayrica Lemma I1.2.1 den g(AxW.,Y) = —g(AxY, W) = 0 elde edilir.
AxY dikey distribiisyonuna ait bir vektor alan1  ve W keyfi bir dikey vektor
alan1  oldugundan, AxY = 0 olur. Boylece AxY = 0 ve AxW = 0
oldugundan, Ay = 0 dir. Ustelik, yatay tensor alam Ag = Apg oldugundan,
W e x"(M) icin

Aw = Apw =0

dir. Buradan (i) ispatlanmis olur.

(ii) Benzer olarak herhangi bir X € x"(M) ve W € x*(M) icin T' tensor

alaninin kovaryant tiirevi

g(VwT)xW, X) = g(Vw(IxW) = Tg,x(W) = Tx(VwW), X)
= g(Vw(TxW),X) = g(Tvyx(W), X) — g(Tx (Vw W), X)

dir. Diger taraftan Lemma II1.1.1, Onerme 11.2.2 (i) ve Lemma I1.2.1 kul-

lanilirsa

g(VwT)xW, X) = —g(Tv,x(W),X)
= —9(Tirwx+hvwx) (W), X)
= —9(Tryx(W), X) = 9(Thwy x (W), X)
= —9(Tr,x(W), X)

—g(TwTw X, X)

elde edilir. Buradan Ty X = 0 olur. O halde, T' dikey tensor alani par-

alel ise Ty, yatay distribiisyon itizerinde sifirdir. Diger taraftan,V’ bir dikey
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vektor alanmi  olmak tizere, Lemma I1.2.1 tekrar kullanilirsa g(Tyw X,V =
—g(X,TwV) = 0 elde edilir. Ty 'V yatay vektor alami  ve X keyfi vektor
alan1 oldugundan Ty V' = 0 dir. Boylece Ty V = 0 ve Ty X = 0 oldugundan
Tw = 0 elde edilir. Ustelik, dikey tensor alami Ty = T,p oldugundan,
X € x"(M) icin

Tx =T,x =0

dir. Boylece (ii) de ispatlanmis olur.

Daha 6nce de belirtildigi gibi, A tensor alani, yatay distribiisyonun inte-
grallenebilirligini ve T" tensor alan1 ise liflerin total geodezikligini karakterize
eder. Boylece Onerme II1.1.1 den, paralel A tensér alanina sahip bir Rie-
mann submersiyonda yatay distribiisyon integrallenebilir ve paralel T" tensor

alanina sahip bir Riemann submersiyonunda ise lifler total geodezik olur.

I11.2. Egrilikler Arasindaki Bagintilar

Bu alt boliimde, manifoldlarin egriliklerini, A, T temel tensor alanlar1 ve on-

larin kovaryant tiirevleri cinsinden elde edecegiz.

I11.2.1. Tanim. (M,g) ve (B,g) Riemann manifoldlar1 ve (M, g) mani-
foldunun yatay distribiisyonu H olsun. X"(M) iizerinde (1,3)— mertebeli
egrilik tensér alamm R* ile gosterelim. Herhangi bir X,Y,Z € x"(M) ve
p € M icin

/

Rﬂ'(p) (Tap X, Tap Y, TapZp)
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tensoriiniin yatay lifti R*(X,Y, Z) ile ifade edilir. (B,g’) manifoldunun R’

Riemann egriligi kisaca;
(R (X,Y,2)) = R (m,X, 7Y, 7. 2)
ile tanimlanabilir. Ayrica, herhangi bir X, Y, Z, H € x"(M) icin
R (X,Y,Z,H) = g(R"(X,Y,Z),H)
- R (mX, MY, m.Z m,H)om

dir[6].

z € B icin, herhangi bir (7~ !(z), §,) lifinin Riemann egriligini de R ile

gosterelim. Benzer gosterim kovaryant tiirevlerde de kullanilacaktir.

I11.2.1.Teorem. (M, g) ve (B,g ) Riemann manifoldlari,
m:(M,g) = (B.g)

bir Riemann submersiyonu ve R, R srasiyla M ve (7~ '(x), §,) lifinin Rie-
mann egrilik tensorleri olsun. Bu durumda, herhangi bir U, V, W, F' € x"(M)
ve X € x\"(M) icin

~

9(R(U, V)W, F) = g(R(U, V)W, F) + g(TuW, Ty F)
—g(TvW, Ty F) (I11.2.1)
gRU V)W, X) = g(VuT)vW, X) = g(VvT)yW, X) (1I1.2.2)

dir[12]. (II1.2.1) ve (II1.2.2) denklemleri submersiyonlar icin Gauss ve Co-

dazzi denklemleri olarak gozoniine alinabilir.
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Ispat. (1.2.2) den
RUVIW = VyVyW — Vy VW — Vg W (111.2.3)
dir. Lemma I1.2.1 ve Lemma I1.2.2 den
VoVyW  =VyTyW + VyVy W
= WV Ty W + Ty Ty W
+TyVyW + VyVy W (II1.2.4)
VvVoW =Ty W + Vy VIV
= WV Ty W + Ty Ty W
+Ty VW + Vy VW (I1.2.5)

ve

VoW = TwovW + VW
= WWunW + VW (111.2.6)
bulunur. (II1.2.4),(II1.2.5) ve (II1.2.6) denklemleri (II1.2.3) te yerine yazilirsa
RUVIW  =hVyTyW +TyTyW + Ty Vy W
VoV W — WV Ty W — Ty Ty W
~TyNyW — VyVyW — hV gy W
~VpnW (I11.2.7)
olur. (II1.2.7) denkleminin her iki yanim1 F ile skaler carparsak
g(RUVIW,F)  =g(VuVyW = Vy VW = Vg W, F)
+9(To Ty W, F) — g(Tv Ty W, F)
= g(R(U, V)W, F) - g(TyF, TyW) + g(Ty F, Ty W)
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elde edilir. (I11.2.7) denkleminin her iki yanimi X ile skaler carparsak

g(R(U7 V)W7 X) = g(hVUT\/Wv X) + g<TU@VW7 X) - g(hvVTUW7 X)
(T VW, X) — g W, X) (12,8

olur. Diger yandan, direkt islemlerle

WuyW = WV W — Vg, oW
To,vW = To, oW (111.2.9)

elde edilir. (I11.2.8) ve (II1.2.9) denklemlerinden

g RUVIW, X))  =g(VeTyW = Ty,vW = Ty Vg W, X)
—(g(VVTUW — TVVUW — TUVVVV, X))
= g((VeT)vW, X) = g(VvT)gW, X)

olur.

I11.2.2.Teorem. (M, g) ve(B,g ) Riemann manifoldlari,
:(M,g) = (B,g)

bir Riemann submersiyonu ve R, R sirasiyla M ve B nin Riemann egrilik
tensorleri olsun. Bu durumda, herhangi bir X,Y,Z, H € x"(M) ve V,W €
X" (M) icin,
g(R(X,Y)Z,H) =g(R(X,Y)Z H)+29(AxY, AzH)
—g(AyZ,AxH) + g(AxZ, Ay H) (I11.2.10)
g(RX,Y)Z, V) =—g((VzA)xY,V) — g(AxY,Tv Z)
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+9(Ay Z, Ty X) — g(Ax Z, TvY) (I11.2.11)
JRX, YV, W) =g(VvA)xY, W) — g(VwA)xY,V)

+9(AxV, AyW) — g(AxW, AyV)

—g(Tv X, TwY) + g(Tw X, TyY) (111.2.12)
gRX, V)Y, W) =g(VxT)yW,Y) 4+ g((VvA)xY, W)

—g(Ty X, TwY) + g(AxV, Ay W) (I11.2.13)

dir[6].

Ispat. (II1.2.10) ve (I11.2.11) denklemlerini ispatlayacagiz. Bu iki denk-
lem tensor denklemleri oldugundan; X,Y, 7 yi temel vektor alanlari ve

(X, Y], Y, Z], [Z, X] braketlerini dikey olarak kabul edebiliriz. Ayrica
[X,Y] = 2AxY

oldugundan, hVxY temel vektor alanmmi VY gibi yazabiliriz. Lemma

I1.2.2 den
VyZ = hVyZ+ AyZ
= VyZ+ AyvZ
elde edilir. (1.2.2) den
R(X,Y)Z =VxVyZ —=VyVxZ —Vxy1Z
dir. Buradaki bilesenleri bulalim. Lemma I.2.2 den

VxVyZ = Vx(VyZ+ AyZ)
= VxVyZ+VxAyZ
= VyVyZ+AxVyZ+ AxAyZ + 0NV x Ay Z
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olur. Benzer olarak

VyVxZ = Vy(VyZ+ AxZ)
= VyVyZ+VyAxZ
- V’yleZ + AyV/XZ + AyAXZ + UVyAXz

ve

VixyZ = hVixyZ +TixyvZ
- hVAXyZ —I— QTAXyZ
= 2A7AxY + 2Ty vZ
elde edilir. Buradan
R(X,Y)Z =VxVyZ—-VyVxZ—VixyZ
= VVyZ =V VyZ + AxAyZ — Ay AxZ — 2A,AxY
2Ty Z +vVxAyZ — Ny AxZ + AxVyZ — AyVy Z
= R(X,Y)Z +AxAyZ — AyAxZ — 2A,AxY — 2Ty vZ
+oVxAyZ —oVyAxZ + AxVy Z — AyVxZ  (111.2.14)
elde edilir. Burada h[X,Y] = 0 oldugundan
m[X,Y]=0= V) Z=0
dir. (I11.2.14) denkleminin her iki yanin1 H ile skaler carparsak
gR(X,Y)Z, H) =g(R(X,Y)Z H)+g(AxAyZ H) — g(AyAxZ, H)
—2g<AzAXy, H) — ZQ(TAXyZ, H) -+ g(UVXAyZ, H)
—g(WVyAxZ, H) + g(AxVy Z, H) — g(AyV'x Z, H)
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= g(R(X,Y)Z, H) +29(AzH,AxY) — g(Ay Ax Z, H)
+9(AxAyZ, H)
= g(R(X,Y)Z, H) +29(AzH, AxY)
+9(AvH, AxZ) — g(AxH, Ay Z)
elde edilir. (I11.2.14) denkleminin her iki yanin1 V' ile skaler carparsak
J(RX,Y)ZV)  =g(R(X,Y)ZV)+g(AxAyZ,V) — g(Ay Ax Z,V)
—29(AzAxY,V) = 29(Tayy Z,V) + g(vVx Ay Z,V)
—g(WVyAxZ, V) 4+ g(AxVy Z, V) — g(Ay V' Z, V)
= —29(TavZ,V)+ 9g(VxAyZ, V) — g(VyAxZ, V)
+9(AxVyZ, V) — g(AyVxZ,V)
elde edilir. Diger taraftan, Lemma I1.2.1 ve Onerme I1.2.2 den
9(Tay Z, V)= —g(TaywV,2) = —g(TvAxY, Z) = g(Tv Z, AxY')

yazilabilir. Ayrica

9(VxA)Z, V) —g(VyA)xZ,V)
= 9(VxAyZ,V) = g(Avv 2, V) — g(AyVx Z,V)
—g(VyAxZ, V) + g(Avy xZ, V) + g(AxVy Z, V)
=g(VxAyZ, V) — g(AyVxZ, V) — g(VyAx Z, V)
+9(AxVy Z, V) (I11.2.15)

bulunur. [X, Y] dikey oldugundan, VxY = Vy X almir. (I11.2.15) ve lemma
I1.2.2 den

gR(X,Y)Z, V) =-=29(TvZ,AxY )+ g(VxAyZ,V)
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—9(AyVxZ,V) = g(VyAxZ,V) + g(AxVy Z,V)
=—g(VzAxY — Ay, xY — AxV2Y)V)

—9(AxY, TvZ) + g(Avy Z, Ty X) — g(Ax Z, TyY')
=—g((VzA)xY, V) — g(AxY, Tv2)

+9(AvZ, Ty X) — g(Ax Z, TvY)

elde edilir.

IT1.2.3.Teorem. (M, g) ve (B,g') Riemann manifoldlar:
m:(M,g) = (B.g)

bir Riemann submersiyonu ve K, K, K sirasiyla M, B ve lifin kesit egrilikleri
olsun. X,Y ortonormal yatay vektorler ve U,V ortonormal dikey vektorler

olmak tlizere

(i) K(U,V)=K(UV)+ |TuV|? - g(TuU, Ty'V),

(i) K(X,Y) = K'(X',)Y)or —3||AxY]|]?,

(iii) K(X, V) =g((VxT)vV, X) = [TV X|* + | Ax V]?

dir[12).

Ispat. (i) (I11.2.1) de W yerine V ve F yerine U almrsa elde edilir.
(ii) (I11.2.10) da Z yerine Y ve H yerine X alnirsa

K(X)Y) = K'(XY')+29(AxY, Ay X) — g(AyY, Ax X)
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elde edilir. Burada AxX = AyY = 0 oldugundan, Onerme 11.2.2 (ii) ku-
lanilisa denklem elde edilir.
(iii) Tanim 1.2.6 dan

K(X,V)

K(X,V.X,V)

9(R(X, V)V, X)

g(VxVyV = VyVxV = Vix 1V, X)
=g(VxVyV, X) —g(VyVxV, X) — g(VyvV, X)
+9(Vy, xV, X) (I11.2.16)

dir. (II1.2.16) denkleminin terimlerini bulalim. Lemma II.2.1, Lemma I1.2.2

ve Onerme 11.2.2 den

g(VxVyV, X) = g(VxTyV + VxoVyV, X),  (II1.2.17)
g(VvVxV,X) = g(hVyVxV +TyVxV,X),  (IIL2.18)
J(Veo vV, X) = glAv vV + VeV, X), (111.2.19)
9(Vo,xV,X) = g(Ty,xV +vVy,xV, X) (111.2.20)

olur. Diger taraftan X € x"(M) icin
TX:0:>TVX\/V:0

dir. (II1.2.17), (I11.2.18), (II1.2.19) ve (II1.2.20) denklemleri (II1.2.16) de

yerlerine yazilip diizenlenirse;
K(X, V) :g(VXTVV—TVVXV, X)
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—9(Av vV, X) 4+ g(Tv, xV, X)

g(VxT)WV, X))+ g(Av v X, V) + g(Tv Vv X, X)

(( ) )
g(VxT)vV, X) — g(AxVxV, V) — g(Tv X, Ty X)
(( ) )
(( ) )

g(VxT)yV, X) 4+ g(AxV, AxV) — g(Tv X, TV X)

g(VxT)yV. X) + | AxVI[* = | Ty X|?

elde edilir.

I11.2.2.Tamim. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. VX; € x"(M) ve
VU, € x"(M) icin, (M, g) tizerindeki {X;, U, }1<i<n1<j<r bir lokal ortonormal

catiya m-uyumludur denir|6].

IT1.2.1.Lemma. 7 : (M,g) — (B,g’) bir Riemann submersiyonu, U,V

dikey vektor alanlar1 ve X, Y yatay vektor alanlar1 olsun. (M, g) tizerindeki

UL ) >

(i) it 9(Tv X, Tv X)) = 305, 9(Tu Uy, Tv Uj),

(i) X3y 9(Ax Xi, Av X)) = 327 9(AxUj, AvUj),

(iil) 30y 9(Ax X, Tu Xs) = 3252, 9(AxU;, Ty Uj)
dur[6].
Ispat. (i) Herhangi bir i € {1,2,...,n} ve V € x*(M) icin

Tin = hVWvXZ- + vaVth’
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= UVVX,‘
dir. Dolayisiyla, Ty X; dikey tensor alanidir. Buradan
TvX: =Y 9(TvX:, U;)U;

Jj=1

=—> g(TvU;, Xy)U;

Jj=1

yazilabilir. Boylce U € x"(M) icin

ZQ(TUXi,Tin) = ZQ(TUXu—Zg(TVUj,Xi)Uj)

i1 i=1 j=1

= — ZZQ(T\/U],X@)Q<TUXM Uj)
? J

dir. Burada Lemma I1.2.1 (i) kullanilirsa

Z Q(TUXz', Tin) = Z Z Q(TVU]', Xi)g(TUUj> Xi)
i=1 i
olur. Boylece dogrudan islemlerle

n

ZQ(TUXiaTVXi> = ZZQ(Q(TVUj>Xi)Xi>TUUj)
i

i=1

= ZQ<TVUj7TUUj>
J

elde edilir.

(ii) Herhangi bir i € {1,2,...,n} ve Y € x"(M) icin

AyXi = thyhXi + thvai
= UVyXZ‘
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dir. Dolayisiyla, Ay X; dikey tensor alamidir. Buradan

AvX: =) g(Av X, U)U;

j=1
=—> 9(AyU;, X))U;
=1
yazilabilir. Boylce X € x"(M) icin

n

ZQ(AXXiaAYXi) = ZQ(AXXi7_Zg(AYUj7Xi)Uj)

i—1 i=1 j=1

= —> Y 9(AyU;, X;)9(Ax X;, Uj)
i g
dir. Burada Lemma II. 2.1 (ii) kullanilirsa

ZQ(AXXi; AYXZ') = ZZQ(AYUj7Xi)g(AXUj7 Xi)
i=1 F
olur. Buradan
ZQ(AXXiaAYXi> = ZZQ(Q(Aij>Xi)Xi,AXUj)
i=1 F

= ZQ<AYUj7AXUj)
J

elde edilir.

(iii) Herhangi bir i € {1,2,...,n} ve U € x"(M) icin
TUXI' = hVUU’UXi + ’vaUhXi
= UVUXZ‘

dir.  Dolaysiyla, Ty X; dikey tensér alamidir. Buradan, Lemma I1.2.1 (i)

gbzontline alinirsa
TvX: = > g(TuX;:,U;)U;
j=1
= —> 9(TuU;, X))U;

J=1
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yazilabilir. Boylce X € x"*(M) icin
ZQ(AXXi> TUXi> = ZQ(AXXi, - Z g(TUUj7 Xi)Uj)
i=1 i=1 j=1

dir. Tekrar Lemma I1.2.1 (i) kullamlirsa

n

ZQ(AXXiaTUXi) = ZZQ(TUUjaXi)g(AXijXi)
i=1 F
=> > 9(9(TuU;, X;) X;, AxUj)
FE
:ZQ(AXUjaTUUj)
J

elde edilir.

IT1.2.3. Tanim. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V dikey distribiisyonun bir
lokal ortonormal catist {U,}1<j<, olsun. (M, g) tizerindeki N yatay vektor

alani1 lokal olarak

N=>YTyU;
j=1

ile tanimlanir|[6].

I11.2.4. Tanim. (M™, g) ve (B" ¢g') Riemann manifoldlar ve r = (m —
n)—boyutlu bir lif olsun.

m:(M™ g) — (B".g)

bir Riemann submersiyonu olmak tizere, herhangi bir lifin ortalama egrilik

vektor alam
1 10
H= *’LZ(T) = - ZTUjUj
r ris

82



ile tammmlanir. Burada {U,}1<;<, V nin bir lokal ortonormal catisidir. Tanim
II1.2.3 ten
N=rH

yazilabilir[6].

I11.2.2.Lemma. 7 : (M,g) — (B,g) bir Riemann submersiyonu ve V
nin bir lokal ortonormal catist {U,}i<;<, olsun. Bu durumda, herhangi bir
E € x(M) ve X € x"(M) icin

9(VeN,X) =3 g((VeT)y,Uj, X)

Jj=1

dur[6].

ispat. Herhangi bir X € y*(M) icin, Tanm II1.1.1 den

GVeN,X) =3 g(VeT)o, Uy, X)

j=1

= ZQ(VETUJ-U]' — TVEU]-Uj — TUjVEUj,X)
j=1

=Y 9(VeTy,U;, X) = {d_ 9(Ty v, Uj + Ty, VeU;, X)}
j=1 7j=1

dir. Buradan,
.

> 9(To,u,Uj + Ty, ViU;, X) =0

j=1
oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmis olur. Herhangi bir j € {1,...,r}

icin, Tanim II.2.1,0nerme I1.2.2 ve Lemma I1.2.1 den
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g(TVEUj U]’ + TUjVEUj, X)

= g9(Ty,VeU;, X) + 9(Ty,VeU;, X)
= —QQ(TUJ.X, VEUJ)

elde edilir. Diger yandan, dikey tensor alani

TU].X e Zg(TUjX7 Uh)Uh

h=1

yazilabilir. Benzer islemler takip edilerek

Z;Zl Q(TVEUjUj + TUJ.VEU]', X)

= -2 Z g(TUjX, VEUj)

i=1

_ _9 Z g(i 9(Ty, X, Up)Up, VEU;))

j=1 h=1

=2 > 9(Ty,Un, X)g(Un, VEU;)

jh=1

=0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

(M,g),(B,g) Riemann manifoldlarmin ve z € B,n !(x) lifinin Ricci
tensorleri sirasiyla p, p ve p ile gosterelim. Asagidaki 6nerme bu tensorler
arasindaki bagintilar1 vermektedir.

I11.2.1.0nerme. (M, g) ve (B,g') Riemann manifoldlar:
m:(M,9) = (B.g)
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bir Riemann submersiyonu ve {X;,U;} bir m-uyumlu cat:1 olsun. Bu du-
rumda, herhangi bir U,V € x*(M) ve X,Y € x*(M) icin p Ricci tensorii
asagidaki ozelikleri saglar(6]:
(@) p(U,V) =pUV)—g(N,TyV)
+ Z{g((inT>va Xl) + g(AXi U7 AXZV)}7
.. ! ! / 1
(”) p(X7Y) :p(X,Y)O7T+§{Q(V)(N,Y>+Q(V)/N,X)}
-2 g(AxX;, Ay Xy) = > g(Ty, X, Ty, Y),
( J
(i) p(U,X)  =g(VuN,X) =3 g((Vi,T)p,U, X)
J
+D {9(Vx,A) %, X, U) = 29(Ax X, Tu Xi) }

dir, burada X, Y ve X, Y’ vektor alanlar1 - baghdir.

Ispat. (i) U,V € x"(M) icin (I11.2.1),(I11.2.13) ve Lemma IIL.2.1 den;
p(U,V) =3 R(X;,UX;,V)=> R(U;UV,Uj)
e J

= Z{g((VXZT)UV, Xi) +9((Vod)x, X, V)
_g(ZTUXi; TvXi) + 9(Ax, U, Ax, V) }

- Z{R(Uja UV, U;) + g(Ty,U;, Ty V)
_gETUU]" Ty, V)}

=p(U,V) = g(N, TyV)

+ Z{g((VXiT)UV’ Xi) +9(Ax,U, Ax, V) }

elde edilir.
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(ii) X temel vektor alan1 ve X' ne m-bagl olsun. Teorem I11.2.3 (ii),(I11.2.13),
Onerme 11.2.2 ve Lemma I11.2.1 (ii),Lemma II1.2.2 kullanilirsa;

pX,X) =3 R(X, X, X, Xi) + 3 R(X,U;, X, Uj)
— Z{R*(X, Xi, X, X;) = 3| Ax X [|*}
i Z{g((VXT)Uj Uj, X) + (Vi A)x X, Uj)

—9(Ty, X, Ty, X) + 9(AxUj, AxUj) }
= > {R*(X,X;, X, X;) — 3| Ax X;|*}

+> {9((VxT)u, Uy, X) = [Ty, X|1* + | Ax Uy 1 *}
J
= p (X, X)om+g(VxN,X) =23 [[AxXi|* = > |70, X |1”
( J

elde edilir.

(iii) U € x*(M) ve X € x"(M) icin Onerme I1.2.2, Teorem I11.2.2, Lemma
I11.2.2 ve Teorem III.2.1 den

p(U.X) =3 RX.X;,U, X)) = 3 R(U,U;, Uy, X)
= i{g((VxA)xiX, U) J: 9(Ax, X, Ty X;) — g(Ax Xi, Ty X;)
_g(iAXiXiaTUX)}
=2 A9((Vy, 1)U, X) = g(VuT)y, Uj, X)}
= i{g((VxA)xiX, U) = 29(AxX;, Tu X,)}
- ig((VUjT)UUj,X) +9(VuN, X)

J

elde edilir.
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(M,g),(B,g) Riemann manifoldlarinim ve z € B,7n~!(z) lifinin skaler

egrilikleri sirasiyla 7,7 ve 7 ile gosterelim. Asagidaki dnerme
m: (M,9) — (B,g)

Riemann submersiyonunda, (M, g) Riemann manifoldunun 7 skaler egriliginin,
(B,g) niin 7 skaler egriligi ile herhangi bir lifinin # skaler egriline bagh

oldugunu gostermektedir.

II1.2.2.0nerme. (M,g) ve (B,g¢") Riemann manifoldlar1 ve
w:(M,9) = (B.g)
bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda
T=7+7 om —|INI*— JAI* — |IT* + 23 9(Vx, N, X))

dur[6].

Ispat. {X;,U;} bir 7— uyumlu catisii disiinelim. Onerme II1.2.1 ve

Lemma I1.2.1 den

T =3pU;,U;) + Zip(Xi, X;)
= 2{p(U;, Uj) = g(N, Ty, Uj) + Zilg(Vx, T, U, Xi)
+9(Ax,U;, Ax,U))]}
FUF (XX o4 LoV N, X0) + (VN X))
=237 9(Ax, Xi, Ax, Xi) = 3 9(To, X, Ty, Xo)}

i J

=747 om —|IN|”+ i {g(Vx.T)u, U, Xi) + 9(Ax,Uj, Ax,Uj)

—9(T, X, Ty, Xa)} + > 9(Vx, N, X;) — 2 g(Ax,Uj, Ax,Uj)

]
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elde edilir. Diger yandan, Lemma III.2.2 den

IAI* = 9(Ax,Uj, Ax,Uj)
i.j
17> =" 9(Ty, Xi, Ty, X)

1]
yazilabilir. O halde,

r =747 om = INJP = JlAIP = TP + 2 g(Vx,N, X;)

olur.
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