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GİRİS.

Diferensiyel geometride en önemli c.alıs.ma alanlarından biri manifoldlar

teorisidir. Manifoldlar teorisinde bir manifoldun geometrisi incelenirken kul-

lanılan yöntemlerden biri, diḡer bir manifolda uygun bir dönüs.üm tanımlamaktır.

Bu yöntemde , dönüs.ümün ve diḡer manifoldun özelliklerinden faydalanılarak

ele alınan manifoldun geometrisi incelenir. Bu tür dönüs.ümlerin en önemlileri,

immersiyonlar ve submersiyonlardır. İmmersiyonlar teorisi, diferensiyel ge-

ometride en c.ok c.alıs.ılan konulardan biridir ve bas.langıcı Gauss’un c.alıs.ma-

larına dayanır. Submersiyonların immersiyonlara göre daha az c.alıs.ıldıḡı

gözlemlenmektedir. Bunun nedeni submersiyonların, immersiyonlara göre

daha az kullanıs.lı olması deḡil, bu konuyu c.alıs.manın aras.tırmacılar ic.in

c.ok daha kolay olmamasından kaynaklanır. Riemann manifoldları gözönüne

alındıḡında bunun nedeni c.ok ac.ık bir bic.imde ortaya c.ıkar. Eḡer M bir

manifold, B bir Riemann manifoldu ve π : M −→ B bir immersiyon ise,

g
′
, B üzerindeki Riemann metriḡi olmak üzere π∗g

′
, M üzerine bir Riemann

metriḡi indirger[3], burada π∗ pull-back dönüs.ümüdür. Böylece π immersiy-

onu M manifoldu üzerinde de bir Riemann yapı kurmayı olanaklı kılar.

Dolayısıyla, M üzerindeki Riemann metriḡi g olmak üzere,

g(X1, X2) = π∗g
′
(X1, X2) = g

′
(dπ(X1), dπ(X2)),∀X1, X2 ∈ χ(M)

s.artını saḡlayan izometrik immersiyonu tanımlanabilir, burada dπ türev

dönüs.ümünü göstermektedir. Böylece iki manifoldun tanjant uzayları arasında

bir izometri tanımlanmıs. olur.

Submersiyonlar teorisinde izometrik immersiyonların kars.ılıḡı olarak Rie-
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mann submersiyonlar, B. O’Neill tarafından 1966 yılında [11] de tanımlandı.

Buna göre M ve B Riemann manifoldları ve π : M −→ B bir submersiyon

olsun. Eḡer (c.ekdπ)⊥ üzerinde dπ bir izometri ise π ye bir Riemann submer-

siyonu adı verilir. Bu tanımın bir sonucu olarak, her X1, X2 ∈ (c.ekdπ)⊥

ic.in

g(X1, X2) = g
′
(dπ(X1), dπ(X2))

elde edilir.

O’Neill makalesinde, immersiyondaki ikinci temel form ve s.ekil operatörüne

kars.ılık, Riemann submersiyonları ic.in iki tane tensör alanı tanımladı ve

bunların temel özelliklerini inceledi. Bu temel tensörler, günümüzde O’Neill

tensörleri olarak adlandırılmakta ve Riemann submersiyonları ic.in önemli

arac.lar olarak görülmektedir. Bu makalede ayrıca iki manifold arasındaki

submersiyondan faydalanılarak, manifoldların eḡrilikleri kars.ılas.tırıldı. O’Neill’

in makalesinden sonra bu konu üzerine bir c.ok makale yayınlandı ve Rie-

mann submersiyonların diferensiyel geometride c.ok yaygın kullanım alan-

larına sahip olduḡu gösterildi. Bu konudaki diḡer c.alıs.malar ic.in son zaman-

larda yayınlanan [6] nolu kaynaḡa bakılabilir.

Bu tezdeki amacımız, Riemann submersiyonlar teorisinin temel kavram-

larını sunmak, temel metodları ve sonuc.ları ayrıntılı olarak incelemek-

tir.

Birinci bölümde, tezin ikinci ve üc.üncü bölümlerinin anlas.ılması ic.in

gerekli olan temel kavramlar verilmektedir. Bu kavramlardan gerekli görülenler

ispatlanmakta, fakat c.oḡu ispatsız olarak verilmektedir.
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İkinci bölümde Riemann submersiyonları tanıtılmaktadır. Bu bölüm

üc. altbölüm olarak düzenlenmis.tir. Birinci altbölümde submersiyon kavramı

ayrıntılı olarak incelenmekte ve Riemann submersiyon kavramı tanımlanarak,

örnekler verilmektedir. İkinci altbölümde O’Neill tarafından tanımlanan

tensörler tanıtılmakta ve bu tensörlerin özellikleri incelenmektedir. Ayrıca

π : M −→ B Riemann submersiyonu verildiḡinde, temel tensörler yardımıyla,

M üzerindeki kovaryant türev ifadde edilmektedir. Üc.üncü altbölümde, bu

temel tensörlerden birinin π Riemann submersiyonunda liflerin tamamen

geodezikliḡini, diḡer tensörün ise yatay distribüsyonun integrallenebilirliḡini

belirlediḡi gösterilmektedir.

Üc.üncü bölümün birinci altbölümünde, temel tensörlerin kovaryant türevleri

elde edilmekte, simetrikliḡi aras.tırılmakta ve bu tensörlerin parallelliḡi ince-

lenmektedir. İkinci altbölümde, π : M −→ B submersiyonunda, M ve B

manifoldlarının eḡrilik tensörleri arasındaki baḡıntı elde edilmekte ve bun-

dan faydalanılarak, iki manifoldun kesit eḡrilikleri kars.ılas.tırılmaktadır. Bu

altbölümde, ayrıca iki manifoldun Ricci ve skaler eḡrilikleri hespalanarak,

aralarındaki baḡıntılar verilmektedir.
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I. BÖLÜM

TEMEL KAVRAMLAR

Riemann geometri ile ilgili bazı temel kavramlara ayırdığımız bu bölüm

üç kısım olarak düzenlenmiştir. Birinci kısımda Riemann manifoldları ile

ilgili bazı temel bilgiler verilip sonraki kısımlarda kullanılacak gösterimlerin

açıklaması yapılacaktır. İkinci kısım Riemann manifoldları üzerindeki Rie-

mann konneksiyonu ve ve eḡriliklere ayrılmıştır. Üçüncü kısımda vektör

demetleri ve distribüsyon verilmiştir.

I.1. Riemann Manifoldları

I.1.1.Tanım. En üzerinde bir f : En −→ R reel fonksiyonu verilmis. olsun.

lim
t→0

f(p+ tV )− f(p)

t
V ∈ En

limiti mevcut ise bu limit deḡerine f nin p ∈ En noktasında ve V yönündeki

türevi denir. Bu türev

Vp[f ] = df(Vp) =
d

dt
(f(p+ tV ))|t=0

s.eklinde gösterilir[8].

I.1.2.Tanım. M bir manifold ve m ∈M olsun.

C∞(M,R) = {f |f : U → R, f ∈ C∞(U)}

cümlesini ele alalım. Bir

Vm : C∞(M,R) → R
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f → Vm[f ] =
n∑

i=1

vi|m
∂f

∂xi

|m

dönüs.ümü ic.in α, β ∈ R,∀f, g ∈ C∞(M,R) olmak üzere

1) Vm(αf + βg) = αVm[f ] + βVm[g]

2) Vm(fg) = Vm[f ]g(m) + f(m)Vm[g]

özeliklerini saḡlanıyorsa Vm fonksiyonuna M nin m noktasındaki tan-

jant vektōrü denir[8].

M manifoldunun bir m ∈M noktasındaki tanjant vektörlerinin cümlesini

TmM = {Vm|Vm : C∞(M,R) → R}

ile gösterelim. Bu cümle

(+) : TmM × TmM → TmM

(Vm,Wm) → Vm +Wm : C∞(M,R) → R

(Vm +Wm)[f ] = Vm[f ] +Wm[f ]

ve

(.) : R× TmM → TmM

(α, Vm) → αVm : C∞(M,R) → R

(αVm)[f ] = αVm[f ], ∀f ∈ C∞(M,R)

is.lemlerine göre R üzerinde bir vektör uzayı olur. Bu uzaya M nin m nok-

tasındaki tanjant uzayı denir[8].
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Vp = (v1, ...vn)|p ∈ Tp(E
n) verilmis. olsun.

Vp[f ] =
n∑

i=1

vi
∂f

∂xi

|p =< ∇f |p, Vp >

dir. Burada xi : En −→ R koordinat fonksiyonudur.

I.1.3.Tanım. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Her p ∈ M nok-

tasına Xp ∈ TpM tanjant vektörünü kars.ılık getiren dönüs.ümüne vektör

alanı denir.

TM =
⋃

p∈M

TpM

tanjant demeti olsun.

X : M → TM

p → Xp

dönüs.ümüne vektör alanı adı verilir. Bu durumda

Xp =
n∑

i=1

ai(p)
∂

∂xi

|p

(Xf) =
n∑

i=1

ai
∂f

∂xi

dir. Dolayısıyla X vektör alanı M üzerindeki diferensiyellenebilir fonksiy-

onların kümesinden fonksiyonların kümesine bir dönüs.ümdür. X(f) dif.bilir

ise X vektör alanına da diferensiyellenebilirdir denir[5].

I.1.4.Tanım. M bir m-manifold olsun. TxM tanjant uzayının bir bazına x ∈

M noktasında bir çatı denir. Bir (lokal hareketli) çatı {Xi} (i = 1, ...,m),

her x ∈M için TxM nin bir bazını veren C∞ vektör alanlarından oluşan bir
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sistemdir[15].

I.1.5.Tanım. M manifoldu üzerinde iki vektör alanı X ve Y olsun.

f ∈ C∞(M) fonksiyonunu alalım.

[ , ] : χ(M)× χ(M) → χ(M)

[X, Y ]f = X(Y f)− Y (Xf) (I.1.1)

ile tanımlanan [ , ] fonksiyonunaX ve Y nin Lie(parentez) operatörü denir

ve bu operatör as.ḡıdaki özelikleri saḡlar[5]:

f, g ∈ C∞(M) ve X,Y, Z ∈ χ(M) olmak üzere

(i) [X, Y ] = −[Y,X]

(ii) [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z] a, b ∈ R

(iii) [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0

(iv) [fX, gY ] = fg[X, Y ] + f(Xg)Y − g(Y f)X

dır.

I.1.6.Tanım. M ve B manifoldları arasında bir

π : M → B
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C∞ dönüşümünün türev dönüşümü

dπ : χ(M) → χ(B)

biçiminde gösterilir. Bu dönüşüm her x ∈M noktasında

(π∗)x = dπx : TxM → Tπ(x)B

lineer dönüşümünü verir ve buna da π nin x noktasındaki türev dönüşümü

denir[5].

(x1, x2, ......xm) ve (y1, y2, .....yn), sırasıyla M ve B üzerindeki lokal koor-

dinat sistemleri olsun. i = 1, 2, ....,m, j = 1, 2, ..., n olmak üzere π dönüs.ümü

ic.in

πj = yj ◦ π ve πj
i =

∂πj

∂xi

yazılabilir. Böylece

dπ(
∂

∂xi
) = πj

i

∂

∂yj

elde edilir[5].

I.1.1.Önerme. M ve B manifoldlar,

π : M → B

bir C∞ dönüşüm, E, F ve E
′
, F

′
sırasısıyla M ve B manifoldları üzerinde

dπ(E) = E
′

ve dπ(F ) = F
′

yani

dπx(Ex) = E
′

π(x) ve dπx(Fx) = F
′

π(x) (x ∈M)
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şartlarını sağlayan vektör alanları olsun. Bu durumda

dπ([E,F ]) = [E
′
, F

′
] ◦ π (I.1.2)

dir[6].

I.1.7.Tanım. π : M → B bir C∞ dönüşüm olsun. Eḡer dπ(TxM) nin

boyutu r ise π dönüşümünün rankı r dir denir[15].

I.1.2.Önerme. Eḡer her x ∈ M ic.in rankdπ = boyM = n ise (π∗)x bire

birdir[15].

I.1.8.Tanım. M n- boyutlu manifold ve π bir C∞ dönüşüm olsun. Eḡer her

x ∈M ic.in

(π∗)xXx = X
′|π(x)

ise X vektör alanına π− baḡlıdır denir[15].

I.1.1.Sonuc.. π : Mn
1 → Mm

2 dönüşümünün türev dönüşümü p ∈ Mn
1 ic.in

(π∗)p olsun. Sırasıyla, TpM
n
1 ve Tπ(p)M

m
2 de

ψ = { ∂

∂x1

|p, ...,
∂

∂xn

|p}, ϕ = { ∂

∂y1

|π(p), ...,
∂

∂ym

|π(p)}

standart bazları ic.in (π∗)p nin kars.ılık geldiḡi matris (Jπ)p ile gösterildiḡine

göre,

(Jπ)p =



∂π1

∂x1
|p ∂π1

∂x2
|p . ∂π1

∂xn
|p

∂π2

∂x1
|p ∂π2

∂x2
|p . ∂π2

∂xn
|p

. . .

∂πm

∂x1
|p ∂πm

∂x2
|p . ∂πm

∂xn
|p


9



dır[8].

I.1.9.Tanım. M bir diferensiyellenebilir manifold ve manifold üzerindeki

diferensiyellenebilir vektör alanlarının kümesi χ(M) olsun. ∀X, Y, Z ∈ χ(M),

a, b ∈ R ve

g : χ(M)× χ(M) → C∞(M)

olmak üzere

1) g(X, Y ) = g(Y,X),

2) g(X,X) ≥ 0, ∀X ic.in g(X,X) = 0 ⇔ X = 0,

3) Bilineer;

g(aX + bY, Z) = ag(X,Z) + bg(Y, Z)

g(X, aY + bZ) = ag(X, Y ) + bg(X,Z)

s.artları saḡlanıyorsa, g dönüs.ümüne Riemann metriḡi( veya metrik tensör)

ve (M, g) ikilisine de Riemann manifoldu adı verilir[7].

I.1.10.Tanım. Metrik tensörü <,> olan bir Riemann manifoldu M olsun.

Bir Xp ∈ TpM tanjant vektörünün uzunluḡu

‖Xp‖ =
√
< X,X >p (I.1.3)

reel sayısı ile tanımlanır[7].
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I.1.11.Tanım. Metrik tensörü <,> olan bir Riemann manifoldu M olsun.

Sıfırdan farklı iki Xp, Yp ∈ TpM tanjant vektörleri arasındaki θ ac.ısı

< Xp, Yp >= ‖Xp‖‖Yp‖ cos θ (I.1.4)

ile tanımlanır. Burada θ ölc.üsünün [0, π] kapalı aralıḡında kalacaḡını schwarz

es.itsizliḡi denen

| < Xp, Yp > | ≤ ‖Xp‖‖Yp‖

den biliyoruz[9].

I.1.12.Tanım. Metrik tensörü <,> olan bir Riemann manifoldu M olsun.

{([a, b], α)} atlası ile verilen eḡrinin teḡet vektör alanı T ise, α([a, b]) ⊂M

eḡrisinin α(a) dan α(b) ye kadar olan yayının uzunluḡu

|α|ba =
∫ b

a

√
< T (t), T (t) >dt, t ∈ I (I.1.5)

olarak tanımlaır[9].

I.1.1.Teorem. Riemann manifoldu üzerinde bir eḡrinin yay uzunluḡu atlas

sec.iminden baḡımsızdır[9].

İspat. Riemann manifoldu M , C de M üzerinde bir eḡri ve bu eḡrinin farklı

iki atlası da

{([a, b], α)} ve {([c, d], β)} olsun. Bu iki atlas arasında

g : [c, d] → [a, b]

u → g(u) = t, g(c) = a, g(d) = b
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dir. β = αog den

β(d) = α(g(d)) = α(b), β(c) = α(g(c)) = α(a)

parametre deḡis.imini göz önüne alalım. O zaman eḡrinin α(a), α(b) noktaları

arasındaki yay uzunluḡu

|α|ba =
∫ b

a

√
< Tα(t), Tα(t)>dt, Tα(t) = α

′

(t)|α(t)

=
∫ b

a

√
< α′(t), α′(t) >dt

dir. β = αog es.itliḡinden

β
′
(u) =

dg

du
|uα

′
(g(u)) ⇒ α

′
(t) = β

′
(u)

du

dg

ve g(u) = t es.itliḡinden de dg(u) = dt yazılabilir. Böylece

|α|ba =
∫ d

c

√
< β ′(u), β′(u) >

du

dg
.dg

=
∫ d

c

√
β ′(u), β ′(u) >du

= |β|dc

dir.

I.1.2.Teorem. M bir n− boyutlu Riemann manifoldu olsun. Bu durumda

M üzerindeki metrik tensörün ifadesi;

<,>=
n∑

i,j=1

gijdxi ⊗ dxj (I.1.6)

veya

(
ds

dt
)2 =

n∑
i,j=1

gij
d(xioα)

dt

d(xjoα)

dt
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dır[9]. Burada x1, x2, .....xn ile M nin bir koordinat koms.uluḡundaki koordi-

nat fonksiyonları gösterilmektedir.

I.1.13.Tanım. (M, g) , n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve X, Y ∈ χ(M)

vektör alanları verilmiş olsun. Her p ∈M ic.in

Xp = (x1, ..., xn)|p ∈ TpM

dır. Y = (y1, y2, ..., yn)|p vektör alanı C∞ sınıfındandır denir,

yi : M → R, 1 ≤ i ≤ n

koordinat fonksiyonları C∞ sınıfından yani yi ∈ C∞(M,R) ise. Bu durumda

Y nin X e göre kovaryant türevi

∇XY = (Xp[y1], ..., Xp[yn]) (I.1.7)

s.eklinde tanımlanır ve ∇XY ile gösterilir[8].

I.1.14.Tanım. M bir manifold olsun. M üzerinde vektör alanlarının uzayı

χ(M) olmak üzere

∇ : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

(X , Y ) −→ ∇(X,Y ) = ∇XY

fonksiyonu ic.in,

1) ∇X+YZ = ∇XZ +∇YZ ∀X, Y, Z ∈ χ(M),
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2) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

3) ∇fXY = f∇XY ,

4) ∇X(fY ) = X[f ]Y + f∇XY ∀f ∈ C∞(M),

özeliklerini saḡlanıyorsa ∇ ya M manifoldu üstünde bir afin konnek-

siyonu denir[5].

I.1.15.Tanım. I, R nin bir ac.ık aralıḡı olmak üzere,

α : I −→ En

bic.iminde diferensiyellenebilir bir α dönüs.üne, En uzayı ic.inde bir eḡri denir.

∀t ∈ I ic.in, α′(t) 6= 0 ise bu eḡriye regüler eḡri denir.

En uzayında Öklidiyen koordinat fonksiyonları x1, x2, ...., xn olmak üzere,

bir

α : I → En

eḡrisinin verildiḡini varsayalım. α dönüs.ümün deḡer kümesi En olduḡundan,

α1, α2, ..., αn ile gösterilen n tane biles.eni vardır.

xi ◦ α = αi 1 ≤ i ≤ n

ve

α = (α1, α2, ...., αn)
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olduḡundan
dα

dt
= (α′1(t), α

′
2(t), ...., α

′
n(t)) t ∈ I

bic.iminde yazabiliriz[8].

I.1.16.Tanım. M ⊂ En eḡrisi (I, α) koordinat koms.uluḡu ile verilsin.

‖α′‖ : I → R

t → ‖α′‖(t) = ‖α′(t)‖

s.eklinde tanımlı ‖α′‖ fonksiyonuna,M eḡrisinin (I, α) koordinat koms.uluḡuna

göre skaler hız fonksiyonu ve ‖α′(t)‖ reel sayısına da M nin (I, α) koor-

dinat koms.uluḡuna göre α(t) noktasındaki skaler hızı denir[8].

I.1.3.Teorem. (M, g) bir Riemann manifoldu ve M de

α : I →M

bir geodezik olsun. Bu durumda, α
′
(t) hız vektörünün ‖α′

(t)‖ uzunluḡu eḡri

boyunca sabittir[7].

I.1.17.Tanım. Reel sayılar cismi üzerinde r-tane vektör uzayı V1, V2, ..., Vr

olsun.

f : V1 × V2 × ...× Vr → R

fonksiyonu 1 ≤ i ≤ r ic.in ui, vi ∈ Vi ve a, b ∈ R olmak üzere

f(v1...vi−1, avi + bvi, vi+1...vr = af(v1...vi−1, vi...vr) + bf(v1...vi−1, vi...vr)

s.eklinde tanımlı ise f ye r-lineer fonksiyon denir[8].
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I.1.18.Tanım. V1 × V2 × ... × Vr den R ye bütün r-lineer fonksiyonlarının

cümlesini

L(V1...Vr : R)

ile gösterelim. Bu cümlede toplama ve skalerle c.arpma is.lemleri sırasıyla

∀(u1...ur) ∈ V1 × V2 × ...× Vr ic.in

(f1 + f2)(u1, ..., ur) = f1(u1, ..., ur) + f2(u1, ..., ur)

ve λ ∈ R ic.in

(λf)(u1, ..., ur) = λf(u1, ..., ur)

s.eklinde tanımlanırsa bu iki is.leme göre L(V1...Vr : R) R üzerinde bir vektör

uzayı olur. Bu vektör uzayına V ∗1 , V
∗
2 , ..., V

∗
r dual vektör uzaylarının tensörel

c.arpımı denir ve

L(V1, V2, ..., Vr) = V ∗1 ⊗ V ∗2 ⊗ ...⊗ V ∗r

ile gösterilir. V ∗1 ⊗V ∗2 ⊗...⊗V ∗r tensör uzayının her bir elemanına r. dereceden

bir tensör denir.

V1 = V2 = V3 = ... = Vr

ise V ∗ ⊗ V ∗ ⊗ ... ⊗ V ∗ uzayına bir kovaryant tensör uzayı ve bu uzayın her

bir elemanına da r.mertebeden bir kovaryant tensör denir. T r(V ) veya

⊗rV ∗ ile gösterilir[8].

I.1.1. Örnek. Bir V reel vektör uzayı üzerinde bir <,> ic. c.arpım fonksiy-

onu tanımlansın.

<,>: V × V → R
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ic. c.arpım fonksiyonu bilineer olduḡundan bir 2. dereceden kovaryant tensördür[8].

I.1.19.Tanım. V bir vektör uzayı φ r. mertebeden kovaryant tensör olsun.

Sn permütasyonlarının cümlesini göstermek üzere σ ∈ Sn ve v1, v2, ..., vn ∈ V

ic.in

i) Eḡer

φ(vσ(1), ..., vσ(n)) = φ(v1, ..., vn)

ise φ ∈ T r(V ) kovaryant tensöre simetriktir denir.

ii) Eḡer

φ(vσ(1), ..., vσ(n)) = (sgnσ)φ(v1, ..., vn)

ise φ ∈ T r(V ) ye anti-simetrik(alterne) tir denir. Simetrik ve anti-simetrik

tensörlerinin cümlesi sırasıyla
∑r(V ) ve ∧r(V ) ile gösterilir[3].

I.1.20.Tanım. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. ∀p ∈M noktasına φp ∈

T r(TpM) tensörünü kars.ılık getiren ve X1, ..., Xr vektör alanları verildiḡinde

φ(X1, ..., Xr)

C∞- olacak s.ekilde φ dönüs.ümüne r. mertebeden kovaryant tensör alanı

adı verilir[3].

Manifold üzerindeki Riemann metriḡi göz önüne alındıḡında, bu tensör

alanının simetrik bir kovaryant tensör alanı olduḡu kalayca görülür.
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I.2. Riemann Konneksiyonu ve Eḡrilik

I.2.1.Tanım. M , n-boyutlu bir manifold ve M üzerindeki konneksiyon ∇

olsun. Bu durumda

T : χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X,Y ) → T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ] (I.2.1)

olarak tanımlanan vektör deḡerli tensöre M üzerinde tanımlı ∇ konneksiy-

onun torsiyon tensörü denir[8].

I.2.2.Tanım. (M, g) bir Riemann manifoldu ve ∇ Levi-Civita konneksiyonu

olsun. Bu durumda X, Y, Z ∈ χ(M) için

R : χ(M)× χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X, Y, Z) → R(X, Y, Z) = R(X, Y )Z

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (I.2.2)

olarak tanımlanan R tensör alanına ∇ konneksiyonunun eğrilik tensörü

denir[7].

I.2.3.Tanım. M , n-boyutlu bir manifold ve M üzerindeki ∇ konneksiyonun

torsiyon tensörü T olsun. Eḡer T = 0 ise ∇ konneksiyonuna simetriktir

veya sıfır torsiyonludur denir[8].

I.2.4.Tanım. M bir manifold, g de bir simetrik, non-singüler bilineer form

olsun. Eğer ∇ lineer konneksiyonu aşağıdaki iki özelliğe sahipse Riemann
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konneksiyon veya Levi-Civita konneksiyonu adını alır[12]. Yani ∀X, Y, Z ∈

χ(M) için

1) [X, Y ] = ∇XY −∇YX

2) Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

dir.

M üzerinde bir Levi-Civita konneksiyonu

2g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y ))

−g(X, [Y, Z]) + g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X,Y ]) (I.2.3)

Kozsul eşitliği ile belirlenir[12].

I.2.1. Teorem. Bir Riemann manifoldu üzerinde bir tek Riemann konnek-

siyonu vardır[9].

I.2.5.Tanım. (Mm, g) bir Riemann manifoldu, (Mm, g) nin bir lokal koor-

dinat sistemi (x1, x2, ..., xm) ve

∂i =
∂

∂xi
, ∂j =

∂

∂xj

olsun. Bu durumda

∇∂i
∂j =

∑
k

Γk
ij∂k

ile karekterize edilen Γk
ij fonksiyonlarına∇ nın Christoffel semboleri denir.

∇i = ∇∂i
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olsun. Buradan Christoffel semboleri

∇i∂j =
∑
k

Γk
ij∂k

bic.iminde de yazılabilir.

Y vektör alanının lokal ifadesi Y =
∑

j Y
j∂j ise

∇iY =
∑
k

{∂Y
k

∂xi
+

∑
j

Γk
ijY

j}∂k

dır[12].

I.2.6.Tanım. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda

K : χ(M)× χ(M)× χ(M)× χ(M) → C∞(M)

(X, Y, Z,W ) → K(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W )

olarak tanımlanan 4.mertebeden kovaryant tensöre M üzerinde Riemann

Christoffel eğrilik tensörü denir[9].

I.2.1.Önerme. (M, g) bir Riemann manifoldu ve M üzerindeki Riemann

konneksiyonu ∇ olsun. As.aḡıdaki baḡıntılar, M üzerinde gec.erlidir[5]:

(i) R(X, Y )Z +R(Z,X)Y +R(Y, Z)X = 0,

(ii) K(X, Y, Z,W ) = −K(Y,X,Z,W ),

(iii) K(X, Y, Z,W ) = −K(X, Y,W,Z),
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(iv) K(X, Y, Z,W ) = K(Z,W,X, Y )

dır.

İspat. (i) İspat ic.in jacobi özdes.liḡi ve

[X, Y ] = ∇XY −∇YX

özeliḡini kullanacaḡız.

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

R(Z,X)Y = ∇Z∇XY −∇X∇ZY −∇[Z,X]Y

R(Y, Z)X = ∇Y∇ZX −∇Z∇YX −∇[Y,Z]X

olduḡundan,

R(X, Y )Z +R(Z,X)Y +R(Y, Z)X

= ∇X(∇YZ −∇ZY )−∇[Y,Z]X +∇Y (∇ZX −∇XZ)

−∇[Z,X])Y +∇Z(∇XY −∇YX)−∇[X,Y ]Z

= ∇X [Y, Z]−∇[Y,Z]X +∇Y [Z,X]

−∇[Z,X]Y +∇Z [X, Y ]−∇[X,Y ]Z

= [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]]

elde edilir ki, burada saḡ taraf jakobi özdes.liḡi olarak 0 dır.

(ii) (I.2.2) den

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

R(Y,X)Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ −∇[Y,X]Z
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dir. Diḡer taraftan

[X, Y ] = −[Y,X]

olduḡundan

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇−[Y,X]Z

= −(∇Y∇XZ −∇X∇YZ −∇[Y,X]Z)

= −R(Y,X)Z

olur. Buradan

K(X,Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W )

= g(−R(Y,X)Z,W )

= −g(R(Y,X)Z,W )

= −K(Y,X,Z,W )

elde edilir.

(iii) (I.2.2) den

R(Z,W )Y = ∇Z∇WY −∇W∇ZY −∇[Z,W ]Y

R(W,Z)Y = ∇W∇ZY −∇Z∇WY −∇[W,Z]Y

dir. Diḡer taraftan

[Z,W ] = −[W,Z]

olduḡundan

∇[Z,W ]Y = ∇−[W,Z]Y = −∇[W,Z]Y
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yazılabilir. O halde

R(Z,W )Y = −R(W,Z)Y

dir. Buna göre,

K(X,Y, Z,W ) = g(X,R(Z,W )Y )

= g(X,−R(W,Z)Y )

= −g(X,R(W,Z)Y )

= −K(X, Y,W,Z)

elde edilir.

(iv) (i) den biliyoruz ki;

R(X, Y )Z +R(Z,X)Y +R(Y, Z)X = 0

dir. Bu es.itliḡin her iki yanı W ile skaler c.arpıma tabi tutulursa

g(W,R(X, Y )Z) + g(W,R(Z,X)Y ) + g(W,R(Y, Z)X) = 0

K(W,Z,X, Y ) +K(W,Y, Z,X) +K(W,X, Y, Z) = 0

bulunur. Buradan

K(Z,X, Y,W ) +K(Z,W,X, Y ) +K(Z, Y,W,X) = 0

K(X, Y,W,Z) +K(X,Z, Y,W ) +K(X,W, Y, Z) = 0

K(Y,W,Z,X) +K(Y,X,W,Z) +K(Y, Z,X,W ) = 0

olur. Bu es.itliklerin taraf tarafa toplanması ve (ii) ile (iii) ün de kul-

lanılmasıyla es.itlik elde edilir.
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I.2.7.Tanım. (M, g) bir Riemann manifoldu ve bir p ∈M noktasındaki TpM

tanjant uzayının iki boyutlu bir altuzayı P olsun. P nin bir bazı {X,Y }

olmak üzere

K(P ) =
g(R(X, Y )Y,X)

‖X‖2‖Y ‖2 − g(X, Y )2

=
K(X,Y,X, Y )

‖X‖2‖Y ‖2 − g(X, Y )2
(I.2.4)

olarak tanımlanan K(P ) reel sayısına P nin kesit eḡriliḡi denir [7]. Bu

tanımdaki K(P ) deḡerini genellikle K̄(X, Y ) ile göstereceḡiz.

I.2.2. Teorem. Bir (M, g) Riemann manifoldunun TpM tanjant uzayının

2-boyutlu br altuzayı P olsun. P = Sp{X, Y } ise

K̄(X, Y ) =
K(X, Y,X, Y )

‖X‖2‖Y ‖2 − g(X,Y )2

ic.in

(i) K̄(X,Y ) = K̄(Y,X),

(ii) K̄(X, Y ) = K̄(rX, sY ), r 6= 0, s 6= 0, r, s ∈ R,

(iii) K̄(X, Y ) = K̄(X + tY, Y ), t ∈ R

dır[5].

İspat. (i) (I.2.4) ten

K̄(X, Y ) =
K(X, Y,X, Y )

‖X‖2‖Y ‖2 − g(X,Y )2
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dır. Bu ifade de Önerme I.2.1’in (ii) ve (iii) s.ıkları kullanılırsa

K̄(X, Y ) =
−K(Y,X,X, Y )

‖X‖2‖Y ‖2 − g(X, Y )2

=
K(Y,X, Y,X)

‖Y ‖2‖X‖2 − g(Y,X)2

= K̄(Y,X)

bulunur.

(ii) Benzer olarak

K̄(rX, sY ) =
K(rX, sY, rX, sY )

‖rX‖‖sY ‖ − g(rX, sY )2

=
g(R(rX, sY )sY, rX)

r2s2(‖X‖2‖Y ‖2 − g(X, Y )2)

=
rg((∇rX∇sY sY −∇sY∇rXsY −∇[rX,sY ]sY ), X)

r2s2(‖X‖2‖Y ‖2 − g(X, Y )2)

dır. Buradan

∇rX∇sY sY −∇sY∇rXsY −∇[rX,sY ]sY = rs2(∇X∇Y Y −∇Y∇XY −∇[X,Y ]Y )

elde edilir. Bu ifadenin sonucu yerine yazılırsa

K̄(rX, sY ) =
r2s2g((∇X∇Y Y −∇Y∇XY −∇[X,Y ]Y ), X)

r2s2(‖X‖2‖Y ‖2 − g(X, Y )2)

=
g(R(X, Y )Y,X)

‖X‖2‖Y ‖2 − g(X, Y )2

= K̄(X,Y )

olur.

(iii) (I.2.4) ten

K̄(X + tY ), Y ) =
g(R(X + tY, Y )Y,X + tY )

‖X + tY ‖2‖Y ‖2 − g(X + tY, Y )2
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dır. Burada, doḡrudan is.lemlerle

‖X + tY ‖2‖Y ‖2 − [g(X, Y ) + g(tY, Y )]2 = ‖X‖2‖Y ‖2 − g(X, Y )2

bulunur. Diḡer yandan

g(R(X + tY, Y )Y,X + tY )

= g((∇X+tY∇Y Y −∇Y∇X+tY Y −∇[X+tY,Y ]Y ), X + tY )

= g((∇X∇Y Y +∇tY∇Y Y −∇Y∇XY −∇Y∇tY Y

−∇[X,Y ]Y −∇[tY,Y ]Y ), X + tY )

= g((∇X∇Y Y −∇Y∇XY −∇[X,Y ]), X + tY )

= g((∇X∇Y Y −∇Y∇XY −∇[X,Y ]Y ), X)

+g((∇X∇Y Y −∇Y∇XY −∇[X,Y ]Y ), tY )

= g(R(X,Y )Y,X) + tg(R(X, Y )Y, Y )

= g(R(X,Y )Y,X)

elde edilir. Bulunan ifadeler yerlerine yazılırsa

K̄(X + tY, Y ) =
g(R(X, Y )Y,X)

‖X‖2‖Y ‖2 − g(X,X)2

= K̄(X, Y )

bulunur.

I.2.8.Tanım. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda

r : χ(M) → C∞(M)
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r(X) =
m∑

i=1

R(X, ei)ei (I.2.5)

olarak tanımlanan operatöre (M, g) nin Ricci operatörü denir[7].

I.2.9.Tanım. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda

ρ : χ(M)× χ(M) → C∞(M)

ρ(X, Y ) =
m∑

i=1

g(R(X, ei)ei, Y ) (I.2.6)

olarak tanımlanan tensör alanına (M, g) nin Ricci tensör alanı denir ve ρ

ile gösterilir. Burada {ei}, (M, g) de ortonormal bir çatıdır[7].

I.2.2.Önerme. Ricci operatörü self-adjointtir. Yani (M, g) bir Riemann

manifoldu ve X, Y ∈ χ(M) için

g(ρ(X), Y ) = g(X, ρ(Y )) (I.2.7)

dir[1].

I.2.10.Tanım. (M, g), m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve τ ∈ C∞(M)

olsun. p ∈ M olmak üzere TpM nin 2-boyutlu altuzaylarına göre kesit

eğriliklerinin toplamına skaler eğrilik denir ve

τ =
m∑

j=1

ρ(ej, ej) =
m∑

j=1

m∑
i=1

g(R(ei, ej)ej, ei) (I.2.8)

ile tanımlanır. Burada {ei, ej}, (M, g) de ortonormal bir çatıdır[7].
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I.3. Vektör Demetleri ve Distribüsyon

I.3.1.Tanım. E, B, F C∞ manifoldlar ve π : E → B bir C∞ dönüşüm

olsun. B nin bir açık örtüsü {Uα}α∈I (I, indis kümesi) olmak üzere eğer

(π ◦ ψα)(x, y) = x x ∈ Uα, y ∈ F

olacak şekilde

ψα : Uα × F → π−1(Uα)

diffeomorfizmlerinin bir {ψα}α∈I ailesi varsa π, F ye göre lokal çarpım

özelliğine sahiptir denir ve D = {(Uα, ψα)}α∈I sistemine de π nin lokal

ayrışması denir[14].

I.3.2.Tanım. π : E → B dönüşümü lokal çarpım özelliğine sahip olsun. Bu

durumda ζ = (E, π,B, F ) dörtlüsüne bir diferensiyellenebilir lif demeti adı

verilir[14].

Bir lif demetinde E ye total uzay, B ye baz (taban) uzay, F ye lif

modeli ve π ye de projeksiyon (fibrasyon) adı verilir[14].

I.3.3.Tanım. π : E → B bir lif demeti olsun. ∀x ∈ B için

π−1(x) = Fx = {p ∈ E|π(p) = x}

kümesine x üzerinde bir lif denir. Tüm Fx liflerinin ayrık birleşimi E total

uzayını verir[14].
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I.3.4.Tanım. ζ = (E, π,B, F ) bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. π nin

D lokal ayrışmasına ζ lif demetinin lokal koordinat temsilcisi denir[14].

ζ = (E, π,B, F ) lif demetinin D = {(Uα, ψα)}α∈I lokal koordinat temsil-

cisini göz önüne alalım. ∀x ∈ Uα için

ψα,x : F → Fx

dönüşümü y ∈ F için

ψα,x(y) = ψα(x, y)

şeklinde tanımlanırsa ψα lar diffeomorfizm olduklarından, ψα,x ler de birebir,

örten ve diffeomorfizmdirler[14].

I.3.5.Tanım. ζ = (E, π,B, F ) bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. Eğer

aşağıdaki iki özellik sağlanıyorsa ζ ya bir vektör demeti denir[14].

i) ∀x ∈ B için F ve Fx bir K cismi üzerinde vektör uzayıdır.

ii) ∀x ∈ B için ψα,x : F → Fx dönüşümleri lineer izomorfizm olacak

şekilde ζ nın bir D = {(Uα, ψα)}α∈I lokal koordinat temsilcisi vardır.

I.3.6.Tanım. π : E → B bir C∞ lif demeti olsun. Bu durumda

π ◦ S = I (I, B nin birimdönüşümü)

olacak şekilde

S : B → E
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C∞ dönüşümüne lif demetinin kesiti denir ve Γ(E) ile gösterilir[14].

I.3.7.Tanım. E bir vektör demeti olsun. ∀p ∈ B için TpB tanjant uzayına

bir Xp vektörü taşıyan dönüşüme vektör demetinin kesiti denir. E nin

Γ(E) kesitlerinin uzayı K cismi üzerinde bir vektör uzayıdır[14].

I.3.1.Teorem. (Tam Fonksiyon Teoremi)

m,n doḡal sayılar (m > n) ve

π : U ⊂ Rm → Rn

bir Cr− dönüs.üm olsun. Eḡer x ∈ π(U), π nin bir regüler deḡeri ise o zaman x

in π−1({x}) ters görüntüsü, Rm nin bir (m−n)− boyutlu altmanifoldudur[7].

I.3.8.Tanım. M , m-boyutlu bir manifold olsun. M üzerinde

V : M → TxM

x → Vx ⊂ TxM

ile tanımlanan V dönüşümüne bir distribüsyon denir[14].

X ∈ χ(M) için p ∈ M olmak üzere Xp ∈ Vp oluyorsa X vektör alanı V

ye aittir denir. Eğer her p noktası için V ye ait q-tane diferansiyellenebilir

lineer bağımsız vektör alanı var ise V ye diferansiyellenebilirdir denir[14].

I.3.9.Tanım. M bir C∞ manifold; V , M manifoldu üzerinde q-boyutlu bir

C∞ distribüsyon ve B, M nin altmanifoldu olsun. Eğer B nin her x nok-
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tasında, B nin tanjant uzayı ile Vx aynı ise B ye V nin integral manifoldu

denir[14]. Yani

π : B →M

bir imbedding olmak üzere ∀x ∈ B için

π∗(TxB) = Vx

dir. Eğer V nin B yi kapsayan bir başka integral manifoldu yoksa B ye V

nin bir maksimal integral manifoldu (veya leaf) denir[14].

I.3.10.Tanım. M bir C∞ manifold ve B, M nin bir altmanifoldu olsun.

Eğer ∀x ∈ B için V nin x i kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa

V ye integrallenebilirdir denir[14].

I.3.11.Tanım. (M, g) bir Riemann manifoldu ve ∇, (M, g) üzerinde lineer

konneksiyon olsun. Eḡer X ∈ χ(M), Y ∈ χv(M) ic.in

∇XY ∈ χv(M)

ise V distribüsyonuna paraleldir denir[14].

I.3.1.Önerme. (M, g), V veH ortogonal distribüsyonuna sahip bir Riemann

manifoldu olsun. Bu durumda V nin ∇ ya göre paralel olması ic.in gerek ve

yeter s.art H nin paralel olmasıdır[14].
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II. BÖLÜM

RİEMANN SUBMERSİYONLARI

Bu bölüm üc. altbölümden olus.maktadır. Birinci altbölümde manifold-

lar arasındaki submersiyon dönüs.ümleri ve bunların ürettiḡi distribüsyonlar

tanıtılmakta, sonrada Riemann submersiyon tanımı verilmektedir. Ayıca

Riemann submersiyonlar ic.in örnekler verilmekte ve temel kavramlar ayrıntılı

olarak incelenmektedir. İkinci altbölümde, O’Neill tarafından tanımlanan

tensör alanları tanımlanmakta ve temel özellikleri aras.tırılmaktadır. Son

altbölümde ise, ikinci altbölümde tanımlanan tensörlerin geometrik anlam-

ları verilmektedir.

II.1. Riemann Submersiyonlarına Giris.

II.1.1.Tanım. (M, g) ve (B, g
′
) sırasıyla m ve n boyutlu Riemann mani-

foldları olmak üzere

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir örten C∞ dönüs.ümü ic.in

rank dπx = boy B

oluyorsa π ye x ∈ M noktasında bir submersiyon denir. ∀x ∈ M ic.in π

bir submersiyon ise π ye M üzerinde bir submersiyon adı verilir[6].

m ve n pozitif doḡal sayılar ve n < m olsun.

π : Rm → Rn
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dönüs.ümü

π : (x1, ..., xm) → (x1, ..., xn)

ile verilsin. Bir x noktasında

dπx(v1, ..., vm) = (v1, ..., vn) (II.1.1)

olduḡundan dπx diferensiyeli örtendir[7]. Dolayısıyla, projeksiyon dönüs.ümü

bir submersiyondur.

Herhangi bir x ∈ B ic.in Fx = π−1(x) üzerindeki lif, (M, g) manifoldunun

r = (m−n)- boyutlu bir altmanifoldudur. π−1(x) altmanifoldlarına submer-

siyonun lifleri denir[15].

Herhangi bir p ∈M ic.in (M, g) deki V integrallenebilir distribüsyonu

Vp = c.ekπ∗p

ile tanımlanır ve Vp ye submersiyonun dikey distribüsyonu denir.

Hp = (Vp)
⊥

ile tanımlanan distribüsyona ise submersiyonun yatay distribüsyonu denir[6].

II.1.1.Teorem. π : M → B bir submersiyon ve M nin dikey distribüsyonu

V olsun. Bu durumda, π(p) = x ve p ∈ M ic.in her Vp dikey distribüsyonu

π−1(x) in tanjant uzayı ile c.akıs.ır[6].

İspat. Tpπ
−1(x) de bir v vektörü verilsin. S. imdi

c : [0, 1] → π−1(x)
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bir eḡri öyleki;

c(0) = p, c
′
(0) = v

olsun. (π ◦ c)(t) = x, t ∈ [0, 1] ic.in

π∗(c
′
(0)) = (π ◦ c)∗

d

dt
= 0

elde edilir. Buradan

v = c
′
(0) ∈ Vp

dır. O halde Tpπ
−1(x), Vp nin r = (m − n)- boyutlu altuzayına dönüs.ür.

Boyutların es.itliḡinden

Vp = Tpπ
−1(x)

yazılabilir.

II.1.2.Tanım. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir C∞ dönüşüm olsun. x ∈M için

Vx = Vx(π) = c.ek dπx = {X ∈ TxM |dπx(X) = 0} ⊂ TxM

ve

Hx = Hx(π) = V⊥x ⊂ TxM

olarak tanımlayalım. Vx uzayına π nin x noktasındaki dikey uzayı denir.

M deki g metriğine göre Vx dikey uzayının dik tümleyeni olan Hx uzayına

ise π nin x noktasındaki yatay uzayı denir[1].
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Böylece, M Riemann manifoldu x ∈M de

TxM = Vx ⊕Hx = Vx ⊕ V⊥x

ortogonal ayrıs.ımına sahiptir.

II.1.3.Tanım. (M, g) ve (B, g
′
) sırasıyla m ve n boyutlu Riemann mani-

foldları olsun. Bu durumda

π : (M, g) → (B, g
′
)

C∞ dönüşümü için

rank dπx < min {m,n}

şartını sağlayan x ∈ M noktasına π nin bir kritik noktası denir ve π

nin kritik noktalar kümesi(kritik küme) Cπ ile gösterilir. Kritik noktanın π

altındaki görüntüsüne ise kritik değer denir[7].

II.1.4.Tanım. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir C∞ dönüşüm olsun. x ∈ M noktasına TxM nin sırasıyla Vx ve Hx alt

uzaylarını karşılık getiren

x→ Vx ve x→ Hx

dönüşümleri M\Cπ üzerinde sırasıyla V = V(π) ve H = H(π) ile gösterilen

C∞ distribüsyonları tanımlar. V = V(π) ye π nin dikey distribüsyonu

veya dikey alt demeti, H = H(π) ye ise π nin yatay distribüsyonu veya
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yatay alt demeti denir[1].

II.1.5.Tanım. M üzerindeki bir X vektör alanı yatay distibüsyona ait ise

yatay vektör alanı olarak adlandırılır ve yatay vektör alanlarının kümesi

χh(M) ile gösterilir[6].

II.1.6.Tanım. M üzerindeki bir X vektör alanı dikey distribüsyona ait ise

dikey vektör alanı olarak adlandırılır ve dikey vektör alanlarının kümesi

χv(M) ile gösterilir[6].

Herhangi bir E ∈ χ(M) vektör alanı ic.in, E nin dikey ve yatay biles.enleri

sırasıyla vE ve hE gösterilir.

II.1.7.Tanım. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda, M

üzerinde izdüs.ürülebilir(projectable) vektör alanlarının uzayı χc(M) ile gösterilir.

Yani χc(M) nin her elemanı M üzerinde bir vektör alanı ve B üzerindeki

bir vektör alanına π− baḡlıdır[6].

II.1.8.Tanım. M ve B Riemann manifoldları olsun. Eḡer X yatay ve B

üzerindeki X
′
vektör alanına π-baḡlı ise M üzerindeki X vektör alanına ba-

sic(temel) vektör alanı denir[6].

Basic(temel) vektör alanlarının uzayı

χb(M) = χc(M) ∩ χh(M)

ile gösterilir.
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M üzerindeki ortonormal c.atılarının bir lokal alanı {e1, ..., em} olsun öyleki

e1, ..., er dikey vektör alanları ve er+1, ..., em temel vektör alanlarıdır. Bu-

rada, r = boyM − boy B liflerin boyutudur[13].

II.1.9.Tanım. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları arasındaki dönüs.üm

π olmak üzere,

α : [t1, t2] → B

eḡrisi B de bir smooth embedded eḡri ve

β : [t1, t2] →M

eḡrisi de M de herhangi bir eḡrisi olsun. π ◦ β = α es.itliḡini saḡlayan β

eḡrisine α nın bir lifti denir.

∀t ∈ [t1, t2], β
′
(t) ∈ Hβ(t) ic.in, β yataydır. Burada, β(t1) = x0 ∈ M ve

α(t1) = π(x0) dır. β eḡrisine x0 da α nın bir yatay lifti denir[13].

II.1.10.Tanım. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir C∞ dönüs.üm olsun. Her x ∈M ve Ux, Vx ∈ TxM ic.in

g(Ux, Vx) = g
′
(π∗(Ux), π∗(Vx)) (II.1.2)

oluyorsa π ye M den B ye bir izometri denir.
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Bu tanıma göre π bir izometri ise π∗ dönüs.ümü TxM ile Tπ(x)B uzay-

larındaki ic. c.arpımları korur. Yani, π∗ dönüs.ümü Vx ve π∗(Vx) tanjant

vektörlerinin uzunluklarını da korur[9].

II.1.1.Sonuc.. π : (M, g) → (B, g
′
) bir izometri ise bir regüler dönüs.ümdür

[9].

İspat. π∗(Vx) = 0 ic.in

‖π∗(Vx)‖ = ‖Vx‖ = 0 ⇒ Vx = 0

olmasını gerektirir. Bu da π∗ in 1 : 1 olması demektir. Her izometri aynı

zamanda 1 : 1 ve örten olan bir lokal izometridir.

S. imdi, bu tezin temel konusu olan Riemann submersiyonu kavramını

tanımlayabiliriz.

II.1.11.Tanım. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları olsun.

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir C∞− submersiyonu as.aḡıdaki s.artları saḡlıyorsa π ye bir Riemann

submersiyonu denir[6]:

1) π dönüs.ümü maksimal ranka sahiptir.

2) Her p ∈M noktasında, π∗p dönüs.ümü yatay vektörlerinin uzunluḡunu

korur. Yani

gp(u, v) = g
′

π(p)(π∗pu, π∗pv) , u, v ∈ Hp , p ∈M (II.1.3)
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dır. Bu ise, bir p ∈M noktasında π∗ türev dönüs.ümününHp yatay uzayından

Tπ(p)B üzerine bir lineer izometri olduḡunu söyler[6].

As.aḡıdaki örnekler, Riemann submersiyon örneklerinin kolayca elde edilebileceḡini

göstermektedir.

II.1.1.Örnek.

π : R4 → R2

(x1, x2, x3, x4) → (
x1 + x3√

2
,
x2 + x4√

2
)

dönüs.ümü verilsin. Burada, {x1, x2, x3, x4} ile R4 ün bir koordinat sistemi

gösterilmis.tir. Doḡrudan is.lemlerle

dπ =

 1√
2

0 1√
2

0

0 1√
2

0 1√
2


elde edilir. Dolayısıyla, rankdπ = boyR2 = 2 dır. Yani, π bir submersiyon-

dur. Diḡer taraftan

c.ekdπ = V = Sp{V1 = (−1, 0, 1, 0), V2 = (0,−1, 0, 1)}

ve

V⊥ = H = Sp{X1 = (1, 0, 1, 0), X2 = (0, 1, 0, 1)}

elde edilir. Ayrıca

dπ(X1) = (
√

2, 0) ve dπ(X2) = (0,
√

2)

dır. Böylece R4 ve R2 üzerindeki standart ic. c.arpımlar g ve g′ ile gösterilirse

g′(dπ(X1), dπ(X1)) = 2 ve g′(dπ(X2), dπ(X2)) = 2
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g(X1, X1) = 2 ve g(X2, X2) = 2

olur. Yani

g′(dπ(X1), dπ(X1)) = g(X1, X1), g′(dπ(X2), dπ(X2)) = g(X2, X2)

dır. Bu ise π nin bir Riemann submersiyon olduḡunu gösterir.

II.1.2.Örnek. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları olsun. Bu durumda,

M × B c.arpım manifoldunu ve π1 ve π2 de M × B den sırasıyla M ve B ye

olan projeksiyonları göstersin. Bu durumda, ∀X, Y ∈ χ(M ×B) ic.in

gM×B(X,Y ) = π∗1g(X, Y ) + π∗2g
′
(X, Y )

fonksiyonunu tanımlayalım. Bu ifade

gM×B(X, Y ) = g(π1∗X, π1∗Y ) + g
′
(π2∗X, π2∗Y )

s.eklinde de yazılabilir. Kolayca görülürki gM×B, simetrik bilineer bir fonksiyon-

dur. Diḡer taraftan, kabul edelimki V 6= 0 ic.in

gM×B(V, V ) = 0, V ∈ χ(M ×B)

olsun. Böylece

gM×B(V, dπ1(V )) = g(dπ1(V ), dπ1(V )) = 0

⇒ dπ1(V ) = 0

ve

gM×B(V, dπ2(V )) = g(dπ2(V ), dπ2(V )) = 0

⇒ dπ2(V ) = 0
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olur. Bu ifadelerden V = 0 elde edilir. Bu ise gM×B pozitif tanımlı olduḡunu

gösterir. S. imdi de

π1 : (M ×B, gM×B) → (M, g)

ve

π2 : (M ×B, gM×B) → (B, g
′
)

projeksiyonlarını gözönüne alalım. Ac.ıkc.a görülürki π1 ve π2 birer Riemann

submersiyondur[12].

II.1.3.Örnek. (Ortogonal projeksiyon)

π : Rm → Rn m ≥ n ≥ 1

(x1, ..., xm) → (x1, ..., xn)

biçiminde tanımlanan bir dönüşümdür. x ∈ Rm noktasında yatay uzay

Hx = Sp { ∂

∂ x1

, ...,
∂

∂ xn

}

ve dikey uzay

Vx = Sp { ∂

∂ xn+1

, ...,
∂

∂ xm

}

şeklindedir. π nin lifleri total geodeziktir. Yatay distribüsyon integral-

lenebilirdir ve

xn+1 = ... = xm = sabit

ile verilen integral altmanifoldları total geodeziktir[1].

II.1.1. Önerme. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları

π : (M, g) → (B, g
′
)
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bir Riemann submersiyonu, ∇ ve ∇′
sırasıyla M ve B nin Levi-Civita kon-

neksiyonları olsun. M üzerindeki X,Y temel vektör alanları , X
′
, Y

′
vektör

alanlarına π-baḡlı olsun. Bu durumda

(i) g(X, Y ) = g
′
(X

′
, Y

′
) ◦ π;

(ii) h[X, Y ] temel vektör alanı, [X
′
, Y

′
] vektör alanına π− baḡlıdır.

(iii) h(∇XY ) temel vektör alanı ve ∇′

X′Y
′
π− baḡlıdır.

(iv) Herhangi bir V ∈ χv(M) ic.in, [X,V ] dikey vektör alanıdır.

İspat. (i) p ∈M , X, Y ∈ χb(M) ic.in

gp(X, Y ) = g
′

π(p)(π∗pX, π∗pY )

dir. Buradan

g(X, Y ) = g
′
(X

′
, Y

′
) ◦ π

elde edilir.

(ii) X, Y ∈ χb(M) ic.in

π∗([X, Y ]) = π∗h([X, Y ]) + π∗v([X, Y ])

= π∗h([X, Y ])

elde edilir. Buradan

π∗h([X, Y ]) = [π∗X, π∗Y ]

= [X
′
, Y

′
] ◦ π
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dir. Böylece

h[X, Y ] ∼ [X
′
, Y

′
] ◦ π

bulunur. Yani, h[X, Y ] temel vektör alanı [X
′
, Y

′
] ne π−baḡlıdır.

(iii) (I.2.3) ten herhangi bir X, Y, Z ∈ χ(M) ic.in

X[g(Y, Z)] + Y [g(Z,X)]− Z[g(X, Y )]

= g(∇XY, Z) + g(∇XZ, Y ) + g(∇YZ,X)

+g(∇YX,Z)− g(∇ZX,Y )− g(∇ZY,X)

= g(∇XY +∇YX,Z) + g(∇XZ −∇ZX, Y )

+g(∇YZ −∇ZY,X)

= g(2∇XY − [X, Y ], Z) + g([X,Z], Y ) + g([Y, Z], X)

dır. Buradan

2g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(X,Z))− Z(g(X, Y ))

+g([X, Y ], Z) + g([Z,X], Y )− g([Y, Z], X) (II.1.4)

elde edilir. O zaman X, Y, Z temel vektör alanları X
′
, Y

′
, Z

′
vektör alan-

larının yatay liftleri olarak göz önüne alınırsa, herbiri ic.in;

X(g(Y, Z)) = X(g
′
(Y

′
, Z

′
)) ◦ π = X

′
(g

′
(Y

′
, Z

′
)) ◦ π

Y (g(X,Z)) = Y (g′(X
′
, Z

′
)) ◦ π = Y

′
(g

′
(X

′
, Z

′
)) ◦ π

Z(g(X, Y )) = Z(g
′
(X

′
, Y

′
)) ◦ π = Z

′
(g

′
(X

′
, Y

′
)) ◦ π

g([X,Y ], Z) = g
′
([X

′
, Y

′
], Z

′
) ◦ π

g([Z,X], Y ) = g
′
([Z

′
, X

′
], Y

′
) ◦ π

g([Y, Z], X) = g
′
([Y

′
, Z

′
], X

′
) ◦ π
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dir ve Levi-Civita konneksiyonu ile baḡıntıya girdiḡinde,

g
′
(π∗(h∇XY ), Z

′
) ◦ π = g(h∇XY, Z) = g

′
(∇′

X′Y
′
, Z

′
) ◦ π

elde edilir. π dönüs.ümü örten ve Z
′
keyfi sec.ildiḡinden, h∇XY temel vektör

alanı ∇′

X′Y
′
vektör alanına π− baḡlıdır.

(iv) Herhangi bir V ∈ χv(M) ve X ∈ χb(M) ic.in X temel vektör alanı

X
′
vektör alanına π− baḡlı olsun. Bu durumda

π∗[X,V ] = [π∗X, π∗V ]

= [X
′
, 0] ◦ π

= [X
′
, 0]

= 0

elde edilir. O halde [X,V ] ve [X
′
, 0], π- baḡlıdır.

II.2. Temel Tensörler

Bu alt bölümde O’Neill tarafından, Riemann submersiyonları ic.in tanımlanan

temel tensörler ve onların temel özelikleri aras.tırılacaktır.

II.2.1.Tanım. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda (1, 2) mertebeli T temel

tensör alanı

T (E,F ) = TEF = h∇vEvF + v∇vEhF, E, F ∈ χ(M) (II.2.1)
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ile tanımlanır [6].

Burada, v ve h sembolleri sırasıyla V ve H üzerinde ortogonal projeksiy-

onlar ve ∇ (M, g) nin Levi-Civita konneksiyonudur.

T temel tensör alanı as.aḡıdaki özelikleri saḡlar[12]:

(i) E ∈ χ(M) ic.in TE anti-simetrik ve lineer operatördür.

(ii) E ∈ χ(M) ic.in TE yatay ve dikey altuzaylarının rollerini deḡis.tirir.

(iii) T dikey tensör alanıdır. Yani,E ∈ χ(M) ic.in, TE = TvE dir.

(iv) T dikey tensör alanı simetriktir. Yani V,W ∈ χv(M) ic.in

TVW = TWV

dır.

Yukarıda verilen özellikler daha sonra ispatlanacaktır.

II.2.2.Tanım. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda (1, 2) mertebeli A temel

tensör alanı

A(E,F ) = AEF = v∇hEhF + h∇hEvF, E, F ∈ χ(M) (II.2.2)
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ile tanımlanır [6].

A temel tensör alanı as.aḡıdaki özelikleri saḡlar[12]:

(i) E ∈ χ(M) ic.in AE anti-simetrik ve lineer operatördür.

(ii) E ∈ χ(M) ic.in AE yatay ve dikey altuzaylarının rollerini deḡis.tirir.

(iii) A yatay tensör alanıdır. Yani, E ∈ χ(M) ic.in, AE = AhE dir.

(iv) A yatay tensör alanı alterleyendir. Yani X, Y ∈ χh(M) ic.in

AXY = −AYX

dır.

A tensör alanı ic.in verilen özellikler daha sonra ispatlanacaktır.

II.2.1.Lemma. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda AE ve TE anti-simetrik op-

eratörlerdir. Herhangi bir E,F,G ∈ χ(M) ic.in

g(TEF,G) = −g(TEG,F ) (II.2.3)

g(AEF,G) = −g(AEG,F ) (II.2.4)
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dır[6].

İspat. E,G dikey vektör alanları ve F yatay vektör alanı olsun. Bu du-

rumda

TEF = h∇vEvF + v∇vEhF

= v∇EF

ve

TEG = h∇vEvG+ v∇vEhG

= h∇EG

dir. Diḡer taraftan

E(g(F,G)) = g(∇EF,G) + g(∇EG,F )

0 = g(TEF,G) + g(TEG,F )

elde edilir.

Benzer yolla AE nin anti-simetrikliḡini gösterelim. E,G yatay vektör

alanları ve F dikey vektör alanı olsun. Bu durumda

AEF = v∇hEhF + h∇hEvF

= h∇EF

ve

AEG = v∇hEhG+ h∇hEvG

= v∇EG

47



dir. Diḡer taraftan

E(g(F,G)) = g(∇EF,G) + g(∇EG,F )

0 = g(AEF,G) + g(AEG,F )

elde edilir.

(M, g) bir Riemann manifoldu ve p ∈ M olsun. Kolayca görülür ki,

herhangi bir u,w ∈ TpM ic.in TEF (p) ve AEF (p) , M üzerindeki E,F vektör

alanlarının sec.iminden baḡımsızdır öyleki;

E(p) = u, F (p) = w

dir.

II.2.3.Tanım. (M, g) bir Riemann manifoldu ve p ∈ M olsun. TpM

üzerindeki Tu, Au lineer operatörleri

Tuw = (TEF )(p), Auw = (AEF )(p) (II.2.5)

ile tanımlanır. Burada E,F ∈ χ(M) ve E(p) = u, F (p) = w dir[6].

II.2.1. Önerme. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir Riemann submersiyonu olsun. Herhangi bir p ∈ M ,u ∈ TpM ic.in; Tu

ve Au operatörleri (TpM, gp) üzerinde anti-simetrik operatörlerdir ve p ∈ M

noktasında yatay ve dikey altuzaylarının rollerini deḡis.tirirler[15].
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İspat. Anti-simetrik özeliḡi Lemma II.2.1 den elde edilir. S. imdi T ve

A tensörlerinin verilen özelliklerini gösterelim. E bir vektör alanı öyleki

E(p) = u ve herhangi bir w ∈ Vp ic.in, F bir dikey vektör alanı öyleki

F (p) = w olsun. Bu durumda

Tuw = (h∇vEvF )(p) + (v∇vEhF )(p)

= (h∇vEF )(p) ∈ Hp

elde edilir. Benzer olarak, herhangi bir w ∈ Hp ic.in, F bir yatay vektör alanı

öyleki F (p) = w olsun. Bu durumda

Tuw = (h∇vEvF )(p) + (v∇vEhF )(p)

= (v∇vEF )(p) ∈ Vp

dir.

Benzer olarak, u ∈ TpM verilsin. E bir vektör alanı öyleki E(p) = u ve

herhangi bir w ∈ Hp ic.in, F bir yatay vektör alanı öyleki F (p) = w olsun.

Bu durumda

Auw = (v∇hEhF )(p) + (h∇hEvF )(p)

= (v∇hEF )(p) ∈ Vp

elde edilir. Benzer olarak, herhangi bir w ∈ Vp ic.in, F bir dikey vektör alanı

öyleki F (p) = w olsun. Buradan

Auw = (v∇hEhF )(p) + (h∇hEvF )(p)

= (h∇hEF )(p) ∈ Hp
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elde edilir.

II.2.2. Önerme. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir Riemann submersiyonu olmak üzere, tensör alanları T ve A as.aḡıdaki

özelikleri saḡlar[11]:

(i) TUW = TWU , U,W ∈ χv(M);

(ii) AXY = −AYX , X, Y ∈ χh(M);

(iii) AXY = 1
2
v[X, Y ], X,Y ∈ χh(M)

dır.

İspat. (i) U,W ∈ χv(M) ic.in

TUW = h∇vUvW + v∇vUhW

TWU = h∇vWvU + v∇vWhU

olduḡundan,

TUW − TWU = h(∇vUvW −∇vWuU)

+v(v∇vUhW − v∇vWhU)

= h[U,W ]

= 0
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bulunur. Buradan

TUW = TWU

elde edilir.

(ii) Herhangi bir X ∈ χh(M) ic.in, AXX = 0 olduḡunu göstermeliyiz. X

temel vektör alanı olsun. Önerme II.1.1 in (iv) ünden, herhangi bir W ∈

χv(M) ic.in

W (g(X,X)) = g(∇WX,X) + g(X,∇WX)

= 2g(∇WX,X) = 2g(∇XW,X)

= −2g(∇XX,W )

= −2g(AXX,W )

dır.Buradan

g(AXX,W ) = −1

2
W (g(X,X)))

= 0

bulunur. C. ünkü g(X,X) her lif üzerinde sabittir. Buradan AXX in dikey

vektör alanı olduḡu sonucuna varılır. Yani

AXX = 0, AXX = v(∇XX)

dır. X keyfi olduḡundan

AX+YX + Y = 0

yazılabilir. Üstelik A lineer olduḡundan

AX+YX + Y = AXX + AXY + AYX + AY Y
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= AXY + AYX

0 = AXY + AYX

elde edilir. Buradan (ii) ispatlanmıs. olur.

(iii) X, Y ∈ χh(M) olmak üzere

v[X, Y ] = v(∇XY −∇YX)

= AXY − AYX

= 2AXY

elde edilir.

Aksi belirtilmedikc.e liflerin geometriksel özelikleriˆsembolü ile gösterilecektir.

Örneḡin kovaryant türev ic.in,

∇̂VW = v∇VW

dır. Burada V ve W dikey vektör alanlarıdır.

II.2.2.Lemma. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir Riemann submersiyonu olmak üzere, X, Y ∈ χh(M) ve V,W ∈ χv(M) ic.in

(i) ∇VW = TVW + ∇̂VW ,
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(ii) ∇VX = h∇VX + TVX,

(iii) ∇XV = AXV + v∇XV ,

(iv) ∇XY = h∇XY + AXY

dır. Ayrıca,X temel vektör alanı ise; [X,V ] dikey vektör alanı olduḡundan

h∇VX = h∇XV = AXV

dur[11].

İspat. (i) (II.2.1) den

TVW = h∇vV vW + v∇vV hW

= h∇VW

bulunur. Diḡer taraftan

∇VW = h∇VW + v∇VW

olduḡundan

∇VW = TVW + ∇̂VW

elde edilir.

(ii) (II.2.1) den

TVX = h∇vV vX + v∇vV hX

= v∇VX
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dır. Diḡer tarftan,

∇VX = v∇VX + h∇VX

olduḡundan

∇VX = h∇VX + TVX

elde edilir.

(iii) (II.2.2) den

AXV = v∇hXhV + h∇hXvV

= h∇XV

bulunur. Diḡer taraftan,

∇XV = h∇XV + v∇XV

= AXV + v∇XV

dır.

(iv) Benzer yolla,

AXY = v∇hXhY + h∇hXvY

= v∇XY

bulunur. Buradan

∇XY = h∇XY + v∇XY

= h∇XY + AXY

dir.
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II.3. T ve A Temel Tensörlerinin Geometrik Anlamı

Bu altbölümde, temel tensör alanlarının, Riemann submersiyonun geometrisini

incelemede nasıl bir rol oynadıḡı ve bunların geometrik anlamları aras.tırılacaktır.

Önerme II.2.2 den kolayca görülür ki, TUW liflerin ikinci temel formuna,

AXY ise yatay distribüsyonun integrallenebilirlik tensörüne kars.ılık gelir.

II.3.1.Teorem. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları,

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir Riemann submersiyonu ve (M, g) üzerindeki yatay distribüsyon H olsun.

Bu durumda, H yatay distribüsyonnun integrallenebilir olması ic.in gerek ve

yeter s.art A = 0 olmasıdır[6].

İspat. Herhangi bir X, Y ∈ χh(M) ic.in

AXY = v∇hXhY + h∇hXvY

= v∇XY

dir. Buradan

AXY − AYX = v[X, Y ]

elde edilir. Burada Önerme II.2.2 (ii) kullanılırsa

2AXY = v[X, Y ]

olur. Diḡer taraftan, U ∈ χv(M) ic.in

AU = AhU ⇒ AhU = 0

⇒ A = 0
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dır. Böylece ispat tamamlanır.

II.3.1. Tanım. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir Riemann submersiyonu olsun. (M, g) Riemann manifoldunun dikey dis-

tribüsyonu V , yatay distribüsyon H üzerine olan projeksiyonlar v ve h olmak

üzere

∇̄EF = v(∇EvF ) + h(∇EhF ) , E, F ∈ χ(M) (II.3.1)

ile tanımlı konneksiyona Schouten konneksiyonu adı verilir [6].

II.3.1.Lemma. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir Riemann submersiyonu verilsin. Bu durumda, her E,F ∈ χ(M) ic.in

∇EF = ∇̄EF + TEF + AEF (II.3.2)

dır [6].

İspat. Schouten konneksiyonunun tanımından

∇̄EF = v(∇EvF ) + h(∇EhF )

= v(∇vE+hEvF ) + h(∇vE+hEhF )

= v∇vEvF + v∇hEvF + h∇vEhF + h∇hEhF

= v∇vEvF + v∇hEvF + h∇vEhF

+h∇hEhF +∇EF −∇EF (II.3.3)
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olur. Diḡer taraftan

∇EF = h∇EF + v∇EF

= h(∇(vE+hE)(vF + hF )) + v(∇(vE+hE)(vF + hF ))

= h∇vEvF + h∇vEhF + h∇hEvF + h∇hEhF

+v∇vEvF + v∇vEhF + v∇hEvF + v∇hEhF (II.3.4)

bulunur. (II.3.4), (II.3.3) te yerine yazılırsa

∇̄EF = v∇vEvF + v∇hEvF + h∇vEhF + h∇hEhF +∇EF

−h∇vEvF − h∇vEhF − h∇hEvF − h∇hEhF

−v∇vEvF − v∇vEhF − v∇hEvF − v∇hEhF

= ∇EF − (h∇vEvF + v∇vEhF )− (v∇hEhF + h∇hEvF )

elde edilir. Burada (II.2.1) ve (II.2.2) kullanılırsa

∇̄EF = ∇EF − TEF − AEF

olur. Buradan

∇EF = ∇̄EF + TEF + AEF

elde edilir.

II.3.1.Önerme . (Mm, g) ve (Bn, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (Mm, g) −→ (Bn, g
′
)

Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda x ∈ B ic.in, herhangi bir π−1(x)

lifi üzerinde ∇̄ Schouten konneksiyonu, g metrik tensöründen indirgenen
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metrik tarafından belirlenen Levi-Civita konneksiyonu ile c.akıs.ır [6].

İspat. Herhangi bir U,W ∈ χv(M) ic.in

∇̄UW = v(∇UvW ) + h(∇UhW )

= v(∇UvW ) (II.3.5)

bulunur. Diḡer taraftan, (II.2.1) ve (II.2.2) den

TUW = h∇vUvW + v∇vUhW

= h∇vUvW (II.3.6)

ve

AUW = v∇hUhW + h∇hUvW

= 0 (II.3.7)

elde edilir. Böylece (II.3.5), (II.3.6) ve (II.3.7) kullanılırsa

∇UW = ∇̄UW + TUW, U,W ∈ χv(M) (II.3.8)

elde edilir.

Bu yüzden, T dikey tensör alanının χv(M)×χv(M) ye kısıtlanması her-

hangi bir lifin ikinci temel formuna kars.ılık gelir. (II.3.8) denklemine Gauss

denklemi ve T ye ikinci temel formu denir.

Böylece altmanifoldlar teorisine ( [4], [10]) uygun olarak, as.aḡıdaki tanım

verilebilir.
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II.3.2.Tanım. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) −→ (B, g
′
)

Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda eḡer T tensör alanı sıfır ise π

nin herhangi bir lifine M nin total geodezik altmanifoldu denir[6].
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III. BÖLÜM

RİEMANN SUBMERSİYONLAR İC. İN TEMEL

DENKLEMLER

Bu bölümde, önce temel tensörlerin kovaryant türevleri elde edilmekte

ve temel özellikleri incelenmektedir. Sonra da bu özellikler kullanılarak iki

manifoldun eḡrilikleri arasındaki baḡıntılar elde edilmektedir.

III.1. T ve A Temel Tensörlerinin Kovaryant Türevleri

III.1.1.Tanım. (M, g) bir Riemann manifoldu ve E,F,H ∈ χ(M) olsun.

(1, 2) mertebeli A ve T tensör alanlarının kovaryant türevleri

(∇EA)FH = (∇EA)(F,H) = ∇E(AFH)− A∇EF (H)− AF (∇EH)

ve

(∇ET )FH = (∇ET )(F,H) = ∇E(TFH)− T∇EF (H)− TF (∇EH)

ile tanımlanır. Bu durumda ∇A ve ∇T (1, 1)− mertebeli tensör alanları

olarak elde edilirler[10].

III.1.1.Lemma. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda X,Y ∈ χh(M) ve V,W ∈

χv(M) ic.in
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(i) (∇VA)W = −ATV W ,

(ii) (∇XT )Y = −TAXY ,

(iii) (∇XA)W = −AAXW ,

(iv) (∇V T )Y = −TTV Y

dır[11].

İspat. (i) M üzerinde keyfi bir vektör alanı E olsun. O zaman,

(∇VA)WE = ∇V (AWE)− A∇V W (E)− AW (∇VE)

dır. AX = AhX yatay tensör alanı olduḡundan , W ∈ χv(M) ic.in

AW = AhW = 0 (III.1.1)

dır. Lemma II.2.2 den,

A∇V W (E) = A(TV W+v∇V W )(E)

= ATV W (E) + Av∇V W (E)

= ATV W (E) (III.1.2)

dır. (III.1.1) ve (III.1.2) ifadeleri yerlerine yazılırsa,

(∇VA)WE = (∇VA)(W,E) = −ATV W (E)

bulunur.
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(ii) M üzerinde keyfi bir vektör alanı E olsun. O zaman,

(∇XT )YE = ∇X(TYE)− T∇XY (E)− TY (∇XE)

dır. TW = TvW dikey tensör alanı olduḡundan , Y ∈ χh(M) ic.in

TY = TvY = 0 (III.1.3)

dır. Lemma II.2.2 den,

T∇XY (E) = T(AXY +h∇XY )(E)

= TAXY (E) + Th∇XY (E)

= TAXY (E) (III.1.4)

dır. (III.1.3) ve (III.1.4) denklemleri yerlerine yazılırsa,

(∇XT )YE = (∇XT )(Y,E) = −TAXY (E)

bulunur.

(iii) Benzer olarak, A tensör alanının kovaryant türevi

(∇XA)WE = ∇X(AWE)− A∇XW (E)− AW (∇XE)

dır. AX = AhX yatay tensör alanı olduḡundan , W ∈ χv(M) ic.in

AW = AhW = 0 (III.1.5)

elde edilir. Lemma II.2.2 den,

A∇XW (E) = A(AXW+v∇XW )(E)

= AAXW (E) + Av∇XW (E)

= AAXW (E) (III.1.6)
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olur. (III.1.5) ve (III.1.6) ifadeleri yerlerine yazılırsa,

(∇XA)WE = (∇XA)(W,E) = −AAXW (E)

bulunur.

(iv) M üzerinde keyfi bir vektör alanı E olsun. O zaman,

(∇V T )YE = ∇V (TYE)− T∇V Y (E)− TY (∇VE)

olur. TV = TvV dikey tensör alanı olduḡundan , Y ∈ χh(M) ic.in

TY = TvY = 0 (III.1.7)

dır. Lemma II.2.2 den,

T∇V Y (E) = T(TV Y +h∇V Y )(E)

= TTV Y (E) + Th∇V Y (E)

= TTV Y (E) (III.1.8)

elde edilir. (III.1.7) ve (III.1.8) deḡerleri yerlerine yazılırsa,

(∇V T )YE = (∇V T )(Y,E) = −TTV Y (E)

bulunur.

TE veAE her noktada anti-simetrik ve lineer operatörlerdir. As.aḡıdaki

lemma, bu tensör alanlarının kovaryant türevleri ic.in benzer sonucu ifade et-

mektedir.
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III.1.2. Lemma. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda E ∈ χ(M), Y,X ∈ χh(M)

ve U, V,W ∈ χv(M) ic.in

(i) g((∇UA)XV,W ) = g(TUV,AXW )− g(TUW,AXV );

(ii) ∇T simetriktir. Yani, g((∇ET )VW,X) = g((∇ET )WV,X);

(iii) ∇A anti-simetriktir. Yani, g((∇EA)XY, V ) = −g((∇EA)YX,V )

dır[6].

İspat. (i) Tanım III.1.1,Lemma II.2.1 ve Lemma II.2.2 den,

g((∇UA)XV,W ) = g(∇U(AXV )− A∇UX(V )− AX(∇UV ),W )

= g(∇U(AXV ),W )− g(A∇UX(V ),W )

−g(AX(∇UV ),W )

olur. Diḡer taraftan

g(∇U(AXV ),W ) = −g(AXV,∇UW )

= −g(AXV, TUW + v∇UW )

= −g(AXV, TUW )− g(AXV, v∇UW )

= −g(AXV, TUW ) (III.1.9)

bulunur. Benzer olarak

g(A∇UX(V ),W ) = g(Ah∇UXV + ATUXV,W )
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= g(Ah∇UXV,W ) + g(ATUXV,W )

= 0 (III.1.10)

ve

g(AX(∇UV ),W ) = g(AX(TUV ),W ) + g(AX(v∇UV ),W )

= −g(TUV,AXW ) (III.1.11)

bulunur. (III.1.9) , (III.1.10) ve (III.1.11) deḡerleri yerlerine yazılırsa

g((∇UA)XV,W ) = −g(TUW,AXV )− 0− (−g(TUV,AXW ))

= g(TUV,AXW )− g(TUW,AXV )

elde edilir.

(ii) Tanım III.1.1 ve Önerme II.2.2 den

g((∇ET )VW,X) = g(∇ETVW,X)− g(T∇EVW,X)− g(TV∇EW,X)

= g(∇ETWV,X)− g(TW∇EV,X)− g(T∇EWV,X)

= g(∇ETWV − T∇EWV − TW∇EV,X)

= g((∇ET )WV,X)

elde edilir.

(iii) Tanım III.1.1 ve Önerme II.2.2 den

g((∇EA)XY, V ) = g(∇EAXY, V )− g(A∇EXY, V )− g(AX∇EY, V )

= g(−∇EAYX,V )− g(−AY∇EX,V )− g(−A∇EYX,V )

= −[g(∇EAYX − A∇EYX − AY∇EX,V )]

= −g((∇EA)YX,V )
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elde edilir.

III.1.3. Lemma. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda X, Y, Z ∈ χh(M) ve V ∈

χv(M) ic.in

σg((∇ZA)XY, V ) = σg(AXY, TVZ)

dır[6]. Burada σ, X,Y ve Z yatay vektör alanları üzerindeki toplamı ifade

ediyor.

İspat. Bu bir tensör denklemi olduḡu ic.in ; X, Y ve Z vektör alanlarını

temel ve [X, Y ], [Y, Z], [Z,X] braketlerini dikey kabul edebiliriz. Böylece

1

2
[X, Y ] = AXY

özdes.liḡi uygulanırsa

1

2
g([[X, Y ], Z], V ) = g([AXY, Z], V )

= g(∇AXYZ, V )− g(∇Z(AXY ), V )

bulunur. Diḡer taraftan

g(∇AXYZ, V ) = g(h∇AXYZ + TAXYZ, V )

= g(TAXYZ, V )

= −g(Z, TAXY V )

= −g(Z, TV (AXY ))

= g(TVZ,AXY )
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olduḡundan, Jacobi özdes.liḡinden,

σg(∇Z(AXY ), V ) = σg(TVZ,AXY )

elde edilir. Böylece

σg(∇ZAXY, V ) = σg((∇ZA)XY, V )

es.itliḡini gösterirsek ispat tamamlanmıs. olur. A tensör alanının kovaryant

türevinden

g(∇Z(AXY ), V ) − g((∇ZA)XY, V )

= g(∇Z(AXY ), V )− g(∇Z(AXY ), V ) + g(A∇ZXY, V )

+ g(AX(∇ZY ), V )

= g(A∇ZXY, V ) + g(AX(∇ZY ), V )

dır. Bu denklemde es.itliḡin saḡ tarafındaki ilk terim

g(A∇ZXY, V ) = −g(AY (h∇ZX), V )

ve [X,Z] = 0 olduḡundan

g(A∇ZXY, V ) = −g(AY (h∇XZ), V )

elde edilir. Buradan

g(∇Z(AXY ), V )− g((∇ZA)XY, V ) = −g(AY (∇XZ), V ) + g(AX(∇ZY ), V )

g(∇Z(AXY ), V ) = g((∇ZA)XY, V )

bulunur. O halde,

σg((∇ZA)XY, V ) = σg(AXY, TVZ)
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dır.

III.1.1. Önerme. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir Riemann submersiyonu olmak üzere

(i) A yatay tensör alanı paralel ise, A = 0.

(ii) T dikey tensör alanı paralel ise, T = 0 dır [6].

İspat. (i) Herhangi bir X ∈ χh(M) ve W ∈ χv(M) ic.in A tensör alanının

kovaryant türevi

g((∇XA)WX,W ) = g(∇X(AWX)− A∇XW (X)− AW (∇XX),W )

= g(∇X(AWX),W )− g(A∇XW (X),W )− g(AW (∇XX),W )

dır. Diḡer taraftan, Lemma III.1.1,Lemma II.2.2, Lemma II.2.1 ve Önerme

II.2.2 kullanılırsa ,

g((∇XA)WX,W ) = −g(A∇XW (X),W )

= −g(A(AXW+v∇XW )(X),W )

= −g(AAXW (X),W )− g(Av∇XW (X),W )

= g(AXAXW,W )

= −g(AXW,AXW )

elde edilir. O halde, A yatay tensör alanı paralel ise AX dikey distribüsyon

üzerinde sıfırdır. Yani,

AXW = 0
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dır. Ayrıca Lemma II.2.1 den g(AXW,Y ) = −g(AXY,W ) = 0 elde edilir.

AXY dikey distribüsyonuna ait bir vektör alanı ve W keyfi bir dikey vektör

alanı olduḡundan, AXY = 0 olur. Böylece AXY = 0 ve AXW = 0

olduḡundan, AX = 0 dır. Üstelik, yatay tensör alanı AE = AhE olduḡundan,

W ∈ χv(M) ic.in

AW = AhW = 0

dır. Buradan (i) ispatlanmıs. olur.

(ii) Benzer olarak herhangi bir X ∈ χh(M) ve W ∈ χv(M) ic.in T tensör

alanının kovaryant türevi

g((∇WT )XW,X) = g(∇W (TXW )− T∇W X(W )− TX(∇WW ), X)

= g(∇W (TXW ), X)− g(T∇W X(W ), X)− g(TX(∇WW ), X)

dır. Diḡer taraftan Lemma III.1.1, Önerme II.2.2 (i) ve Lemma II.2.1 kul-

lanılırsa

g((∇WT )XW,X) = −g(T∇W X(W ), X)

= −g(T(TW X+h∇W X)(W ), X)

= −g(TTW X(W ), X)− g(Th∇W X(W ), X)

= −g(TTW X(W ), X)

= −g(TWTWX,X)

= g(TWX,TWX)

elde edilir. Buradan TWX = 0 olur. O halde, T dikey tensör alanı par-

alel ise TW yatay distribüsyon üzerinde sıfırdır. Diḡer taraftan,V bir dikey

69



vektör alanı olmak üzere, Lemma II.2.1 tekrar kullanılırsa g(TWX,V =

−g(X,TWV ) = 0 elde edilir. TWV yatay vektör alanı ve X keyfi vektör

alanı olduḡundan TWV = 0 dır. Böylece TWV = 0 ve TWX = 0 olduḡundan

TW = 0 elde edilir. Üstelik, dikey tensör alanı TE = TvE olduḡundan,

X ∈ χh(M) ic.in

TX = TvX = 0

dır. Böylece (ii) de ispatlanmıs. olur.

Daha önce de belirtildiḡi gibi, A tensör alanı, yatay distribüsyonun inte-

grallenebilirliḡini ve T tensör alanı ise liflerin total geodezikliḡini karakterize

eder. Böylece Önerme III.1.1 den, paralel A tensör alanına sahip bir Rie-

mann submersiyonda yatay distribüsyon integrallenebilir ve paralel T tensör

alanına sahip bir Riemann submersiyonunda ise lifler total geodezik olur.

III.2. Eḡrilikler Arasındaki Baḡıntılar

Bu alt bölümde, manifoldların eḡriliklerini, A, T temel tensör alanları ve on-

ların kovaryant türevleri cinsinden elde edeceḡiz.

III.2.1.Tanım. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve (M, g) mani-

foldunun yatay distribüsyonu H olsun. Xh(M) üzerinde (1, 3)− mertebeli

eḡrilik tensör alanını R∗ ile gösterelim. Herhangi bir X, Y, Z ∈ χh(M) ve

p ∈M ic.in

R
′

π(p)(π∗pXp, π∗pYp, π∗pZp)
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tensörünün yatay lifti R∗(X,Y, Z) ile ifade edilir. (B, g
′
) manifoldunun R

′

Riemann eḡriliḡi kısaca;

π∗(R
∗(X, Y, Z)) = R

′
(π∗X, π∗Y, π∗Z)

ile tanımlanabilir. Ayrıca, herhangi bir X, Y, Z,H ∈ χh(M) ic.in

R∗(X, Y, Z,H) = g(R∗(X, Y, Z), H)

= R
′
(π∗X, π∗Y, π∗Z, π∗H) ◦ π

dir[6].

x ∈ B ic.in, herhangi bir (π−1(x), ĝx) lifinin Riemann eḡriliḡini de R̂ ile

gösterelim. Benzer gösterim kovaryant türevlerde de kullanılacaktır.

III.2.1.Teorem. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları,

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir Riemann submersiyonu ve R, R̂ sırasıyla M ve (π−1(x), ĝx) lifinin Rie-

mann eḡrilik tensörleri olsun. Bu durumda, herhangi bir U, V,W, F ∈ χv(M)

ve X ∈ χh(M) ic.in

g(R(U, V )W,F ) = g(R̂(U, V )W,F ) + g(TUW,TV F )

−g(TVW,TUF ) (III.2.1)

g(R(U, V )W,X) = g((∇UT )VW,X)− g((∇V T )UW,X) (III.2.2)

dır[12]. (III.2.1) ve (III.2.2) denklemleri submersiyonlar ic.in Gauss ve Co-

dazzi denklemleri olarak gözönüne alınabilir.
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İspat. (I.2.2) den

R(U, V )W = ∇U∇VW −∇V∇UW −∇[U,V ]W (III.2.3)

dır. Lemma II.2.1 ve Lemma II.2.2 den

∇U∇VW = ∇UTVW +∇U∇̂VW

= h∇UTVW + TUTVW

+TU∇̂VW + ∇̂U∇̂VW (III.2.4)

∇V∇UW = ∇V TUW +∇V ∇̂UW

= h∇V TUW + TV TUW

+TV ∇̂UW + ∇̂V ∇̂UW (III.2.5)

ve

∇[U,V ]W = T[U,V ]W + ∇̂[U,V ]W

= h∇[U,V ]W + ∇̂[U,V ]W (III.2.6)

bulunur. (III.2.4),(III.2.5) ve (III.2.6) denklemleri (III.2.3) te yerine yazılırsa

R(U, V )W = h∇UTVW + TUTVW + TU∇̂VW

+∇̂U∇̂VW − h∇V TUW − TV TUW

−TV ∇̂UW − ∇̂V ∇̂UW − h∇[U,V ]W

−∇̂[U,V ]W (III.2.7)

olur. (III.2.7) denkleminin her iki yanını F ile skaler c.arparsak

g(R(U, V )W,F ) = g(∇̂U∇̂VW − ∇̂V ∇̂UW − ∇̂[U,V ]W,F )

+g(TUTVW,F )− g(TV TUW,F )

= g(R̂(U, V )W,F )− g(TUF, TVW ) + g(TV F, TUW )

72



elde edilir. (III.2.7) denkleminin her iki yanını X ile skaler c.arparsak

g(R(U, V )W,X) = g(h∇UTVW,X) + g(TU∇̂VW,X)− g(h∇V TUW,X)

−g(TV ∇̂UW,X)− g(h∇[U,V ]W,X) (III.2.8)

olur. Diḡer yandan, direkt is.lemlerle

h∇[U,V ]W = h∇∇UVW − h∇∇V UW

= T∇UVW − T∇V UW (III.2.9)

elde edilir. (III.2.8) ve (III.2.9) denklemlerinden

g(R(U, V )W,X) = g(∇UTVW − T∇UVW − TV∇UW,X)

−(g(∇V TUW − T∇V UW − TU∇VW,X))

= g((∇UT )VW,X)− g((∇V T )UW,X)

olur.

III.2.2.Teorem. (M, g) ve(B, g
′
) Riemann manifoldları,

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir Riemann submersiyonu ve R,R
′

sırasıyla M ve B nin Riemann eḡrilik

tensörleri olsun. Bu durumda, herhangi bir X, Y, Z,H ∈ χh(M) ve V,W ∈

χv(M) ic.in,

g(R(X, Y )Z,H) = g(R
′
(X, Y )Z,H) + 2g(AXY,AZH)

−g(AYZ,AXH) + g(AXZ,AYH) (III.2.10)

g(R(X, Y )Z, V ) = −g((∇ZA)XY, V )− g(AXY, TVZ)
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+g(AYZ, TVX)− g(AXZ, TV Y ) (III.2.11)

g(R(X, Y )V,W ) = g((∇VA)XY,W )− g((∇WA)XY, V )

+g(AXV,AYW )− g(AXW,AY V )

−g(TVX,TWY ) + g(TWX,TV Y ) (III.2.12)

g(R(X,V )Y,W ) = g((∇XT )VW,Y ) + g((∇VA)XY,W )

−g(TVX,TWY ) + g(AXV,AYW ) (III.2.13)

dır[6].

İspat. (III.2.10) ve (III.2.11) denklemlerini ispatlayacaḡız. Bu iki denk-

lem tensör denklemleri olduḡundan; X,Y, Z yi temel vektör alanları ve

[X, Y ], [Y, Z], [Z,X] braketlerini dikey olarak kabul edebiliriz. Ayrıca

[X, Y ] = 2AXY

olduḡundan, h∇XY temel vektör alanını ∇′
XY gibi yazabiliriz. Lemma

II.2.2 den

∇YZ = h∇YZ + AYZ

= ∇′

YZ + AYZ

elde edilir. (I.2.2) den

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

dır. Buradaki biles.enleri bulalım. Lemma II.2.2 den

∇X∇YZ = ∇X(∇′

YZ + AYZ)

= ∇X∇
′

YZ +∇XAYZ

= ∇′

X∇
′

YZ + AX∇
′

YZ + AXAYZ + v∇XAYZ
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olur. Benzer olarak

∇Y∇XZ = ∇Y (∇′

XZ + AXZ)

= ∇Y∇
′

XZ +∇YAXZ

= ∇′

Y∇
′

XZ + AY∇
′

XZ + AYAXZ + v∇YAXZ

ve

∇[X,Y ]Z = h∇[X,Y ]Z + T[X,Y ]Z

= h∇AXYZ + 2TAXYZ

= 2AZAXY + 2TAXYZ

elde edilir. Buradan

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

= ∇′

X∇
′

YZ −∇
′

Y∇
′

XZ + AXAYZ − AYAXZ − 2AZAXY

−2TAXYZ + v∇XAYZ − v∇YAXZ + AX∇
′

YZ − AY∇
′

XZ

= R
′
(X, Y )Z + AXAYZ − AYAXZ − 2AZAXY − 2TAXYZ

+v∇XAYZ − v∇YAXZ + AX∇
′

YZ − AY∇
′

XZ (III.2.14)

elde edilir. Burada h[X, Y ] = 0 olduḡundan

π∗[X, Y ] = 0 ⇒ ∇′

[X,Y ]Z = 0

dır. (III.2.14) denkleminin her iki yanını H ile skaler c.arparsak

g(R(X, Y )Z,H) = g(R
′
(X,Y )Z,H) + g(AXAYZ,H)− g(AYAXZ,H)

−2g(AZAXY,H)− 2g(TAXYZ,H) + g(v∇XAYZ,H)

−g(v∇YAXZ,H) + g(AX∇
′

YZ,H)− g(AY∇
′

XZ,H)
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= g(R
′
(X,Y )Z,H) + 2g(AZH,AXY )− g(AYAXZ,H)

+g(AXAYZ,H)

= g(R
′
(X,Y )Z,H) + 2g(AZH,AXY )

+g(AYH,AXZ)− g(AXH,AYZ)

elde edilir. (III.2.14) denkleminin her iki yanını V ile skaler c.arparsak

g(R(X, Y )Z, V ) = g(R
′
(X, Y )Z, V ) + g(AXAYZ, V )− g(AYAXZ, V )

−2g(AZAXY, V )− 2g(TAXYZ, V ) + g(v∇XAYZ, V )

−g(v∇YAXZ, V ) + g(AX∇
′

YZ, V )− g(AY∇
′

XZ, V )

= −2g(TAXYZ, V ) + g(∇XAYZ, V )− g(∇YAXZ, V )

+g(AX∇YZ, V )− g(AY∇XZ, V )

elde edilir. Diḡer taraftan, Lemma II.2.1 ve Önerme II.2.2 den

g(TAXYZ, V ) = −g(TAXY V, Z) = −g(TVAXY, Z) = g(TVZ,AXY )

yazılabilir. Ayrıca

g((∇XA)YZ, V )− g((∇YA)XZ, V )

= g(∇XAYZ, V )− g(A∇XYZ, V )− g(AY∇XZ, V )

−g(∇YAXZ, V ) + g(A∇Y XZ, V ) + g(AX∇YZ, V )

= g(∇XAYZ, V )− g(AY∇XZ, V )− g(∇YAXZ, V )

+g(AX∇YZ, V ) (III.2.15)

bulunur. [X, Y ] dikey olduḡundan, ∇XY = ∇YX alınır. (III.2.15) ve lemma

II.2.2 den

g(R(X, Y )Z, V ) = −2g(TVZ,AXY ) + g(∇XAYZ, V )
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−g(AY∇XZ, V )− g(∇YAXZ, V ) + g(AX∇YZ, V )

= −g(∇ZAXY − A∇ZXY − AX∇ZY, V )

−g(AXY, TVZ) + g(AYZ, TVX)− g(AXZ, TV Y )

= −g((∇ZA)XY, V )− g(AXY, TVZ)

+g(AYZ, TVX)− g(AXZ, TV Y )

elde edilir.

III.2.3.Teorem. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir Riemann submersiyonu ve K,K
′
, K̂ sırasıyla M,B ve lifin kesit eḡrilikleri

olsun. X, Y ortonormal yatay vektörler ve U, V ortonormal dikey vektörler

olmak üzere

(i) K(U, V ) = K̂(U, V ) + ‖TUV ‖2 − g(TUU, TV V ),

(ii) K(X, Y ) = K
′
(X

′
, Y

′
) ◦ π − 3‖AXY ‖2,

(iii) K(X,V ) = g((∇XT )V V,X)− ‖TVX‖2 + ‖AXV ‖2

dir[12].

İspat. (i) (III.2.1) de W yerine V ve F yerine U alınırsa elde edilir.

(ii) (III.2.10) da Z yerine Y ve H yerine X alınırsa

K(X, Y ) = K ′(X ′, Y ′) + 2g(AXY,AYX)− g(AY Y,AXX)
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+ g(AXY,AYX)

elde edilir. Burada AXX = AY Y = 0 olduḡundan, Önerme II.2.2 (ii) ku-

lanılısa denklem elde edilir.

(iii) Tanım I.2.6 dan

K(X,V ) = K(X,V,X, V )

= g(R(X,V )V,X)

= g(∇X∇V V −∇V∇XV −∇[X,V ]V,X)

= g(∇X∇V V,X)− g(∇V∇XV,X)− g(∇∇XV V,X)

+g(∇∇V XV,X) (III.2.16)

dir. (III.2.16) denkleminin terimlerini bulalım. Lemma II.2.1, Lemma II.2.2

ve Önerme II.2.2 den

g(∇X∇V V,X) = g(∇XTV V +∇Xv∇V V,X), (III.2.17)

g(∇V∇XV,X) = g(h∇V∇XV + TV∇XV,X), (III.2.18)

g(∇∇XV V,X) = g(A∇XV V + v∇∇XV V,X), (III.2.19)

g(∇∇V XV,X) = g(T∇V XV + v∇∇V XV,X) (III.2.20)

olur. Diḡer taraftan X ∈ χh(M) ic.in

TX = 0 ⇒ T∇XV V = 0

dır. (III.2.17), (III.2.18), (III.2.19) ve (III.2.20) denklemleri (III.2.16) de

yerlerine yazılıp düzenlenirse;

K(X,V ) = g(∇XTV V − TV∇XV,X)
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−g(A∇XV V,X) + g(T∇V XV,X)

= g((∇XT )V V,X) + g(A∇XVX,V ) + g(TV∇VX,X)

= g((∇XT )V V,X)− g(AX∇XV, V )− g(TVX,TVX)

= g((∇XT )V V,X) + g(AXV,AXV )− g(TVX,TVX)

= g((∇XT )V V,X) + ‖AXV ‖2 − ‖TVX‖2

elde edilir.

III.2.2.Tanım. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. ∀Xi ∈ χh(M) ve

∀Uj ∈ χv(M) ic.in, (M, g) üzerindeki {Xi, Uj}1≤i≤n,1≤j≤r bir lokal ortonormal

c.atıya π-uyumludur denir[6].

III.2.1.Lemma. π : (M, g) → (B, g
′
) bir Riemann submersiyonu, U, V

dikey vektör alanları ve X,Y yatay vektör alanları olsun. (M, g) üzerindeki

{Xi, Uj}1≤i≤n,1≤j≤r bir π-uyumlu c.atı olmak üzere

(i)
∑n

i=1 g(TUXi, TVXi) =
∑r

j=1 g(TUUj, TVUj),

(ii)
∑n

i=1 g(AXXi, AYXi) =
∑r

j=1 g(AXUj, AYUj),

(iii)
∑n

i=1 g(AXXi, TUXi) =
∑r

j=1 g(AXUj, TUUj)

dır[6].

İspat. (i) Herhangi bir i ∈ {1, 2, ..., n} ve V ∈ χv(M) ic.in

TVXi = h∇vV vXi + v∇vV hXi
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= v∇VXi

dır. Dolayısıyla, TVXi dikey tensör alanıdır. Buradan

TVXi =
r∑

j=1

g(TVXi, Uj)Uj

= −
r∑

j=1

g(TVUj, Xi)Uj

yazılabilir. Böylce U ∈ χv(M) ic.in

n∑
i=1

g(TUXi, TVXi) =
n∑

i=1

g(TUXi,−
r∑

j=1

g(TVUj, Xi)Uj)

= −
∑

i

∑
j

g(TVUj, Xi)g(TUXi, Uj).

dır. Burada Lemma II.2.1 (i) kullanılırsa

n∑
i=1

g(TUXi, TVXi) =
∑
j

∑
i

g(TVUj, Xi)g(TUUj, Xi)

olur. Böylece doḡrudan is.lemlerle

n∑
i=1

g(TUXi, TVXi) =
∑
j

∑
i

g(g(TVUj, Xi)Xi, TUUj)

=
∑
j

g(TVUj, TUUj)

elde edilir.

(ii) Herhangi bir i ∈ {1, 2, ..., n} ve Y ∈ χh(M) ic.in

AYXi = v∇hY hXi + h∇hY vXi

= v∇YXi
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dır. Dolayısıyla, AYXi dikey tensör alanıdır. Buradan

AYXi =
r∑

j=1

g(AYXi, Uj)Uj

= −
r∑

j=1

g(AYUj, Xi)Uj

yazılabilir. Böylce X ∈ χh(M) ic.in
n∑

i=1

g(AXXi, AYXi) =
n∑

i=1

g(AXXi,−
r∑

j=1

g(AYUj, Xi)Uj)

= −
∑

i

∑
j

g(AYUj, Xi)g(AXXi, Uj)

dır. Burada Lemma II. 2.1 (ii) kullanılırsa
n∑

i=1

g(AXXi, AYXi) =
∑
j

∑
i

g(AYUj, Xi)g(AXUj, Xi)

olur. Buradan
n∑

i=1

g(AXXi, AYXi) =
∑
j

∑
i

g(g(AYUj, Xi)Xi, AXUj)

=
∑
j

g(AYUj, AXUj)

elde edilir.

(iii) Herhangi bir i ∈ {1, 2, ..., n} ve U ∈ χv(M) ic.in

TUXi = h∇vUvXi + v∇vUhXi

= v∇UXi

dır. Dolayısıyla, TUXi dikey tensör alanıdır. Buradan, Lemma II.2.1 (i)

gözönüne alınırsa

TUXi =
r∑

j=1

g(TUXi, Uj)Uj

= −
r∑

j=1

g(TUUj, Xi)Uj
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yazılabilir. Böylce X ∈ χh(M) ic.in

n∑
i=1

g(AXXi, TUXi) =
n∑

i=1

g(AXXi,−
r∑

j=1

g(TUUj, Xi)Uj)

dır. Tekrar Lemma II.2.1 (i) kullanılırsa

n∑
i=1

g(AXXi, TUXi) =
∑
j

∑
i

g(TUUj, Xi)g(AXUj, Xi)

=
∑
j

∑
i

g(g(TUUj, Xi)Xi, AXUj)

=
∑
j

g(AXUj, TUUj)

elde edilir.

III.2.3.Tanım. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V dikey distribüsyonun bir

lokal ortonormal c.atısı {Uj}1≤j≤r olsun. (M, g) üzerindeki N yatay vektör

alanı lokal olarak

N =
r∑

j=1

TUj
Uj

ile tanımlanır[6].

III.2.4.Tanım. (Mm, g) ve (Bn, g
′
) Riemann manifoldları ve r = (m −

n)−boyutlu bir lif olsun.

π : (Mm, g) → (Bn, g
′
)

bir Riemann submersiyonu olmak üzere, herhangi bir lifin ortalama eḡrilik

vektör alanı

H =
1

r
iz(T ) =

1

r

r∑
j=1

TUj
Uj
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ile tanımlanır. Burada {Uj}1≤j≤r V nin bir lokal ortonormal c.atısıdır. Tanım

III.2.3 ten

N = rH

yazılabilir[6].

III.2.2.Lemma. π : (M, g) → (B, g
′
) bir Riemann submersiyonu ve V

nin bir lokal ortonormal c.atısı {Uj}1≤j≤r olsun. Bu durumda, herhangi bir

E ∈ χ(M) ve X ∈ χh(M) ic.in

g(∇EN,X) =
r∑

j=1

g((∇ET )Uj
Uj, X)

dır[6].

İspat. Herhangi bir X ∈ χh(M) ic.in, Tanım III.1.1 den

g(∇EN,X) =
r∑

j=1

g((∇ET )Uj
Uj, X)

=
r∑

j=1

g(∇ETUj
Uj − T∇EUj

Uj − TUj
∇EUj, X)

=
r∑

j=1

g(∇ETUj
Uj, X)− {

r∑
j=1

g(T∇EUj
Uj + TUj

∇EUj, X)}

dır. Buradan,
r∑

j=1

g(T∇EUj
Uj + TUj

∇EUj, X) = 0

olduḡunu gösterirsek ispat tamamlanmıs. olur. Herhangi bir j ∈ {1, ..., r}

ic.in, Tanım II.2.1,Önerme II.2.2 ve Lemma II.2.1 den
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g(T∇EUj
Uj + TUj

∇EUj, X)

= g(TUj
∇EUj, X) + g(TUj

∇EUj, X)

= −2g(TUj
X,∇EUj)

elde edilir. Diḡer yandan, dikey tensör alanı

TUj
X =

r∑
h=1

g(TUj
X,Uh)Uh

yazılabilir. Benzer is.lemler takip edilerek

∑r
j=1 g(T∇EUj

Uj + TUj
∇EUj, X)

= −2
r∑

j=1

g(TUj
X,∇EUj)

= −2
r∑

j=1

g(
r∑

h=1

g(TUj
X,Uh)Uh,∇EUj))

= 2
r∑

j,h=1

g(TUj
Uh, X)g(Uh,∇EUj)

= 0

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmıs. olur.

(M, g), (B, g
′
) Riemann manifoldlarının ve x ∈ B, π−1(x) lifinin Ricci

tensörleri sırasıyla ρ, ρ
′

ve ρ̂ ile gösterelim. As.aḡıdaki önerme bu tensörler

arasındaki baḡıntıları vermektedir.

III.2.1.Önerme. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları

π : (M, g) → (B, g
′
)
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bir Riemann submersiyonu ve {Xi, Uj} bir π-uyumlu c.atı olsun. Bu du-

rumda, herhangi bir U, V ∈ χv(M) ve X, Y ∈ χb(M) ic.in ρ Ricci tensörü

as.aḡıdaki özelikleri saḡlar[6]:

(i) ρ(U, V ) = ρ̂(U, V )− g(N, TUV )

+
∑

i

{g((∇Xi
T )UV,Xi) + g(AXi

U,AXi
V )},

(ii) ρ(X,Y ) = ρ
′
(X

′
, Y

′
) ◦ π +

1

2
{g(∇XN, Y ) + g(∇YN,X)}

−2
∑

i

g(AXXi, AYXi)−
∑
j

g(TUj
X,TUj

Y ),

(iii) ρ(U,X) = g(∇UN,X)−
∑
j

g((∇Uj
T )Uj

U,X)

+
∑

i

{g((∇Xi
A)Xi

X,U)− 2g(AXXi, TUXi)}

dır, burada X,Y ve X
′
, Y

′
vektör alanları π- baḡlıdır.

İspat. (i) U, V ∈ χv(M) ic.in (III.2.1),(III.2.13) ve Lemma III.2.1 den;

ρ(U, V ) =
∑

i

R(Xi, U,Xi, V )−
∑
j

R(Uj, U, V, Uj)

=
∑

i

{g((∇Xi
T )UV,Xi) + g((∇UA)Xi

Xi, V )

−g(TUXi, TVXi) + g(AXi
U,AXi

V )}

−
∑
j

{R̂(Uj, U, V, Uj) + g(TUj
Uj, TUV )

−g(TUUj, TUj
V )}

= ρ̂(U, V )− g(N, TUV )

+
∑

i

{g((∇Xi
T )UV,Xi) + g(AXi

U,AXi
V )}

elde edilir.
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(ii)X temel vektör alanı veX
′
ne π-baḡlı olsun. Teorem III.2.3 (ii),(III.2.13),

Önerme II.2.2 ve Lemma III.2.1 (ii),Lemma III.2.2 kullanılırsa;

ρ(X,X) =
∑

i

R(X,Xi, X,Xi) +
∑
j

R(X,Uj, X, Uj)

=
∑

i

{R∗(X,Xi, X,Xi)− 3‖AXXi‖2}

+
∑
j

{g((∇XT )Uj
Uj, X) + g((∇Uj

A)XX,Uj)

−g(TUj
X,TUj

X) + g(AXUj, AXUj)}

=
∑

i

{R∗(X,Xi, X,Xi)− 3‖AXXi‖2}

+
∑
j

{g((∇XT )Uj
Uj, X)− ‖TUj

X‖2 + ‖AXUj‖2}

= ρ
′
(X

′
, X

′
) ◦ π + g(∇XN,X)− 2

∑
i

‖AXXi‖2 −
∑
j

‖TUj
X‖2

elde edilir.

(iii) U ∈ χv(M) veX ∈ χh(M) ic.in Önerme II.2.2, Teorem III.2.2, Lemma

III.2.2 ve Teorem III.2.1 den

ρ(U,X) =
∑

i

R(X,Xi, U,Xi)−
∑
j

R(U,Uj, Uj, X)

=
∑

i

{g((∇XA)Xi
X,U) + g(AXi

X,TUXi)− g(AXXi, TUXi)

−g(AXi
Xi, TUX)}

−
∑
j

{g((∇Uj
T )UUj, X)− g((∇UT )Uj

Uj, X)}

=
∑

i

{g((∇XA)Xi
X,U)− 2g(AXXi, TUXi)}

−
∑
j

g((∇Uj
T )UUj, X) + g(∇UN,X)

elde edilir.
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(M, g), (B, g
′
) Riemann manifoldlarının ve x ∈ B, π−1(x) lifinin skaler

eḡrilikleri sırasıyla τ, τ
′
ve τ̂ ile gösterelim. As.aḡıdaki önerme

π : (M, g) → (B, g
′
)

Riemann submersiyonunda, (M, g) Riemann manifoldunun τ skaler eḡriliḡinin,

(B, g
′
) nün τ

′
skaler eḡriliḡi ile herhangi bir lifinin τ̂ skaler eḡriline baḡlı

olduḡunu göstermektedir.

III.2.2.Önerme. (M, g) ve (B, g
′
) Riemann manifoldları ve

π : (M, g) → (B, g
′
)

bir Riemann submersiyonu olsun. Bu durumda

τ = τ̂ + τ
′ ◦ π − ‖N‖2 − ‖A‖2 − ‖T‖2 + 2

∑
i

g(∇Xi
N,Xi)

dır[6].

İspat. {Xi, Uj} bir π− uyumlu c.atısını düs.ünelim. Önerme III.2.1 ve

Lemma II.2.1 den

τ = Σjρ(Uj, Uj) + Σiρ(Xi, Xi)

= Σj{ρ̂(Uj, Uj)− g(N, TUj
Uj) + Σi[g((∇Xi

T )Uj
Uj, Xi)

+g(AXi
Uj, AXi

Uj)]}

+
∑

i

{ρ′
(X

′

i , X
′

i) ◦ π +
1

2
[g(∇Xi

N,Xi) + g(∇Xi
N,Xi)]

−2
∑

i

g(AXi
Xi, AXi

Xi)−
∑
j

g(TUj
Xi, TUj

Xi)}

= τ̂ + τ
′ ◦ π − ‖N‖2 + Σi,j{g((∇Xi

T )Uj
Uj, Xi) + g(AXi

Uj, AXi
Uj)

−g(TUj
Xi, TUj

Xi)}+
∑

i

g(∇Xi
N,Xi)− 2

∑
i,j

g(AXi
Uj, AXi

Uj)
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elde edilir. Diḡer yandan, Lemma III.2.2 den

‖A‖2 =
∑
i,j

g(AXi
Uj, AXi

Uj)

‖T‖2 =
∑
i,j

g(TUj
Xi, TUj

Xi)

yazılabilir. O halde,

τ = τ̂ + τ
′ ◦ π − ‖N‖2 − ‖A‖2 − ‖T‖2 + 2

∑
i

g(∇Xi
N,Xi)

olur.
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Ed.Fak.Mat.No:2,1982.
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Üniversitesi, 1996.

[15] YANO, K., KON,M., Structures on Manifolds, World Scientific Publish-

ing Company Pte. Ltd., 1984.

90
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05.05.1974 yılında Diyarbakır’da doḡdu. İlk ve orta öḡrenimini Diyarbakır’da
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girmeye hak kazandı. 1996 yılında buradan mezun oldu. Aynı yıl Gaziantep’te

Matematik öḡretmeni olarak göreve bas.ladı. 2005 yılında İnönü Üniversitesi
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