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ONUR SOZU
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baglikli bu ¢aligmanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diigecek bir yardima
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metin i¢inde hem de kaynak¢ada yontemine uygun bicimde gosterilenlerden
olugtugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Nesibe Sevil AKATLI



OZET

Yiksek Lisans Tezi
SEMI-SIMETRIK HIPERYUZEYLER
Nesibe Sevil AKATLI

Inénii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Ana Bilim Dali

45+iv sayfa
2018

Danmisman : Yrd.Doc¢.Dr. Cumali YILDIRIM

Bu Yiiksek Lisans Tezi dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim girig olarak
diizenlenmistir. Ikinci boliimde, diger boltimlere faydali olacak temel tanim ve
kavramlar; semi-Riemann manifoldlar, vektor demetleri, dejenere, non-dejenere
metrik, quasi ortonormal bazlar ele alinmigtir.

Uciincii boliimde, semi-Riemann manifoldlarda lightlike hiperyiizeylerin
transversal vektor demetleri, indirgenmis geometrik nesneler ve gauss-codazzi
denklemlerin genel tanimlar1 ve baz teoremler ifade edilmistir.

Dérdiineii  boliimde,  semi-Oklidyen uzaylarda  semi-simetrik  lightlike
hiperyiizeyler, Ricci semi-simetrik lightlike hiperytizeyler incelenmistir. Minkowski
spacetime ekran konformal hiperyiizeyinin semi-simetrik oldugu ifade edilmistir.
Ayrica ekran konformal lightlike hiperyiizeyin semi-simetrik olma kogulu ile ekran
distribiisyonuna semi-simetrik olma kogulu arasinda iligki incelenmistir. Son olarak
semi-Oklidyen uzaylarin Ricci semi-simetrik lightlike hiperyiizeyleri ve bunlardan
elde edilen bir sart altinda total geodezikligi ele alinmigtir. Lorentz manifoldunun
paralel lightlike hiperytizeyler lizerinde bir karakterizasyonu verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Lightlike hiperyiizeyler, Gauss-Codazzi
denklemleri, Semi-simetrik lightlike
hiperyiizeyler, Ricci semi-simetrik lightlike

hiperytizey, paralel lightlike hiperyiizeyler



ABSTRACT

M.Sc. Thesis
SEMI-SYMMETRIC HYPERSURFACES
Nesibe Sevil AKATLI

Inonii University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

454iv pages
2018

Supervisor : Yrd.Dog¢.Dr. Cumali YILDIRIM

This master thesis consists of four chapters. The first chapter, is the
introduction. In the second chapter, basic definitions and concepts of semi-
Riemann manifolds, vektor bundls, degenerate metrics, quasi orthonormal bases
which will be useful for other depertments, are discussed.

In the third chapter, Lightlike hypersurface of semi-Riemann manifolds have
been introduced and theorems about lightlike hypersurface have been given. In
addition, the general definitions and some theorems of transversal vektor bundle
lightlike hypersurfaces, Induced geometrical objects on lightlike hypersurfaces and
guass-codazzi equations for lightlike hypersurfaces are given.

In the fourth chapter, we investigate lightlike hypersurfaces which are semi-
symmetric, Ricci semi-symmetric, semi-parallel in a semi-Eucliean space. We
obtain that every screen conformal lihtlike hypersurface of the Minkowski
spacetime is semi-symmetric. Besides we investigate the semi-symmetric condition
of a screen conformal lightlike hypersurface reduces to the semi-symmetric
condition of a leaf of its screen distribution. Finally we obtain that semi-symmetric
and Ricci semi-symmetric lightlike hypersurface are totally geodesic under certain
conditions. Moreover we showed that there exist no non-totally geodesic parallel
hypersurfaces a lorentzian space.

KEYWORDS: Lightlike hypersurfaces, Gauss-Codazzi equations,
Semi-symmetric lightlike hypersurfaces, Ricci semi-symmetric

lightlike hypersurfaces, Paralel lightlike hypersurfaces
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1. GIRIS

Son yiizyildan itibaren manifoldlar teorisi, matematiksel fizikte uygulama
alan1 buldugundan bu yana belirsiz metrikler ve non-dejenere metrikler birlikte
ele alinmaya baglandi. Bu manifoldlara, semi-Riemann manifold denir. Bu tiir
manifoldlar, son yillarda lightlike altmanifoldlarin biiyliyen bir énemi ve genig
kullanimi vardir. Lightlike geometri non-dejenere olmasi durumunda daha karigik-
tir. Bu lightlike ve non-dejenere altmanifoldlar arasindaki farktan kaynaklhidir.
Bu farkin sebebi normal demetin tutumudur. Lightlike altmanifoldlarda normal
demetin bir kismi1 tanjant demette kalir, non-dejenere altmanifoldlarda ise tanjant
demet ile normal demetin kesigimi sifirdir. Lightlike altmanifoldlarda normal
demetin boyutu bir ise altmanifolda lightlike hiperyiizey denir.

M bir diferansiyellenebilir manifold ve V, M 1tizerinde bir lineer konneksiyon
olsun. Eger p € M noktasinin bir U komsulugunda involutive afin doniigtimi varsa
V yap € M noktasinda yerel simetriktir denir. Eger V torsiyonsuz ise V konneksi-
yonunun yerel simetrik olmasi icin gerek ve yeter sart VR = 0 olmasidir. Burada
R egrilik tensoriinii gostermektedir. Egrilik tensori R, X ve Y teget vektorleri
icin R(X,Y).R = 0 sartin1 saglayan Riemann manifolda semi-simetrik manifold
denir [1]. R(X,Y).R = 0 uzaylar ilk olarak E. Carton tarafindan incelenmis, bu
uzaylar simetrik uzaylarin genisletilmisi olarak diigiintilmtstiir. Sonra Nomizu,
Oklidyen uzaylarm semi-simetrik hiperyiizlerini siiflandirmistir. Semi-simetrik
sart1 diger egriliklere de taginmigtir. Mesela; R.Ric = 0 sart1 saglaniyorsa bir
semi-Riemann manifolda Ricci semi-simetrik manifold denir. Her semi-simetrik
manifold Ricci semi-simetriktir. Tersi genelde dogru degildir. R.R = 0 ve R.Ric =
0 sartlar1 genelde Oklidyen uzaylarn hiperyiizeyleri icin gecerli olmadigini gosterir.
Giines, Sahin ve Kilig [2] ve Sahin [3], VR = 0 ve R.R = 0 sartlarimimin R.Ric = 0

durumlarmi semi-Oklidyen uzaymn lightlike hiperyiizeyleri icin cahstilar.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Semi—@klidyen Uzaylar

Tanim 2.1.1. V', m— boyutlu reel vektor uzayr olsun. g : V- x V. — R dontisumi

Vr,y,z € V veVa,b € R icin

i. g(z,y) = g(y, ),

it. glax + by, z) = ag(z, ) + bg(y, 2)

g(x,ay + bz) = ag(x,y) + bg(z, 2)

ozelliklerine sahip ise g donisimine V uzay tizerinde stmetrik bilineer form

denir [4].

Tanim 2.1.2. V, m— boyutlu reel vektor uzayr ve V' dzerinde bir bilineer form
g:V xV = R geklinde olsun. Eger V' nin bir & # 0 vektori var ve Yo € V igin

g(&,v) =0 ise g ye V tizerinde dejeneredir denir [5].

Tanim 2.1.3. V' bir reel vektor uzays, g ise V dizerinde bilineer form olsun. Eger
Vo € V igin g(u,v) = 0 olmast ancak v = 0 ile mimkinse bu durumda g ye

non-dejeneredir denir [5].

Tanim 2.1.4. V' reel vektor uzay tizerinde bilineer form g olsun. V' uzayinin
RadV ={£ €V | g(&£,v) =0,Yv € V}

ile tamamly olan V' wuzayina g ye gore radikal uzay yada null uzay denir.
RadV nin boyutu nullV ile gosterilir. Eger

e nullV > 0 ise g dejenere,

o nullV = 0 ise g non-dejenere

dir [5].



Tanim 2.1.5. V' reel vektor uzay tzerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

Eger¥Yv e V ve v # 0 i¢in
i. g(v,v) >0 ise g ye pozitif tanymls,
ii. g(v,v) <0 ise g ye negatif taniml,
iti. g(v,v) >0 ve g(u,u) <0 olacak sekilde u,v € V mevcut ise g ye definite
denir [5].

Tanim 2.1.6. V' reel vektor uzayr tuzerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

Eger Yv € V igin
i. g(v,v) >0 veu#0 i¢in gu,u) =0 ise g ye yary pozitif tanyml,

it. g(v,v) <0 wveu#0 i¢in g(u,u) =0 ise g ye yarr negatif tanimly ya da

indefinite
denir [5].
Her ¢ simetrik bilineer formuna,

h:V =R

v—h(v)=g(v,v)

seklinde tanimlh bir kuadratik form kargilik gelir. Burada h ile g arasinda her
v,w €V icin

o0, w) = 5 {h(o+ w) — he) — h(w)}

bagintist vardir. V' nin E = {ey,...,e,} bazina gore h kuadratik formu, i €

{1,..m} i¢in \; € R ve (v'), v nin koordinat bilegenleri olmak tizere

h(v) =g (v,0) = Z)\ (v))? (2.1.1)



kanonikal formuna sahiptir. (2.1.1) ifadesinde p, ¢, r sirasiyla A\; € R lerin pozitif,
negatif ve sifir olanlarinin sayisidir. Ayrica h nin kanonikal formu tek degildir. V'

nin bazina gore degisir [5].

Tanim 2.1.7. V' reel vektor uzay: tizerinde bir simetrik bilineer form g olsun. Bu

durumda;

i. gz, 2;) =0,1# ]

i gz, z) =—1,1<i<q

i, gz, ) =+1,¢g+1<i<p+gq

w. g(xy,z) =0, p+q+1<i<p+qg+r=m

olacak sekilde V' nin bir B = {z1,...,z,} ortonormal baz i¢in p+q+1r =m

olup (p,q,r) tuglisine g formunun tipi denir [5].

Onerme 2.1.1. h, V dizerinde (p, q,r)-tipinde g nin kuadratik formu olsun.
i. 7> 0 ise g dejeneredir; r = 0 ise non-dejenere,
ii. p=m ise g, pozitif tamimhdir; ¢ = m ise g negatif tanimli,

iii. g, ¢ =20, p >0, r > 0 ise yar1 pozitif tanimh ya da p =0, ¢ > 0, r > 0 ise

yarl negatif tanimhdir [5].

Tamm 2.1.8. V nin keyfi bir bazn U = {u,, ..., uy} olsun. V dzerinde g simetrik
bilineer formu

9ij = g(uiuuj)a 1 < Z?J <m

olmak tzere G = [gijlmxm simetrik matrisi ile ifade edilebilir. Bu durumda G

matrisine g nin U bazina karsilik gelen matrisi denir [5].



FE nin bazlarindan birine karsiik A nin (2.1.1) ifadesinden kanonikal formu
olugturulur. Burada {ey,...,e,}, G matrisinin 6z vektorleri ve {Aq,..., A\, } de
bu vektorlere kargilik gelen 6z degerlerdir. Bu durumda,

e g nin non-dejenere olmasi i¢in gerek ve yeter sart rankG = m,

e ¢ nin dejenere olmasi i¢in gerek ve yeter sart rankG < m

olmasidir [5].

Tanim 2.1.9. Bir V reel vektor uzay: tizerinde non-dejenere, simetrik, bilineer g
formuna V' reel vektdr uzayr tizerinde bir skaler ¢arpym (yar: 6klid metrigi)

ve (V,g) ikilisine de yari-Oklid uzay denir [5].

Tamm 2.1.10. V yari-Oklid uzay tzerinde tansmb bir g skaler carpvm igin
p-q#0 olmas: durumunda g ye proper yari-Oklid metrik ve (V,g) ikilisine

de proper yari-Oklid uzay denir [5].
Tanim 2.1.11. V' yar oklid uzayr uzerinde tanwmly bir g skaler carpima icin
1. g pozitif tamaml ise g ye Oklid metrigi, (V,g) ikilisine de Oklid uzay,

it. g nin indeksi ¢ = 1 ise g ye Lorentz(Minkowski) metrigi (V,g) ikilisine

de Lorentz(Minkowski) uzay:
denir [5].
Tanim 2.1.12. (V, g) yam-Oklz’d uzayr tzerinde
V- R
v = |Jv]| =] g(v,v) |Y? ;Yo eV

seklinde tamimly dontsime V' wvektor uzayr tuzerinde morm donusumu denir.

| v saysina da v vektorinin uzunlugu denir [5].

Tanim 2.1.13. Uzunlugu 1 birim yani g(u,u) = =+1 olan vektérlere birim

vektér denir [5].



Tanim 2.1.14. V yar: oklid uzay: tizerinde tanimiy bir g skaler ¢carpima ic¢in,
i. g(v,v) >0 veya v =0 ise v ye spacelike,
it. v # 0 dgin g(v,v) < 0 ise v ye timelike,
i1i. v # 0 iken g(v,v) = 0 ise v ye lightlike(null veya isotropik)vektor
denir. v € V vektérinin bu tg¢ tipine v nin causal karakteri denir [5].

Tanim 2.1.15. V skaler ¢arpim uzayinin bitun lightlike vektorlerinin,
A={ve(V-{0})lg(v,v) =0}
kiimesine V' nin lightlike konisi denir [5].

Tanim 2.1.16. u,v € V i¢in g(u,v) = 0 ise bu iki vektér ortogonaldir denir
ve u L v ile gosterilir. Benzer olarak V' nin iki alt kumesi U ve W olmak tizere
herhangt uw € U ve w € W i¢in u L v ise bu iki kumede ortogonaldir ve U L. W

ile gosterilir [5].

Ortogonal birim vektorlerinin karsilikli bir £ kiimesi ortonormal bir kiime
olarak adlandirilir ki bu kiime lineer bagimsizdir. Bu nedenle m-boyutlu V' nin

ortonormal vektorlerinin kiimesi V' nin ortonormal bazi olarak adlandirilir [5].

Onerme 2.1.2. Sufirdan farkl bir V- semi-Oklidyen uzayiman ortonormal bir baz

mevcuttur [5].

V' vektor uzaymm E = {ej,...,e,} ortonormal bazlarimn kiimesinin bir
vektori sayesinde
glei ;) = by

olur ve verilen herhangi bir v € V' vektorii

m

v = ZQQ (v,€i) €

i=1

D



seklinde ifade edilir. Ayrica {ej,...,€e,} ifadesine £ bazinin isaretlenmesi

denir. Buradan da g nin h ile baglantili kuadratik formu,

h(v) = g (v, e)’ (2.1.2)
i=1
seklinde ifade edilir. Burada eger p ve ¢, {€1, ..., €, } isaretlenmesinde pozitif ve

negatif isaretlerin sayisi ise bu durumda semi-oklidyen metrik (p, ¢,0) tipindedir

[5].

Ornek 2.1.1. R™ standart vektor uzaye ve R™nin baz E = {e; = (1,0...0),.. .,
em = (0,0,...,1)} olsun. R™ dizerinde 0 < q < m igin proper semi-Oklidyen
metrik,

q m
g(r,y)=-> ay'+ Y 2% Ve, y € R" (2.1.3)
=1

a=q+1

olarak tanimlanar.

Ry ile m-boyutlu g—indeksli proper semi-Oklidyen uzayi g metrigi ile tanimlan-
sim. Ozel olarak R?", Lorentz(Minkowski) vektor uzayidir. Ry" nin lightlike konisi
R}" tarafindan verilen A;”__ll hiperytizeyidir.

q

AP = e e Ry —{0}) | =) @)+ > (@%)*=0}

i=1 a=g+1
dir. Sonug olarak R™ de g metrigi,
g(x,y) =Y aty*
A=1

seklinde ifade edilir [5].

2.2 Semi-f)klidyen Uzaylarin Alt Uzaylari

(W, g) reel n-boyutlu lightlike vektor uzayi ve W nin radikali RadW olsun.
Bu durumda W nin bir alt uzay1 dejenere olmayabilir. Bu ifadeyi desteklemek

i¢in agagidaki onerme verilebilir.



Onerme 2.2.1. (W, g), n—boyutlu lightlike vektor uzayr ve nullW = r < n olsun.

Bu durumda RadW ye komplement her alt uzay non-dejeneredir [5].

Tanim 2.2.1. W de RadW ye komplement alt uzay olan SW ye W nin bir

screen alt uzayr denir [5].

SW, g ye gore non-dejenere oldugundan bir semi cklidyen uzay olur. O zaman
onerme (2.1.2) den SW nin {u;41,..., U +m} ortonormal bazi mevcuttur. Bu

yiizden W nin bazi, verilen B = {f1,..., f.} ve fi € RadW,i € {1,...,r} ile
W = RadW 1 SW

ifadesine uyarlanir. Bunu dikkate alarak RadWW nin herhangi bir vektori W ye

ortogonaldir ve B ye kargilik gelen matris
O’I",T‘ OT,TL*T‘
9] = [ ]
On—r,r €a,dap
burada a,b € {r+1,...,n}, o = g(uq, up) dir [5].

Tanim 2.2.2. (V, g) m- boyutlu semi-Oklidyen uzay ve W de V' nin bir alt uzay
olsun. Bu durumda glw dejenere olmasi durumunda W ye lightlike(dejenere)

alt uzay denir. Aksi taktirde W ye non—dejenere alt uzay denir [5].

Wt ={veV:gww) =0, Ywe W}
Tanim 2.2.3. Eger W, V' nin bir alt uzay ise

Wt={veV:vlW}
ifadesinde V' nin alt uzayr olan W=, W mn perp denir [4].
Burada W N W+ #£ {0} dir.
Ornek 2.2.1. W = {(z,y,2z,y) € R*: 2,y € R} alt uzayime gz oniine alirsak
WNW* = {(x,0,2,0): 2 € R} #0

ifadesi elde edilir [5].



Onerme 2.2.2. (V, g) m-boyutlu semz’-éklidyen uzay ve W de V' nin bir alt uzay

olsun. O zaman;
i. boyW + boyW+ =m
L
i. (W) =w
iii. RadW = RadW+ =W NnW+
olur [5].
V' bir vektor uzayi olsun. Wy ve Ws, V' nin iki alt uzay1 olmak tizere,
i WpuWy, =V
ii. Wy Ny = {0}
ise V.= W, & W, geklinde ifade edilir [5]. Buradan hareketle su sonucu verebiliriz.

Sonug 2.2.1. V bir semi-Oklidyen uzay ve W, V nin bir alt uzay olsun. Asagidaki

ifadeler denktir:
1. W non-dejenere alt uzaydir.
ii. W+ non-dejenere alt uzaydar.
iii. W ve W+, V nin komplement ortogonal alt uzaylaridr.

w. V, W ve W+ in ortogonal direkt toplamadir, yani V. =W L W dir [5].

Ayrica h kuadratik formu ve yukaridaki iv ifadesini kullanarak V' nin herhangi

bir non-dejenere alt uzay1 icin,
indV = indW + indW=+ (2.2.1)

ifadesi elde edilir.



Onerme 2.2.3. g, q-indeksli m-boyutlu V' vektor uzay: tzerinde proper semi- Oklid-
yen metrik olsun. O zaman V nin min{q, m —q} boyutunu ge¢meyen bir alt uzay

vardur, oyle ki glw =0 dur [5].

Bundan sonra lightlike altmanifoldlar boyunca proper semi-Riemann manifold-
larda en uygun cati yapilarimin lightlike vektor alanlarini igerdigi gosterilecektir.
Ayrica bir lightlike alt uzay boyunca bazi semi-Oklidyen uzaylarin baz ozel
tabanlarinin nasil insa edilecegi gosterilecektir.

(V, g) m-boyutlu proper semi-Oklidyen uzay olsun. V uzaymm {e,, ..., e,}
birim timelike ve {eg41, ..., €44, } birim spacelike vektorleri p + ¢ = m olacak
sekilde bir {ej,...,e,} ortonormal bazi goz éniine alinsin. Lightlike vektorleri

igeren baz i¢in ii¢ durum séz konusudur;

Durum 2.2.1. (¢ < p) olmas: durumunda,

1 1

i Cqri T €if, i*:_e i — €; 2.2.2
f \/5{ q+ } f \/5{ q+ } ( )
seklinde ifade edilir. Buradan

g(fla f]) = g(fz*a f]*) = O; g(fuf;) = 51']'; Za] € {17 ,Q} (223)
oldugu gorilir. Boylece {fl, S PTV AN Y R ,eq+p}, V' uzayimin 2q tane

lightlike vektor ve p — q tane spacelike vektor iceren bir bazidar.

Durum 2.2.2. (p < q) olmasit durumunda,

fo = %{eq-&-a +eqt, fo= %{eqw —eq}, a€{l,..,p} (2.2.4)

buradan (2.2.3) ifadeleri elde edilir. Burada i,j yerine o, 5 € {1,...,p} alnar.
Boylece {fl, oS I T Gy ,eqﬂ;}, V' uzayinan 2p tane lightlike vektor

ve ¢ — p tane de timelike vektor iceren bazidar.

Durum 2.2.3. (p = q) olmas: durumunda m = 2p = 2q oldugundan, (2.2.2)
ifadesi yada (2.2.4) ifadesin de tanimlanan {fl, st f;‘} lightlike bazlar
elde edilir [5].
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Tamm 2.2.4. Indeksi q = 1 olan non-dejenere 2—boyutlu bir vektor uzayina bir

hiperbolik diizlem denir [5].

Tamm 2.2.5. (V, g) proper semi-Oklidyen uzaymn, i,j € {1,..,r}, a, B €{1,...t},

2r+t=m ve €, = £1 i¢in
g(fzaf]) = g(fz*af]*) = 07 g(fwf]*) = 52']'7
g(uom fz) = g(uaa fz*) - O; g(uomuﬁ> = Eaéaﬁ;

sartine saglayan bir B = {f1,..., fro 5, s f5u,, ..., u} baze varder ve bu baza

quasi-ortonormal baz denir [5].

Tanm 2.2.6. m- boyutlu bir proper semi-Oklidyen V wzayinin n- boyutlu lightlike
alt wzayr W olsun. Bu durumda B = {fi,..., frs ffy o, [ uy, ..., u} quasi

ortonormal bazi,
W =Span{fi,..., frou,...;us}, n=r+s, 1<s<t

veya

W:Span{fl7"'7fn}7 TLS’I“
ise W boyunca Vuzayinin quasi ortonormal bazi denir [5].

Tanim 2.2.7. (V,g) ve (V,g) iki semi-Oklidyen uzay ve T : V. — V bir lineer

dontisum olsun. Her v,w € V i¢in skaler ¢arpim korunuyorsa,

ifadesine T bilineer izometridir denir [5].

Onerme 2.2.4. T lineer dontsumau bir 1zometri olmast i¢in gerek ve yeter sart

V' dizerinde g nin normunun korunmasidir. Yani,
T [=lvl, VeV

dir [5].
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Tanim 2.2.8. M ve N sirasiyla m ve n-boyutlu diferensiyellenebillir manifoldlar
ve F': M — N diferensiyellenebilir bir donisim olsun. Bu durumda F' donisiumi-
nin p € M noktasindaki rank:, F, donistiminin ranky olarak tanimlanir. Eger
her p noktasindaki F donisiminin ranky m ise, yani rank(Fy,) = m ise F

dontigimine dolgulama veya immersiyon denir [6].

Tamm 2.2.9. M bir m-boyutly manifold olsun. M tizerinde

D:M%UTPM

p— D, CT,M, boy(D,) =r
ile tanmamle D dondigimine r-boyutlu distribisyon denir [6].

X e x (M) icin X, € D, ise X vektor alanimna D distriblisyonuna aittir
denir. Eger her p noktasi i¢in D, alt uzayima ait r tane diferensiyellenebilir lineer

bagimsiz vektor varsa D distribiisyon diferensiyellenebilirdir denir [6].

Tanim 2.2.10. M bir C®°—manifold ve D, M izerinde r—boyutlu bir distribiisyon
olsun. Eger XY € T'(D) i¢in [X,Y] € T (D) ise D distribiisyonuna involutive

dir denir [6].

Tamm 2.2.11. M bir C®—manifold ve D, M fdizerinde r—boyutlu bir distribiisyon
olsun. M, M manifoldunun bir altmanifoldu olmak dizere ejer M nin her p
noktasinda M manifoldunun tanjant uzayr ile Dy, ayni ise M ye D distribusyonu-
nun integral manifoldu denir. Yani f : M — M bir imbeddig olmak dizere
Vp € M icin

f* (TM (p)) = DP

dir. Eger D distribiisyonunun M altmanifoldunu kapsayan baska bir integral mani-

foldu yoksa bu manifolda distribiisyonun maksimal integral manifoldu denir

6].
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Tamm 2.2.12. M bir C*®—manifold ve M, M manifoldunun bir altmanifoldu
olsun. Eger ¥p € M i¢in D distribisyonunun p noktasini kapsayan bir maksimal

integral manifoldu varsa D distribisyonuna integrallenebilirdir denir [6].

Tanim 2.2.13. M bir manifold ve V, manifold tizerinde bir konneksiyon olsun.
Eger XY € I' (D) igin

VxY el (D)
ise D distribiisyonuna paraleldir denir [6].

Tanim 2.2.14. M bir manifold ve V manifold tizerinde lineer konneksiyon olsun.

Bu durumda,
T:T(TM)xT'(TM)—T(TM)
(X,)Y)=>T(X,)Y)=VxY - VyX — [X,Y]

ile tamamly T tensor alanina V lineer konneksiyonunun torsiyon tensori denir.

T =0 olmasy durumunda V lineer konneksiyonu torsiyonsuzdur denir [6].

Tanim 2.2.15. M bir n— boyutlu semi-Riemann manifold ve V da M iizerinde

lineer konneksiyon olsun. Bu durumda,
R:T(TM)xI'(TM)xT'(TM)—T'(TM)
(X,)Y,Z) - R(X,)Y)Z=VxVyZ -VyVxZ - VixyZ (2.2.5)
ile tanamly R tensor alanina V lineer konneksiyonunun egrilik tensori denir
[6].

Tanim 2.2.16. M bir diferensiyellenebilir manifold ve manifold tizerindeki diferen-

siyellenebilir vektor alanlarinin kimesi x (M) olsun. Bu durumda
g9 X (M) x x (M) = C= (M)

ile tanwmly g bilineer formu simetrik ve pozitif tanimb ise, yani VXY € x (M)
1¢IM
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i. 9(X,Y) =g, X),
it. g(X,X) >0 wve her X icin g(X,X)=0& X =0

sartlar: saglaniyorsa g bilineer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor

adv verilir. Bu durumda (M, g) ikilisine Riemann manifoldu denir [6].

Teorem 2.2.1. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M iizerinde

torsiyonsuz ve g metrigi ile uyumlu (Vg = 0) bir tek V lineer konneksiyon varder
[6].
(2.2.1) teoremin de verilen konneksiyonuna Levi-Civita konneksiyon, Riemann

konneksiyon veya metrik konneksiyon adi verilir [6].

Tanim 2.2.17. (M, g) bir Riemann manifoldu ve X manifold tuzerinde bir vektor

alany olsun. Eger Lxg = 0 ise yani,
(Lxg)(Y, Z2) = Xg(Y, Z) = g(LxY, Z) — g(Y, Lx Z)
=Xg(Y,2) —g([X, Y], Z) = g(Y,[X, Z]) = 0
X wvektor alamina Killing vektér alans denir [6].

Eger VX € D icin Lxg = 0 ise D distribiisyonuna Killing distribiisyon

denir [5].

Tanim 2.2.18. (M, g) n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve M iizerinde lokal

ortonormal vektor alanlar ey, ..., e, olsun. Bu durumda X,Y € x (M) i¢in
S:x (M) x x (M) = C* (M, R)
(X,Y) = S(X,Y)=izR(,X)Y
dondigima ile taniml (2,0) —mertebeli,
S(X,Y)= ig (R(e;, X)Y,e;)
i=1
tensor alanina (M, g) manifoldunun Ricci tenséri denir [6].
Ricci operatorii Ric ise g (RicX,Y) = S (X,Y) ile tanimlanir.
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3. SEMI-RIEMANN MANIFOLDLARDA

LIGHTLIKE HIPERYUZEYLER

3.1 Lightlike Hiperyiizeylerin Lightlike Transversal Vektor

Demetleri

Bu béliimde proper semi-Riemann A/ manifoldunun bir lightlike M
hiperyiizeyinin diferansiyel geometride ki temeli olusturulacaktir. Ayrica screen
distribiisyonu tammlayip, tr (T'M) transversal vektor demeti olusturulacak ve

indirgenmis geometrik 6zdeslikler verilecektir.

Tanim 3.1.1. (M,q), (m + 2)—boyutlu m > 0 ve ge{1,...,m + 1} indeksli semi-
Riemann manifoldun bir hiperytuzeyi M olsun. Herhangi bir ue M elemans i¢in

T.M, (T,M,g,) semi- Oklidyen uzaymn bir hiperdizlemi olmak tizere;
T.M* = {VyeT M : G, (Voy, W) = 0,YW,eT, M}

seklinde yazilir ve

RadT,M =T, M NT,M~*
dir. Eger herhangi v € M i¢in
RadT, M # {0}
ise M, M nin lightlike (null,dejenere) hiperyiizeyidir denir [5].

Onerme 3.1.1. (m + 2)—boyutlu semi-Riemann manifold ( M,q) manifoldunun

bir hiperyizeyi (M, g) olsun. Bu durumda asaqudaki ifadeler denktir;
i. M, M nin bir lightlike hiperyiizeyidir.
ii. g, M tzerinde sabit bir rank m ye sahiptir.
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iii. TM* = | JT,M*, M iizerinde bir distribiisyondur [5].

ueM

ispat. i = 4 RadT,M # {0} oldugundan &, € RadT,M vardir ve &, # 0
dir. Oyle ki herhangi bir z, € T,M icin g, (&u, ) = 0 dir. Dolayisiyla rank
gu < m + 1 dir. Diger taraftan boyT, M T =1 oldugundan dolay1 rankg, > m
dir. Bu iki ifadeden rank g, = m dir.

it = iti rank g, = m oldugundan sifirdan farkh &, € T, M i¢in g, (&4, ) =0
olacak sekilde herhangi bir z, € T,M vardir. Bu ise &, € T,M* gosterir. Bu
yiizden her z, € T,M* icin z, = af,, aeR yazlabilir. Dolayisiyla T, M+ C T, M
oldugunu gosterir. Bu da TM~+ = U T, M~ dir.

ueM
iti = 1 TM~*, TM nin bir alt vektér demeti oldugundan ]

T,.M NT,M* = RadT,M = TM* # {0}

ifadesi elde edilir. Buradan M nin M bir lightlike hiperyiizeyidir.
M, M semi-Riemann manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. TM de T M~

in tamamlayan olan S (T'M) distribiisyonuna ekran distribiisyonu denir ve
T™M =S (TM) L TM+ (3.1.1)
ayrigimi meveuttur. Burada S (T'M) bir non-dejenere uzaydir. Béylece M boyunca
TM |y=S(TM) L S(TM)* (3.1.2)
ayrigimi yazilabilir [5].
Teorem 3.1.1. (M, g, S (TM)), (M,g) semi-Riemann manifoldunun bir lightlike
hiperytizeyi olsun. M dizerinde ranky 1 olan bir tr (T M) vektor demeti vardur dyle
ki U C M koordinat komsulugunda TM* in sifrdan farkle herhangi bir € kesiti
icin tr (TM) nin U dzerinde,
GN,E) =1, G(N,N) =g(N,W) =0, YW e[ (S(TM) |y)  (3.13)
olacak sekilde bir birim kesiti vardur [5].
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Burada tr (T'M), bir lightlike vektor demetidir ve
tr(TM),NT,M = {0}, Yue M
dir. Béylece (3.1.1) ve (3.1.2) ifadeleri kullanilirsa,
TM |y=S(TM) L (TM* &tr (TM)) =S (TM) L TM* & tr (TM)
=TM & tr (TM) (3.1.4)
elde edilir. Her S (T'M) distribiisyonu i¢in TM |5 de bir tek tr (T'M) vektor

demeti vardir. Bu nedenle ¢r (T'M) demetine M lightlike hiperytizeyinin S (T'M)

ye gore lightlike transversal vektor demeti denir.

Uyar1 3.1.1. Herhangi bir u € M de {&,, Ny} ¢ifti ile gerilen dizlem hiperbolik

duzlem oldugundan

TM |y= S(TM) L (TM* &tr (TM))
ve

indT'M |pr= indS (TM) + indS(TM)*

ifadelerinden S (T M) screen distribiisyonu sabit indeksli ¢ — 1, non dejeneredir.
Lorentz manifoldunun bir lightlike hiperytuzeyi tizerinde herhangi screen distribis-

yonu Riemanndur. Yani S (T M) tzerindeki metrik pozitif tanumbidur [5].

Ornek 3.1.1. RY de
1 2
M - 3 — 0 - 1 2
x T + 5 (x +x )
hiperyizey: verilsin. M nin bir lightlike hiperyizey oldugu ve

0 0 0 0
1 _ 1, 2 (2
™ —span{f—&xo—i—(x +x>8x1 (™ + z%) + }

lightlike transversal vektor demeti,

B B 1 0 L 9 O
tr (TM) = span{N = (% @ 122 (81'0 +(z 4z )8x1
0 0
H ) gE g
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screen distribisyon,

0

S(TM):{le——(xl—i—xZ) 0 0 !

0
W2: _‘|—(£If +$2)@}

ox! 0x0’ 2

uyaridan hareket edilerek kolaylikla bulunur.

3.2 Lightlike Hiperyuzeylerde indirgenmi§ Geometrik

Nesneler

(M, ), (m+2)—boyutlu semi-Riemann manifoldun bir lightlike hiperyiizeyi
(M, g) ve V de M manifoldu iizerinde g ye karsilik gelen Levi-Civita konneksiyon
olsun. S(T'M) ve tr(TM) sirasiyla M nin screen distribiisyonu ve transversal
vektor demeti olmak tizere (3.1.4) ifedesinde ki ayrigimin ikinci kismi kullanihirsa,

herhangi X, Y € I' (tr (T'M)) ve V € I'(T'M) i¢in
VxY =VxY +h(X,Y) (3.2.1)

VxV = -AyX + V4V (3.2.2)

dir. Burada VxY, Ay X € I'(TM) ve h(X,Y), V4V € T (tr (TM)) aittir. h,
I'(TM) tzerinde I' (¢tr (T'M)) degerli simetrik bilineer form ve A da I (tr (T'M)) x
' (T'M) tizerinde torsiyonsuz I' (T'M) degerli bilineer formdur. V ve V* ye sirasiyla
TM ve tr (T'M) de indirgenmis konneksiyonlardir. Riemann hiperyiizeylerin klasik
teorisine uyumlu olmasi acisindan h ve Ay ye M ve M lightlike immerisyonun
sirasiyla Tkinci temel formu, Sekil operatdrii denir. Ayrica (3.2.1) ve (3.2.2)
denklemlerine de sirasiyla Gauss ve Weingarten formiilleri denir [5].

{¢{, N}, (3.1.1) de tanimlanmig olan U C M f{izerinde kesitlerin ¢ifti oldugunu
goz ontine alalim. Bu durumda U {izerinde simetrik F(U) — bilineer form B ve

1 — form 7 olmak tizere

B(X,Y)=g(h(X,Y),8), VX,Y € (TM |v) (3.2.3)
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7(X) =g(VKN,§), VXY e I(TM |v) (3.2.4)
tanmimlanir. Buradan
h(X,)Y)=B(X,Y)N (3.2.5)
ve
VKN =7(X)N (3.2.6)

ifadeleri U {izerinde (3.2.1) ve (3.2.2) denklemleri kullanihirsa,

VxY =VxY +B(X,Y)N (3.2.7)

VxN = —-AyY +7(X)N (3.2.8)

elde edilir. Lightlike hiperyiizeylerin geometrisi screen distribiisyon se¢imine baglh
oldugundan, iki screen distriblisyon tarafindan indirgenmis geometrik nesneler
arasindaki iligkileri incelemek onemlidir. Bunun i¢in asagidaki sonug lightlike

hiperyiizeyler igin 6nemlidir [5].

Onerme 3.2.1. S(TM) ve S(TM)', M de iki screen distribiisyon olsun. h ve h'
siraswyla tr (TM) ve tr (TM)' e gore ikinci temel formlar olsun. Bu durumda U
da B = B’ diir ki M nin iki temel formu U da screen distribisyon se¢iminden

bagimsizdur [7].
Ispat. VX, Y € (T M |,)
B(X,Y)=73(h(X,Y),§)
B'(X,Y) =gl (X,Y),§)
olmak iizere (3.2.1) ve (3.2.2) kullanilirsa,
B(X,Y)=g(h(X,Y),)
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= g(?XY, 5) - ?(VXYv 5)

=g(VxY,¢)
elde edilir. B (X,Y) = g(VxY, &) dir. Benzer sekilde,
B'(X,Y) =g(h (X,Y),¢)
=g(VxY — VxY,§)
=g(VxY,€)
buradan da B’ (X,Y) = g(VxY, &) elde edilir. Dolayisiyla
B(XY)=B'(X,Y) =5(VxY.¢)

yazilir ki bu ise M nin ikinci temel formunun U da screen distribisyon se¢iminden

bagimsiz oldugunu gosterir. O]
Sonug 3.2.1. Lightlike hiperyiizeylerin ikinci temel formu dejeneredir [5].

Tanim 3.2.1. M dzerinde V ve W iki vektor alani olsun. Eger B (V,W) = 0
ise V. ve W wvektér alanlarina konjuge denir. B(V,V) = 0 ise self-konjuge

asimptotik vektor alana denir [8].

Onerme 3.2.2. M nin lightlike hiperyiizeyr M tzerindeki herhangi bir vektor
alanwyla konjugedir. Herhangi & € T(TM* |y) igin & asimptotik bir vektor alanidar.
Yani;

g&& =0

dur.

Ispat. M nin lightlike hiperyiizeyi M fizerinde herhengi vektor alani konjuge

oldugundan & € T(TM* |) ve V € T(TM |y) igin B (V,€) = 0 dir. Dolayisiyla

B(V.€) =g(Vv&,§) =0
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= Vg(£¢) =0

=78 =0

elde edilir. Dolayisiyla £ asimptotik vektor alanidir. O

P, TM = S(TM) L LTM~* ayngimma gore S (TM) de TM nin projeksiyon
morfizmi tanimlansin. Bu durumda VX,Y € T'(TM), YU € I'(TM)* icin
VxPY = Vi PY + h* (X, PY) (3.2.9)
VxU =—-A;X + V*§<U (3.2.10)
ve VL PY, A X e I'(S(TM)) ye, h* (X, PY), V*tXU € I'(TM+*) ye baghdir. V*
ve V*t sirastyla S (T'M) ve TM~* vektor demetlerinde lineer konneksiyondur. h*
bir T(TM*) degerli bilineer formu I'(TM) x T'(S(T'M)) de deger alir. A} ise
['(S(TM)) de deger alir. I' (T'M)‘de F(M )—lineer operatordiir [5].

h* ve A% a sirasiyla S(TM) screen distiribiisyonunun Ikinci temel formu
ve sekil operatorii denir. Ayrica yukardaki (3.2.9) ve (3.2.10) denklemlerine
screen distiribiisyon S(T'M) i¢in sirasiyla Gauss ve Weingarten denklemler
denir. (3.2.1), (3.2.2), (3.2.9) ve (3.2.10) denklemleri kullamlarak herhangi bir
X,Y,W e T (TM) ,U € I(TM"*) ve V € T (tr(TM)) icin

g(AyY,PW)=g(V,h" (Y,PW)); g (AyY,V) =0, (3.2.11)

9 (A5X, PY) =G (U.h (X, PY)): 5 (A5 X, V) =0 (3.2.12)
esitlikleri elde edilir. Lokal olarak U tizerinde
C (X, PY) =g (h* (X, PY),N),

e(X)=7 (V*?XS,N> (3.2.13)

ifadeleri ile tanimlanir. Boylece
W (X,PY)=C(X,PY)¢ (3.2.14)
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ve

€(X)€ = Ve (3.2.15)
dir. Diger taraftan (3.2.10), (3.2.11), (3.1.3), (3.2.1) ve (3.2.2) ifadeleri kullanilirsa,
e(X)=79(Vx&N) =5 (Vx&, N) = -7 (,, VxN) = -7 (X)

elde edilir. Boylece lokal olarak (3.2.9) ve (3.2.10) ifadelerini kullamlirsa,
VyPY = ViPY +C (X, PY)¢ (3.2.16)

ve

Vb = —AIX — 7 (X)¢ (3.2.17)
ifadeleri elde edilir. Son olarak (3.2.11) ve (3.2.12) ifadeleri kullanilirsa,
g (ANY, PW) =C(Y,PW); g(ANY,N) =0, (3.2.18)
g (A:X, PY) —B(X,PY); g <A;‘X, N) —0 (3.2.19)
ifadeleri elde edilir.

Onerme 3.2.3. (M, g, S (TM)), (M,g) nin lightlike hiperyiizeyi olsun. Bu durum-

da M nin Ay sekil operatdri sufir olan bir ozdegere sahiptir [5].
Tanim 3.2.2. Bir semi-Riemann manifoldun (M, g, S (T'M)) lightlike hiperyiizeyi
An = @A

sartiny saglhyor ise M ye ekran konformal lightlike hiperytizey denir. Burada
An ve A; swrasuyla M ve S (T'M) nin sekil operatirleridir. ¢, M de sifirdan farkl
diferansiyellenebilir bir fonksiyondur. @ sifirdan farkl, bir sabit ise M ye ekran

homotetik denir [9].

Sonug 3.2.2. Screen distiriblisyonun tkinci temel formu da dejeneredir [5].
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Teorem 3.2.1. (M, g,S (TM)), (Mﬁ) nin lightlike hiperyizeyi olsun. Bu durum-
da V indirgenmis konneksiyonu tektir. Yani V, S (TM) den bagimsizdir; gerek

ve yeter sart M nin ikinci temel formu h, M de sifurdur [5].

Genelde V indirgenmis konneksiyonu metrik konneksiyon degildir. Bunu ifade

etmek icin U tizerinde bir n 1—formu,
n(X)=g(X,N), VX e (TM |p) (3.2.20)
seklinde ifade edilir [5].
Onerme 3.2.4. i. V* lineer konneksiyonu S(T M) de metrik konneksiyondur.

VxPY = V4 PY + h* (X, PY)

i1. M dizerinde indirgenmis V konneksiyon VXY, Z € I'(TM |v) igin,
(Vxg) (Y, Z) = B(X,Y)n(Z) + B(X,Z)n(Y) (3.2.21)
denklemi saglanir [5].
Ispat. i. PY,PZ € I'S (T'M) igin metrik konneksiyon tanimindan

(Vxg) (PY,PZ) = X (g(PY,PZ)) —g(VxPY,PZ) — g(PY,VxPZ)
= g(VxPY,PZ) + g(PY,VxPZ) — g (VxPY,PZ)
— g(PY,VxPZ)

=0

bu ise ispati tamamlar.

i.V metrik konneksiyon oldugundan VX,Y, 7 € I'(T M |,) igin

0=(Vxg) (Y. Z2) =X (9(Y,2)) —g (VxY.Z) —g (Y.VxZ)

=XgY,2)—g(VxY+h(X,Y),Z)—g(Y,VxZ+h(X,2))
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=X (Y,2) —9(VxY.Z) —g(h(X,Y),Z) — g(Y,VxZ)
—g(Y,h(X, Z))
=(Vxg) (Y, 2) - B(X,Y)g(N,Z) - B(X,Z)g(Y,N)
= (Vxg) (Y, 2) - B(X,Y)n(Z) - B(X,Z)n(Y)
= (Vxg) (Y, 2) = B(X,Y)n(2) + B(X, Z)n(Y)
elde edilir. 0

Tanim 3.2.3. (M,g) bir Riemann manifold ve M, M manifoldunun altmanifoldu
olsun. Eger h ikinci temel formu sifir ise altmanifolda total(tamamen) geodezik

denir [6].

(3.2.1) Gauss formiilii total geodezik kavraminin geometrik olarak ne anlama
geldigini soylemektedir. Gergekten Gauss formiiliinden, bir altmanifoldun total
geodezik olmast igin gerek ve yeter sart M altmanifoldundaki her geodezigin ayni

zamanda M manifoldunun da geodezik olmasidir.

Onerme 3.2.5. (M,g,S(TM)), (M, §) semi-Riemann manifoldunun lightlike

hiperyiizeyi olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
1. M total geodeziktir.
1. h, M de sifirdur.
iti. Aj herhangi u € T(TM™) igin M de sifordar.
w. M de ¥V da indirgenmis tek torsiyonsuz metrik ¥V konneksiyon vardar.
v. TM*, ¥V ya gore paralel distribiisyondur.
vi. TM*, M de Killing distrbiisyondur [5].

Onerme 3.2.6. (M,g,S (TM)), (M,g) semi-Riemann manifoldunun lightlike

hiperytizeyi olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
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i. S(T'M) integrallenebilir distribiisyondur.
ii. B (X,Y) = h* (Y, X), VX,Y € T(S(TM)) dir.

iti. M nin sekil operatori g ye gore simetriktir; yani VX,Y € T'(S(T'M)), V €
C(tr(TM)) igin
g (AvX7 Y) =g (X, Avy)

dir [7].

Onerme 3.2.7. (M,g,S (TM)), (M,g) semi-Riemann manifoldunun lightlike

hiperyizeyi olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
i. S(TM) indirgenmis V konneksiyonuna gére paraleldir.
1. h*, M de sifirdar.
iti. An, M de sifirdur [7].

Ispat. i) = i) VX,Y € T(S(TM))icinn (X) =0ven(Y) = 0olupn ([X,Y]) =

0 oldugunu gorelim:

n (X, Y])

g([X,Y],N)

g(V}Y—V;X,N)—I—?(h* (X7Y)7N>_§<h*(Y’X)7N)

=0
V ya gore parelel olmasi i¢in radikalin elemani1 olmasi gerekir. Dolayisiyla h*
sifirdir.

g(AvY, PW) =g (V.h* (Y, PW)); g(AvY,V) =0
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ifadesini gz 6niine alarak g (AxY, PW) nin sifir olabilmesi i¢in PW € S (T'M) #
0 olmalidir. O halde AyY = 0 duir. O

3.3 Lightlike Hiperyiizeylerin Gauss-Codazzi Denklemleri

(M,g,S(TM)), (M, §) semi-Riemann manifoldun lightlike hiperyiizeyi V de
M iizerinde Levi-Civita konneksiyon ve V da M iizerinde indirgenmis konneksiyon
olsun. V nin egrilik tensoriinii R ve V nun egrilik tensoriinii de R ile tanimlansin.

(2.2.5) denkleminde
R(X,)Y)Z=Vx(VyZ)-Vy (VxZ) = Vixyv|Z
(3.2.1), (3.2.2) ifadeleri kullanilirsa;
R(X,Y)Z=R(X,Y)Z+ (Vxh)(Y,Z) — (Vyh) (X, Z)
+ ApxnY — Ay X (3.3.1)
elde edilir. Herhangi X,Y,Z € I' (T'M) igin

(Vxh) (Y, Z2) =V (h(X,2)) — WVxY,Z) - h(Y,VxZ) (3.3.2)

dir. Herhangi X,Y,Z, W € T'(T'M),U € T (TM*), V € T (¢r(TM)) igin (3.3.1)

ifadesinde (3.2.5), (3.2.11) ve B (X, ¢) = 0 ifadeleri kullanilirsa,

g (E(X, Y)Z, PW) =g(R(X,Y)Z,PW)+7g(h(X,Y),h"(Y,PW))

—g(h(Y,Z),h* (X, PW)) (3.3.3)
§(R(X,Y)Z,U)=g((Vxh)(Y,Z) — (Vyh)(X,Z),U) (3.3.4)
G§(R(X,Y)Z,V)=g(R(X,Y)Z,V) (3.3.5)

ifadeleri elde edilir. (3.3.3), (3.3.4) ve (3.3.5) denklemlerine (M, g, S (T'M)) lightlike

hiperyiizeyinin Gauss-codazzi denklemleri denir. (3.3.3), (3.3.4) ve (3.3.5)
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denklemlerinde Z ile U nun yerleri degistirildiginde VX, Y € I'(TM),U € T’ (TM L)
icin
R(X,Y)U=R(X,Y)U (3.3.6)

elde edilir [5]. Bu durumda su 6nerme verilebilir.

Onerme 3.3.1. (M,g,S(TM)), (Mg) semi-Riemann manifoldunun lightlike
hiperyiizeyi olsun. TM* dizerinde NV mn egrilik formunun kisitlanmasi S (T M)

den bagimsizdur [5].

Simdi teorem (3.1.1) den U C M fizerinde {&, N} ciftini alalim. Burada
(3.2.5), (3.2.6) ve (3.2.14) ifadeleri kullamlirsa (3.3.3), (3.3.4) ve (3.3.5) ifadeleri
icin

g(R(X,Y)Z PW)=g(R(X,Y)Z PW)+B(X,Z)C(Y,PW)
—B(Y,Z)C(X,PW) (3.3.7)
7 (R(X.Y)Z,€) = (VxB) (Y. Z) — (VyB) (X, Z) + B(Y, Z) 7 (X)

—B(X,2)T(Y) (3.3.8)

§(R(X,Y)Z,N)=g(R(X,Y)Z,N) (3.3.9)

ifadeleri elde edilir. Herhangi X,Y, Z W € I'(T'M |y) igin
(VxB) (Y. Z) = X (B(Y,Z)) — B(VxY,Z) — B(Y,VxZ) (3.3.10)
(3.2.19) ifadesi kullanihirsa,
B (X, A1Y) = B(Y, A;X)
elde edilir.

Onerme 3.3.2. M nin lightlike hiperytizeyi M nin herhangi screen distribusyonun

sekil operatdri M nin ikinci temel formuna gére simetriktir [5].
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4. SEMI-SIMETRIK LIGHTLIKE

HIPERYUZEYLER

4.1 Semi-éklidyen Uzayda Semi-Simetrik Lightlike

Hiperyiizeyler

Bu boliimde ]R;“r2 semi-Oklidyen uzaymm bir lightlike hiperyiizeyi icin Gauss
denklemi verilecektir. Minkowski spacetime her ekran konformal hiperyiizeyinin
semi-simetrik oldugu gosterilecek ve yiliksek boyutlar i¢in bir M ekran konformal
lightlike hiperytlizeyinin semi-simetrik olma kogulu ile ekran distribiisyonunun

semi-simetrik olmasi kogulu arasinda agik bir iligki oldugu ifade edilecektir.

Onerme 4.1.1. Bir RZ” semi-Oklidyen wzayinin bir lightlike hiperytizeyi M

olsun. M nin Gauss denklemiVX,Y,Z € I'(TM) ve N € I (tr (TM)) igin
R(X,Y)Z=B(Y,Z)AX — B(X,Z) AY (4.1.1)
denklemi ile ifade edilir [3].

ispat. Bir semi-Riemann M manifoldunun lightlike hiperyiizeyi, (3.3.1) ifadesinde,
R(X,)Y)Z=R(X,Y)Z+ (Vxh)(Y,Z)— (Vyh) (X, Z) + Anx,2)Y — Any,py X
M ve M nin egrilik tensorleri sirasiyla R ve R dir.

(Vxh) (Y, 2) =V (h(X,2)) = h(VxY,Z)— hY,VxZ)

ile tanimlanir. M = RZ” bir semi-Oklidyen uzay oldugundan R = 0 dir. Buradan

da (3.3.1) ifadesi

R(X, Y) Z + (th) (Y, Z) — (Vyh) (X, Z) + Ah(X,Z)Y — Ah(Y,Z)X =0
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elde edilir. Diger taraftan (3.2.5) ifadesi kullamlirsa,
R(X,)Y)Z+B(X,Z)ANY —B(Y,Z)AnX + (Vxh) (Y, Z)— (Vyh) (X, Z) =0

elde edilir. Burada tegetsel ve transversal parcalarinin karsilagtirilmasi goz ontine

alinirsa (4.1.1) ifadesi elde edilir. O
Genelde lightlike hiperyiizeyler i¢in VXY, Z, W € I' (T M) olmak {iizere
g(R(X.Y)Z W) #g(R(X,Y)W,Z)
dir.

Tamm 4.1.1. Bir semi-Oklidyen uzayin bir lightlike hiperyizeyi M olsun.

XY, X1, Xy, X3, Xy € T(TM) igin
(R(X,Y).R) (X1, X2, X3, X4) =0 (4.1.2)
kosulu saglaniyorsa M ye semi-simetriktir denir [3].
Tanimdan & € T’ (TML) igin Xy = £ alinirsa,
(R (X, Y) -R) (X1>X2,X3>f) =0

oldugu kolayca goriiliir. Boylece (4.1.2) kogulu XY, Xy, Xo, X3, Xy € T'(T'M)
icin
(R(X,Y).R) (X1, Xa, X3, PX,) = 0 (4.1.3)

koguluna egdegerdir. VXY, Z, W € I' (T M) i¢in
g(R(X,Y)Z,W) #g(R(X, Y)W, Z)

oldugundan (4.1.2) ve (4.1.3) denklemleri VX, Y, U, V,W € I' (T M) igin

(R(X,Y).R)(U V)W =R(X,Y)R({U V)W — R(UV)R(X,Y)W
~R(R(X,Y)U,V)W — R(U,R(X,Y)V)W =0

29



esitligi anlamina gelmez. Simdi (4.1.3) ifadesinde semi-simetrik egrilik kogulu

kullanilirsa, ¥V € X, Y, X1, Xy, X3, PXy € I'(T'M) igin

(R(X,Y).R) (X, Xy, X3, PX,) = —R(R(X,Y) X1, Xo, X35, PXy)
—R (X1, R(X,Y) X5, X5, PXy) — R(X1, X5, R(X,Y) X3, PXy) (4.1.4)
“R(Xy, Xa, X, R(X,Y) PX,)

elde ederiz. Daha sonra (4.1.1) ifadesini kullanihirsa,

=

(R(X,Y) X1, X, X3, PXy) = R(B (Y, X1) AX — B (X, X1) AY, Xy, X3, PX4)
B (Y, X;) R(AX, Xy, X3, PX4) — B(X, X)) R(AY, Xo, X3, PX})
B ) g

)

(Y, X1) g (R(AX, Xo) X3, PXy) — B(X, X1) g (R (AY, X2) X3, PXy)
= B (Y, X1)[g (B (X2, X3) A’X — B (AX, X3) AX»), PX)]

—B (X, X1)[g (B (Xs, X3) A?Y — B(AY, X3) AX,) , PX]

= —B(Y, X)) [B (X, X3)g(A%X, PX,) — B(AX, X3) g(AX,, PX})]
—B(X, X1) [B(Xa, X3) g (A%Y, PX,) — B (AY. X3) g(AX;, PX,)]

benzer sekilde

R(X1, R(X,)Y) X5, X3, PXy) = B(Y, X5) [B(AX, X;3) g (AXy, PXy)
B, X5) g(A2X, PX)] — B (X, Xs) [B(AY, Xg) g (AX,, PX))
—B (X1, X3) g(A%Y, PXy)]

R(X1, X5, R(X,Y) X5, PXy) = B(Y, X;) [B (X2, AX) g (AXy, PXy)
—B (X1, AX) g(AX5, PX4)] — B(X, X3) [B (X3, AY) g (AX1, PXy)
—B (X1, AY) g(AX5, PX,)]

R(X1, X2, X5, R(X,Y) PXy) = B(Y, PXy) [B (X3, X3) g (AXy, AX)
~B(X1,X;) (AXa, AX)] — B(X, PXy) [B (X2, X3) g (AX,, AY)
—B (X1, X5) g(AXy, AY)]
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ifadeleri elde edilir. Bu ifadeleri (4.1.4) yerine yazilirsa

(R (X,Y) R) (X1, X3, X5, PXy) = B(Y, X1) [B(AX, X3) g(AX2, PXy)
_B(Xy, Xy) g (42X, PX,)]

+B (X, X1) [B (Xa, X3) g (A2Y, PX4) — B (AY, X3) g(AXa, PX,)]

+9 (AX1, PXy) [B (Y, X2) B(AX, X3) — B (X, X2) B(AY, X;)]

+B (X1, Xs) [B (Y, X2) g (A2X, PX,) — B (X, X») B(A%Y, PX,)] (4.1.5)
+g(AXy, PX)) [=B (X3, Y) B (Xa, AX) + B (X, X3) B(X,, AY)]

$(AXa, PX)[B (X0, Y) B (X0, AX) — B (X, X;) B(X,, AY)

4B (X, X3) [ B (Y, PX1) g (AX1, AX) + B (X, PX,) g(AX,, AY)]

+B (X1, X3) [B (Y, PX4) g (AX2, AX) — B (X, PXy) g(AX5, AY)]

elde edilir [3].

Onerme 4.1.2. Minkowski spacetime uzayrmn her screen konformal lightlike

hiperytizeyi bir semi-simetrik lightlike hiperyizeydir [3].
Ispat. (4.1.5) den XY, X5, X3, X, € D (TM), € € T (RadTM) ve X; = £ icin

(R(X,Y)R) (&, X, X5, PX,) = B(Y,€) [B(AX, X3) g(AXo, PX)
—B (X2, X3) g (A2X, PX,)]
+B (X, [B (X, X3) g (A%Y, PX,) — B (AY, X3) g(AX,, PX,)]
+g(AE, PX4) [B(Y, X5) B(AX, X5) — B(X, X2) B(AY, X3)]
+B(£,X3)[B(Y, X3) g (A2X, PX,) — B (X, X5) B(A%Y, PX,)]
+g (AL, PX4) [-B(X3,Y) B (Xa, AX) + B (X, X3) B(Xs, AY)]
4+ (AXs, PX4) [B(X3,Y)B(£,AX) — B(X, X3) B(€, AY)]
+B (X2, X3) [=B (Y, PX,) g (A6, AX) + B (X, PX,) g(A¢, AY)]
+B(£,X3)[B(Y,PX4) g(AXs, AX) — B (X, PX4) g(AXs, AY)]
elde edilir. B (X, ¢) = 0 oldugundan
(R(X,Y)R) (£ Xo, X5, PXy) = g (AL, PX,) [-B (Y, X5) B (AX, X3)
+B (X, Xy) B(AY, X3)] + g (AS, PX,) [-B (X3,Y) B (X,, AX)
+B (X, X3) B(Xs, AY)] + B (Xs, X3) [-B (Y, PX4) g (A¢, AX)

+B (X, PXy) g(Ag, AY)]
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elde edilir. Ay = pAg kullanilrsa,

(R(X,Y)R) (& X2, X5, PXy) = g (AL, PX4) [-B (Y, X3) B (AX, X3)
—B (X, X,) B(AY, X;)]

+og (A&, PX4) [-B (X3,Y) B(X3, AX) + B (X, X3) B(Xs, AY)]
+9B (X2, X3) [-B (Y, PXy) B (At AX) + B (X, PXy) g(AfE, AY))

elde edilir. g (AEX, PY) = B(X,PY) ve B(X,¢) = 0 ele ahmrsa X = 0 i¢in

Ag€ = 0 olur. Dolaysiyla
(R(X,Y)R) (&, Xo, X35, PXy) =0
elde edilir. Diger taraftan benzer yontemlerle

(R(X,Y)R) (X1, Xe,&, PXy) =0,(R(§,Y) R) (X1, X2,8, PXy) =0,

(R(X,Y) R) (Xl,é,Xg,PXZL) =0 ve (R(X,g) R) (Xl,XQ,Xg,PX4) =0

gosterilebilir. R da quasi ortonormal baz1 { Xy, Xo,&, N}, S (T'M) = span { X1, X}

ve tr (T'M) = span{N} olsun. (4.1.5) den

(R (X1, X2) R) (X1, X2, X1, X2) = B (X2, Xh) [B(AXy, X1) g(AXs, X5)
_B(X%Xl)g(AZX, X5)]

+B (X1, X1) [B (X2, X1) g (A*Xs, X5) — B(AXs, X1) g(AXs, Xo)]

+g (AXla XQ) [ (X27X1 (AleXl) + B (XlaXZ) B(AX27X1)]

+B (X1, X)) [B (X2, X1)g A%X, Xs) — B (X1, X>) 9(A2X27X2)]

(
) B
(
+9 (AXy, X5) [-B (X1, X2) B
+9 (AXs, Xo) [B (X1, X2) B(X1, AX)) — B (X1, X1) B(X1, AXy)]

(X2, AX1) + B (X1, X1) B(X2, AX))]

+B (X2, X1) [~ B (Xa, X5) B(AX1, AX1) + B (X1, X2) g(AX1, AX>)]

—|—B (Xl, X1> [B (XQ, XQ) g (AXQ, AXl) — B (Xl, XQ) g(AXQ, AXQ)]
(4.1.6)

eldeedilir. Ve X e '(TM)ve N € I'(tr (TM)) ve Ay = A, ANX € T'(S(TM))

ve S (T'M) iizerinde self-adjoint oldugundan (3.2.19) ve Ay = @A ifadelerini

32



(4.1.6) kullanilirsa,

(R (X1, X2) R) (X1, X2, X1, X2) = 9B (Xa, X1) [B (AX1, X1) g(AL X3, Xa)
—B (X3, X1) g (At X1, AX>)]

+9B (X1, X1) [B (X2, X1) g (Ai Xs, AX2) — B (AX3, X1) g(AE X2, Xo)]
+og (A: X1, X3) [-B (X3, X5) B(AX1, X1) + B (X3, X3) B(AX5, X))
+oB (X1, X1) [B (X2, X3) g (At X1, AX2) — B (X1, X2) g(Ai Xa, AX>))]
+0g (Ai X1, Xs) [-B (X1, X2) B (X2, AX1) + B (X1, X1) B(X3, AX;))]
+og (A X2, Xo) [B (X1, Xs) B (X1, AX1) — B (X1, X1) B(X1, AX)]
+oB (X2, X1) [~ B (X2, X2) g (Ai X1, AX1) — B (X1, X2) g(Ai X1, AX>))]
+9B (X1, X1) [B (X2, X3) g (Ai Xs, AX1) — B (X1, X2) g(AL X2, AX>))]

elde edilir. Buradan g (AEX, PY) = B (X, PY) kullamlirsa,

(R (X1, X2) R) (X1, X2, X1, Xs) = B (Xs, X1) [(B(AX1, X1) B(X2, X5)
—B(Xs, X1) B (X1, AX))]

+¢B (X1, X1) [B (X2, X3) B (X2, AXy) — B(AXs, X1) B(Xs, X5)]

+oB (X1, X5) [-B (X2, X2) B(AX,X1) + B (X1, X2) B(AXs, X1)]
+¢B (X1, X1) [B (X2, X1) B (X1, AX,) — B (X3, X2) B(X,, AX))]

( )
( )
( )
+B (X1, Xo) [~ B (X1, Xs) B (Xa, AX1) + B (X1, X1) B(Xs, AX,)]
+B (Xa, Xo) [B (X1, Xo) B (X1, AX1) — B (X1, X)) B(X1, AX,)]
B (Xa, X)) [~ B (Xs, Xs) B(X1, AX)) — B (X1, Xy) B(X1, AX,)]
+oB (X1, X)) [B (X2, Xo) B (X2, AX1) — B (X1, Xa) B(X,, AX)|

elde edilir. B simetrik oldugundan

(R (X17 X2> R) (X17X27X17X2) - ¢{B (X27 Xl) B (AXh Xl) B(X27 XQ)
—B (X, X1)2 B (X1, AX,) + B (X1, X1) B (Xa, X1) B (Xa, AX>)
—B (X1, Xy (AXy, X7) B(Xs, X5) — B (X1, X3) B(Xs, Xs) B(AXy, X))

(X1, X3) B(X5, AX,) — B (X1, X2)® B(X,, AX))

( )*
( )B
B (X1, X,)” B(AXy, X)) + B (X1, X)) B (X, X3) B(X1, AX))
—~B(X,,X,)B
( )B

B (X1, X1) B (X1, Xs) B(X2, AXy) — B (X3, X2) B (X4, X2) B(AXq, X4)
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—B (X1, X1) B (X2, X2) B(X1, AXs) — B(Xs, X1) B (X, X5) B (X1, AX))
—B (X1, X,)? B(X1,AX,) + B (X1, X1) B (Xs, X5) B (Xo, AX))
—B (X1, X1) B (X1, X2) B(Xs, AX5)}

gerekli diizenlemeler yapilirsa,

(R (X1, X2) R) (X4, X2, X1, X2) = ¢{B (Xz,Xl)QB (X1, AX5)
—B(X1,X5)? B(Xs, AX)) — B (Xo, X5) B(X1,X1) B(X1,AX,)  (41.7)
+B (X1, X1) B(Xs, X5) B(Xs,AX1)}

elde edilir. g (AEX , Y) = B (X,Y) ve Ay = pA{ ifadeleri kullanilirsa,

B (AXQ,Xl) =g (AZXLAXQ) =g (QOA;Xl,AgXQ)

g (AXy, A;X,) = B(X,, AX)
doniisiir.(3.2.19) ve Ay = pA; kullamlarak
B (AXy, X1) = B (X, AX,) (4.1.8)
elde edilir.(4.1.7) ve (4.1.8) den
(R(X1,X5).R) (X1, X0, X1, X5)=0
elde edilir. Benzer sekilde
(R (X1, X5) .R) (X1, X1, X, X5) = (R(X41,X2) .R) (Xg, X1, X1,X2) =0

(R (Xh XQ) R) (X27 X17 X27 Xl) - (R (X17 XQ) R) (X27 X27 X17 Xl) — 0
dir. Bu da ispat1 tamamlar. ]
Uyar1 4.1.1. (4.1.2) énermesinden, R} in lightlike koni, R} lightlike monge
hiperyiizey ve R? in lightlike yiizeyleri semi-simetrik lightlike hiperyizler igin

ornekleridir. (4.1.1) dnermesinde 1 < q < 4 kosulu altinda R‘ql Semi—éklidyen

uzay igin gegerlidir [10].
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M, (n + 2) —boyutlu semi-Oklidyen uzaym bir ekran konformal lightlike hiper-
yuzeyi olsun. M nin ekran distribiisyonu integrallenebilirdir. Ekran distribiisyonu-

nun lifini M’ ile gosterelim. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.1. M, bir (n + 2)-boyutlu semi- Oklidyen uzaywn bir ekran konformal
lightlike hiperyiizeyi olsun. M nin semi simetrik olmast i¢cin gerek ve yeter sart

S (TM) nin her M’ lifinin semi-Oklidyen uzayda semi simetrik olmasidur [3].
Ispat. (4.1.1) ve Ay = pAg ifadeleri kullanilirsa VX, Y, Z, W € T' (T'M) igin

9(R(X,Y)PZ,PW) = B(Y,PZ) g(AX,PW) — B(X, PZ) g (AY, PW)
= B(Y,PZ) g (pA;X,PW) — B(X,PZ) g (pALY, PW)
= {B(Y,PZ)g(A{X,PW) — B(X,PZ)g (A;Y,PW)}
= o{B(Y,PZ)B(X,PW)—B(X,PZ)B(Y,PW)}
(4.1.9)

elde edilir. (3.2.16), (3.2.17), (3.2.18), B(X,§) = 0 ve Ay = A} ifadeleri

kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa,

g(R(X,)Y)PZ, PW)=g(R"(X,Y)PZ,PW)—p{B(Y,PZ)B(X,PW)
+ B(X,PZ)B(Y,PW)}
elde edilir. (4.1.9) denkleminin sag tarafi yukaridaki denklemde gz éniine alinirsa,
1
g(R(X,)Y)PZ PW)= mg (R*(X,Y)PZ,PW)
elde edilir. (3.2.18) ve (4.1.1) denklemlerinden
g(R(X,Y)Z,N) =0
VXY, Z e T'(TM) ,N €T (tr (T'M)) elde edilir. Buradan da
1

R(X,Y)PZ=—R"(X,Y)PZ
(X.Y)PZ = R (XY)
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sonucu ¢ikar. Egrilik tensor alaninin cebirsel ozellikleri kullanilarak VX, Y, U, V., W €
['(S(TM)) i¢in

(R(X,Y).R) (U, V,W, Z) = ﬁ(}z* (X,Y).R) (U V,W,2)

dir. Bu da ispat1 tamamlar. O

Uyar1 4.1.2. Teorem(4.1.1), (n + 2) —boyutlu semi-Oklidyen uzaym bir ekran
konformal lightlike hiperytizeyinin semi-simetrikligi, integrallanebilir ekran
distribiisyonunun bir M’ lifinin semi-simetikligi ile iliskilendirilebilir oldugunu
gosterir. Lorentz durumda ekran distribusyonu Riemann oldugundan bir ekran
konformal lightlike hiperyizeyinin semi-simetrikliligi Riemann manifold ile ayna-
dir. Gergekten, teorem(4.1.1) in ispatindan ekran konformal lightlike hiperyiizeyi-
nin egrilik sartlar, ekran distribisyonunun bir lifinin egrilik sartlarina indirgene-

bilir oldugu gorilebilir [3].

4.2 Semi—(")klidyen Uzaylarda Ricci Semi-Simetrik Lightlike

Hiperyiizeyler

Bu kisimda semi-Oklidyen uzaylarm Ricci semi-simetrik lightlike hiperyiizey-
leri ve Ricci semi-simetrik hiperyiizeylerden elde edilen bir sart altinda total
geodezik caligildi. Ricci tensor bakimindan semi—()klidyen uzayin semi-simetrik
lightlike hiperyiizeylerde ele alndi. Ilk olarak lightlike hiperyiizeyde Ricci tensor

ifadesini verelim.

Lemma 4.2.1. (n+ 2) —boyutlu Semi-Oklidyen wzayin lightlike hiperyiizeyi M

olsun. M nin Ricci tensori Ric olmak tzere VX, Y € T' (T M) i¢in
Ric(X,Y) Zel {B(X,Y)C (w;,w))} — g (AY, AX) (4.2.1)
ile verilir, ¢; = £1 ve {w;};_,, S (T'M) nin ortonormal bir bazidir [3].
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Ispat. Bir lightlike hiperyiizeyinin Ricci tensérii VX,Y € T (TM), ¢ € (TM L),
N eT (tr (TM)) ve {w;},_, de S(TM) nin bir bazi olmak {izere,

Ric(X,Y) == eg(R(X,w;) Y, w;)

i=1

— i €,9(B (w;,Y)AX — B(X,Y) Aw;, w;)
- Zei(B (w;,Y) g(AX, w;) — B(X,Y) g(Aw;, w;))
= Zei{(B (X,Y) C(wi, w;) = B (Y,w;) C(X,w;))}

- _ Z e{B (X,Y) Clws, wy)} — g (AfY, w;) g(AX, w;)

==Y a{B(X,Y)C(w,w;)} - g (Z eig(ALY, w;)w;, AX)

i=1 i=1

bu ise (3.2.1) verir. O

Tamm 4.2.1. M, semi-Oklidyen uzayinn bir lightlike hiperyizeyi olsun. XY , X,
Xy e I'(TM) igin
(R(X,Y) Ric) (X1, X5)=0

kosulu saglanwyorsa M ye Ricci semi-simetriktir denir [3].

Asagida verilen teorem semi-Oklidyen uzayn ligtlike hiperyiizeyler geometrisin-

de Ricci-semi-simetrik kosulunun sonuglarin verecektir [3].

Teorem 4.2.1. M, (n + 2) — boyutlu semi- Oklidyen uzayin bir Ricci semi-simetrik
lightlike hiperytizeyi olsun. & € T (TM L) wein ya M total geodeziktir ya da
Ric (&, A) = 0 dvr. Burada Ric, M nin Ricci tensor alans ve A da sekil operatorii-
dir [3].

Ispat. (4.1.1), (4.2.1) ifadeleri kullanihirsa X, Y, X3 Xy € I'(T'M)

(R(X,Y) Ric) (X1.X3) = —Ric(R (X,Y) X1 X2) — Ric(X1 R (X,Y) X5)
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= —Ric(AX, X5) B(Y, X1) + Ric(AY, X5) B (X, X1) (4.2.2)

— Ric(Xy, AX) B (Y, X3) + Ric(X,, AY) B (X, X,)

bu ifadeler acilirsa;

—Ric(AX,X,) B(Y, X,) = —|— Xn: 6 {B(AX, X,) C (w;, w;)}

=1
—q (A*XQ,A2 ) B (Y7 Xl)
- ZG’C w;, w;) B(AX, X3) B(Y, X))
=1
+ B (XQaAQ ) (Yv Xl)

a{B (Y, X1) B(AX,X5)} + B (Y, X1) B (X,, A’X)
elde edilir. Benzer sekilde
Ric(AY, X5) B (X, X3), Ric(X;,AX) B (Y, Xs), ve Ric (X3, AY) B (X, X3)
ifadeleride acilirsa,
Ric(AY, X5) B(X,X;) = —a{B(AY, X,) B(Xy, X1)} — B (XQ,AZY) B (X, X3)
—Ric(X1,AX)B (Y, X3) = a{B(X1,AX) B (Y, Xy)} + B (X3, AY) B (Y, X3)

Ric(X,, AY) B (X, X,) = —a{B (X1, AY) B (X, X2)} — B(AY, AX) B (X, X,)

elde edilir. Bu ifadeleri (4.2.2) da yerine yazip o = — 1", €,C (w;, w;) gz 6niine

aliirsa,

(R(X,Y) Ric) (X1, X2) = o B (Y, X1) B (AX, X5) — B(AY, X,) B (X, X))
+ B(X;,AX)B (Y, X,) — B (X1, AY) B (X, X,)}
+ B (Y, X1) B (X5, A’X) — B (X5, A%Y) B (X, X1)
+ B(X,, AY) B(Y, X5) — B(AY, AX) B (X, X5)

=0
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elde edilir. Simdi M nin Ricci semi-simetrik ligtlike hiperyiizey oldugunu kabul

edelim. X; = £ olsun. Bu durumda B (X, £) = 0 oldugundan
—B(X,X2)B(AY,AXy)+ B (Y, X,) B(AX,A¢) =0
elde edilir. Burada Y = ¢ alirsak;
B (X, Xs) B(AE, A =0

elde edilir. Eger B (X, X3) = 0 ise M total geodeziktir. Eger M total geodezik
degilse,

B (A€, Ag) = 0
olur. O halde (4.2.2) den Ric (&, Af) = 0 elde edilir. O
Teorem 4.2.2. M, (n + 2) —boyutlu semi- Oklidyen uzayin bir lightlike hiperyiizeyi
olsun. Oyle ki VX € LM, el (TML) icin Ric(&,X) = 0 ve A bir null
olmayan vektor olsun. O halde M nin semi-simetrik olmasy i¢in gerek ve yeter

sart M nin total geodezik olmasidir. Burada Ric, M nin Ricci tensori ve A da

sekil operatoridiir [3].

ispat. M nin (n + 2) —boyutlu Semi-6klidyen yiizeyin bir lightlike hiperyiizeyi

olsun. (4.1.5) denkleminde X; = £ alinirsa,

{—=B(Y,X2) B(AX, X3) + B(X, X2) B(AY, X5)} g (A€, PXy)
{=B(X3,Y) B(X2, AX) + B (X, X3) B (X5, AY)} g (Ag, PX4)

{~B (Y, PX1)g(AS, AX) + B (X, PX1) g (A&, AY)} B (Xz, X3) = 0
elde edilir. Y = ¢ igin

B (X> X2) B (Aga XB) g (Aga PX4) +B (X7 XS) B (X27 A£> g (A€7 PX4)
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olur. Burada Ric (&, X) = 0 varsayimiyla B (X, A{) = 0 olur. Buradan,
B(X,PXy,) g (A, A8) B (X2, X3) =0

elde edilir. Hipotezden A¢ null olmayan bir vektor alani oldugundan X = X3 ve

X, = X, alimirsa,
B (X3, PXa) g (Ag, AS) B (X5, X3) = B® (X3, X5) g (A, AS) =0

g (AE, AE) # 0, AE null olmayan vektor alani oldugundan A€ # 0 dir. Dolayisiyla
B (X35, X5) = 0 olup M bir total geodezikdir. Ric (£, X) = 0 oldugu tanim (4.2.1)

den aciktir. O]

Sonug 4.2.1. M, R} Lorentz uzaywman bir ligtlike hiperyiizeyi olsun. ¥YX €
D (TM), £ e I (TM*) igin Ric(§,X) =0 dur M total geodezik olmasu iin gerek

ve yeter sart M nin semi-simetriktir olmasidir [3].

4.3 Paralel ve Semi-Paralel Lightlike Hiperyiizeyler

Bu kisimda bir Lorentz manifoldun paralel lightlike hiperytizeyler iizerinde
bir karakterizasyonu verilecektir. Gergekten bir Lorentz manifoldda total geodezik
olmayan parelel lightlike hiperyiizeyler olmadig1 gosterilecektir. Ayrica, semi-Oklid-
yen uzayda lightlike hiperyiizeylerin geometrisinde semi-paralel olma sartinin

sonuclar1 verilecektir.

Tanim 4.3.1. (H, §) Lorentz manifoldunun lightlike hiperyuzeyr M olsun. VXY,

Z,W el (TM) igin
(R(X,Y)h)(Z,W)=—-h(R(X,)Y)ZW)—-h(Z,R(X,Y)W)=0

kosulu saglanwyorsa M ye semi-paraleldir denir [3].

Teorem 4.3.1. M, M Lorentz manifoldunun bir lightlike hiperyiizeyi olsun. M
nin tkinci temel formun paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin total geodezik

olmasidar [3].

40



ispat. M bir Lorentz manifoldunun lightlike hiperyiizeyi olsun. Kabul edelim ki
h ikinci temel formu paralel olsun. (3.2.7) ve (3.3.2) kullanilirsa,
(Vxh)(Y,2)=V5h(Y,Z) —h(VxY,Z)— hY,VxZ)

=V4B(Y,Z)N — B(VxY,Z)N — B(Y,VxZ)N

= X(B(Y,Z)N)— B(VxY,Z)N — B(Y,VxZ)N =0
elde edilir.B (X,¢&) =0 ve Y = ¢ aliirsa,

~B(Vx& Z)N =0

elde edilir.(3.2.17) den,

—B(Vx¢, Z)N =0
B(-A{ X +7(X)§,Z)N =18 (AEX,Z) N—-7(X)B(,Z)N =0

B (AZX, Z)N =0

dir. Buradan
B (AZX, Z)=0

bulunur. B (X, &) = 0 esitligi g6z éniine ahmirsa, Z € T' (S (T'M)) oldugu kabul
edilir.(3.2.19) den g (AZX, AZZ) =0olur. X = Z igin g (AZX, AZX) = 0 olur.
Diger taraftan bir Lorentz manifoldunun bir lightlike hiperytizeyinin her S (T'M)

ekran distiribiisyonu Riemanndir. O zaman VX € I'(T'M) i¢in A X = 0 dur.

Boylece bu esgitlik ve B (X, €) = 0 den ispat tamamlanir. Tersi de agiktir. O]

Teorem 4.3.2. (n + 2) —boyutlu semi-Oklidyen uzayin bir semi-paralel lightlike
hiperytizeyi M olsun. M ya total geodeziktir yada YU € T (S(TM)) ve & €
I (TM*Y) igin C (f,AzU) = 0 dir. C ve A7 sirasiyla S(TM) nin ikinci temel
formu ve sekil operatéridir [3].
Ispat. M, bir semi-paralel lightlike hiperyiizey oldugundan VX, Y, Z, W € T (TM)
icin

h(R(X,)Y)ZW)+h(Z,R(X,)Y)W)=0
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dir. (4.1.1) den
B(X,Z)B(AY,W) — B(Y,Z) B (AX,W) + B (X,W) B (Z, AY)
~B(Y,W)B(AX,Z) =0
elde edilir. Burada X = ¢ i¢in B (X, &) = 0 ifadesi kullanilirsa,
B(Y,2) B(AE W) + B (Y,W) B (A€, Z) = 0
olur. W = Z icin
B(Y,Z)B(A¢,Z) =0
elde edilir. Eger B (Y, Z) = 0 ise M total geodeziktir. B (Y, Z) # 0 ise (3.2.18)
den YU € T' (S (T'M)) igin
C (& AU) =
elde edilir. O
Ornek 4.3.1. R? de
x1 =20+ V2 r3 + 1}

ile verilen bir hiperytizey disunelim. M nin bir lightlike hiperyizey oldugu agiktur.
Bu

£ = x§+x4a \/:c3+x4a—+\/_x3—+\/_:c4
1

ile hesaplanan radikal distiribisyondur. O zaman lightlike transvarsal vektor demeti,

TM) = N = —_—
tr( ) = span { :c5+a:4 \/x3+x48$1 \/x3—|—x4ax2+\/_x3

+ \/551348—}

ile tanymlanar. O halde S (T'M),

0 0 0 0
e W

ile tanymlanar. Gerekli hesaplamalarla VX € T' (T M) i¢in
vXZl - vZz)( = Oa vﬁg = \/§§7 vZQS = v§Z2 - \/EZQ

42



ve

_ 0 0
VZ2ZQ = —1’38—333 +I4a—m4

elde edilir. Gauss formuli kullanilarak,

1

VxZ1=0,VgzZ = Ve

€, VeZy=V2,E =22y , N2 Z =0

ve

B(Zy, Z5) = =V2(x5+a3) , B(Z1,71) =0, B(%,25) =0

elde edilir. Diger taraftan

v N = 1 0 _ 1 0 B 1 XT3 0 B 1 Ty 0
T VAR 22 0n 2212+ 2l 0n 203+ 230y, 223 + 23 Oy,
VzN=0
= Ty 0 T3 0
VaN=————t 2 8 2
Z 2V2 (22 +22) Oy 2v/2 (23 + 23) Ou,

dur. (3.2.8) ifadesinden

Xy

2v/2 (23 + 23)

Zs

ANE=0,AnZ, = 0,AnZ> =
elde edilir. O zaman yukaridak: denklemler
(R(Z1,Zy) h) (Z1,2,) =0, (R(Z1,22) h)(Z1,Z2) =0, (R(Z1,Z2) h) (Z2,Z2) =0

ifadelerini dogrular. Sonug olarak B (X, &) = 0 ve (R (X,Y) h) egrilik tensori tanyma

kullaalirsa VX, Y,U € I (TM) ve £ € I (TM™) igin
(R(X,Y)h)(U,§) =0

bulunur. Boylece M, RS nin total geodezik olmayan semi-paralel hiperyiizeyidir

[3]-
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