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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum ”"Hemen Hemen Kontakt Egriler”
baglikli bu ¢aligmanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diigecek bir yardima
bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem
metin i¢inde hem de kaynak¢ada yontemine uygun bicimde gosterilenlerden
olugtugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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Birinci boliimde, daha sonraki béliimlerin daha iyi anlagilabilmesi i¢in egriler,
Riemann manifoldlar, Kontakt manifoldlar, K-Kontakt manifoldlar, Sasakian
Manifoldlar, Lorentzian kontakt manifoldlar, Hemen hemen parakontakt
manifoldlar, Hemen hemen normal parakontakt metrik manifoldlar hakkinda bazi
temel kavramlara yer verildi.

Ikinci boliimde ise ilk olarak Legendre egrileri ve bazi érnekler verildi. Ayrica
bu boliimde slant egriler, 3-boyutlu hemen hemen normal kontakt geometride
slant egriler ve Lorentzian sasakian uzaylarda Legendre egrileri incelendi.

Uciincii boliimde ise 3-boyutlu hemen hemen normal parakontakt metrik
manifoldlarda slant egriler, null slant egriler, null normal slant egriler , 3-boyutlu
hemen hemen normal parakontakt metrik manifoldlarda Legendre egrileri ve
3-boyutlu Heisenberg gruplarda Legendre egrileri verildi.
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This study which is designed as master science thesis covers three chapters.

In the first chapter we give some basic concepts about curves, Riemannian
manifolds, contact manifolds, K-Contact manifolds, Sasakian manifolds,
Lorentzian contact manifolds, almost paracontact metric manifolds and normal
almost paracontact metric manifolds for the rest of the thesis that readers can
easily understand.

In the second chapter, firstly, Legendre curves and some examples are given.
Furthermore, in this chapter, we investigate slant curves, slant curves in
3-dimensional normal almost geometry and Legendre curves in Lorentzian Sasaki
spaces.

In the third chapter, slant curves in 3-dimensional normal almost paracontact
metric manifolds, null slant curves, null normal slant curves, Legendre curves in
3-dimensional normal almost paracontact metric manifolds and Legendre curves
on 3-dimensional Heisenberg groups are given.
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1. GIRIS

Egriler teorisi diferensiyel geometrinin temelini tesgkil ettigi gibi, fen
bilimlerinin  diger alanlarmda da ¢ok kullamilan bir teoridir. Ozellikle,
miihendisligin hemen hemen biitiin alanlarinda ihtiya¢ duyulan matematiksel
yapilarin baginda gelir. Klasik diferensiyel geometriden de bilindigi gibi, egrilerin
oncelikle ve baglica cahigsildigr uzay Oklid uzayidir. Oklid uzayinda egrilerin
siniflandirilmas1 genel olarak Frenet catisina gore yapilir, bu cati yardimiyla
egrilerin  karakteristik Ozellikleri incelenir ve bu ozelliklerine gore de
isimlendirilirler. Bu egrilerden en ilging olanlarmdan biri, 3-boyutlu Oklid
uzayindaki sabit egimli, yani egrinin tegetinin sabit bir dogrultuyla yaptigi acinin
sabit oldugu egrilerdir. Bu tiir bir egri bir silindir tizerinde var oldugundan dolay1
silindirik helis olarak adlandirilmig ve bir ¢ok matematikcinin ilgisini ¢ekmistir.
Bu kavramin degisik uzaylarda karsiliklar: aragtirilmig ve bu tiir egrilerin varliklar
ile ilgili gerek ve yeter sartlar aranmistir. Bu egrilerin klasik karakterizasyonu
Bertrand-Lancret-de Saint Venant teoremi olarak bilinen teoremle verilir.

Hemen hemen kontakt geometride Legendre egrisi kavrami, [1] de Ch. Baikoussis
ve D.E. Blair tarafindan 1994 yilinda yayinladiklar1 ¢caligmalarinda tanitildi. Bu
calismadan sonra Legendre egrisi kavrami bir ¢ok geometrici tarafindan degisik
uzaylarda calisildi ve bu egri tipleri ile ilgili bir cok karakterizasyon verildi. J.T.
Cho, J.I. Inoguchi ve J.E. Lee tarafindan [2] de hemen hemen kontakt metrik
manifoldlarda slant egri kavramai, helis ve Legendre egrilerinin bir genellestirilmesi
olarak tamimlandi. Legendre egrisi kavrami su ana kadar, hemen hemen kontakt
metrik manifoldlarin yami sira, normal hemen hemen kontakt manifoldlar,
Sasakian manifoldlar, kontakt pseudo-Hermityen manifoldlar, Kenmotsu
manifoldlar1 ve f-Kenmotsu manifoldlarinda bir ¢ok matematik¢i tarafindan

caligild.



Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu tezin amaci “Hemen Hemen Kontakt
Egriler”ad1 altindaki egri tiirlerinin arastirmasini yapmak ve bu egrileri anlagilir
hale getirmektir. Ug boliimden olusan bu tezin birinci boliimiinde egriler, Riemann
manifoldlar, Kontakt manifoldlar, K-Kontakt manifoldlar, Saskian manifoldlar,
Lorentzian kontakt manifoldlar, Hemen hemen parakontakt metrik manifoldlar
ve Hemen hemen normal parakontakt metrik manifoldlar hakkinda temel ve
kisa bilgilere verildi. Ikinci boliimde ilk olarak Legendre egrileri ve bazi érnekler
verildi. Ayrica bu boliimde Slant egriler, 3-boyutlu hemen hemen normal kontakt
geometride slant egriler ve Lorentzian Sasaki uzaylarda Legendre egrileri incelendi.
Uclineti boliimde ise 3-boyutlu hemen hemen normal parakontakt metrik
manifoldlarda slant egriler, Null slant egriler, Null normal slant egriler, 3-boyutlu
hemen hemen normal parakontakt metrik manifoldlarda Legendre egrileri ve

3-boyutlu Heisenberg gruplarda Legendre egrileri incelendi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Egriler
Tanim 2.1.1. a,b € R, a < b, [ = (a,b) C R olmak tizere
v: I —R3

stirekli doniisimiine R3de bir egri denir. Eger v doniisimii bir diferensiyellenebilir

d
doniigiim ise egriye bir diferensiyellenebilir egri denir. s € (a,b) i¢in v (s) = d—7
s
vektoriine v egrisinin teget vektor alany denir ve T' ile gosterilir. Eger ||y (s)|| =1

1se v ya yay parametresi ile verilmis egri denir. Her regiler egri yay parametresi

ile ifade edilebildiginden, egriler yay parametresi ile gozénine alinabilir [3].

Tanim 2.1.2. v : [ — R? yay parametresi ile verilmis bir egri olsun. k (s) =

17" ()| pozitif reel sayisina v egrisinin s noktasindaki egriligi denir [3].

Eger v egrisi R3de bir dogru ise u ve v, R3de sabit vektorler ve ||ul| = 1 olmak
uzere

v(s) =us+v

seklindedir ve k = 0 dir.

K (s) # 0 olan noktalarda

7" (s) =k (s) N (s)

denklemiyle tanimli, 7" (s) yontinde tanimh N (s) birim vektorii vardir.

IV ()l =1

oldugundan N (s) ile v/ (s) dik vektorlerdir, yani (7' (s),N (s)) = 0 dwr. N (s)
vektoriine v egrisinin birim normali denir.

{T, N} kiimesinin germis oldugu diizleme  mn oskiilator diizlemi denir.

3



k = 0 olan noktalarda birim normal vektorii tanmimlh degildir, dolayisiyla
oskiilator diizlem de tanmimh degildir.

7" (s) = 0 olan s € I noktasma birinci dereceden tekil nokta denir.

Bundan sonra birinci dereceden tekil noktaya sahip olmayan egrileri gbzoniine
alacagiz. Bu durumda

T'(s) = k(s) N (s) (2.1.1)

olarak yazabiliriz.

R3de vektorel garpim A ile gosterilmek iizere, B(s) = T (s) A N (s)
vektorii oskiilator diizleme diktir ve B (s), v egrisinin binormal vektorii olarak

adlandurilir,
B(s) =T (s) A N (s) oldugundan
B'(s)=T"(s) NN (s) + T (s) A\N"(s) =T (s) AN'(s)
elde edilir. (T (s), N (s)) = 0, (N (s), N' (s)) = 0 oldugundan B’ (s) vektorii N (s)
vektoriine paraleldir ve
B'(s) = —7(s) N (s) (2.1.2)

olacak gekilde bir 7 (s) fonksiyonu vardir. Bu 7 (s) fonksiyonuna v egrisinin, + (s)

noktasmdaki burulmas: denir.
B (s) = T (s) A N (s) ifadesinde her iki taraf 7' (s) ile sag taraftan vektorel

carpima tabi tutulursa N (s) = B (s) AT (s) olarak elde edilir. Buradan ise
N'(s)=B'(s) AT (s) + B(s) NT'(s)
olur. (2.1.1) ve (2.1.2) kullanihirsa
N'(s)=71(s)B(s) —k(s)T (s) (2.1.3)
olarak bulunur. (2.1.1), (2.1.2) ve (2.1.3) den
T' = kN
N'=—-kT+71B

B = —1N



elde edilir ki buna v egrisinin Frenet formiilleri denir.

{T, B} kiimesinin gerdigi diizleme rektifiyan diizlem, { N, B} kiimesinin gerdigi
diizleme de normal diizlem denir.

N (s) ve B (s) vektorlerine, v min sirasiyla asli normali ve binormali denir.
R =+ ya v (s) noktasinda v nmn egrilik yarigap1 denir.

Eger k = 0 ise R? de bir egriye geodezik denir. R? iin geodezikleri dogrulardir.
Eger 7 = 0 ise 7y egrisi bir diizlemsel egridir.

v : I — R? olmak {izere ~y egrisinin ¢ € I noktasindaki egriligi

e = A

[od

olur ve torsiyonu

d t / ! n
r () = det 0y 7 )
I Ay
dir.
v:l — R y(t) = (x(t),y(t)) ile verilmis bir egri ise v nin egriligi
Ty — Iy
r(t) = (32 4 2)>/?
ile hesaplanir.

(M, g) bir 3-boyutlu Riemann manifold olsun. v : I — M bir regiiler egri
ve ~ yay parametresi ile verilmig bir egri olsun. V, M iizerinde Levi-Civita
konneksiyonu olmak tizere V ile v boyunca V ya gore kovaryant diferensiyeli
gosterelim.

~v min M tizerinde bir Frenet egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart agagidaki ii¢

durumdan birinin saglanmasidir:
(i) 7, 1. dereceden oskiilatordiir yani
V5 =0 (2.1.4)

ise bunlar geodeziklerdir.



(ii) 7, 2. dereceden oskiilatordiir yani E; = 4 olmak iizere Ey, E, ortonormal

vektor alanlar1 vardir oyleki
V"yEl = K,EQ, V;YEQ = —%El (215)
dir. Burada &, v boyunca bir pozitif fonksiyondur.

(iii) v, 3. dereceden oskiilatordiir yani v boyunca E; = 4, Es, E3 ortonormal

vektor alanlar1 vardir oyle ki

VﬁEl = KJEQ
v:yEg = —/ﬁ?El + TE3 (216)
V&Eg, = —TEg

dir. Burada x ve 7, v boyunca pozitif fonksiyonlardir. x ve 7 ya sirasiyla

nin egriligi ve torsiyonu (burulmasi) denir.

Eger 2. dereceden bir v Frenet egrisinde k = sabit > 0 ise v ya M de bir cember
denir. Eger 3. dereceden bir Frenet egrisinde egrisinde x = sabit ve 7 = sabit ise

7 va bir helis denir. Eger £ = sabit ise 7y ya bir genellestirilmig helis denir [3].

2.2 Riemann Manifoldlar

Tanim 2.2.1. M, n-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M
tzerinde simetrik, pozitif tanaml (0,2) tipinde bir g tensor alany var ise g ye

M dizerinde bir Riemann metrik ve (M, g) ikilisine de Riemann manifold denir
[4]-

(M, g) bir Riemann manifold, M nin bir p noktasinda lokal koordinat sistemi

(z',...,2") olsun. X = > X2V = Y YI 2 p e M noktasimda iki tanjant

vektor olmak lzere

"o (0D
pu— ¢ '] e
g(X,Y) nyg(aﬂ,aﬂ)

,5=1

= Zgijdxi (X)d2? (V)



olarak yazilir. Burada dz' (X) = X (z') = X' ve d2? (V) = Y (2) = Y7 dir.

Ayrica g9 = g (da', da?) olmak iizere g;;¢°% = 6F dur [4].

Tanim 2.2.2. M bir diferensiyellenebilir manifold ve V da M dizerinde bir afin

konneksiyon olsun. Bu durumda X, Y € x (M) i¢in
T(X,)Y)=VxY —-VyX —[X,Y]

seklinde tanimlanan T : x (M) x x (M) — x (M) tensdrine torsiyon tensori

denir. T torsiyon tensori anti-simetriktir, yani
T(X,)Y)=-T(Y,X)
dir. Ayrica VX, Y € x (M) ve f, g € C* fonksiyonlary igin
T(fX,gY) = fgT (X,Y)

olur [4].

Tanmim 2.2.3. (M,g) bir Riemann manifold ve V da M dzerinde bir afin

konneksiyon olsun. Bu durumda ¥X,Y, Z € x (M) i¢in
(Vxg) (Y, 2) = Xg(Y,Z) —g(VxY,Z) =g (Y,VxZ)

dir. EgerV xg = 0 ise V ya bir metrik konneksiyon denir. M tizerinde torsiyonsuz

metrik konneksiyona Levi-Civita konneksiyonu denir [5].

Tanim 2.2.4. M bir Riemann manifoldu olsun. VX, Y, Z € x (M) i¢in
R(X,Y)Z =VxVyZ—VyVxZ —VixyZ (2.2.1)

seklinde tamimlanan R(X,Y) : x (M) — x (M) donisimine M Riemann

manifoldunun egrilik tensori denir [5].

Teorem 2.2.1. Eger M sabit ¢ egrilikli uzay form ise, M de X, Y wve Z vektor
alanlary i¢in

R(X,Y)Z=clg(V,2)X - g(X,2)Y]

dir [4].



Tanim 2.2.5. (M, g) n-boyutlu Riemann manifoldu ve M manifoldunu bir p
noktasindaki tanjant uzayr T,M olsun. T,M wuzaywmn 2-boyutlu bir alt vzayr P

olsun. P duzlemini geren birim vektorler x ve y olmak tzere

g(R(z,y)y,)

K (P) =K (z,y) = 9(7,2)9(1,9) —g(z,1)°

degerine M manifoldunun P dizlemine gére kesit egriligi denir [5].

Teorem 2.2.2. Bir M Riemann manifoldu tzerinde bir Riemann konneksiyonu

V olsun. Her X, Y, Z € x (M) i¢in asagidaki ozellikler saglanar:
1) RIX,)Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z)X =0 (I. Bianchi 6zdesligi)
2) K(X,Y,Z,W)=—K (Y, X,Z,W)

3) K(X,)Y,ZW)=-K(X,Y,W, Z)

4) K(X,Y,Z,W) = K (Z,W,X,Y) [4].

Tanim 2.2.6. (M, g) bir Riemann manifoldu ve R de M nin egrilik tensor alans

olsun. Her X, Y € x (M) i¢in R nin izi
S=iz{R— R(X,.)Y)}
ye M nin V ya gore Ricci egriligi denir [4].

Tanim 2.2.7. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Vp € M noktasina T, M

nin bir Dy, alt uzayim karsiik getiren
D:M— UI,M
p— D, CT,M

dontsimine distribusyon denir. Eger D, yi geren Xy, ..., X,, vektor alanlar: varsa
D ye diferensiyellenebilir distribisyon denir. Eger D, = T,M ise D ye
integrallanebilirdir denir. VX,Y € I'(D) i¢in [X,Y] € I'(D) ise D ye involutive
denir. Ayrica D nin integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart D mnin

involutive olmasidir (Frobenius Teoremi) [4].

8



Tanim 2.2.8. M bir manifold ve X de M tzerinde bir vektor alany olsun. &,

1-parametreli dontusim grubu olmak tzere
.1
(Lx ), =l (K, — (®),]
ifadesine K tensor alanwmin X vektor alanina gore Lie tirevi denir [4].

Tamim 2.2.9. (M, g) bir Riemann manifold ve X de M dizerinde bir vektor alans

olsun. Eger g, X in 1-parametreli donusim grubu altinda invaryant, yani
Lxg=0

1se X wvektor alamina g Riemann metriginin bir Killing vektor alant denir. Eger

X bir Killing vektor alani ise bu durumda M de 'Y wve Z wvektor alanlary i¢in

dur [5].

2.3 Kontakt Manifoldlar

Tanim 2.3.1. M*"*1 C™®-simfindan diferensiyellenebilir (2n + 1)-boyutlu bir
manifold olsun. Eger M*" ! tizerinde her yerde diferensiyellenebilir birn 1- formu

var ve
nA (dn)" # 0
sartina saglyor ise M*" 1 e bir kontakt manifold veya bir kontakt yapwya sahiptir

ve 1 ya da bir kontakt form denir [4].

Tanim 2.3.2. (M, n) bir kontakt manifold olsun. Bu durumda
D={XeTM|nX)=0}

seklinde tanimlanan D distribiisyonuna kontakt distribisyon denir [4].



Tanmim 2.3.3. M ydnlendirilebilir bir manifold ise (M,n) manifoldunda

n() =1, dn(X)=0

olacak sekilde bir & wvektor alany vardwr. & wvektor alanina M nin karekteristik

vektor alany denir. Eger M tizerinde

n€) =1, ¢=-I+n®¢ (2.3.1)

sartlariny saglayacak sekilde n 1—formu, & vektor alan ve ¢ (1,1) tipinde tensor

alany var ise (p,&,n) dglisine M dzerinde bir hemen hemen kontakt yapi denir

[4]

Bir (M, ¢, £, n) hemen hemen kontakt manifoldunda agagidaki ifadeler saglanir:

& =0
now=>0
ranky = 2n

[4].

Tanim 2.3.4. (M, ¢,&,n) bir hemen hemen kontakt manifold olsun. Eger M

tzerindeki keyfi X, Y wvektor alanlar i¢in

9 (@X,0Y) = g (X,Y) =n(X)n(Y) (2.3.2)

sartine saglayan bir g Riemann metrigi var ise M ye (¢,&,n,g) hemen hemen
kontakt metrik yapisina sahiptir veya M ye hemen hemen kontakt metrik manifold
denir. Burada g metrigine hemen hemen kontakt yap ile uyumlu metrik (bagdasik,

compatible metrik) denir [4].

Tanim 2.3.5. (M, p,&,n,9) bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun.
O (X,Y) =g (X, YY) seklinde tansmls (0,2) —tipindeki ® tensérine M nin temel

iki formu denir [4].
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(M, p, &, n) bir (2n 4+ 1) —boyutlu hemen hemen kontakt manifold olsun. M x
R carpim manifoldunu gozoniine alalim. M xR iizerinde bir vektor alani (X f %)
seklinde tanimlanir. Burada X, M tizerinde vektor alani; ¢, R nin koordinati; f
de M x R iizerinde bir fonksiyondur.

M x R nin bir tanjant uzay1 tizerinde J endomorfizmini

1(xrg) = (ex - sen0 §)

seklinde tanimlayalim. Bu sekilde tamimlanan J, J? = —I y1 saglar ve J, M x R
tizerinde bir hemen hemen kompleks yapidir.

J hemen hemen kompleks yapisinin Nijenhuis tensor alani
N;(X,Y)=J[X,) Y]+ [JX,JY]| - J[JX,Y] - J[X,JY]
seklinde tanimlanir [4].

Tanim 2.3.6. (M, p,&,n) bir hemen hemen kontakt manifold olsun. Eger N
Nyenhuis torsiyon tensoru sifir ise J hemen hemen kompleks yapisina
integrallenebilirdir denir. Eger M x R de J hemen hemen kompleks yapis

integrallenebilirse, (¢,&,n) hemen hemen kontakt yapisina normaldir denir [4).

© nin Nijenhuis tensor alani

N, (X,Y) = ¢* [X, Y] + [pX, Y] - p [pX, Y] = ¢ [X, Y]
olarak tanimlanir. M iizerinde X, Y vektor alanlari i¢in

N (000, (.0 = (N, (4,Y) 4 20 (X, V)€ (L)Y = (L) X) 5 )

dir ve

v (o (0.5)) = (e x. e x )

olarak elde edilir. Eger
N (X,Y) = N, (X,Y) 4 2dn (X, Y) ¢
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N(z) (Xa Y) = (Lszn) Y — (Lsan) X
N (X) = (Lew) X
NW(X) = (Len) X
denilirse (M, ¢,&,n) hemen hemen kontakt manifoldunun normal olmasi igin
gerek ve yeter sart N = N@ = NG = N = 0 olmasidir. Ayrica hatirlatalim
ki NO =0ise N@ = NG = N = 0 dir. Buna gore (M, ¢, £, 1) hemen hemen

kontakt manifoldunun normal olmasi icin gerek ve yeter sart N = 0 olmasidir

6].

Onerme 2.3.1. M nin (p,&,m) hemen hemen kontakt yapisinin normal olmast
icin gerek ve yeter sart

Ny +2dn® & =0

olmasidur [4].

Onerme 2.3.2. M2 her yerde
nA®"™ #£ 0

olacak sekilde bir global n 1-formuna wve global bir ® 2-formuna sahip
diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda M?***' hemen hemen kontakt
yapisina sahiptir. Eger M2t bir n kontakt formuna sahip ise, bu durumda temel
2-formu

® = dp (2.3.3)

olacak sekilde bir (¢,&,m,g) hemen hemen kontakt metrik yapise vardur [4].

Lemma 2.3.1. M nin bir (p,&,n,g) hemen hemen kontakt metrik yapisi i¢in ¢

nin kovaryant tirevi

29 (Vxp)Y,Z) = 3d® (X, oY, pZ) — 3d® (X,Y, Z) + g (NV (Y, Z) , 0 X)
+ 0 (X) N (Y, Z) + 2dn (pY, X) 0 (Z) — 2dn (9Z, X) n (V)
(2.3.4)
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seklinde wverilir. Burada X, Y wve Z, M Jzerindeki teget vektor alanlari, &

karakteristik vektor alany ve ® temel 2-formudur [6].

Bir kontakt metrik manifold iizerinde N® = 0 oldugundan ve (2.3.3) denklemi

kullanilarak, (2.3.4) esitligi

29 (Vxp) Y, Z) =g (NV (Y, Z),0X) + 2dn (¢Y, X) n (Z) (2.3.5)

—2dn (pZ,X)n(Y)
seklinde yazilabilir. (2.3.5) esitliginde X yerine £ alinirsa

29 (Vep)Y, Z) = g (NV (Y, Z), 0€) + 2dn (¢Y, &) 1 (Z) — 2dn (0Z,&) n (Y)
=29 (oY, 0§) 1 (Z) — 29 (¢Z,p§) 1 (Y)

=0
elde edilir ve boylece bir kontakt metrik manifoldda
Vep =0 (2.3.6)

sonucuna ulagihir [4].

2.4 K-Kontakt Yapilar

Tanim 2.4.1. M*L (o, €0, 9) kontakt metrik yapisina sahip olan bir kontakt
metrik manifold olsun. Eger & karakteristik vektor alani g ye gore bir Killing
vektor alan ise bu durumda M tuzerindeki kontakt metrik yapiya bir K-kontakt

yapr ve M ye de bir K-kontakt manifold denir [4].

Onerme 2.4.1. M2 bir K -kontakt metrik manifold olsun. Bu durumda M2+

nin bir K-kontakt metrik manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart
VX€ = —(,DX (2.4.1)

olmasidur [4].
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Onerme 2.4.2. M*+ (. €, g) yapisina sahip bir K -kontakt manifold olsun.

Bu durumda & yi igeren herhangi bir diuzlemin kesit egriligi 1 dir [4].

ispat. M?*! bir K-kontakt metrik manifold olsun. Ayrica X, ¢ ye ortogonal bir
birim vektor alan1 ve R de g metriginin bir egrilik tensorii olsun. Bu durumda

(2.3.6) ve (2.4.1) esitliklerinden

Rex = VeVx§ —VxVel — Ve x€
= —VepX +¢[¢, X]
= VX + Ve X — oV x§
= — (Vep) (X) — ¢V x§

= —pVx§

olur ve buradan da

olarak yazilir ve dolayisiyla g (Rex X, §) = 1 seklinde elde edilir. H

2.5 Sasakian Manifoldlar

Tanim 2.5.1. (M,¢,£,n,9), (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen kontakt metrik
manifold olsun. Eger M nin kontakt metrik yapist normal ise bu durumda M

manifoldu bir Sasakian yapwya sahiptir ve M manifolduna da Sasakian manifold

denir [4].

Teorem 2.5.1. (M, p,&,n,9), (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen kontakt metrik

manifold olsun. M nin bir Sasakian yapiya sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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M uzerindeki X ve Y wektor alanlary icin
(Vx@)Y =g(X,Y)E—n(Y) X (2.5.1)
olmasudur [6].
Eger M bir Sasakian manifold ise (2.5.1) den kolayca gosterilebilir ki
Vx{=—pX
dir [4].

Lemma 2.5.1. Bir Sasakian manifold tzerinde, & ye ortogonal olan bir X

birtm vektor alant i¢cin

RxeX = —¢
dir [4].
Onerme 2.5.1. Bir Sasakian manifold tizerinde

Ryy& =n(Y)X —n(X)Y (25.2)

dir [4].

N[ =

Ornek 2.5.1. (z,y, z), R® din standart koordinat sistemi n = % (dz — ydx) ve

£ = 2% olsun. R? dizerinde ¢ endomorfizminin matrisi R din standart bazna

gore
0 10
-1 0 0
0 ¢y O

seklinde tanimlansin. Bu durumda

n(§) = % (dz — ydx) (2%) — 1

dir.
0 0 0

X=Xi—+Xo— + X3—
18x+ 28y+ 50z
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olmak “izere

0 1 0f | Xy X5
X =1-1 0 0| |X2| = |-X4
0 vy O [Xs yXo
dir. Tekrar ¢ uygulanirsa
0 10 Xo - X1
X=1{-10 0| |-Xi| =|-X,
0 vy Of [yXo —yXi

902X = (_Xh — X, —yXl)
= (—X1, —Xo, - X5+ X5 —yXy)

= (_Xla _X27 _X3) + (Oa O7X3 - yXl)

elde edilir.

1 0 0 0
1
= §(X3 —yX1)

oldugundan
X =X +n(X)¢
bulunur. Boylece (p,&,m), R3 dizerinde bir hemen hemen kontakt yapidir. Eger g

metrik tensorini
1
9=7 (dx2+dy2) +nQ®n

olarak alirsak standart baza gore g nin matrisi

1+y*> 0 —y
= 0 1 0
-y 0 1

olarak bulunur. Ayrica

1
Q(Xaﬁ):Z[Xl X, X3] 0 1 0]]o
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1
:Z |:X1 XQ X3:| 0
2
1
= 7 (~2yX1 +2X)
1
-3 (—yXi + X3)
=n(X)

dir ve
A (X,Y) = 5 {Xn(¥) = Yo (X) = n (X, V)
_ %{(Vxn) (Y) = (Vy) (X))
_ %{g (Vx&Y) = g(Vyé, X))
_ %{g (VxE,Y) + g (Y, VxE)}

= g(vavy)
= g(_QDX’ Y)

olarak elde edilir. Boylece (R3,p,&,n,g) bir kontakt metrik manifold olur.

1 99rj 09 9Gij
k _ — kr 7 . J
I = Zg {8Xi + IX, (3X,} (2.5.3)

2

r=1

ile tanimlanan konneksiyon katsayilarindan

1 1
Fb = _F§3 = §y, Fé:s = _F%?, = Ty F%l =Y F?2 = -

olarak bulunur. E; = 2(8%—1-y%), Ey = 2<6%>, ¢ = 2(%) olmak tizere

{E1, E5, &} g ye gore bir ortonormal bazdwr ve ayrica
pE1 = —FEy, by =FE;, =0
dir. Bu son esitlikler kullanilirsa

Ve By =-§ VgE =¢
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VE2€ - V§E2 - —El, VE1§ — VEEl == E2

olarak bulunur. Simdi

X:(lEl—i‘bEQ—ch

Y =aF, +bEy + ¢
olmak “zere

(chp) Y = VXg)Y — @VXY
= (a@ +bb + c€) £ — acX — beY — cef
=g(X,)Y){-n(Y)X
olarak bulunur ve (R®, p, &, n,g) bir Sasakian manifolddur [7].

(M, p,&,n,9), 3-boyutlu bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Bu

durumda M tizerindeki keyfi X, Y vektor alanlari igin

(Vxe)Y =g(eVxEY)E—n(Y)oVxE (2.5.4)

elde edilir. Burada V, M tizerindeki Levi-Civita konneksiyonudur.
Bir 3—boyutlu hemen hemen kontakt metrik manifoldunun normal olmasi igin

gerek ve yeter sart

Vex§ = ¢Vx¢ (2.5.5)

veya buna denk olarak
Vx§=a(X —n(X)§) - peX (2.5.6)
olmasidir. Burada «, 8 fonksiyonlari
1. 1.
&:§ZZ{X—>V)(€}, ﬁ:§zz{X—>90VX§}
ile tamimhdir. Buna gore (2.5.6) esitligi (2.5.4) de yerine yazilirsa
(Vxp)Y =8¢ (X, Y)E=n(Y)X) +a(g(eX,Y){—n(Y)eX) (25.7)
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elde edilir.

Eger bir normal hemen hemen kontakt metrik manifold {izerinde temel 2—form
kapali ise (¢,&,7,9) ye bir quasi-Sasakian yapt ve M ye de bir quasi-Sasakian
manifold denir.

Bir 3—boyutlu normal hemen hemen kontakt metrik manifoldda o = 0 ise
bu durumda M bir quasi-Sasakian manifolddur. Buna gére (2.5.6) dan bir quasi-
Sasakian manifold icin

Vi€ = —BpX (2.5.8)

olarak yazilir. Eger bir quasi-Sasakian manifold da 8 = 1 ise kolayca goriiliir

ki M bir Sasakian manifolddur [8].

2.6 Lorentzian Kontakt Manifoldlar

Tanim 2.6.1. M, (2n+ 1) boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold ve (p,&,n)

da M 7izerinde bir hemen hemen kontakt yapr olsun. M tzerinde bir g metrigi

g€ =€ geX, oY) =g(X,Y)—en(X)n(Y)

olacak sekilde taniml olsun. Eger ¢ = 1 ise (p,&,n,9,€) ya M dizerinde bir
Riemannian hemen hemen kontakt metrik yapi, € = —1 ise (v,&€,1n,9,€) ya M

tizerinde Lorentzian hemen hemen kontakt metrik yapr denir [7].

Tanim 2.6.2. (p,&,1,9,€) hemen hemen kontakt yapise M de bir hemen hemen

kontakt metrik yapr ise dn (X,Y) = eg (X, YY) dir [7].

Teorem 2.6.1. Bir hemen hemen kontakt yapr (p,&,n) ile donatilmag her
diferensiyellenebilir M manifoldu tizerinde bu yapr ile birlesen Riemann metrikleri

ve Lorentzian metrikleri vardur [7].

Ispat. Tamm 2.6.1 e gore € = 1 ve € = —1, sirasiyla, Riemannian ve Lorentzian

durumlardir. Burada e = —1 durumu iizerinde duracagiz. hg, ho (§,£) = 1 olacak
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sekilde bir Riemann metrik olsun. Lorentzian metrik icin, hg a gore £ nin dual

formu £* olmak iizere h = hg — (1 — €) £* ® &* denilirse h (£,€) = € olur.
h(X.Y) = h(¢°X, %) +en (X)n (V)

olsun. Agikga goriilir ki h (£, X) = en (X) ve h(&,€) = € dir. Simdi (0, 2) tipinde

g tensor alanini

g(X,Y) = S [h(X,Y) + h(pX,0Y) +en (X)n (V)]

DN | —

seklinde tanimlayalim. Bu durumda

9(66) = (26.1)
dir.
9(pX,0Y) = 5 (X, @¥) + B (=X +7(X)& Y 4 (¥)€)
oldugundan
9(pX,0Y) = 5 (X.Y) +h (X, + e (X)n (V)] - e (X)n (V)

olur. Ayrica
9 (X, 0Y) =g(X,Y) —en(X)n(Y) (2.6.2)

dir. (2.6.1)ve (2.6.2) den g bir Lorentzian metriktir. O

Lemma 2.6.1. Bir (p,&,1, g, €) hemen hemen kontakt yapist i¢in ¢ nin kovaryant

turevt

+en (X) N* (Y, Z) + 2edn (9Y, X) n (Z) — 2edn (92, X) n (V)
dir. Burada ® (X,Y) = €g (X, ¢Y) dir. & = dn olmast durumunda
20((Vx¢) Y. 2) = g (N' (Y, Z),¢X) + edn (9Y, X) n (Z) — 2edn (0Z, X) (V)
olur [7].
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Onerme 2.6.1. Bir (p,&,m, g,€) hemen hemen kontakt metrik yapisinin Sasakian

olmas i¢cin gerek ve yeter sart
(Vxp)Y = eg (X, V) —n(Y)X
olmasudur [7].
Ispat. (p,£,7,9,€) yapismin normal olmasi icin gerek ve yeter sart
N'=N,+2dn®&=0

olmasidir. Lemma 2.6.1 den

9((Vxp)Y, Z) = edn (oY, X) 1 (Z) — edn (92, X) n (Y)
dir. dn (X,Y) = eg (X, ¢Y) oldugundan

9(Vx)Y,Z) = g (Y, 0X)n(Z) — g (¢Z,0X) 0 (Y)
olur. Ayrica
9(Vx@) Y, 2) =n(2)[g (Y, X) —en(X)n (V)] =n(Y)[g(Z,X) = en(X)n (2)]
elde edilir. Boylece

9(VxpY,2) = g(eg (Y, X) &, Z) — g (Z,n (V) X)

bulunur. O

Onerme 2.6.2. (p,&,m,9,€) M dzerinde, Riemann ya da Lorentz metrige gore
¢ bir Killing vektor alany olacak sekilde bir kontakt metrik yapr (K -kontakt yaps)

olsun. Bu durumda,
1) ng = _QOXv

2) Bir spacelike vektor ve € tarafindan gerilen herhangi bir dizlemin kesit egriligi

e dur [7].
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Ispat. dn (X,Y) = eg (X, ¢Y) kullanilarak n 1-formunun dig tiirevi
1
dn (X, Y) = g(X,9Y) = S {Xn(Y) =Y (X) =0 (X, Y])}
1
=3 {(Vxn) (Y) = (Vyn) (X)}
yazilabilir ve £ bir Killing vektor alanmidir.  (X) = eg (X, £) kullanilarak

dn(X,Y) =z (9(Vx£Y) —g(Vyé X))

(g (VX’Sa Y) +9 (Y7 VXf))

N~ N~

=4 (VX§7Y>

oldugu goriiliir. g (Vx€,Y) = —g (¢X,Y) den Vx& = —pX dir, buradan V£ =0

dir. (3.2.6) kullamlarak

Rex§ =VeVxE—VxVel — Ve xi€
= —VepX + [, X]

= —VepX 4+ ¢ (VeX) — 0 (Vi)

elde edilir. Rexé = — (Vep) X 4+ ¢*X ve Vep = 0 kullamlarak ve X in £ ye

ortogonal olmasi durumuyla

Rex§ =X +n(X)¢
= _X+69(Xa£)£

=X

oldugu goriiliir. Buradan {£, X} in gerdigi diizlemin kesit egriligi

g(RﬁXX7£> _
9(§,6)g(X,X)

olur. O

Kg/\X =

Lemma 2.6.2. Bir (M, p,&,n, g, €) Sasakian manifoldu tizerinde asagidaki bagintilar

saglanar:

Rxy§=n(Y)X —n(X)Y =eg(§,Y) X —eg(§, X)Y
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RxeY =n(Y) X —eg (X, V)= —(Vxp)Y

dir. Ayrica, & ye dik bir birim vektor alant i¢in
RxeX = —€

dir [7].

Ispat. V& = —pX oldugu kullanilarak

Rxy& =VxVy{ —VyVx{—Vixy$

= —VXgOY + VYQOX + 2 [X, Y]
elde edilir. Buradan

Rxyé=—(Vxp)Y —oVxY + (Vye) X + oVy X +¢oVxY — oVy X

== (Vxo)Y + (Vyp) X
bulunur. Onerme 2.6.1 kullanilarak
Rxy§=n(Y)X —n(X)Y
oldugu goriiliir. Bu son esitlik ve 1 (Z) = eg (Z, &) uygulanarak

Q(RXEYaZ) =g (Rzyv&, X)=g(n(Y)Z —n(Z)Y, X)

=g (Y)X —eg(X,Y)¢, Z)
elde edilir. Son egitlikte X in & ye ortogonalligi kullanilarak
RxeX = —€
olur. [
Teorem 2.6.2. M bir Riemannian ya da Lorentzian manifold olsun.
Rxy§=¢e(g(&Y)X —g(§,X)Y)

olacak sekilde bir & birim Killing vektor alaninin var oldugunu kabul edelim.

Bu durumda M bir Sasakian manifolddur [7].
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2.7 Hemen Hemen Parakontakt Manifoldlar

Tanim 2.7.1. M, (2n + 1)-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M
uzerinde p, (1,1) tipinde bir tensor alans; n, bir 1-form ve £ de bir vektér alanm

olmak tizere
2 _
pr=1-n®¢
n(§) =1
sartlar saglanyor ise (p, &, n) dglisine M tzerinde bir hemen hemen parakontakt

yapr ve (M, ,£, 1) ya da bir hemen hemen parakontakt manifold denir [9].

Onerme 2.7.1. M2 pir (p,n,&) hemen hemen parakontakt manifold olsun.

Bu durumda

& =0
now=70
ranky = 2n

dir [9].

Tanim 2.7.2. (M, p,&,n) bir hemen hemen parakontakt manifold olsun. Eger M

uzerinde
g(eX, oY) =—g(X,Y)+n(X)n(Y)

olacak sekilde bir g yari-Riemann metrigi var ise M ye hemen hemen parakontakt

metrik manifold ve g metrigine de bagdasabilir metrik denir [9].

Sonug 2.7.1. (M, ¢,£,n,9), (2n+ 1)-boyutlu hemen hemen parakontakt metrik

manifold olsun. Bu durumda

g (@X,Y)=—g(X,¢Y)
n(X)=g(X,§)
dir [9].
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Tanim 2.7.3. M, (¢,&,n, g) yapisina sahip bir hemen hemen parakontakt manifold

olsun. Bu durumda M tzerinde
D (X,Y)=g(X,pY)

seklinde taniml ® déniigimiine, (¢,&,1n,9) hemen hemen parakontakt yapisinin

temel iki formu denir [9].

Tanim 2.7.4. M, (¢,&,n,9) yapisina sahip bir hemen hemen parakontakt

manifold olsun. Eger her X, Y € TM i¢in
9 (X, 9Y) =dn(X,)Y)

ise M ye parakontakt metrik manifold ve n ya M nin parakontakt formu denir.

Burada

(X, ¥) = 3 (X0 (¥) = ¥y (X) ~ 9 (X Y]}

dir [9].

Ornek 2.7.1. R>**' (2, y;, 2), (i = 1, ...,n), standart koordinat sistemi ile verilen

reel uzay olsun. R**1 dizerinde

o 0 o 0 Q—O
gof):vi - Oy’ SOﬁyi - Oz, Yoz~
0
U:dz; 52%

i=1 i=1
olacak sekilde ¢ (1,1)-tensér alanini, n 1-formunu, & vektér alanimi g metrigini

tanimlayalim. Bu durumda

dir. X veY wvektor alanlary icin

0 0 0 ,
X—CLZa—xZ"‘bZa—yz‘i‘Ca (@—1,...,71)



olmak “izere

oldugundan

elde edilir. Diger taraftan

(now) (X)=n(p(X))

Dy O
_77 layz Z@xi

0 0

ve
0
e =¢ (5) =0
dir. Béylece (p,&,m), R*"T dizerinde bir hemen hemen parakontakt yapr olur. Ek

olarak

0 0 0 0
o(X),p(Y)) = 4 b—di— + e;-

0y, Oz,
= —a;d; + be;

=—g(X,Y)+n(X)n()

oldugundan g bir bagdasabilir metrik ve (R** o £ n,g) bir hemen hemen

parakontakt metrik manifolddur [9)].
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Tanim 2.7.5. V' bir reel vektor uzayr olmak vzere
J:V—V

lineer dontsumai

JP=1

sartine saglyor ise J ye V dzerinde bir parakompleks yapi denir [9].

(2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen parakontakt manifold (M, ¢, &, n) olsun.

M?*!1 x R carpim manifoldunu gézoniine alalim. Buna gore M2 x R {izerinde

(vs2)

seklindedir, burada X, M iizerinde bir vektor alani, ¢, R nin bir koordinat1 ve

herhangi bir vektor alanm

f, M?"*! x R {izerinde bir fonksiyondur. Bu durumda M?**! x R {izerinde bir

parakompleks yapi

J (X,f%) = (¢X+f€ﬂ7(X) %)

ile tanimlanir [9].
Hemen hemen kontakt yapilarda oldugu gibi para-kontakt yapilarda da

Nijenhuis tensor alani benzer gekilde tanimlanir.
Np(X,)Y)=F*[X,Y]|+|[FX,FY]| - F[FX,Y] - F[X,FY]
ve VX, Y € I'(TM) i¢in

Ny (X,)Y)=J[X,Y]+ [JX,JY]| = J[JX,Y] - J[X, JY]

= [X,Y]+ [JX,JY] = J[JX,Y] - J[X, JY]

dir.
Parakontakt yapida da integrallenebilirlik ve normallik kavramlar1 kontakt

yapidakine benzer sekilde tanimlanir.
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(M, ,&,m) bir hemen hemen parakontakt manifold ve N, ¢ nin Nijenhuis

tensor alani olsun. Bu durumda
Np(X,Y) =" [X, Y]+ [pX, Y] = ¢ [pX,Y] = 0 [X, ¢Y] (2.7.1)

dir.
M x R tizerindeki J hemen hemen parakompleks yapisinin Nijenhuis tensor

alan1 bir tensér alan1 Ny, (1,2)-tipinde bir tensor alani oldugundan

Ny ((X,0), (Y,0)) = (N@ (X.Y) = 20 (X.Y)E, ((Loxn) Y — (L) X) )

@
vi (o) (0.4)) = (e x e x5

dir. (2.7.1) esitligi goz 6ntine alinarak

ve

NO(X) V)= N, (X,Y) —2dn (X,Y) € (2.7.2)

N® (X,Y) = (Lexn) Y — (Lyyn) X
N (X) = (Lep) X
NW(X) = (Len) X

olarak yazilir. Agik olarak (¢,&,n) hemen hemen parakontakt yapisinin normal

olmast icin gerek ve yeter sart N = N©@ = NGO = N4 = ( olmasidir [9].

Onerme 2.7.2. M, (p,&,m) hemen hemen parakontakt yapisina sahip bir hemen
hemen parakontakt manifold olsun. Bu durumda (p,&,m) hemen hemen

parakontakt yapisinin normal olmast icin gerek ve yeter sart N, —2dn ® § = 0

olmasidar [9].

Onerme 2.7.3. (M, p,&,1n,9) bir parakontakt manifold olsun. Bu durumda M

nin bir K-parakontakt manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart
fo = —(,OX

olmasudur [9].
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Onerme 2.7.4. (M, p,&,n,9) bir hemen hemen parakontakt metrik manifold

olsun. Bu durumda

= 2dn (pZ, X) 1 (Y) + 2dn (pY, X) 1 (Z)
dir. Ozel olarak, ejer M bir parakontakt metrik manifold ise
29 (Vx¢)Y,2) = —=NW(Y, Z,¢X) — 2dn (0Z,X) 1 (Y)
+2dn (pY, X) 1 (2)
dir [9].

Teorem 2.7.1. (M, p, &, n, g) bir hemen hemen parakontakt metrik manifold olsun.
M nin bir para-Sasakian manifold olmasu i¢in gerek ve yeter sart X, Y € TM
$cin

(Vxp)Y = —g(X,Y)E+n(Y) X

olmasidar [9].

2.8 Hemen Hemen Normal Parakontakt Metrik Manifoldlar

Onerme 2.8.1. (M, p,£,n,9) nin (2n+ 1)-boyutlu hemen hemen parakontakt

metrik manifold olmast i¢in gerek ve yeter sart
e (Vxe)Y = (Vexp) Y + (Vxn) (Y)E=0 (2.8.1)
olmasidir. Burada NV, M nin Levi-Civita konneksiyonudur [10].

Ispat. Levi-Civita konneksiyonu yardim ile (2.7.2) normallik sart1

e (Vxp)Y — (Voxp) Y + (Vxn) (V)€ (2.8.2)
— (e (Vye) X = (Voye) X + (Vyn) (X)§)

=0
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seklinde yazilabilir.
AXY, Z)=g(e(Vxp)Y = (Voxo) Y + (Vxn) (V)€ Z)

olacak gekilde (0, 3)-tipli bir tensér alani A olsun. Agikca goriiliir ki eger A = 0
ise yap1 normaldir. Simdi yap: normal ise A = 0 oldugunu gosterelim. Ilk olarak
(2.8.2) den

AX)Y,Z2)=A,X,2) (2.8.3)

olur. Kolayca gosterebiliriz ki
AX Y, Z2)+ AX, Z2Y) = —g((Vxp) Y, pZ)

—g(¢Y,(Vxp) Z)

+n(Y)g(Vx§,Z)+n(2)g(VxE,Y)
dir.
g(@Y,pZ)=—g(Y,Z)+n(Y)n(2) (2.8.4)
esitliginden
9(Vxp)Y,0Z) + g (oY, (Vxp) Z) =n(Y) g (VxE Z) +n(Z) g(VxEY)

elde edilir. Boylece
AX,)Y,Z2)=-A(X,Z)Y)

olur. (2.8.3) den

AX,Y,Z)=—A(X,2,Y)=-A(Z,X,Y) = A(Z,Y,X)

=AY, Z,X)=-AY,X,Z2)=-A(X,Y, Z)
elde edilir ki A = 0 oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir. O]
Onerme 2.8.2. 3-boyutlu bir hemen hemen parakontakt M manifoldu i¢in
(Vxp)Y =g(9Vx&Y)E—n(Y) oV (2.8.5)
dir [10].
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Ispat. nA® 3-formu M nin hacim elemanina egittir. Boylece Vx (nA®) = 0 olur.

Ayrica

(Vxn) (V)@ (Z,W) +n(Y)(Vx®) (2, W)
+(Vxn) (2) 2 (W, Y) +1(2) (Vx®) (W, Y)
+(Vxn) (W)@ (Y, Z) + (W) (Vx®) (Y, 2)

=0
dir. Son egitlikte W = ¢ alinirsa

(Vx®)(Z,Y) = —n(2) (Vx®) (Y,§) +n (V) (Vx®) (Z,§)

=09(Z,9(@VxEY)E—n(Y)9VxE)
elde edilir. n

Onerme 2.8.3. Bir 3-boyutlu hemen hemen parakontakt metrik manifold M de

asaqrdakt uc sart karsilikl olarak denktir:
(a) M normaldir
(b) M diizerinde
(Vxp)Y =B (g(X,Y)E=n(Y)X) +a(g(pX, V) =n(Y)pX) (2.8.6)
olacak sekilde o ve 8 fonksiyonlar, vardur.

(c) M dizerinde

Vxé = a(X —(X)€) + feX. (2.8.7)

olacak sekilde o ve B fonksiyonlar: vardur [10].
Ispat. (2.8.5) i kullanarak (2.8.1) deki normallik sartinmn

Vex€ = ¢V (2.8.8)

31



ifadesine denk oldugu kolayca goriilebilir. (2.8.7) den (2.8.8) in elde edilecegi
aciktir. Simdi (2.8.8) den (2.8.7) nin elde edilecegini ispatlayalim. Oncelikle bir

{Ey, E1, E»} catisin segelim Oyle ki
Ey=¢, By =FEs, pEy=F,, g(E\,E)=-1, g(Fy Ey)=g(Fs Ey)=1,
olsun. (2.8.8) dikkate alimarak herhangi a ve 3 i¢in

Vi§ =0, Vgl=aE+BE;, Vg§=pE+aFE;

bulunur. Buradan (2.8.7) sonucuna ulagiriz. (2.8.5) i uygulayarak, (2.8.7) yi yerine
yazarsak (2.8.6) y1 elde ederiz. Tersine (2.8.6) y1 uygulayalim. (2.8.6) da Y = ¢

alirsak (2.8.7) yi buluruz. O

Sonug 2.8.1. (2.8.6) daki o ve (B fonksiyonlar:
2a0 = iz{X — Vx{}, 20 =iz{X — ¢Vx&} (2.8.9)
seklinde tanimlidir [10].

Tanim 2.8.1. Bir 3-boyutlu hemen hemen normal parakontakt metrik manifold

da
o cjer a = [ =0 ise M ye parakosimplektik manifold,
e a=0wve 8 #0 ise M ye quasi-para-Sasakian manifold,
o (3 sabit olmak tizere o = 0 ve 8 # 0 ise M ye [-para-Sasakian manifold,
e 3=—1vea=0i1ise M ye para-Sasakian manifold,

e « sabit olmak tzere o # 0 ve B = 0 ise a-para-Kenmotsu manifold denir

/11].

Onerme 2.8.4. Bir 3-boyutlu hemen hemen parakontakt M metrik manifoldu

wein asagqidaki ifadeler denktir;
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(a) M quasi-para-Sasakiandir,
(b) M dizerinde bir B fonksiyonu mevcuttur dyle ki
(Vi)Y = B (g (X, V)€ —n (V) X), (2.8.10)
dir,
(c) M dizerinde bir B fonksiyonu mevcuttur éyle ki
Vit = BpX. (2.8.11)
dur.

Ayrica (2.8.11) den goriiliir ki béyle bir manifoldun para-Sasakindir olmasi

i¢in gerek ve yeter sart (2.8.10) da 8 = —1 olmasidir [10].

ispat. Onerme 2.8.3 i kullanarak, birinci iddiay1 ispatlamak icin, bir 3-boyutlu
hemen hemen normal parakontakt metrik manifolda d® = 0 i¢in gerek ve yeter

sart @ = 0 olmasidir. Bunu yapmak i¢in (2.8.6) y1 uygulayalim:

3dD (X,Y,Z) = (Vx®) (Y, Z) + (Vy®) (Z,X) + (VD) (X,Y)
=9(Y,(Vxp) 2) + 9(Z.(Vye) X) + g (X, (Vz9)Y)
=20 (9 (X,0Y)1n(Z2) + 9 (Y, 0Z)n(X) + g(Z,X)n(Y))
=20 (2 (X, Y)n(2) + (Y, Z)n(X) + (2, X)n(Y))

=6a(®An)(X,Y,Z).

elde edilir. Manifoldun herhangi bir noktasinda ® A n sifirdan fakli oldugundan,
d® = 0 icin gerek ve yeter sart o = 0 olmasidir. Ikinci iddiay1 ispatlamak icin,

dn = ® oldugunu garanti etmeliyiz. (2.8.11) den

2dn (X,Y) = (Vxn) (V) = (Vyn) (X) = g(Vx&Y) —g(VyE, X)

= —28g (X, pY) = —28® (X,Y).

dir. Boylece dn = ® olmasi igin gerek ve yeter sart § = —1 olmasidir. O
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3. KONTAKT MANIFOLDLARLARDA

EGRILER

Bu boliimde Sasakian manifoldlarda, hemen hemen metrik manifoldlarda Legendre
egrileri ve slant egriler incelendi. Bu egriler ile ilgili baz1 karekterizasyonlar ve

sonuclar verildi.

3.1 Legendre Egrileri

Tanmim 3.1.1. (M, ¢,&,n) bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Eger
vyl — M
s — v (s)
diferensiyellenebilir egrisi M nin kontakt distribisyonu D nin bir integral egrisi
ise v ya M dzerinde bir Legendre egrisi denir [8].

Sonug 3.1.1. Bir hemen hemen kontakt metrik manifold (M, p, &, n) tzerinde bir

v egrisinin Legendre egrisi olmasy i¢in gerek ve yeter sart n (%) = 0 olmasidar.

Onerme 3.1.1. Bir 3—boyutlu Sasakian manifold tuzerinde bir Legendre egrisinin

torsiyonu 1 e egittir [1].

ispat. v bir 3—boyutlu Sasakian manifold tizerinde yay parametresi ile verilmis

bir Legendre egrisi olsun. Bu durumda

n(y) =0
dir. Buna gore
n(y) =97
esitliginin her iki tarafinin y—boyunca tiirevi alinirsa
9(V5&9) +9(&Vs7) =0
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elde edilir. V4& = —¢¥ ve g (¢, %) = 0 oldugundan
9(V5%,.6) =0
bulunur. Boylece §, V7 ya diktir. v boyunca
91,7 =g(ey,e7) =9(88) =1
9(1,¢7) =91, =g(¢¥,§) =0
oldugundan {¥, ¢¥,£}, TM nin bir ortonormal bazidir. Boylece {7, ¢, {} bazina
gore
Vit = ad + by + o€
olarak yazilir, burada
a=g(Vyy,7) =
b=g(Vsi,#9)
c=9(Vy7,§) =0
dir. Buna gore
Vi = FreY (3.1.1)
elde edilir ve burada x = Fb dir. Ayrica Frenet formiillerinden biliyoruz ki
Vi = KBy (3.1.2)

dir. Buna gére (3.1.1) ve (3.1.2) den
B = 7o (3.1.3)
olur. ¢ nin v egrisi boyunca kovaryant tiirevi
(Vi) 7 = V¥ = ¢Vyy
dir. Boylece (2.5.1) ve (3.1.3) den
(V4E2) = £ (£ + ¢V57)

elde edilir. Bu durum (2.1.6) ile birlikte gozoniine alimirsa, ¢ nin katsayisinin

mutlak degeri torsiyon oldugundan 7 = 1 olarak bulunmug olur. O]
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()klidyen 3-uzayda geodezik olmayan bir egrinin diizlemsel olmasi i¢in gerek
ve yeter sart torsiyonun sifir olmasidir. Sasakian uzay form R3 (—3) de geodezik
olmayan bir egrinin Legendre egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart torsiyonunun 1
e esit olmasidir. Herhangi bir 3-boyutlu Sasakian manifoldda diferensiyellenebilir
bir egrinin torsiyonunun 1 e egit olmas1 onun Legendre egrisi olmas1 i¢in yeterli

degildir. Boylece daha genel olan agagidaki teoremi verelim [1].

Teorem 3.1.1. Bir 3-boyutlu Sasakian manifoldda, bir diferensiyellenebilir ~
egrisi icin o = n (%) diyelim. Eger 7 = 1 ve bir noktada 0 = 6 = 0 ise bu

durumda v bir Legendre egrisidir [1].

Ispat. v, bir 3—boyutlu Sasakian manifoldda £ nin integral egrisi ve geodezik
olmayan bir egri olsun. Kabul edelim ki 7 teget vektor alam £ ile lineer bagimsiz
olsun. Buna gore {4, ¢, &} bir lineer bagimsiz sistem olugturur. Gram Schmidt

yontemi kullanilarak

{. ©y 5—07}
7 V1=02"y1=0c2

ortonormal bazi elde edilir. Boylece

oy §—o%
=t = (3.1.4)

Vﬁﬁ/:a

olarak yazilabilir, burada

1 o
a=——=9(Vs1,¢7)
1 . .
b=——=9g(Vs¥,{ = 0%)
l—-0o

dir. y nm egriligi £2 = ||V+4/||* oldugundan (3.1.4) den
Kk =Va%+b?

olarak elde edilir. (3.1.4) de v boyunca tiirev alimirsa ve Frenet formdiilleri

kullanilirsa

1+ab_ba+ i (3.1.5)
T = 1.
a?+b>  \/1—o2
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olarak bulunur. Eger a = 0 ise

g(Vid,09) =0  ve g(&¢y)=0

oldugundan V7 ile § ya da 7 ile £ lineer bagimhidir. Bu ise bir celigkidir. Boylece
a # 0 olmak zorundadir.
o=n(y) =91,

ifadesinde v boyunca diferensiyel alinirsa
oc=0b/1-— 02

veya
A
V1—o02
elde edilir. Hipotezden 7 = 1 oldugundan (3.1.5) den

b:

2052
1 — o2

O:a<5+ )+a3a—da (3.1.6)

elde edilir. Bu diferensiyel denklem ¢ozlimiinii aragtiralim. a = 0 bu sistem igin
bir agikar ¢oziimdiir ve ¢ = 0 oldugunda ise ¢ = 0 olur. Simdi kabul edelim ki o
bir sabit olmasm. A = £ diyelim. Bu durumda (3.1.6) dan A ya bagh olarak

>\d)\ N 20\?
do  1— o2

+o0=0

seklinde bir adi diferensiyel denklem elde edilir. Bu diferensiyel denklem bir

Bernoulli denklemidir. Bu denklem c¢oziiliirse
> =a*(1-0%) (C(1-0%) —1)

olarak bulunur ve burada C' bir sabittir. Simdi kabul edelim ki bir noktada o =

¢ = 0 olsun. Bu durumda a # 0 oldugundan C' = 1 olmak zorundadir. C' = 1 ise
0% = a? (1 — 02) (—02)
6 = —a? (1 — 02) o’

olur. Bu durumda o2 < 1 oldugundan ~ boyunca o = 0 olmak zorundadir. Bu ise

o min sabit olmasin kabiilii ile ¢eligir. Boylece ispat tamamlanir. O]
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Teorem 3.1.2. Eger 3—boyutlu kontakt metrik manifold M de Legendre egrilerinin

torsiyonu 1 e esit ise bu durumda manifold Sasakiandir [1].

Ispat. Herhangi bir 3—boyutlu kontakt metrik manifoldda
(Vx@)Y =g (X +hX,Y)E—n(Y) (X +hX) (3.1.7)

dir. Burada h = %Lgp olup L¢p, ¢ nin § dogrultusunda Lie tirevidir. Burada
h bir simetrik operatordiir ve € nin bir Killing vektor alani olmasi icin gerek ve
yeter gsart h = 0 olmasidir. (3.1.7) den asikar olarak goriiliir ki A = 0 olmasi igin
gerek ve yeter sart M nin bir Sasakian manifold olmasidir. Ayrica kontakt metrik

manifoldda

(Vx&) = —pX — phX (3.1.8)

oldugunu biliyoruz. Simdi v M fiizerinde bir Legendre egrisi olsun. Bu durumda

n (%) = 0 dir. v boyunca n nmin diferensiyeli alinirsa
9(V57,8) +9(1, V4§ =0
veya
ve boylece {7, ¥, £} bazina gore
Vi = al + bpy = kEs

olarak yazilir. Burada

a=g(¥,ehy), b=g(Viy, ¢Y)
dir. Buradan

=~ (at + bg)

Es

vektori v nin asli normal vektoriidiir. £y nin v boyunca diferensiyeli alinir ve
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(3.1.7) ile (3.1.8) kullanilirsa

K a b b?
ViEy=(——a+—+ —g (¥ + hy,7 — =1 3.1.9
5By ( Zat -+ gy 77))5 el (3.1.9)
K a b a
Tl —Zb—— - e ——phd
K
= —K)’.)/ + TE3
olur. ¢ (£, hy) = 0 oldugundan
hy = 0%y + ey
olarak yazilir. Buna tekrar ¢ uygulanirsa ¢ = —a elde edilir. (3.1.9) dan
£ a b Foobooa .
TE3: ——2(Z+_+—(1+5) €+ ——26+———(1+5) ("2’
K K K K K K
dir, buradan ve k% = a? + b? den
ba, — ab
T=|l—m et (1+ 5)‘
elde edilir. Eger v, h nin bir eigen-egrisi ise egri boyunca
hy = 6% + epy
=07 — apy
=0
dir. Buradan ¢ = —a = 0 dir ve 7 = (14 ) olarak bulunur. Boylece eger her

Legendre egrisinin torsiyonu 1 ise, h her yerde sifir eigen degerine sahiptir ve

boylece h = 0 olur ki bu da ispat1 tamamlar.

]

Simdi Sasakian yapmin standart ornegi olan R3(—3) de Legendre egrilerini

gozontne alalim. v (s) = (z(s),y(s), 2(s)) € R*(—3) Sasakian yapisina gore yay

uzunlugu ile parametrize edilmig bir Legendre egrisi olsun. {e, e, {} bazina gore

Vee = ae + bpe + c§
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olarak yazilir. Burada e = 7 dir. Bu denklemden

a=g(Vgee,e) =0
b= g (vcpeea 906)

¢ =9g(Veee, )
olmak tizere
Ve = =8, Vepe=§, V£ =—pe, Vol =e
Vee = —pe, Vepe=c¢e, V,e=V,pe=V=0
elde edilir [1].

Teorem 3.1.3. R3(—3) wzayndaki herhangi bir Legendre egrisinin egrilidi,
egrinin oklidyen metrigine gore xy duzlemine izdusim egrisinin egriliginin ki

katina egittir [12].

Ispat. Kabul edelim ki y (s) = (x(s), y(s), z(s)) egrisi R*(—3) de yay parametresi

ile verilmig bir Legendre egrisi olsun. Burada ¥ (s) = @ (s) & + 5 (s) 8% + 3(s) 2
olarak yazalim. Burada %, a%’ % standart baz vektorleri olmak tizere
61:2(%—1—3/%), 62:2%, 522%
olarak segilirse {ej, €2,&} bir ortonormal baz olur. Bu durumda
§() = 5@+ il e+ —wElg  (110)

2

olarak yazilabilir. n (% (s)) = 0 oldugundan, (3.1.10) dan
Z(s) —yi(s) =0

esitligi elde edilir. Ayrica [|4(s)|* = 1[(#(s))* + (¥(s))’] = 1 oldugundan
(2 (s))> + (9 (s))> = 4 tiir. Burada 6 = 6(s) olmak iizere & (s) = —2siné,

¥ (s) = 2cosf denilirse



elde edilir. V., e5 =&, V,e1 = —¢ esitlikleri gozoniine alinirsa

Vi (s) =5 (@ (s)er + 4 (s)ea)

N | —

sonucuna ulagihr. Boylece HVA-Y(S)"y(s)HQ = <9>2 elde edilir. Bu durumda + nmn
egriligi, k = ‘6” esitligini saglar. Diger taraftan v nin xy—diizlemine izdiigiim
egrisi icin o (s) = (x(s), y(s)) oldugundan ||c(s)||* = 4 olur. Burada ||.|| 6klidyen
normdur. Diizlemde « (s) egrisinin egriliginin
&y — §i|
()" + )%
4

oldugundan &, y, , § degerleri yerlerine yazilirsa ko = /29 esitligi elde edilir.

Ra =

3/2

Son egitlikte her iki tarafin karesi alinirsa,

42
2 _ 2
Ko = 4—35
olur. Dolayisiyla
K? = 4/{2

bulunur. Sonucta
| |2y — g
_ 9‘ _ Iy yx
" ‘ 1

esitliginin saglandigi goriiliir. Boylece ispat tamamlanir. O

Bir Legendre egrisinin geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart £ = 0 olmasidir.
Bu durumda k = ‘0‘ = 0 ise # =sabittir. Boylece = —2sinf, y = 2cosf ve
z —yt = 0 dan kolayca goriiliir ki R (—3) iin Legendre egrileri, x (s) = as + b,
y(s) = cs+d, a,b,c,d € R ve z(s), s nin bir kuadratigi olmak tizere a (s) =
(z(s),y(s),z(s)) seklindedir.

Diger taraftan 7 = 1 oldugundan v Legendre egrisi bir cember degildir fakat
sabit egrilikli Legendre egrileri helislerdir. v nin egriligi, v nin zy—diizlemine
izdiigimii olan egrinin egriliginin iki kat1 oldugundan bu egriler bir (x — m0)2 +

(y — y0)2 = sabit, seklinde dik dairesel silindirinde bulunurlar. Eger Legendre
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egrisi helis ise k = ’0‘ = ¢; olmahdir. 6’ = ¢y (sabit) oldugundan 6 = ¢, (s) + ¢y

(c1 = co = sabit) olur. # degerini yerine yazarsak

&= —2sin(c; (s) + ¢a)

g =2cos (c1 (s) + ¢2)
esitlikleri elde edilir. Bu iki denklemin integrali alinirsa

2
z = —cos (c1(8) +c2) + 0
1

2
Yy = C_Sln<01 (s) + c2) + yo
1

dir, yani

2 2 .
xr=—cosl+xy, y=—sinf+yy
(&1 C1

olarak bulunur. v bir Legendre egrisi oldugundan Z — yz = 0 esitligi saglanir.

Boylece
Z=-2 <2 sin (¢1 (s) 4+ ¢2) + yo> sin (¢ (s) + ¢ca)
= ——sin® (¢ (8) + ¢2) — 2y sin (¢ (5) + ¢2)

olur. Son egitlikte integral alirsak

1 2 2
z= —sin2(ci (s) +c) + Z00 cos (c1(s) +c2) = 5 (c1(s) +¢2)
veya
2 2
z = —sin20 — <0+ ﬂCosH—i—cg,

sonucuna ulagiriz [1].

Teorem 3.1.4. M bir 3-boyutlu hemen hemen normal kontakt metrik manifold
olsun. Eger bir v : I — M Legendre egrisi geodezik degilse 6, I tzerinde bir

fonksiyon olmak “izere egrinin egriligi ve torsiyonu siraswyla,

Kk =Va? + 62 (3.1.11)
ad — &b

2

(3.1.12)

K

T—‘B‘i‘

dur. Burada a = 3iz{X — Vx&} ve B = Liz {X — oV &} dir [8).
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ispat. v, 3-boyutlu hemen hemen normal kontakt metrik manifold tizerinde bir
Legendre egrisi olsun. Bu durumda {7, ¢%, £}, v boyunca bir ortonormal bazdir.
g (&,%) = 0 oldugundan v boyunca diferensiyeli alimirsa g (Vs&,9)+¢ (£, Vs9) =0
olur. Burada (2.5.6) kullanilirsa

gy =Py, 7) +9(& Vyy) =0

oldugu gortiliir. Boylece 90, I iizerinde bir fonksiyon olmak iizere
V.E; = —al + d¢y (3.1.13)

olur. Ayrica v min & egriligi (3.1.11) ile verilir.

1 a o .
Ey=—VyE, = ——§+ —¢7¥
K K> K

vektor alaninin v boyunca diferansiyeli alinir ve (2.5.6), (2.5.7), (3.1.13) kullanilirsa

o o
Vibi= =3 (2) €= 29i 9 (2) i LT 4 9T) (L1

K

ak — ak «Q ) ) ) ok — 0k
V»‘yEz = _T£ T (0‘ (7 - 77(7) f) - 5<P7) + 2 Y

F LB EANE- 13 +alo (@A) E—n(3)eh)
) )
+ EQO (—ag + dp7)

= — K + af + b

olur. Burada

:@_dn—za/ﬂ? b:a_ﬁ+5m—25[f
K K K K
dir. (3.1.11) yardimu ile
§—ad
=G+ « 2a
olmak tizere
a= 6—0, b= ac
K K



seklinde yazilabilir. (3.1.14) den
TE3 = V7E2 + K,El = Gf + bgD’)/
bulunur. Bu son denklemden 72 = a? + b? elde edilir ve ispat tamamlanir. O

Ornek 3.1.1. N, R? dizleminin a¢ik baglantils bir alt kiimesi olsun. (a,b), R
de bir ag¢ik aralik (—oo < a < b < +o00) ve M = N x (a,b) olsun. Bu durumda
M bir diferensiyellenebilir manifolddur. R? deki standart koordinat sisteminden N
uzerine indirgenen koordinatlar (x,y), (a,b) izerine R den indirgenen koordinatlar

da z olsun. Boylece (z,y,z), M tzerinde bir koordinat sistemidir. Simdi
wi:N—R, wy:N—R, f:N—R, 0:M—R,

diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. M tuzerinde hemen hemen kontakt metrik

yaprsing kuralim:

o_o0_ 90 ,o0_,9_ 9 [9_,
Yor oy oz g08y ~Y% "o Y T
0
§= =, n=uwidr+wdy+dz

0z

w%+062f wWiws w1

[9(0:,0)] = W12 w2 +oet w,

w1 (09)) 1

olsun. Burada 0\ = 0., Oy = 0, ve 03 = 0, dir. Buna gore,
n€) =1, ¢’=-I+n®E nop=0

pE =0, n(X)=g(X,¢)
sartlarimin saglandiginy gosterelim:

n (&) =1 oldugu kolaylikla gorilir.

0 0 0
X=Xi—+Xo5— 4+ X3—
18x+ 26y+ °0z
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1¢IM

0 0 0
X = X102 + Xop— 4 Xgp—
) 190(933 + 29083; + 39082’

0 0 0 0
= (g o) o (w5 )

0 0 0
= —XQ% + Xla_y -+ (CL)1X2 — CUQXl) @

dir. Tekrar ¢ uygulanirsa

0 0 0
2 _ . i o i
(2 X = XQQOax —+ Xlg[?ay -+ (leQ (,UQX1> QOaz

0 0 0 0
== (g~ ) + 0 (g 37

0 0 0
= —Xla - XQa_y + (Xqw1 + Xows) 92
0 0 0 0

= —Xl— — XQ— — Xg— =+ (Xlwl + XQ(JJQ + Xg) —_—

ox oy 0z 0z
=-X+n(X)¢
elde edilir.
0 0 0
(pX = _XQ% —+ Xlﬁ_y -+ (CleQ — LUQXl) &

olmak tzere

0 0 0
n(pX) = (widx) (—X2%> + (wady) <X18_y> + dz (w1 Xy — we X7) 5
=0
olur.
&= % oldugundan
0
=p—=0
pE =
dir. n(X) = g (X, ) saglandiginy gosterelim:

w% + oe?f W1Ws wi| |0
g (Xa 5) = [Xl X2 X3:| W19 w% + 0'62f 0%) 0

w1 Wo 1 1

= Xjw + Xows + X3
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dir.

N = widr 4+ wady + dz,

0 0 0
X —Xl%‘f‘XZa_y‘i‘Xg&

1¢IN,

1(X) = () (Xaﬁ) + (wady) (x(%) +dz (x§>

= X1w1 + XQO.)Q + X3

olur. Ayrica

«

o ia_O' ﬁ o e %f 0w B Ows
- 2002 20 \ Oy Oz

olarak bulunur ve (M,p,&,m,g) bir hemen hemen normal kontakt metrik

manifolddur [8].
Ornek 3.1.2. Kabul edelim ki
N=R? (a,b)=R,, M=R*xR,

w =0, wy=2x, [f=0, o0=2z2

olsun. o = (22)_1, b =— (2,2)_1 ve (¢,&,m, g) yapisy normaldir ve quasi-Sasakian
degildir. M de bir v = (y',72,93) egrisinin bir Legendre egrisi olmast i¢in gerek
ve yeter sart

29142 443 = 0 we (ﬁ1)2 + (72)2 = (273)_1 (3.1.15)

olmasidir. Gercekten

0 0 0
N 1Y 2 Y .3 Y
n(7) = (widr + wedy + dz) (7 5 7 ayJ” az)

oldugundan ~y bir Legendre egrisi ise
29'3% + 4% = 0
elde edilir. g (¥,%) = 1 oldugundan

w? + oe?f WiWs wi | |
g(¥,79) = [’yl A2 ”'y?’} wiws  wrtoe wy| |A2 =1

w1 [0%)) 1 ’73
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dir ve

(w? + oe®) (1) 4 (w2 + o) (37) "+ (3°) *+ 2wrwa 52+ 201443+ 2wy 24 = 1

oldugu gorilir. Buradan

(wl‘yl + wo? + 13)2 + et [("}/1)2 + (’?2)2} =1

oldugundan (3.1.15) elde edilir.

(@) v () =(0,t/2,2), t > 0 igin,
2z 0 0

9(0:,0)] = |0 422422 22

0 2x 1
ve
= 0 0
971 (0:,0)] = | 0 + =L,
0 —2 249

dir. Ayrica (2.5.3) kullanilarak

T 22
Iy =0, F%1:;> F?l__(_"'_l)?

z

2 2

Fb:l—‘%l:oy F%QZF%:;? F?2:F§1:1_%>
1 1 T

13 31 5, 13 31 o

r,="i =—
13 31 227

2x T 222
s, ==, I, =—(1+"
’ 22 27 22 ( + > )7

F%z =T

1 T

F%:a = Féz = _5’ F%:a = F:2>,2 = Z’ F§3 = ng = _;a
Fé?, =0, Fg:& =0, F§3 =0

elde edilir. Boylece
x 222 x 22
V8181 — 282 - 1 ‘|‘ 7 63, v6182 - V5201 - ;82 + ]. - 7 83

1 1
Vo5 = V01 = —0h + =05 — ~ 04
2z 2z z
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1 1
Vo,0s = Vydy = —=—0h + 5=y — ~0y
2z 2z z

222

2
Vo, = —;al + §a2 - (1 + 7) 05, V05 =0

olur. v nin teget vektor alan

1 10
T — A = — = - —
dir. Frenet denklemlerinden
V:y"}/ = kN
kullanilarak

\Y

0 1 0 1 1 2x x 222

N —

19
2 9y

olur ve buradan

:\/1(4_x2+x_2+1+4_x2+4_x4>
16 \ 22 22 z 22
1

4

ve
ViN =—-kT +71B (3.1.16)
oldugundan
2 222
VN =V, (—ﬁal + 20, — (1 + i) 83>
2 z z z
x lz 1 x?
= —;VBQC% + §;V3232 - §V3283 — ?Vaga?,

122 1 | 203«
= (‘5?*1)81— (§+@>a2+(7—;)33

elde edilir. (3.1.16) dan

S

bulunur. Yani v bir helistir.
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(b) v(t) = (Vt,—Vt,t), t >0, K= (\/515)71 ve T = (2)"" ile genellestirilmis
bir helisdir [8].

Ornek 3.1.3. Kabul edelim ki
N=R% (a,b)=R,, M=R*xR,

wi=0, wy=2z, f=0, o=2a°

olsun. o = 0, B = —x72 ve (¢,&,1n,9) yapse quasi-Sasakiandir. M de bir v =

(1,72, +3) egrisinin Legendre egrisi olmas igin gerek ve yeter sart
1-2 .3 .1\ 2 .92\ 2 1\ —2
29 +47=0 ve () +(°) =)
olmasidir. M de Legendre egrileri i¢in bazr somut ornekler verelim.

(a) v (t) = (1/c,ct,—2t), t € R, ¢ = sabit > 0 olmasi durumunda k = 7 = ¢* ile

bir helisdir.

(b) v (t) = (Vt,V3t,—V/3t), t > 0 olmasi durumunda r = V32t ver =t

ile bir genellestirilmis helisdir.
(c) v(t) = (VI—=#,t,—tv/1—t® —arcsint), =1 < t < 1 olmast durumunda,

k=2(1—)"" ver=(1—)"ile bir ejridir [8].

3.2 Slant Egriler

3.2.1 3-Boyutlu Hemen Hemen Normal Kontakt Geometride

Slant Egriler

(M,p,&,m,9) bir 3—boyutlu hemen hemen normal kontakt manifold ve

v : I — M ye bir egri olsun. 7' (s), v nin teget vektor alani olmak tizere

cosf (s) =g (T (s),)=n(T(s)), 6¢€]l0,2n) (3.2.1)
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olacak sekilde bir 6 sabit fonksiyonu var ise v ya bir slant egri veya 6-slant egri

denir. § = 7 ya da 0 = 37” olmasi durumunda, agikar olarak ~ bir Legendre

egrisidir.
Geodezik olmayan bir v #-slant egrisi i¢cin Lancret sabiti

cos 6
Lancret (y) = |
seklinde tanimlanir [13].

Onerme 3.2.1. v Frenet egrisi 0-slant egri olmasit i¢in gerek ve yeter sart

boyunca

n(N) = — sin?6, (3.2.2)
K

olmasidir. Eger a > 0 ise v min 0-slant olmasi i¢in

Isin 0| < min {\/E L 1} (3.2.3)
a o

olmasy gereklidir [15].

Ispat. 7, bir #-slant Frenet egrisi olsun. Bu durumda ~ boyunca (3.2.1) in

kovaryant tiirevi alinirsa
0=—0sinf = g (kN,&) + g(T,a (T —n(T) &) + B (T)),
elde edilir. ¢, g ye gore anti simetrik oldugundan g (T, ¢T") = 0 olur, boylece
w1 (N) + asin®f = 0
elde edilir ki bu da (3.2.2) dir. &, karakteristik vektor alani v boyunca
E=MT+ N+ X\3B
olarak yazilir. Buradan
A1 =cosf, = ~ % i 6, X3s=n(B)
olarak bulunur ve
€= (cosO) T + (—%sin20> N +n(B)B

20



olarak yazilir. £ bir birim vektor alani oldugundan

2
1 :COSZQ+%SiH49—|—U(3)2

dir ve ayrica n? (B) > 0 oldugundan ‘g sin 9‘ < 1 olarak elde edilir. Kabulden
K
a > 0 ve Frenet denklemlerinden x > 0 dir. Buna gore ‘gsinzﬁ) < 1 den
K

o K
—sin?# < 1 veya sin? < — dir. Ayrica |sinf] < 1 oldugundan
a

K
sin @] < min{\/7, ,1}

elde edilir. O

Ll=
Ll=

(3.2.2) den goriiliir ki «y egrisinin #-slant egri olmas1 8 ya bagh degildir. Yani
~ nin slanthigi Sasakin yapiya bagh degildir.

Eger ~ nin asli normal dogrusu sabit bir dogrultu ile bir sabit ag1 yaparsa
geodezik olmayan bir egri slant helis olarak adlandirilir.

Kabul edelim ki v geodezik olmasin. Yani x > 0 ve «y, £ nin bir integral egrisi

degildir ki bu 6 # 0 anlamina gelir. (2.8.7) kullanilirsa

Vi€ = a(y—cosbf) — By ()

olur. v boyunca,

.  cos B4
F].:T:;% FZZMa F3:w
|sin 6| |sin 6|

ortonormal catisim gozoniine alahm. Bu catiya gore
£ = cosOF + [sinf| F;
olarak yazilr [13].

Onerme 3.2.2. Eger bir 3—boyutlu hemen hemen normal kontakt metrik manifold

(M, p,&,n,9) dey bir 0-slant egri ise bu durumda

Vi Fy = 0§ |sinf| F, — a|sin 6| F3
ViFy = =0 [sinf| Fy + (8 + d cos b)) F3 (3.2.4)

V. F3 = alsinb| Fy — (B + dcosb) Fy
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seklinde elde edilir. Burada

1
s_ Lo s
7 gY (V3,9 (7))

dir. Ayrica

Vi€ = asin®0F, — Bsinf| Fy — acosf [sin ] Fy,
dir [13].
Onerme 3.2.3. M de 0-slant egrinin egrilik ve torsiyonu

Kk = |sinf| Va2 + 42, (3.2.5)

ad — ao
5:‘6+5COSQ+QQ—+52

)

dir. 0 # 0 i¢in Lancret sabiti

(00— ad) (a2 + &) 7F + (2 = §) (a2 + 97)"
Lancrety () = 5 (3.2.6)

dir [13].

Ispat. Egriligin tanim gbz 6niine alinarak (3.2.4) ve (3.2.5) ile iliskili olarak

1 1
N=-ViH=——"
P ey

<5F2 - O[FQ)

olur. v boyunca tiirev alinirsa

ad — &b 1
V4N = —rT + <ﬁ+56089+ a2+(52> m(aFg+5F3)

=—kT'+ 718

elde edilir.
ad — &b
w=p~+0dcosf+ Py
denilirse

B (OZF2+5F3)

B /
] Va2 462

olur ve 7 = || diir. (3.2.5) ifadesinden x > 0 oldugu igin iyi tamimh oldugunu
gosterir. (3.2.6) isareti sin @ nin isaretine karsilhik gelir ki

B cos B cos
~ |sinf|  +sind

Lancrety (7)
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dir. (3.2.6) in sag tarafindaki hesaplama (3.2.5) den cos 0 ve sin 6 ifadesi ile agiktir.

Frenet catis1 yardimiyla asagidaki ifadeler elde edilir:

g o |pl
Fp=—-N+——_B
TVt e+
O Il g
Va2 +8% /o + 62
a |sin 0] ] |sin 6|
= cos 0T — N +
¢ Vi e
|sin 4|

(a20039—55)]\7— <5+5COSQ)Q|M|B )
a? + 62 H

Buradan ||V&|| = [sin @] \/a? + (2 elde edilir ve bu norm v egrisinden bagimsizdur.

Vi€ = a sin? 6T +

]

Uyar1 3.2.1. Baz ozel durumlar asagidaki gibidir:

1. (B-Sasakian durumu) o = 0 ve 8 # 0 i¢in B-Sasakian durumu elde edilir.

sabitine

B-Sasakian 3-manifoldda geodezik olmayan bir slant egri T
K
sahiptir ki bu [-Sasakian geometride Lancret sabiti olarak goz ontine

alinabilir.
2. (a-Kenmotsu durumu) 5 =0 ve o # 0 i¢in a-Kenmotsudur.

3. Eger a = =0 ise (3.2.5) i¢in kosimplektik durum elde edilir ki k = |0 sin 6|,
7 = |d cos | ve Lancrety (y) = :I:% dur. Boylece, kosimplektik manifoldda

bir slant egri genellestirilmis bir helisdir.

4. 0 = g icin hemen hemen normal kontakt metrik manifoldlarda oldugu g¢ibi

Legendre egrisi elde edilir [13].

(M, p,&,1n,9), 3-boyutlu hemen hemen normal kontakt metrik manifold ve
v da M tizerinde bir egri olsun. Eger v, M nin 1-boyutlu altmanifoldu olarak
gbzoniine alinirsa, M nin Levi-Civita konneksiyonu V, 7 egrisi iizerine indirgenen

konneksiyonu V olmak tizere Gauss formiiliinden

Vil =V7T +h(T,T)

23



olarak yazilir. Buna gore v boyunca ortalama egrilik vektori

H=iz(h)=h(T,T)=VT
dir. A, M fizerinde Laplace operatorii olmak iizere v boyunca
AH =\ H (3.2.7)

olacak gekilde bir A € C*(M,R) fonksiyonu var ise 7 egrisine has (proper)
ortalama egrilik vektor alanina sahip egri denir. Eger A = 0 ise v ya harmonik

ortalama egrilikli egri denir. Ayrica v boyunca
AH = =NV VT
dir. Frenet denklemleri kullanilarak
—3K'KT + (K" — K* — k7*) N + (26’7 + k7') B = —A&N
elde edilir. Buradan ise
Ke=0, K —r*—kt’=—-Xr, 26T+rT =0

elde edilir ki, bu denklemlerden x =sabit, 7 =sabit oldugu sonucuna ulagilir. s

ve 7 sabit oldugundan A fonksiyonuda sabittir ve
A= kK24 72 (3.2.8)
olarak bulunur [13].

Onerme 3.2.4. (M, p,&,1n,9), 3-boyutlu hemen hemen normal kontakt metrik
manifold olsun. M de geodezik olmayan 0-slant egrisi v nin bir has ortalama

vektor alanina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart v nin bir helis ve
A =a?sin?0 + 52 4 0% 4 (&) + 266 cos § — 26 — 206 cos (3.2.9)
olmasidur. Ozel olarak v bir Legendre helis egrisi ise
A=a?+8+(a—p3)° >0
olur [13].
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ispat. v, M de has ortalama egrilik vektor alanina sahip bir #-slant egri olsun.

Bu durumda (3.2.5) ve (3.2.8) den

) 2
. ad — &b
)\:042311129—1—52—1—52—0— <m> + 236 cos @ (3.2.10)
B(ad—ad §(ad —d
+ 2 ( ) ( )cose

+ 2
a? + 07 a? 4 0?
elde edilir. k2 = a2 + §? ifadesinin tiirevi alinirsa

. le%e’
o=—%

elde edilir. Bu (3.2.10) da yerine yazilirsa (3.2.9) elde edilir. Eger § = 0 ise

Kk = «asinf| ve 7 = || dir. Bu durumda (3.2.9) dan
A\ = a?sin? 6 + 52
elde edilir. []

Ornek 3.2.1. R? nin bir agik irtibath alt kiimesi N olsun. (a,b), R de bir agik
aralik olmak dizere M = N x (a,b) bir 3-boyutlu manifolddur. N iizerindeki
koordinatlar (z,y) ve (a,b) tzerindeki koordinat da z olsun. Béylece (x,y,z), M

uzerindeki standart koordinat sistemidir.
wl,wg:N—>R, O',f:M—)R*_H

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. M izerinde bir ¢ (1,1) tensor alanini

ON_ 9 9 (9N _9 . 9 (2,

7\ or Oy 252 7 dy) Oz Y9 P\az )~
olarak ve & ile n

9

0z’

&= N = dz + widr + wedy

seklinde ve M dizerinde g metrigini de

w% + oe?f W1Wo w1
9 = lgij] = WiWs w2 +oet wy
w1 [0%) 1

25



olarak tamimlayalim. Bu durumda (M, ¢,&,n,g) bir hemen hemen normal kontakt

metrik manifolddur. Boylece g ye gore

9 _.,9 N
or  “loz| 2T o Loy “29,

bir ortonormal catidir. Bu durumda

- - (O D
- 5 (o (2)0] 5 (55

NG NG Oy Ox
o, o,
[Hy, H3| = %Hh [Hy, Hs| = %Hz
elde edilir. Buradan
1 00 Of e 2 (Ow;  Owy
_ 190 OF ,_ _ 2.11
“T 202 + 0z’ 200 \ dy  Ox (3 )

olarak bulunur. Bu durumda o = o (x,y) i¢inn kapali iken 5-Sasakian durumunun
elde edilmesi i¢in gerek ve yeter sart o = 0 olmasidar.
Eger v(s) = (71 (8),72(s),73 (s)) oldugu diginiilirse ~y nan bir 6-slant egri

olmasi i¢cin gerek ve yeter sart
w1 + waye + Y3 = cos 0
(w? + o) (1) + (wd + ge¥) (42)° + (33)° (3.2.12)
+2wiway1Ye + 2wy + 2wageys =1
olmasidir. Fakat (3.2.12) deki ikinci egitlik
(i1 + wade + 43)° + o€ [(1)° + (2)°] =1
olur ve v min bir 0-slant egri olmast i¢in gerek ve yeter sart

w1y + waye + 3 = cost

g (3.2.13)
(1) + (30)* = e

olmasidir. Kolayca hesaplanir ki
= Voe! (,1Hy + 42 Hy) + cos O Hs
ve
¢ (7) = Voe! (—32Hy + 41 Ha)
dir [13].
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Onerme 3.2.5. v, (M, ¢, &, n, g) manifoldu tizerinde geodezik olmayan bir 0-slant
egri olsun. Bu durumda

s —

cos 0 set

v (s) = |sin 6 ( %C (t)dt, sm - 7 (wy cosu (t) + wesinu (1)) dt)

dir.  Burada ((s) = (cosu(s),sinu(s)), S' c¢emberinin keyfi bir

diferansiyellenebilir parametrizasyonudur [15].
Ispat. (3.2.13) deki ikinci esitlikten bir u = u (s) fonksiyonu meveuttur dyle ki

A = %e‘f cosu (s)

(3.2.14)
Ap = —‘S\i;lge_f sinu (s)
dir. (3.2.13) de ilk esitlikte yerine yazilirsa
, sinf| _
A3 = cosf — e (wycosu(s) 4+ wysinu(s))
o
olur. [

Bu 6nermeyi Ornek 3.1.2 ye uygulayalim. Ornek 3.1.2 ye gore: N = R2,
(a,b) = Ry, w = f =0, wy = 22, 0 = 2z dir ve M = R? x R, normaldir,

fakat quasi-Sasakian degildir. (3.2.11) den

1

oldugu goriiliir. Ayrica v; = 0 segilirse u bir sabit fonksiyondur yani v = g dir.
wy |y = 0 oldugundan (3.2.13) deki ilk esitlikten 73 = cosfs olur ve (3.2.14) de

ikinei egitlikten I = (0, +00) tizerinde bir non-Legendre egrisi elde edilir:

|sin 6] 1

2= vV2cosf . NG

dir ve
2s
cos

) 2s
v+ (s) = (0, +sin 64/ wosg 8 95)

57
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O-slant egridir. {H;, Ho, H3} catisini kullanarak ve V igin Kozsul formiiliinden
yaralanilarak

5(8):§

elde edilir ve

in6
k= m\/l—i-élcosQ@
2scosf
|cos 26|
o

~ 2scosf

dir. Bu egri
T |cos 20|
k |sinf| 1+ 4cos? 6

ile genellegtirilmig bir helistir.

Ay (M, ¢, &, n, g) manifoldunda I = (0, +00) iizerinde

73 (s) = (O, 372>

egrisi

1
k=1=-

ile bir Legendre helis egrisidir. (3.2.5) in ilk esitliginden ve & = —f = % den d =0

dir ve Onerme 3.2.4 kullamlarak 3 has ortalama egrilik vektor alamdir ve

.
8

dir [13].

3.3 Lorentzian Sasakian Manifoldlarda Legendre Egrileri

Teorem 3.3.1. (M, ¢,&,n,g,€), 3-boyutlu kontakt metrik manifold olsun. Bu
durumda M nin Sasakian olmasi i¢in gerek ve yeter sart M deki bir Legendre

egrisinin torsiyonunun € a egit olmasidur [7].

ispat. M bir 3-boyutlu kontakt metrik manifold olmak iizere M nin Sasakian
olmasi i¢in gerek ve yeter sart Legendre egrilerinin torsiyonunun 1 e esit olmasidir.

Bu ¢ = 1 durumu i¢in gegerlidir. Lorentzian olmasi durumunda ¢ = —1 dir.
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~v yay uzunlugu ile parametrelenmis bir egri olsun. Bu durumda Frenet
denklemlerinde E; = 4 ve F,, Ey, Ej catisi cevreleyen uzaym yonlendirmesi
ile ilgilidir. n (§) = 0 dir. Boylece 4, £ ye ortogonaldir ve V:{ = —¢7 dir &yle ki
V7, & ye ortogonaldir. V5% = ke durumunda &, v nin egriligidir. £ timelike ve

{#, ¥} bir spacelike diizlemdir. Bu durumda
Vipy =&+ ¢(Vs)
elde edilir. Buradan
Vipy = e — Ky
olur. Bu durumda Frenet formiilleri ile birlikte gézoniine alinirsa 7 = ¢ oldugu

goriiliir.

Tersine h = %ngo olmak tizere Lorentzian olmasi durumunda
Vx&=—pX — phX (3.3.1)

dir. v yay uzunlugu ile parametrelenmis bir Legendre egrisi olsun. g (¥,£) = 0

ifadesinin turevi alinirsa

9(Vs3,8) + g (7, —phy) =0

olur ve ayrica
Vi = a§ + bpy = ks

olarak yazilir. Burada

a = eg (¥, phy)
dir. Boylece v nin asli normali
b
5, — (84 be)
K

olur.
Vit =9(Vsed,9) 7 +e9 (Vs91,6) €
kullanilarak ve (3.3.1) yardimiyla
Vipy = =by +eg (v + Iy, 7)€ (3.3.2)
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elde edilir. F5 nin diferensiyeli alinir ve Frenet denklemleri kullanilirsa

a ka &b | o b? b a brk| . a .
Vb, = ———2+—g(’v+h%’y)] §——7+ —————2] Py — —phy
kK K K K kK Kk K K
= —KrY+ 7E;3
oldugu gortiliir. Ayrica
9(%7) =1
g9 (py —hy,§) =0
olup
9(hy,§) =0
dir, yani A7y, £ ya ortogonaldir.
hy = 67 + Apry
olarak yazilir. Son esitlige tekrar ¢ uygulanirsa A = —ca elde edilir. Eger v, h nin

eigen egrisi ise A = —a = 0 dir. Ayrica Ey = 7 ve bu yiizden (3.3.1) ve (3.3.2)
sirasiyla
Vi€ = —(1+0) ¢y
Vipy = =by+e(1+0)¢

olur. Boylece E; = v, Fy = 7 spacelike ve 3 timelike F3 = ¢ dir. Lorentzian
manifoldlarda egriler igin Frenet formiilleri kullamlarak (1 +60) = 1 elde edilir.

Ayrica § = 0 durumunda M Sasakiandir. O

Ornek 3.3.1. R? de standart koordinatlar (z,y, 2) = (1, Ta, T3) ven = 1 (dz — ydz)

1-formu olsun. & = 2 (%) ve R® dizerinde ¢ endomorfizminin matrisi R® in

standart bazina gore

0 ¢ 0
— 0 0
0 ey O
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seklinde tanmimlansin. Burada e = 1 dir. Bu durumdan (£) =1 ve ¢* = —I+n®¢&
dir. Ayrica (¢,€,m) R? dizerinde bir hemen hemen kontakt yapidir. Eder g metrik
tensori

g=-(dz® +dy®) +enn

|

olarak alinirsa standart baza gore g nin matrisi

1+ey? 0 —ey
n 0 1 0

—y 0 €

olarak bulunur. g metriginin matrisini ve ¢ endomorfizmini kullanilarak
n(X) =eg(X,§) vedn(X,Y)=eg(X,0Y)

dir. Ayrica (R3,¢,€,n,9,€) bir kontakt metrik manifolddur. Konneksiyon

katsayilary hesaplanirsa

€

£ 1—ey?
Fiz = _ng = 597 F%?) = _F%:a = Ty F%l = —&y, F?2 = _g

2

olur. X =2 (% + y%), Y =2 (%), =2 (%) olmak tizere {X,Y, &} g ye gore

bir ortonormal bazdir ve ayrica
pX =—¢Y, Y =X, =0
dir. Bu son denklemler kullanilirsa
VxY =-¢ VyX=¢

Vyf = VgY = —€X, fo = V{X =eY

olarak bulunur. Simdi

X =aX +bY + ¢

Y =aX +bY +&
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olmak “izere

(V)Y =VipY — VgV
= e (aa+ bb + ) { — acX — beY — e

— g (X.V)E—n (V)X

olarak bulunur ve (R3, ¢, €&, n,g,¢) bir Sasakian manifolddur [7].
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4. PARAKONTAKT MANIFOLDLARDA

EGRILER

Bu boliimde ilk olarak hemen hemen parakontakt metrik manifoldlarda slant
egrilere yer verildi. Ikinci olarak hemen hemen parakontakt metrik
manifoldlarda Legendre egrileri incelendi. Son olarak 3-boyutlu Heisenberg

gruplarda Legendre egrileri ile ilgili baz1 sonuglar verildi.

Tanim 4.0.1. (M,¢,&,n,9) bir 3-boyutlu hemen hemen normal parakontakt

metrik manifold, v da M dizerinde bir egri olsun. Eger

9(3,€) =n(3) =c (c sabit) (4.0.1)

ise vy ya bir slant egri denir. Eger (4.0.1) de ¢ = 0 ise v bir Legendre egrisidir

[11].

Uyar: 4.0.1. g Riemann metrigi ile verilen hemen hemen normal kontakt metrik
manifoldda g (%,&) nin degeri —1 < g (%,€) < 1 dir. Bu nedenle v nin yapisal

agisine tammlayabiliriz. Yani 6 : I — [0, 27) fonksiyonu

cos O (t) = g (7 (t),&) =n (7 (1))
ile verilir. Eger 6 bir sabit fonksiyonsa ~y bir slant egridir [11].

v : 1 — M, M de bir slant egri olsun éyle ki g (¥,5) = e; = £1 dir. {4, ¢, &}

vektor alanlart igin

g(3,9) =1, 9(5,8) = ¢, g(p¥,¢7) = —e1+c?, g(F,0%) =g (& p7) =0, g(£,€) =1

dir.
{¥, ¢¥,&} lineer bagimsiz bir kiime ve T'M nin bir bazi olmasi igin gerek ve

yeter sart £, — ¢ # 0 olmasidir. Bu durumda Gram-Schmidt ortogonallestirme
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yontemi kullanilarak

Fi=%, F= - Fy = Soaieh (4.0.2)

\/|€1—C2|7 \/|€1—02\

ortonormal baz sistemi elde edilir.
Burada g (Fy, Fy) = €1, g (Fy, F3) = sgn (— (g1 — %)) = v, g (F3, F3) = —&v
dir [11].

Onerme 4.0.1. M bir 3—boyutlu normal hemen hemen parakontakt metrik
manifold olsun. Eger~y : I — M, & nin integral egrisi olmayan t¢iinci dereceden

oskilator bir slant Frenet egrisi ise,
Vil = an P + apky + a3 F3

seklinde yazabiliriz. Burada a;; katsayilarine hesaplarsak

VﬁFl = 125\/ |€1 - 02|F2 — &1/ |€1 - 02|F3, (403)

V:YFQ = —615\/ ‘61 — CQ‘F1 + (515 — UC&) F3, (404)
V1F3 = —E100/ |€1 — C2|F1 + (5 — €1’UC(5) F27 (405)

olarak bulunur. Burada ¢ fonksiyonu 6 = seklinde tanymbdir [11].

ler — ¢
{¥, ¥¥, £} nin lineer bagimh olma durumunu inceleyelim. {7, ¢%, £} nin lineer

bagiml olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Y=c yada §=c&+£py (4.0.6)

olmasidir. Gergekten {¥, ¢7,£} lineer bagimh ise 1 = 1 ve ¢ = 1 dir. Boylece
g (¥, ¢¥) = 0 veya ¢y = 0 ya da ¥ null vektor alanmidir.

Eger oy = 0ise 0 = ?y =4 — cf ve ¥ = c£ dir.

Eger ¢y null vektor alani ise a ve b fonksiyonlari i¢in 4 = a& + by~ seklinde
yazilabilir. g (4,9) = 1 ve g(¥,&) = ¢ kullanilarak 4 = ¢£ + by elde edilir.

Buradan
P = bp®y =D (= c€) = (c€ + by — c€) = V¢
elde edilir, boylece b* = 1 olur ve 4 = c€ + ¢ olarak yazilir [11].
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4.1 Slant Frenet Egriler

M, g metrigi ile bir 3—boyutlu pseudo-Riemann manifold olsun.
v: I — M, I, R de bir aralik olmak iizere M de bir egri olsun.
Eger g (%,7) = €1, &1 = £1, olmak tizere agagidaki ii¢ durumdan biri saglaniyor

ise v ya bir Frenet egrisi denir:
(a) 7 birinci dereceden oskiilatordiir yani V.3 = 0 (geodezik) dir.

(b) ~v ikinci dereceden oskiilatérdiir yani Ey (=7), Ea, (g (Ea, Ey) = g9 = £1)
olmak {tizere iki vektor alam ve 4 boyunca pozitif bir k fonksiyonu (egrilik)

mevcuttur oyle ki
V»;,El = KJEQEQ, vnyQ = —H81E1
dir.

(c) ~ tglincii dereceden oskiilatordiir yani Ey (= 7), Eo, E3, (9 (Eq, Ey) = €9 =
41,

g (Es, E5) = 3 = £1) olmak iizere ii¢ vektor alani ve v boyunca iki pozitif

k (egrilik) ve 7 (torsiyon) fonksiyonlar1 mevcuttur éyle ki
ViE = kealy, ViyEy = —ke By + 71esl, ViE3 = —TeoF,
dir [11].
Onerme 4.1.1. M bir 3—boyutlu hemen hemen normal parakontakt metrik

manifold olsun. Eger g (%,%) =1 ve g (¥,£) = ¢ = £1 olmak tizere v : [ — M

bir slant Frenet egri ise v bir geodeziktir [11].

Ispat. (4.0.6) deki iki durumu diigiinelim.
Eger 4 = ¢ ise (2.8.7) yardimiyla V5 = V£ = 0 ve 7 bir geodeziktir.
Eger 4 = € + ¢7 ise (2.8.7) ve (2.8.6) kullamlarak

Vi = Vs £ Vipy = Vil £ (Vi) 7 £ oVsy
= (a F B) (¢} = Fepy) £ oVig = £pVi5
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elde edilir. Buradan ¢ (V+7,V4%) = £9 (Vs7,9Vs3) = 0 olur ve boylece v bir

geodeziktir. O

Teorem 4.1.1. M bir 3—boyutlu hemen hemen normal parakontakt metrik
manifold olsun. Eger v : I — M, M de tgincu dereceden bir slant Frenet

egri ise egrilik ve torsiyonu siraswyla,

k=1/|e1 — || — £,02|, (4.1.1)
ve

ad — &b

T = sgn(1—6162)5+05+a2_6152

(4.1.2)

dir, burada 0 = W ile tanvmbidar [11].
1 — C

Ispat. ~, M de ficiincii dereceden bir slant Frenet egri olsun. Onerme 4.1.1 den
boyle bir egri icin e, —c? # 0 dir. v egrisi boyunca egrilik ve torsiyonu hesaplamak

i¢in (4.0.2) den (Fy, Fy, F3) catisin kullanalim. (4.0.3) den
K2€2 = —&1v ‘51 — 62‘ (052 - 5152) )

elde edilir, burada g9 = sgn (—e1v (a? — £,6%)) = +1 dir. Bu ise (4.1.1) ile verilen

ifadedir. (4.0.3), (4.0.4) ve (4.0.5) kullanilarak

1 0F; — F
B Lv.E - g9 (VOFy — e1aFy)
€2k |a? — &6

olarak yazilir.

p = \/|a? — €162| olarak alinirsa

) )
VA/EQ = 621}’.)/ (E) F2 + &9v (]_?) VA,FQ (413)

e o
— &1&897 (—) F3 — £1&9 <—> VﬁFg
p p

= —g1kE] + (Ezv"y (g) — 52% (e1v8 — 6(5)) Fy

+ (—8182"}/ (g> + €2é (e1vB — 05)) Fy
p p

0 —ad Fy—0F
:—€1KE1+52 (-51'UB+05+ a a ) var >

a? — g0 |a? — €102

66



elde edilir. Frenet esitliklerinden ve ayrica (4.1.3) kullanilarak

. 2
E3T" = vSgn (a €10 ) ( g1vf + cd + P 5152>

a? — 102

) 2
= —£169 <sgn (1 - 5102) b+ cod+ M)

elde edilir, burada 3 = —e1eo dir. Buradan ise (4.1.2) elde edilir ve ispat

tamamlanir. O

Sonug 4.1.1. M bir 3—boyutlu hemen hemen normal parakontakt metrik manifold,

v : 1 — M M de ti¢iinci dereceden oskulator slant Frenet egri olsun.
i) Eger M bir parakosimplektik manifold ise v man egrilik ve torsiyonu siraswyla,
w=1]er = [ld], = lcd]
dar.

ii) Eger M bir quasi-para-Sasakian manifold ise v min egrilik ve torsiyonu

k=+|e1 =8, T=|sgn(1—ec®) B+ |
dar.

iii) Eger M bir para-Sasakian manifold ise v nin egrilik ve torsiyonu

k=+|e1 = 0], T=|sgn(1—eic®) + cf|
dar.

) Eger M bir a— Kenmotsu manifold ise vy nan egrilik ve torsiyonu

co + 2045

— — 2|k — .82 —
k=le1 — 2 ]a? — 8%, T R

9 (Va7, 97)

| 7 seklinde tanymly bir fonksiyondur [11].
g1 —C

ile verilir. Burada ¢ =
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4.2 Null Slant Egriler

(M, p,&,1,9), 3—boyutlu hemen hemen normal parakontakt metrik manifold
olsun. Eger M iizerinde bir v egrisinin teget vektor alani null ise v ya M {tizerinde
null egri denir. Bu durumda v bir null egri ise g (4,4) = 0 dir. v geodezik olmayan
bir null egri olsun. Bu durumda g (V+5, V+7) # 0 dir. Béylece g (V47%, Vi) =1

alabiliriz. Buna gore 7 nin Cartan catisi
T=%, N=V,T, W=-V,N—-1T, (4.2.1)
olarak ifade edilir. Burada
1
T=39 (V4N,V4N)
dir ve
g(T W) =g(N,N)=1veg(I'T) = g(T,N) =g(W,W) =g (W,N) =0
dir. v null egrisi i¢in Cartan denklemleri
VisT'=N, V,;W=71N, VyN=-—-1T-W
ile verilir [11].

Teorem 4.2.1. Eger v : 1 — M, 3—boyutlu hemen hemen normal parakontakt

metrik manifoldda geodezik olmayan bir null slant egri ise

T=-— —dciﬁ—Q—CQ (4.2.2)
N
N = acy £ —¢7y (4.2.3)
c
—a?c® -1, ) 1
W = — ! Fapy+ 3¢ (4.2.4)
c c

dir [11].
Ispat. Oncelikle N vektor alanim bulahm. p, ¢, 7 fonksiyonlar: igin ¢% = py +
gN + 7W olarak yazilabilir. Buna gore

_ . . _ . . o 2 o 2 . o 2 _ 2 _
T=9(P%%) =0, g(p¥,¢Y) = =0 g(¥},&) =pctgac® =c(p+ac®) =0,
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olarak elde edilir ve buradan 7 = 0, ¢ = %c, p = Fac? ve oy = Fac?*y £ cN olur.

Boylece N = acy + 1¢F bulunur. (2.8.6) ve (4.2.3) kullanilarak

. " : :
V4N = dacy + acVyy £ - (V40) ¥+ o Vi%) (4.2.5)
1 1
= <o'zcoz+oz2c2:|:ﬁ+—>7:|:oup7——§
c c

elde edilir. (4.2.1) deki 7 ve W tamimindan dolay1 (4.2.5) kullamlarak (4.2.2) ve

(4.2.4) bulunur. O

Sonug 4.2.1. M bir 3—boyutlu manifold olsun. v : I — M, M de geodezik

olmayan bir null slant egri olsun. Bu durumda

i) M bir para-kosimplektik manifold ise v null egrisi i¢in

1 1 1
r=—og N=#¢y, W=3¢
C C

2c2’

ii) M bir quasi-para-Sasakian manifold ise v i¢in

1 1 . 1
T:iﬁ—2—62> N:lLESO% W:g&

iii) M bir para-Sasakian manifold ise 7 i¢in

1 1

1
=4l——, N==4-¢y, W=-=
T 52’ it cgé,

1) M bir a-Kenmotsu manifold ise 7 i¢in

o?c? 1

2 2e2

—a?? -1
2c

. : 1
T=- N=acy+-py, W= VFapy+ 36

dir [11].

4.3 Null Normal Slant Egriler

(M, p,&,1n,g) bir hemen hemen parakontakt metrik manifold ve v : I — M ye

bir egri olsun. Eger

g(1,y) =e1==%1, Vi5#0, g(Vs9,Vsy) =0
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ise v ya bir null normal egri denir.

Boyle bir egri icin Frenet vektorleri
seklinde tanimlanir. Burada W vektor alani

g(I.\T)=¢e1, g(N,W)=1, (4.3.1)

g(N,N):g(W,W):g(T,N):g(T,W):O

sartlarin1 saglayacak sekilde v boyunca bir vektor alamidir, burada ¢, = 41 dir.

~ null normal egrisi i¢in Cartan denklemleri
Vi;T'=N, V4N =kxgN, V,W=-T-xW
seklinde elde edilir [11].

Teorem 4.3.1. Eger v : 1 — M, 3—boyutlu hemen hemen normal parakontakt

metrik manifoldda geodezik olmayan null normal bir slant egri ise ¢ # 1 olmak

lizere av = im # 0 ve
1—¢?
N=—-a—-cy+ey), (4.3.2)
e
K= + 5+ ac, (4.3.3)
—1
= — (£ — A ) 4.3.4

dir [11].

ispat. c? # 1 olmak {izere bir null normal slant egri icin (4.0.2) deki v boyunca

bir ortonormal cati kullanilabilir. Eger
N = V,y’}/ = CLFQ + ng, (435)

denilirse, g (N, N) = a* — b* = 0 elde edilir, burada a, b diferansiyellenebilir
fonksiyonlardir ve buradan a = £b elde edilir. (2.8.7) kullanilarak

b=g(N,Fy) = _;2’9 (V46.4) (4.3.6)

1—¢
= —a/|1 = 2.
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Ayrica oo # 0 ve (4.3.6) deki a, b degerleri , (4.3.5) de yerine yazilirsa (4.3.2) elde
edilir.
(2.8.7), (4.3.5), (2.8.6) kullanilirsa
ViN = =@ (€ — ¢ + ¢7)
—a (Vi€ = Vi £ (Vi) 7+ 0V57)
= (—d +af — GQC) (& —cy £ ¢9)
(g + 0+ ac) N
a

olarak elde edilir. Buradan ise k = % + B 4 ac oldugu kolayca goriiliir.

Sonugta d, e, f fonksiyonlari igin W = dF} + eF, + f F3 kullamlarak ve (4.3.1)

den (4.3.4) bulunur. O
Teorem 4.3.1 den agagidaki teoreme sahip oluruz.

Teorem 4.3.2. v : [ — M, 3—boyutlu hemen hemen normal parakontakt

metrik M manifoldunda null normal bir Legendre egrisi olsun. Bu durumda o =

+g (N, ¢¥), a#0 ve

T=4 N=—a(ttei), W=_0s(@E5ei) m:(giﬂ)

2a
dur [11].
Ispat. , Legendre egrisi ise ¢ = 0 dir. (4.3.2), (4.3.3) ve (4.3.4) de ¢ = 0

alinmasiyla ispat tamamlanir. O

Sonug 4.3.1. v : I — M, 3—boyutlu a-Kenmotsu M manifoldunda c® # 1

olmak dizere bir null normal slant egri olsun. Bu durumda o = £g (N, ¢7%) € R

dir ve
. . -1 : .
k=ac, N=-a(§—cytpy), Wzm(ﬁ—cviw)
olur. Eger v bir Legendre egrisi ise
. —1 .
k=0 N=-al£py), W=_(F¢i)

dur [11].
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Ispat. M, o-Kenmotsu manifoldu ise a # 0 ve § = 0 dir. (4.3.2), (4.3.3) ve

4.3.4) den ispat acikca goriliir. O
( pat agikca g

Ornek 4.3.1. R3 Kartezyen uzay ve (x,y,2) bu uzayda kartezyen koordinatlar

olsun. R3 dizerinde (o, &, n) standart hemen hemen parakontakt yapis

(,081 = 82 - 2[L'(93, @82 = 81, @63 = 0, f = 83, n= QCL’dy +dz (437)

seklinde tanimhdir. Burada O = a%, Oy = a% ve O3 = % dir.

oldugu gorilir.
Kabul edelim ki M = R? x R, C R? olsun ve M iizerinde tanimlanan
bir hemen hemen normal parakontakt metrik yapist oldugu disindilirse (¢,&,n),

(4.3.7) yaprsiman M ye kisitlanmasidar ve g

—92 0 0
9(0:,0;)]=1 0 422+2z 2z
0 2x 1

ile Lorentzian metriktir.

g nin Levi-Civita konneksiyonu V olmak tzere

212

2 2
Vo,oh =~ 05+ (1 + —) s, Vi ds = Va,0h = ~0s + (1 - i) 0,
z V4 V4 z

Vo, 05 = V,00 = V05 = Vi, 0y = 2—1Zal + %32 — s,
V0o = 2o, + oy — (1 + 2—562) Dy, V0 =0
z z z
elde edilir. Son esitlikler ve (2.8.7) kullamlarak o = 5 = (22)”" bulunur.
(a) M dzerinde
v(t)=(0,—-2v—=t,t), t<0
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egrisini gozonune alalim. v man teget vektoruy =T = (0, \/%7, 1) dvr. Buna
gore

9 0 0 0

_ 1 2 1
g(T.T) = [0 1} 0 42?42z 22| |4
1

0 2x 1

olarak bulunur.

(b) M iizerinde
1 3
Hy=(-,t°
f}/() <47 78>7

egrisini gozoniune alalim. v nmin teget vektori bir null normal slant egridir
ve ey =1 dir.
Y egrisi 1¢in

ve

olur. Ayrica

olarak elde edilir.

(c) M dizerinde

f 2
fy(t):<\/¥,—a\/z,at>, t>0, a=VI—b+1+0, b:,/%
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egrisini gozonune alalim. Bir null normal Legendre egrisidir ve £y = 1 dair.
Bu egri i¢in
oy (®) = (2at)", By (8) = (2at) ™

1
(2at)

T = ((2\/5)1 —a (2\/5)1 ,a>

1 s 1
N=(-t%-——t%0
(4 VPR )

W = (—2@2 Vt, 2aV/t, —8at>

_1—2a
 2at

a(y(t) =g(N,¢y) =

ve

olarak bulunur [11].

4.4 3-Boyutlu Hemen Hemen Normal Parakontakt Metrik
Manifoldlarda Legendre Egrileri
Teorem 4.4.1. (M, p,&,m,g) bir 3-boyutlu hemen hemen normal parakontakt

metrik manifold olsun. Eger bir v : I — M Frenet Legendre egrisi geodezik

degilse egrilik ve torsiyonu

k=02 — €182 (4.4.1)
)
T = 5 + m (442)

ile verilir, burada & fonksiyonu 6 = g (V+7,¢7) ile tansmbder [10].

Ispat. v 3-boyutlu hemen hemen normal parakontakt metrik manifold tizerinde
bir Frenet Legendre egrisi olsun. v boyunca {¥,¢7,£} ortonormal vektor

alanlaridir. v boyunca g (%, ) nin tiirevi alinip ve (2.8.7) kullamlarak
g (v7’77§) = —&q1«
oldugu goriiliir. Ayrica § = g (V47, ¢%) olsun. Buradan

V;yEl = V,Y’Y = —61065 — 61(5(,0’3/ (443)

74



elde edilir. Boylece

eak® = g (Vi7, Vi) = o — £16° (4.4.4)

olur oyle ki bu (4.4.1) de verilen egriliktir, €5 = sgn (a? — £16%) = £1 ve

1 )
E2 _ —VﬁEl _ _8182@5 _ £1&9

€9K K K

Py
dir. v boyunca Fj nin tiirevi alimirsa ve (2.8.6), (2.8.7) ile (4.4.3) uygulanarak
e o
V;YEQ = —&1&27Y (E) f — 6182;V&,§ (445)
(0 . d . :
—aiey | - ) et —as - (Vi) 7+ 9Vid)

= —E 1KY — €1620§ — €1E20Y

elde edilir. Burada

28155_'_(34/{—2&/%7 b:%Jr{m—Qa/@
K K K K
dir. (4.4.4) yardimu ile
o —ad
C = 6 + €2a 206
K
olmak tzere
- 51(5(:7 - ac
K K

seklinde yazilabilir. e5 = —ee9 dir. (4.4.4) kullanilarak

CL2 — €1b2 = —815202 = 6302

oldugu goriiliir. Diger taraftan (4.4.5) esitliginden
€3TE3 = V,YEQ + €1K)E1 = &3 (Gf + bgD’)/)

olur. Boylece
637’2 = a2 - 81b2 = 8362

elde edilir ve ispat tamamlanir. O

Teorem 4.4.2. (M, p, &, 1, g), 3-boyutlu quasi-para-Sasakian manifold olsun. Eger
v : I — M geodezik olmayan bir Frenet Legendre egrisi ise torsiyonu T = |[|

olmak tizere M nin B yapr fonksiyonu ile ilgilidir [10].
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4.4.1 Non-Frenet Legendre Egrileri
Bir 7 Legendre egrisinin null egri olmas1 durumunda g (,%) = 0 dir [10].

Teorem 4.4.3. (M, p,&,n,9) bir 3-boyutlu hemen hemen normal parakontakt
metrik manifold olsun. Eger v : I — M null bir Legendre egrisi ise 9 bir
fonksiyon olmak tizere V57 = 9% dur ve sonucta yeniden bir parametrizasyondan

sonra 7y bir geodeziktir [10].

Ispat. v bir 3-boyutlu hemen hemen normal parakontakt metrik manifoldda bir
null Legendre egrisi olsun. v boyunca vektor alanlari {4, V, W} olarak secilsin

oyle ki

g(¥,9) =g(V,V) =0 (4.4.6)

gWW)=g(#,V), g({3W)=g(V,W)=0
dir. (4.4.6) dan ¢ ve d fonksiyonlar1 i¢in
Vi =cy+dw (4.4.7)

yazilabilir. v boyunca ¢ (£,7) = 0 ifadesinin tiirevi alimirsa ve (2.8.7) ve (4.4.7)
kullamlarak dg (W,£) = 0 elde edilir. Kabul edelim ki d # 0 olsun. Buradan
g (W, &) = 0 dir. Boylece (4.4.6) ile a ve b fonksiyonlar1 igin egri boyunca £ =

a’y + bV elde edilir. Ayrica yine (4.4.6) kullanilarak

1=g(&8) =2ab, 0=n(y)=g(&7) =0b

elde edilir ki bu bir celigkidir. Boylece d = 0 dir. V44 = ¢V olur ve ispat

tamamlanir. O

Eger
g, ) =e1==%1, Vi3 #£0, g(Vs¥, Vi) =0 (4.4.8)

ise v : I — M bir null normal egridir.
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Teorem 4.4.4. M bir 3-boyutlu hemen hemen normal parakontakt metrik manifold
olsun. v : I — M bir null normal egri olmasu igin gerek ve yeter sart g (y,%) =
g1 =1 ve Viy = —a (§ £ ¢7) olmasidir. Burada o fonksiyonu (4.4.9) esitligi ile

tanimbidar ve v boyunca sifirdan farkhdur [10].

Ispat. ~ bir 3-boyutlu hemen hemen normal parakontakt metrik manifold olsun.

Teorem 4.4.1 in ispatindan
ViEy = Viy = —g10€ — €10p7y
yazilabilir. Burada 6 = g (V4%, ¢) dir. Ayrica
9(Vs¥, Vi) = a® — £16°
dir. (4.4.8) den v nmin null normal olmasi igin gerek ve yeter sart &1 = 1 ve
a = 10 # 0 olmasidir. Boylece ispat tamamlanir. O]

Sonug 4.4.1. Bir 3-boyutlu quasi-para-Sasakian manifoldda null normal Legendre

egrisi yoktur [10].

Son olarak null binormal egrileri diigtinelim. Eger g (¥,5) = &1 = +1 ve

E\(=7%), Es, (g (Fs, Ey) = g9 = £1) iki ortonormal vektor alan1 meveut ve
VﬁEl = H52E27 V,'YEQ -+ li€1E1 7& 0 (449)

g( V1E2 + l€€1E1, VA/EQ + l€€1E1) =0

olacak sekilde v boyunca bir x fonksiyonu (egrilik) mevcut ise v : I — M bir

null binormal egridir [10].

Teorem 4.4.5. Bir 3-boyutlu hemen hemen normal parakontakt metrik

manifoldda null binormal Legendre egrisi yoktur [10)].

Ispat. , M de bir Legendre egrisi ve g (§,7) = e; = +1 olsun. Teorem (4.4.1)

den

VB, = Vi) = —g10§ — €109y = kealy (4.4.10)

V&EZ + a1k = —€169 (a{ + b‘PV)
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ve burada

d=9(Viy, %), k=+/|a?—¢e182], e2=sgn (042 — 51(52) =41 (4.4.11)

g10cC ac ad — &b
azl—, b=—, c=p+e 5
K K K

(4.4.12)

dir. Kabul edelim ki v null binormal egri olsun. (4.4.10) ile
g <V7E2 -+ 81/1E1, V»YEQ -+ 51/€E1) = @2 — €1b2 =0

bulunur.

Eger 1 = —1 ise buradan a = b = 0 dir. (4.4.10) ile bu durum (4.4.9) ile
gelisir.

Eger 1 = 1 ise a = £b dir. Bu durumda (4.4.12) den o« = £4 olur. (4.4.11)

de k = 0 dir ki bu durum yine (4.4.9) ile celisir. ]

Ornek 4.4.1. R3 uzayinda (x,y, z) kartezyen koordinatlar olsun. R3 1izerinde

(p,&,m) standart hemen hemen parakontakt yapis
(,061 = 82 - 21‘83, (,082 = 81, 9003 = 07 f = 63, n = QI‘dy + dz (4413)

seklinde tanimbidir. Burada 0y = %, Oy = a% ve O3 = % dir.

oldugu gorilir oyle ki yapr normaldir.
Kabul edelim ki M = R?> xR, C R3 olsun. M 1izerinde tansmlanan bir hemen
hemen normal parakontakt metrik yapist oldugu diginilirse (p,&,n), (4.4.13)

yaprsiman M ye kisitlanmasidir ve g

—2z 0 0
9(9;,0)] =1 0 42242z 2z
0 2x 1

ile Lorentzian metriktir.

Levi-Clivita konneksiyonu igin

92 92
Vo, 01 = —gag n (1 n %) By, Vo0 = V01 = gaz n (1 _ %) By,



1 1 x
Vo,03 = V01 = Vip,03 = V05 = —01 + —0a — — 03,
2z 2z z
2 22
Vo,0h = 0, + 20 — (1 + i) 05, V05 =0
z z z
elde edilir. Son esitlikler ve (2.8.7) kullamlarak o = § = (22)”" bulunur. Bu
(p,&,m,9) yapist Onerme 2.8.4 den quasi-para-Sasakian degildir.

(a) M dzerinde

v (t) = (O,at,—Q—(llg), a#0

egrisini gozoniine alalm. € = —1 ve k = 7 = a® (k ve T sabit oldugundan

bir helisdir) olup bir Frenet Legendre egrisidir.

(b) M dizerinde

1
t) = (cx/g, —20\/5, 202t> , t>0, c=——
7 (#) 7
egrising gozonune alalim. 1 = 1, k = ‘i—? ve T = \4/—5 (£ sabit oldugundan

genellestirilmis bir helisdir) olup bir Frenet Legendre egrisidir.

(c) M dizerinde

v - - . e e e _ V242 o 22 . .
egrisini gozonune alalm. €1 = —1, Kk = Y53~ ve 7 = () ile bir Frenet

Legendre egrisidir.

(d) M dizerinde

v(t) = (=t t,t%)

egrisini gozonune alalvm. Bir null Legendre egrisidir.

(e) M dizerinde

2
'y(t):<\/z,—a\/g,at>, t>0, a=vV1—b+V1+b, b:\/2—$

egrisini gozonine alalvm. Null normal Legendre egrisidir ve e1 = 1 dir [10].
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4.5 3-Boyutlu Heisenberg Gruplarda Legendre Egrileri

1 y =z
M = 01 z|:z,y,2€R
0 0 1

kiimesini goz oniine alalim. Matris ¢arpimi ile bu tist tiggensel matrislerin kiimesi

bir gruptur ve bu gruba Heisenberg grup denir.

0 0 0 0 0

61:%—y$7 egza—y—f-l'&, 63:&

olmak tizere {eq, es, €3} M nin her noktasinda lineer bagimsiz kiimedir.
g = da® + dy? + (dz + ydo — zdy)? (4.5.1)
olmak tizere g, M tizerinde Riemann metriktir. Herhangi bir X € y (M) igin
n(X) =g(X,es) (4.5.2)
1-formunu tanimlayalim. Ayrica
pler) =€, @(e2) =—er, p(ez) =0 (4.5.3)
ile ¢ (1,1) tensor alanimi tanimlayalim. (4.5.2) ve (4.5.3) den kolayca goriilir ki
n(es) =1, *Z=-Z+n(Z)es, g(0Z W) =g(Z,W)—=n(Z)n(W)
dir. Ayrica X,Y € x (M) i¢in
dn (X,Y) = g (X, ¢Y)

dir. Boylece e3 = ¢ olmak tizere (¢,&,7,9), M fizerinde bir kontakt metrik
yapit tanimlar. g den indirgenen Levi Civita konneksiyonu olmak iizere, kolayca
hesaplanir ki

[617 62] == 2637 [627 63] - 07 [ela 63] = 07

dir. Kozsul formiili ile

Veleg = —€9, V61€2 = €3, Velel =0 (454)
Ve,e3 = €1, Ve,e2 =0,  Veer = —e3
V6363 = 07 V63€2 = €1, Ve3€1 = —€2
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olur. (4.5.4) yardimiyla

R (61, 62) €1 = 362, R (61, 62) €9 = —361, R (61, 62) €3 = 0 (455)
R (e2,e3)e1 =0, R (e2,e3) €2 = —es, R (e2,e3) €3 = ey
R(€37€1) €1 = €3, R(€37€1) ey =0, 3(63761) €3 = —¢€1

oldugu goriliir [14].

4.5.1 Heisenberg Gruplarda Yerel ¢-Simetrik Legendre
Egrisi
Tanim 4.5.1. Ejer T = < olmak iizere
¢* (VrR) (VoT,T)T =0

1se 3-boyutlu Heisenberg grup tzerinde bir v Legendre egrisi yerel p-simetrik

olarak adlandirilir [14)].

3-boyutlu Heisenberg grup iizerinde bir ¢-simetrik Legendre egrisi gozoniine
alinsin. {7, T, ¢} Legendre egrisi lizerinde bir Frenet ¢atisi olsun. ¢7 = N ve

N = =T olsun. Ayrica B = ¢ alinsin. Serret-Frenet formiilleri kullanilarak
R(VyT,T)T = R(keT,T)T =kR(N,T)T (4.5.6)

elde edilir. T ve N, £ = e3 ye ortogonal oldugundan (Heisenberg gruplar igin
farzedildigi gibi) tq, t2, n1, ny skalerler olmak tizere T = tie; + taes ve N =
nie1 + noes olarak alahim.

R egrilik tensoriiniin tammi, 7" ve N ifadesi ve (4.5.5) kullanilarak
R (N, T) T = 3t1 (tgnleg - ngtleg) - 3t2 (nltgel - n2t161> (457)

elde edilir.
T, T = N ve £ = e3 oldugundan sag el kuralindan tyny — tan; = 1 olur. Bu
esitlikten

R (N, T) T= 3t261 — 3t1€2
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olur. (4.5.6) ve (4.5.7) kullanilarak
R (VTT, T) T = k3t261 — k3t162 (458)
oldugu gortilir.

(VrR) (V¢T,T)T =VrR(V¢T,T)T — R(V3T,T)T — R(VyT,VT) T

(4.5.9)
— R(V¢T, T) VT
=VrR(KN,T)T —KR(N,T)T + K*R(T,T)T
—kTR(B,T)T — kR (kN,T)T + kK'N
dir.
R(B,T)T = R(f,tlel —|—t2€2) (t161 +t2€2) (4510)

= —t2R(e1, &) er — titaR (e9,€) €1 — tat1 R (e1,€) ea — t3R (e2,€) €n
olur. (4.5.10) da (4.5.5) kullanilarak
R(B,T)T = (t] +13) e3 (4.5.11)
elde edilir. Yine
(VrR) (kN,T)T = (K'3t* — kts3tses — k'3t1) ea — kt13t1e3 (4.5.12)
dir. (4.5.9) da (4.5.10), (4.5.11) ve (4.5.12) kullanilarak

(VTR) (VTT, T) T = —kt23t263 — k:t13t163 — kT (? + t%) €3

— k? (3tye; — 3ties) + K (n1eg + nges)
esitligi goriliir. (2.3.1) ve (2.3.2) ile
©* (VrR) (VoT,T)T = k* (3tye; — 3ties) — k' (nieg + ngey) (4.5.13)
olur. Bu yerel p-simetrik Legendre egrisi olsun.

]{IQ (3t261 — 3t1€2) — k/ (TL161 —+ n262> =0 (4514)
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seklinde tanimhdir.

(4.5.14) in her iki tarafi e; ile i¢ garpima tabi tutulursa
—k?3ty + k'ny =0 (4.5.15)

elde edilir.

Eger bu egri bir gember ise k = a pozitif sabit ve 7 = 0 dir. Buradan (4.5.15)
k=0
olarak verilir. Bu egitlik k£ = a pozitif sabitiyle geligir [14].

Teorem 4.5.1. Bir 3-boyutlu Heisenberg grup tzerinde bir yerel p-simetrik

Legendre egrisi ¢ember degildir [14].

83



5. KAYNAKLAR

1]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

C. Baikoussis and D. E. Blair, On Legendre Curves in Contact 3-Manifolds,
Geom. Dedicate, Vol. 49, 135-142, 1994.

J. T. Cho, J. I. Inoguchi and J. E. Lee, On slant curves in Sasakian
3-manifolds, Bull. Austral. Math. Soc., Vol. 74, 359-367, 2006.

Manfredo P. do Carmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces,
Brazil, 1976.

Sibel Sener, Diferensiyellenebilir Manifoldlar Uzerindeki Kontakt Yapilar,
Y. L. Tezi, Inonti Universitesi, Tiirkiye, 2008.

Bayram Sahin, Manifoldlarin Diferensiyel Geometrisi, Nobel Yayncilik,
Thrkiye, 2012.

D. E. Blair, Riemannian Geometry of Contact and Symplectic Manifolds,
Progress in Mathematics Vol. 203, Birkhauser, Boston, 2002.

M. Belkhelfa, 1. E. Hirica, R. Rosca and L. Verstraelen, On Legendre
Curves in Riemannian and Lorentzian Sasaki Spaces, Soochow Journal of
Math. Vol. 28, No 1, 81-91, 2002.

Joanna Welyczko, On Legendre Curves in 3-Dimensional Normal Almost
Contact Metric Manifolds, Soochow J. Math. 33, 929-937, 2007.

Bilal Eftal Acet, Para-Sasakian Manifoldlarin Altmanifoldlar1, Doktora
Tezi, Inonii Universitesi, Tirkiye, 2014.

Joanna Welyczko, On Legendre Curves in 3-Dimensional Normal Almost
Paracontact Metric Manifolds, Result. Math. 54, 377-387, 2009.

Joanna Welyczko, Slant Curves in 3-dimensional Normal Almost
Paracontact Metric Manifolds, Mediterr. J. Math., 965-978, 2014.

Cetin Camci, Kontakt Geometride Egriler Teorisi, Doktora Tezi, Ankara
Universitesi, Tiirkiye, 2007.

Constantin Calin and Mircea Crasmareanu, Slant Curves in 3-dimensional
Normal Almost Contact Geometry, Mediterr. J. Math., 2012.

A. Sarkar and Dipankar Biswas, Legendre Curves on Three-Dimensional
Heisenberg Groups, Ser. Math. Inform. Vol. 28, No 3, 241-248, 2013.

Jun-ichi Inoguchi and Ji-Eun Lee, Almost contact curves in normal almost
contact 3-manifolds, J. Geom. Vol. 103, 457-474, 2012.

84



[16] H. Hilmi Hacisalihoglu, Diferensiyel Geometri, Ankara Universitesi, Fen
Fakiiltesi, Tiirkiye, 1998.

[17] Saban Giiven¢ and Cihan Ozgiir, On Slant Curves In Trans-Sasakian
Manifolds, Revista De La Unién Matematica Argentina, Vol.55, No.2,
81-100, 2014.

[18] Giovanni Calvaruso, Contact Lorentzian manifolds, Differential Geometry
and its Applications, Vol. 29, 41-51, 2011.

[19] Z. Olszak, Normal almost contact metric manifolds of dimension three,
Ann. Pol. Math., 42-50, 1986.

85



Ad Soyad:

Dogum Yeri ve Tarihi:

Adres:

E-Posta:

Lisans:

OZGECMIS

Ecem KAVUK
Malatya / 01.01.1990

Inonii Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi,

Matematik Bolimi
ecem1990_ugurlu@hotmail.com

Inonii Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi,

Matematik Boliimii (2008-2012)

86



