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ONSO2Z

Bu galigmada,Cebirsel Topolojinin cok &nmemli iki konusu;
Homotopi Teorisi-H gruplari ve Demet Teorisi birlikte ele ali-
narak,H gruplari vasitasiyla yeni bir cebirsel yapili demet
inga edilmis ve Snemli cebirsel topolojik karakterizasyonlar
verilmigtir.

I.B6lim ve II.BSlijm de galigmanin kolay anlagilmasini sag-

amak gayesi ile Homotopi teorisi,H gruplari ve Demet teorisine
I.Bolimde Homotopinin tarifinden hare

ait bilgiler verilmigtir.
ketle,konuyu H gruplarina getirerek,H gruplari teskil ve tetkik
edilmigtir. II. BSliim de Demet teorisine bir girig yapilmig,De-
metin tarifi ile birlikte &nemli ba;1 tarif Jve teoremler veril-
migtir.Nihayet,bu bdliimiin sonunda demetlerln topolojik yapilari-
nin yaninda bir cebirsel yapiyi da haiz olabilecekleri goriilmigtiir.
Caligmamizin liglincd BSliimiinde,cebirsel yablll demetlere bir
misdl tegkil edecek sekilde,yeni bir demet tegkil edilmistir.
S0yle kij;taban ciimle olarak bir P topolojik uzayini g&zdniine alrp,
farkli her p.,i(I noktasi igin (P,p ) noktali topolojik uzay-

lary tegkil edilmig ve (P,p ) ile (P,p ) 5 i,j€I1, iz j,noktali to-

polojik uzaylari ayni homotopi t1p1nde alindiginda birisi H grubu
ise dlﬁerlde H grubu oldugundan (P,p ) H gruplarinin herbirine,
(X, % ) herhangi bir noktali topolojik uzay olmak iizere,

L_h (B.p- i] farkla gruplarl tekabiil etmektedir.Herbir (P,p) H

gruplari igin P lizerinde H(P) = V[:X;(P,p)j climlesi tegkil
. p¢P
edilmis ve Y:H(P) - P tabii tasvir ,yani her O-ij d:x (i pj]‘_

HEP) C:H(P) ficin Y(o) = Y((LC£3 )::p,olmak lizere H(P) uzerlnde

bir tab11 topoloji inga ed11m1§ ve-bu topolojiye nazaran Y nin

lokal topolojik oldugu,H(P) nin saplarinda ki grup operasyonunun
bu topolojiye nazaran silirekliligi gosterilmigtir.
Daha sonra,bu tip demetler ve altindaki topolcjik uzaylar

arasinda bazi cebirsel topolojik karakterizasyonlar verilmigtir.
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I.BOLUM

HOMOTOP1 VE H-GRUPLARI

Bu bGIUmde Homotopi kavrami ele alindiktan sonra,problemimize te-
mel tegkil eden H-Gruplari iizerinde durulmug ve ¢alismamiz dogrultusun~

da gerekli olan tarif, teorem ve karakterizasyonlar verilmigtir,

1.1 Homotopi Kavrami T e

S

Tarif 1.1.1, X bir topolojik uzay,A=X bir éltcﬁmle ve-EGX olsun.

x noktasina'A nin bir kapanig noktasi denir,gayet x i 1hzlva eden her-
bir agik ciimle A ya ait bir nokta ihtiva edlyorsa A nin kapan1§1 A ile
gisterilecektir. '

Teorem:1.i.1.1, V bir topolojik X uzaylnda iki altciimle ise,bu tak-
tirde UUV UUV

Ispat:Bak C 1]

Teorem:1.1.2. f:X——-Y tasviri slireklidir,yalniz ve yalniz herbir
AcX icin f(A)C f(A) ise. h

Ispat:Bak [1] .

. Teorem 1.1.3. Farzedelim ki X iki kapali altuzayin birlegimidir,
X=AUB.§ayet £:4 — Y,p:B ... ¥ giirekli tasvirler ise 9 flAlWB g | ArWB.‘
Bu taktirde h:X _ﬁ.Y Oyleki h,A f h,B g, tasviri siireklidir.

Ispat: QcX bir altciimle olsun. Ql-QrWA Q2— Q(WB vazedelim.Bu taktir-
de Q= QlU Q2 ve dolayisiyla h(Q)—-h(Q YU h(Q2) Teorem 1.1.1.den dolayi
0—-Q U Q2 .0 halde, h(Q)_.h(Q YU h(QZ) $1md1 xth—-Q MA bir nokta olsun.
bu taktlrd; X 1 ihtiva eden herbir agik ciimle Q NA ya ait bir nokta
intive eder ve dolaylslyla A ya ait bir nokta ihtiva eder.0 halde X€A.
Fakat A kapalidar, dolayisiyla x¢A.Demek ki :Q C3A ve dolayisila h(Q )=
r(Q. ) Ayni gekilde Qj: B ve h(Q2)_ g(QZ) Fakat f ve g siirekli oldukla—
rlndan Teorem 1.1.2 den dolayi f(Q )CIf(Q ) ve ¢(Q )c:g(Q ) Dolaylsly—

Lh(@=h@)Y @, ») = £@)U g(QZ)C £QQ, )u Q)= A(q, )u h(Q,) .Halbu-
ki,Teorem 1.1.1.den dolaya, h(Q)_ h?ﬁ'?f?ﬁfaz)_ h(Q )L}h(QZ) Dolaylslyla
h(U)CZh(Q), yani h siireklidir.

Iarlf 1.1.2. X,Y iki topolojik uzay ve f,g:X _, Y siirekli iki tas-
vir oisun.f,g ye homotéptur denir ve f~ug veya ffgag ile gdsterilir,

s




" sayet JF(x,t)=F:XxJ — Y ) F tasviri siirekli ve her x¢X igin F(x,0)
h =0,F(x,1)=g.
F tasvirine ise f den glye homotopi denir.
Teorem 1.1.4. ~x homotopi baZintisi bir egdegerlik bagintisidir.
Iséat: (i) f~f dir.Zira,F:XxJ — Y tasviri,F(x,t)=£(x) olarak
tarif edilirse,F(x,0)= f(x),F(x,1)=f(x) ve F(x,t) siireklidir,Dolayi- i
siyla £~sf dar,

: (ii) f~vg ise gnuf'dlr.iira,ffvg = IF(x,t):XxJ— Y tas-
viri siirekli ve F(x,0)=f,F(x%,1)=g.G(x,t)="F(x,1-t) geklinde tarif
¢dilmig olsun,Bu taktirde G siirekli ve G(%,o): F(x,1)=:g, G(x,1)=F(x,0)

=f,dolayisiyla g~f,

! (1ii) f~rg,g~h ise f~h dlr.Zira,’
l~g =>3F(x,t):XxJ — Y ) F siirekli ve F(x,0)= f,F(x,l)=g.
g~h=>3G(x,t):XxJ — Y ) G siirekli ve G(x,0)= g,6(x,1)= h.

Simdi H(x,t):XxJ——Y tasvirini

F(x,2t), 0t & 1/2

H(x, t)=4
G(x,2t-1),1/2<t<1

scklinde tarif edelim,Teorem 1.1.3 den dolayi H(x,t) siireklidir.Diger
taraftan H(x,0)=F(x,0)=f,H(x,1)= G(x,1)= hiDolaylslyla f~h. )

Demek ki,X topolojik uzayindan Y topolojik uzayina biitiin siirekl4
tasvirlerin climlesi ~~ bagintisi vasitasiyla ayrik e§deger1ik sinifla-
ra ayrilmis bulunmaktadir.Bu egdeferlik siniflara homotopi siniflari [
denir ve biitiin homotoﬁi siniflarinin ciimlesi CX;Y] ile gosterilir.$a-
yet f:X— Y ise,f nin homotopi sinifi Cf3J ile gﬁsteriiir.

Tarif 1.1.3. X,Y iki topolojik uzay,X§X herhangibir altclimle ve
f,2:X —Y de her xy¢X, ig¢in f(xo):=g(xo) sartini saglayan iki siirekli
tasvir olsun.f tasviri X, a nazaran g ye homotobtur denir ve f~vg rel.X,
ile gdsterilir,sayet agapidaki sartlari saglayan bir F(x,t):XxJ — Y
sirekli tasviri varsa:

1) Her xtX-dcin F(x,0)==+F,F(x;1)g.

ii)Her XOGXéigin F(xo,t)=:f(xo)=:g(xo).

XO::¢ ise sadece favsg yaziyoruz.Demek ki édi homotopi relatif ho-

motopinin bir &zel halidir.
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Teorem 1.1.5. f,giX— Y siirekli tasvirler olsun,8yleki f~g.Sa-
yet h:Y— Z bir siirekli tasvir ise,bu taktirde hf,hg:X—> Z tasvir -
leri stireklidir ve hf~vhg.

Ispat:1ki siirekli tasvirin terkibinin de siirekli bir tasvir ol -
masindan dolayi,hf,hg siireklidirler.f~vg =5 3F(x,t)=F:XxJ - Y siirek-
li ve her x¢X ig¢in F(x,0)=1f,F(x,1)=g.$imdi,G:XxJ— 2 tasvirini
G(x,t)=h(F(x,t)) seklinde tarif edelim.Bdylece h,F sﬁfekli ve G=hoF
oldugundan G siireklidir.Diger taraftan G(k,o)::h(F(x,o))::h(f(x)): hf
ve G(x,1)= h(F(x,1)) =h(g(x))=hg.Dolayis1iyla hf ~ hg.

Teorem 1.1.6. £:X — Y, g,h:Y — Z siirekli tasvirler,) .grvh ol-

sun.Bu taktirde gf,hf:X — Z tasvirleri siireklidirler ve gf~/hf.

) Ispat: Agiktir ki gf ve hf siireklidirler.Ayrica g~h=>3F:
YxJ —Z J F siirekli,her y€Y ig¢in F(y,0)= g(y) ve F(y,1)=h(y).Simdi
C(x,t)::G:XxJ-——»Z tasviriniVG(x,t)::F(f(x),t) seklinde tarif edelim.
G siireklidir ve G(x,t)=F(f(x),0)=gf,G(x,1)= F(£(x),1)=hf.Dolayis1y-
la gf~~hf. '

Tarif 1.1.4. X,¥ iki topolojik uzay ve f:X —Y siirekli bir tasvir
olsun.f tasvirine "homotopi egdegerlilik,, denir,sayet agagidaki sartla-
r1 saglayan siirekli bir f':Y —X tasviri varsas

"1y ff'r\le
i) £'Easly

X uzayindan Y uzayina,homotopi egdegerlilik bir f tasvirinin varli-
#1 halinde,X ve Y uzaylafl'"éomotopi egdegerdirler,, veya "ayni homotopi
tipindendirler,, denir ve X~Y sembolii ile gosterilir.

Teorem 1.1.7. Ayni homotopi tipinden olma bagintisi bir egdegerlik
bafgintisidair. _

Ispat:Ag¢ikca,yansima ve simetri aksiyomlarinin dogrudan dogruya
tariften saflandiklari goriiliir.Gegigme aksiyomuna gelince:

. XY, Y~ Z =>X~Z.Cergekten,X~Y =>Jf:X — Y,f':Y —X Gyleki f,f'
stirekli ve ff'le,f'f~1x.Y~Z_—.>3g:Y —Z,g':Z —Y byleki g,g' sii-
rekli ve ggﬂ«JlZ,g'grulY.Diger taraftan heeof:l —2  hi=f'g'sZ2—+ X
terkipleri silirekli tasvirlerdir.Ustelik,h'h:X —X,hh':Z —>Z.GSstere-
Limki h'h~1 ,hh'~1,.Gergekten h'h=(f'g"') (gf)=F'(g'g)f.Halbuki g'g~Lly.
Dolayisila,Teorem 1.1.5 den dolaya f'(g'g)r«f'1Y==f’,yani f'(g'g)~f".
Vine teorem 1.1.6 dan dolayi,f'(g'g)f~f'f.Yani h'h~f'f elde edilir.

Halbuki f'fnJlX ve ~ bagintisi bir egdeferlik bagintisi oldugundan,




h'hrle bulunur.Benzer §eki1de,hh5~112 elde edilir.Dolayisiyla,X~Z.

Neticede gdstermis oluyoruz ki,yukarida tarifi verilen "homotopi
esdeger,, baglntlsl ile, topolojik uzeylﬁrln sinifini,ayrik siniflara a-
yirmak mimkiindlir,5yleki ayni sinifa ait iki topolojik uzay ayni homo -
topi tipindendir.Bu siniflar,topolojik e§degef'uzay1ar1n siniflarinin
ciimlesinden daha genigtir.C2] .Dolayisiyla,topolojik egdegerlilik homo-
topi egdegerlilikten daha kugetlidir.§6y1eki,bir homotopi invaryant
.(yani homotopi egdeger uzaylarin tagidigi bir deger)ayni zamanda bir
topolojik invaryanttir.Aksine bir_topolojik invaryant,bir homotopi in-
varyant olmayabilir. "

Teorem 1.1.8.X,Y topolojik egdeger iki uzay olsun.Bu taktirde,X ve
Y homotopi egdegerdir. ' - '

Ispat:X,Y topolojik esdeger olduklarindan f:X —Y tasviri siirekli
bire-bir ve lizerinedir.Ayrica f nin f-l:Y-——*X inverside‘sﬁreklidir.Do;

layisiyla ff_£= lY,f_1f== X ~ bagintisi,bir egdegerlik bagintisi ol -

1

dugundan ff_E\alY, £ fnJiX. Binaenaleyh, tariften dolayi,Xqu.

Not:Bu teoremin kargiti dogru olmayabilir.

Tarif 1.1.5.(P,.) bir grup ve (?,T) bir topolojik uzay 8yleki, Tx T,
PxP nin garpim topolojisidir.Bu taktirde, (P,.,T) tiglisi bir topolojik
grup olarak isimlendirilir,gayet agagidaki gartlar saglaniyorsa:

1) Her (x,ykPxP igin bir u:(PxP,txt) - (P,T) Oyleki uf{xyy) =xy
§cklinde‘tarif edilen U tasviri siireklidir.

ii) Her x(P igin a:(P,t)— (P,T) 9a(x)=’x—l seklinde tarif edilen
o tasviri sﬁreklidir.h

Tarif 1.1.6.P bir topolojik uzay ve Py ¢P olsun.(P,p,) ¢iftine nok-
tali toplojik uzay adi verilir. . P

Tarif 1.1.7, Bir ‘X topolojik uzayi ve bunun bir AC X altuzayi veril-

mrs olsun.(X,A) ¢iftine topolojik ¢ift denir.

(X,A),(Y,B) iki topolpjik ¢ift iseler,f:(X,A)-—f (Y,B) tasviri ile,
X den Y ye f(A)C B sartini saglayan siirekli bir f:X — Y tasviri ifade
cdilecektir.Ayrica (X,A) topolojik éifti verildiginde (X3A4)xJ ile
(XxJ,AxJ) topolojik ¢iftini ifade gdecegiz.

Tarif 1.1.8.(X,A),(Y,B) tOpoldjik giftleri ve X'c X altuzayi veril-

miy olsun.Farzedelim ki fo,fl:(X,A)——+ (Y,B) tasvirlerinin,X' ye tahdit-

leri egittir,yani fleE='fl|X'. Bu taktirde f,,X' ye'nazaran f1 e homo-

‘ i ; : : : I I



toptur diyoruz ve f rVE jrel. X' yaziyoruz,gayet F(x,0)=f (x),F(x,1)=-
(x) ve her x€X', téJ igin F(x,t) =f (x)= f;(x) gartlarimi saglayan bir

o (X,A)xJ—(Y,B) siirekli tasviri ‘mevcut ise.

F tasvirine rel.X' homotopi denir ve bu homotopi kisaca £ E flrel.
ile ifade edilir.

Teorem 1.1.9, Homotopi tasvirlerin terkipleri (kompozisyonlari) ho-
motop tasvirlerdir.

[spat: fo,flz(X,A) + (Y,B) tasvirleri X'€c X altuzayina ve gos8yt
(Y,B) - (Z,C) tasvirleride,Y'C Y altuzayina nazaran homotop olsun.Bura-

da f (X e Yoty Bu taktirde, gdstermek istiyoruz ki, goforvglflrel X!

forrfy rel X' =>3IP(x,t):(X,A)xJ + (¥,B) ) F siirekli ve F(x,0)= f (x)

F(x, 1)—-f (x) ve'her x¢X',t€J ig¢in F(x,t)=f£ o(¥)=£1(x). )

EONBIWI Y'=>3G(y,t):(Y,B)xJ » (Z,C) ) G siirekli ve G(y,o)_go(y)

U(y,l)::gl(y) ve her y¢Y',t€J igin G(y,t)::go(y)z:gl(y).

Simdi, Hl,Ho'(X A)xJ » (Z,C) tasvirlerini, H (x t)=;g0(F(x,t)) ve
H. (x t)_.G(tl(x) t) seklinde tarif edelim.Bu taktirde hl, 9 Xl =+ Z
quVlrlerl siirekli tasvirlerin kompozisyonu oldugundan stireklidirler.
Difer taraftan,H (AXJ)C C,Hp(AxJ)C C. Ustelik,H (x o)__go(f (x)),H (x 1)
(f (x;) her x¢X',t€J igin H (x t)_.go(t (x))__g (f (x)). Dolaylslyla
" Aagoflrel X'. Ayni gekilde, H (x o)_.G(f (x),0)=2¢8 (fl(x)), H (x 1)=
GCE (x) 1)__g1(f (x)) ve her xéX' t€J ig¢in H, (x t)__go(t (x))__gl(f (x))
uldugundan Pod fanglflrel .X'.Dolayisiyla, ~rel. X' bir e§deger11k bagin-

t1s1 oldupundan dolayi,g_f ~sgqf rel.X'.
M- T Rl ) B |

1.2. Kategori ve Funktorlar : .

Tarvif 1.2.1.Bir(3 kategorisi
(a) Nesnelerin bir sinifidir. .

(b) Her.X,Y sirali nesne gifti icin,hom(X,Y) ile gdsterilen bir
lonksiyon ciimlesi tarif edilmigtir,8yleki herbir fonksiyona morfizm de-—
hir.Herbir morfizmin tarif bolgesi X,deger bSlgesi ise Y dir.f¢hom(X,Y)
ise, X > ¥ weya X £Y yazilir.

(¢) Morfizmler igim bir kompozisyon tarif edilmigtir,dyleki her
X,YyZ sirali nesne icliisii igin f:X - Y, g:Y¥ > 2 ise gf= gof:X » Z dir.

oi=gof ye f ve g nin terkibi veya kompozisyonu denir.
(a),(b),(c) asagrdaki gartlari saglarlar:

(i) Asosyatiflik: £:X - Y, g:¥ >~ Z, h:Z >~ W ise h(gf)=(hg)f.

IrEst
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€ii) Ozdeglik: Herbir Y nesnesi i¢in 31Y:Y > Y morfizmi &yleki
L:X > Y, h:Y > Z ise,bu taktirde,
ot = f
¥
hi = h.
>4

l, morfizmine Szdeg morfizm denir.

Tarif 1.2.213 ve[) iki kategori olsun.Fiz 4-E)tésvirine funktor veya
kovaryant funktor denir,§ayet(3 ye ait hefbir X nesneye E) de bir F(X)
nesne, f:X -+ Y morfizminede EJ de F(f):F(X) > F(Y) morfizmi tahsis
olunmaktadir, g6yleki:

=) F(lx)-_'lF(x)
i i1) F(gl)=F(g)F(f). )

Tarif 1523 C ve‘ iki kategori olsun.F:C—> D tasvirine kofunk-
Lor veya kontravaryant funktor denir,gayet.(? ye ait herbir X nesneye
de bir F(X) nesne,f:X + Y morfizmine E) de F(f):F(Y) - F(X) morfizmi
tahsis olunmaktadir, gdyleki; v

i) F(lx);le(x)

1i) F(gf)=F(f)F(g). C2.
=3 H—Gruplarl

Bir uzaydan digerine olan tasvirlerin homotopi siniflarinin ciimle-
sinde,bazi hallerde bir tabii. grup yapisi 'takdim etmek miimkiindiir.Bunun
i¢in P uzaylarini gbzbniine alarak,biitiin X ler iginl:X;P]>E§ﬁlesini teg-
kil edelim.Bu ciimle iizerindeki grup yapilari ile P lizerindeki grup ya-
prlari arasinda yakin bir baglanta vardir.$0yleki:P Szdes elamani taban
noktasi olan bir topolojik grup olsun.Taban noktalarini muhafaza eden
X den P ye siirekli biitiin tasvirlerin ciimlesinde,tasvirlerin noktasal
carpimi olarak tarif edilen bir kompozisyon kaidesi vardir,Yani,
£1-82:X > P ise,bu taktirde 8189:X > P glgz(x)czgl(x)gz(x) olarak ta-
i rL['edilirz Egitligin sap tarafi P deki grup ¢arpimidir.Bu kompozisyon
kaidesi ile taban noktasini mhhafaza eden X den P ye slirekli tasvirlerin
;ﬁmlesi bir gruptur.($ayet P komutatif ise,bu da komutatiftir.) Bu kom-
pozisyon kaidesi,X den P ye taban noktasini muhafaza eden slirekli tasvir-
lerin'CX;P] homotopi siniflar ciimlesi iizerinde bir operasyon intac. eder, .

dylekl burada [gf][jgzjzztglgéj'olup agafidaki teorem elde edilir.

Teorem 1.3.1.Farzedelim ki P,bir topolojik grup olsun.Bu taktirde




b

Hl, noktali topolojik uzaylarin homotopi kategorisinden,gruplar ve

homomorfizmleri kategorisine bir kontravaryant funktordur. '
Ispat:Burada noktali topolojik uzaylarin homotopi kategorisinde
ncsnelgf noktali topolojik uzaylar,morfizmler ise f:X - Y (X ve Y -iki
noktall topolojik uzay) oldugunda, L f] ~hemotopi slnlflarldlr H kont~-
ravaryant funktoru ise,gdyle tarif edilmigtir: Herhang1b1r~nokta11 to-
polojik uzaylarin kategorisi ve b1r P noktali topolojik uzay (ayni za-
minda bir topolojik grup) icin H ,noktali top01031k uzaylarin katego-
risinden,gruplar ve homomorfizmler kategorisine bir kontravaryan funk-
tordur oylekl X nokta11 topolojik uzaylarin kategorisinde herhangi blf
anne ise | (X)"-E X3 Pj dir ve f:X - X' herhangibir morflzm ise
EX ;P3 > CX;P] morfizmi,Cgh :X' »® morflzml igin f Cgl)=Cg'o £]
seklinde tarif edilir, f* anlamlidir,zira Teorem 1.1,9 dan do-
layl homotop tasvirlirin terKipleri homotoptur.
. P noktali topolojik uzayi ayni zamanda bir topolojik grub oldugun-
dan, 818,:X = P igcin (glgz)(x):zgl(x)gz(x) seklinde tarif edilen garpi-
min CX;PJ  ilizerinde intac4ettigi(:gljcg23=[g1gzj gseklindeki carpima
gore CX;P] bir gruptur,Ayni sekilde CX';PJ bir gruétur.o halde £¥ grup-
lar arasinda bir morfizmdir,
$imdi gdsterelimki f* bir homomorfizmdir{jgﬁ],{ggj (€CX!';P ve

s Y bir'morfizm olsun,Yani
ix& e,
¥ " ¥ i o
Y Celed)=f"Ce'e"D=Lsg'g"o£]
K b X Ey P iseCg'g om0 = ((g'gEM)=8" (EG)E"(£() tar.
0 halde

f*(CE'JE}Z':I )=C g'ofCg"ofl= f%(tg'] )f*‘t g"J),

Simdi HP(f)::f* ise gdsterelimki HP bir kontravaryant funktordur,

L noktali top01031k uzaylarin homotopi kategorisinde X - X e Gzdeg

X
morfizm olsun, Gosterellmkl HP(I ) [k.é] -+[:X Ej morfizminde dzdeg e~
lamandlr Gercekten, H (1 )- 27 Halbukl ,LLhJ€CX;P] ise
*Ch) = Chol, 3= r:h:=>nP(1 T - ;

£:X > X', g:X' > X" ise
D ! ¥
1 (D) =1 (D)ol () dir.zira; T(D=£", T(R)=g"

(D CgM)=Cg'ofl, Ce e (X") icin, IF(g) Cg)=Cg0gd ve

. I Cg'3=C 8,083 oldugundan,
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H)(Eg 3)—11 (f)(Eglog])-E(glog)ofJ—E glo(gof):l=]'[ (gof)(EgJ):.
(r)(EgJ)-—H (£) (nf (g)[Cg 3))—11 (f)oH (gXCg 1)

= 1 (gof)=1" (£)ont (g).

Dolayisiyla HP, Gzdegligi ve kompozisyonu muhafaza et-

tiginden,bir kontravaryant funktordur.

[};E] izerinde bir grup yapisi,taban noktosini muha-
laza eden X > P ye siirekli tasvirlerin grup yapisindan el-
de edilir.Agagidaki tariflér,bir P noktali uzayina ek yapilar
tarif etmek ic¢in kullanilacaktir;6yleki HP,gruplar ve homo -
wmorfizmleri kategorisinde deferler alsin.

Sayet X > Y've g:X > Z tasvirler ise,bu taktirde ,
£ g > Yx2Z tasvirini,x€¢X icin (f,8) (x)=(£f(x),g(x))
jcklinde tarif ediyoruz.
Tarit 1.3.1. Bir H uzayi,bir P noktal: topolojik uzayi
ile bir u:PxP > P siirekli g¢arpmasini ihtiva dder, 6yleki;
eiP =P sablit tasv1r1(b1rtek) bir "homotopi ozde§11kt1r" 2

yani herbir P Lngl PxP Esp ve P —2421 PXP—H*P kompozisyo-

nu 1P ye homotoptur.

U ¢arpmasina "homotopi asosyatiftir,denir,sayet
PxPxp —EEL, pyp
1xp M
1% T RE—

karesi,homotopi komutatif ise.Yani po(uxl)~po(lxy).

Bir ¢:P——»P siirekli tasvirine P ve Y ig¢in bir "homo-
(1 ¢) Pxp—p ve

topi inverstir,denir, yayet P
P ——Q—ll# Pxp —top kompozisyonunherbiri c:P - P sabit tasv1—
rine homotop ise.(Yani,po(1l, $)~~c ve uo(¢ 1)rsdie ),

Tarif (H-Grubu) 1.3.2. Bir homotopi inversli,homotopi
asosyatif H uzayi, homotopl grup ak81y0mlar1n1 saglar.Bdyle

bir noktali uzaya H- Grubu denir.

Herhangibir topolojik grubun,bir H-Grubu oldugu agiktair.




Bir H uzayinda bir Y garpmasina "homotopi abeliandir, -<denir,

sayet T(pl,pz) = (pz,pl) olmak iizere

PxP-;I—+ PxP

u\/u
P
licgenl homotopi komutatif ise.Bir homotopi abelian garpmali H-Grubuna

abc¢lian H-Grubu denir.
M ve pu',siras1 ile,P ve P’ H uzaylarinin garpmalari ise,bu taktir-
de bir a:P - P' siirekli tasvirine "homomorfizm, denir,sayet

karesi hSmotopl komutatif ise(Yani, po(o x0 )~s0iol ise).
Tarif 1.3.3. P,P' herhangi iki H grubu ve aiP - P' bir homomor-

- > : : " : = ..
f1zm olsun. o ya izomorfizm denir,sayet o birebir ve o — siirekli ise.

Teorem 1.3.2. Bir H uzayi (veya bir H grubu) ile aymi homotopi
tipini haiz bir noktali uzayin kendiside bir H uzayidir(veya bir H gru-

budur) ,homotopi egdegerlik bir homomorfizmdir.

Ispat: f:p + p' ye g:P' > P homotopi inversler ve P,
¢arpmasi pu:PxP » P olan bir H uzayi olsun.Sayet p':P'xP' ¢ e e

T pryp'—BXB,pyp HfP—£+P’ kompozisyonu olarak tarif edilmisg

ise,bu taktirde u',P' de bir siirekli ¢arpmadir ve

I ilLELl+P'xPL——RLP' kompozisyonu p'—&, P—illsl'PxP—E»
p—L,pr kompozisyonuna egit oluﬁ,bu Pl Bap P' kompozis-
yonuna homotoptur.Zira,fgnulP,",u'o(l,c')AulP, .Benzer
sekilde,u'o(e',1) tasviri 1P, ye homotoptur.Bundan dolay:

P' bir H uzayidair.

1
P! P it P

gxg L Lg
PxP————E—*

karesi homotopi komutatiftir,zira p'= fouo(gxg) oldugundan,

gop' = (gof)o(no(gxg)) ve gof::gfnJEP oldugundan Teorem 1.1.6




den dolaya _(gof)o(po(gxg))rulPo(uo(gxg))z:uo(gxg)dir.

0 halde gou'~s pogxg dir.Binaenaleyh,g bir homomorfizmdir.
Ayni §eki1dé f nin de bir homomorfizm oldufu gdsterilir.
Sayet p homotopi asosyatif veya homotopi abelian ise, ﬁ'de
homotopi asosyatif veya homotopi abeliandir,zira

lxu'= 1x(fopo(gxg))~fxfolxpuogxgxg.ve lxpuaspxl oldugundén
Irxfolxpogxgxg~fxfouxlogxgxg= p'x1l.

homotopl asosyatiftir.Ayni gekil-

0 halde lxpu'~vpu'xl,yani p'

de p' nin homotopi abelian oldugu gésterilir.

Sayet 2P =+ P, P.we i igin-bir homotopi invers ise,
bu taktirde f¢g:P' - P',P' ve p' igin bir homotopi inverstir,

) zira; f¢g= ¢' dersek }

p'o(1,0') = (fouo(gxg))o(l,0')= (fouo(gxg))o(l,fdg)
Lopo(l,¢)og. Halbu ki po(l,¢)~~c(sabit tasvir)dir.0 halde e =
fopo(l,p)oga~rc'(sabit tasvyir).Binaenaleyh f¢g,P' ve J igin .g é
bir homotopi inverstir.Dolayisiyla P' bir H grubudur. % E
| =t
Bir P,H uzayi verilmis olsun.Herhangi bir X noktal: S ? :
uzayi 1ig¢in [gljfg23==[uo(gl,g2)j ile tarif edilen[:X;ij de g_d g
bir terkip kanunu vardir.Sayet P bir H grubu ise[:X;F] bu 'g 5 4
terkip kanunu ile birlikte bir grup olur.§6y1ekif . ?
i

(1) Asosyatiflik: [glj,[gzj oL 843 GE:X;P] ise
Ce3 (C g,10e4] )=Cegyd (C u0(g2,g3)3=cuo(gl,uo(g2,g3)})]
=Cuo(lxp)olg,(g,,85))] .Halbuki,

po(lxp)~ po(uxl) idi.Dolayisiyla,

Ce,3(C 8,0 C 831 )=Cuo((uxl)o((g;58,) sg--gus-—:‘(.:f;%i}jcg‘?]) C g3].

(ii) Ozdeg eleman: _
‘Cgl GE:X;?] ve [ pl é[:X;F] 3 p:X—P ve p(X)zzpo(taban
nokta) éP olsun. CglC pl=Cpo(g,p)I=Cuo(l,c)og] .Halbuki,

oldugundan UO(l,C)OgnJIPOg= g. O halde

po(l,c)NIP
oldugu gdésterilir.

C83C Pl=Cg]. Ayn1 gekilde CpIl[ g31=C 87

Dolayisiyla p:X—>P sabit tasvir olmak iiere [pJ é[:X;f] pz=

des elamandir.

(iii) Invers eleman: $:P - P, p ve P igin bir -homotopi
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invers olsun. g:X > P bir tasvir ise, dog:X - P bir tas-

virdir.0 halde C ¢og3] G[:X;Pj dix.;

C83C ¢ogl=C Ho(g,$08)I=C no(l,d)og7

Halbuki, po(l,¢)~~c oldugundan po(l,¢)ogn;gog:?p;Binaen—
aleyh, [gJ Céogl=CpI G[jX;Pj dir.Ayni sekilde CoogCga=
[P GE:XrP] ([‘pj 6zdes eleman).Dblaylslylal:¢ogj ,EX;P] nin

invers elamanidir.

s : X -
Jayet,f:X - Y ise,bu taktirde f :[Y;ﬁ] +[TX;E] bir
hnmomorfizmdir.Zira;[glj,[:gzj é[jY;f] ise

%
- (Cgare,a)= Cuo(gy, g2)3 ol f1= Euo((gl,gz)u)ﬂ '
- = Cuolg, of, g,0f)3 . (1)

#(E g3 )f*([ 823)==(E gf] ol f])(ngﬂoEfJEEglofJEgzoﬁl
=EU0(g10f,820fj (2)

* 1
O halde (1) ve (2) den f*( Egljtjgzj )==f*(E 813 ERCE g23‘)-

Teorem 1.3.3.Farzed¢1im ki P.bix H_grubu ise,bu taktir-
de HP,noktall topolojik uzaylarin homotopi kategorisinden
pruplar ve homomorfizmleri kategorisine bir funktordur.
yayet P bir abelian H grubu ise,bu funktor degerlerini

abelian gruplar kategorisinde alir.

Ispat: Gésterdik ki,P bir H grubu ve X herhangibir nok-

talx uzéy ise,E-X;Pj bir gruptur.Sayet,P H grubu abelian ise
L X;ﬁ] nin de abelian oldugu gdsterilir.Ayrica,yine gdster-

di 1, £:X > Y bir morfizm ise, - 5 o Ll O ir homo-
fikikiy £ bi fizm i e L] »Lasp] pic.n
morfizmdir.

AT X P .

Simdi,I[ (f)=f dersek II nin kontravaryant funktor

gsartlarini sagladigini,agsagida oldugu gibi gésterebiliriz;

(1) lgiX + X ozdeg morfizm olsun. TV (1 )__1 {:X P] *
EE L C &3 (Cxse)= ¥ Y(Cgd)=Celall]F Egol J-Cg_j

0 halde, (1 )_ 1. B(X)

Cia)- F% > Y ve h¥ = Z ise; HP(hof)=HP(f)HE(h) dax .

zira, IF(6) =" :[v;9]» Cx;p), 1P ()= €L z;0] »[v;5]

(£)(Cgl)=Cgldfl=Cgofl , T (h) € sJ)=CsMdhj=Csohd ve
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g =soh oldugundan,

HP(f)(EgJ)=¥HP(f)(ESOh3)=:Esoh]o&}:[sohof] Eso(hof)]
=1F (hof)(Es])
(f)(Eg])__H (f)(ESOhJ)—-H (f)(ﬂ (h)([sj)—-(n (f)H (h)(Csd)

=30 (hof)(EsJ)—-(H (£)ynt (h))(CSJ)éﬂ (hof)=nF (£)nF (h).

Dolayisiyla H kontravaryant bir: funktordur.

Teorem 1.3.4,Farzedelim ki P bir noktal: uzay,dyleki
Jp degerlerini gruplar kategorlslnde alsin.Bu taktirde,P blr
H grubudur(abeliandir, gsayet H degerlerini abel gruplar: ka—
t.borlslnde alirsa;) Ustelik herhangi bir X noktali uzayui
LA ng H (X) tligerindeki grup yapisi Teorem 1.3. 3viley verilenin

AyniIdiT.

Ispat: pI:PxP =5 P e pz'PxP > P projeksiyonlar olsun.
j:PxP > P bir tasvir ICpud= Eplijpzj olmak iizere =
EPXP P] grubunda bir kompozlsyon kaidesidir. Herhangl ’
t,g:X - P tasvirleri icgin (f,g) :E}XP;P] +I:X;PJ blr

homomorfizmdir ve
5 = ,-f o S
=(f,g)!Elex(.f,g)*E pzjszjxfg]

" Bu gbstermektedir ki[:X;P] » M gcarpma tasviri tarafin-
dan 1st1ntdg edilmigtir.

X bir tek nokta uzayl olsun.Birtek X - P tasviri EX Pj
grubunun Szdes elamanini temsil eder.Birtek P -+ X tasviri
bir[:X'RJ »-EP'P] " homomorfizmini istintag ettiginden do-
‘layi1 P > X » P komp021syonu ki bu c:P » P sabit tagviridir,

rP P] nin 6zdes elemanini temsil eder.Buradan
uo(lP,c)ful ve uo(c 1 )nJl

Lundan dolayi P bir H uzayidair.
K nin homotopli asosyatif oldufunu ispat etmek icin
ql,qz,q3:PxPxP *> P projeksiyonlarin» gdzdniine alalim.Bu

taktirde,

Cpo(lxp)d = (lxu)gfiul == (lxu)%tpljx(lxu)gf Py

= L'qux E}Jo(qé,qB)J—_— qu:l x(quijq3]J dir.
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Benzer gekilde,Cpo(uxl)] = (qu'_‘l wC q2] T q33 diir.

[[PxPxP;P] nin bir asosyatif garpmasi oldugundan
Ho(1xu) ~~ po(uxl).

P nin bir homotopi inversi,oldugunu géstermek icin
¢:P + P ) EIPJXE¢3=ECD olsun,bu taktirde po(lP,¢)nuc.
Ayn1i zamanda, E¢3x[lP3::Cc] olup,bdylece uo(¢,1P)ﬂuc.B6y1e-
likle ¢ ,P nin bir homotopi inversidir.Bu ispat etmektedir
ki,P bir H grubudur,ve HP deki garpma P iizerinden istintag
edilir.Sayet [fo;P] bir abelian grup ise,benzer diigiince

ile P nin bir abelian H grubu oldugu gésterilir.

y - L]




II.BOLUM

DEMET ‘TEORISt

Bu bdliimde evveld,genel olarak demet kavrami ele

alinmig ve.demetlerle ilgili,bazi tarif ve teoremler ve-
~rilmigtir.Daha sonra demetlerin topolojik ve cebirsel
yapilari lizerinde durulmugtur.Nihayet,cebirsel yapili
demetlere misdl tegkil edecek sekilde iki Snemli demet

anelenml tiar,
2.1. Demet Kavrami.

: s oy Lo :
Taw b2 5.3, X,8 dlki topolojik uzay ve [I:S » X lokal
topolojik bir tasvir olsun.Bu taktlrde (S H) giftine X ilize-

rinde bir demet denir.

Her x¢X igin sz:H—l(x) e x lizerinde (S,II) nin veya

sadece S nin sapi denir. +

Tarif 2.1.2.(S,M),X iizerinde bir demet olsun.S¥c s
acik bir ciimle ve.H*:HlSx ige,bu taktirde (S*, H*) a,S. nin
altdemeti denir.

Not:Herbir altdemet bir demettir.Bunu gbrebilmek igin
H*:S* » X tasvirinin lokal topolojik oldugunu gdstermek ye-
terlidir.Gergekten,herbir g¢s™® igin 3U(o)c S ve v(n(o))e x
d(lk civarlari 9 M|U:U > V tasviri tOpOlOJlktlr Fakat

T=uhs® ve v¥ = n(u* sirasiyla ¢ nin S¥ da ve M(og) nin X
de-acak civarlaridir.Diger taraftan HXIUK:HIU*:U-x > V* to-
polojiktirﬁ

WC X agik ve I (W)_-s[w S nin W ye tahdltl ise,bu tak-
Elrde s|w agiktir ve (S]W H(S,W)) de bhit demettrn,S nin W ye

tahditidir.

Tarif 2.1.3, (S,II1),X iizerinde bir demet,WC X acrk bir
cliimle ve s:W + S siirekli bir tasvir olsun,ve Syleki Illos— 1w{

Bu taktirde s ye S nin W lizerinde kesiti denlr €Sekil 1.)

S nin W iizerindeki kesitlerinin tamamini BCUW S 1%e

s0sterecegiz.
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‘Teorem 2.1.1,4(S,11),X ilizerinde bir demet,WC X bir aktik
ciimle ve s¢I'(W,S) olsun.Bu taktlrde s S(W) +_Wrtopolojiktir
ve s=(II]|s(W)) 1. B

I spat Hos::lw gdzdninde tutulursa,x¢W igin
so(P[s(W))os(x)——so(Hos)(x)—-s(x) dir.
0 halde GO(H,S(W))__ s (W)’

Teorem 2.1.2, (S,I1),X ilizerinde bir demet,WC X bir acgik
climle ve s:W - S bir tasvir olsun ,0yleki Hos-—l . Bu taktlrde
ser(w S) yalniz ve yalniz s(W),S de bir acik ise.

-Ispat: ¢

(i) Farzedelim ki s slireklidir. o, €s(W) ve Xo= H(O )
S (x )__0 Ustelik V(xO)C W, U(o )C S agik civarlari var-
diLx 6y1ekiH]U.U - VMW topolojiktir.Siireklilik hipotezinden
dolayi 3Vvi(x )ev 9y s(v')c U.Binaenaleyh, (II|U)o(s|V')=
(Hos)[V': lv,.Fakat bu takfirde,(H[U)-I(V')==S(V)C s (W)

9, 1n agik bir civaridir.Yani Oos s(W)_.nin bir i¢ noktasidir.

(ii) Farzedelim k1 s(W) acik,x 6W ve Oo_.s(x ) olsun.Bu
taktirde V(x )C W, U(OO)C s(W) agik civarlari vardair Oyleki
hjo:u » v t0p01031kt1r.s:=(H]s(W)) 1,boy1ece s|V=(I|u)~ b

Ve bu tasvir x, da siireklidir.

Teorem * 2.1.3, (S,MN),X iizerinde bir demet ve 0€S olsun.
Bu taktirde bir Ve W agik ciimlesi ve gés(V) sartini sagla-

yan bir s¢I'(W,S) kesiti vardir .
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Ispat: x.. I(0) olsun. U(0)E S ve V(x)C X agik civarla-
rini secelim gdyleki,ll|U:U - v topolojiktir.Bu durumda V ve

s (II]U)_1 istenen gartlari saglar.

Teorem 2.1.4. (S,0I),X iizerinde bir demet ve WC X bir
acik climle olsun.$ayet si,széF(W,S)~kesit1eri bir xéW nok-
tasinda esit iseler: sl(x)zzsz(x),bu_faktirde bir V(x)c W

agik edavarainda egittirler; sl-]V= SZIV.

Lspats 0='sl(x)= sz(x) alalim.Bu. taktirde U— sl(W)f\sz(W)
0 nin agik bir civaridir,ve MI|U:U » V=TI(U)E W tasviri topo-

lojiktir.Dolayisiyla 51[V= (H|U)—1~ szlv.

Tarif 2.1.4.(81,H1),(82,H2), X ilzerinde iki demet olsun.

1.‘¢:S1 > 82 saplari muhafaza ediyor denir,sayet
0= Hl ise.(Dolayisiyla ¢((Sl)x)c (SZ)X’ her x€X ig¢in)

2. Demet morfizmi diye,saplari muhafaza eden siirekli
\f’:sl 5 Sé tasvirine denir.

3. Demet izomorfizmi diye,sapliri muhafaza eden topolo-

jik ¢:Sl * -84 tasvirine denir.

Sl,S?'demetlerine izomorfik veya izomorf denir,sayet

aralarinda demet izomorfizmi mevcutsa.

Teorem 2.1.5.(Sl,Hl),(SZ,Hz),X~ﬁzerinde iki demet,

P8, > S, saplari muhafaza eden bir tasvir olsun.Bu taktir-

Vf, - de agafidaki ifadeler muadildirler. $

’
l. ¢ bir demet izomorfizmidir. *

2. Herbir W& X agik ciimlesi ve herbir séF(w,Sl) kesiti
Eodn, QJOS(-F(W,SZ) ~

3. Herbir oéS1 igin bir WC' X agik ciimlesi ve bir
SGY(W,SI) kesiti vardir Syleki oés(W) ve ¢os€T(W,82).
f = Ispat: |
' (a) ¢ siirekli,We X agik ve séF(w,Sl)ise,bu taktirde
pos de siireklidir.listelik H20(¢os): (H20¢)os=;Hlos= lw.Do-
layisiyla ¢os€F(w,Sz).

(b) 0€¢S, ise,bu taktirde bir WC X agik ciimlesi ve bir
SGF(W,SI) vardir 9 o€s(W). (2) deki gartlar saglanmis ise,
by taktirde ¢os€F(w,Sz).




17

(c),(B) deki gatlar altinda s:W - s(W) topolojiktir.
Dolayisiyla ¢|s(W)=(¢os)osF1:s(W) = 52 siireklidir.Binaen-
aleyh ¢, o da siireklidir. )

Not:bir q):S1 =2 82 demet morfizmi,her WC X acik ciimlesi

i¢in bir ¢ I (W, §;) - ]TW,SQ) tasvirini intag¢ eder,byleki

rl (b) CbOb E6 7]

Tarif 2,1.5 Farzedelim ki herbir WC X agik cilimlesine

<

bir Mw ciimlesi tekabiil ediyor ve herbir (V,W),VCZV agik “*
climle ¢ifti ig¢in bir YW,V:MW > M, tasviri verilmigtir,syleki
i) Yw,w= le sher WC X, W agik

(iry). e Fe U ::>YV Uon v= Yw u ot
Bu taktirde {X, L Yy, v } kolleksiyonuna 6ndemet denir.

,w v taSVLrlerlne tahdit.edici tasvirler denir.

Herbir (S,]I) demetine tabii bir gekilde bir Sndemet

tekabtil eder:Nitekim (V,W),VC W,X 1n agik cimleleri ise
vazedilebilir.Bu taktirde

M, =[(W,S) ve yw,v(s)-_:slv, €M
X, PEW S),‘y‘w V} bir 6ndemettir.Bu Sndemete S demetinin

ON{J UNiVERS!TESI
ENEL KUTUPHANES,

-—

kanonik 6ndemeti denir.

IN
G

Teorem 2.1.6, Herbir {X, MJ’YW v } ondemetlne bir demet
tekabul ettirilebilir.(lIndiktif 11m1t teskil etmek suretiy-
JO) []_j

Teorem 2.1.7, S,X ilizerinde bir demet olsun.

EX; F(W..S) Y. v } kanonik Ondemet tawmafindan tarif edilen

demet S ye kanonik izomorftur.

5
*
3
i
e -

. e . . . . . *X
Ispact: Kanonik &ndemetin tarlfﬁettlgl demeti (S*,H )

ile gdsterelim.
. > E -

k3 (wl,sl),\g(w2,52)<::> sl(x)==sz(x) baglnt}31, .
¢:(W,S)X + g(x) tasvirinin belirtigi ¢:S* S uSisbasard r i
injektif ve saplari muhafaza eder.$imdi ¢ nin siirjektif

3 oldugunu gosterelim.Gergekten, oéSx ise,bu taktirde,bir
W(x) civari ve bir sér(W,S) vardir 9 s(x)= o.

3 () = (,8) 65% ve ¢(vs(x))= ¢((W,s) )= s(x)= o

Binaenaleyh,

F e e Ot sk Ys(x) de stireklidir.Gergekten,bu taktirde,
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bir NEe X agak ciimle ve bivr s €l{N,;8) elansni vardir oyleki,
g*:=(w,s)x::ys(x). Dolaylslyla,YSGF(w,S*),O*GYS(W) ve
poys=s¢€lI'(W,S) .Buradan ¢ nin oF da siirekli oldugu ¢gikar.

3; ¢_1 siireklidir.Wec X aglk ve s(F(W S) ise,bu taktirde
¢ (s)::YséF(w S )

Tarif 2.1.6.¢:Sl+ S, demet morfizmine agik tasvir de-
nir,sayet S, de herhangi bir agik ciimle S, de bir agik ciim-

Ld
leye doniigiiyorsa.

Teorem . 2.1.8, Herbir demet morfizmi bir agik tasvirdir.

Ispat: ¢'S > S, bir demet morfizmi olsun. $;>
{X,T(W,S 1) yw v } kanonik Ondemeti ile tarif edilen S1
1zomorf oldugundan s(W) ) sér(w,s ) cimleleri S1 uzerlndeki
topoloji ig¢in bir taban teskil ederler Sayet s¢I'(w,sS ) ise,
bu taktirde, ¢osé€I'(W,S ) ve dolayisiyla, ¢(s(W))~.(¢os)(W),
82 de agiktir.s(W) S1 de agik oldufundan teoremin ispata

tamamlanmigtir.

Tarif 2.1.7 (Sl,Hl),...,(Sk,Hk),X izerinde demetler
olsun.Wc X agik igin, M= P(W,Sl)x...xF(w,Sk) kartezyen
Garpimini tegkil edelim. s::(sl,...,sk)(-Mw ve VC W igin
YQ V(s)::(sllv,...,sklv) olsun.Bu taktirde {X, Mw,(w v }
bir Ondemettir.Bu Sndemetin tarif ettigi demete;

S ::816826...®Sk, Sl,...,S'k demetlerinin Whitney toplami
denir.

Teorem 2. l 9.(S Hi), i,=lg...,k; X lizerinde demetler
ve §* =g @S 8. OSk Whitney toplamlar:i olsun.Bu taktirde
her xé€X 1g1n (w’(sl""’sk))x - (sl(x),.:.,sk(x)) seklinde
tarifli bir ¢:S¥ > (Sl)x x...x(Sk)X bijeksiyonu vardir.

Ispat:vr

(1) A=1,2 x€W) N, igin s,=(s),..., 3 ) €My, 9
ol sun., (wl,bl)rw/(wz,SZ) dir,yalnizve yalniz 3V(x)C w F\W

€lvari varsa,dyleki

yv,...,s;w):(sirv,.,.,s V).

Bu,i::l,b;.,.,k igin si(x)::sf(x) ile esdegerdir.Dolayisiy-

“da (W,(sl,-..,sk))x =¥ (sl(x),...,skﬂx)lﬁgfkllnde tarif edi-

=By




19

len tasviriinjektiftir.

(2) Sayet o =(01,...,ok)(-(Sl)xx...x(Sk)x ise ve

05 =s?(x) J §§€F(Wi,5i) dersek,bu taktirde W::(*’ Wi X 1n
bir. cxvaraidir,ve s?|W:=si€F(W,si) dixrs

Netice olarak s= (s ’Sk) MW dedir ve Ys,Ys(x) =

SRR

(w,s)x + s(x)= 0 olacak gekilde S demetinin bir kesitidir.

Dolayisiyla yukarida ki tarifli tasvir siirjektiftir.
Bundan bdéyle (sl$320...®sk)X i (sl)x x...x(sk)x ile

6zdegliyoruz.

Teorem 2.1:5.10; (Sl’

olsun.Bu taktirde’pi:81$...$sk——+ S; kanonik projeksiyonu

Hl),...,(Sk,Hk),X izerinde demetler

(byleki pi(cl,...,ok)zzci)'demet morfizmidir.

Ispat: Tarifden dolayi,p, tasviri saplari muhafaza
eder.Sayet 06(819...98k)x=:(81)x x...x(Sk)x ise,bu takflr—
de Si de s. kesiti vardir,dyleki s;:(sl,,..,sk) igin
Si(X)::pi(O) ve Ys(x)=0. Dolayisiyla P;oYs=s; siireklidir,

ve p, demet morfizmidir.

Yukarida oldupu giBi gosterilebilir ki F(W,Slﬂ...QSk)

ile T(W,S )x...xI'(W,S) zdeglenebilir L73 ~ ==
Tarif 2.1.1. ile S demetinin ve Tarif 2.1.3 ilede
s€l(W,8) kesitlerinin tarifleri verildi.Ayrica gortildi ki
WC X,X de agik ise, II lokal topolojik oldugundan s(W),S de
aglktlf ve S nin agik cilimleleri bu tip agik ciimlelerin
birlegimidir.Diger taraftan yine gdrdiik ki sl,széF(W,S) ve
bir-x€X icin sl(x)zzsz(x) ise,bu taktirde biitiin W de S1=8,.
Nihayet S nin herbir elamanina,S ye ait kesitlerin birer

niivesi gozi ile bakilabilir.

Simdi demetlerde birde cebirsel yapi olduunu gdrelim:

Tarif 2.1.8.Bir X topolojik uzayi iizerinde Abelyen i
gruplarin bir demeti,bir S topolojik uzayi ile beraber bir ‘

1:S > X tasviridir,8yleki asagidaki gartlar sagflanmigtir:

1)II bir lokal topolojik tasvirdir.
2) Herbir x€X ig¢in H_l(x)==SX sap1 bir Abel grubudur.
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3) S8S > § (yani (0,,0,) » of0,) sireklidir.

Yani grup iglemliri S nin topolojisinde siireklidir [63]

(1) sartinin manas: gudur:Her g€S ﬁokta51 igin 0 nin
S de bir U ve I(o) nin X de bir W agik-civari mevcuttur
tyleki II tasvirinin U ya tahditi, HIU:U : W=;E?ﬁ?“bir topo-
lojik tasvirdir.Bu taktirde herbir x€W noktasi Il tasviri
altinda birio€fU noktasinin resmidir wve (HIU)—I:W > B
tasviri,yani herhangi bir x¢W noktasinin bir 0¢U noktasina
gonderen tasvir,bir s:W > S topolojik tasviridir.Daha &n-
cede belirtildigi gibi,ll tasvirinin lokal tersleri S deme-
tinin kesitleridir.Neticede agiktir ki herhangi 0¢S ﬁokta-
51ndé ﬁ(O)éX in bir agik civari ilizerinde demetin enaz bir
kesiti geger.(2).sartwin ‘manasi agiktir.(3).sart ise:SxS
.kartezyen carpiminda SoS agagida ki gibi tarifli bir altciim-
le olsun:

SoS.= { (0,,0,)€8x8: M(o,)=1T(0,) }.
Buradanda anlagildigi gibi Il nin bir NII":SoS - X tasvirine
bir tabii temditi vardir.(Gergekten SxS,XxX kartezyen gar-
pim1 iizerinde bir demettir,ve SoS,Hil(X)C SxS altciimlesidir,
burada XC XxX diagonel olarak dahil edilmigtir.) $imdi,S nin
saplarinda grup iglemleri (01,02) > 0,-0, seklinde iyi tarif-
11 bir tasviri gerektirir.Bu tasvir siirekli ise,li¢clincii gart
sugléﬁmls olur..

Siﬁdi farzedelim ki,enaz bir Wc X agik ciimlesi igin
sl,széf(w,s) dir.Bu téktirde X > (sl(x),sz(x)) tasviri W den
SoS ye bir tasvirdir ve buradan SoS - S tasviri ile terkibi
o, - (sl(x);sz(x))és tasviridir,iistelik siireklidir.$u halde
S 78,,W Qzerinde bir kesittir ve dolayisiyla TI'(W,S) ciimlesi
tabii bir gruptur.Agikca I'(W,S) nin glflr elamanl,herbir )
xtW noktasina OXGSx s1fir elamanini tekabiil ettiren bir ke-
sittir. I'(W,S) nin grup islemleri altinda kapgll olma garti

(3) sartina egdegerdir. ’

Tarif 2.1.9. X iizerinde bir (S,II) demetine C-cebiri demeti

denir,gayet gu gartlar sagflaniyorsa:

1) Herbir SX sapi,l 11 komiitatif. C~cebiridir.
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e . : e
2) ses = S (yani (0,,0,) ~ Op+0,) sireklidir. ;

3) S@S ;* 8 (yani (01,02) g .02) siireklidir.

1
4) Herbir cé€ icin § —S ( yani 0 ~+ c.0) siireklidir.

S5y Tk v I*GSX::$I€F(X,S).
Neticeler:

1) D:x-=r OxésX I EX,8) dedirx.

2)_8«2* S (0> -0 6zelligini haiz) stireklidir.

3) Sayet Wc X agik ise,bu taktirde I'(W,S) de bir
C-cebiridir.C7,8]

Tari £ 2.1.10.,4 4 k iizerinde C-cebirlerinin bir demeti
ve SJX tizerinde bir demet olsun.S yev4- modiillerin demeti-
dir denir,sayet gu gartlar saflaniyorsaj;

1) Her x¢X igin,S 1 li bir A  -modiildir.

2) S#s *» s siireklidir. /

3) Aes "> s silireklidir. .

?

5 LrEsS
ANESE

Not: Ox’Sx in si1fir-elamani olsun, 0Qix =+ 0X sifir _kesi- -
tini tarif eder,0€6T(X,S),
Herbir W igin I'(W,S) bir T'(W,A)-modiildiir.

2.2. Demetlere Misaller.

.2.2.1. Yakinsak Kuvvet Serilerinin Demeti.

ioémn bir nokta olsun.z° 1n bir civarinda tarifli fonk-
siyonlari gdzdniine alalim.lki fonksiyona e§degerdir diyece-
giz,gsayet bu iki fonksiyon z° 1n bir civarinda gakigiyorlar-
sa.Bu bir egdegerlik bagintisi tarif eder,ve f nin z° daki

esdegerlik sinifi £ : e oo . o o s
gaep * n z% ile gbsterilir,ve f nin z da k1l niive-

si denir.f bir holomorf fonksiyon ise,fzo niivesi,z® etrafin-
da yakinsak bir kuvvet serisinden ibarettir:
i
oV
Fom Fa (z-29) .
z V
V=9
: o) R . ‘ 0o !
Binaenaleyh,z €C 1ise,bu taktlrQF,CQZo:z(Hn),z etrafin-
da yakinsak fzo kuvvet serilerinin C-Cebirini veya halkasini
gosterir.

Demelk ki her zée" igin bi CQZ C-cebiri wvardar.

Beata b i LS e
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CQZ C-cebirlerinin @=V (O ayrik birlesimi € iizerinde
z€C .
bir ciimledir. M:(Q + ¢ tabii projeksiyonu fz yi fz kuvvet

serisinin etrafinda agi1ldigi z noktasina ddniigtiiriir.

(© ciimlesi iizerinde ‘tabii bir topoloji vardir, dyleki
bu topoloji Il yi siirekli bir tasvir :y>ap»akp\yg;:_§¢gbir ©, sa-
p1 lizerinde diskret bir topoloji tevlid eder.Gerc¢ekten
{Zo€C) ise,bir u(z%)c c® agik civari ve U lizerinde holomorf
bir f fonksiyonu vardir,8yleki fzo serisi . U da f ye liniform
yvakinsaktir.Ayrrca f, U nun herbir z noktasinda yakinsak bir
kuvvet serisine agilabilir.B8ylece,f bir s:U - (D tasvirini
Lstintac eder,byleki

1) - Hosd 1U

2) s(zo)= fzo ¢s(U)

Binaenaleyh,s(U)= ;{U-f; agik cimle olarak tarif edilirse,
bu gibi cimlelerin kolleksiyonu da agik ciimlelerin tabanini

teskil ettiginden (O da bir topoloji tarif edilmis olur.C73

Tarif 2.2.1. @ ya yukarda ki topoloji uygulandigi tak-
tirde (J topolojik uzayina yakinsak kuvvet serilerin demeti
denir.

CQZL H_l(z) C-cebirine demetin sapi denir.

1 lokal topolojiktir ve J daki cebirsel operasyonlar
bu topolojide siireklidirler.C1]

Binaenaleyh, (9 bir C-cebir demeti,hatta bir (J -modiil

demetidir.[10,113

Not: BC ¢" bir agik ciimle olsun.B de holomorf bir f
fonksiyonundan,B nin herbir z noktasina,bu noktanin iize-
rinde bir f niivesini kargilik tutan f:B +~ O tasviri an-

lagi1labilir.

2.2.2. Holomorf Fonksiyonlarin Niivelerinin Demeti.

Bc ¢” bir bélge olsun.Herbir WC B agik ciimlesine W

iizerinde holomorf fonksiyonlarin Mw halkasini tekabil et?

tirelim.(V,W), VC W agik cimle ¢ifti igin Yu V:Mw-+ MV
b

tasvirini,dyleki her féMw ig¢in Yy V(f):zf‘V seklinde ta-

rif edelim.Bu taktirde kolaylikla gdsterilebilir ki
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{B,Mw, Yy, v } kolleksiyonu bir 6ndemettir.Teorem 2.1.6 dan
dolayi bu Ondemete bir demet tekabiil eder.Gergekten:
{(W,£f):W,z nin bir agik clvarl,f(Mw } ailesi iizerinde su
¢esdeferlik bagintisini tarif edelim: (W o £ )/\J(W Lo )
dlyoruz yalnlz ve yalniz z nin bir V aglk civari varsa oyle—
ki VCE W rwwz ve ﬁIIV—-52|V,yan1 f ve f2,z nin bir civarinda
ayni1 kuvvet serisini haiz ise. (W f) glftlerlﬁh&< §deger11k
sinitflarina (W,f)z ile,(w,f)z siniflarinin tamamini ise Sz
Lle gosterelim.Egdegerlik bafintisinin tarifinden dolay:
(W,f)z sinifx fz niivesi ilé,Sz cﬁmlesi C? ciimlesi ile &z~
degslenebilir.Dolayisiyla, S= V SZ yerine CJ_.V CQ yaza~-
biliriz. : =3 ay

M:© - B tabii projeksiyonu olsun. WC B agik ve f(Mw
ise,herbir f elamanina, Yf(z)= fz,zéw ile tarifli
v =siW + () casvirini ka{§111k tutuyoruz.Bu taktirde,gbs-
terilebilir ki,

T={ (yf=s)(W):WC B agik, feM )

() izerinde bir topoloji tabanidir.Dolayisiyla, (J ya -ait
agik cimleler T ye ait elamanlarin keyfi birlesimleridir.
' bu topolojiye nazaran lokal topolojiktir. (P daki cebir-
sel operasyonlar bu topolojide siireklidirler.Bu demete
Bc ¢ dizerinde holomorf fonksiyonlarin niivelerinin demeti

denir..C]bir C-cebir demetidir.

Tarif 2.2.3. B {izerinde D -modiillerinin S demetine B
UZerindg analitik demet denir.

@ bir analitik demettir.[11,12,153 .




III.BOLUM

3.1. H gruplar iizerinde demetler.

Bu ¢aligmada taban ciimle olarak bir P topolojik uza-
yinl gozdnine alip,farkli her pi,iél noktasi igin (P’pi)
noktali topolojik uzaylari tegkil edilmigtir,8yleki
(P,pi) ile (P,pj),i,j(I noktali topolojik uzaylari ayni
homotopl tipinde alindifinda,bunlardan biri bir H grubu
ise,digerininde H grubu oldugu Teorem 1.3.2.den gosteri-
lebilir.Yani i,j€I, i j.d¢in (P, P;) ‘bir H grubu ise (P,p )
de bir H grubudur.Ustelik (P, P; ) H gruplarlnln herbirine
farkli EX,(P,pi)j gruplara tekabul etmektedir.(Burada X
herhangi bir poktali topolojik uzay ve EX;(P,piU iise,

X den (P,pi) ye taban noktalarini muhafaza eden siirekli
biitlin tasvirlerin homotopi siniflarinin ciimlesidir).Ger-
cekten[:x;(P,po)] ,[ X;(P’pl)] iki keyfi grup ve

Ef 2 é[X;(P,pO)] +E83 (EX;(P,plﬂ keyfi elamanlar ise,bu
raktirde (X,x ), £{x, )= p, Ve g(x )_.p1 dir.Dolayisiyla
Efd #=Egj dir. EfJ ve ['g] keyfl olduklarlndan[:k (P,p 5] ==
f\,(P,pl)] .Binaenaleyh,her 1,j€I,i=£ j Lgln[j‘,(P,pi)] —
{jh,(P P )] dir.

Herer (P,p ) H gruplar: 1§1n[:X P D )] gruplarai-
nin H(P)_. YPE X (P,p)] ayrik birlegimi P uzayi iizerinde
bir LumledLr Y:H(P) - P tabii tasvirini her o¢H(P)
(o¢H(P)=>T peP igin otu(r) = Lx;(p,p) )= 0=Cf1, ) igin
to )= W(Ef]p ) = p seklinde tarif edelim.

$imdi,H(P) ciimlesi {izerinde, ¥ tasvirini lokal topo—
lojik kilan ve herbir H(P)p——[lx GE pi] sapinda dlskret
topoloji tevlid eden,bir tabii topolojinin insasina gece-
lim. . . )
. o=C0a €H(P) < H(P)=> ¥(0) = YCfl, )= p ve WC P
“keyfi bir agik olsun.W de bir P, keyfi sabit noktasini
" secelim.0 halde W::W(po) olarak gdzdniine alabiliriz.

vimdi,s:W » H(P) tasvirini gdyle tarif edelim:

¢P ise[lX;(P,pqlJ € H{P) grubu vardair.

INGNU UNivERSITES]
GENEL KUTUPHANESI
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Eflp GE:X;(P,QXJ homotopi sinifini alalim.0 halde

) . s
y&W herhangi bir nokta 1se,(P,po) ve (P,y) homotopik eg-
deger olduklarindan ¢:(P,po)——+(P,y) homotopi egdeger-

lilik tasviri vardir.Dolayisiyla,
£
(Kaxy) wors (Byp )
dof d
(P,y)

liggen diagraminda gdrildiigii gibi-@of:(X,xo) +(P,¥) ve
siirekli ve taban noktasini muhafaza eder.®of tasvirinin
homotopi s1n1f1‘E¢ony€[:X;(P,yi] dir.0 halde :
sCy)= C¢of3y diyelim.Bu gekilde tarif edilen s tasviri

teck anlamlidir ve agsagidaki gartlar: saélar:

1) Her y¢w igin’(Wos)(y)::W(s(y))::W(E@of]y)::y.
0O halde \Pos=1w.
2) pO,W de keyfi bir nokta olmak iizere W::W(po) igin
S(PO)::'Ell")f:]p(:: Epr €s(W).0 halde herhangi bir y¢W
o

i¢in s(y)::E¢of]y oldugundan $of =h dersek s(y):E@ony:

LCh] .Bu taktirde s(W) = U Chl_ olarak yazilabilir.
s(W).y1 agik cilimle olarak tarif edersek,gdsterebiliriz ki

T={s(W): W=W(p )C P 1}

ailesi H(P) ilizerinde bir topoloji tabanidir.Bunun igin
sl(wl),sz(wz)éT olmak ﬁzere,sl(wl){ﬁsz(wz)éT oldugunu goés-

termek kafidir.Halbuki;

ik, =51(w1)'r‘132»(W2) = ¢=>3Ef3yes(w),-ij syleki
Yéw(y)zz(Wir\Wz)(y) dir.Bu taktirds s(uLx))E=f~(wl)::Sz(w2).
Dolayisiyla s, (W, ) Ns,(W,)¢T. : e

ii) sl(wl)f\sz(wz)::¢ ise, @€T oldugundan
s1(W.) Ms,(W,)€T.
Binaenaleyh,T,H(P) iizerinde bir topoloji tabanidir ve H(P)
nin agik ciimleleri T nin elamanlarinin keyf?l birlegimlerif
dir.Dolayisiyla,bu topoloji ile birlikte H(P) bir topolojik

wzaydir.,
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§imdi gosterelim ki Y:H(P) - P tabii tasviri bir
lokal topolojik tasvirdir.Bunun igin gostermiliyiz ki,
her: g=LChJ (H(P) yeP igin bir U(g)c H(P) ve W(y_ y(ao))c P
agik c1varlar1 vardlr Ooyleki W]U U > W bir tOpOlOJlk tas~
virdir.Halbuki,c::[hJ €H(P) ig¢in Y¥(g)= ¥(Ch] )__y idi,Bu
taktirde y yi 1ht1va eden W agik civari igin b1r
s:W -+ H(P) tasviri vardir 3 s(y)= o.Ayrica,U(g)= s(W) ve
W]UZZWX vazedelim. |

) WX::WIS(W):U -+ W bire-birdir.Zira;y¢W ve s tasvi-
ri (X,x0) dan (P,y) ye taban noktalarini muhafaza eden
siirekli tasvirlerin homotopi sinifi olarak tarif edildi-
ginden,herhangi ol,gzés(W) igin W de sirasiyla yl,yzéw )
olan noktalar vardir q,= s(yl)_-f®of3 1,02,%igzz)__

Co'of]
Y2
f ) f
(xyxo)—_“’ (P,PO) (X’XO)—‘_—’ (P,Po)
o f \\\\\ , @ ®'of \\\\\. l o'
Simdi y* (c ) =y* (o ) ise,bu demektir ki
<s(y ))=y* (s(yz))=:: w*(t¢of3 Y& Y€ ¢ o] )=Y1=Y,
Y1 3 -

_dolaylslyla ®~®'=>¢>ofrv(b'of=> Céofd =LCod'ofd =g =0,
_ g ¥y o3

0 halde Y* bire-birdir.

2) Y*=V|U:U » W siireklidir.Zira; oéU= s(W) herhangi
bir elaman ve w*(o)==yew ve V=V(y)c W herhangi bir civar
olmak tizere s(V)c U=s(W), 0 nin bir civaridir ve

F(s(V))=vVe W dir.Dolayisiyla,¥® siireklidir.

3) w*—l: (‘P]U)—l:s:w + U=s(W) siireklidir.Zira;
y€tW herhangi bir nokta,s(y)=géU ve U'=U'(g)c U de o nin
bir civari ise,bu taktirde (¥|U)(U')C W,y nin W de bir
civaridir ve s(Y|U)(U'))=U'.0 halde s siireklidir.

0 halde agagidaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 3.1.1. P,H gruplari,H(P) = V E X; (P, P)j ve
. pel

Y:H(P) > P J her o=CﬁJp€[X;(P,p)] » PEP igin
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W(O)::W(Eh]p): p,tabii tasviri olsun.Bu taktirde H(P)
iizerinde tabii bir topoloji varidir 9 bu topolojiye naza-
ran ¥ =Tokal topolejik bir tasvirdir ve (H(P) W) ikilisi

bir demettir.

Tarif 3.1.1. Teorem 3.1.1. ile elde edilen (H(P),Y)

demetine P,H grubunun intac ettipi gruplarin-demetri denir.

Tar F 3.1.2.Hérbir p€pP igin[:X;(P,p)]==W_1(p) gru-

buna demetin p ilizerindeki sapi denir.

Biliyoruzki péP herhangi bir nokta ise,(P,p) nokta-
l1 topolojik uzayinda,p yi ihtiva eden bir W=W(p) acik
civari ve.bu civar ilizerinde Wos—;l' gartrna- sag}ayan bir
s:W > H(P) siirekli tasviri vardir. Bu s tasvirine H(P) nin
W lizerindeki kesiti diyelim ve H(P) nin W iizerindeki bii-

tin kesitlerinin ciimlesinide T'(W,H(P)) 1ile gdosterelim.

Teorem 332 (P,pi),iGI ayﬁl homotopi tipinden nok-
talr topolojik uzaylarin H gruplari, (H(P),¥),P nin intac
ettigi gruplarin demeti ve T['(W,H(P)),W iizerindeki biitiin
kesitlerin cilimlesi olsun.Bu taktirde T'(W,H(P)) asagida

tarifisverdile () operasyonuna nazaran bir gruptur.

~Ispat: Herhangi sl,SZGF(W,H(P)) ve yé&W igin T(W,H(P))
deki garpmaya (sl.sz)(y)::sl(y)sz(y) seklinde tarif ede-
l.sz(-F(w,H(P)) dir, ‘Ziras sl,SZGF(W,H(P)) igin yéw
de S.l(}f):[(boﬂy: Eh]y, sz(y)=E¢'of]y: Cg]y olsun.
0O halde

Tims. s

5198, () =ChI Lgd = Cuoth,e)d x;(2,y)]

Dolayisiyla,s €r(W,H(P)).(Bu garpma iyi tariflidir,

1°59
clinkid h'é¢ Ch] s b Eg] ise h'ah ve g'»g:>[‘1'.]-[h] veEg':] ‘Eg]

Dolayisiyla [h'] Eg ] —-EUO(h',g )1 __Euo(h,g)] )

1) Asosyatltllk: Her sl,széf(W,H(P)) igin
((sl
LK (P, y)] bir grup oldugundan (s (y)sz(y))s3(y)::

L (¥) (s, (y)s4(y)).Dolayisiyla, (s, +85) es4(y)=(s;.(s,.55))(y).

bn ise (b .s,). Sq = 1.(52,33) demektir.Yani garpma

operasyonu asosyatiftir,

520590 (3)= (5.5, (¥)s4(y) = (s, (y)s,(3))s,(y) e[x; (2,3



I,
-1

25 Ozdeg eleman: Her s¢T(W,H(P)) ve y&W igin CpJ ,
\-(p,y)] de 6zdes eleman olmak izere I(y)::ElPo§]§:[p3
seklinde tarifli T€T (W, H(P)) kesitini gdzoniine alalim,

bu taktirde (I. s)(y)—I(y)s(y)—-EPB E<I>of3 _[pjythil
Cpo(p,h)d __Euo(c l)oh] 2
Halbuki po(c D1y oldugundan no(e, l)ohnal oh=h.-0 halde
Euu(c,l)ohjfz Ehjy: 's(y) .Ayn1 gekilde (s.I)(y)::s(y)I(y):
Cwof]yEpjy:=Eh3yEp]y==Euo(h,pX]y::[uo(l,c)ohjy
Hulbuki,po(l,c)rulp oldugundan po(l,c)ohnulpohz:h. 0 halde
[“u(l,c)oh3y=:Eh]y:rs(y).Dolay151yla I¢r(W,H(P)) de dzdes
¢lemandir.

' 3) Ters eleman: sér(W,H(P)) herhangi bir kesit ve her

ytW igin b(y)—-EQOEJ _.Eh] olsun. ¢,P H grubunun homotopi
invesi olmak iizere her yGW igin s (y)::[¢o¢ofj =LCo¢oh]d
§vk1inde tarifli s 1:W > H(P) tasvirini gdzﬁnﬁnz alalle
sTher(w,H(P)) ve
(5.5_1)(Y): s(y)s (y)— Coof] E¢o®of1 =E-h E¢ohj

' = Cpa(h, ¢>oh)] _Epo(l ¢)oh3

Halbuki,uo(l,¢)r~c oldugundan U0(1,¢)OhAJCOh::p. Binaenaleyh.
(s.s—l)(y) :s(-y)s'l(y)zchjyccpohjy: Euo(l,(b)ohjy:[pjy:l(y).
Ayrlca, ' :

(s s)(y)—-s (y)s(y)——[¢oh] Ehj::[uo(¢oh,hX5;=[po(¢,l)§hjy.

Hdlbukl po (o, 1)nuc oldupgundan po(¢,l)oh~coh=p. Dolayisiyla

(s .s)(y):s (y)s(y)..[_‘q)oh] Eh:] L‘uo(d) 1)-ohd -—Epj =I(y).
1 -1

"0 halde, s.s ST Dolaylslyla s GT(W H(P)), s nln

torsidir.
Binaenaleyh,verilen garpma ile birlikte T'(W,H(P)) bir

gruptur.
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3.2. Karakterizasyonlar

2

Pl,P herhangi H gruplari ve H(Pl)’H(Pz) 51fa81yla

mitekabil demetler olsun.Notasyon olarak bunu (Pl’H(Pl))
ve (PZ,H(PZ)) ile gésterelim. -

Parit 332 1. (Pl,H(Pl)) ve (P2,H(P2)) ciftleri ve-
rilmig olsun.Bu g¢iftler arasinda bir homomorfizm vardair
denir ve ?::(a*,a):(Pl,H(Pl)) =+ (PZ’H(PZ)) yazilir,gayet

bir F::(u*,a) ¢ifti varsa,dyleki:

1) u:P1 - P2 homomorfizmdir.

2) u*:H(Pl) + H(P,) siireklidir.

. B .
3) a, & ya nazaran saplara muhafaza eder.Yani

*x
[0}
H(Pl)-—————-r H(PZ)
-
Wl 42
Pl———————* P2

kare diagrami komutatiftir.

Bt * : St
4y Her pl(-P1 iein o [H(Pl)pl:H(PI)p1+ H(PZ)

bir

)

q(pl

homomorfizmdir.

Tairaf 3. 2.0, (Pl’H(Pl)) ve (PQ,Q(PZ)) ciftleri ve-
rilmiy olsun,syleki F=( a™,a): (R ,H(P))) > (P,,H(P,)) bir

. . 2% . . . .
homomorfizmdir. F=(a ,a) ye bir i1zomorfizm denlr,ve -

(P . AP o (P2,H(P2)) yazZilir, gayet o™ ve o topolo-
Jride ~Esen ; '
Bu taktirde (Pl,H(Pl)) ve (P2,H(P2)) ciftlerine izZo-

morfiktirler idenir.

Teorem 3.2.1. (PI’H(Pl)) ve (PZ’H(PZ)) ciftleri veril-
mig olsun.jayet a:P1 > P2 bir homomorfizm olarak verilmig
Lse,butalkkrainde (Pl,H(Pl)) ve (PZ’H(PZ)) éiftleri arasinda

bir homomorfizm vardair.

tapar:,

) GPl keyf1 sabit bir nokta olsun.Bu taktirde
wlpy)€P, ve[%x;(Pl,pl)]=:H(Pl)plc_H(Pl),[:X;(Pz,a(pl)i]=

BHiP.) ( T= H(Pz) miitekabil saplardir.
27alp )
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‘§imdi X herhangi bir noktali topolojik uzay olmak
iizere,taban noktalari sirasiyla p, ve a(pl) olan (Pl,pl),
(Pz,u(pl)) H gruplarini gdézdniine a1a11m.§ayet'f1,g1:

(X,x0)~ﬂ (Pl,pl) taban noktalarini muhafaza eden siirekli
tasvirler olarak alinirsa,bu taktirde fz,gz:(x,xo)+ (Pz,a(pl))
taban noktalarini muhafaza eden siirekli tasvirleri

l,=aof, ve g,=aog, seklinde tarif edebiliriz.Yine

flﬂuglrél.xo ise,kolaylikla gésterilebilir ki fznugzrel.x0
Dolayisiyla Cfl] —> Caofld tek anlamlidir ve (X,xg,)
dan (Pl’pl)'e taban noktalarini munafaza eden siirekli tas-

virlerin homotopi siniflarini, (X,x ) dan (Pz,a(pl)) e..
taban noktalarini muhafaza edén siirekli tasvirléerin homoto-
pi siniflarima tasvir eder.Yani bu tekabiiller Cf3J- ela-

manina birtek anf]a( elemanini kargilik tutar}ar.

)

1
S Simdi Pq GP i serbest birakirsak,bu taktirde bize bir

u*:H(P ) - H(P ) tasvirini verir, oylek1 her Ef]éH(P )

Lein o (Ef])—-[aoEJGH(P )

o
H(Pl) —— H(P

Q.
—_—
P, ?, :
1) o siireklidir.Zira; U2C H(PZ) herhangi bir acgik
_1 5
climle ise,gbsterilebilir ki o™ _(U2)=:U1C H(Pl) bir
acik ciimledir.Gergekten u,< H(PZ) bir agik -ciimle ise,
2

wic P2, ie[laglk 01var1ar ve si:wi - H(P ) kesitler
olmak dzere U, = ) s; (W ) ve ¥,(U,) =) W, dlr.
1€I 1€I

Dolayisiyla, %} wic P2 agiktir ve @ siirekli oldugundan

(\J W %J 1(w.)c: Pl agiktir.Ayrica,yine o siirekli
il I 4
oldugundan o (W ),161 Pl de agik civarlardir ve
: =i
35% , 1€l kesitleri vardir,d8yleki U si(q (Wi))c H(Pl)
- i€I

bir agik climledir.Gdsterelim ki

1 m—

E v =—y 1, -1 .
B 1 iél si(a (Wi)) d1or.
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Simdi los=EE) €U
1 Py B)
))zzgquolay151y1a,:3161 lglna@)(Wi ise,

: *®
| ise 302=Eh£( (U2 3 o (01)_0
W2(02)=3T2(Eh&h
N =1
pléa (Wi) ve 01:
1, -1 ‘

L“_C L) s (=N 1)

: 1 1

161 :

Diger taraftan o

CEl) € LJ_s%(a_l(W.))b 0 halde
P1- 41 *

L€ %J sta™tw=>3 i€r igin
1€l
ulés}(a-l(wi)).Burada o,=0LCf1

1 P, ise Wl(ol): p, ve aof,

u(pl)éwi olmak iizere (X,xo) - (Pz,a(pl)) e taban ﬂoktala—

rini muhafaza eden siirekli bir tasvirdir.Dolayisiyla

o g = 3 1 “']. cC
Luuf]a(pl)—-026U2.Buradan OléUl.O halde LJ si(a (Wi)) U

1 i€l

e

i
¥

Hinaenalgyh,Ul = U si(a-l(wi)) dir.Demek ki ¥ siireklidir.

i€l
% .
2) &, o ya nazaran saplari muhafaza eder,zlirajher

) = - c 1 1
) Ef]pltH(Pl)pl H(Pl) igin
(aoWl)(Efjpl)::a(W(Ef]Pl)::a(pl)
B
QC = :] — .
(W2)‘.)(Efjp1 l)) Wz(Cuof a(pf) a(Pl)
Dolayisiyla, ax, a ya nazaran saplerlngghafaza eder.

e B
)—-?2<a ([fjp

iy

:H(Pl)pl > HiCP

3) Her pléP1 igin a*|H(P1)p z)d(pl)
: 1

bir. homomorfizmdir.Gergekten p1€P1 s o |

fl,gl:(X,xO) = (Pl’pl) taban noktalarina muhafaza eden

siirekli tasvirler ve f2=;aof1,g2=:aog1:(x,xo) - (Pz,a(pl))

miitekabil tasvirler ise,bu taktirde C£f_ 1 s L@ CH(P.) P
1 Py il Pq 1 Pq

eH(PZ)a(p ) dir.

(uoff]a X

; o Eoeg. ]
(py) I ?‘%1)
SASFeSRd | '
s 0 0 DB o™ w00 )
Py , P1
::[aouo(fl,gl)]

1

Diger taraftan
A.x - i * —
) (Efl.J 1)l)Ot (Egljpl)— EaOfleL(pl

fu'o(aut,,aogl)] ==C u'oaxao(fl;gl)]
alpy)

) Coogyl a(pl) e

a(pl)

==




Halbuki « homomorfizm oldufundan p'oaxa~scop.Dolayisiyia

*LED 7 * *

e Leq3 )=a (Cf.2 Yoo kE 253 ) dir. Binaen-
\ =11 =Py lpy

aleyh F=(a*,a) ikilisi bir homomorfizmdir.

e

e

Simdi,a§ag1daki-teoremi isﬁat edebiliriz.
Teoremid.2.2% (Pl,H(Pl)),(P2,H(P2)),(P3,H(P3)) cift-

leri ve ap Py o+ Py, a,:Py > Py hqmomorfizmleri verilmig

olsun.Bu taktirde,bir F;=(a*,a):(P1;H(P1)) o (PB’H(PB))
homomorfizmi vardir,dyleki a=0,00,, a*==a§oaT .

‘Iapac: a20a1:P1 > ?3 homomorfizm oldugundan

N . ') — * -
}eorem 3.2.1 den dolaya ¥ =(a ’a20a1)'(P1’H(P1)) - (PB,H(P3))
homomorfizmi vardlf. axzzaﬁoaT oldugunu gdsterebilirsek
ispat tamamlanmig olur.Bunun igin ise herhangi bir
:rJQH(Pl) igin a%([f]):ﬁ(a?oa?)(ﬁf]) oldugunu gostermek
kafidir.Halbaki
a*([f])::[uof]::E(azoal)qﬂ)=t azo(alof)J
k % x % ’
-—az(EalofJ)__(azoal)(EfJ).
% x ¥
A = a,00,
" Simdi,
C‘: H gruplari ve homomorfizmlerinin kategorisi,

[): Demetler ve demet homomorfizmlerinin kategorisi

olsun.

Bir T:C -+ E] tasvirini,her P ve. P, g P, ig¢in
=
TRy =HEP). v T(Pl—9+ P2) =I{(P1)_§* H(Pz) seklinde ta-

rifredelim. »
Kolaylikla gbsﬁerebiliriz et

1) P!: P2 ve a::1P1::; T(lPl)::IH(Pl)::T(Pl).
* ve her Ef](H(Pl) ic¢in

Ziixa, mTE) )==(1P )

}] i !
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(1, )*(C£1)=C1_ of)=CfI=>(1. )*
1 ¥ =y

25 ulzPl - P2 ve 0L2:P2 - P3 - azoalzPl - P3 ve

=1 ¥ .
H(Pl)=T(P1)

“>@, homomorfizm oldugundan a,00 de homomorfizmdir.
Dolayisiyla, T(azoal):H(Pl) * H(Pg) bir homomorfizmdir.
Hulbuki,’1'(@20(11)::(oc?_OOLl)'x ve Teorem 3.2.2 den ddlayl

*__ ¥ W
(uzoal) = 0,00, _.T(az)oT(al).

Binacnaleyh, T:C = E) bir kovaryant funktordur.

0 halde Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2 birlikte funk-
toriyel olarak agagidaki gekilde ifade edflébilir.

Teore& 3.2.3. H gruplari ve homoﬁorfizmleri katego-

risinden,demetler ve demet homomorfizmleri kategorisine .
bir kovaryant funktor vardir,6yleki bu funktor X,herhan:

1 bir noktali topolojik uzay olmak iizere,bir H grubuna,

bu H grubun intac ettigi gruplarin demetini, o homomorfizmi-

ne ise o demet homomorfizmini tahsis eder.

Teorem 3,2.4. (Pl’H(Pl)) ve (PZ,H(PZ)) ciftleri ve-
rilmig olsun.Sayet a:P, - P, bir izomorfizm olarak veril-
mig ise,bu taktirde (PI’H(PI)) ve (PZ’H(PZ)) giftleri ara-

sinda bir izomorfizm vardir.

Ispat: Bir kere,Teorem 3.2.1 de gdsterdik ki
u:Pl - P2 homomorfizm ise;bir.a*:H(Pl) - H(PZ) stirekli
tasviri vardir,8yleki F::(ax,a) cEfEL (Pl’H(Pl))’(PZ’H(PZ))
yiftleri arasinda bir homomorfizmdir.Tarif 3.2.2 de gdz-
oninde tutulacak olursa,(Pl,H(Pl)) ile (Pz’H(PQ)) e REiEs
leri arasinda bir izomorfizmin varligini gdstermek icin
%" 1n bire-bir ve a*—l inde siirekli oldufunu gdstermek

yeterlidir.




e

i

b
3 ';' o
4
; : P 1 A R B 2

bnsm—

e e X -1 x . . ?
« izomorfizm oldugundan o homomorflzmdlr.21raf o homo-

morfizm oldugundan

u

1

: Plele———+ P1 A

axal ' ld
H

P xP ——=— P

i Q=50 2
q , : -1 -1 , -1 -1
i i o'(ccxot)r\xaou dir. aoupo (a "xa )~ ?(axa)o(a X8 )&
: A . =1 . -1
i Ol(szP,))=“ ~aopo (a "Xa )
R = -1 -1 -1, e,
== o ogopo (o "xa )~Aa op T,

i ouo(a—lxa_l)nda 1ou

5
_l - .
po(o ~xa 1)AJa lou'.

O halde Teorem 3.2.1 den dolayi o ve a—l tasvirleri sira-
-1,k
=1 i
tac .ederlerdAyraca, o oa::lP , aoq ::_1P oldugundan
: 1 2
teorem 3.2.3 den dolaya
{

) =1 P & TR o | )
Py H(P)) P, H(P,)

Herhangi Ef 3, Lgd6H(R,) igin o E,Daa’Cg,0)
=> [t 3= Le0 = 7 DL D= ™ ¥ =

(u—l)x(u*(fflj))==(a_l)*(a*(fg13)). Balbuki,Teorem:3.2.3

*x

1

—10 i, Dolayisiyla a—;oa::IP ol-
' 1

0 halde Efljzztgf] .Dolay1i-

den dolay1 (a-l)xoa*::(a o

dugundan (a-loa)*::l

H(P, )"

3 * 4= %L =1 %

3 siyla a° bire-birdir.Diger taraftan a = (a ") oldu-
i - sundan a*_l siireklidir.

% @ halde F::(a*,a) bir izomorfizmdir.Ayni sgekilde

posterilebilir ki, F_l::((a-l)*,a—l) de bir izomorfizmdir.

\

g1 1le F::(a*,a), F_1:=((a ) ,a-l) homomorfizmlerini isti-




R SR A U SON Q;p,in_'ﬁ__t‘ﬁ@;mm,yq ;

Tebrem 3 2.5, (Pl,H(Pl)),(Pz,H(Pz)) giftleri ve

ul,azzPl = P2 homomorfizmleri verilmis olsun.Bu taktir-

: = : :
de,miitekabil F1:=(GT’G1) ve F2::(a2,a2) homomorfizmlerdeki

ay= G, dir yalniz ve yalniz ay=0a, ise.
Lgpats & oag e
i) A= Qy ise,acg1k olarak a1=:a2_d1r.

i1) aT;: a; olsun.Bu taktirde,her’EfJGH(Pl)

icin a?([fj)::[aiofj 3 a?([fj)::[azofﬂ ve [aloﬁktazofj.v

0 halde f,{X,x,) dan (Pl’pl) noktali topolojik uzayina,

-taban noktalari muhafaza eden siirekli bir tasvir oldugun-

) - = i
dan uloy,(x,xo) dan (Pz,al(pl)) e ve azof,(x,xo) dan
(PZ’QZ(PL)) e taban noktalari muhafaza eden siirekli
Lusv1r1erd1r.Ha1buk1'EaloszrEazoszj al(pl);:az(pl) ve
‘LOEVGZOL rel.(ai(pl». pl(-P1 keyfl.oldugundan alz:az 5
Not: Herhangi bir pléP1 keyfl taban noktasi igin

uT[H(Pl)P ve ag]H(Pl)p tasvirlerinin egit olmasi iéin

1 1
W0, rel.p, olmasi kdfidir.Zira;bu taktirde her

Erij(Pl)blvigin alofAJazof rel.(a(pl)).Dolaylslyla
u) (CEI) = ap(CHD) .
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