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U¢ boliimden olusan bu ¢alismann birinei bolimii, diger boliimlerin daha kolay
anlagilabilmesi ic¢in topolojik uzay, topolojik vektor uzaylar ve topolojik gruptaki
temel kavramlara ayirilmigtir.

Ikinci Béliimde topolojik gruplar i¢in smirhhk kavrami tanitilmig ve siirhhigin
kompaktlik, on kompaktlik ve baglantililik gibi topolojik kavramlarla iligkisi incelen-
mistir. Ayrica bu boliimde, p mutlak deger fonksiyonu yardimiyla tanimlanan
d(z,y) = p(x~'y) ve G grubu iizerinde bir grup topolojisi tireten d yarimetrigiyle
ilgili ozellikler incelenmisgtir. Topolojik gruplar arasinda sinirli dontigiim kavrami da
tanitilmig ve topolojik gruplar ile bornolojik gruplar icin sinirli homomorfizmalarin
bazi 6zellikleri elde edilmistir. Ayrica invaryant yarimetrik veya metrikler vasitasiyla
karakterize edilen sinirli kiimeler ve metriklenebilir topolojik gruplar i¢cine homomorf
dontigiimler ile ilgili tanim ve teoremler verilmistir.

Son béliimde ise topolojik gruplarda Pontryagin dualitesi kavrami tanitilmigtir.
Béliimiin gbze ¢arpan noktasi, topolojik grupta zayif (Bohr) sinirh kiimenin orjinal
topolojide her zaman siirli olamayacaginin oérneklenmesidir.

ANAHTAR KELIMELER: Topolojik Gruplar, siirhlik, simirli homomorfizmalar,
Pontryagin dualitesi, Bornolojik Gruplar
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This thesis covers three chapters such a way that in the first chapter, to make
understood other chapters easily we give place to topological space, topological
vector spaces and basic concepts in topological group.

In the second chapter, boundedness concept for topological groups is presented
and association of boundedness with topological concepts such as, compactness,
precompactness and connectedness has been analyzed.

Moreover, defined d(z,y) = p(z~'y) with the help of absolute value function
p and features of semi metric d that produce one group topology over group G
have been analyzed. Bounded transformation concept through topological groups is
defined and results of bounded homomorphism features for topological groups and
bornological groups have been obtained. Moreover, definition and theorems related
to characterized bounded sets by invariant pseudo-metric or metrics and topological
groups into homomorphic transformation have been given.

In the last chapter, Pontryagin duality concept in topological groups is defined.
The conspicuous point of chapter is to give an example of weak (Bohr) bounded set
in topological group would not be always bounded in original topology.

KEY WORDS: Topological Groups, boundedness, bounded homomorphisms,
Pontryagin duality, Bornological Groups.
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GIRIS

Topolojik gruplarda smirlilik kavrami son zamanlarda yogun bir sekilde ele
alinmaya basglanmistir. 1991 de C. J. Atkin bu kavrami topolojik gruplardan daha
genel olan uniform topolojik uzaylar i¢in vermistir [12]. Topolojik gruplar, uniform
topolojik uzaylarin ozel ve elverigli bir siifin1 olusturdugundan dolayr bu tanimi
topolojik gruplar icin de vermek miimkiindiir. Gruplar i¢in siirhilik incelemesine
ait caligmalar bir 6zet seklinde [22] de ele alinmigtir. Daha sonra simirlihk tanimi “G
bir Topolojik Grup ve A C G olsun. e nin her U komsulugu i¢in bir m € N vardir
oyleki A C [U]™ ise A simirhdir.” seklinde verilmigtir [23]. Bu tanim ve [23] de verilen
sonuclar ele alinarak, bu ¢caligmada baz1 sonuclar elde edecegiz ve topolojik gruplarin
Dualite Teorisi iizerine galigacagiz. Ayrica Topolojik Vektor Uzaylari’nda (TVU) da
siirhiligin teoriye kattigi faydalarin benzerlerini topolojik gruplarda arayacagiz.

Bilindigi tizere bir TV U da bir kiimeye sifirin her komgulugu tarafindan yutulabil-
mesi durumunda sinirhdir denir. Daha acik olarak, bir X, TVU da bir A kiimesine
sinirhdir denir ancak ve ancak sifirin her U komgulugu icin bir € > 0 var oyle ki
|t| < € i¢in tA C U dur. Bu tanimda tA skalerle garpma iglemi kritik rol oynar
ve tamamen cebirsel bir olaydir. Bildigimiz gibi gruplarda bu olay saglanmaz. Bu
nedenle topolojik gruplar i¢in bu tanimi dogrudan veremeyiz.

tA C U yazihmi A nin bir biiziilmesinin U igine disiiriilmesi veya buna denk
olarak U nun bir sigirilmesi (1 den biiyiik bir skalerle carpma) nin A y1 kapsamasi
anlamindadir. Biraz degisiklikle gruplarda bir kiimenin gigirilmesi kavrami [1] de
tanimlanarak yutan kiime tanimi verilmig ve bu yolla topolojik gruplarda smirlilik
tanimina ulagilmistir.

G bir soyut grup olsun. A ve B, GG nin herhangi iki alt kiimesi ise AB, tiim
ry elemanlarinim kiimesidir oyle ki x € A ve y € B dir. B = A alnirsa A% ve

timevarimsal diigiinceyle m € N igin A™ = A™ 1A tammlara ulagihr. A° = {e}



dir, e birim elemandir. Buna gére z € A™ ise
T = a1a9...Qy,

seklinde yazilir 6yle ki aq, as, ..., a,, € A dir. Bu elemanlarin hepsi ayni secilebilece-
ginden ™ € A™ dir. Fakat e ¢ A ise n < m i¢in 2", A™ nin elemani olmayabilir.

Bundan yola cikarak m € N icin AS™ kiimesini
r € AS™ ise = ajas...a, Oyle ki n < m ve a1, as, ...,a, € A
seklinde tanimlariz. Elbette A™ C AS™ dir. Fakat acik olarak A, e yi icerirse
A™ = AS™

olur.

Biz bu ¢aligmada topolojik gruplar topolojik vektor uzaylarinin bir genellegtirilme-
si oldugundan topolojik vektor uzaylar1 icin var olan bazi oOzelliklerin topolojik
gruplar i¢in de saglanip saglanmadigini arasgtirdik. Tezin birinci béliimiinde ¢aligmaya
temel tegkil eden kavramlari topolojik uzaylar, topolojik vektor uzaylar ve topolojik
gruplar olmak tizere ti¢ alt bolimde verdik.

Boliim 2 nin birinci alt boliimiinde topolojik gruplar igin [23] de tanimlanmig olan
sinirhilik tanimina gore iki sinirli kiimenin birlesimlerinin sinirl oldugunu ve bir kiime
sinirl ise alt kiimesinin de sinirli oldugunu gostererek buradan iki siirli kitmenin
arakesitinin de sinirli oldugu sonucuna ulastik. Bu boliimde baglantili bir topolojik
grupta her tek nokta kiimesinin, her sonlu kiimenin, her 6nkompakt kiimenin sinirh
oldugu ayr1 ayr1 ispatlanmigtir. Bu boliimiin ikinci alt boéliimiinde topolojik gruplar
arasinda tanimlanmig birebir, sinirh bir f homomorfizmasini géz oniine aldigimizda
tanim uzayindaki her bornivorousun f altindaki goriintiisiiniin deger uzayinda da
bir bornivorous oldugu ispatlanmistir. Bu kisimda lokal kompakt ayrilabilir metrik
gruplar arasindaki f homomorfizmasi kapali grafikle verildigi taktirde bu f homomor-
fizmasimin stirekli oldugu gosterilmistir.

Calismamizin ii¢iincii boliimiinde tipki topolojik vektor uzaylarinda oldugu gibi,
topolojik grubun kendi topolojisinde sinirli olan bir kiimenin her zaman Bohr(weak)

topolojisinde de sinirli oldugunu gosterdik. Bu onermenin tersi topolojik gruplarda



her zaman i¢in dogru degildir. Bunu, Salvador Hernandez’den yardim almak suretiyle
R reel sayilar kiimesinin Bohr topolojisinde her zaman sinirli olmasina kargin, aligilmig
topolojisinde sinirli olmadigini kullanarak ispatladik.

Burada bir G topolojik abel grubu igin literatiirdeki Pontryagin yansimalilik
veya kisaca P-yansimalilik kavrami da tanitilmigtir. 1948’de P-yansimali Topolojik
abel Gruplar'in karakterizasyonu sorusu Kaplan [12] tarafindan kurulmustur. 1964
yilinda Dualite’deki gruplar diisiincesi ilk olarak Varopoulos tarafindan topolojik
abel gruplarin icin ortaya konulmutur. 1976 yilinda Venkataraman Pontryagin
dualitesini saglayan gruplarin bir karakterizasyonunu bulmustur. Ama ne var ki
bu karakterizasyon cok tekniktir ve dahasi yanlig bir durum icerir. Daha sonra 1984
yilinda Kye P-Yansimali gruplarin bir karakterizasyonunu lokal konveks uzaylarin
toplamsal gruplarinin sinifi igin elde etmistir. Fakat bu karakterizasyon da Venkatara-
man’in sonucundakine benzer bir yanhg durum igerdigi i¢in tamamlanamamigtir.
1999 yilinda serbest topolojik abel gruplar ve siirekli fonksiyonlarin uzaylari igin
Pontryagin dualitesi incelenmistir.

G bir abel topolojik grup ise G nin bir karakteri G den T' (T, kompleks diizlemdeki
bilinen topolojiyle donatilmig olan birim ¢ember) i¢ine bir siirekli grup homomorfizmi

olarak adlandirilir. Boylece

é\; ={h:G—T:h bir karakter}
olarak tanimlanan CA?, G nin

Ve € Gigin (hihg) (x) = hy (x) hy (x)

AN
grup iglemiyle tamimlanan bir karakter grubudur [18]. Eger G lizerinde K C G

kompakt ve O C T agik olmak tizere temel aciklar:
A
(K,0)={heG:h|K]CO}

seklinde bir topoloji var ise bu topolojiye é iizerindeki kompakt agik topoloji adi
verilir [18]. Eger é lizerinde kompakt acik topoloji alirsak, o zaman X = é bir
abel topolojik grup haline donitigiir [18]. Eger Vg € G igin eg (g) (h) = h(g) seklinde
tanimlanmig

A
€G2G—>X



doniigiimii bir topolojik izomorfizm ise G grup dualitesini sagliyor veya Pontryagin

Yansimali (P-Yansimali) denir [18].



BOLUM 1
TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim 1i¢ alt boliimden olugmaktadir. Birinci alt béliim topolojik uzaylarla ilgili,
ikinci alt boliim topolojik vektor uzaylarla ilgili ve ticiincii alt boliim ise topolojik

gruplarla ilgili temel kavramlara ayrilmigtir.

1.1 Topolojik Uzaylar

Bu boliimde ilerdeki boliimlere temel tegkil edecek olan konular verilmigtir.

Tanmim 1.1.1. X bos olmayan bir kiime, 7 da P(X) in herhangi bir alt ailesi olsun.
T C P(X) asaqudaki ozellikleri saglarsa, T ailesinin her elemanina, X de bir ac¢ik

kiime denir. Asagidaki ozelliklere de agiklar aksiyomlary denir

al) X ve ¢, 7 nun elemamdar,

a2) 7 nun sonlu ya da sonsuz ¢okluktaki elemanlarinan birlesimi T ya aittir,
a3) 7 nun sonlu ¢okluktaki elemanlarinin kesisimi T ya aittir [21].

Tanim 1.1.2. Yukaridak: agiklar aksiyomlaring saglayan T ailesine X kimest tizerin-
de topolojik yapr ya da kisaca bir topoloji; (X, T) ikilisine de bir topolojik uzay denir.
X dzerindeki T topolojisinin baska birisiyle karsmast kuskusu yoksa (X, T) yerine
kisaca X topolojik uzayr denir [21].

Bir X kimesi tizerinde 1 ve Ty farkly iki topolojik yapr olsun. Bu durumda
birbirinden farkly (X, 1) ve (X, ) topolojik uzaylar: vardwr. Tek elemanly herhangi
bir X kumesi hari¢c olmak tzere X ustiunde birden fazla topolojik yapr kurulabilir.
Bir X kumest tzerinde birden ¢ok topolojik yapr varsa agik kiimeleri karistirmamak

icin bir T topolojisine ait a¢ik kiimeler T — a¢ik kiimeler diye belirtilir [21].

Ornek 1.1.1. Bos olmayan herhangi bir X kiimesi ve T = P(X) ailesi verilsin. T

ailesi i¢in (a1), (az), (a3) aksiyomlar: saglandigindan, X tzerinde bir topolojidir. Bu



topolojiye gore, her x € X i¢in {x} C X alt kiimesi bir agik kimedir. Bu nedenle
T = P(X) topolojisine, X tizerindeki ayrik (noktasal, discrete, en ince) topoloji

denir. Bu topoloji ile donatilmis X kiimesine de ayrik uzay denir [21].

Ornek 1.1.2. Bir X kiimesi izerinde verilen 7 = {X, ¢} € P(X) ailesi (a1), (az),
(ag) aksiyomlariny gercekler. X dzerindeki bu topolojik yapiya, X tizerindeki ayrik

olmayan (en kaba, indiscrete) topoloji denir. (X, T) uzayina da ayrk olmayan uzay

denir [21].

Uyar1 1.1.1. Bir X kiimesi tzerinde tamimlanmas farkl iki 7 ve 1o topolojilerinin
71 UTy birlesimi genelde topoloji degildir. Ancak (7;);cr ailesi, bos olmayan X kiimesi
tzerindeki herhangi bir topolojiler ailesi olsun. Bu takdirde N T; ailesi de X tizerinde

i€l
bir topologidir [21].

Tanim 1.1.3. (X, 7) topolojik uzay: ve bir F' C X alt kiimesi verilsin. (X —F) € T
1se, yani F' kumesinin tumleyeni acik bir kume ise, F' kumesine, T ya gore bir kapals

kiime denir [21].

Reel sayilarin matematikte 6zellikle analizde 6nemli bir rolii vardir. Topolojideki
bir ¢ok kavram Reel sayilar(R) daki somut kavram ve ozelliklerin bir X kiimesine

genellegtirilmesinden ibarettir [21].

Tanim 1.1.4. Bir X kumesi uzerinde 1, ve 1o topolojileri verildiginde T, topolojisine
gore her a¢ik kime, 7o ye gore de a¢ik ise Ty, 7o den daha kaba ya da o, 71 den daha
ince denir ve 1y C 1o seklinde gosterilir. Eger 7y C T ve T # T ise Ty topolojisi, To
den kesinlikle daha kabadur(zayf) ya da o, 71 den kesinlikle daha incedir(kuvvetli)
denar [21].

Uyar1 1.1.2. X in her 7 — ag¢itk kumesi, 759 — a¢itk ve X in her 7o — a¢ik kiimest
71 —agik 1se X tzerindeki bu ki topolojiye esittir denir ve 71 = 1o seklinde gosterilir

[21].

Tanim 1.1.5. Bir X kimesi tizerinde 1, ve 1o topolojileri verildiginde T, topolojisi,
Ty topolojisinden daha kaba veya T topolojisi de 11 topolojisinden daha kaba ise, T

ve Ty topolojilerine karsilastiriabilir iki topoloji denir [21].



Tamim 1.1.6. (X, 7) topolojik uzayr ve bir xo € X noktasi verilsin. xy noktasina

iceren her A C X agik alt kiimesine, xo noktasiun bir agik komsulugu denir [21].

Tanim 1.1.7. (X, 7) topolojik uzayw ve bir xy € X noktast verilsin. xo noktasinin bir
actk komsulugunu kapsayan her V- C X alt kimesine, xo noktasinin bir komsulugu
denir ve Nx (xo) ile gdsterilir [21].

Tanim 1.1.8. (X, 7) topolojik uzayr ve bir x € X noktasi verilsin. Eger

her Ve v (x) i¢in, IV € G(x) W CV

ise, G (x) ailesine, T topolojisine gore, x noktasinin bir komsuluklar tabani denir
[21].
Tanmim 1.1.9. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Eger her x € X noktasimin sayilabi-

lir bir komsuluklar tabant varsa, X uzayina birinci saylabilme aksiyomunu saglayan
uzay veya birinci saylabilir uzay denir [21].

Tanmim 1.1.10. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger X in T topolojisi sayilabilir bir
topoloji tabanina sahipse, X wuzayina tkinct sayilabilme aksiyomunu saglayan uzay
veya ikinci saylabilir uzay denir [21].

Tanim 1.1.11. (X, 7) topolojik uzayr, A C X alt kiimesi ve bir x € A noktas

verilsin. Eger A kimesi x noktasinin bir komsulugu ise, x noktasina, A kiimesinin

bir i¢ noktasy denir [21].

Tanim 1.1.12. (X, 7) topolojik uzayr ve bir A C X alt kiimesi verilsin. A kimesinin
butin i¢ noktalarinin olusturdugu kiumeye, A kiumesinin i¢i denir ve A simgesiyle

gosterilir [21].

Tanim 1.1.13. (X, 7) topolojik uzayr, A C X alt kiimesi ve bir x € X noktast
verilsin. x noktasinin her komsulugunda, A nin en az bir elemans varsa, x noktasina

A kidimesinin bir kapanis noktasy (degme noktasi) denir [21].

Tanim 1.1.14. (X, 1) topolojik uzayw ve bir A C X alt kiimesi verilsin. A kiimesinin

butin kapanis noktalarinin kimesine, A kumesinin kapanisi denir ve
A:{x€X| her V€ 9 (z) i¢in ANV # ¢}

ile gasterilir [21].



Tanim 1.1.15. (X, 7) ve (Y,v) topolojik uzaylar, f : X — Y bir fonksiyon ve
bir x € X noktasy verilsin. Eger f(x) noktasimin her V. C Y komsulugu igin,
f(U) CV olacak sekilde x noktasimn bir U C X komsulugu varsa, f fonksiyonuna

x noktasinda sireklidir denir [21].

Teorem 1.1.1.

f:(X,7) = (Y,v) fonksiyonu verilsin. Bu takdirde, asagidaki sartlar denktir;
i) f fonksiyonu x € X de sireklidir,

ii) Her Ve d(f(x)) i¢in, U € 9 (x) 22 €U = f(x) €V dir,

iii) Her V€9 (f (x)) i¢in, 3U € 9 (x) 2 U C f~1(V) dir,

iv) Her Ve d(f (z)) i¢gin, f~1(V) € 9 (x) dir,

v) G(f(x)), f(x) €Y noktasinin komsuluklar tabani olmak tizere her W € G (f (x))
icin, f~Y (W) €9 (x) dir [21].

Tanim 1.1.16. f : (X,7) — (Y,v) bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu, X
kiimesinin her noktasinda surekli ise, f fonksiyonuna X tzerinde stirekli veya kisaca
f fonksiyonuna streklidir denir. Eger, f fonksiyonu bir A C X alt kimesinin her

noktasinda strekli ise, f fonksiyonuna A da sireklidir denir [21].

Teorem 1.1.2. f: (X, 7) — (Y,v) fonksiyonu i¢in, asaqidaki sartlar denktir:
i) f fonksiyonu sireklidir,

ii) Her A C X kiimesi i¢in, f (A) cf (_A) dar,

iii) Y nin her kapaly alt kiimesinin ters goruntisi, X de kapalidur,

iv) Y nin her a¢ik alt kiimesinin ters gorintisi, X de agiktur [21].

Tanmim 1.1.17. Bir f : (X, 7) — (Y,v) fonksiyonu verilsin. Eger X in her a¢ik
alt kumesinin gorintusi, Y de agik ise, f fonksiyonuna ac¢ik bir fonksiyon denir.

X in her kapaly alt kumesinin goruntisu Y de kapals ise, f fonksiyonuna kapaly bir

fonksiyon denir [21].



Tanim 1.1.18. (X, 7) bir topologik uzay olsun. X in alt kimelerinin bir (A;),.;
ailesi verilsin. Eger X = igIAZ- ise, (Ai);e; ailesine X Kiimesinin bir ortisi denir.
Eger heri € I igin A; kiimeleri, X uzaywmn agik alt kimeleri ise, (A;);c; ailesine X
uwzayran bir agik ortisi denir. Sayet her i € I i¢in A; kiumeleri, X wuzayinin kapal
alt kiimeleri ise, (A;),c; ailesine X uzayimn bir kapal ortisi denir. Eger J C I
sonlu ise, X kimesinin (A;),., ortisine, X kimesinin sonlu ortisi denir. Eger

(Ai);e; ailesinin bir alt ailesi, X kiimesini orterse, bu alt aileye, X in bir alt ortisi

denir [21].

Tanim 1.1.19. (X, 7) uzay verilsin. Eger X kimesinin her a¢ik értisinin sonlu
bir alt ortisi varsa, X uzayina kompakt uzay denir. (X, T) topolojik uzayr ve bir
A C X alt kiimesi verilsin. Eger (A,Ta) alt uzayr kompakt ise, A kiimesine, X

uzayrman bir kompakt alt kimesi denir [21].
Teorem 1.1.3. (X, 1) topolojik uzay: verilsin. Bu takdirde asagidakiler denktir:
(a) X kompakt uzaydar,

(b) X in kapalr alt kiimelerinden olusan ve arakesiti bos olan bir (F),., ailesinin,

arakesiti bos olan sonlu bir (F;),.; alt ailesi vardar,

(c) X in kapalr alt kiimelerinden olusan ve sonlu arakesit 6zelligine sahip olan her

(F3);eq ailesi igin, .ﬂIFi # ¢ dur [21].
1€

Teorem 1.1.4. (X, 7) bir kompakt uzay olsun. Asagidaki dzellikler vardir ve bunlar

esdegerdir:

(a) Artan bir (An),cn agiklar dizisi X uzayim orterse, A,, = X olacak bigimde bir

ng € N wvardar,

(b) Azalan bir (F,), .y kapahlar dizisinin arakesiti bos ise, Fn,=¢ olacak bigimde

bir ng € N wvardr,

(c) Azalan bir (F,), .y kapahlar dizisinin her F,, elemana bos degilse, (F,),, e dizisi-

nin arakesiti de bos degildir [21].



Tanim 1.1.20. (X, 7) topolojik uzay: verilsin. Eger her x € X noktasi, X uzayinda
kompakt komsuluga sahip ise, X uzayina lokal kompakt uzay denir [21].

Tanim 1.1.21. (X, 7) bir topolojik uzay ve herhangi iki A, B C X alt kiimesi
verilsin. Eger ANB # ¢ veya ANB #+ ¢ ise, A ve B kiimelerine baglantily iki kiime
denir. Eger ANB = ¢ ve AN B = ¢ ise, A ve B ye baglantily olmayan iki kiime
denir.

(X, 7) bir topolojik uzay olsun. X kiimesi, baglantily olmayan ve bog olmayan iki
alt kumenin birlesimine esitse, X wuzayina baglantily olmayan uzay veya baglantisiz
uzay denir. Eger X kimesi, her biri bos olmayan, baglantily iki kiimenin birlesimine

esitse (X, T) uzayina baglantily uzay denir [21].

Teorem 1.1.5. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde asaqidakiler denktir:
i) X wzay baglantilidar,

ii) X wzayr, baglantile olan ve bos olmayan iki alt kimenin birlesimine egittir,
iii) X, bos olmayan ve ayrik olmayan iki a¢ik alt kiimenin birlesimine egittir,
iv) X, bos olmayan ve ayrk olmayan iki kapaly alt kiimenin birlesimine egittir,
v) X wzayinin hem agik hem kapaly alt kiimeleri, sadece X ve ¢ dur [21].

Tanim 1.1.22. (X, 7) topolojik uzay ve bir A C X alt uzay: verilsin. Eger (A, Ta)
alt uzayr baglantily ise, A kiimesine, X uzayr i¢inde baglantily bir kime denir.
(X, 7) uzayrmin her x ve y noktasi i¢in, x € U € T vey € V € T olacak sekilde

U UV baglantisizlhige varsa, X uzayina tamamen baglantisiz uzay denir [21].

Teorem 1.1.6. Bir uzayin tamamen baglantisiz olmasi icin gerek ve yeter sart bos

olmayan baglantily kimelerin, tek elemanly kiimeler olmasiduwr [21].

Tanim 1.1.23. (X, 7) topolojik uzay olsun. Eger her x € X noktasinan, X uzayinda
baglantily kiimelerden olusan bir komsuluklar tabani varsa, X uzayina lokal baglantil

uzay denir [21].
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Tanim 1.1.24. (X, 7) bir topolojik uzay olsun.

Her x,y€ X (x#vy) igin, U €V (x)2y¢ U wveya IV eI (y)dx ¢V

ise, yani en az bir noktamin, diger noktay: icermeyen bir komsulugu varsa, (X, T)
uzaywna Ty - uzayr veya Kolmogorov uzayr denir.

(X, 7) bir topolojik uzay olsun.

Her z,ye X (x#y) i¢in, U €V (r)2y¢U ve IVeEd(y)2x¢V
ise yani bu noktalarn her birinin digerini icermeyen bir komsulugu varsa, (X, 1)
uwzayina Ty - uzayr denir.

(X, 7) bir topolojik uzay olsun.

Her z,ye X (x#y) i¢in AU €V (x) wve IV eEI(y)25UNV =9¢
ise, (X, 7) uzayina Ty - uzayr veya Hausdorff uzayr denir.

(X, 1) topolojik uzay, bir F C X kapalr kimesi ve bir x ¢ F noktast verilsin.
Eger F kiimesi ile x noktasinin birbirinden ayrik birer komsuluklar varsa, (X, T)
uzayina regiler (dizenli) uzay denir.

(X, 7) uzayr hem regiiler hem de Ty - uzay ise, X uzayina Ty - uzayr denir.

(X, 7) bir topolojik uzay olsun. X kimesinin birbirinden ayrik herhangi iki kapals
kimesinin, birbirinden ayrik birer komsuluklar varsa, (X, T) uzayina normal uzay
denir.

(X, 7) uzayr hem normal hem de T\ - uzay: ise (X, T) uzayinma Ty - uzayr denir

[21].
Teorem 1.1.7. Hausdorff uzayindaki kompakt bir kime kapalidir [21].

Tanim 1.1.25. Bir (X, 1) topolojik uzay ve bir A C X alt kiimesi verilsin. Eger

A #+ ¢ ise, A kiimesine X i¢inde yogun denir.

Bir (X, 7) topolojik uzay ve bir A C X alt kimesi verilsin. Eger A= ¢ ise, A
kiimesine X i¢inde hi¢bir yerde yogun degil denir.

(X, 7) topolojik uzayr ve bir A C X alt kiimesi verilsin. Eger A=X ise, A
kumesine X i¢inde her yerde yogun denir.

Bir topolojik uzayin saylabilir yogun bir alt kumest varsa, bu uzaya ayrilabilir

uzay denir [21].
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Tanim 1.1.26. Bir A kimesi tuzerinde < bagintist asaqidaki 6zelliklere sahip ise
< bagintisina A kimesini yonlendiriyor denir ve A kimesine de < bagintisy ile

yonlendirilmis bir kime denir.

i) VA€ A dgin A < X\ dir,

il) Her A, Ao, A3 € A igin Ay < Ay ve Ay < A3 = \; < \3 dir,
iii) Her A\, Ay € Aigin X3 € A 5 N < A3 ve Ay < A3 dur [21].

Tanim 1.1.27. Herhangi bir X kimesi ve bir (A, <) yonlendirilmis kiimesi verilsin.
Bu takdirde f : A — X fonksiyonu, her A\ € A i¢in f(\) = x) ile tanamlansin. f
veya {xx | A € A} alt kiimesine, X iginde bir ag denir ve (x),c, C X veya (z5)
biciminde gosterilir.

X iginde bir (xy) agr ve bir f : X —Y fonksiyonu verilsin. Bu takdirde (f (x)))
kiimesi Y i¢cinde bir agdar.

X kiimesi i¢inde bir (xy) agu ve bir A C X kiimesi verilsin. Eger agin elemanlar:

belli bir indisten sonra A kimesi i¢indeyse, yani
I EAD her \g< Aicinxy €A

ise (xx)yeq agina sonunda A kiimesi iginde kalyor veya (x)),c 4 age A kiimesi icinde

bir agdur denir [21].

Tanim 1.1.28. (X, 7) topolojik uzay i¢inde bir (xx)\c4 agr verilsin. Eger birx € X

noktasinin her V- komsulugu sonunda (z)) agini iceriyorsa, (x)) agr x noktasina

yakinswyor denir ve kisaca xryx — x veya }\ir%x,\ = z ile gosterilir. Eger (x)) agi x
€

noktasina yakinswyor ise, x noktasina (xy) agiman limiti denir [21].
Bir agin hi¢ bir limit noktasi olmayacag: gibi birden ¢ok limiti de olabilir.
Uyar: 1.1.3. Her dizi bir ag oldugundan yakinsak her dizi yakinsak bir agder [21].

Teorem 1.1.8. (X, 7) topolojik uzayr, A C X kiimesi ve bir x € X noktasi verilsin.
Bu takdirde © € A olmas icin gerek ve yeter sart A i¢inde x noktasina yakinsayan

bir agin varhgidur [21].

12



Teorem 1.1.9. Topolojik uzaylar arasindaki bir f: (X, 7) — (Y,v) fonksiyonunun

x € X noktasinda sirekli olmasu igin gerek ve yeter sart her (xy) age i¢in
oy =z = f () = f(2)
olmasidur [21].

Tanim 1.1.29. (X, 1) topolojik uzay ve A C X olsun. Eger

(o}

A= UNA" > VnENz’gz’nfinzqﬁise
ne

yani yogun olmayan ise A ya X wuzayinda birinci kategoriden bir kime denir. Aksi
halde yani sayilabilen ¢okluktaki yogun olmayan cumlelerin birlesimi seklinde ifade

edilemeyen cimlelere 2. kategoriden cumleler denir. Yanui,
V(Ap),en CT 3 Vne N igin Ay = X — 0 An# ¢
ne

Tanim 1.1.30. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Asagidaki denk énermelerden birini

gercgeklestiren X wuzayina bir baire uzayr denir:

i) V(Ap)pen €7 3 VneNz'gm/In:X — ﬂ_An:X

neN

ii) V(F),en CF 2 Ve N igin Zgn =¢ = nLGJ;Fn =¢

iii) X i¢inde bostan farkl her agik alt kime ikinci kategoriden bir ciimledir

iv) X igindeki birinci kategoriden her alt ciimlenin timlemesi her yerde yogundur.

Ornek 1.1.3. (R,U) bir baire uzayidur.

Onerme 1.1.1. Bir baire uzayrmn her alt uzayr bir baire uzayr olmak zorunda

degildir.

Teorem 1.1.10. (X, 7) baire uzayr olsun. Bu takdirde X in a¢ik her A € T, (A, Ta)

alt uzayr da bir baire uzayidar.

Teorem 1.1.11. Bir baire uzayinin 1. kategoriden her alt cimlesinin timlemesi de

bir baire uzayidir.
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1.2 Topolojik Vektor Uzaylari

Bu boliimde vektor uzayi, lineer dontigiim gibi bazi kavramlarin bilindigi kabul
edilmektedir. Vektor uzaylarinin cismi ya kompleks sayilar kiimesi C' veya nadiren
reel sayilar kiimesi R olarak alimmigtir. Ayrica pozitif tamsayilar kiimesi N ile

gosterilmistir ve 0 in komsuluklarinin kiimesi N, ile gosterilecektir.

Tanim 1.2.1. Bir topolojik vektor uzay; tzerinde bir topoloji olan ve vektor uzay
1slemlerinin bu topolojide strekli oldugu bir vektor uzayidir. Kisaca TV U ile belirtilir

ve topolojiye X i¢in bir vektor topolojisi denir [8].
Tanim 1.2.2. X bos olmayan bir kime olsun.
d: X xX — R fonksiyonu her x,y,z € X i¢in,
i) =y = d(z,y) =0,
ii) d(z,y) = d(y,z),
iii) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

ozelliklerini saglarsa X dzerinde bir yarvmetrik, (X,d) ye de bir yarimetrik
uzay denir. Eger i) de = yerine <= gelirse yarvmetrik yerine metrik sozcigi
kullanalar.

Bir topolojik uzaya; topolojisi yarimetrikten (metrikten) elde edilebiliyorsa yari—

metriklenebilir (metriklenebilir) dir denir.

Topolojiler genel olarak aglar vasitasiyla karakterize edilebilir. Fakat yarimetrik
uzaylarinki gibi birinci sayilabilir topolojileri dizilerle karakterize etmek yeterlidir.

Boylece stirekliligin daha fonksiyonel olan su tanimini kullanma hakkina da sahibiz:

Tanim 1.2.3. X ve Y yarimetrik uzaylar olsun. f: X — 'Y fonksiyonunun strekli

olmasy i¢in gerek ve yeter sart
X de x, — x olan her (x,) dizisi i¢in Y de f(z,) — f(z)

olmasidir. Bu ashinda dizisel stireklilik tanimadar, fakat yarimetriklenebilir topoloji-

lerde sureklilikle ¢akisiktor.
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Diger taraftan bir X topolojik uzayinin her farkly x,y nokta ¢iftini ayran ayrik
Ny, Ny agik ciimleleri meveut ise X uzayina Ty veya Hausdorff Uzaye, topolojisine de
Hausdorff Topolojisi demistik. Metrik uzaylarin topolojileri Hausdorff iken yarimetrik
uzaylarinki degildir [7].

Tanim 1.2.4. X bir vektor uzay: ve g : X — R bir fonksiyon olsun.

a) g(0)=0,

b) g(z) =0,

c) g(=z) = g(x) ,

d) g(z +y) =g(x)+9(y) .

e) (tn) skalerlerin bir dizisi ve t, — t olmak tzere g(x, — x) — 0 olan (x,) C X

icin, g(tpx, —tx) — 0 (skalerle ¢arpyman sirekliligi),

sartlary saglanwyorsa g ye X tzerinde bir paranorm ve (X, g) ye de paranormlu
uzay denir. Ayrica
g(x)=0=2=0
sarty da saglanwyorsa paranorma total paranormdur denir [8].
Eger,
d(z,y) = g(z —y)
ile d fonksiyonu tanimlanirsa d, X tzerinde bir yarimetriktir, g total ise d metriktir.

Yukaridaki tanamda g; a), b), d) sartlarinin yamsira, mutlak homojenlik denilen
f) herte C vex e X igin g(tx) =|t | g(z)

sartine da saglarsa g ye yarmorm, tstelik total ise norm denir. (f) sarti, (b) ve
(e) sartlariny gerektirmektedir. Bu nedenle, her yarinorm(norm) bir paranorm(total

paranorm) dur.

Tanim 1.2.5. Bir normlu uzay; normdan elde edilen metrige gore tam (yani, uzayda-
ki her Cauchy dizisi bu metrige gore uzaydaki bir noktaya yakinsak) ise bu uzaya bir

Banach U zayr denir.
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Paranormlu bir uzayin yarimetriklenebilir bir topolojiye sahip oldugunu az once
belirttik. Paranorm tamimindaki (d) ve (e) sartlar1 vektér uzayi iglemlerinin bu
topolojide siirekli oldugunu gostermektedir. O halde her paranormlu uzay bir TV U
dur. Bir X TVU nun topolojisi bir d yarimetriginden elde edilebiliyorsa

p(x) = d(z,0)

ile tanimlanan fonksiyon ayni topolojiyi veren paranormdur. Daha genel olarak,
topolojisi birinci sayilabilir olan bir TVU paranormlu uzaydir [8].
Lineer veya topolojik uzaylar arasindaki dontigiimlerin baz1 6zelliklerini tanimla-

yalim.

Tanim 1.2.6. X, Y wvektor uzaylar ve f : X — Y bir lineer donusim olsun. f
birebir ve orten ise bir lineer izomor fizm denir. Ortenlik sart kaldurilirsa icine
izomor fizm seklinde de soylenir. Uzaylar topolojik ve f birebir orten surekli ve ters
fonksiyonu da sturekli bir donisium ise bir homeomorfizm adine alir. X, Y yarimetrik

uzaylar, f birebir donisim ve her x,y € X icin

dx(z,y) = dy(f(x), f(y))

oluyorsa f ye bir izometri denir (X metrik uzay ise birebir sarty gereksizdir).
Uzaylar lineer yarimetrik ve f hem lineer izomorfizm hem de bir izometri, yani

izometrik izomor fi ise f ye bir denklik dontisumii ve bu ki uzaya da denktir

denir [7].

Simdi fonksiyonlar ve topolojiler vasitasiyla kurulan bagka topolojilerden bahsede-
cegiz:

® bir X kiimesi i¢in verilen topolojilerin bir ailesi olsun. Bu durumda A® ile
gosterilen ® nin sup topolojisi denilen bir topoloji mevcuttur dyle ki; X de bir (x4)
agl icin,

rs — ¢ (AP) <= her bir T' € ¢ igin 25 — z (T)

dir. Ayrica Z bir topolojik uzay olmak tizere f : Z — (X, A®) fonksiyonunun siirekli
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bir 7" i¢in f : Z — (X, T) fonksiyonunun siirekli

olmasidir [8].
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Tanim 1.2.7. (X, : a € A) topolojik uzaylarin bir ailesi olsun. Bu uzaylarin
carpima QEAX“" her a € A i¢in z, € X, olacak sekildeki tim z : A — aLeJAXO‘
fonksiyonlarinin cimlesidir. ( x(«) yerine x, yazdik). Bu aile ki elemandan,
ornegin X wve Y den ibaret ise ¢arpim X XY ile yazlr. Eger her a € A igin

X, = X ise carpim X* ile gosterilir. Her o € A i¢in
P,: I X, — X,; P,(z) =1,
acA
seklinde tamimlanan P, dondidsimiine a-inct carpim uzerindeki projeksiyon veya

kisaca a-incy projeksiyon denir. X, topolojik uzaylarinin direkt toplama; 11X, da

UX, mun gerdigi altuzaydur ve Y X, ile gdsterilir. Buna gdre bir
a€A

T E ZXQ <= Sonlu tanesi hari¢ tiim P,(x) =z, =0
dur [8].

Uyar: 1.2.1. TVU larin ¢carpim ve direkt toplam uzaylarinin ayni olmast i¢in gerek
ve yeter sart A indeks ciimlesinin sonlu olmasidir. Yani TV U larin yalmizea sonlu

adettekilerinin direkt toplam uzay ile carpim uzayr ¢akisiktir/8].

Teorem 1.2.1. (X, : o € A) topolojik uzaylarn bir ailesi olsun. Bu durumda
I[1X, i¢in ¢arpam topolojisi olarak adlandirilan ve su sekilde karakterize edilen bir

tek topoloji mevcuttur. 11X, da bir (z5) age i¢in, bu topolojide
x5 — x <= her bir « i¢in P,(zs) — P.(z)
dir. Ayrica Z bir topolojik uzay olmak tzere bir
f:Z—-1X,

fonksiyonunun strekli olmasu icin gerek ve yeter sart her bir o icin P, o f nin strekli

olmasudur [8].

Teorem 1.2.2. X bir kiime ve F, f : X — Y} seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu
bir kiime olsun. Burada her bir f icin Yy bir topolojik uzaydwr. Bu durumda X i¢in
wkF ile gosterilen ve F' tarafindan tretilen zayf topoloji olarak adlandirilan bir tek

topoloji mevcuttur. Ayrica bu topoloji; X de her bir (xs) agu i¢in,

Ty — x <= her bir f icin Yy de f(xs) — f(x)
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seklinde karakterize edilir. Z bir topolojik uzay olmak tzere bir
h:7Z — (X,wF)

fonksiyonunun siurekli olmasy icin gerek ve yeter sart her bir f icin f o h nin strekli

olmasudur(8].

Buna gore, ¢arpim topolojisi projeksiyonlar ailesi tarafindan iiretilen zayif topolo-

jidir.

1.2.1 Hahn-Banach Teoremleri ve Yansimalilik

Tanim 1.2.8. Yarmormlu uzaylar arasindaki bir T lineer donisimi ve her x # 0
¢cm
| Tz ||[< K ||« |

olacak sekilde bir K sayst varsa T ye sinarlidir denir. Bu durumda
T ||= sup{|| Tz ||:| = [|< 1}
sayrsina da T nin normu denir. Buna gore sinarly bir T’ lineer operatori i¢in
| T |<|| T[] « ]

yazariz [8].

Uyar: 1.2.2. Yarmormlu uzaylar arasindaki lineer operatorlerin sirekliligi ile sinarli-

ligr cakisiktir. O halde normu sonlu lineer operatorlere streklidir diyecegiz.

Tanim 1.2.9. X bir TVU olmak tizere f : X — C ye tanwmly lineer dontsimlere
fonksiyonel denir. Sturekl lineer fonksiyonellerin kiimesi X' ile gosterilir ve X in
sureklt dualt denir. X' nun surekli duali X in ikince strekli duali veya kisaca ikinci
duali olarak adlandirilir ve X" ile gosterilir. Yani X" | f : X' — C ye surekli lineer
fonksiyonellerin ciimlesidir [8].

X ile X" arasinda oldukca ilging ve yararh bir iliski vardir. Bu iliski Hahn-Banach
teoreminin bir sonucu ile kurulmaktadir. Simdi Fonksiyonel Analizin énemli teoremle-

rinden biri olan bu teoremi bir kag¢ versiyonuyla birlikte verecegiz.
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Teorem 1.2.3. (Hahn-Banach Teoremsi)

(X,p) yarmormlu uzay S, X in bir alt vektor uzay ve f, S dizerinde taniml
ve tim x € S i¢in | f(x) |< p(x) dzelligine sahip bir lineer fonksiyonel olsun. Bu
durumda f, X dzerinde tanwml ve | F (x) |< p(x) sartine saglayan bir F lineer

fonksiyoneline genigletilebilir [8].

Teorem 1.2.4. ( Hahn-Banach Teoremi)
X bir yarmormlu uzay f € S' ve S, X in bir alt uzayr olsun. Bu durumda f bir

F € X' fonksiyoneline || f ||=| F' || olacak sekilde genisletilebilir [8].
Simdi bu teoremlerin en kullanigh versiyonlarindan olan su iki teoremi verelim.

Teorem 1.2.5. X bir yarmormlu uzay, S, X in bir alt uzays ve v € X — S olsun.

Bu durumda
flo) =1 fl=1/d(x,5)
ve S tzerinde sifir operatoriu olan bir f € X' mevcuttur. 5’, S nin kapaniging

gostermektedir ve d (z,S) =inf{|| z —y ||: y € S} dir [§].

Teorem 1.2.6. xy bir X normlu uzaynda sifirdan farkly bir vektor olsun. Bu

durumda
| flI=1 ve f(zo) =] 2o |

olacak sekilde bir f € X' mevcuttur [11].

Teorem 1.2.7. S, X lokal konveks uzayinin bir alt uzay: ve f € X' i¢in S tuzerinde
f nin sifir olmasy bir x € X i¢in f(x) = 0 olmasinu gerektiriyorsa bu durumda

v €S dir [10].

X bir normlu uzay olmasi durumunda X' ve X" niin birer Banach uzay1 oldugunu

biliyoruz. Her bir x € X icin,
©: X' —C x(f) = f(x)

seklinde tanimlanan fonksiyonelin lineer oldugunu gostermeye gerek yoktur. Ayri-

ca her bir x € X i¢in x siireklidir. Gergekten de

L2 (F) 1= F@) 1<) F Il |
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olup || @ |I<|| || dir. Bu z € X" ler vasitasiyla tanimlanan,
kX — X" k(x)=x
(kanonik) dontgiimiine X in X" igerisine dogal gomiilmesi denir [8].

Onerme 1.2.1. X bir normlu uzay olmak uzere yukaridak: sekilde tamimlanan k

kanonik déniisimai igine bir izometrik izomorfidir [8].

Tanim 1.2.10. X bir normlu uzay olmak tzere, yukaridaki k dontsimi orten, yani

k(X) = X"1ise X uzayna yansimalidir denir [8].
Yansimali bir normlu uzay tamdir, yani bir Banach uzayidir.

Tanim 1.2.11. X bir yarnormlu uzay olsun. X igin, X' ile teorem 1.3.2 deki gibi
verilen wX' topolojisine X in zayf topolojisi denir ve kisaca w ile gosterilir. Buna

gore X de bir (x5) agu igin,
x5 — 0 (w) <= her bir f € X" i¢in f(xs) — 0
olmasidur [8].
X' icin verilen oldukga yararl ve kullanigh bir topoloji cesidi de sudur;

Tamim 1.2.12. X bir yarmormlu uzay olsun. X' i¢in zayf* diye yazlan w* ile

gosterilen topolojiyi su sekilde karakterize ederiz. X' uzayinda bir (fs) age igin;
fs—0 (w*) <= her bir x € X i¢in fs(z) — 0

dur [8].

1.2.2 Kompakthk ve Dizisel Kompaktlik

Smulian 1940 da Banach uzaylarinin zayif kompakt alt uzaylarinin zayif dizisel
kompakt oldugunu gostermistir. Bunun tersinin ispatlanmasi ise 1947 de Eberlein
tarafindan yapildi. Bu sonucun bir ¢ok genellestirmeleri ve sadelestirmeleri mevcut-
tur. Banach uzaylarmin (aslinda metrik uzaylarin) en goze carpan ozelliklerinden

birisi kompakthgin bir ¢ok ¢esidinin denk olmasidir.
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Yukarida kompakt uzay tanimi verilmigti. Simdi ise sayilabilir kompaktlik, dizisel
kompaktlik tanimini ve ardindan dizisel kompaktlikla kompaktlik arasindaki iligkiyi

verelim;

Tanim 1.2.13. Eger her saylabilir agik ortisi sonlu bir alt ortiye sahipse X
e saylabilir kompakttir denir. X deki her dizi yakinsak bir alt diziye sahipse X
topolojik uzayina dizisel kompakttur denir [9].

Teorem 1.2.8. Birinci sayilabilir bir topolojik uzaywn dizisel kompakt olmast i¢in

gerek ve yeter sart sayilabilir kompakt olmasidir [9].

Teorem 1.2.9. Bir metrik uzaywn kompakt olmasi icin gerek ve yeter sart dizisel

kompakt olmasidir [9].

Bu iki teoreme gore, metrik uzaylarda kompakthigin yukarida tanitilan sekilleri

cakigsmaktadir.

Tanim 1.2.14. Bir TVU daki bir V cimlesine; sifirin her bir U komsulugu i¢in

V C F + U olacak sekilde sonlu bir F' kimest varsa onkompakt veya total sinarlidir

denir [8].
Onerme 1.2.2. Her kompakt kiime dnkompakt(total sinarl)dur [8)].

Onerme 1.2.3. X, sifirin onkompakt bir komsuluguna sahip bir Hausdorff TV U
olsun. Bu durumda X sonlu boyutludur [8].

Tanim 1.2.15. X, bir vektor uzayr ve V. C X olsun. 0 <t < 1wves+t=1 i¢in
sV +tV CVise V ye konveks, | t |< 1 igin tV C V ise dengeli ve her x € X ve
| t|< e igin te € V olacak sekilde bir e > 0 varsa yutan cimledir denir [8].

Bir TVU daki bir V cimlesine; sifirin her komsulugu tarafindan yutulursa
simarldur denir. Bunun dengi olan ifade sudur; V' sinarlbdir ancak ve ancak  sifirin
her U komsulugu icin |t| < € oldugunda tV C U olacak sekilde bir ¢ > 0
vardwr  [8].

Fakat T'VU da bir ciimlenin sinirhiligini genelde su teoremin son sikki ile karakteri-

ze ederiz.
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Teorem 1.2.10. Bir TVU daki V' kimesi i¢in asagidaki sartlar denktir:

1. V svmrbdr,
2. Her (z,) CV wve sifira yakinsak her (a,) skaler dizisi i¢in apx, — 0 dar,
3. Her (z,) CV i¢in (1/n)x, — 0 dur [8].

Tanim 1.2.16. (X, q) bir yarmormlu uzay ve V- C Xolsun. {q(x): x € V'} kiimesi

reel sayilarda simrl ise V' ye X de sinwrlidur denir [8)].

Maalesef sinirliligin boyle kullanigh bir tanimi paranormlu uzaylarda verilememek-

tedir.

Tanim 1.2.17. Bir TV U na sifirin her komsulugu sifirin konveks bir komsulugunu

ihtiva ediyorsa lokal konvekstir denir [§].

Bir yarmormlu uzay lokal konveks uzaydir, fakat paranormlu uzaylar icin bunu
soylemek mumkiin degildir. Lokal konveks uzaylarin en onemli 6zelligi zengin dual

uzaylara sahip olmalaridir. Bu nedenle dualite teorisi bu uzaylar iizerine kurulur
[3].

Teorem 1.2.11. Bir lokal konveks uzayda bir cumlenin sinirly olmasi i¢in gerek ve
yeter sart zayf sinarly olmasidir. Yani lokal konveks uzaylarin zayif ve lokal konveks

topologilerinde ciimlelerin sinarliligy korunur [8].

Tanim 1.2.18. TVU lar arasinda simarl cumleler: simarl cimlelere dontstiiren

dondisimlere sinarly donisim denir [8].

Teorem 1.2.12. TVU lar arasindaki stirekli bir dontisim sinirlidur. Ashinda dizisel

stirekli bir dontsim sinurlider [8].

Bu teoremin tersi hangi durumda mevcuttur? Yarmormlu uzaylar arasindaki
dontigiimlerde bu kavramlarin denk oldugunu biliyoruz. Bu denkligin sinirlarini daha
kesin hatlariyla ¢izebilmek i¢in Bornolojiye giris yapmak gerekir. Ciinki temelde
Bornolojik uzaylar bu denkligin mevcut oldugu uzaylardir.

Bir Bornolojik uzay, her mutlak konveks bornivorun sifirim komsulugu oldugu

bir Hausdorff lokal konveks uzaydir. Lokal konveks uzaylarin biraz daha geligmisg
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formudur. Ornegin lokal konveks metrik uzaylar bornolojik uzaylardir fakat her

Bornolojik uzayimn metriklenebilmesi gerekmez.

Tanim 1.2.19. Bir TVU da bitin simrl cimleleri yutan bir cimleye Bornivor

denir [8].

Onerme 1.2.4. Ty ve Ty bir X wvektor uzayr i¢in ki vektor topolojisi ve Ty C T,
yani Ty, Ty den kuvvetli olsun. Bu durumda (X;T1) de sinarly her kime (X;Ts) de
de svmarlidur [8].

Onerme 1.2.5. X bir yarimetriklenebilir vektor uzay ise her Bornivor sifirin bir

komsulugudur [8].

Teorem 1.2.13. X bir TVU ve X deki her bornivor sifirin bir komsulugu olsun.
Y bir TVU olmak tizere sumarle her T : X — Y déndistimi sireklidir [8].

Tanim 1.2.20. Metriklenebilir ve tam T'V'U na veya kisaca, tam ve total paranormlu

uzaya bir Fréchet uzayr denir [8].
Her Banach uzay1 bir Fréchet uzayidir, fakat tersi dogru degildir.

Tanim 1.2.21. X, Y topolojik uzaylar ve f : X — Y bir donisim olsun.

{(z,y):y=f(x)} CX xY

ctimlesine [ nin grafigi denir. Eger bu alt kime X XY de(¢arpim topolojisinde)
kapali ise f donisimine kapale grafige sahiptir denir [8].

Teorem 1.2.14. (Kapalv Grafik Teoremsi)
X, Y Fréchet uzaylar, ve f : X — Y kapalv grafige sahip lineer bir donisim
olsun. Bu durumda f siireklidir [8].

Lemma 1.2.1. (Kapali Grafik Lemmast)

X, Y topolojik uzaylar ve f : X — Y bir doniisim olsun. Ayrica farzedelim ki
Y, f yi surekli yapan daha zayf bir Hausdorff topolojiyle verilsin. Bu durumda f
nin grafigi kapaldir [7].
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Sonug 1.2.1. X, Y TVU,Y Hausdorff uzay ve f : X — Y strekli bir dontsim
olsun. Bu durumda f nin grafigi kapalidur [7].

Sonug 1.2.2. X, Y topolojik uzaylar ve f : X — Y kapalr grafige sahip bir donisim
olsun. Bu durumda X ve Y daha kuvvetli topolojilerle verilse bile f nin grafigi yine

de kapalidur [7].

Topolojik uzaylar arasindaki bir dontigiim agik ctimleleri agik ctimlelere dontistii-

riirse agik dontisiim adini alir.

Teorem 1.2.15. Topolojik uzaylar arasindaki bir f : X — Y dontusimi 1 : 1, orten

olsun. Bu taktirde f a¢iktir <= f nin tersi streklidir.

Onerme 1.2.6. TVU lar arasindaki bir lineer dontsuimin acgik olmasy icin gerek

ve yeter sart sifirin komsuluklarna sifirin komsuluklarima donistirmesidir [8].

Tanim 1.2.22. X, Y topolojik vektor uzaylar: olmak tzere, f : X — Y bir lineer

dontstimaiine

her U € Ny i¢in f (U) € Ny
ise almost open (hemen hemen a¢ik) dontigim denir.
Uyar: 1.2.3. Her ag¢ik donisiim, hemen hemen agik donusimdir.

Lemma 1.2.2. X bir Fréchet uzay ve Y hausdorff paranormlu uzay(yani Y lineer

metrik uzay) olsun.
f: X =Y lineer, siurekli ve hemen hemen a¢tk = f aciktor.

Onerme 1.2.7. TVU lar arasindaki bir lineer dontustimin agik olmasi icin gerek

ve yeter sart sifirin komsuluklarna sifirin komsuluklarima donistirmesidir [8].

Teorem 1.2.16. (A¢ik Déntigiim Teoremsi)
X, Y Fréchet uzaylar ve f : X — Y sirekli, lineer ve tizerine bir donisim

olsun. Bu durumda f agiktur [8].

Teorem 1.2.17. (A¢ik Déniigiim Teoremsi)
X, Y Frechet uzaylar ve f : X — Y kapalv grafige sahip lineer ve tzerine bir

dontigiim olsun. Bu durumda f siirekli ve agiktir [8].
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Teorem 1.2.18. X, Y Frechet uzaylar, ve f : X — Y surekli, lineer, birebir ve
tzerine bir doniigim olsun. Bu durumda f bir homeomorfizmdir [8].
1.3 Topolojik Gruplar

Tanim 1.3.1. G bos olmayan bir kime ve x , G de bir ikili iglem olsun. (G, *)

cebirsel yapisy asagidaki aksiyomlary saglhyorsa bir grup denir.
G1) x, G de bir ikili iglemdir
G2) x igleminin G de birlesme ozelligi vardur. Yani,
Va,b,c € G igin, a* (bxc) = (a*xb)xc

dir

G3) x igsleminin G de birim elemany vardwr. Yani,
Va € G igin, ax e =exa = a olacak sekilde de € G

bulunabilir

G4) x iglemine gore, G deki her elemanin bir tersi vardir. Yani
a€Gicin, axa ' =atxa=e olacak sekilde o' € G

bulunabilir [14].

Tanmim 1.3.2. (G, ) bir grup ve
Va,b € G icinaxb=0bxa

degisme ozelligi de saglanwyorsa gruba, degismeli grup veya Abel grubu denir [1]).
Tanim 1.3.3. Elemanlarin bir G kiumesi bir topolojik gruptur eger;
i) G bir grup,

ii) G bir topolojik uzay,
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iii) G deki grup islemleri G topolojik uzayinda siirekli ise
yani;

9:GxG— G veG — G veya tek olarak G x G — G ise [1].

(z,y)—zy T—TT (,y)—ay~!

Tanim 1.3.4. G bir topolojik grup olsun. G nin elemanlarinin bir H kiimesine,
i) H , G soyut grubunun bir alt grubu,

ii) H , G topolojik uzaywnin kapale bir alt kimesi

sartlar saglanirsa G topolojik grubunun alt grubu denir.

Ashnda H, G topolojik grubunun alt kiimesi olarak kapali olmast gerekmez. H,

G soyut grubunun alt grubu olsun. O zaman H bir topolojik alt gruptur [1].

Tanmim 1.3.5. G bir topolojik grup ve H da onun alt gruplarindan biri olsun. G/H
ile G grubunda H alt grubunun sag kosetlerinin tamamanin bir koleksiyonu gosterilir

ve

G/H ={Ha|a € G}

dir [1].

Tanim 1.3.6. G bir topolojik grup ve N, G nin normal alt grubu olsun. Kosetlerin
G /N kiimesi soyut bir gruptur. G /N bir topolojik uzay olsun. G /N nin bir topolojik
grup oldugunu géstermek i¢in gerekli tek sey, G/N soyut grubundaki islemlerin G/N
topolojik uzayinda sirekli oldugunu gosterebilmektir. G /N bir topolojik grup olur ve
G/N ye factor (bolim) grubu denir [1].

Tanim 1.3.7. (G, ) ve (H,x) iki grup ve f : G — H bir fonksiyon olsun.
Va,b € G igin f(a Ab) = f(a)* f (D)
ise f ye G den H ye bir homomorfizma denir [14].

Tanim 1.3.8. Birebir ve orten homomorfizmaya bir izomorfizma denir. Eger G
ve H gruplar arasinda bir izomorfizma varsa bu gruplara izomorf gruplar denir ve

G = H yaxlr [14).
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Tanim 1.3.9. Bir G topolojik grubundan G* topolojik grubu tuzerine bir f donisimii

asagqidaki sartlar saglanirsa bir izomorfizma adiny alir.
i) f, G soyut grubundan G* soyut grubu tzerine bir izomorfik dénigim
ve
ii) f, G topolojik uzayindan G* topolojik uzay tizerine bir homeomorfik donisim/[1].

Tanmim 1.3.10. Baire uzay: olan bir topolojik gruba baire grup denir. Ayrica bir
X topolojik grubu baire gruptur ancak ve ancak kendi iginde 2. kategoriden

1se.

Tanim 1.3.11. G, G* iki topolojik grup olmak “zere bir g - G — G* homomorfik
doniisumine eger G topolojik uzayindan G* topolojik uzayina giden acgik bir donisimse

agikter denir [1].

Teorem 1.3.1. G, G* iki topolojik grup ve g, G grubundan G* soyut grubuna bir
homomorfik donisum olsun.

g donusuminin surekli veya agik olmasi icin, G* grubunun e* biriminin her U*
komsulugu i¢in e biriminin bir U komsulugu vardir 3 g (V) C U* olmast ve e nin

her V' komsulugu i¢in €* wn bir V* komsulugu vardir 5 V* C g (V') olmast yeterlidir

/1].

Tanmim 1.3.12. G bir topolojik grup N, G nin normal alt gruplarindan biri ve G /N
bolim grubu olsun. Yx € G elemanini, x @ iceren N normal alt grubunun X koseti
ile birlestirelim:

Ve € G iginx € X, oyle ki g(z) =X

olsun. O zaman G, G/N de iki topolojik grup olmak tzere g : G — G /N doniigimi
bir a¢ik homomorfik dénisimdir. G grubundan G/N grubuna giden bu donisime

dogal homomorfik dénisim denir [1].

Teorem 1.3.2. G ve G* iki topolojik grup, g : G — G* bir agik homomorfik dontstim
ve N, bu g homomorfizminin cekirdegi olsun. O zaman N, G grubunun bir normal

alt grubudur ve G* topolojik grubu, G/N grubuyla izomorfiktir [1].
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Teorem 1.3.3. G ve G*, 2. sayplabilirlik aksiyomlarine saglayan iki lokal kompakt
topolojik grup olsun. Bu takdirde g : G — G* homomorfik donisimi agiktur [1].

Uyar: 1.3.1. Dikkat edersek G ve G* ki topolojik grup olmak tizere

g : G — G* ag¢ik homomorfik donistiminin ¢ekirdegi sadece birimi igeriyorsa bu
dontistim izomorfiktir.

G ve G* iki topolojik grup ve f, N' ¢ekirdegiyle birlikte f : G — G* bir agik
homomorfik dontsim olsun. Bu takdirde N' yi iceren G grubunun alt gruplar ve

G* gruplary arasinda birebir esleme vardur [1].

Tanim 1.3.13. D yonlendirilmis bir kime (x5, D), (X, 7) topolojik grubunda bir
ag olsun. e nin her U komsulugu i¢in bir 0y (U) € D vardwr dyle ki her d1,dy >

do igin xs, ;" € Uoluyorsa (x5, D) ya (X,7) da bir cauchy agv denir [1].

Tanim 1.3.14. Bir topolojik gruptaki her cauchy age bir noktaya yakinsiyorsa tam-
dur denir [1].

Tanim 1.3.15. G bir topolojik grup ve M , G topolojik grubunun bir alt kimesi
olsun. M den R’ ye tanwmlanmus fonksiyonlarin bir /N kimesi asagidaki sart
saglarsa es sirekli olarak adlandwrilir, her e pozitif sayusy icin xy~t € V, x € M

ve y € M olmak tizere G grubunun bir V. komsulugu vardur oyle ki her f € A i¢in

| f@)=fy)l<e

olur [1].
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BOLUM 2
TOPOLOJIK GRUPLARDA SINIRLILIK VE
SINIRLI HOMOMORFIZMLER

Bu boliimde 1991 yilinda C. J. Atkin’in[12] uniform topolojik uzaylar i¢in vermis
oldugu smirlilik tanimindan yararlanilarak, topolojik gruplar icin yapilmig olan
sinirlilik tanimi verilmis ve bazi1 sonuglar elde edilmisgtir. Ayrica siirh doniigtim
kavrami tanitilarak topolojik gruplar arasindaki sinirli homomorfizmalar ile siirekli

homomorfizmalar arasindaki iligki incelenmigtir.

2.1 Topolojik Gruplarda Simirhhk

Tanim 2.1.1. G bir topolojik grup ve A C G olsun. A kiimesine A~' = A olmasi

durumunda simetrik denir. Ayrica A mn simetrik hull’u
[A] =n{U : U simetrik ve ACU}
seklinde tanimlanar.
Agik olarak her A C G igin [A] simetriktir. Yine
Al =n{U : U simetrik ve ACU}
ve U simetrik oldugundan U = U~! olup

Al =n{U': A cUu™"

Al =n{U':ACU"}

bulunabilir ve buradan

[A]=A'UA

oldugu ispatlanabilir [23].
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Ornek 2.1.1. [A™] C [A]™ dir. Gercekten de;
z€ [A™M] ise A™ C U olacak sekilde her U simetrik kimesii¢in x € U dur.
Yani xe A7 U A™ dir. Eger

r €A™ ise; x=ajas...am olacak sekilde ay,as, ..., a, € A7t

vardar.

Eger
xr €A™ ise x = biby...b,, olacak sekilde by, bs,...,b,, € A
vardwr. Her iki durumu birlikte
T = C1Cy...C, Olacak sekilde cy,co,...;cpy € AUA = [A]
vardir seklinde yazariz. O halde x € [A]™ dir [23].
Ornek 2.1.2. (Z,+) grubunda A = {1,2} kiimesi igin
[A] = {—2,-1,1,2} ve [A]® = {—4,-3,—2,—1,0,1,2,3,4} dir.

Halbuki;
A? ={2,3,4} ve [A?*] ={-4,-3,-2,2,3,4}

/23],

Tanim 2.1.2. G bir grup ve A C G olsun. Her € G i¢in x € [A]™" olacak sekilde

bir m € N mevcut ise A ya yutan kiime denir [23)].

Tanim 2.1.3. G bir topolojik grup ve A C G olsun. Eger A, e nin her komsulugu
tarafindan yutulursa A ya sinarbider denir. Daha agik olarak e nin her U komsulu-
gu i¢in  bir me N wvardur oyle ki A C [U]" A ya sinwrlider denir [23]. Bilindigi
tizere bir topolojik grup, e nin simetrik komsuluklarinin bir yerel bazina sahiptir
[9, s.241]. Buna gore asagidaki teoremi ispatladiktan sonra simrlihgin daha formal

bir tanimini verebiliriz. Fakat once bir lemma verelim.

Lemma 2.1.1. A bir G topolojik grubunda e nin simetrik bir komsulugu ise A nin

ici A da e nin agik ve simetrik bir komsulugudur.
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ispat. A 1 agik ve e nin bir komgulugq oldugu agikardir. Sadece A in simetrik

oldugunu gosterecegiz. Bunun icin (A) = (A™1)° oldugunu gostermek yeterlidir

o]

ginki A-' = Adir. z € (A)tisez™! € ;1 olup x71 € B 6yle ki B acik ve B C A
olacak sekilde bir B vardir. O halde B C A «<= B! C A™! oldugundan ve
topolojik grupta ters alma isleminin bir homeomorfizma olmasmdan B~! de acik
kiime olup z € (A™1)° dir. Ciinkii € B~! dir. Diger taraftan z € (A™1)° ise
bir D C A~ agig1 var oyle ki # € D dir. Yi_I%e D! agk ve D™! C A oldugundan
z7'e D' olup 27t € A dur. Yani z € (2) dir [23]. O
Sonug 2.1.1. Bir G topolojik grubunda e nin her simetrik komsulugu e nin acik

simetrik bir komsulugunu ihtiva eder [23].

Sonug 2.1.2. Bir G topolojik grubunda e nin ac¢ik simetrik komsuluklarinin ailes:

topologi i¢in bir lokal bazdur [23].
Asgagidaki teorem sinirliligin bagka bir tanimini ihtiva etmektedir.

Teorem 2.1.1. G bir topolojik grup olsun. G de bir B kiimesi, e nin komsuluklarin-
dan teskil edilen bir lokal bazdaki her eleman tarafindan yutulur ancek ve ancok B

swnarlidar.

Ispat. Yeterlilik agikardir. Gereklilik icin B C G ve B, e nin komsuluklarinin bir
lokal bazi olsun. Ayrica B nin B ye ait her U kiimesi tarafindan yutuldugunu kabul
edelim. U, e nin keyfi bir komsgulugu ise B baz oldugundan V' C U olacak sekilde

bir V' € B mevcuttur. Diger taraftan;
VCU < [V|"C U™

olup (her m € N i¢in) bir m € N i¢in B C [V]" olacagimndan aymi zamanda
B C [U]™ olmahdir. Yani B smrhdir [23]. O

Uyar1 2.1.1. Bu teoreme gore bir B kimesinin G nin simetrik komsuluklar tarafin-
dan yutuldugunu gostermek swnarly kiime oldugunu gostermek i¢cin yeterlidir. Bu

durumda [U] = U olacagindan B C [U]™ yerine B C U™ yazacagiz.

Teorem 2.1.2. Iki sinarls kiimenin birlesimi sinarhidar.
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ispat. A ve B, X topolojik grubunda iki sinirli kiime olsun.
A smirh <= VU € N, (simetrik) i¢in bir m € N var 5 A C [U]"

ve

B smirh <= VU € N, (simetrik) i¢in bir n € N var 3 B C [U]"
= AU B smurh mudir? Yani;
YU € N, i¢in bir n' € N var 3 AUB C [U]" mudir?
ACIU]" ve BC[U]" = AUBC[U]"U[U]" dur.

Buradan eger ki

ooy ot

kapsama bagintisinin varligini gosterebilirsek AUB nin sinirh oldugunu soyleyebilece-

giz. Asagidaki lemmada bu kapsamanin var oldugu ispatlanmistir: O]
Lemma 2.1.2. [U]" U [U]" C [U]™™ dur.
Ispat. 2 € [U]" U [U]" olsun. Bu durumda
z € [U]" veya z € [U]"
dir. Bu taktirde
x € [U]" <= = ajas...a,, dir 6yle ki ay,as9,...,a, € U

veya

S [U]n <— & = by1by...b,, dir oyle ki bl,bg, ,bn eU

olur. Fakat m < m +n ve n < m + n oldugundan n tane e igin
T = a1a9...apee...c € U™

veya m tane e ic¢in

x = byby...bpee...c € U™

olup her durumda

x e gmtr

dir. O halde AU B simirhdir. O]
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Teorem 2.1.3. Bir kume sinirl ise alt kumesi de sinarlidar.

Ispat. A, X topolojik grubunda sinirlh ve B C A olsun. Bu taktirde B sinirh
midir?

A smirh <= VU € N, i¢in bir m € N vardir 3 A C [U]™

ve hipotezden B C A oldugundan ;
B C [U]™ olacak sekilde bir m € N

oldugundan B de smirhdir. O
Sonug 2.1.3. Iki sinarly kiimenin kesisimi de sinarldar.

ispat. A ve B, X topolojik grubunda iki sinirhi kiime olsun. O halde, AN B simirh
midir?
ANB C Ave AN B C B oldugundan ve A ile B sinirh kiimeler oldugundan bir

onceki teoremden A N B smirlidir. OJ

Bilindigi gibi her topolojik vektor uzay: toplamsal grup oldugundan U™ yerine
mU yazilir. O halde bir B kiimesinin sinirli olmasi sifirin her U simetrik komsulugu
icin B C mU veya %B C U olacak sekilde U ya bagh bir m pozitif tam sayisinin
bulunmas1 anlamina gelir. Bu ise topolojik vektor uzaylarinda bilinen simirhilik
tanimi- dir.

Ayrica gruplarda skalerle carpma islemi olmadigi igin, topolojik vektor uzaylarin-
daki yutan kiime tanimi buradaki tanimin ozel halidir. Buradaki sinirlilik tanima,
gruplar gibi daha ilkel bir yapida tanimlandigi i¢in topolojik vektor uzaylarinda
simirhilikla ilgili saglanan bazi 6zellikleri saglamada yetersiz kalmaktadir. Ornegin
topolojik vektor uzaylarinda tek nokta kiimeleri sinirliyken burada tek nokta kiimele-
rinin siirli olmasi ic¢in topolojik gruba ekstra ozellik eklememiz gerekecek.

Simdi agir1 baglantisiz (extremally disconnected) uzay tanimini vererek tek nokta

kiimelerinin siirh olmak zorunda olmadigi bir topolojik grup ornegi verelim:

Tanim 2.1.4. Bir topolojik uzayda her ac¢ik kumenin kapamist da ac¢ik ise uzaya

agiry baglantisiz (extremally disconnected) dur denir.
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Ornek 2.1.3. (Z,+) grubunu, R den indirgenen aligilmis metrik topolojisi ile digii-

nelim. Buna gore Z min d oklid metrigine gore aciklaring, ornegin

(-4 2) 2= 0} v 2002 L2

qibi kesisimler olarak belirleriz. Bu topolojiye gore grup isleminin strekliligi asikar
olup bir grup topolojisidir. Yani (Z,4,d) bir topolojik gruptur. Dikkat edilirse d/Z
nin topolojisindeki her kiime hem a¢ik hem kapaly olup (Z,d) extremally disconnec-
ted bir topolojik uzaydur. Simdi {1} tek nokta kiimesinin sinarle olmadiginy gésterelim.

U = {0}, 0w bir U komsulugu olmasina karsin her m € N i¢in [U]™ = {0}
oldugundan {1} & [U]™ dir. O halde sinarly degildir. Ciinki {1} sifirin bir komsulugu

tarafindan yutulamamaktadr.

Simdi simrhihgin baglantihilikla iligkisini ortaya koymadan énce [1. s.76] daki su

sonucu verelim.

Teorem 2.1.4. Baglantily bir G topolojik grubu, birim elemaninin bir U komsulugu
tarafindan dretilir. Yani G nin her elemanit U ya ait elemanlarin sonlu ¢arpima

olarak temsil edilebilir.
Sonug 2.1.4. Baglantily bir topolojik grupta her tek nokta kiimesi sinirlidar.

Ispat. = € G keyfi ve U, e nin bir simetrik komsulugu olsun. O halde yukaridaki

teoremden

bir m € N i¢in z = aqas...a,, € U™, n < m, ay,as,...,a, € U
olup bu {z} C U demektir. O
Teorem 2.1.5. Baglantily bir topolojik grupta her sonlu kiime sinwrlidor.

Ispat. Oncelikle sonlu sayida sinirli kiimenin birlesimi de sinirli midir diye bakalim.

Bunu tiimevarim yontemiyle ispatlayalim. Aj, As, ..., A, smirh kiimeler ve
k = 2 icin Teorem 2.1.2 den A; U Ay simirhdir...x
Simdi k=n-1 i¢in dogru olsun yani;

ATUAU ... UA,_1 simrli... * %
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Bu taktirde k=n i¢in dogru mudur? Yani;

ATUA U ... UA, smirli madir?

A1UA2UUAn:{AlLJAQUUAn_l}UAn

ve (kk)dan A; U AyU...UA,_; smirh, ayrica hipotezden A, simirh olup (%) dan

A UAy U ... U A, stmarhdir.

O halde her sonlu kiime

F=Azy,29,...,x,} ={z1} U{a} U...U{z,}

seklinde tek nokta kiimelerinin birlesimi geklinde yazilacagindan ve baglantili bir

topolojik grupta her tek nokta kiimesi sinirli oldugundan F' sinirhdir. O]
Sonug 2.1.5. Baglantils bir G topolojik grubunda her kompakt kiime sinarlidar.

Ispat. e nin acik simetrik komguluklarmm lokal bazi B olsun ve keyfi bir U € B

alalm. Ayrica B, G nin bir kompakt kiimesi olsun.
A={U":m=1,2,...}

ailesini tamimlayalim. A, B i¢in bir agik értiidiir. Gergekten de her U™ agik kiimedir
ve GG baglantili oldugundan T'eorem 2.1.4 den her x € B igin x € U® olacak gekilde
bir s € N vardir. O halde B C UA olmak zorundadir. B kompakt oldugundan
A nin bir {U™ ... U™} sonlu alt ailesi B yi orter yani B C iQIU i dir. Ayrica
U™ C U™ oldugundan

Oum c gmett
uumc

olup B C U™ *! dir. Buradan B, B deki her eleman tarafindan yutuluyor sonucuna

ulagiriz ki T'eorem 2.1.1 den B smirhdir [23]. O

Uyar1 2.1.2. Bu sonucu her topolojik grup i¢in vermek mimkin degildir. Yukarida-

ki ornekte {1} tek nokta kimesi agikar olarak kompakttir, fakat sinarle degildir.
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Baglantili bir topolojik grup i¢in 6énkompaktlikla siirlilik arasindaki iligkiyle

ilgili agagidaki teoremi vermeden once onkompakt kiime tanimini hatirlayalim.

Tanim 2.1.5. Bir G topolojik grubundaki bir S kiimesine asagidakt sartin saglanmasi

durumunda onkompakttir denir;
e nin her bir U komsulugu i¢in sonlu bir F kimesi vardir éyle ki S C FU dur.

Teorem 2.1.6. Baglantily bir topolojik grupta her énkompakt kiime sinirlidar.

ispat. G bir baglantili topolojik grup ve S, G de 6nkompakt olsun. U, e nin keyfi bir
simetrik komgulugu ve V, e nin VVC U olacak sekildeki bagka bir simetrik komgulu—
gu olsun.

Hipotezden
S C FV olacak gekilde sonlu bir F' kiimesi
vardir. Teorem 2.1.5 den F' simirhdir. O halde
bir n € N vardir oyle ki F* C V"

dir. Boylece
SCFVcCcvVWcvvr={\Vv)tcu"
olup S bir sinirh kiimedir. O

Sonug 2.1.6. Baglantily bir topolojik grupta e nin her komsulugu yutandir [23].

Baglantililik burada cok 6nemli bir rol iistlenmektedir. Asagidaki 6érnek bunu

daha iyi gosterir.

Ornek 2.1.4. Bir asir baglantisiz (extremally disconnected) Ty topolojik G gru—

bunda {e} kimesi hari¢ biitin kimeler sinarsizdar.

Ispat. B C G ve B # {e} olsun. B = U{z}, z € B dir. {z}, G de kapah fakat G,
agir1 baglantisiz oldugundan aym zamanda agik bir kiimedir. O halde {e}, e nin bir
komsulugudur .

Simdi x# e, x € B i¢in {x} kiimesini diiglinelim.
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Her m € N igin {e}™ = {e}

oldugundan  {z}, {e} tarafindan yutulamaz. O halde B de {e} tarafindan

tarafindan yutulamaz. Oyleyse B siurh degildir. [

Eger bir G grubunun topolojisi yarimetriklenebilirse yani G bir yarimetrik topolo-
jik grup ise G tizerinde metriksel sinirlilik diyecegimiz ve iyi bilinen bagka bir sinirhilik
kavrami da vardir. Bu durumda bir B C G nin sinirhihgi

sup {d (z,y)} < o0

z,yeB
olmasiyla karakterize edilir. Simdi bir yarimetrik grupta, daha once verdigimiz
sinirlilik kavramiyla metriksel sinirhilik kavraminin ne derece ortiigtiigiinii tartisacagiz.
Topolojik vektor uzaylarinda benzer bir tartigma zaten yapilmisgtir. Biliyoruz ki
topolojisi yarimetriklenebilir bir topolojik vektor uzayimnda (ki bu durumda topolojik
vektor uzay1 paranormlu uzay olur) bir kiime sinirli ise metriksel sinirhdir fakat tersi
her zaman dogru degildir [8, s.49].

Benzer bir sonucu yarimetrik gruplar icin bekliyoruz. Once baz1 bilinen sonuclari

verelim.

Tanim 2.1.6. G bir grup ve p : G — R bir fonksiyon olsun. p asagidaki ozellikler:

saglarsa G zerinde bir mutlak deger fonksiyonu adint alur.
1) p(z) >0, her x € G igin,

2) ple)=0vep(z™')=p(z), her x igin,

3) pley) <p(x) +p(y), herz,y € G igin,

4) p(x,) — 0 ise her a € G i¢in p (ax,a™) — 0 dar.

Son sart Abelyan gruplar icin gereksizdir. Bu p fonksiyonu yardimayla tanimlanan
d(x,y) = p(z~'y) fonksiyonu G tizerinde bir grup topolojisi iireten bir yarimetriktir

[9].
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Tanim 2.1.7. Bir G grubu tzerinde tansmlanan bir d yarimetrigine
her z,y,a € G i¢in d (ax,ay) = d(z,y)

olmasi durumunda sol-invaryant,;
her z,y,a € G i¢in d (za,ya) = d (z,y)

olmasy durumunda ise sag-invaryant yarimetrik denir.

Onerme 2.1.1. Bir G grubu tzerinde her sol-invaryant yarimetrik d, G tzerine
bir grup topolojisi indirger oyle ki bu topoloji bir p mutlak deger fonksiyonundan
gelmektedir ve

d(z,y)=p(z"'y)

dir [9].

Teorem 2.1.7. Topolojisi birinci sayilabilir olan bir topolojik grubun topolojisi bir

sol-invaryant yarimetrikten gelir [9, s.253].

Onerme 2.1.2. (G, d) topolojik grup ve d:GxG — Rt ve d' (z,y) = d (', y™") ol—
sun.

d' bir sol invaryant yarimetrik <= d bir sag invaryant yarimetriktir9].

ispat.
d' sol invaryant yarimetrik = d sag invaryant yarimetrik midir?
Yani;
d (a:_la, y_la) =d (x_l, y_l)
midir?

d (x_la, y_la) =d (a_lat, a_ly)

ve d'sol invaryant oldugundan
d(z'a,y7'a) =d (a7 'z, a7 y) =d (z,y) =d (7 y )
dir.
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d sag invaryant yarimetrik = d' sol invaryant yarimetrik midir?

Yani; d'(az, ay) =d' (x,y) midir?

d' (az,ay) =d (x_la_l, y_la_l)

ve d sag invaryant oldugundan,

d(z ey la) =d (@7 yT) = d'(2,y)
bulunur. n

Onerme 2.1.3. d nin bir sol invaryant yarimetrik oldugunu fakat saj invaryant bir

yarimetrik olmadiginy varsayalim.
D(z,y) =d(z,y) +d(z7,y")
olsun. D ne sag invaryanttir ne de sol invaryanttir [9].

Ispat. Gostermemiz gereken D nin sol invaryant olmadigi yani;
D (az,ay) # D (z,y)

ve D nin sag invaryant olmadigi yani;
D (za,ya) # D (z,y)

olmasidir.

Bir an i¢in D nin sol invaryant oldugunu varsayalim. Bu durumda
D (ax,ay) = D (z,y)
olmahdir. Bu
D(z,y)=d(z,y)+d(z"y ") =d(az,ay) +d (z 7 a "y la™)
olmasini ve dolayisiyla
d (xfl’ yfl) —d (:cflafl, yilcfl)
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olmasini gerektirir. Bu d nin sag invaryant olmasiyla edegerdir. Bu ise ¢eligkidir.
Kabuliimiiz yanhgtir. D sol invaryant degildir.

Simdi bir an i¢in D nin sag invaryant oldugunu varsayalim. Bu taktirde
D (za,ya) = D (z,y)
olsun. Bu
D(z,y)=d(z,y)+d(z ",y ") =d(za,ya) +d (a2 a7y ™)

olmasini ve dolayisiyla
d(za,ya) = d(z,y)

olmasini gerektirir. Bu d nin sag invaryant olmasiyla egdegerdir. Bu ise ¢eligkidir.

Kabuliimiiz yanhsgtir. D sag invaryant da degildir. O

Onerme 2.1.4.
d bir grup uzerinde bir yarimetrik olsun. O zaman asagidaki kosullar denktir:
a) d sol ve sag invaryanttur,

b) d sol invaryant ve inversiyon altinda invaryanttir yani,
d(z"y™") =d(z,y)

c) d sag invaryant ve inversiyon altinda invaryanttur,

d) d sol invaryant ve i¢ otomorfizm altinda invaryanttir yani,
d(z,y) =d(aza ", aya™")

[9].

ispat.
a = b

d sol ve sag invaryant olsun. d inversiyon altinda invaryant midir? Yani;

d(zy ') =d(z,y)

mudir?
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b = ¢
d sol invaryant ve inversiyon altinda invaryant olsun. Bu taktirde d sag invaryant

ve inversiyon altinda invaryant midir? Yani; d(za,ya) = d (z,y) midir?

d(za,ya) =d(a 'z a7y ")
ve d sol invaryant oldugundan
d(a 'z aly ) =d(ay )
ve d inversiyon altinda invaryant oldugundan
(o090 = d a2~y ) = d (o)

bulunur.

c = d
d sag invaryant ve inversiyon altinda invaryant iken d sol invaryant ve i¢ otomorfizm

altinda invaryant midir? Yani;
d(az,ay) = d(z,y)

ve

d (aza™ aya™") = d(z,y)

midir?

d inversiyon altinda invaryant oldugundan
d(az,ay) =d (z 'a” ',y ta™)
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ve d sag invaryant oldugundan
d (:L'_la_l, y_la_l) =d (m_l, y_l) =d(z,y)

bulunur ki bu da d nin sol invaryant olmasiyla egdegerdir.

Ayrica d sag invaryant ve d inversiyon altinda invaryant oldugundan
d (axa’l, aya’l) =d(azx,ay) =d (x’la’l, y’la’l) =d (x’l,yfl) =d(z,y)

bulunur ki bu d nin i¢ otomorfizm altinda invaryant olmasi demektir.

d = a
d sol invaryant ve i¢ otomorfizm altinda invaryant iken d sol ve sag invaryant midir?
Hipotezden
d(az, ay) = d(z,y)

yani d sol invaryanttir. Ayrica;
d(za,ya) = d (azaa ", ayaa™") = d (az,ay) = d (z,y)
olup bu ise d nin sag invaryant olmasi demektir. O]

Teorem 2.1.8. G bir yarimetrik grup ve A C G bir stmrl kiime olsun. Bu durum-

da A metriksel sinirlidar .

Ispat. Bir ¢ > 0 icin D. = {z : d(z,e) < &} yuvarl e nin bir komsulugudur.
Onerme 2.1.1 den d nin, G {izerinde sol invaryant bir yarmetrik oldugunu biliyoruz.

Simdi A siirh oldugundan
bir m € N i¢in A C [D. (e)]™

dir. Fakat diger taraftan
[DE (6)]m C Dye (6)

dir. Simdi bunu gosterelim. z € [D, (e)]™ ise
Z = a1as...a,, (n < m) olacak sekilde ay, as, ..., a, € D, (e)

mevcuttur. p, d yarimetrigini veren mutlak deger fonksiyonu olmak iizere Tanim

2.1.7 den
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d(z,e)=p(z7le)=p(z7Y) =p(2) =p(ar1as...a,)

<p(a)+plag) + .. +plan)=d(as,e) + d(az, ) + ... + d(an, €)

<e+4+e+..+e=ne<me

olur. Yani z € D, (e) dir. Buna gore A C D, (e) elde ederiz. Buradan agik
olarak

sup {d (z,y)} < 2me
T, yeA

yazariz ki bu A nin metriksel siirh olmasi anlamma gelir. Ornek 2.1.3 bu teoremin
tersinin dogru olmadigimi gosteren bir ornektir. Cilinkil {1} kiimesi (Z, d) metrik

uzaymda (metriksel) siirhdir [23]. O

Teorem 2.1.9. Bir topolojik grupta bir B kumesinin sinirle olmast i¢in gerek ve

yeter sart B nin her saylabilir alt kimesinin sinwrl olmasidar.

Ispat. Sadece yeterliligin ispata ihtiyaci vardir. Kabul edelim ki B nin her sayilabilir

alt kiimesi sinirh fakat B sinirh degildir. Bu durumda

e nin simetrik bir U komsulugu vardir o6yle ki her m € N i¢in B ¢ U™

dir. Simdi
x1 € B\U, 2, € B\U?, ...,z; € B\U', ...

olmak tizere {z,,}7°_, dizisini insa edelim. Agk olarak {z,,}°_, dizisi U tarafindan

yutulamaz. Yani {z,,}>°_; C B smurh degildir. Bu kabuliimiizle celisir [23]. O
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2.2 Sinirli Doniisuimler

Tanim 2.2.1. Topolojik gruplar arasinda simirl kimeler: koruyan bir dontusime

sinarle donigim denir [23].

Topolojik vektor uzaylarindan bilindigi tizere bu uzaylar arasindaki siirekli bir
lineer doniisim smirli olmak zorundadir. Asagidaki teorem bu 6zelligi topolojik

gruplar arasindaki homomorfizmalarin da korudugunu gostermektedir.

Teorem 2.2.1. Topolojik gruplar arasindaki stirekli bir homomorfizma sinwrl olmak

zorundadar.

Ispat. G ve G' iki topolojik grup, f : G — G" bir homomorfizma ve S C G smirh
olsun. Ayrica e ve €' sirasiyla G ve G' gruplarimin birim elemani olsun. S sinirh
oldugundan e nin her simetrik U komgulugu i¢in bir ne N vardir 6yle ki S C U™
dir.

Simdi V, ¢' niin bir simetrik komgulugu ise f siirekli oldugundan f~! (V) de e

nin bir simetrik komsulugu olup
bir n € N i¢in S  {f~H(V)}"

dir. f72(V)=f(Vuv?) = ftWV)u st (v-")olup f71 (V) kendi simetrik
hull une esittir.
Simdi
{r/wrc v
oldugunu ispatlarsak teoremi ispatlamig oluruz. Ciinkii bu durumda S C f=! (V")
kalacagindan f (S) C V™ elde ederiz ki bu f(S) nin V tarafindan yutuldugunu
gosterir. V keyfi oldugundan bu f (.S) nin smirh olmasi demektir.

Simdi yukaridaki bagintiy1 ispatlayalim.
ze {f~1(V)}" olsun. Bu durumda m < n ve ay,as,...,a, € f (V)

olmak tlizere

Z = A1.Q9...Q4m,
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seklinde temsil edilir. f homomorfizma oldugundan

f(z)=f(a1) f(az)...f (am)

yazilabilir ki burada her bir f (a;) € V dir. O halde f(2) € V" olup z € f~1 (V")
dir. Bu ispat1 tamamlar [23]. O

Simdi bu teoremin tersinin ne zaman dogru oldugunu arastiracagiz. Yani hangi
tipten topolojik gruplar arasindaki homomorfizmalarin sinirlilign ile siirekliligi cakigik

kavramlardir sorusuna cevap arayacagiz. Bu ise yeni bir tanim vererek baglayalim.

Tanim 2.2.2. G bir topolojik grup ve B C G olsun. Eger B her sinirl kimey:

yutarsa B ye bornivorous denir.
Agik olarak e nin her komgulugu bornivoroustur [23].

Teorem 2.2.2. Bir yarimetrik G grubunda her bornivorous e nin komsulugu olmak

zorundadar .

ispat. B, G de bir bornivorous olsun. Ayrica kabul edelim ki B, e nin bir komsulugu
degildir. Bu durumda her n € N icin BS kiimesi de e nin bir komsulugu degildir.

Simdi B, e nin bir komsulugu olmadigindan her n igin

D (e):{x:d(x,e)<%}

1
n

actk yuvar1 B icerisinde kalmaz. Elbette bu yuvarlar BS kiimeleri icerisinde de

kalamaz. Ciinkii onlar da e nin komgulugu degildir. O halde her n i¢in

(D1 (N\B=" # ¢

dir. Buna gore;

x1 € {D1(e)}\B, x5 € {D%(e)}\BSQ,

seklinde inga edilen {x,,}2°_; dizisi B tarafindan yutulamaz. Fakat bu dizi siirhdir.
Ciinkii e nin D (e) komgulugu tarafindan yutulmaktadir (Ashnda tiim elemanlar

bu komsuluk igine diiger). Bu durum B nin bornivorous olmasina terstir. O]
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Tanim 2.2.3. G bir topologik grup olsun. G deki her bornivorous e nin bir komsulugu
1se G ye bir bornolojik grup denir.
Yukaridak: teoremden her yarimetrik grubun bir bornolojik grup oldugu anlasiimak-

tadur [23].

Lemma 2.2.1. G ve H iki topolojik grup f : G — H birebir, sinirls homomorfizma
olsun.

AC G bornivorous = f(A) C H bornivoroustur.

Ispat. S, G de smurh kiime olsun. O halde A bornivorous oldugundan
n € Nigin S C A"

dir. O halde f simirhi oldugundan f () smirhdir ve

fiS) € f (A7)
dir.
Eger ki
F(AS") C{f ()=
ise f(A), H da bir bornivorous olacaktir.
Vy € f(AS") alahm. Bir x€ AS"icin f (x) =y dir.
x € AS" oldugundan m < n olmak iizere a1, as, ...,a, € A icin z = aas...a,

olur. Ayrica
her bir 1 <i<micin f(a;) = ¢; olacak sekilde ¢; € f (A)

vardir. Buna gore
y=f(z)=f(ar1a9...an,)
ve f homomorfizma oldugundan

faras...an) = f(a1) f (a2) ...f (am) = c1¢9...0

olup
y € {f (A"

olacagindan ispat tamamlanir. O halde f(A) C H bir bornivoroustur. O
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Lemma 2.2.2. G ve H iki topolojik grup, f : G — H birebir, sinirls homomorfizma

olsun. B C f(G), H da bir bornivorous ise f~' (B) de G de bir bornivoroustur .

Ispat. f (G), H nm bir alt grubu oldugundan
her n € N icin B=" C f(Q)

olacagi agiktir. S, G de smirh bir kiime olsun. O halde f(S) de H da sirh bir

kiimedir. B bornivorous oldugundan f (S) yi yutar. Yani
bir n € N icin f(S) C B="

kalir. Bu
sc 7 (B=)

demektir. Fakat ispati bitirmek icin

B 4B

oldugunu gostermeliyiz. Ciinkii ancak bu durumda S C {f~! (B)}=" sonucunu elde
ederiz.
re f! (BS”) olsun. Boylece bir y € B=" i¢in z = f~! (y) yazarnz. Ayrica

m <n olmak tzere ai,as,...,a, € B elemanlar1 vardir oyle ki

Y = a102...0y

olur. Bundan bagka
her bir a;, 1 <i <migin de f(¢;) = a; olacak sekilde ¢; € £~ (B)

vardir. Buna gore m < n olmak tizere

v = f(ara9...am) = [H(f(c1)...f (cm)) = FTH(f (c1..Cm)) = C1.Co.Cmy
= f"Hay) .../ (an)
olur. Buise z € f~' (B=<") demektir [23]. O

Teorem 2.2.3. G bir bornolojik grup olsun. Bu durumda G den herhangi bir H

topolojik grubu icerisine tanimly her f sinwrly homomorfizmast sureklidir.
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ispat. U, H da e nin bir komgulugu olsun. Sinirli kiime tanimindan U, H daki her
sinirh kiimeyi yutar. Yani e nin her komsulugu, dolayisiyla U bir bornivoroustur.
Lemma 2.2.2 den f~!(U), G de bir bornivorous olup hipotez geregince G de e nin
bir komgulugudur. Yani f, e de siireklidir. O halde her yerde siireklidir [23]. O

Onerme 2.2.1. X ayrilabilir, 'Y  bir  baire grup olsun  wve

f:X =Y dzerine bir homomorfizm ise f  hemen hemen agiktir [9].

Onerme 2.2.2. X bir tam metrik uzay ve Y bir Ty uzay olsun.

[:X—Y  birebir, sirekli, almost open ise f bir homeomorfizmdir [9].
Tanim 2.2.4. Bir X TVU

a) X bir Ty uzaydar,

b) {0} kapalr kimedir,

c) Vx # 0 i¢in 0 wn bir U komsulugu vardir > x ¢ U

ti¢ denk kosulunu saglarsa ayrilmis(seperated) uzay olarak adlandurilur.

Onerme 2.2.3. X bir ayrilabilir tam metrik grup, Y bir ayrilmas baire grup ve
f: X =Y dzerine bir surekli i1zomorfizm olsun. Bu taktirde [  bir

homeomorfizmdir [9].

Ispat. Burada her ayrilmig uzaym Ts uzay oldugunu gosterebilirsek Onerme 2.2.2
yi kullanabiliriz. Tanim 2.2.4 geregi her ayrilmig uzay 75 uzay oldugundan ve her
Ty uzay, T uzay oldugundan Y ayni zamanda bir 75 uzaydir. O halde Onerme 2.2.2
den ispat aciktir. O]

Onerme 2.2.4. X lokal kompakt, Y ayrilmis ve f : X — Y dzerine, sturekli, hemen

hemen agik homomorfizm olsun. Bu durumda f agiktur [9].

ispat. f X — Y strekli, orten, hemen hemen ac¢ik homomorfizm olsun. X lokal

kompakt, Y ayrilmig = f acik midir? Yani ;

VUGNe — f(U)ENe
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midir?
X lokal kompakt <= Vz e X icin dV € N, >V kompakt

oldugundan

e € X icinde 4V, € N, > V, kompakt

olup f stirekli oldugundan f(V.) kompakttir. Ayrica Y ayrilmig oldugundan T,
uzaydir ve Teorem 1.1.7 den f(V;) kapaldir. O halde

[ kapal & f(Ve) = f(Ve)
ayrica f hemen hemen acik oldugundan
Ve € N icin f(Vo) € N,
olup f (V.) € N, olarak bulunur. O halde f agiktir . O

Onerme 2.2.5. X ayrilabilir, 'Y bir Baire grup ve f:X —Y dzerine bir

homomorfizm  olsun. Bu taktirde f hemen hemen agiktir [9].

Onerme 2.2.6. X lokal kompakt, Y ayridmis, f:X —Y surekli, hemen

hemen agik  homomorfizm ise [ agiktir [9)].

Onerme 2.2.7. X lokal kompakt ve ayrilabilir, Y Hausdorff Baire Grup olsun. Bu

taktirde X den'Y dizerine her stirekli homomorfizm bir a¢ik donisumdir.

Ispat. Y ayrilmis oldugunda Tanmm 2.2.4 geregi Ts uzay yani Hausdorff uzaydir. O
halde Onerme 2.2.5 ile 2.2.6 y1 kullanirsak ispat aciktir. O

Bir bornolojik gruptan bir topolojik gruba taniml her sinirli homomorfizmanin
siirekli oldugundan bahseden asagidaki teoreme ge¢meden once teoremin ispatinda

yararlanacagimiz onerme ile sonucu verelim:

Onerme 2.2.8. G ve G* ki lokal kompakt 2. saylabilir topolojik grup olsun. O

zaman g : G — G* dzerine her homomorfik g donisiumi agiktur [1; teorem13].

Sonug 2.2.1. G ve G* ki lokal kompakt 2. saylabilir topolojik grup,
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f G — G* zerine strekli, 1:1 bir homomorfizm olsun. Bu durumda f bir

homeomorfizmdair.

Teorem 2.2.4. G ve G* lokal kompakt ayrilabilir metrik grup ve f : G — G* kapal

grafikle bir homomorfizm olsun. Bu durumda f streklidir.

ispat.
PlszQ GxG — (G

olup buradan

G x G* lokal kompakt ve 2. sayilabilirdir.

G x G* lokal kompakt ve G kapali oldugundan lokal kompakt uzaym kapal
her alt uzay1 da lokal kompakt oldugundan Gy lokal kompakttir. Ayrica Gy 2.
sayllabilirdir. Simdi P, : Gy — G doniigimiintin acik oldugu gosterilirse P bir
homeomorfizmdir. P, : Gy — G izdistiim fonksiyonu siireklidir.

G x G* nin iglemi * ve G nin iglemi de Ag olmak fizere

P : Gy C G x G"— G homomorfizmdir.
Yani;
Pil(z,y) * (z,t)] = P [(zAg 2z,y0qg t)] = xAgz = P (x,y) AP (z,1)

dir. Ayrica; Py 1:1 dir yani; P: Gy — G
(z.f(x))

Pz, f(x)) =Py, f(y) = z=y
ve f iyi tamimli oldugundan
r=y = [f@)=[f(y) = (@ f(2) = f¥)
dir.

Boylece yukaridaki sonuctan P; bir homeomorfizm olup tersi siireklidir.
Ayrica

PG, CGxG > G
(. ()~ ()
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de siirekli oldugundan

f=PoP!

olup stireklidir.

2.3 Topolojik Gruplarla ilgili Diger Sonuclar

Bu boliimde 1959 yilinda Jan Hejeman tarafindan tanimlanan invaryant yari met-
rik veya metrikler vasitasiyla karakterize edilen sinirli kiimeler ve metriklenebilir
topolojik gruplar i¢ine homomorfik doniigtimler ile ilgili tanim ve teoremler verilmis-

tir.

Teorem 2.3.1. Eger o, bir G grubu uzerinde bir invaryant yarimetrik ise, o zaman
r(x) = o(z,0) fonksiyonu
(1) sonlu, negatif olmayan ve r (0) = 0,
(2) r(@)=r(™),
(3) r(zy) <r(x)+r(y).
Eger o bir metrik ise, o zaman
(4) x#0=r(x) >0 [5].
Diger bir deyisle, eger bir G grubu iizerinde tammh r (z) fonksiyonu (1), (2) ve

(3) ozelliklerine sahipse, o zaman o (z,y) = r (zy~') G grubu ilizerinde bir invaryant

yarimetriktir ve eger bir de (4) ozelligini saglarsa o zaman g bir invaryant metriktir

5].

Eger G bir topolojik grup ise, o zaman
o siireklidir <= r sifir noktasinda siireklidir

ve boylece r tiim G grubu iizerinde siireklidir [5].

Tanim 2.3.1. Bir G topolojik grubu tuzerindeki bir r fonksiyonu bir yarinormdur;
eger tstteki teoremin (1), (2) ve (3) dzelliklerini saglarsa. Ayrica r fonksiyonu (4)

ozelligini de saglarsa v bir normdur [5].
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Teorem 2.3.2. G bir grup, e G grubunun birim elemans olsun. {U,}°, her bir
n > 0 tamsayist icin,

Uy=G, ecU,, 3U,;1 CU,

olmak tizere G grubunun alt kimelerinin bir dizisi olsun. O zaman G grubu tzerinde
sonlu, negatif olmayan ve alt toplamsal d fonksiyonu vardir, oyle ki her n dogal sayisi
¢m

Up CH{z;d(2) < 27"} C Upy..x
dir.  Eger her bir U, simetrik ise o zaman yukardaki (%) kosulunu saglayan

bir yarmorm vardir [5].

Uyar 2.3.1. Eger yukaridaki teoremde G bir topolojik grup ve U, lerin hepsi e nin

simetrik komsuluklary ise o zaman d fonksiyonu bir sirekli yarimormdur [5].

Sonug 2.3.1. Bir topolojik grup metriklenebilirdir ancak ve ancak e nin komsulukla-

rinan saylabilir bir tam sistemine sahiptir [5].

Lemma 2.3.1. p, G grubu tuzerinde bir sirekli yarimorm olsun. O zaman bir
metriklenebilir H grubu vardir ve G den H tzerine bir homomorfik donisim vardur
ayle ki r (f (z)) = p(x) H grubu dzerinde tanimlanan topolojiyle bu grup tzerinde

bir normdur [5].

Teorem 2.3.3. GG bir topolojik grup olsun. Bir A C G svmrhdir ancak ve ancak
asagrdaki degerlendirme dogrudur: H bir metriklenebilir grup ve f G den H igine

bir homomorfik dontgim olsun. Bu taktirde H grubunun metrigi i¢in f (A) sinarlder
[5].

Tanim 2.3.2. V, bir G grubunun alt kimelerinin uniform izomorfizmler altinda
korunan bir ozelligi olsun. Bu taktirde eger sifirin komsuluklarinan V' 6zelligine sag-

layan bir tabany varsa G grubu V' ézelligine lokal olarak sahiptir denir [5].

Uyar: 2.3.2. Eger bir grup bir V' ozelligine lokal olarak sahipse o zaman bu ozellige

uniformly lokal olarak da sahiptir [5].

Sonug 2.3.2. G bir lokal simirly topolojik grup, A C G bir stmrl kume olsun. O

zaman bir V. C G a¢ik sinarly kiimesi varduwr oyle ki A C V' dir [5].
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BOLUM 3
TOPOLOJIK GRUPLARDA PONTRYAGIN
DUALITESI

3.1 Genel Bilgiler

Biz burada 2001 yilinda Salvador Hernandez tarafindan Mathematische Zeitschrift
adli dergide yayinlanmig olan ” Topolojik Abelyan gruplarda Pontryagin Dualitesi” [17]

isimli makalesinden yararlanarak dual ¢ift kavramini tanimladik.

Tanim 3.1.1. G bir abelyan topolojik grup ise G nin bir karakteri G den T (T,
kompleks diizlemdeki bilinen topolojiyle donatilmag olan birim ¢ember) i¢ine bir strekli

grup homomorfizmi olarak adlandirilir. Béylece
A
G={h:G—T:h bir karakter}
A
olarak tamimlanan G, G nin
Vo € G igin (hihe) (x) = hy (x) he ()

grup iglemiyle tanamlanan bir karakter grubudur [18]. Iki karakterin noktasal carprma
AN
da yine bir karakter olur ve tim karakterlerin G kumesi noktasal ¢carpma islemayle

birlikte bir gruptur [17].

A
Tanim 3.1.2. Eger G tuzerinde K C G kompakt ve O C T agik olmak ‘izere temel

aciklar:

(K,0)={heG:h[K]C O}

A
seklinde bir topoloji var ise bu topolojiye G tzerindeki kompakt agik topoloji adi
A A
verilir [18]. Eger G 1izerinde kompakt agik topoloji alirsak, o zaman X = G bir

abelyan topolojik grup haline donisir [18].
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Tamim 3.1.3. Eger Vg € G i¢in e (g) (h) = h(g) seklinde tanimlanmas
N
eqg:G— X

dondtistimi bir topolojik izomorfizm ise G grup dualitesini saghyor veya Pontryagin

Yansimaly (P-Yansimali) denir [18].

Bir topolojik vektor uzayi, kendi toplama islemiyle bir abelyan topolojik grup
oldugundan topolojik vektor uzaylarinda oldugu gibi yansimalilik fikrini aragtirmak

dogaldir.

Tanmim 3.1.4. Eger eq sadece bijective (birebir, orten) ise G P-yarwyansimaly dir

denir [17].

Her lokal kompakt abelyan grubun P-yansimali oldugunu soyleyen Pontryagin-Van
Kampen teoremi topolojik gruplarin diger siniflarina genellestirilebilir. P- yansimal
gruplarin simifi keyfi garpim ve direkt toplam altinda kapalhdir [2, 3]. Banach uzaylar
ve yansimali lokal konveks vektor uzaylar: P- yansimali topolojik gruptur [4]. Bizim
buradaki asil amacimiz topolojik gruplarin dual ¢ift olmalar: kavramini tanitmaktar.
Bu fonksiyonel analizin de 6nemli bir kavramidir ve ilk olarak Varopoulos [6] tarafindan

topolojik abelyan gruplarin iceriginde ortaya konulmustur.

3.2  Dual (Ciftler

Tanim 3.2.1. G ve G' ki abelyan grup oldugu zaman onlar dual ¢ifttir, ancak ve
ancak bir (...) : G x G' — T fonksiyonu vardwr dyle ki ¥g1, g2, g € G ve ¢, g,
g9' € G igin

(9192,9') = (91,9 {92, 9")
ve

(9, 9192) = (9, 91)-(9; ga)

i) Eger g # 0g, G nin belirli ézelligi olmayan bir elemans ise ¢' € G' vardir >

(9,9) #1

ve
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i) Eger g' # 0g, G' nin belirli ézelligi olmayan bir elemans ise g € G vardir 3
(9,9) #1 [17].

Tanim 3.2.2. Eger bir (G,G") dualitesine sahipsek
G, )" =G

oldugu zaman G fzerindeki bir T topolojisi bu dualite ile uyusabilirdir denir [}].

(G, 1) mazimally almost periodic(MAP) gruptur; eger birim elemandan  farkl
her a € G igin bir x € (G,7)" warsa dyle ki x (a) # 1 ise [13].
Dikkat edilirse her P-yansimali grup maximally almost periodic olmalidir.

Tanmim 3.2.3. G dzerindeki w (G, G") topolojisi G den T ye tim sirekli homomorfiz-
malar tarafindan tretilen topolojidir ve G tzerindeki zayf topoloji veya Bohr topolo-

jist olarak adlandirilir. Bu topolojide e , G nin birim elemani olmak tzere
x5 aql e ye yakinsar <= f(xs) aqr f(e) =1 noktasina T de yakinsar.

Benzer sekilde G' {izerindeki w (G',G) topolojisi G' den T ye g € G skaler
homomorfizmleri tarafindan iiretilen topolojidir ve topolojik vektor uzaylarindaki

weak — star topolojinin genelidir. (x5) agl w (G', G) topolojisine gore G' de
s — € == Vg € G icin g(z5) = (g,75) = 15 (9) = g (') =€ (9) =1

dir.

GG deki herhangi A altkiimesi i¢in, A“ ile tiim ¢' € G' niin kiimelerini gosteririz
oyle ki tiim g € A igin Re(g, ¢') > 0. Burada Re 2z nin anlami z kompleks sayisinin
reel kismidir. Benzer olarak, eger B' C (' ise o zaman B, tiim g € G lerin kiimesidir
oyle ki Re(g,¢') > 0 her ¢' € B' igin.

Herhangi

ACGigin ((A%),)* = A
ve herhangi

B'cGign ((B,)"), =B

[0}

oldugu goriilebilir [17].
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Tamim 3.2.4. G de verilen keyfi bir A alt kimesi i¢in (A%),, ile A min a-konveks hull
unu tanimlayabiliriz ve co, (A) ile gosterebiliriz. Eger bir A kiimesi kendi konveks

hull u ile ¢akisirsa a-konveks adina alur [17].

Farkli dualiteler farkli konveks hull de yer ahir. Ornegin o = (Q, R) ve § = (R, R)
dualiteleri géz 6niine almsin ve ikisi de (a,b) = ab tarafindan tanimlanan standart

bilineer déniigiimle donatilsin. O zaman L = [—1,1] N Q olmak iizere co, (L) = L

fakat cog (L) = [—1,1] olur [17].

Tanim 3.2.5. Bir « = (G,G") dual ¢ifti verilsin. Eger 7, G iizerinde bir topoloji
olmak tizere o — konveks kumelerden olusan birimin bir komsuluk tabani var ise o

zaman T ya lokal a—konveks ve (G, T) ye lokal o — konveks grup denir [17].

Ornek 3.2.1. S, mutlak degeri 1 olan kompleks sayilarin bilinen ¢carpma islemayle
birlikte insa edilen grubu olsun. Oklid topolojisiyle birlikte bu grup dedisimli kompakt
metrik gruptur. Topolojik gruplarin dualite teorisinde S1 onemli bir yer tutar. Bir
X grubu i¢in de dualite teorisinin kurulmas: su sekilde olur:

X den S icerisine tiim homomorfizmlerin kimesini diustinelim. Bu kimenin her
bir elemanina X in bir karakteri denir. Yani X den Sy icerisine her bir homomorfiz-

me X in bir karakteri denir. Simdi bu kime tizerine bir islem kuralvm.

fi: X — Sy ve fo: X — Sy (X in karakterleri) homomorfizmler olmak tizere v € X
1¢in,
(fife) (x) = fi(2) fo (2)

1slemaini tanwmlarsak bu islemle X in tum karakterlerinin kimesi degisimli bir grup

olur.

Ayrica belirtelim ki bu grubun birim elemans da
]-X:X_)Sl 5 1X(9$'):1

homomorfizmidir. Bu grup icerisinde surekli karakterlerin kumesi bir alt grup teskil
eder ve bu alt gruba X wn karakter grubu veya dual grubu denir. X in degisimli

olmamast durumunda karakter grup asikar grup olabilir.
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X in karakter grubunu X* ile gosterelim. Karakter grubu X tzerine su sekilde bir
topoloji koyar. T, ile bu topolojiyi gosterecek olursak bir U C X kumesine 1, ye
gore aciktir veya U € 1, denir ancak ve ancak fi, fa, ..., fn € X* olacak sekilde
f1, fo, .-, fn sonlu tane karakterleri ve Vi, Vs, ...V, C S1 a¢iklary mevcuttur oyle ki

NfN V) U [9).
Onerme 3.2.1. Tx, X n kendi baslangi¢ topolojisi olmak tzere Tx kuvvetli T, dir.

Ispat. Eger keyfi A € 7, ise n tane fi, fo, ..., fu € X* ve V1, V5, ..., V,, C S} agiklar
vardir Oyle ki

NS V) A

dir. Her bir V; acik oldugundan ve her bir f;, 1 < i < n siirekli oldugundan f; ' (V)

de X de aciktir. Aciklarin sonlu arakesiti de agik oldugundan
AV =V e
dir.
O halde V' C A olacak bigimde V' € 7x oldugundan A € 7y dir. m
Onerme 3.2.2. 7, bir grup topolojisidir.

ispat.

X bir kiime ve F, her bir f icin Y} bir topolojik uzay olmak iizere
f X — Yf

fonksiyonlarmn bir ailesi olsun. O zaman X i¢in, F' nin zayif topolojisi(Bohr topoloji)
olarak adlandirilan bir tek wF' topolojisi vardir 6yle ki X deki keyfi x ag1 igin (X, wF)
de

r — a <= her bir f € Ficin Yy de f(z) — f(a)

teoreminden yararlanarak 7, nin bir grup topolojisi oldugunu ispatlamak igin keyfi

xs, Ys aglarim alahm. x5 — x ve ys — y olsun.

rs + ys —x +y mudir?
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O halde
x5 — x ise [8;Teorem 1.6.10] dan f (zs5) — f (x)

ve

ys — yise [8;Teorem 1.6.10] dan f (ys) — f (y)

olup
f(ws) + f(ys) = f(x) + f(y)

ve buradan f homomorfizma oldugundan

fxs+ys) — fz+y)
olup yine [8;Teorem 1.6.10] dan

Vficin x5 +ys; > x+y
dir. O
Onerme 3.2.3. Bir V C X kumesi 7x strly = 1, swnarldr.

Ispat. Bir V C X kiimesi 7x smurh <= V A€ Nx (e) icin Ime N 3 V C A™
dir...*

Bu taktirde V, 7, stnirli midir? Yani;
VBeN,(e) igin Ine N > VCB"

var midir?
B € N, (e) olmasi i¢in gerek ve yeter sart e € G C B olacak bigimde 3G €
Tw .. F*

olmasidir. Ayrica

G ey,

oldugundan Onerme 3.2.1 den

GETX

bulunacagindan

G € 7x olur. (xx) dan e € G C B olacak gekilde 3G € 7x oldugundan

BENx(e)
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dir. O halde V kiimesi 7x sinirhi oldugundan (*) dan
B € Nx(e) icinde dIme N > V. C B™

bulunur.

O halde n = m alimirsa
V Be N,(e) igin Ine N 5 VCB"

yazilacagindan

V, 7, smurhdir. Yani;
V C X kimesi 7 smmrlh = 71, sirh

olarak bulunur.
Bu onermenin tersi genellikle dogru degildir yani, bir G = kiimesi 7, smirh
ise her zaman 7x smirli olmak zorunda degildir. Asagidaki ornek bu

teoremin tersinin her zaman dogru olmadigini gosterir. O]

Ornek 3.2.2. R alisilmis  topologisi  ile  swmrly  olmayan  bir  topolojik
gruptur. Fakat zaypf topolojisinde wyani Bohr topolojisinde R dnkompakt
bir  kumedir.

Ayrica R Bohr topolojisinde baglantilidir.  Dolayisiyla Teorem 2.1.6 dan Bohr
topolojisinde symirhidir. Bu ise, topolojik vektor uzaylarindakinin aksine bir topolojik
grupta zaysf sinarle bir kiimenin simirl olamayabilecegine bir ornek teskil eder.

R Bohr topolojisinde baglantilidir ¢iinki; Bohr topoloji (R,U) dan Sy e sirekli
homomorfizmalarin kurdugu bir topolojidir wve bir A kimesi Bohr topolojide
baglantilvdir ancak ve ancak her f:(R,U)— S siirekli homomorfizmast i¢in
f(A), Si de baglantiludar.

Baglantililik stirekli dontisumler altinda korundugundan ve alisilmais topolojisinde
R baglantily oldugundan f(R), S1 de baglantilidir.  Yani R, Bohr topolojisinde

baglantilidr.

3.3 Konveks Kompakthik Ozelligi

Bir lokal konveks E vektor uzayi her kompakt K alt uzayinin kapali konveks mutlak

hull i kompakt oldugu zaman konveks kompakthik (cc) ozelligine sahiptir. Bu,
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lokal konveks vektor uzaylarinin teorisindeki dualite ve tamlikla alakali problemlerle
iligkili iyi bilinen bir diigiincedir. Ornegin lokal konveks vektor uzaylarmn toplamsal
gruplar i¢in yariyansimalilik karakterizasyonunda [6] bu énemlidir ve metriklenebi-
lir lokal konveks vektor uzaylar igin konveks kompaktlik tamlikla esdegerdir [2].

Bu cesit sonuglar1 topolojik abelyan gruplara genellestirmeye temel bir engel
Hahn-Banach teoreminin genel genigletmeden yoksun olmasidir. Boylece lokal kon-
veks uzaylar icin var olan bir¢ok sonucu agsagida da gorecegimiz gibi basit yolla genel
topolojik abelyan gruplarda genellestirmek miimkiin olmayacaktir.

A

Burada verilen herhangi G topolojik abelyan grubu oldugu zaman (G, G) dualitesi

p ile temsil edilecektir.

Tanim 3.3.1. Eger verilen herhangt bir topolojik abelyan grup M AP ve p—konveks
kumeleri iceren birimin komsulugunun bir tabani varsa bu gruba lokal quasi-konveks

grup denir [17].

Tanim 3.3.2. G nin her kompakt alt kiimesinin p-konveks hull i kompakt oldugu

zaman bir G lokal quasi konveks grubu konveks kompakthk ozelligine sahiptir denir

[17].
Teorem 3.3.1. G bir metriklenebilir lokal quasi-konveks grup olsun. O zaman

G tamdir <= G cc ozelligine sahiptir [17].
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