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1. GİRİŞ  

Kanal yüzeyleri, ilk olarak 1850 yılında Fransız matematikçi Gaspard Monge 

tarafından tanımlanmıştır. Değişken yarıçaplı hareketli bir kürenin zarfına kanal yüzeyi 

denir. 

 

Şekil1.1 Kürelerin zarfı olarak kanal yüzeyi. 

 Bu kürelerin merkezlerinin yörüngesi bir helis ve yarıçap fonksiyonu sabit ise, 

meydana gelen yüzey helisel kanal yüzeyi, kürelerin merkezlerinin yörüngesi bir doğru ise, 

meydana gelen yüzey bir dönel yüzey olur. Kanal yüzeyini oluşturan hareketli kürenin 

yarıçap fonksiyonu sabit ise, kanal yüzeyine tüp ya da boru yüzeyi adı verilir. 

 

      

Şekil 1.2 Boru yüzeyi. 

 

      Kanal yüzeyleri, günlük hayatta karşımıza çıkan boru, halat, direk ve 3-boyutlu 

dökümleri temsil etmede kullanılırlar. Yine kanal yüzeyleri, bilgisayar destekli tasarım ve 
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üretim için katıların ve yüzeylerin modellenmesinde de sıklıkla kullanılmaktadır. Temsili 

örnekler olarak, doğal kuadrikler, tüp yüzeyleri ve toruslar verilebilir. 

 

Şekil 1.3. Torus yüzeyi. 

      Ayrıca kanal yüzeyleri uzun ve ince nesnelerin, insan iç organlarının yüzey 

modellenmesinde CAD/CAM ve grafiklerde oldukça sık kullanılmaktadır. 

       Kanal yüzeyleri ile ilgili birçok çalışma yapılmıştır.Bu çalışmalarda kanal yüzeylerinin 

Öklid uzay E3 ve Minkowski uzay E1
3 de kanal yüzeyleri ile ilgili özellikler farklı çatılar 

alınarak incelenmiş, kanal yüzeylerinin Gauss ve ortalama eğrilikleri ile ilgili bağıntılar elde 

edilmiştir. 

      Ayrıca 2016  yılında [13], 2018 yılında [18] ve 2019 yılında  [20] numaralı çalışmalarda 

yazarlar Öklid uzayında ve Minkowski uzayında bir kanal yüzeyinin Gauss dönüşümü ve 

weingarten dönüşümünü hesaplayarak, bu yüzeyler ile ilgili sınıflandırmalar yapmıştır ve 

bazı karakterizasyonlar vermişlerdir. 

      Bu tez çalışmasında, kanal yüzeyleri ile ilgili çalışacaklar için bir kaynak oluşturulmaya 

çalışılmıştır. Öklid uzayında ve  Minkowski uzayında bir M kanal yüzeyinin temel formları, 

Gauss dönüşümü hesaplanarak yüzeyin Gauss eğriliği ve ortalama eğriliği incelenmiş ve 

yüzey ile ilgili bir sınıflandırma yapılmıştır. 

      Birinci bölüm, giriş bölümüdür. Burada kanal yüzeyleri ile ilgili genel bilgiler verilmiştir 
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      İkinci bölümde, tez çalışmasının daha iyi anlaşılabilmesi için Öklid ve Minkowski 

uzayında eğriler ve yüzeyler ile ilgili temel tanım ve teoremlere ayrılmıştır ve iki alt kısma 

ayrılmıştır. Birinci alt kısımda tezin anlaşılması için E3 de eğriler ve yüzeyler ile ilgili  

bilinen kavramlara ayrılmıştır. İkinci kısımda ise E1
3 de eğriler ve yüzeylerle bilinen tanım 

ve teoremlere yer verilmiştir. 

      Üçüncü bölümde, Öklid uzay E3 de ∆𝔾 = f(𝔾 + C) şartını sağlayan kanal yüzeyleri 

incelenmiştir. Kanal yüzeyinin Gauss dönüşümü ayrıntılı bir şekilde hesaplanarak yüzeyin 

Gauss eğriliği ve ortalama eğriliği verilmiştir. 

      Dördüncü bölümde, Minkowski uzay E1
3 de merkez eğrisinin birinci çeşit spacelike, 

ikinci çeşit spacelike, timelike ve null eğrisi olduğu kanal yüzeylerin Gauss dönüşümü 

üçüncü bölümdekine benzer şekilde hesaplanmış ve karakterizasyonlar verilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

      Bu bölüm, iki alt kısma ayrılmıştır. Birinci alt kısımda tezin anlaşılması için E3 de eğriler 

ve yüzeyler ile ilgili  bilinen kavramlara ayrılmıştır. İkinci kısımda ise E1
3 de eğriler ve 

yüzeylerle bilinen tanım ve teoremlere yer verilmiştir. 

 

2.1. Öklid Uzayında Eğriler ve Yüzeyler 

 

Tanım 2.1.1: I ⊂ ℝ bir aralık olmak üzere  

α: I → ℝ3 

t → α(t) = (α1(t), α2(t), α3(t)) 

 

olarak tanımlanan diferansiyellenebilir fonksiyona  ℝ3 uzayında bir eğri denir [1]. 

 

Tanım 2.1.2: α: I → ℝ3, α(t) = (α1(t), α2(t), α3(t)) bir eğri olmak üzere  

 

α′(t) =
dα

dt
⃒α(t0) 

 

vektörüne α(t0) ∈ I noktasında α nın teğet vektörü denir [3]. 

 

Tanım 2.1.3: Her t ∈ I için α′(t) ≠ 0 ise   α: I → ℝ3 eğrisine regüler eğri denir [1]. 

 

Tanım 2.1.4: Bir t ∈ I için,  α: I → ℝ3 regüler parametrik eğrisinin t0 noktasından 𝑡 

noktasına kadar olan yay uzunluğu  

s(t) = ∫‖α′(t)‖

t

t0

dt 

olarak verilir. Burada 

   

‖α′(t)‖ = √(α′1(t))2 + (α′2(t))2 + (α′3(t))2 
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ifadesine α  eğrisinin uzunluğu(boyu) denir. Bu durumda s ye eğrinin yay parametresi adı 

verilir. Eğer ‖α′(t)‖ = 1 ise α  eğrisine birim hızlı eğri denir[1]. 

 

Tanım 2.1.5: ℝ3 uzayında α: I → ℝ3 regüler bir eğri olsun. α diferansiyellenebilir 

olduğundan α eğrisinin α(s) noktasındaki α′(s), α′′(s), α′′′(s) türevlerinden bahsedebiliriz. 

‖α′(s)‖ ≠ 0 olduğundan  

 

t(s) =
α′(s)

‖α′(s)‖
 

 

vektörüne α eğrisinin birim teğet vektör alanı, 

 

b(s) =
α′(s) ∧ α′′(s)

‖α′(s) ∧ α′′(s)‖
 

 

vektörüne α eğrisinin binormal vektör alanı denir. 

 

n(s) = b(s) ∧  t(s) 

 

vektörüne de α eğrisinin birim normal vektör alanı denir.{t(s), n(s), b(s)} kümesine de α 

eğrisinin Frenet çatısı adı verilir. Diferansiyellenebilir bir eğrinin incelenmesinde eğrinin 

eğriliği ve burulması(torsiyonu) oldukça önemlidir. Buna göre eğrinin eğriliği ve 

burulmasını  α eğrisinin türevleri cinsinden aşağıdaki şekilde tanımlayabiliriz 

 

κ(s) =
‖α′(s) ∧ α′′(s)‖

‖α′(s)‖3
 

ve 

τ(s) =
det (α′(s), α′′(s), α′′′(s))

‖α′(s) ∧ α′′(s)‖2
 

 

dir [2]. 

 

Teorem 2.1.1: α: I → ℝ3 birim hızlı bir eğri olsun. α eğrisinin Frenet vektörleri  ile bu 

vektörlerin türevleri arasında aşağıdaki bağıntı vardır 
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t′ =    κn 

n′ =  −κt + τb 

  b′ =  −τn 

ya da Matris formunda  

 

[
t′

n′

b′
] = [

0 κ 0
−κ 0 τ
0 −τ 0

] [
t
n
b
] 

 

şeklinde ifade edebiliriz. Bu bağıntılara Frenet formülleri adı verilir. 

 

Tanım 2.1.6: ℝ3 de bir küme M olsun.Her pϵ M noktasının bir komşuluğu V ve U ⊂ ℝ2 bir 

açık alt küme verilsin.  f: U →  V ∩ M  dönüşümü aşağıdaki şartları sağlıyorsa M ye bir 

regüler yüzey denir. 

i) f dönüşümü U üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,  yani f nin her 

mertebeden kısmi türevleri var ve süreklidir. 

ii)  f  bir homeomorfizmdir.(f sürekli, bire bir, örten ve tersi de süreklidir.) 

iii)  ∀ q ∈ U için dfq: ℝ
2 → ℝ3 diferansiyeli bire-birdir [1]. 

 

 

Şekil 2.1. Yüzey 

 

Örnek 2.1.1: F: E3 → ℝ,  F(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − r2  dönüşümü diferansiyellenebilir 

bir fonksiyon olmak üzere 

M = {(x, y, z) ∈ E3| F(x, y, z) = 0} 

 

kümesi r yarıçaplı,merkezi orjin olan küre regüler bir yüzeydir [2]. 
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Tanım 2.1.7: M bir regüler yüzey olsun. P ∈ E3 noktasında E3 uzayının Tp(M) teğet 

düzlemine dik bir birim vektör vardır. Bu vektörlere  p noktasındaki yüzeyin birim normal 

vektörü denir. p noktasından geçen ve p noktasındaki bir birim normal vektörü içeren 

doğruya p noktasındaki normal vektör alanı denir ve  

 

N(q) =
fu ∧ fv
‖fu ∧ fv‖

(q) 

 

şeklinde ifade edilir.Böylece diferansiyellenebilir bir N: f(U) → ℝ3 dönüşümünü elde edilir. 

Bu dönüşüm her q ∈ f(U) noktasına  bir birim normal vektör karşılık getiriyorsa N 

dönüşümüne  f(U) üzerinde diferansiyellenebilir bir birim normal vektör alanıdır denir [1]. 

 

Tanım 2.1.8: E3 Öklid uzayında bir yüzey M olsun. M üzerinde tanımlanan 

diferansiyellenebilir birim normal vektör alanına M yüzeyinin bir yönü denir. M yüzeyinde 

iki tane yön vardır. Bir yüzey üzerinde yön seçilmiş ise bu yüzeye yönlendirilmiş yüzey 

denir. Bunun yanında Mobiüs şeridi ve klein şişesi gibi yüzeyler yönlendirilemezler. Bunlara 

da yönlendirilemez yüzeyler denir. [1].  

 

 

Şekil 2.2. Torus (Yönlendirilebilir yüzey) 
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Şekil 2.3. Mobius şeridi (Yönlendirilemez yüzey) 

 

Tanım 2.1.9:  M, E3 de x(u, v) parametresiyle tanımlanan bir yüzey ve S2 =

{(x, y, z) ∈ ℝ3;  x2 + y2 + z2 = 1} birim küresi verilsin 

 

N:M → S2 ⊂ E3 

 

p → N(p) =
xu ∧ xv
‖xu ∧ xv‖

 

 

dönüşümüne M yüzeyinin Gauss Dönüşümü denir. Gauss dönüşümünün 

diferansiyellenebilir olduğu açıktır. 

 

dNp: Tp(M) → TN(p)(S
2) 

 

 türev dönüşümü bir lineer dönüşümdür.Yani  Tp(M)  ile  TN(p)(S
2) paralel düzlemlerdir[4]. 

E3 de M bir yüzey ve M nin birim normal vektör alanı N olsun. p ∈ M noktasında  

 

dNp(e1) = −k1e1  , dNp(e2) = −k2e2 

 

olacak şekilde Tp(M) nin  {e1, e2} ortanormal bazı vardır.Burada k1 ve  k2 p noktasında 

Gauss dönüşümünün ekstremum değerleridir. Ayrıca k1 ≥ k2  dir[1]. 
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Şekil 2.4. Gauss dönüşümü 

 

 

 Tanım 2.1.10: E3 de bir yüzey M olsun. dNp değerine yüzeyin şekil operatörü denir ve S 

gösterilir. M nin bir p noktasına karşılık gelen S(p) nin karakteristik değerine M nin bu 

noktadaki asli eğrilikleri denir ve k1, k2 ile gösterilir. Bu asli eğriliklere karşılık gelen 

vektörlere de M nin asli eğrilik doğrultuları denir. Buna göre M yüzeyinin şekil opertörünün 

matrisi  

S(p) = |
k1(p) 0
0 k2(p)

| 

 

dir [1]. 

 

 Tanım 2.1.11: E3 de bir yüzey M ve M nin p noktasındaki şekil operatörü S(p) 

olsun. detS(p) = k1(p)k2(p) değerine M yüzeyinin p noktasında Gauss eğriliği denir ve K 

ile gösterilir. izS(p) =
k1(p)+k2(p)

2
 değerine de M yüzeyinin p noktasındaki ortalama eğriliği 

denir ve H ile gösterilir [1]. 
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Şekil 2.5. Hiperboloid (Negatif Gauss Eğriliği), Silindir (Sıfır Gauss Eğriliği),               

Küre (Pozitif Gauss Eğriliği) 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.6. Ortalama eğriliği sabit yüzeyler: Küre, Silindir, Unduloid. 

 

 

Tanım 2.1.12: : E3 de regüler bir yüzey M olsun. M nin her noktasında H(p) = 0 ise yüzeye  

minimal yüzey denir.[2]. 
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Şekil 2.7. Katenoid (Minimal yüzey) 

 

 Tanım 2.1.13: M bir yüzey olsun. M yüzeyinin  p noktasında Gauss eğriliği K(p), ortalama 

eğriliği H(p) ve asli eğrilikleri de sırasıyla k1(p), k2(p) olmak üzere p noktasına, 

 

K(p) > 0 ise eliptik 

K(p) < 0 ise hiperbolik 

K(p) = 0 ve H(p) ≠ 0 ise parabolik 

k1(p) = k2(p) ise umbilik 

k1(p) = k2(p) ≠ 0 ise doğrusal umbilik 

k1(p) = k2(p) = 0 ise seviye 

 

denir [3]. 

 

Tanım 2.1.14: M E3 de bir yüzey olsun. f: M → ℝ  diferansiyellenebilir fonksiyonların 

kümesini C∞(M,ℝ), M yüzeyinin vektör alanlarının kümesini de ϰ(M)  ile gösterelim. 

 

∇f ∶ C∞(M,ℝ) → ϰ(M) 

f → ∇f =∑
∂f

∂xi

3

i=1

∂

∂xi
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dönüşümüne M yüzeyinin  gradient operatörü denir ve ∇f = gradf ile gösterilir. M üzerinde 

{x1, x2, x3} koordinat sistemini göz önüne alalım.Bu koordinat sistemine karşılık gelen ϰ(M) 

nin ortanormal bazı {
∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3
} olsun. gij = 〈

∂

∂xi
,
∂

∂xj
〉  ve ( gij) = (gij)

−1 olmak üzere, M 

yüzeyinin gradient operatörünü  

 

 (gradf)i = gij
∂f

∂xj
 

 

                                      f → ∇f = grad(f) =∑ gij  
∂f

∂xi

3

i=1

∂

∂xj
 

şeklinde ifade edebiliriz [4]. 

 

Tanım 2.1.15: E3 de bir yüzey M ve f: M → ℝ bir diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.  

X ∈: ϰ(M) vektör alanı X = ∑ fi
∂

∂xi

3
i=1  ve ∇= {

∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3
} olmak üzere, 

 

div: ϰ(M) → C∞(M,ℝ) 

 

                            ∶ X → div(X) = 〈∇, X〉 =∑
∂fi
∂xi

3

i=1

 

 

şeklinde tanımlanan operatöre, divergens operatörü denir [4]. 

 

Tanım 2.1.16: E3 de bir  yüzey M ve  f: M →  ℝ   bir diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. 

 

∆f = div(gradf) 

 

olarak tanımlanan  

 

∆: C∞(M,ℝ) → C∞(M,ℝ) 

 

 operatöre f nin Laplace operatörü denir. M yüzeyinin lokal koordinat sistemi {x1, x2, x3} ve 

x = (f1, f2, f3) ∈ χ(M) olmak üzere  
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∇f = grad(f) = (g1j
∂f

∂xj
, g2j

∂f

∂xj
, g3j

∂f

∂xj
) 

 

 vektör alanı alınırsa   

∆f = div(∇f) = div(X) =∑
∂

∂xi

3

i=1 

(gij  
∂f

∂xj
) 

 

veya  gij ≠ gij  olduğundan   
∂gij

∂xi
= 0 olacağından 

 

∆f = ∑ gij
∂2f

∂xi ∂xj

3

i,j=1

 

 

elde edilir. Buradan 

∆f = gij
∂2f

∂xi ∂xj
 

olarak alırsak 

∆f =
1

√g

∂

∂xi
(gij√g

∂f

∂xj
) 

elde edilir[4]. 

 

Önerme 2.1.2: E3 de bir yüzey M ve M nin Gauss eğriliği K, ortalama eğriliği H ve asli 

eğrilikleri sırasıyla k1  ve k2   olmak üzere 

 

k2 − 2Hk + K = 0 

 

k1 = H + √H2 − K ve k2 = H − √H2 − K 

bağıntıları vardır [4]. 

 

Tanım 2.1.17: E3 de M yüzeyi  

x: U ⊂ R2 → E3 

(u, v) → x(u, v) 
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şeklinde parametrik olarak verilsin. M yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları 

 

E = 〈xu, xu〉 

 

F = 〈xu, xv〉 

  

G = 〈xu, xv〉 

 

dir.  M yüzeyinin ikinci temel formunun katsayıları da  

 

e = 〈N, xuu〉 = 〈
xu ∧ xv
‖xu ∧ xv‖

, xuu〉 

 

f = 〈N, xuv〉 = 〈
xu ∧ xv
‖xu ∧ xv‖

, xuv〉 

 

g = 〈N, xvv〉 = 〈
xu ∧ xv
‖xu ∧ xv‖

, xvv〉 

 

ile verilir [5]. 

 

Teorem 2.1.2: x: U ⊂ R2 → E3 yüzeyi verilsin. x  in Gauss ve ortalama eğrilikleri, birinci 

ve ikinci temel formları cinsinden 

K =
eg − f2

EG − F2
 

 

H =
1

2

eG − 2fF + gE

EG − F2
 

 

şeklinde yazılabilir[2]. 

 

Teorem 2.1.3: E3 de M yüzeyi x(u, v) parametresiyle verilsin. M nin S şekil operatörü  

{xu, xv} bazına göre aşağıdaki gibi elde edilir [6]. 
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− S(xu) = Uu =
fF − eG

EG − F2
xu +

eF − fE

EG − F2
xv 

− S(xv) = Uv =
gF − fG

EG − F2
xu +

fF − gE

EG − F2
xv. 

 

İspat:  xu ile xv lineer bağımsız olduklarından a11, a12, a21, a22 fonksiyonları için, 

 

− S(xu) = Uu = a11xu + a12xv 

− S(xv) = Uv = a21xu + a22xv 

 

denklemleri yazılabilir. Şimdi a11, a12, a21, a22 katsayılarını hesaplayalım. Yukarıdaki 

denklemlerin sırasıyla xu ve xv ile çarpımı alınırsa, 

 

−e = a11E + a12F 

−f = a11F + a12G 

−f = a21E + a22F 

−g = a21F + a22G 

 

elde edilir. Bu denklemler matris formunda yazılırsa, 

 

− [
e f
f g

] = [
a11 a12
a21 a22

] [
E F
F G

] 

 

[
a11 a12
a21 a22

] = − [
e f
f g

] [
E F
F G

]
−1

 

bulunur. Burada 

[
E F
F G

]
−1

= −
1

EG − F2
 [
G −F
−F E

] 

olduğu için, 

 

[
a11 a12
a21 a22

] = −
1

EG − F2
 [
e f
f g

] [
G −F
−F E

] 

 

= −
1

EG − F2
[
eG − fF −eF + fE
fG − gF −fF + gE

]  

eşitliğinden  
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a11 =
fF − eG

EG − F2
, a12 =

eF − fE

EG − F2
 

 

a21 =
gF − fG

EG − F2
,        a22 =

fF − gE

EG − F2
 

elde edilir. 

 

Tanım 2.1.18: F: E3 → ℝ diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. F(x, y, z) = 0 yüzeyini 

ele alalım. λ ∈ ℝ olmak üzere, 

 

F(x, y, z; λ) = 0 

 

ise yüzeye 1-parametreli yüzey ailesi denir. k ≥ 2 için F, ℂk sinifından olmak üzere 

 

∂F(x, y, z; λ)

∂λ
= 0 

 

denklem sistemi elde edilir.Bu denklemler λ ya göre çözülür ve λ  yok edilirse G(x, y, z) = 0 

yüzeyi elde edilir. Bu yüzeye λ parametresine göre yüzey ailesinin zarfı denir[7]. 
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2.2. Minkowski Uzayında Eğriler ve Yüzeyler 

 

Tanım 2.2.1:x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) ∈ ℝ
3 olmak üzere  

〈, 〉  ℝ3 × ℝ3 → ℝ  

: (x, y) → 〈x, y〉 = −x1y1 + x2y2 + x3y3  

olarak tanımlanan fonksiyona Lorentz metriği denir ve E1
3 ile gösterilir[8]. 

 

Tanım 2.2.2: E1
3 Minkowski uzayında herhangi bir vektör  x = (x1, x2, x3) olmak üzere   

i) 〈x⃗ , x⃗ 〉 > 0 veya x⃗ = 0 oluyorsa x vektörüne spacelike vektör, 

ii) 〈x⃗ , x⃗ 〉 < 0 ise x vektörüne timelike vektör, 

iii) 〈x⃗ , x⃗ 〉 = 0 veya x⃗ ≠ 0 ise x vektörüne null(lightlike) vektör 

denir. 

 

Teorem 2.2.1: E1
3 uzayında spacelike, timelike ve null vektörleri arasında aşağıdaki bağıntı 

vardır: 

i) İki timelike vektör asla ortogonal olamaz,  

ii) Bir timelike vektör, bir null vektöre asla ortogonal olamaz, 

iii) İki null vektör ortogonaldir ancak ve ancak bu vektörler lineer bağımlıdır[9]. 

 

Tanım 2.2.3: E1
3  uzayında a⃗ = (a1, a2, a3)  ve b⃗ = (b1, b2, b3) olsun. E1

3 uzayında 

vektörel çarpım  

 

a ∧ b = |

−e1 e2 e3
a1 a2 a3
b1 b2 b3

|  

veya 

a ∧ b = |

e1 −e2 −e3
a1 a2 a3
b1 b2 b3

|  

 

şeklinde tanımlanır ve aşağıdaki özellikleri sağlar: 

∀a⃗ , b⃗ , c , x⃗ , y⃗ , z ∈ E1
3 için  
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i) a⃗ ∧ b⃗ = −b⃗ ∧ a⃗  , 

ii) a⃗ ∧ (b⃗ + c ) = (a⃗ ∧ b⃗ ) + (a⃗ ∧ c ) , 

iii) 〈a⃗ ∧ b⃗ , a⃗ 〉 = 〈a⃗ ∧ b⃗ , b⃗ 〉 = 0 , 

iv) (a⃗ b⃗ c ) = −det(a⃗ , b⃗ , c ) = 〈a⃗ , b⃗ ∧ c 〉 = 〈a⃗ ∧ b⃗ , c 〉 , 

v) (a⃗ ∧ b⃗ ) ∧ c = −〈a⃗ ∧ c 〉b⃗ + 〈b⃗ ∧ c 〉a⃗  , 

vi) 〈a⃗ ∧ b⃗ , c 〉 = −det(a⃗ , b⃗ , c ) , 

vii) 〈a⃗ ∧ b⃗ , x⃗ ∧ y⃗ 〉 = − |
〈a⃗ , x⃗ 〉 〈b⃗ , x⃗ 〉

〈a⃗ , y⃗ 〉 〈b⃗ , y⃗ 〉
| = −〈a⃗ , x⃗ 〉〈b⃗ , y⃗ 〉 + 〈a⃗ , y⃗ 〉〈b⃗ , x⃗ 〉 

(E1
3 de bir Lagrange özdeşliği) 

viii) 〈a⃗ ∧ b⃗ , a⃗ ∧ b⃗ 〉 = −〈a⃗ , a⃗ 〉〈b⃗ , b⃗ 〉 + 〈a⃗ ∧ b⃗ 〉2 , 

ix) (a⃗ b⃗ c )(x⃗ y⃗ z ) = − |

〈a⃗ , x⃗ 〉 〈b⃗ , x⃗ 〉 〈c , x⃗ 〉

〈a⃗ , y⃗ 〉 〈b⃗ , y⃗ 〉 〈c , y⃗ 〉

〈a⃗ , z 〉 〈b⃗ , z 〉 〈c , z 〉

| , 

x) a⃗ ∧ b⃗ = 0 ⟺ a⃗  ve b⃗  nın lineeer bağımlı olmasıdır[2]. 

 

Tanım 2.2.4:  α: I → E1
3, α(t) = (α1(t), α2(t), α3(t)) diferansiyellenbilir fonksiyonuna 

E1
3 uzayında bir eğri denir. 

α′(t) = (α1′(t), α2′(t), α3′(t)) olmak üzere spacelike, timelike ve null eğrileri aşağıdaki 

şartları sağlar[8]: 

i) 〈α′(t) , α′(t) 〉 > 0 ise α ya spacelike, 

ii) 〈α′(t) , α′(t) 〉 < 0 ise α ya timelike, 

iii) 〈α′(t) , α′(t) 〉 = 0 ise α ya null eğri denir. 

 

Tanım 2.2.5: E1
3 Minkowski uzayında diferansiyellenebilir birim hızlı bir eğri α olsun. 

𝑇 = α′(s) vektörüne birim teğet vektör alanı, N =
α′′(𝑠)

‖α′′(𝑠)‖
 vektörüne asli normal vektör 

alanı ve B = T⋀N vektörüne de binormal vektör alanı denir.κ = ‖α′′‖ fonksiyonuna 

eğrinin eğriliği adı verilir. Yukarıda tanımlanan T, N, B vektörleri ile türevleri arasında 

aşağıdaki bağıntılar vardır:   

T′ = α′′ =  κN 

N′ = 〈N′, T〉T + 〈N′, N〉N + 〈N′, B〉B = −κT + τB 

B′ = 〈B′, T〉T + 〈T′, N〉𝑁 + 〈B′, B〉𝐵 = −τN 

 



 

19 

 

Burada,  τ = 〈N′, B〉 fonksiyonuna α nın burulması denir. Bu denklemlere Minkowski 

uzayında Frenet formülleri denir. Yukarıdaki bağıntıları matris formunda, 

 

[
T′
N′
B′

] = [
0 κ 0
−κ 0 τ
0 −τ 0

] [
T
𝑁
B
] 

 

şeklinde yazılır[10]. 

 

Tanım 2.2.6: E1
3 uzayında 

S1
2 = {X ∈ E1

3|〈X, X〉 = 1} 

 

kümesine pseudo-küre, 

H2 = {X ∈ E1
3|〈X, X〉 = −1} 

 

kümesine de hiperbolik uzay adı verilir[8]. 

 

Tanım 2.2.7: M, E1
3 uzayında bir yüzey olsun. M nin Gauss eğriliği K ve birinci temel 

formun katsayıları  E,F ve G olmak üzere  

 

K =
1

|EG − F2|2

{
 
 

 
 

|

|
Fuv −

1

2
Evv −

1

2
Guu

1

2
Eu Fu −

1

2
Ev

Fv −
1

2
Gu E F

1

2
Gv F G

|

|
−
|

|
0

1

2
Ev

1

2
Gu

1

2
Ev E F

1

2
Gu F G

|

|

}
 
 

 
 

 

 

bağıntısı vardır.Bu bağıntıya E1
3 de Brioschi formülü denir[10]. 

 

Tanım 2.2.16: M,  E1
3 de açılabilir olamayan bir yüzey olsun. M nin ikinci Gauss eğriliği 

KII,  M nin ikinci temel formun katsayıları olan e, f, ve g cinsinden aşağıdaki şekilde yazılır: 
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KII =
1

|eg − f2|2

{
 
 

 
 

|

|
fuv −

1

2
evv −

1

2
guu

1

2
eu fu −

1

2
ev

fv −
1

2
gu e f

1

2
gv f g

|

|
−
|

|
0

1

2
ev

1

2
gu

1

2
ev e f

1

2
gu f g

|

|

}
 
 

 
 

 

 

bu formüle M yüzeyi KII için Brioschi formülü adı verilir[10]. 
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3. 3-BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA KANAL YÜZEYLERİ 

 

      Bu bölümde Öklid uzay E3 de Frenet çatısı yardımıyla elde edilen kanal yüzeyinin 

parametrizasyonu ve kanal yüzeyinin bazı geometrik özellikleri incelenmiştir. 

 

      E3 de c(s) merkez eğrisiyle elde edilen x(s, θ) kanal yüzeyi, yarıçap fonksiyonu r(s) 

olan kürelerin birleşimidir.  Eğer r(s) sabit ise boru yüzeyi (tüp) elde edilir. Bunlar şekillerin 

yapılandırılmasında veya robotların hareket çizgilerinin planlanmasında kullanılır. 

      Kanal yüzeyleri uzun ince nesneleri, insan iç organlarını göstermekte, yüzey 

modellenmesinde, CG/CAD, CAD ve grafiklerde fayda sağlar [11,12]. 

 

Tanım 3.1(Kanal Yüzeyi): E3 de kanal yüzeyi  1-parametreli küre ailesinin zarfı olarak 

tanımlanır ya da , kürelerin  merkez noktalarının geometrik yeri olan C(t) eğrisi ve kürenin 

yarıçap fonksiyonu r(t) olan değişken yarıçaplı hareketli bir kürenin zarfı olarak tanımlanır 

[9]. 

 

 

Şekil 3.1. Yarıçapı r(t) olan bir kanal yüzeyi. 

 

Tanım 3.2: S2(t) kürelerinin merkezlerinin yörüngesi olan C(t) eğrisine kanal yüzeyinin 

merkez eğrisi ya da spine eğrisi, r = r(t) fonksiyonuna ise kanal yüzeyinin yarıçap 

fonksiyonu denir [6]. 

 

Teorem 3.1: M kanal yüzeyi katenoid olması için gerek yeter şartı minimal olmasıdır.[13] 
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Tanım 3.3: Bir c(s) merkez eğrisi etrafında genelleştirilmiş tüpün parametrizasyonu 

 

x(s, θ) = c(s) + u(θ)(cos θ n(s) + sin θ b(s)), 0 ≤ θ < 2π 

 

şeklindedir. Burada  u(θ)(> 0) iki kez türevlenebilir bir fonksiyon ve u(θ) = u(2π) dir 

[14]. 

 

       3-boyutlu Öklid uzay E3 de bir M kanal yüzeyi θ ∈ [0,2π), φ ∈ [0, π) ve φ(s) bir 

diferansiyellenebilir fonksiyon için −r′(s) = cosφ olmak üzere  

 

x(s, θ) = c(s) + r(s) {sinφ(s)cosθ N(s) + sinφ(s)sinθB(s) + cosφ(s) T(s)}  (3.1)   

 

şeklinde verilir. Burada c(s) eğrisi yay uzunluğu s ile parametreleştirilmiş merkez eğrisidir 

ve r(s) ise M nin yarıçap fonksiyonudur. Ayrıca {T, N, B} vektör alanı üçlüsüne c(s) eğrisi 

üzerindeki Frenet çatısı denir ve sırasıyla teğet vektör alanı, asli normal vektör alanı ve 

binormal vektör alanı olarak adlandırılır [13]. 

 

Sonuç 3.1: Eğer c(s) bir doğru olarak alınırsa M bir dönel yüzey olur. Ayrıca r(s) sabit ise 

o zaman M yüzeyi bir tüptür (veya boru yüzeyidir). 

 

 

Şekil 3.2. Tüp yüzeyi 

 

 

Şimdi (3.1) ile adlandırılan kanal yüzeyini Frenet elemanları yardımı ile, yüzeyin gauss 

dönüşümünü ve Weingarten dönüşümüne karşılık gelen matrisi hesaplayalım: 
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(3.1) denkleminin  s ye göre kısmi türevi, 

 

xs =
∂x

∂s
= c′ + r′sinφcosθ N + r′ sinφsinθB + r′cosφ T + rcosφ φ′cosθN

+ rcosφφ′sinθB − rsinφ φ′T + rsinφcosθ N′ + rsinφ sinθB′ + rcosφT′ 

 

dir. T′, N′, B′ değerleri yerine yazılırsa, 

 

= T + r′sinφcosθ N + r′sinφsinθB + r′cosφ T + rcosφ φ′cosθN 

+rcosφφ′sinθB − rsinφ φ′T − rκsinφcosθT + rτsinφcosθB + rκcosφN − rτsinφ sinθN 

 

 

veya 

 

= (sin2φ− rr′′ − rκsinφcosθ)T 

+(r′sinφcosθ − rr′κ − rτsinφsinθ − rr′φ′cosθ)N 

+( r′sinφsinθ + rτsinφcosθ − rr′φ′sinθ)B 

 

 

elde edilir. Burada 

 

xs
1 = sin2φ −  r r′′ −  r κ sinφ cos θ  

xs
2 = r′  sinφ cos θ − r r′κ −  r τ sinφ sin θ  −  r r′φ′ cos θ  

xs
3 = r′ sinφ sin θ + r τ sinφ cosθ −   r r′φ′ sin θ  

 

(3.2) 

 

denilirse, 

xs =
∂x

∂s
= xs

1T + xs
2N + xs

3B 

olarak ifade edilebilir. 

Şimdi de (3.1) in θ ya göre kısmi türevini hesaplayalım; 

 

xθ =
∂x

∂θ
= −rsinφsinθN + rsinφcosθB 

 

 

 

olarak bulunur. Burada, 
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    xθ
1 = −rsinφsinθ, 

xθ
2 = rsinφcosθ 

(3.3) 

 

 

denilirse; 

xθ =
∂x

∂θ
= xθ

1N + xθ
2B 

 

olarak ifade edilebilir. xs ve xθ bağıntıları yardımıyla yüzeyin birinci temel formunun 

katsayıları aşağıdaki şekilde elde edilir: 

 

E = g11 = 〈xs, xs〉 = sin
2φsin2φ− rr′′sin2φ − rκsinφ sin2φcos θ − rr′′sin2φ+ r2r′′

2
 

                            +r2r′′κsinφ cos θ − rκsinφ sin2φcos θ + r2r′′κsinφ cos θ + r2κ2sin2θ

+ r′
2
sin2φ cos2θ − rr′

2
κ sinφ cos θ

− rr′τ sin2φsinθ cos θ − rr′
2
φ′sinφcos2θ − rr′

2
κsinφ cos θ + r2r′

2
κ2

+ r2r′κτsinφsinθ + r2r′
2
κ φ′ cos θ − rr′τ sin2φsinθ cos θ

+ r2r′κτsinφsinθ + r2τ 2sin2φsin2θ + r2r′τ φ′sinφsinθ cos θ 

                            −rr′
2
 φ′sinφ cos2θ + r2r′

2
 φ′κ cos θ + r2r′τ φ′sinφsinθ cos θ

+ r2r′
2
 φ′

2
cos2θ + r′

2
sin2φsin2θ + rr′τ sin2φsinθ cos θ

− rr′
2
φ′sinφsin2θ + rr′τ sin2φsinθ cos θ + r2τ 2sin2φcos2θ

− r2r′τ φ′sinφsinθ cos θ − rr′
2
 φ′sinφsin2θ − r2r′τ φ′sinφsinθ cos θ

+ r2r′
2
φ′

2
sin2θ 

 

= r2κ2sin2φcos2θ + r2r′
2
κ2 + r2τ 2sin2φ + r2φ′

2
+ 2r2κ φ′ cos θ + 2r2r′κ τsinφsinθ 

−2rr′′ − 2rκsinφ cos θ + sin2φ                 

             

ya da 

E = r2(κ2sin2φ sin2θ + r′
2
κ2 + τ 2sin2φ+ φ′

2
+ 2κφ′cosθ 

+2r′κτsinφsinθ) − (2rr′′ + 2rκsinφcosθ − sin2φ) 

(3.4) 

 

 

F = g12 = 〈xs, xθ〉 = −rr′sin
2φsinθcosθ + r2r′κsinφsinθ 

+r2τsin2φsin2θ + r2 φ′r′sinφsinθcosθ + rr′sin2φsinθcosθ

+ r2τsin2φcos2θ − r2r′ φ′sinφsinθcosθ 
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dir. İşlemler yapılırsa 

F = r2τsin2φ + r2r′κsinφsinθ (3.5) 

bulunur. 

G = g22 = 〈xθ, xθ〉 = r
2sin2φsin2θ + r2sin2φcos2θ = r2sin2φ. (3.6) 

 

dır. Buradan 

 

EG − F2 = ‖xs  ×  xθ‖
2 = g11g22 − (g12)

2 = r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2 > 0   

 

olduğundan 

‖xs  ×  xθ‖ = √g11g22 − (g12)2 = r(rr
′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)  

 

olur. Böylece (3.2) bağıntısından M nin 𝔾 Gauss dönüşümünü hesaplayabiliriz: 

 

xs  ×  xθ = [

T N B
xs
1 xs

2 xs
3

0 xθ
1 xθ

2
] = (xs

2xθ
2 − xs

3xθ
1)T + (−xs

1xθ
2)N + (xs

1xθ
1)B 

 

dır. Bu eşitlikte (3.2) ve (3.3) değerleri yerine yazılırsa, 

 

(xs
2xθ
2 − xs

3xθ
1) = rr′sin2φcos2θ − r2r′κsinφcosθ − r2τsin2φsinθcosθ  

−r2 φ′r′sinφcos2θ + rr′sin2φsin2θ + r2τsin2φcosθ − r2r′ φ′sinφsin2θ 

                           = rr′sin2φ− r2r′ φ′sinφ − r2r′κ sinφcosθ 

                           = −rr′(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ) 

 

(−xs
1xθ
2) = −rsinφcosθ(sin2φ− rr′′ − rκsinφcosθ) 

                  = −rsin3φcosθ − r2r′′sinφcosθ + r2κsin2φcos2θ 

                  = rsinφcosθ(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ) 

 

(xs
1xθ
1) = −rsinφsinθ(sin2φ− rr′′ − rκsinφcosθ) 

              = rsinφsinθ(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ) 

 

olarak bulunur. Böylece M kanal yüzeyinin 𝔾 Gauss dönüşümü: 
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𝔾 =
xs  ×  xθ
‖xs  ×  xθ‖

=
(−rr′)(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)T + (rsinφcosθ)(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)N

r(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)

+
rsinφsinθ(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)B

r(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)
 

 

veya 

𝔾 =
xs  ×  xθ
‖xs  ×  xθ‖

= (cosφ)T + (sinφcosθ)N + (sinφsinθ)B 
(3.7) 

 

olarak bulunur. Şimdi M nin ikinci temel formlarını hesaplayalım. Bunun için 𝔾 Gauss 

dönüşümünün s ve θ ya göre kısmi türevleri, 

 

𝔾s = −φ
′sinφT + cosφT′ + cosφφ′cosθN + sinφcosθN′ + cosφφ′sinθB 

      +sinφsinθB′ 

 

ya da 

 

𝔾s = −(r
′′ + κsinφcosθ)T − (r′κ + r′φ′cosθ + τ sinφsinθ)N 

      + (τsinφcosθ − r′φ′sinθ)B 

ve 

𝔾θ = (−sinφsinθ)N + (sinφcosθ)B. 

 

dır. Böylece M nin ikinci temel formlarını L, M ve N  ile gösterirsek, 

 

L = −〈xs, 𝔾s〉 = −r(κ2sin2φcos2θ + r′
2
κ2τ2sin2φ+ φ′

2
+ 2κφ′cosθ

+ 2r′κτsinφsinθ) + r′′ + κsinφcosθ , 

M = −〈xθ, 𝔾s〉 = −(−r′sin2φsinθcosθ + rr′κsinφsinθ − rr′φ′sinφsinθcosθ 

+rτsin2φsin2θ + rr′φ′sinφsinθcosθ + r′sin2φsinθcosθ + rτsin2φcos2θ) 

 = −rτsin2φ− rr′κsinφsinθ 

ve 

N = −〈xθ, 𝔾θ〉 = −(rsin
2φsin2θ + rsin2φcos2θ) = −rsin2φ 
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şeklinde olur. Ayrıca yüzeyin üçüncü temel formunun katsayıları da aşağıdaki gibidir: 

 

e = 〈𝔾s, 𝔾s〉 = r′2 + κ2sin2φcos2θ + 2r′′κsinφcosθ + r′2κ2 + r′2φ′2cos2θ

+ τ2sin2φsin2θ + 2r′2κφ′cosθ + 2r′κτsinφsinθcosθ + τ2sin2φcos2θ

+ r′2φ′2sin2θ − 2r′τφ′sinφsinθcosθ 

veya 

e = κ2sin2φcos2θ + r′2κ2 + τ2sin2φ+ φ′2 + 2κφ′cosθ + 2r′κτsinφsinθ 

dir. 

f = r′κsinφsinθ + r′φ′sinφsinθcosθ + τsin2φsin2θ + τ2sin2φcos2θ

− r′φ′sinφsinθcosθ 

veya 

f = 〈𝔾θ, 𝔾s〉 = τsin2φ+ r′κsinφsinθ 

dir. Buradan da 

g = 〈𝔾θ, 𝔾θ〉 = (−sinφsinθ)(−sinφsinθ) + (sinφcosθ)(sinφcosθ) 

= sin2φsin2θ + sin2φcos2θ 

veya 

g = 〈𝔾θ, 𝔾θ〉 = sin
2φ(sin2θ + cos2θ) = sin2φ 

olarak elde edilir. 

Daha sonra yüzeyin Gauss ve ortalama eğriliği yüzeyin birinci ve ikinci temel formlarının 

katsayıları aşağıdaki şekilde hesaplanır: 

K =
LN −M2

EG − F2
 

 

olduğunu biliyoruz. Burada L, M, N, E, F, G ifadeleri yerine yazıldığında, 

 

K =
(−rκ2sin2φcos2θ − rr′

2
κ2 − rτ2sin2φ− rφ′

2
− 2rκφ′cosθ − 2rr′κτsinφsinθ

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

     +
+r′′ + κsinφcosθ)(−rsin2φ) − (−rτsin2φ− rr′κsinφsinθ)2

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

=
r2κ2sin2φsin2φcos2θ + r2κ2sin2φcos2φ + r2τ2sin4φ+ r2φ′

2
sin2φ + 2r2κφ′sin2φcosθ

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
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+
+2r2r′κτsin3φsinθ − rr′′sin2φ− rκsin3φcosθ

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

−
(r2τ2sin4φ+ 2r2r′κτsin3φsinθ + r2κ2cos2φsin2φsin2θ)

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

=
r2r′′2 + r2r′′κsinφcosθ − rr′′sin2φ+ r2r′′κsinφcosθ + r2κ2sin2φcos2θ − rκsin3φcosθ

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2

=
(r′′ + κsinφcosθ)(r2r′′ + r2κsinφcosθ −  rsin2φ)

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

K =
r′′ + κsinφcosθ

r(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)
 

(3.8) 

 

dir. Ortalama eğriliği de, 

H =
LG − 2MF + NE

2(EG − F2)
  

bağıntısından 

H =
{(−rκ2sin2φcos2θ − rr′

2
κ2 − rτ2sin2φ− rφ′

2
− 2rκφ′cosθ − 2rr′κτsinφsinθ

2r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

 

+
+r′′ + κsinφcosθ)(rsin2φ)} − 2{(−rτsin2φ − rr′κsinφsinθ)(r2τsin2φ+ r2r′κ sinφsinθ)}

2r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

 

+
{(−rsin2φ)(r2κ2sin2φ cos2θ + r2r′

2
κ2 + r2τ 2sin2φ+ r2φ′

2
+ 2r2κφ′cosθ + 2r2r′κτsinφsinθ 

2r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

+
−2rr′′ − 2rκsinφcosθ + sin2φ)

2r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

 

=
−2r3r′′

2
− 2r3r′′κsinφcosθ + 2r2r′′sin2φ − 2r3r′′κsinφcosθ − 2r3 κ 2sin2φcos2θ

2r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 



 

29 

 

+
2r2κsin3φcosθ + r2r′′sin2φ+ r2κsin3φcosθ − rsin4φ

2r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

 

=
(2rr′′ + 2rκsinφcosθ − sin2φ)(−r2r′′ − r2κsinφcosθ + rsin2φ)

2r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

H =
2rr′′ + 2rκsinφcosθ − sin2φ

−2r(rr′′ + r κ sinφ cos θ − sin2φ)
 

(3.9) 

 

olarak hesaplanır. 

Şimdi de Weingarten dönüşümüne karşılık gelen matrisin bileşenlerini hesaplayalım: 

 

a11 =
MF − LG

EG − F2
 

 

a11 =
{(−rτsin2φ− rr′κsinφsinθ)(r2τsin2φ+ r2r′κsinφsinθ)}

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

 

−
{(−rκ2sin2φcos2θ − rr′

2
κ2 − rτ2sin2φ − rφ′

2
− 2rκφ′cosθ − 2rr′κτsinφsinθ

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

      +
+r′′ + κsinφcosθ)(r2 sin2φ)}

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

=
−r3r′′

2
− r3r′′κsinφcosθ + r2r′′sin2φ− r3r′′κsinφcosθ − r3κ2sin2φcos2θ + r2κsin3φcosθ

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

a11 =
−r′′ − κsinφcosθ

rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ
 

(3.10) 

 

 

a12 =
LF − ME

EG − F2
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a12 =
{(−rκ2sin2φcos2θ − rr′

2
κ2 − rτ2sin2φ − rφ′

2
− 2rκφ′cosθ − 2rr′κτsinφsinθ

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

       +
+r′′ + κsinφcosθ)(r2τsin2φ+ r2r′κsinφsinθ)} − {(−rτsin2φ− rr′κsinφsinθ)

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

          
(r2κ2sin2φcos2θ + r2r′

2
κ2 + r2τ 2sin2φ + r2φ′

2
+ 2r2κφ′cosθ

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

       +
+2r2r′κ τsinφsinθ − 2rr′′ − 2rκsinφcosθ + sin2φ)}

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

       =
r2r′′τsin2φ+ r2κτsin4φcosθ − rτsin4φ + r2r′r′′κsinφsinθ

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

        +
r2r′κ2sin3φsinθcosθ − rr′κsin3φsinθ

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

       =
(τsin2φ+ r′κsin3φsinθ)(r2r′′ + r2κsinφcosθ − rsin2φ)

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

 

a12 =
τsin2φ+ r′κsinφsinθ

r(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)
 

(3.11) 

 

a21 =
NF −MG

EG − F2
 

 

=
{(−rsin2φ)(r2τsin2φ+ r2r′κsinφsinθ)} − {(−rτsin2φ− rr′κsinφsinθ)(r2sin2φ)

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

 

=
(−r3τsin4φ− r3r′sin3φsin θ) − (−r3τsin4φ− r3r′sin3φsin θ)

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
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a21 = 0  (3.12) 

 

a22 =
MF − NE

EG − F2
            

 

=
{(−rτsin2φ− rr′κsinφsinθ)(r2τsin2φ+ r2r′κsinφsinθ)} − {(−rsin2φ)

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
                                         

 

 

(r2κ2sin2φcos2θ + r2r′
2
κ2 + r2τ 2sin2φ+ r2φ′

2
+ 2r2κφ′cosθ

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
                                             

 

+
+2r2r′κτsinφsinθ − 2rr′′ − 2rκsinφcosθ + sin2φ)

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
                                                                   

 

=
−r3r′′

2
− r3κ2sin2φcos2θ − rsin4φ− 2r3r′′κsinφcosθ + 2r2r′′sin2φ+ 2r2κsin3φcosθ

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

 

a22 =
−r(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
= −

1

r
 

(3.13) 

 

olarak elde edilir. Weingarten denklemlerindeki ifadeleri basitleştirelim. Buna göre, 

P = rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ, 

Q = r′′ + κsinφcosθ, 

R = τsin2φ+ r′κsinφsinθ, 

 

(3.14) 

 

şeklinde alırsak, kanal yüzeyinin Gauss ve ortalama eğrilikleri P, Q, R cinsinden sırasıyla 

  

 

K =
Q

rP
 , 

 

H =
2P + sin2φ

−2rP
  

 

(3.15) 

 

olarak ifade edilir. Aynı şekilde Weingarten dönüşümüne karşılık gelen matris ise,  
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A𝔾 = (
−
Q

P

R

rP

0 −
1

r

) 

 

şeklinde olur. Buradan kanal yüzeyin asli eğrilikleri, 

 

k1 = −
Q

P
= −Kr, k2 = −

1

r
 

 

dir. 

 

Lemma 3.1: Kanal yüzeylerinin birinci, ikinci, üçüncü temel formları arasında (3.14) 

bağıntıları yardımıyla, 

 

L =
r2(κ2sin2φ cos2θ + r′

2
κ2 + τ 2sin2φ +φ′

2
+ 2κφ′cosθ + 2r′κτsinφsinθ)

−r
 

 

L =
−(2rr′′ + 2rκsinφcosθ − sin2φ)

−r
 

L =
E + P

−r
 

 

M =
r2τsin2φ+ r2r′κ sinφsinθ

−r
= −rτsin2φ− rr′κsinφsinθ =

F

−r
 

 

N =
r2sin2φ

−r
= −rsin2φ =

G

−r
 

 

e =
L − Q

−r
,      f =

M

−r
,      g =

N

−r
 

 

şeklinde yazabiliriz. 

                  P = rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ, 

Q = r′′ + κsinφcosθ,  
 

denirse, 

EG − F2 = r2P2,      LN − M2 = rPQ,      eg − f2 = Q2, 

olur.  

Gauss dünüşümünün hesaplanmasında, önemli bir yeri olan aşağıdaki lemmayı verelim: 
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Lemma 3.2: M, (n+1)-boyutlu Öklid uzayında bir hiperyüzey olsun. Bu durumda M nin 𝔾 

Gauss dönüşümünün laplasyanı,  

∆𝔾 = ‖A𝔾‖
2 𝔾 + n ∇H 

dir. Burada ∆𝔾, 𝔾 nin laplasyanı, ∇H, H ortalama eğriliğin gradienti, A𝔾  M nin şekil 

operatörüdür ve ‖A𝔾‖
2 = iz(A𝔾A𝔾) ile ifade edilir [15,16]. 

 

Lemma 3.3: M, E3 de bir kanal yüzeyi olmak üzere, f diferansiyellenebilir fonksiyonunun 

gradienti: 

∇f =
1

g11g22 − (g12)2
{(g22fy − g12ft) ∂y + (−g12fy + g11ft) ∂t}, 

 

dir. Burada {y, t} M nin yerel koordinat sistemidir ve bu durumda 〈∂y, ∂y〉 = g11 , 〈∂y, ∂t〉 =

g12 ve 〈∂t, ∂t〉 = g22  dir. Burada  fy, ft sırasıyla f nin y ve t ye göre kısmi türevleridir [17]. 

Şimdi kanal yüzeyinin  Gauss dönüşümünün laplasyanını hesaplayalım: 

İlk olarak Weingarten dönüşümü (3.14) bağınıları cinsinden, 

‖A𝔾‖
2 =

r2Q2 + P2 + R2

r2P2
 

 

dır. Burada kolaylık sağlaması açısından D = r2Q2 + P2 + R2 şeklinde alınırsa, 

 

‖A𝔾‖
2 =

r2Q2 + P2 + R2

r2P2
 =

D

r2P2
 

 

olur. 

İkinci olarak Lemma 3.3 ile (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) bağıntıları yardımıyla ortalama 

eğriliğin gradienti, 

∇H(x) =
1

r2P2
{(g22Hs − g12Hθ)xs

1}T   

+ 
1

r2P2
{(g22Hs − g12Hθ)xs

2 + (−g12Hs + g11Hθ)xθ
1  }N 

+ 
1

r2P2
{(g22Hs − g12Hθ)xs

3 + (−g12Hs + g11Hθ)xθ
2 }B 

 

şeklinde ifade edilir. (3.9) bağıntısındaki ortalama eğriliğinin s ye göre türevi, 
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Hs =
(2r′r′′ + 2rr′′′ + 2r′κsinφcosθ + 2rκ′sinφcosθ 

(−2rP)2
 

 

+
+2rκcosφφ′cosθ − 2sinφφ′cosφ)(−2r2r′′ − 2r2κsinφcosθ + 2rsin2φ) − (2rr′′

(−2rP)2
 

 

+
2rκsinφcosθ − sin2φ)(−4rr′r′′ − 2r2r′′′ − 4rr′κsinφcosθ − 2r2κ′sinφcosθ

(−2rP)2
 

 

+
−2r2κcosφφ′cosθ + 2r′sin2φ+ 4rsinφφ′cosφ

(−2rP)2
 

 

Hs =
−4r2r′r′′

2
− 4r2r′r′′κsinφcosθ + 4rr′r′′sin2φ− 4r3r′′r′′′ − 4r3r′′′κsinφcosθ

4r2P2
 

 

+
+4r2r′′′ sin2φ− 4r2r′r′′κsinφcosθ − 4r2r′κ2 sin2φcos2θ + 4rr′κ sin3φcos θ

4r2P2
 

 

+
−4r3r′′κ′sinφcosθ − 4r3κκ′ sin2φcos2θ + 4r2κ′ sin3φcos θ − 4r3r′′κcosφφ′cosθ

4r2P2
 

 

+
−4r3κ2sinφφ′cosφcos2θ + 4r2κ sin2φcosφφ′cosθ + 4r2r′′sinφφ′cosφ

4r2P2
 

 

+
+4r2κ sin2φφ′cosφcosθ − 4r sin3φφ′cosφ − (−8r2r′r′′

2
− 8r2r′r′′κsinφcosθ

4r2P2
 

 

+
4rr′r′′ sin2φ− 4r3r′′r′′′ − 4r3r′′′κsinφcosθ + 2r2r′′′ sin2φ− 8r2r′r′′κsinφcosθ

4r2P2
 

 

+
−8r2r′κ2 sin2φcos2θ + 4rr′κ sin3φcosθ − 4r3r′′κ′sinφcosθ − 4r3κκ′ sin2φcos2θ

4r2P2
 

 

+
2r2κ′ sin3φcosθ − 4r3r′′κφ′cosφcosθ − 4r3κ2sinφφ′cosφcos2θ + 2r2κ sin2φφ′cosφcosθ

4r2P2
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+
4rr′r′′ sin2φ+ 4rr′κ sin3φcosθ − 2r′ sin4φ + 8r2r′′sinφφ′cosφ + 8r2κ sin2φφ′cosφcosθ

4r2P2
 

 

−
4r sin3φφ′cosφ)

4r2P2
 

 

dir. Buradan gerekli işlemler yapılırsa,  

 

Hs =
4r2r′κ2 sin2φcos2θ − 4rr′κ sin3φcosθ + 2r2κ′ sin3φcosθ

4r2P2
 

+
10r2r′r′′κsinφcosθ − 4rr′r′′ sin2φ+ 2r2r′′′ sin2φ+ 8r2r′r′′

2
+ 2r′ sin4φ

4r2P2
 

 

Hs =
2r2r′κ2 sin2φcos2θ − (2rr′κ − r2κ′) sin3φcosθ +  5r2r′r′′κsinφcosθ 

2r2P2
 

      +
−2rr′r′′ sin2φ + 4r2r′r′′

2
+ r′ sin4φ

2r2P2
                                                                                                  

 

olarak elde edilir. Ortalama eğriliğin θ ya göre türevi de, 

 

Hθ =
(−2rκsinφsinθ)(−2r2r′′ − 2r2κ sinφcosθ + 2r sin2φ)

4r2P2
 

       −
(2rr′′ + 2rκsinφcosθ −  sin2φ)(2r2κsinφsinθ)

4r2P2
 

 

Hθ =
4r3r′′κsinφsinθ + 4r3κ2 sin2φsinφsinθ − 4r2κ sin3φsinθ

4r2P2
 

 

−
4r3r′′κsinφsinθ + 4r3κ2 sin2φsinφcosθ − 2r2κ sin3φsinθ

4r2P2
 

 

Hθ = −
2r2κ sin3φsinθ

4r2P2
=
κ sin3φsinθ

2P2
 

olarak bulunur. 

Yukarıda elde edilen bağıntıları Lemma 3.2 denkleminde n = 2 olacak şekilde yerine 

yazıldığında, 
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∆G =
1

g11g22 − (g12)2
{(r2Q2 + P2 + R2)cosφ + 2xs

1(g22Hs − g12Hθ)}T 

        +
1

g11g22 − (g12)2
{

(r2Q2 + P2 + R2)sinφcosθ

+2(xs
2(g22Hs − g12Hθ) + xθ

1(−g12Hs + g11Hθ)
}N 

       +
1

g11g22 − (g12)2
{

(r2Q2 + P2 + R2)sinφsinθ

+2(xs
3(g22Hs − g12Hθ) + xθ

1(−g12Hs + g11Hθ)
}B 

 

dir. 

(g22Hs − g12Hθ) = U,     (−g12Hs + g11Hθ) = V 

alınırsa, 

∆G =
1

r2P2
(Dcosφ + 2xs

1U)T 

       +
1

r2P2
(Dsinφcosθ + 2(xs

2U + xθ
1V))N 

       +
1

r2P2
(Dsinφsinθ + 2(xs

3U + xθ
2V))B 

 

elde edilir. Yukarıdaki hesaplamalara göre aşağıdaki sonuçlar ve teoremler verilebilir: 

 

Teorem 3.2: Harmonik Gauss dönüşümüne sahip kanal yüzeyi yoktur[18]. 

 

İspat: E3 de M kanal yüzeyinin Gauss dönüşümü harmonik ise, lemma 3.2 den  ∆𝔾 = 0 dır. 

Bu ise ‖A𝔾‖
2 = 0 ve H nın sabit olmasını gerektiririr. ‖A𝔾‖

2 = 0 yani  
r2Q2+P2+R2

r2P2
= 0 ise 

bu takdirde P = Q = R = 0 demektir. Bu M nin regüler olması ile çelişir. O halde ∆𝔾 = 0 

olamaz. Yani harmonik Gauss dönüşümüne sahip kanal yüzeyi yoktur. 

 

Teorem 3.3: Öklid uzay E3 de, M yönlendirilmiş kanal yüzeyinin birinci çeşit noktasal 1-

tipli Gauss dönüşümüne sahip olması için gerek ve yeter şart ortalama eğriliğinin sabit 

olmasıdır. Yani M aşağıdaki yüzeylerden birisi olur: 

1) Katenoid; 

2)x(s, θ) =  ±{(r√
ar2 + r − c

ar2 + r
+ ∫√

ar2 + r

ar2 + r − c
dr) , √

cr

ar + 1
cosθ,√

cr

ar + 1
 sinθ }, 
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olacak şekilde ortalama eğriliği sabit ve sıfır olmayan dönel yüzeydir. Burada a ≠ 0 ve c >

0 sabitleri için 

r(s) =
dr

ds
= ±√

ar2 + r − c

ar2 + r
 

 

 şeklinde bir fonksiyondur [18]. 

İspat: Lemma 3.2 den M kanal yüzeyi, sadece ortalama eğriliği sabit olduğu durumda birinci 

çeşit noktasal 1-tipli Gauss dönüşümüne sahip  olduğu açıktır. M yüzeyi katenoid ise H = 0 

ve   H = a(a ∈ ℝ − {0}) olduğu zaman M bir dönel yüzeydir. Böylece (3.15) denklemi  

 

H =
2P +  sin2φ 

−2r P
= a 

 (3.16) 

 

olur. Gerçekten P = rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa, 

2P +  sin2φ+ 2arP = 0 

2(rr′′ + rκ sinφcosθ − sin2φ) +  sin2φ+ 2ar(rr′′ + rκ sinφcosθ − sin2φ) = 0 

2rr′′ + 2rκ sinφcosθ − 2sin2φ+ sin2φ+ 2ar2r′′ + 2ar2κ sinφcosθ − 2arsin2φ = 0 

2rr′′(1 + ar) − sin2φ(1 + 2ar) + 2rκ sinφ(1 + ar)cosθ = 0 

 

elde edilir. Bu ifade cosθ ya göre birinci dereceden bir polinom olduğundan 

 

2rr′′(1 + ar) − sin2φ(1 + 2ar) = 0 

rκsinφ(1 + ar) = 0                            

 

elde edilir. Bu denklemde r′ = − cosφ  yazılırsa, 

 

2rr′′(1 + ar) − (1 − r′2)(1 + 2ar) = 0 

 

bulunur. Buradan s ye göre integral alınırsa. 

 

dr

ds
= ±√

ar2 + r − c

ar2 + r
 

 

(3.17) 
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olur ve burada c > 0 integral alma işleminin sabitidir. Bu takdirde, 

ds

dr
= ±√

ar2 + r

ar2 + r − c
 

dır.Bu durumda 

r′ = ±√
ar2 + r − c

ar2 + r
 

r′
2
= 1 −

c

ar2 + r
 

1 − r′
2
=

c

ar2 + r
 

sin2φ =
c

ar2 + r
 

r2sin2φ =
cr2

ar2 + r
 

rsinφ = √
cr2

ar2 + r
= √

cr

ar + 1
. 

olarak hesaplanır. Eğer c(s) = (s, 0,0), T = (1,0,0), N = (0,1,0), B = (0,0,1) göz önüne 

alalım. Bu takdirde M kanal yüzeyinin 

 

x(s, θ) = (r(s)cosφ + s, r(s)sinφcosθ, r(s)sinφsinθ). 

 

parametrik denklemini  

 

x(s, θ) =  ±{(r√
ar2 + r − c

ar2 + r
+ ∫√

ar2 + r

ar2 + r − c
dr) ,√

cr

ar + 1
cosθ,√

cr

ar + 1
 sinθ }. 

 

şeklinde ifade edebiliriz. 

Sonuç 3.2: E3 de, yönlendirilmiş kanal yüzeyi M birinci çeşit noktasal 1-tipli Gauss 

dönüşümüne sahip olsun. Bu durumda M nin Gauss dönüşümü 𝔾 olmak üzere: 

 

∆𝔾 =
4a2r2 + 4ar + 2

r2
𝔾 , (a ∈ ℝ) 

dir. 



 

39 

 

İspat: Birinci çeşit noktasal 1-tipli Gauss dönüşümüne sahip olduğundan M için,  ∆𝔾 = f𝔾 

dir. Bu durumda M bir dönel yüzeydir. Buradan τ(s) ≡ 0 alabiliriz. Böylece   

f = ‖A𝔾‖
2 =

r2Q2 + P2

r2P2
 

 

denklemi yazılabilir. (3.14) ve (3.16) bize şunu verir: 

H =
2P +  sin2φ 

−2r P
= a 

2ar =
2P +  sin2φ

−P
 

2ar + 1 =
P +  sin2φ

−P
 

(2ar + 1)2 =
P2 +  sin4φ + 2P sin2φ

P2
 

(2ar + 1)2 + 1 =
2P2 +  sin4φ + 2P sin2φ

P2
 

4a2r2 + 4ar + 2

r2
=
(P +  sin2φ)2 + P2

r2P2
=
r2Q2 + P2

r2P2
. 

Böylece 

f =
4a2r2 + 4ar + 2

r2
. 

elde edilir. 

Sonuç 3.3: 3-boyutlu Öklid uzay E3 de, M yönlendirilmiş kanal yüzeyi birinci çeşit noktasal 

1-tipli Gauss dönüşümüne  sahip olsun. Yüzeyin bir dairesel silindir olması için gerek ve 

yeter şart  λ ≠ 0 sabit değeri için ∆𝔾 = λ𝔾 dir. 

 

İspat: M yönlendirilmiş kanal yüzeyinin ∆𝔾 = λ𝔾(λ ∈ ℝ − {0}) sağladığını göz önüne 

alalım.Sonuç 2.3 te f yerine λ yazılırsa, 

λ =
4a2r2 + 4ar + 2

r2
 

olur. a ve λ sabit olduğu için r de sabittir. Böylece M bir dairesel silindirdir. Tersi de açıktır.  

Şimdi f diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve C ∈ E3 sıfırdan farklı sabit bir vektör olmak 

üzere ∆𝔾 = f(𝔾 + C) şartını sağlayan kanal yüzeylerini inceleyelim. 

 

Teorem 3.4: M yönlendirilmiş kanal yüzeyi, ikinci çeşit noktasal 1-tipli Gauss dönüşümüne 

sahip olması için gerek ve yeter şart 
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x(s, θ) = (r(s)cosφ + s, r(s)sinφcosθ, r(s)sinφsinθ). 

parametresiyle verilen kanal yüzeyinin bir dönel yüzey olmasıdır[18]. 

 

İspat: ∆𝔾 = f(𝔾 + C)  şartını sağlayan M yönlendirilmiş kanal yüzeyini göz önüne alalım. 

C ∈ E3 vektörünü, Ci(i = 1,2,3) ler s nin bir fonksiyonu olmak üzere, 

C = C1T + C2N + C3 

şeklinde alabiliriz.Burada C1 = 〈C, T〉 , C2 = 〈C, N〉 , C3 = 〈C, B〉 dir. 𝔾, ∆𝔾 ve C değerleri  

∆𝔾 = f(𝔾 + C) de yerine yazılırsa, 

∆G =
1

r2P2
(Dcosφ + 2xs

1U)T 

       +
1

r2P2
(Dsinφcosθ + 2(xs

2U + xθ
1V))N 

       +
1

r2P2
(Dsinφsinθ + 2(xs

3U + xθ
2V))B 

= f(cosφ + C1)T + f(sinφcosθ + C2)N + f(sinφsinθ + C3)B 

 

dir. Böylece 

             Dcosφ + 2xs
1U = r2P2 f(cosφ + C1), 

Dsinφcosθ + 2(xs
2U + xθ

1V) = r2P2 f(sinφcosθ + C2), 

Dsinφsinθ + 2(xs
3U + xθ

2V = r2P2 f(sinφsinθ + C3), 

 

olur. Buradan da aşağıdakiler elde edilir: 

f =
Dcosφ + 2xs

1U

r2P2 (cosφ + C1)
,                      

 

 

(3.18) 

 

=
Dsinφcosθ + 2(xs

2U + xθ
1V)

r2P2 (sinφcosθ + C2)
, 

 

 

(3.19) 

 

=
Dsinφsinθ + 2(xs

3U + xθ
2V)

r2P2 (sinφsinθ + C3)
. 

 

 

(3.20) 

 

 



 

41 

 

Şimdi (3.19) ve (3.20) bağıntılarından , 

 

D sin2φsinθcosθ + DsinφsinθC2 + 2Uxs
3C2 

+2U(r′ sin2φsinθcosθ + rτ sin2φ cos2θ − rr′φ′sinφsinθcosθ) 

+2V(r sin2φ cos2θ) + 2Vxθ
2C2 

 = D sin2φsinθcosθ + DsinφcosθC3 + 2Uxs
2C3 

+2U(r′ sin2φsinθcosθ − rr′κsinφsinθ − rτ sin2φ sin2θ − rr′φ′sinφsinθcosθ) + 

+2V(−r sin2φ sin2θ) + 2Vxθ
1C3 

 

elde edilir.Burada D = r2Q2 + P2 + R2 = (P + sin2φ)2 + P2 + R2 eşitliği ile denklem , 

2U(rτ sin2φ+ rr′κsinφsinθ + xs
3C2 − xs

2C3)  +  2V (rsin
2φ+ xθ

2C2 − xθ
1C3) 

=  sinφ(2P2 + 2Psin2φ + sin4φ+ R2)(C3cosθ − C2sinθ) 

 

olarak yazılabilir. (3.2), (3.3), (3.14) bağıntıları yerine yazılırsa,  

 

2(g22Hs − g12Hθ)(rτ sin
2φ+ rr′κsinφsinθ + xs

3C2 − xs
2C3) + 2 (g11Hθ − g12Hs) 

(rsin2φ+ rsinφcosθC2 + rsinφsinθC3) 

= sinφ [(rr′′ + rκsinφcosθ)2 + (rr′′ + rκsinφcosθ −  sin2φ)2 

+(τ sin2φ+ r′κsinφsinθ)2](C3cosθ − C2sinθ) 

 

(3.21) 

olur. (3.2), (3.3), (3.4), (3.5),(3.6) bağıntılarından (3.21) denklemiyle, 

{
r4κ4sin5φ(2r2 − r′

2
)C3 = 0 ,

r4κ4sin5φ(2r2 − r′
2
)C2 = 0 

 

 

elde edilir. Şimdi M nin bir açık alt kümesini 𝒪 = {p ∈ M|κ(p) ≠ 0} ≠ ∅ göz önüne alalım. 

𝒪 üzerinde r ≠ 0 ve  sinφ ≠ 0 olursa, C2 = C3 = 0 veya  2r2 −  r′2 = 0 olur. O halde 

(3.21) bağıntısında C2 = C3 = 0 yazılırsa, 

r2(τ sin2φ+ r′κsinφsinθ)2 = g11 sin
2φ 

ya da 

 r2(τ sin2φ+ r′κsinφsinθ)2 

= [r2(κ2 sin2φ cos2θ + r′
2
κ2 + τ 2 sin2φ+ φ′

2
+ 2κ φ′cosθ + 2r′κτsinφsinθ) 

−(2rr′′ + 2rκsinφcosθ −  sin2φ)] sin2φ 
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elde edilir.Yukarıdaki denklemde iki tarafın da cos θ nın en büyük üssünün katsayıları 

karşılaştırılırsa  sin2φ + cos2φ = 0 elde edilir. Bu ise bir çelişkidir. Diğer yandan eğer 

 2r2 −  r′2 = 0  ise (3.21) denklemi, 

r′C3(−2rr
′r′′ sin2φ +  r2r′′′ sin2φ+ 4 r2r′ r′′

2
+ r′ sin4φ) = 0 

olarak ifade edilir. Buradan (3.21) bağıntısında  2r2 −  r′2 = 0  alındığında, 

C3(24r
4 − 6r2 + 1) = 0 

dır. Açıkça görüldüğü gibi (24r4 − 6r2 + 1) ≠ 0 olduğundan C3 = 0 elde edilir. C3 = 0 

göz önüne alınırsa C2 = 0 elde edilir ve bu ise 𝒪 kümesinin boş olduğu yani κ ≡ 0 olur. O 

halde M dönel yüzeydir. 

Şimdi c(s) = (s, 0,0), T = (1,0,0), N = (0,1,0), B = (0,0,1) yi göz önüne alalım. Bu 

takdirde M yüzeyini, 

x(s, θ) = (r(s)cosφ + s, r(s)sinφcosθ, r(s)sinφsinθ). 

şeklinde ifade edebiliriz. Buna göre  Ci(i = 1,2,3) sabittir ve c(s) nin burulma fonksiyonu 0 

olur. κ = 0 olduğu zaman denklem, 

 

f =
(2P2 + 2P sin2φ+  sin4φ) cosφ − 2r2 sin2φ P Hs

r2P2 (cosφ + C1)
   

 

 

(3.22) 

şeklinde olur. Daha sonra  

 

Dsinφcosθ +  2 r2 sin2φ Hs (r′sinφcosθ −  r r
′φ′cosθ ) 

= r2P2f( sinφcosθ + C2),   
 

Dsinφsinθ +  2 r2 sin2φ Hs (r
′sinφsinθ −  r r′φ′sinθ) 

= r2P2f(sinφsinθ + C3), 

eşitliği elde edilir. Burada r ≠ 0, P ≠ 0 ve f = f(s) olduğu için  C2 = C3 = 0 olur ve   

Dsinφ +  2 r2 sin2φ Hs (r′sinφ −  r r′φ′) =  r
2P2fsinφ  

  

denklemi sadeleştirilirse aşağıdaki elde edilir: 

 

f =
(2P2 + 2P sin2φ+  sin4φ ) + 2r2HsP cosφ

r2P2
 

 

(3.23) 

 

(3.22) ile (3.23) birlikte göz önüne alınırsa, 
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2 r2 HsP (1 − C1r′) + C1(2P
2 + 2P sin2φ+  sin4φ) = 0 

 

(3.24) 

olur veya (3.16) bağıntısında ile 

2P +  sin2φ+ 2r P H = 0 

2P = −
 sin2φ

1 + rH
 

yerine yazıldığında 

r2Hs (1 − C1r
′) = C1(rr′′ − 1 + r

′2)(2r2H2 + 2rH + 1),  

 

elde edilir. Burada  C1  sıfır olmayan bir sabittir. Ayrıca(3.24), (3.23) bağıntıları ile de, 

 

f =
−2Hs
C1P

  

 

olur. f ≠ 0 olduğu için ortalama eğriliği sabit olamaz. ∆𝔾 = f(𝔾 + C) de f ≠ 0 ve C1 ≠ 0 

olduğundan C = (C1, 0,0) dır.  Buradan da şu sonuçlar verilebilir: 

 

Sonuç 3.4: M yönlendirilmiş kanal yüzeyi, ikinci çeşit noktasal 1-tipli Gauss dönüşümüne 

sahip olduğunu kabul edelim. Böylece yüzeyin Gauss dönüşümü olan 𝔾 için, 

∆𝔾 = f(𝔾 + C) 

dir.  f ≠ 0 , C1 ≠ 0 ve C1 sabit olduğundan C = (C1, 0,0) olur. 

 

Sonuç 3.5: M yönlendirilmiş kanal yüzeyi, dönel yüzey olduğu durumda ikinci çeşit noktasal 

1-tipli Gauss dönüşümüne sahiptir; yani  

x(s, θ) = (r(s) + s, r(s)sinφcosθ, r(s)sinφsinθ) 

ile verilen yüzeyin bir dönel olması için gerek ve yeter şart sıfır olmayan λ sabiti ve C sabit 

vektörü için,  ∆𝔾 = f(𝔾 + C) dir. 

Yukarıda elde edilen sonuçlar ile kanal yüzeyinin yarıçap fonksiyonu sabit alınırsa aşağıdaki 

teoremler verilebilir: 

Teorem 3.5: Harmonik Gauss dönüşümüne sahip yönlendirilmiş tüpler yoktur [18]. 

Teorem 3.6: Bir yönlendirilmiş kanal yüzeyi birinci çeşit noktasal 1-tipli Gauss 

dönüşümüne sahip olması için gerek ve yeter şart bir dairesel silindir olmasıdır [18]. 

Teorem 3.7: İkinci çeşit noktasal 1-tipli Gauss dönüşümüne veya noktasal 1-tipli (birinci 

çeşit veya ikinci çeşit) Gauss dönüşümüne sahip olan yönlendirilmiş tüpler yoktur[18]. 
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Teorem 3.8: İkinci gauss eğriliği KII ve ortalama eğriliği H olmak üzere, açılabilir 

olmayan kanal yüzeyi aşağıdaki denklemi sağlar[15]: 

KII = H +
R

4r2P2Q2
. 

Burada R = ∑ uk
2
k=0 cosk θ ve uk(k = 0, 1, 2) nın katsayıları aşağıdaki gibidir: 

 

 

Ks =
(r′′′ + κ′sinφcosθ + κcosφsinθ)(r2r′′ + r2κsinφcosθ − rsinh2φ) − (r′′ 

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

+
κsinφcosθ)(2rr′r′′ + r2r′′′ + 2rr′κsinφcosθ + r2κ′sinφcosθ − r2κcosφcosθ

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

+
−r′ sin2φ− 2rsinφcosφ)

r2(rr′′ + rκsinφcosθ − sin2φ)2
 

 

Ks =
(r2r′′r′′′ + r2r′′′κsinφcosθ − rr′′′ sin2φ+ r2r′′κ′sinφcosθ + r′κκ′sin2φcos2θ

r2P2
 

 

 

+
−rκ′sin3φcosθ + r2r′′κcosφcosθ + r2κ2sinφcosφcos2θ − rκsin2φcosφcosθ)

r2P2
 

 

−
(2rr′r′′

2
 + r2r′′r′′′ + 2rr′r′′κsinφcosθ + r2r′′κ′sinφcosθ + r2r′′κcosφcosθ

r2P2
 

 

−
2rr′r′′sinφcosφ + 2rr′r′′κsinφcosθ + r2r′′′κsinφcosθ + 2rr′κ2sin2φcos2θ

r2P2
 

 

u0 = 2rr′
2
r′′

2
sinh2φ− rκ2sinh6φ+ rr′r′′′sinh4φ+ r′

2
r′′sinh4φ

+ rr′κτsinh5φsin θ ; 

u1 = rr′
2r′′κsinh3φ + r′2κsinh5φ+ rr′κ′sinh5φ; 

u2 = rκ2sinh6φ. 

Gauss eğriliğinin türevleri sırasıyla, 

 

 



 

45 

 

+
+r2κκ′sin2φcos2θ + r2κ2sinφcosφcos2θ − r′κsin3φcosθ − 2rκsin2φcosφcosθ

r2P2
 

 

 

 

Ks =
−2rr′κ2sin2φcos2θ + (r′κ − rκ′)sin3φcosθ − 5rr′r′′κsinφcosθ + r′r′′sin2φ

r2P2
 

 

+
−rr′′′sin2φ− 4rr′r′′

2

r2P2
,  

 

 

Kθ =
[(−κsinφsinθ)(r2r′′ + r2κsinφcosθ − rsin2φ)] − [(r′′ + κsinφcosθ)(−r2κsinφsinθ)]

r2P2
  

 

=
(−r2r′′κsinφsinθ − r2κ2sin2φsinθcosθ + rκsin3φsinθ) − (−r2r′′κsinφsinθ − r2κ2sin2φsinθcosθ

r2P2
  

 

Kθ =
rκsin3φsinθ

r2P2
=
κsin3φsinθ

rP2
  

 

olarak elde edilir. Son olarak, KII ikinci gauss eğriliğinin kısmi türevleri de sırasıyla, 

 

(KII )s = Hs +
1

4r4P4Q4
{
∂R

∂s
(r2P2Q2) − R

∂(r2P2Q2)

∂s
},  

 

(KII )θ = Hθ +
1

4r4P4Q4
{
∂R

∂θ
(r2P2Q2) − R

∂(r2P2Q2)

∂θ
}  

 

olarak hesaplanır. Burada, 

 

∂R

∂s
=∑

∂uk
∂s

2

k=0
cosk θ ;    

 

                                           
∂R

∂θ
= (−2u2sinθ + rr

′κτsin5φ)cosθ − u1sinθ; 
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∂(r2P2Q2)

∂s
=∑

∂vj

∂s

4

j=0
cosj θ ;  

 

            
∂(r2P2Q2)

∂θ
= −sinθ∑ jvj cos

j−1 θ
4

j=1
  

dir. 
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4. 3-BOYUTLU MİNKOWSKİ UZAYINDA KANAL YÜZEYLERİ 

 

 

      Bu bölümde, Minkowski uzay E1
3 de bir M kanal yüzeyinin Gauss dönüşümü 

hesaplanacaktır. Bu dönüşüm yardımıyla kanal yüzeyleri ile ilgili sınıflandırmalar 

yapılacaktır. 

 

Tanım 4.1: 3-boyutlu Minkowski uzay E1
3 de M kanal yüzeyi, pseudohiperbolik küre 

ailesinin bir zarfıdır. {T, N, B} vektör alanı üçlüsü c(s) eğrisi üzerindeki Frenet çatısıdır. M 

kanal yüzeyinin parametrik denklemi aşağıdaki şekilde verilir: 

x(s, θ) = c(s) + λ(s, θ)T(s) + μ(s, θ)N(s) + ω(s, θ)B(s) (4.1) 

Burada λ, μ ve ω s ve θ nın diferansiyel fonksiyonlarıdır ve ‖x(s, θ) − c(s)‖2 = εr2(s), 

(ε = ±1 veya 0) dır. c(s) eğrisi merkez eğrisidir ve r(s) yarıçap fonksiyonudur[19]. 

 

Önerme 4.1: c(s) eğrisi yay uzunluğu s ile parametreleştirilmiş merkez eğrisi ve c(s) eğrisi 

üzerindeki Frenet çatısı {T, N, B} olmak üzere, 

T′(s) = κ(s)N(s)  

                                N′(s) = −ε1κ(s)T(s) + ε2τ(s)B(s)  

B′(s) = τ(s)N(s)  

yazılabilir. Burada T teğet vektör alanı, N ve B vektörleri de sırasıyla normal vektör alanı, 

binormal vektör alanıdır. c(s) merkez eğrisinin timelike eğrisi olduğu durumda ε1 = ε2 =

−1, c(s) merkez eğrisinin birinci tip spacelike eğrisi olduğu durumda ε1 = ε2 = 1 ve c(s) 

merkez eğrisinin ikinci tip spacelike eğrisi olduğu durumda ε1 = −ε2 = −1 olarak alınır. 

κ(s) ile τ(s) fonksiyonları sırasıyla c(s) eğrisinin eğriliği ve torsiyonu olarak 

adlandırılır[13]. 

 

c(s) merkez eğrisinin birinci çeşit spacelike eğrisi olduğu durumu inceleyelim. Tanım 4.1 

de bu değerler, 

 

 



 

48 

 

λ(s) = r(s)r′(s), 

μ(s, θ) = r(s)√1 + r′2(s)sinhθ, 

ω(s, θ) = r(s)√1 + r′2(s)coshθ, 

yerine yazılırsa birinci çeşit spacelike merkez eğrisi için M−
11 yüzeyinin parametrik 

denklemi, 

x(s, θ) = c(s) + r(s)(r′(s)T + √1 + r′2(s)sinhθN + √1 + r′2(s)coshθB) 

dir. Burada c(s) eğrisinin yay uzunluğu s ile parametreleştirilmiş merkez eğrisidir ve r′(s) =

sinhφ dir. Buna göre M−
11 kanal yüzeyinin parametrik denklemi, 

 

x(s, θ) = c(s) + r(s)(sinhθT + coshφsinhθN + coshφcoshθB) (4.2) 

 

dir. Şimdi bu yüzeyi Frenet elemanları yardımı ile birinci, ikinci temel formlarını ve Gauss 

dönüşümünü hesaplayalım: 

xs =
∂x

∂s
= c′ + r′sinhφT + r′coshφsinhθN + r′ coshφcoshθB + rcoshφφ′T

+ rsinhφφ′sinhθN + rsinhφφ′coshθB + rsinhφT′

+ rcoshφsinhθN′ + rcoshφcoshθB′ 

   (4.3) 

 

dir. Önerme 4.1 deki  T′, N′, B′ değerleri (4.3) de yerine yazılırsa, 

 

xs = T(1 + r
′sinhφ + rcoshφφ′ − rκcoshφsinhθ) + N(r′coshφsinhθ

+ rsinhφφ′sinhθ + rκsinhφ + rτcoshφcoshθ) + B(r′ coshφcoshθ

+ rsinhφφ′coshθ + rτcoshφsinhθ) 

 

şeklinde yazılabilir. Burada, 

 

xs
1 = rr′′ + sinh2φ − rκcoshφsinhθ 

xs
2 = r′coshφsinhθ + rr′φ′sinhθ + rr′κ + rτcoshφcoshθ 

xs
3 = r′ coshφcoshθ + rτcoshφsinhθ + rr′φ′coshθ 

 

(4.4) 

 

denilirse (4.3) denklemi, 
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xs =
∂x

∂s
= xs

1T + xs
2N + xs

3B 

şeklindedir. 

 

xθ =
∂x

∂θ 
= rcoshφcoshθN + rcoshφsinhθB 

 

elde edilir. Burada  

   xθ
1 = rcoshφcoshθ, 

xθ
2 = coshφsinhθ, 

 

(4.5) 

 

denilirse,  

xθ =
∂x

∂θ
= xθ

1N + xθ
2B  

 

olarak ifade edilebilir. Yukarıdaki (4.4), (4.5) bağıntıları göz önüne alınırsa birinci temel 

formun katsayıları aşağıdaki şekilde ifade edilebilir: 

E = 〈xs, xs〉 = r2φ′2 + cosh2φ+ r2κ2sinh2θ + 2rr′′ − 2r2κφ′sinhθ − 2rκcoshφsinhθ

+ r2r′
2
κ2cosh2φ + r2τ2cosh2φ + 2r2r′κτcoshφcoshθ 

E = r2(κ2cosh2φsinh2θ + r′
2
κ2 + φ′

2
+ τ2cosh2φ− 2φ′κsinhθ + 2r′κτcoshφcoshθ)

+ cosh2φ+ 2(rr′′ − rκcoshφsinhθ) 

F = 〈xs, xθ〉 = rr′cosh2φsinhθcoshθ + r2φ′sinhφcoshφsinhθcoshθ

+ r2κsinhφcoshφcoshθ + r2τcosh2φcosh2θ − (rr′cosh2φsinhθcoshθ

+ r2φ′sinhφcoshφsinhθcoshθ + r2τcosh2φsinh2θ) 

F = r2r′κcoshφcoshθ + r2τcosh2φ 

G = 〈xθ, xθ〉 = r2cosh2φcosh2θ − r2cosh2φsinh2θ = r2cosh2φ 

 

olur. Buradan  

 

EG − F2 = r4r′′
2
+ r4κ2cosh2φsinh2θ + r2cosh4φ− 2r4r′′κ coshφ sinhθ

− 2r3κcosh3φsinhθ + 2r3r′′cosh2φ 

EG − F2 = r2(rr′′ − rκcoshφsinhθ + cosh2φ)2 

 

olur. Buradan 
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‖xs × xθ‖ = √EG − F2 = r(rr
′′ − rκcoshφsinhθ + cosh2φ) 

 

bulunur. Şimdi M−
11 nin 𝔾 Gauss dönüşümünü hesaplayalım: 

 

𝔾 =
xs × xθ
‖xs × xθ‖

=
rr′(rr′′ − rκcoshφsinhθ + cosh2φ)T + rcoshφsinhθ(rr′′ − rκcoshφsinhθ + cosh2φ)N

(rr′′ − rκcoshφsinhθ + cosh2φ)
 

+
rcoshφcoshθ(rr′′ − rκcoshφsinhθ + cosh2φ)B

(rr′′ − rκcoshφsinhθ + cosh2φ)
 

 

olarak bulunur. Şimdi de ikinci temel form için 𝔾 Gauss dönüşümünün s ve θ ya göre kısmi 

türevi: 

𝔾s = coshφφ
′T + sinhφT′ + sinhφφ′sinhθN + coshφsinhθN′ + sinhφφ′coshθB

+ coshφcoshθB′ 

= coshφφ′T + κsinhφN + sinhφφ′sinhθN − κcoshφsinhθT + τcoshφsinhθB

+ sinhφφ′coshθB + τcoshφcoshθN 

 

= T(r′′ − κcoshφsinhθ) + N(r′κ + r′φ′sinhθ + τcoshφcoshθ)

+ B(τcoshφsinhθ + r′φ′coshθ) 

 

 

𝔾θ = coshφcoshθN + rcoshφsinhθB  
 

 

       

dir. Yüzeyin ikinci temel formları da aşağıdaki şekilde hesaplanır: 

 

L = 〈xs, 𝔾s〉 = −rr′
2
κ2cosh2θ − rτ2cosh2φ − 2rr′κτcoshφcoshθ − rφ′

2
+ rκφ′sinhθ

− r′′ + κcoshφsinhθ + rκφ′sinhθ − rκ2sinh2θ 

 

= −r′′ + κcoshφsinhθ − rκ2cosh2φsinh2θ − rr′
2
κ2 − rφ′

2
− rτ2cosh2φ

+ 2rφ′κsinhθ − 2rr′κτcoshφcoshθ 
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L = 〈xs, 𝔾s〉 = −r(κ2cosh2φsinh2θ + r′
2
κ2 + φ′

2
+ τ2cosh2φ − 2φ′κsinhθ

+ 2r′κτcoshφcoshθ − (r′′ − κcoshφsinhθ), 

 

 

 

M = 〈xθ, 𝔾s〉 = −rr
′κcoshφcoshθ − rτcosh2φ,  

 

N = 〈xθ, 𝔾θ〉 = −(rcosh
2φcosh2θ − rcosh2φsinh2θ) = −rcosh2φ.  

 

Önerme 4.2 : M−
11 kanal yüzeyinin birinci ve ikinci temel formları aşağıdaki eşitlikleri 

sağlar: 

L =
E − P1
−r

,      M =
F

−r
 ,      N =

G

−r
 

ve   

                                                  P1 = rr′′ − rκcoshφsinhθ + cosh2φ = rℚ1 + cosh
2φ, 

ℚ1 = r
′′ − κcoshφsinhθ         

 

 

alınırsa, 

EG − F2 = r2P1
2,      LN − M2 = −rP1ℚ1 

şeklindedir. Yukarıdaki bağıntılar yerine yazıldığında, 

 

L =
r2(κ2cosh2φsinh2θ + r′

2
κ2 + φ′

2
+ τ2cosh2φ − 2φ′κsinhθ + 2r′κτcoshφcoshθ)

−r
 

+
cosh2φ + 2(rr′′ − rκcoshφsinhθ) − (rr′′ − rκcoshφsinhθ + cosh2φ)

−r
 

 

 

 

L = −r(κ2cosh2φsinh2θ + r′
2
κ2 + φ′

2
+ τ2cosh2φ − 2φ′κsinhθ + 2r′κτcoshφcoshθ)

− (r′′ − κcoshφsinhθ) 

 

M =
r2r′κcoshφcoshθ − r2τcosh2φ

−r
= −rr′κcoshφcoshθ − rτcosh2φ 

 

 

N =
r2cosh2φ

−r
= −rcosh2φ 
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LN −M2 =
E − P1
−r

∙
G

−r
− (

F

−r
)
2

=
EG − P1G − F

2

r2
=
r2P1

2 − P1r
2cosh2φ

r2

= P1(P1 − cosh
2φ) = −rP1ℚ1 

 

 

olur. Bu durumda Önerme 4.2 yardımıyla M−
11 in gauss eğriliği K ile ortalama eğriliği H 

aşağıdaki gibi ifade edilebilir: 

 

K =
LN −M2

EG − F2
=
rP1ℚ1

r2P1
2 = −

ℚ1
rP1
, 

(4.6) 

 

H = −
EN − 2FM+ GL

2(EG − F2)
=
EG − F2 + EG − F2 − P1G

2r2(EG − F2)
=
2r2P1

2 − r2P1cosh
2φ

2r4P1
2

=
r2P1(2P1 − cosh

2φ)

2r4P1
2 =

2P1 − cosh
2φ

2r2P1
. 

 

 

 

(4.7) 

  

Şimdi ise c(s) merkez eğrisinin ikinci çeşit spacelike eğrisi olduğu durumu inceleyelim. O 

halde (4.1) deki ifadeler, 

λ(s) = r(s)r′(s) 

μ(s, θ) = r(s)√1 + r′2(s)coshθ 

ω(s, θ) = r(s)√1 + r′2(s)sinhθ 

olarak alınırsa  M−
12 kanal yüzeyinin parametrik denklemi: 

x(s, θ) = c(s) + r(s)(r′(s)T + √1 + r′2(s)coshθN + √1 + r′2(s)sinhθB)  

 

şeklindedir. Burada c(s) eğrisinin yay uzunluğu s ile parametreleştirilmiş merkez eğrisidir 

ve r′(s) = sinhφ dir. M−
12 kanal yüzeyinin yeniden düzenlenmiş halde yazılışı aşağıdaki 

gibidir: 

x(s, θ) = c(s) + r(s)(sinhφT + coshφcoshθN + coshφsinhθB) (4.8) 

 

Kanal yüzeyini Frenet elemanları yardımı ile, yüzeyin birinci,  ikinci temel formlarını ve 

Gauss dönüşümünü hesaplayalım: 
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xs =
∂x

∂s
= c′ + r′sinhφT + r′coshφcoshθN + r′ coshφsinhθB + rcoshφφ′T

+ rsinhφφ′coshθN + rsinhφφ′sinhθB + rsinhφT′

+ rcoshφcoshθN′ + rcoshφsinhθB′ 

 

(4.9) 

 

dir. Önerme 4.1 deki  T′, N′, B′ değerleri (4.9) de yerine yazılırsa, 

 

xs = T(1 + r
′sinhφ + rcoshφφ′ − rκcoshφsinhθ) + N(r′coshφsinhθ

+ rsinhφφ′sinhθ + rκsinhφ + rτcoshφcoshθ) + B(r′ coshφcoshθ

+ rsinhφφ′coshθ + rτcoshφsinhθ) 

 

şeklinde yazılabilir. Burada, 

 

xs
1 = rr′′ + cosh2φ − rκcoshφcoshθ 

xs
2 = r′coshφcoshθ + rr′κ + rr′φ′coshθ + rr′κ + rτcoshφsinhθ 

xs
3 = r′ coshφsinhθ + rτcoshφcoshθ + rr′φ′sinhθ 

 

(4.10) 

 

denilirse (4.9) denklemi, 

xs =
∂x

∂s
= xs

1T + xs
2N + xs

3B 

 

xθ =
∂x

∂θ 
= rcoshφsinhθN + rcoshφcoshθB 

 

elde edilir. Burada  

   xθ
1 = rcoshφsinhθ, 

   xθ
2 = coshφcoshθ,   

 

(4.11) 

 

denilirse, 

xθ =
∂x

∂θ
= xθ

1N + xθ
2B  

 

olarak ifade edilebilir. Yukarıdaki (4.10), (4.11) numaralı bağıntıları göz önüne alınırsa 

birinci temel formun katsayıları aşağıdaki şekilde ifade edilebilir: 
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E = 〈xs, xs〉 = r2φ′2 + cosh2φ+ r2κ2cosh2θ + 2rr′′ + 2r2κφ′coshθ + 2rκcoshφcoshθ

+ r′
2
κ2sinh2θ + r2τ2cosh2φ− 2r2r′κτcoshφsinhθ 

 

E = r2(φ′
2
+ κ2cosh2φ+ τ2cosh2φ+ 2φ′κcoshθ + τ2cosh2φ) + 2rr′′ + cosh2φ

+ r′
2
κ2sinh2θ − 2r2r′κτcoshφsinhθ + 2rκcoshφcoshθ 

 

F = 〈xs, xθ〉 = r2τcosh2φ − r2r′κcoshφsinhθ = r2(τcosh2φ− r′κcoshφsinhθ) 

 

G = 〈xθ, xθ〉 = r2cosh2φsinh2θ − r2cosh2φcosh2θ = r2cosh2φ 

olur. Buradan  

EG − F2 = r4r′′
2
+ r4κ2cosh2φcosh2θ + r2cosh4φ + 2r4r′′κcoshφcoshθ

+ 2r3κcosh3φcosh θ + 2r3r′′cosh2φ 

EG − F2 = r2(rr′′ + rκcoshφcoshθ + cosh2φ)2 

 

olur. Buradan da, 

 

‖xs × xθ‖ = √EG − F2 = r(rr′′ + rκcoshφcoshθ + cosh2φ) 

bulunur. 

Şimdi M−
12 nin 𝔾 Gauss dönüşümünü hesaplayalım: 

 

𝔾 =
xs × xθ
‖xs × xθ‖

=
−rr′(rr′′ + rκcoshφcoshθ + cosh2φ)T − rcoshφcoshθ(rr′′ + rκcoshφcoshθ + cosh2φ)N

r(rr′′ + rκcoshφcoshθ + cosh2φ)
 

−
rcoshφsinhθ(rr′′ + rκcoshφcoshθ + cosh2φ)B

r(rr′′ + rκcoshφcoshθ + cosh2φ)
 

 

𝔾 =
xs × xθ
‖xs × xθ‖

= −sinhφT − coshφcoshθN − coshφsinhθB 

 

olarak bulunur. Şimdi de ikinci temel form için 𝔾 gauss dönüşümünün s ye ve θ ya göre 

kısmi türevi: 

𝔾s = coshφφ′T + sinhφT′ + sinhφφ′coshθN + coshφcoshθN′ + sinhφφ′sinhθB

+ coshφsinhθB′ 
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= coshφφ′T − κsinhφN + sinhφφ′coshθN − κcoshφcoshθT − τcoshφcoshθB

− sinhφφ′sinhθB + τcoshφsinhθN 

 

= T(−r′′ − κcoshφsinhθ) + N(r′κ − r′φ′coshθ + τcoshφsinhθ)

+ B(−τcoshφcoshθ − r′φ′sinhθ) 

 

𝔾θ = −coshφsinhθN − coshφcoshθB  
 

 

       

Yüzeyin ikinci temel formları da aşağıdaki şekilde hesaplanır: 

L = −〈xs, 𝔾s〉 = −r′
2
κ2sinh2θ − rτ2cosh2φ + 2r′κτcoshφsinhθ − rφ′

2
− 2rκφ′coshθ

− r′′ + κcoshφcoshθ − rκ2cosh2θ 

 

M = −〈xθ, 𝔾s〉 = rr′κcoshφsinhθ − rτcosh2φ  

 

N = −〈xθ, 𝔾θ〉 = rcosh
2φsinh2θ − rcosh2φcosh2θ = −rcosh2φ.  

 

Önerme 4.3: M−
12 kanal yüzeyinin birinci ve ikinci temel formları aşağıdaki eşitlikleri 

sağlar: 

L =
E − P2
−r

,      M =
F

−r
 ,      N =

G

−r
 

ve   

P2 = rr′′ + rκcoshφcoshθ + cosh2φ = rℚ2 + cosh
2φ, 

ℚ2 = r
′′ + κcoshφcoshθ 

alınırsa, 

EG − F2 = r2P2
2,      LN − M2 = −rP2ℚ2 

 

dir. Yukarıdaki bağıntılar yerine yazıldığında, 

 

L =
(r2φ′

2
+ cosh2φ+ r2κ2cosh2θ + 2rr′′ + 2rκcoshφcoshθ + 2r2κφ′coshθ

−r
 

+
r2τ2cosh2φ + r′2κ2sinh2θ − 2r2r′κτcoshφsinhθ) − (rr′′ + rκcoshφcoshθ + cosh2φ)

−r
 

L = −rτ2cosh2φ − r′
2
κ2sinh2θ + 2r2r′κτcoshφsinhθ − rφ′

2
− r′′ − 2rκφ′coshθ

− κcoshφcoshθ − rκ2cosh2θ 



 

56 

 

 

M =
r2(τcosh2φ− r′κcoshφsinhθ)

−r
= −rτcosh2φ + rr′κcoshφsinhθ 

 

 

N =
r2cosh2φ

−r
= −rcosh2φ 

 

 

LN −M2 =
E − P2
−r

∙
G

−r
− (

F

−r
)
2

=
EG − P2G − F

2

r2
=
r2P2

2 − P2r
2cosh2φ

r2

= P2(P2 − cosh
2φ) = −rP2ℚ2 

 

 

olur. Bu durumda Önerme 4.3 yardımıyla M−
12 kanal yüzeyinin K gauss eğriliği ve H 

ortalama eğriliği sırasıyla aşağıdaki gibi ifade edilebilir: 

 

K =
LN −M2

EG − F2
=
rP2ℚ2

r2P2
2 = −

ℚ2
rP2
, 

(4.12) 

 

H = −
EN − 2FM + GL

2(EG − F2)
=
EG − F2 + EG − F2 − P2G

2r2(EG − F2)
=
2r2P2

2 − r2P2cosh
2φ

2r4P2
2

=
r2P2(2P2 − cosh

2φ)

2r4P2
2 =

2P2 − cosh
2φ

2r2P2
. 

 

 

 

(4.13) 

Teorem 4.1: M−
11 ve M−

12 kanal yüzeylerinin Gauss eğriliği K , ortalama eğriliği H olmak 

üzere, 

H = −
1

2
(Kr −

1

r
) 

 

 

bağıntısı vardır[22]. 

İspat: M−
11 kanal yüzeyi için (4.6) ve (4.7) bağıntıları kullanılarak teorem ispatlanır. 

Teorem 4.2: M−
11(M−

12) kanal yüzeyinin açılabilir bir yüzey olması için, dairesel bir 

silindirin veya dairesel bir koninin bir parçasına eşdeğer olmalıdır[20]. 

 

İspat: M−
11 kanal yüzeyi açılabilir ise K = 0 olmalıdır. Bu nedenle (4.6) bağıntısı ile, 

r′′ − κcoshφsinhθ = 0 
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olur.Buradan r′′ = 0 ve κ = 0 dır. c1 ve c2 sabit olmak üzere r(s) = c1s + c2 dir. M−
11 kanal 

yüzeyi sırasıyla dairesel bir silindir(c1 = 0)  veya dairesel bir koni(c1 ≠ 0) olur. 

 

Teorem 4.3: M−
11(M−

12) kanal yüzeyi minimal ise, 

 

x(s, θ) = (r(s)(sinhφ(s) + s, r(s)coshφ(s)sinhθ, r(s)coshφ(s)coshθ) 

 

olacak şekilde bir dönel yüzeyin parçasıdır[20]. 

 

İspat: M−
11(M−

12) kanal yüzeyi minimal ise H = 0 olmalıdır. (4.7) bağıntısı ile, 

2P1 − cosh
2φ = 0 

elde edilir. Buradan, 

2rr′′ − 2rκcoshφsinhθ + cosh2φ = 0 

 

 olur. Böylece  rκcoshφ = 0 ve 2rr′′ + cosh2φ = 0 elde edilir. r ≠ 0, coshφ ≠ 0 

olduğundan κ = 0 ve M−
11 bir dönel yüzeydir. 2rr′′ + cosh2φ = 0 denklemi çözüldüğünde 

s = c2 ±∫√
r

c1 − r
dr,      (c1 > r, c2 ∈ ℝ) 

elde edilir. Tersi de açıktır. 

c(s) merkez eğrisinin timelike eğrisi olduğu durumu inceleyelim. O halde Tanım 4.1 de, 

λ(s) = r(s)r′(s) 

                    μ(s, θ) = r(s)√r′2(s) − 1cosθ 

                    ω(s, θ) = r(s)√r′2(s) − 1sinθ 

değerleri yerine yazılırsa M−
2  yüzeyinin parametrik denklemi, 

x(s, θ) = c(s) + r(s)(−r′(s)T + √r′2(s) − 1cosθN + √r′2(s) − 1sinθB) 

şeklindedir. Burada c(s) eğrisinin yay uzunluğu s ile parametreleştirilmiş merkez eğrisidir 

ve −r′(s) = coshφ dir. Buna göre M−
2  kanal yüzeyinin parametrik denklemi, 

x(s, θ) = c(s) + r(s)(coshφT + sinhφcosθN + sinhφsinθB) (4.14) 

dir. Şimdi bu yüzeyi Frenet elemanları yardımı ile birinci, ikinci temel formlarını  ve gauss 

dönüşümünü hesaplayalım: 
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xs =
∂x

∂s
= c′ + r′coshφT + r′sinhφcosθN + r′ sinhφsinθB + rsinhφφ′T

+ rcoshφφ′cosθN + rcoshφφ′sinθB + rcoshφT′

+ rsinhφcosθN′ + rsinhφsinθB′ 

(4.15) 

 

dir. Önerme 4.1 deki  T′, N′, B′ değerleri (4.15) de yerine yazılırsa, 

 

xs = T(1 + r
′coshφ + rsinhφφ′ − rκsinhφcosθ) + N(r′sinhφcosθ + rcoshφφ′cosθ

+ rκcoshφ + rτsinhφsinθ) + B(r′ sinhφsinθ + rcoshφφ′sinθ

− rτsinhφcosθ) 

 

şeklinde yazılabilir. 

 

xs
1 = −rr′′ − sinh2φ+ rκsinhφcosθ 

xs
2 = r′sinhφcosθ − rr′φ′cosθ − rr′κ + rτsinhφsinθ 

xs
3 = r′ sinhφsinθ − rτsinhφcosθ − rr′φ′sinθ 

 

 

(4.16) 

 

denilirse (4.15) denklemi, 

xs =
∂x

∂s
= xs

1T + xs
2N + xs

3B 

 

xθ =
∂x

∂θ 
= −rsinhφsinθN + rsinhφcosθB 

 

denklemi elde edilir. Burada  

 

xθ
1 = −rsinhφsinθ, 

xθ
2 = rsinhφcosθ,    

 

(4.17) 

denilirse, 

xθ =
∂x

∂θ
= xθ

1N + xθ
2B  

olarak ifade edilebilir. Yukarıdaki (4.16), (4.17)  numaralı bağıntılar göz önüne alınırsa 

birinci temel formun katsayıları aşağıdaki ifade edilebilir: 



 

59 

 

 

E = 〈xs, xs〉 = r2φ′2 + sinh2φ + r2κ2cos2θ + 2rr′′ − 2r2κφ′cosθ − 2rκsinhφcosθ

+ r2r′
2
κ2sinh2φ + r2τ2sinh2φ+ 2r2r′κτsinhφsinθ 

 

F = r2r′κsinhφsinθ + r2τsinh2φ 

 

G = 〈xθ, xθ〉 = r2sinh2φsin2θ − r2sinh2φcos2θ = r2sinh2φ 

olur. Buradan  

EG − F2 = r4r′′
2
+ r4κ2sinh2φcos2θ + r2sinh4φ− 2r4r′′κsinhφcosθ

− 2r3κsinh3φcos θ + 2r3r′′sinh2φ 

EG − F2 = r2(rr′′ − rκsinhφcosθ + sinh2φ)2 

 

olur. Böylece, 

‖xs × xθ‖ = √EG − F2 = r(rr′′ − rκsinhφcosθ + sinh2φ) 

bulunur. 

Şimdi M−
2  nin 𝔾 Gauss dönüşümünü hesaplayalım: 

 

𝔾 =
xs × xθ
‖xs × xθ‖

=
rr′(rr′′ − rκsinhφcosθ + sinh2φ)T − rsinhφcosθ(rr′′ − rκsinhφcosθ + sinh2φ)N

r(rr′′ − rκsinhφcosθ + sinh2φ)
 

= −
rsinhφsinθ(rr′′ − rκsinhφcosθ + cosh2φ)B

r(rr′′ − rκsinhφcosθ + sinh2φ)
 

veya 

𝔾 =
xs × xθ
‖xs × xθ‖

= −coshφT − sinhφcosθN − sinhφsinθB 
 

 

 

olarak bulunur. Şimdi de ikinci temel form için 𝔾 gauss dönüşümünün s ye ve θ ya göre 

kısmi türevi: 

𝔾s = −sinhφφ
′T − coshφT′ − coshφφ′cosθN − sinhφcosθN′ − coshφφ′sinθB

− sinhφsinθB′ 

= −sinhφφ′T − κcoshφN − coshφφ′cosθN − κsinhφcosθT + τsinhφcosθB

− coshφφ′sinθB − τsinhφsinθN 
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𝔾θ = sinhφsinθN − sinhφcosθB 

 

dir. Yüzeyin ikinci temel formları da aşağıdaki şekilde hesaplanır: 

 

L = −〈xs, 𝔾s〉 = −r
′′ + κsinhφcosθ − rr′2κ2sin2θ − rκ2cos2θ − rφ′

2

− rτ2sinh2φ + 2rφ′κcosθ − 2rr′κτsinhφsinθ 

 

 

M = −〈xθ, 𝔾s〉 = −rr′κsinhφsinθ − rτsinh2φ  

 

N = −〈xθ, 𝔾θ〉 = −(rsinh
2φsin2θ − rsinh2φcos2θ) = −rsinh2φ.  

 

Önerme 4.4 : M−
2  kanal yüzeyinin birinci ve ikinci temel formları aşağıdaki eşitlikleri 

sağlar: 

L =
E − P3
−r

,      M =
F

−r
 ,      N =

G

−r
 

ve   

P3 = rr′′ − rκsinhφcosθ + sinh2φ = rℚ3 + sinh
2φ, 

ℚ3 = r′′ − κsinhφcosθ 

alınırsa 

EG − F2 = r2P3
2,      LN −M2 = r2P3ℚ3 

olur. Yukarıdaki eşitlikler yerine yazıldığında, 

 

L =
r2(κ2cos2θ + r′

2
κ2sin2θ + φ′

2
+ τ2sinh2φ− 2φ′κ cos θ + 2r′κτ sinhφ sin θ)

−r
 

+
sinh2φ+ 2(rr′′ − rκsinhφcosθ) − (rr′′ − rκsinhφcosθ + sinh2φ)

−r
 

 

L = −rφ′
2
− rκ2cos2θ + 2rφ′κ cos θ − rτ2sinh2φ− rr′

2
κ2sin2θ

− 2rr′κτsinhφsinθ − (r′′ − κsinhφcosθ) 

 

 

 

M =
r2r′κsinhφsinθ + r2τsinh2φ

−r
= −rr′κsinhφsinθ − rτsinh2φ 
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N =
r2sinh2φ

−r
= −rsinh2φ 

 

 

LN −M2 =
E − P3
−r

∙
G

−r
− (

F

−r
)
2

=
EG − P3G − F

2

r2
=
r2P3

2 − P3r
2sinh2φ

r2

= P3(P3 − sinh
2φ) = rP3ℚ3 

 

 

eşitlikleri sağlanmıştır.Önerme 4.4 yardımıyla M−
2  nin Gauss eğriliği K ile ortalama eğriliği 

H için, 

 

K =
LN −M2

EG − F2
=
rP3ℚ3

r2P3
2 = −

ℚ3
rP3
, 

(4.18) 

 

H = −
EN − 2FM+ GL

2(EG − F2)
=
EG − F2 + EG − F2 − P3G

2r2(EG − F2)
=
2r2P3

2 − r2P3sinh
2φ

2r4P3
2

=
r2P3(2P3 − cosh

2φ)

2r4P3
2 =

2P3 − sinh
2φ

2r2P3
. 

 

 

 

(4.19) 

bağıntıları verilebilir. 

Teorem 4.4 : M−
2  nin Gauss eğriliği K , ortalama eğriliği H arasında, 

H = −
1

2
(Kr −

1

r
) 

 

 

bağıntısı vardır[20]. 

 

İspat: M−
2  kanal yüzeyi için (4.18) ve (4.19) bağıntıları kullanılarak, teorem ispatlanır. 

 

Sonuç 4.1: M−
2  kanal yüzeyi, sıfırdan farklı sabit gauss eğriliği olan bir kanal yüzeyi olsun. 

O halde pozitif sabit gauss eğriliği olan bir dönel yüzey parametrik denklemi, 

 

x(s, θ) = (r(s)sinhφ(s)sinθ, r(s)sinhφ(s)cosθ, r(s)coshφ(s) + s), 

 

burada r(s) için, 
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s = c2 ±∫√
r2 + b

r2 + b + c1
dr,      (c1 > −r

2 − b, c2 ∈ ℝ) 

dir. 

Böylece aşağıdaki sonuç ve teoremleri verilebilir: 

Sonuç 4.2: M−
2  kanal yüzeyinin sıfırdan farklı sabit ortalama eğriliğine sahip değildir. 

Teorem 4.5: M−
2  kanal yüzeyi bir dairesel koni ise, açılabilir bir yüzeydir[20]. 

İspat: M−
2  kanal yüzeyi açılaniir ise, K ≡ 0 olmalıdır. (4.18) bağıntısı ile ℚ3 ≡ 0 elde 

edilir. Daha sonra buradan, 

r′′ − κsinhφcosθ = 0 

olur. Buradan r′′ = 0 ve κ = 0 dır. c1 ve c2 sabit olmak üzere r(s) = c1s + c2 dir. Eğer 

|c1| ≤ 1 olursa  denklemi bir çelişki ifade eder. Bu nedenle, M−
2  kanal yüzeyi bir dairesel 

koni(|c1| > 1) olur. 

Teorem 4.6: Aşağıdaki M−
2  kanal yüzeyi minimal ise, 

 

x(s, θ) = (r(s)(sinhφ(s)sinθ, r(s)sinhφ(s)cosθ, r(s)coshφ(s + s) 

 

olacak şekilde bir dönel yüzeyin parçasıdır.Buradaki r(s) için, 

s = c2 ±∫√
r

c1 − r
dr,      (c1 > r, c2 ∈ ℝ) 

sağlanır[20]. 

Şimdi de c(s) merkez eğrisinin null tipinde spacelike eğrisi olduğu durumu inceleyelim. O 

halde Tanım 4.1 de, 

 

λ(s) = r(s)r′(s) 

                                       2μ(s, θ)ω(s, θ) = −r2(s)(1 + r′
2(s)) 

 

(4.20) 

değerleri yerine yazılırsa M−
13 yüzeyinin parametrik denklemi, 

 

x(s, θ) = c(s) + r(s)r′(s)T + μ(s, θ)N + ω(s, θ)B (4.21) 

 

ile verilir. Şimdi bu yüzeyi Frenet elemanları yardımı ile birinci, ikinci temel formlarını  ve 

gauss dönüşümünü hesaplayalım: 
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xs =
∂x

∂s
= c′ + r′

2
T + rr′′T + rr′T′ + μsN + μN

′ +ωsB + ωB′ 
(4.22) 

 

dir. T′, N′, B′ değerleri (4.22) de yerine yazılırsa, 

 

xs = T(1 + r′
2
+ rr′′ −ω) + N(rr′ + μ + μκ) + B(ωs −ωκ) 

 

şeklinde yazılabilir. 

 

U1(s, θ) = 1 + r′
2
+ rr′′ −ω, 

V1(s, θ) = rr′ + μ + μκ, 

W1(s, θ) = ωs −ωκ 

 

(4.23) 

 

denilirse (4.22) denklemi, 

xs = U1(s, θ)T + V1(s, θ)N + W1(s, θ)B 

elde edilir.  (4.20) numaralı bağıntıdan 

 

μθ = −
μωθ
ω

 

μs =
−rr′(U1 +ω) − μωs

ω
 

 

 

(4.24) 

denilirse, 

xθ = μθN + ωθB  

 

(4.25) 

olarak ifade edilebilir. Yukarıdaki (4.23), (4.25)  numaralı bağıntılar göz önüne alınırsa 

birinci temel formun katsayıları aşağıdaki ifade edilebilir: 

 

E = U1
2 + V1W1 + V1W1 = U1

2 + 2V1W1, 

 

F = μθW1 +ωθV1, 

 

G = 2μθωθ. 
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Buradan  

EG − F2 =
r2ωθ

2U1
2

ω2
 

 

olur. M−
3  ün 𝔾 Gauss dönüşümü: 

 

𝔾 =
xs × xθ
‖xs × xθ‖

= −
1

r
(rr′T + μN +ωB 

olarak bulunur. Şimdi de ikinci temel form için 𝔾 gauss dönüşümünün s ve θ ya göre kısmi 

türevi: 

𝔾s =
1

r2
{(rr′

2
− rU1 + r)T + (r

′μ − rV1)N + (r
′ω− rW1)B}, 

𝔾θ = −
1

r
(μθN + ωθB ) 

 

dir. Yüzeyin ikinci temel formları da aşağıdaki şekilde hesaplanır: 

 

L =
1

r
(U1

2 − U1 + 2V1W1), 
 

 

M =
ωθ
ωr
(ωV1 − μW1), 

 

 

N =
2μθωθ
r

. 
 

 

Önerme 4.5 : M−
13 kanal yüzeyinin birinci ve ikinci temel formları aşağıdaki eşitlikleri 

sağlar: 

L =
E − U1
r

,      M =
F

r
 ,      N =

G

r
 

ve   

Y1 = 1 + r
′2 − U1 = ω − rr′′ 

alınırsa, 

EG − F2 =
r2ωθ

2U1
2

ω2
,      LN − M2 = −

ωθ
2U1Y1
ω2
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olur. Yukarıdaki eşitlikler yerine yazıldığında, 

 

L =
U1

2 + 2V1W1 − U1
r

=
1

r
(U1

2 − U1 + 2V1W1), 

 

M =
μθW1 +ωθV1

r
=
ωθ
ωr

(ωV1 − μW1), 
 

 

N =
2μθωθ
r

 
 

 

sağlandığı görülür. Önerme 4.5 yardımıyla M−
13 ün Gauss eğriliği K ile ortalama eğriliği H 

için aşağıdaki bağıntılar verilebilir. 

 

K =
LN −M2

EG − F2
=

Y1
r2U1

, 
(4.26) 

 

H = −
EN − 2FM+ GL

2(EG − F2)
=
Y1 − U1
2rU1

. 
 

(4.27) 

 

Son olarak  c(s) merkez eğrisinin null eğrisi olduğu durumu inceleyelim. O halde Tanım 

4.1 de, 

ω(s) = r(s)r′(s), 

2λ(s, θ)r(s)r′(s) + μ2(s, θ) = −r2(s) 

 

(4.28) 

değerleri yerine yazılırsa M−
3  yüzeyinin parametrik denklemi, 

 

x(s, θ) = c(s) + λ(s, θ)T + μ(s, θ)N + r(s)r′(s)B (4.29) 

 

dir.  

Önerme 4.6 : M−
3  kanal yüzeyinin birinci ve ikinci temel formları aşağıdaki eşitlikleri 

sağlar: 

L =
E −W2

r
,      M =

F

r
 ,      N =

G

r
 

ve   
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EG − F2 =
r2λθ

2W2
2

μ2
,      LN − M2 = −

λθ
2W2Y2
μ2

 

burada 

W2 = rr′′ − r′
2
− μ,      Y2 = W2 − r

′2 = rr′′ − μ 

 

şeklindedir. Bu eşitlikler Önerme 4.5 deki gibi sağlanmaktadır. 

 

Böylece Gauss eğriliği K ve ortalama eğriliği H  sırasıyla aşağıdaki gibidir: 

 

K =
LN −M2

EG − F2
=

Y1
r2U1

, 
(4.30) 

 

H = −
EN − 2FM+ GL

2(EG − F2)
=
Y1 − U1
2rU1

. 
 

(4.31) 

 

Teorem 4.7 : M−
3  ün Gauss eğriliği K ile ortalama eğriliği H arasında, 

H =
1

2
(Kr −

1

r
) 

 

 

bağıntısı vardır[20]. 

İspat: M−
3  kanal yüzeyi için (4.30) ve (4.31) bağıntıları kullanılarak, teorem ispatlanır. 
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