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ONUR SOZU

Yiiksek lisans tezi olarak sundugum “Kanal Yiizeylerinin Gauss Doniistimii” baglikli bu
calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykiri diisecek bir yardima basvurmaksizin
tarafimdan yazildigina ve yararlandigim biitiin kaynaklarin hem metin i¢inde hem de
kaynakgada yontemine uygun bigimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla
dogrularim.

Hilal Sahin
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Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu calismada, ilk 6nce Oklid uzayindaki kanal
yuzeyleri hakkinda bilgiler verilecek ve AG = f(G + C) kosulunu saglayan bir M kanal
ylzeyinin geometrisi incelenecektir. Burada G, M yiizeyinin Gauss doniisiimii, f, M tzerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve C bir sabit vektérdir. Daha sonra Oklid uzayinda
yapilan islemlere benzer olarak Minkowski uzayinda kanal ylizeylerinin Gauss doniistimii
hesaplanarak, ylizeyin Causal karakterlerine gore kanal yiizeylerinin siniflandirmalari
yapilacaktir.
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In this study, which is prepared as a master thesis, firstly, information about the channel
surfaces in Euclidean space will be given and the geometry of an M channel surface
satisfying the AG = f(G + C) condition will be examined. Here G is the Gaussian map of
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similar to the operations performed in Euclidean space, the Gaussian map of the channel
surfaces in Minkowski space will be calculated and classifications will be made according
to the causal characters of the surface.
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1. GIRIS
Kanal yiizeyleri, ilk olarak 1850 yilinda Fransiz matematik¢i Gaspard Monge
tarafindan tanimlanmistir. Degisken yarigapli hareketli bir kiirenin zarfina kanal yiizeyi

denir.

Sekill.1 Kiirelerin zarfi olarak kanal yiizeyi.

Bu kiirelerin merkezlerinin yoriingesi bir helis ve yaricap fonksiyonu sabit ise,
meydana gelen yiizey helisel kanal yiizeyi, kiirelerin merkezlerinin yoriingesi bir dogru ise,
meydana gelen yiizey bir donel yiizey olur. Kanal yiizeyini olusturan hareketli kiirenin

yarigap fonksiyonu sabit ise, kanal yiizeyine tiip ya da boru yiizeyi ad1 verilir.
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Sekil 1.2 Boru yiizeyi.

Kanal yiizeyleri, giinliik hayatta karsimiza g¢ikan boru, halat, direk ve 3-boyutlu

dokiimleri temsil etmede kullanilirlar. Yine kanal yiizeyleri, bilgisayar destekli tasarim ve



tiretim i¢in katilarin ve yiizeylerin modellenmesinde de siklikla kullanilmaktadir. Temsili

ornekler olarak, dogal kuadrikler, tiip yiizeyleri ve toruslar verilebilir.

Sekil 1.3. Torus yiizeyi.

Ayrica kanal ylizeyleri uzun ve ince nesnelerin, insan i¢ organlarinin yiizey

modellenmesinde CAD/CAM ve grafiklerde oldukga sik kullanilmaktadir.

Kanal yiizeyleri ile ilgili birgok ¢alisma yapilmistir.Bu ¢alismalarda kanal yiizeylerinin
Oklid uzay E3® ve Minkowski uzay E3 de kanal yiizeyleri ile ilgili 6zellikler farkli gatilar
alinarak incelenmis, kanal yiizeylerinin Gauss ve ortalama egrilikleri ile ilgili bagintilar elde

edilmistir.

Ayrica 2016 yilinda [13], 2018 yilinda [18] ve 2019 yilinda [20] numarali ¢alismalarda
yazarlar Oklid uzayinda ve Minkowski uzaymda bir kanal yiizeyinin Gauss doniisiimii ve
weingarten doniisiimiinii hesaplayarak, bu yiizeyler ile ilgili siniflandirmalar yapmistir ve

bazi1 karakterizasyonlar vermislerdir.

Bu tez caligmasinda, kanal yiizeyleri ile ilgili calisacaklar i¢in bir kaynak olusturulmaya
calistimistir. Oklid uzayinda ve Minkowski uzayimda bir M kanal yiizeyinin temel formlari,
Gauss doniistimii hesaplanarak ylizeyin Gauss egriligi ve ortalama egriligi incelenmis ve

yiizey ile ilgili bir siniflandirma yapilmistir.

Birinci boéliim, girig boliimiidiir. Burada kanal yiizeyleri ile ilgili genel bilgiler verilmistir

2



Ikinci béliimde, tez ¢alismasinin daha iyi anlasilabilmesi i¢in Oklid ve Minkowski
uzayinda egriler ve yiizeyler ile ilgili temel tanim ve teoremlere ayrilmistir ve iki alt kisma
ayrilmistir. Birinci alt kisimda tezin anlagilmasi igin E3 de egriler ve yiizeyler ile ilgili
bilinen kavramlara ayrilmustir. Ikinci kisimda ise E3 de egriler ve yiizeylerle bilinen tanim

ve teoremlere yer verilmistir.

Uclinct boliimde, Oklid uzay E3 de AG = f(G + C) sartin1 saglayan kanal ylzeyleri
incelenmistir. Kanal yiizeyinin Gauss doniisiimii ayrintili bir sekilde hesaplanarak yiizeyin

Gauss egriligi ve ortalama egriligi verilmistir.

Dérdinct bolimde, Minkowski uzay E3 de merkez egrisinin birinci cesit spacelike,
ikinci gesit spacelike, timelike ve null egrisi oldugu kanal yiizeylerin Gauss doniigimii

liclincii boliimdekine benzer sekilde hesaplanmis ve karakterizasyonlar verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolim, iki alt kisma ayrilmistir. Birinci alt kisimda tezin anlasilmasi icin E2 de egriler
ve ylzeyler ile ilgili bilinen kavramlara ayrilmistir. ikinci kisimda ise E3 de egriler ve

yuzeylerle bilinen tanim ve teoremlere yer verilmistir.

2.1. Oklid Uzayinda Egriler ve Yuzeyler

Tanmm 2.1.1: I c R bir aralik olmak tizere
al - R3
t— a(t) = (ar (D), az (1), az (D))

olarak tamimlanan diferansiyellenebilir fonksiyona R3 uzayinda bir egri denir [1].

Tamm 2.1.2: «: 1 > R3, a(t) = (aq (1), ay(t), az(t)) bir egri olmak iizere

()= ot
vektorline a(ty) € I noktasinda a nin teget vektori denir [3].
Tamm 2.1.3: Her t € Ligin o’ (t) # 0 ise a:1 —» R3 egrisine regiiler egri denir [1].

Tamm 2.1.4: Bir t€ligin, o:1 > R® regiiler parametrik egrisinin t, noktasindan t

noktasina kadar olan yay uzunlugu

S(0) = j e’ (O] d

olarak verilir. Burada

e @1 = V(1 (D)2 + (o'2(D)? + (o'3(1))?



ifadesine o egrisinin uzunlugu(boyu) denir. Bu durumda s ye egrinin yay parametresi adi

verilir. Eger ||a’(t)|| = 1 ise a egrisine birim hizli egri denir[1].

Tammm 2.1.5: R3® uzayinda o:1 —> R3 reguler bir egri olsun. o diferansiyellenebilir
oldugundan o egrisinin a(s) noktasindaki o (s), &'’ (s), a””’ (s) turevlerinden bahsedebiliriz.

lla’(s)]| # 0 oldugundan

a'(s)
[l ()

t(s) =

vektorine a egrisinin birim teget vektor alani,

a'(s) Aa'(s)
lla’(s) A " ()|

b(s) =

vektorine a egrisinin binormal vektor alani denir.

n(s) = b(s) A t(s)

vektorine de o egrisinin birim normal vektor alan1 denir.{t(s), n(s), b(s)} kiimesine de a
egrisinin Frenet c¢atis1 ad1 verilir. Diferansiyellenebilir bir egrinin incelenmesinde egrinin
egriligi ve burulmasi(torsiyonu) olduk¢a oOnemlidir. Buna gore egrinin egriligi ve

burulmasini a egrisinin tiirevleri cinsinden asagidaki sekilde tanimlayabiliriz

() A @)

) = @I
ve
(s) = det(a’(s), o’ (s), a”"’(s))
T @A G
dir [2].

Teorem 2.1.1: a:1 —» R3 birim hizhi bir egri olsun. a egrisinin Frenet vektorleri ile bu

vektorlerin tiirevleri arasinda asagidaki baginti vardir



n = —xt+tb

ya da Matris formunda

t’ 0 k 0]rt
[n’] = [—K 0 r] lnl
b’ 0 -t 0ltb

seklinde ifade edebiliriz. Bu bagintilara Frenet formiilleri ad1 verilir.

Tamm 2.1.6: R3 de bir kime M olsun.Her pe M noktasinin bir komsulugu V ve U c R? bir
acik alt kiime verilsin. f:U - VN M donisiimi asagidaki sartlar1 sagliyorsa M ye bir
reguler yizey denir.
i) f dontisimii U Uzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon, yani f nin her
mertebeden kismi tiirevleri var ve sureklidir.
i) f bir homeomorfizmdir.(f surekli, bire bir, 6rten ve tersi de stireklidir.)
iii) V q € Uicin df: R* - R? diferansiyeli bire-birdir [1].

Sekil 2.1. Yiizey
Ornek 2.1.1: F:E3 - R, F(x,y,z) = x? +y%2 +z2 —r? doniisiimii diferansiyellenebilir
bir fonksiyon olmak lzere

M = {(xy,2) € E}| F(x,y,z) = 0}

klimesi r yarigapli,merkezi orjin olan kiire reguler bir yizeydir [2].



Tamm 2.1.7: M bir regiller yiizey olsun. P € E® noktasinda E* uzaymm T,(M) teget
dizlemine dik bir birim vektor vardir. Bu vektorlere p noktasindaki ylizeyin birim normal
vektorl denir. p noktasindan gegen ve p noktasindaki bir birim normal vektorii igeren

dogruya p noktasindaki normal vektor alani denir ve
fu A fy
N(Q) = ——F
@ =feaen @

seklinde ifade edilir.Boylece diferansiyellenebilir bir N: f(U) —» R3 doniisiimiinii elde edilir.
Bu doniisim her q € f(U) noktasina bir birim normal vektor karsilik getiriyorsa N

dontisimiine f(U) tzerinde diferansiyellenebilir bir birim normal vektor alanidir denir [1].

Tamm 2.1.8: E® Oklid uzayinda bir yiizey M olsun. M iizerinde tanimlanan
diferansiyellenebilir birim normal vektor alanina M ylizeyinin bir yoni denir. M yiizeyinde
iki tane yon vardir. Bir ylizey tizerinde yon se¢ilmis ise bu yiizeye yonlendirilmis yiizey
denir. Bunun yaninda Mobiiis seridi ve klein sisesi gibi ylzeyler yonlendirilemezler. Bunlara

da yonlendirilemez ylzeyler denir. [1].

Sekil 2.2. Torus (Yonlendirilebilir ylizey)



Sekil 2.3. Mobius seridi (Yonlendirilemez ylzey)

Tamm 2.1.9: M, E3 de x(u,v) parametresiyle tammmlanan bir ylzey ve S? =

{(x,y,2) € R3; x? + y? + z? = 1} birim karesi verilsin

N:M - S2 cE3

Xu N\ Xy
S N(p) = ——"V_
P =N =

doniislimiine M  yiizeyinin Gauss DoOniisimii  denir. Gauss  doniigiimiiniin

diferansiyellenebilir oldugu agiktir.
de: Tp (M) - TN(p) (SZ)

tiirev doniisiimii bir lineer doniisiimdiir.Yani T,(M) ile Ty, (S?) paralel diizlemlerdir[4].

E3 de M bir yiizey ve M nin birim normal vektor alan1 N olsun. p € M noktasinda
dN,(e;) = —kqeq , dNy(e2) = —kze,

olacak sekilde T,(M) nin {ey, e,} ortanormal bazi vardir.Burada k; ve k, p noktasinda

Gauss dontigtimiiniin ekstremum degerleridir. Ayrica k; = k, dir[1].



Sekil 2.4. Gauss doniistimii

Tamm 2.1.10: E3 de bir yiizey M olsun. dN,, degerine ylizeyin sekil operatorii denir ve S
gosterilir. M nin bir p noktasina karsilik gelen S(p) nin karakteristik degerine M nin bu
noktadaki asli egrilikleri denir ve ky, k, ile gosterilir. Bu asli egriliklere karsilik gelen
vektorlere de M nin asli egrilik dogrultulari denir. Buna gére M yiizeyinin sekil opertoriiniin

matrisi

dir [1].

Tanmm 2.1.11: E3 de bir yiizey M ve M nin p noktasindaki sekil operatorii S(p)
olsun. detS(p) = k; (p)k,(p) degerine M yiizeyinin p noktasinda Gauss egriligi denir ve K

ile gosterilir. izS(p) = w degerine de M ylizeyinin p noktasindaki ortalama egriligi

denir ve H ile gosterilir [1].



LU

Sekil 2.5. Hiperboloid (Negatif Gauss Egriligi), Silindir (Sifir Gauss Egriligi),
Kiire (Pozitif Gauss Egriligi)

Sekil 2.6. Ortalama egriligi sabit ylizeyler: Kiire, Silindir, Unduloid.

Tamm 2.1.12: : E3 de reguiler bir yiizey M olsun. M nin her noktasinda H(p) = 0 ise yiizeye

minimal ylzey denir.[2].

10



Sekil 2.7. Katenoid (Minimal yiuzey)

Tamim 2.1.13: M bir yiizey olsun. M ylizeyinin p noktasinda Gauss egriligi K(p), ortalama
egriligi H(p) ve asli egrilikleri de sirastyla k4 (p), k, (p) olmak tzere p noktasina,

K(p) >0 ise eliptik
K(p) <0 ise hiperbolik
K(p) =0veH(p) # 0 ise parabolik
ki (p) = kz(p) ise umbilik
ki(p) =kz(p) # 0 ise dogrusal umbilik
ki(p) =k;(p) =0 ise seviye

denir [3].

Tamm 2.1.14: M E3 de bir ylizey olsun. :M —» R diferansiyellenebilir fonksiyonlarmn

kiimesini C*(M, R), M yiizeyinin vektor alanlarinin kiimesini de ®(M) ile gdsterelim.

Vf: C*°(M,R) - u(M)

foVf= ) ——

11



doniistimiine M yuzeyinin gradient operatori denir ve Vf = gradf ile gosterilir. M (izerinde

{x1, X5, X3} koordinat sistemini g6z 6niine alalim.Bu koordinat sistemine karsilik gelen n(M)

0 6 0 _ .
nin ortanormal bazi { } olsun. g;; = (— —) ve (gh) = (g;)~* olmak tizere, M
ax,’ 0%, 0x J 0% j

yluzeyinin gradient operatoriini

of
i— &l
(gradf)' = g %

f - Vf = z j 2 2
- Vf = grad(f) = g axl 5%

seklinde ifade edebiliriz [4].

Tamim 2.1.15: E3 de bir ylizey M ve f: M — R bir diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.

g 0

X €:n(M) vektor alam X = Y2, f1 e V= {a o
X1 2

a
¥ } olmak tzere,

div:u(M) - C*(M,R)

3
. X > div(X) = (V,X) = zg—
i=1

seklinde tanimlanan operatdre, divergens operatori denir [4].
Tamim 2.1.16: E3 de bir yiizey Mve f:M —» R bir diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.
Af = div(gradf)
olarak tanimlanan
A:C®(M,R) » C*(M, R)

operatore f nin Laplace operatorii denir. M yuzeyinin lokal koordinat sistemi {x;, x,, x3} ve

x = (fy, f5, f3) € x(M) olmak Uzere

12



of of of

— o o2 8 3
Vf = grad(f) (g aX]_,g aX]_,g 6x>

vektor alani alinirsa

3
o (. of
Af = div(Vf) = div(X) = Z— <gu _>
= aXi 0X;

veya gl # gij oldugundan Zi: = (0 olacagindan

elde edilir. Buradan
0°f

Af = ol
& aXi aX]

olarak alirsak

1

0 . of
@E@%E>

Af

elde edilir[4].

Onerme 2.1.2: E3 de bir yiizey M ve M nin Gauss egriligi K, ortalama egriligi H ve asli

egrilikleri sirasiyla k; ve k, olmak izere

k? —2Hk+K=0

k, = H++H2—Kvek, = H—+H2—K
bagintilart vardir [4].

Tamm 2.1.17: E3 de M yiizeyi
x:Uc R? - E3

(u,v) = x(u,v)

13



seklinde parametrik olarak verilsin. M yizeyinin birinci temel formunun katsayilari

E= <Xu:Xu>
F= <Xu'Xv>
= <Xu: Xv>

dir. M yiizeyinin ikinci temel formunun katsayilar1 da

X, A X
e:<N:qu) _<” - v” qu)
Xy A Xy
F= (N xyy) = ()
= X = —,
S PR
LA Xy
(N XVV> (” u V”I VV)

ile verilir [5].

Teorem 2.1.2: x: U c R? — E3 yiizeyi verilsin. x in Gauss ve ortalama egrilikleri, birinci

ve ikinci temel formlari cinsinden

_eg—f?

" EG— F2
_ 1eG—2fF +gE
"2 EG-F2

seklinde yazilabilir[2].

Teorem 2.1.3: E3 de M yizeyi x(u,v) parametresiyle verilsin. M nin S sekil operatorii

{xu Xy} bazina gore asagidaki gibi elde edilir [6].

14



fF — eG eF — fE
_S(Xu):Uu:EG_FZXu+EG_F2XV
gF — fG fF — gE
IO T

—-S(x,) =U, =

Ispat: x, ile x, lineer bagimsiz olduklarindan a; 4, a5, a,1,a, fonksiyonlari igin,

—S(xy) = Uy = a31Xy + 12Xy

= S(xy) = Uy = ap1x, + azXy

denklemleri yazilabilir. Simdi a;q,a;2,a21,2,, Kkatsayilarini hesaplayalim. Yukaridaki

denklemlerin sirasiyla x,, Ve x, ile ¢arpimi alinirsa,
—e = a11E + ale
—f & a11F + alzG
—f = a21E + azzF

_g = a21F + azzG

elde edilir. Bu denklemler matris formunda yazilirsa,

_[e ] [311 iz [E F
f dzq 322 F G

[311 a12 [ ] E F1 !
az1 a22 f g G
bulunur. Burada
E F'_ 1 G -F
[F G] ~ EG-—F? [ ]

oldugu i¢in,
[an 312]__ 1 [e f] [G —F]
a1 Azl EG-F2|f gll-F E

1 eG—fF —eF+f(E
EG — F2 |[fG—gF —fF+gE

esitliginden

15



fF — eG eF — fE

M TEg_F2r 2T Eg_p2
_ gF—f{G _ fF—gE
20 T g _F2 22T EG_p2

elde edilir.

Tamm 2.1.18: F: E3 — R diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. F(x,y,z) = 0 ylzeyini

ele alalim. A € R olmak Uzere,
F(x,y,z;A) =0
ise ylizeye 1-parametreli yiizey ailesi denir. k > 2 icin F, CX sinifindan olmak {izere

0F(x,y,7; A) _
oA 4

0

denklem sistemi elde edilir.Bu denklemler A ya gore ¢ozilur ve A yok edilirse G(x,y,z) = 0

yuzeyi elde edilir. Bu yiizeye A parametresine gore yiizey ailesinin zarfi denir[7].
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2.2. Minkowski Uzayinda Egriler ve Yiizeyler

Tamm 2.2.1:x = (X1,X3,X3), ¥ = (Y1,¥2,¥3) € R olmak tizere

() R®XR3 >R

(% y) 2 xy) = —x4y1 + X2y + X3y3

olarak tanimlanan fonksiyona Lorentz metrigi denir ve E3 ile gosterilir[8].

Tamm 2.2.2: E3 Minkowski uzayinda herhangi bir vektor x = (x, x5, x3) olmak lizere
i) (%X,X) > 0 veya X = 0 oluyorsa x vektdriine spacelike vektor,
i) (X,X) < 0 ise x vektoriine timelike vektor,
iii)  (X,X) = 0veyaX # 0 ise x vektortine null(lightlike) vektor

denir.

Teorem 2.2.1: E3 uzayinda spacelike, timelike ve null vektorleri arasinda asagidaki baginti
vardir:

i) Iki timelike vektor asla ortogonal olamaz,

i) Bir timelike vektor, bir null vektdre asla ortogonal olamaz,

iii) Iki null vektdr ortogonaldir ancak ve ancak bu vektérler lineer bagimlidir[9].

Tamm 2.2.3: E3 uzayinda 3 = (a;,a,,a3) Ve b = (by, by, bs) olsun. E3 uzayinda

vektorel ¢arpim

—€ € €3
aAb=]a a; as
b; b, b;
veya
€4 —€; —€3
aAb=]a1 az as
b; by bs

seklinde tanimlanir ve agsagidaki 6zellikleri saglar:

- 7 - —

va, b, ¢ %, V,Z € E3 icin
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i) dAb=—-bA3,

i) FA(b+)=(EAb)+(EAD,

i) (@EAb3) =@Abb) =0,

iv)  (3b¢) = —det(3,b,&) = (3, bAC) = (AAD,T),

V)  @Ab)AE=—E@ADb+(bAY3F,

vi)  (@ADb,2) = —det(3,b,7),

@3 (b,3)

@y o3

(E3 de bir Lagrange dzdesligi)

viii) (@Ab,3Ab) = —(3,3)b,b) + (3AD)?,
@3 (b3 &)

x) (@)D =-|GyH b7 €5,
@2 (b2 (&2)

AY) = — = —(@ 2)(b,¥) + (3, 7)b, %)

ol
>l

N

sS4

Vi) (

)

X) dADb =0 < 3 ve b nin lineeer bagimli olmasicir[2].

Tamm 2.2.4: a:1 - E3, a(t) = (o (t), o, (1), a3 (1)) diferansiyellenbilir fonksiyonuna
E? uzayinda bir egri denir.
a' () = (o' (1), ay' (1), a3’ (1)) olmak tizere spacelike, timelike ve null egrileri asagidaki
sartlar1 saglar[8]:

i) (o' (t),a'(t) ) > 0 ise a ya spacelike,

i) (o' (t),a'(t) ) < 0ise a ya timelike,

i)  (a'(t),a’(t) ) = 0ise a yanull egri denir.

Tamim 2.2.5: E3 Minkowski uzayinda diferansiyellenebilir birim hizli bir egri o olsun.

aII(S)

lla” ()l

alan1 ve B = TAN vektoriine de binormal vektor alani denir.x = ||a’’|| fonksiyonuna

T = o'(s) vektoriine birim teget vektor alani, N = vektdrlne asli normal vektor

egrinin egriligi ad1 verilir. Yukarida tanimlanan T, N, B vektdrleri ile tiirevleri arasinda
asagidaki bagintilar vardir:
T =a” = xN
N’ = (N, T)T + (N, N)N + (N, B)B = —xT + 1B
B' = (B, T)T + (T',N)N + (B',B)B = —tN
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Burada, t = (N’,B) fonksiyonuna o nin burulmas: denir. Bu denklemlere Minkowski

uzayinda Frenet formilleri denir. Yukaridaki bagintilar1 matris formunda,

T 0 k O[T
Nf=]-x 0 t||N
B’ 0 —t O0JLB

seklinde yazilir[10].

Tamim 2.2.6: E3 uzayinda

S? = {X € E}[{X,X) = 1}

kiimesine pseudo-kiire,
H? = (X € E[(X,X) = —1}

kiimesine de hiperbolik uzay adi verilir[8].

Tamm 2.2.7: M, E3 uzayinda bir yiizey olsun. M nin Gauss egriligi K ve birinci temel

formun katsayilar1 E,F ve G olmak tizere

( 1 1 1 1 1 3\
l::uv - E EVV E Guu E Eu l::u -5 EV 0 E Ev E Gu
1 1 1
K=m< FV_EGu E F _EEV E F |/
1 1
\ 5 Gy F G 56 F G|

bagintis1 vardir.Bu bagintiya E3 de Brioschi formili denir[10].

Tamim 2.2.16: M, E$ de agilabilir olamayan bir yiizey olsun. M nin ikinci Gauss egriligi

Ky;, M nin ikinci temel formun katsayilari olan e, f, ve g cinsinden asagidaki sekilde yazilir:
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( 1 1 1 1
fuv 2 Cyv — Eguu 2 €u fu - Eev
1 1
Kiy=—— - _
II |eg—f2|2< fV zgu € f
1
L >8v f g

bu formile M yizeyi Kj; i¢in Brioschi formiilii ad1 verilir[10].
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3. 3-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA KANAL YUZEYLERI

Bu bélimde Oklid uzay E3 de Frenet catis1 yardimiyla elde edilen kanal yiizeyinin

parametrizasyonu ve kanal yiizeyinin bazi geometrik 6zellikleri incelenmistir.

E3 de c(s) merkez egrisiyle elde edilen x(s, 0) kanal yiizeyi, yarigap fonksiyonu r(s)
olan kiirelerin birlesimidir. Eger r(s) sabit ise boru yiizeyi (tip) elde edilir. Bunlar sekillerin
yapilandirilmasinda veya robotlarin hareket ¢izgilerinin planlanmasinda kullanilir.

Kanal yiizeyleri uzun ince nesneleri, insan i¢ organlarini gostermekte, yilizey

modellenmesinde, CG/CAD, CAD ve grafiklerde fayda saglar [11,12].

Tamm 3.1(Kanal Yizeyi): E3 de kanal ylizeyi 1-parametreli kiire ailesinin zarfi olarak
tanimlanir ya da , kiirelerin merkez noktalarinin geometrik yeri olan C(t) egrisi ve kiirenin

yari¢ap fonksiyonu r(t) olan degisken yarigapl hareketli bir kiirenin zarfi olarak tanimlanir

[9].

Sekil 3.1. Yarigap1 r(t) olan bir kanal ylzeyi.

Tamm 3.2: S2(t) kirelerinin merkezlerinin yériingesi olan C(t) egrisine kanal yiizeyinin
merkez egrisi ya da spine egrisi, r = r(t) fonksiyonuna ise kanal ylzeyinin yarigap

fonksiyonu denir [6].

Teorem 3.1: M kanal yiizeyi katenoid olmasi igin gerek yeter sartt minimal olmasidir.[13]
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Tamim 3.3: Bir c(s) merkez egrisi etrafinda genellestirilmis tiiplin parametrizasyonu
x(s,0) = c(s) + u(e)(cos On(s) +sin6 b(s)), 0<06<2m

seklindedir. Burada u(0)(> 0) iki kez turevlenebilir bir fonksiyon ve u(8) = u(2m) dir
[14].

3-boyutlu Oklid uzay E3 de bir M kanal yiizeyi 8 € [0,2m), ¢ € [0,7) Ve ¢(s) bir

diferansiyellenebilir fonksiyon i¢in —r’(s) = cos olmak lizere
X(s,0) = c(s) + r(s) {sinp(s)cosO N(s) + sin@(s)sin6B(s) + cos@(s) T(s)} (3.1)

seklinde verilir. Burada c(s) egrisi yay uzunlugu s ile parametrelestirilmis merkez egrisidir
ve r(s) ise M nin yarigap fonksiyonudur. Ayrica {T, N, B} vektor alan1 Gigliisiine c(s) egrisi
tizerindeki Frenet catis1 denir ve sirasiyla teget vektor alani, asli normal vektor alani ve

binormal vektor alani olarak adlandirilir [13].

Sonug 3.1: Eger c(s) bir dogru olarak alinirsa M bir donel yiizey olur. Ayrica r(s) sabit ise

0 zaman M yuizeyi bir tiptur (veya boru yiizeyidir).

o U T 0 T i

Sekil 3.2. Tup yuzeyi

Simdi (3.1) ile adlandirilan kanal yiizeyini Frenet elemanlar1 yardimi ile, yiizeyin gauss

doniistimiinii ve Weingarten doniisiimiine karsilik gelen matrisi hesaplayalim:
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(3.1) denkleminin s ye gore kismi tiirevi,

_ax

Xs = — = ¢ +r'sin@cosd N + r’ singsinOB + r'cos@ T + rcos ¢'cosON

" 0s

+ rcos@@'sinOB — rsing @'T + rsin@cos® N’ + rsing sin®B’ + rcos@T’

dir. T, N’, B’ degerleri yerine yazilirsa,

=T + r'singcosd N + r'sing@sin6B + r'cos@ T + rcos@ ¢'cosON

+rcos@@’'sinfB — rsing @'T — rksingcosOT + rtsingcosOB + rkcos@N — rtsing sinON

veya

= (sin?@ — rr’’ — rxsingcos®)T
+(r'singcosO — rr'k — rtsingsin® — rr'¢’cosd)N

+( r'sin@sin® + rtsingcosd — rr'p’sin6)B

elde edilir. Burada

x¥ =sin?¢p — rr’ — rk sing@cos®

x2=r'"sin@cos®—rr'k — rtsingsin® — rr’'g’ cosH

x3 =r'sin@sin® +rtsingcosd — rr'e’sin0

denilirse,
0x
Xg =%=X§T + x2N + x3B

olarak ifade edilebilir.

Simdi de (3.1) in 6 ya gore kismi tiirevini hesaplayalim;

0x
X =55 = —rsingsinbN + rsingpcos6B

olarak bulunur. Burada,
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denilirse;

(3.3)

Xg = —Trsin@sin,

X§ = rsin@cosf

_%_ 1N ZB
Xe—ae—Xe +Xe

olarak ifade edilebilir. x; ve xg bagintilar1 yardimiyla yiizeyin birinci temel formunun

katsayilar1 asagidaki sekilde elde edilir:

E =g = (X5, Xs) = sin?@sin? — rr”’sin?¢ — rksing sin cos 8 — rr’’sin@ + r

2r112

+1r2r"'ksing cos 0 — rxsineg sin?g cos 0 + r’r”’ksing cos 6 + r?x?sin?0
+ r'*sin¢ cos20 — rr'*k sing cos 0

— rr't sin?@sin® cos 6 — rr'* ¢’ singcos20 — rr'*ksing cos 6 + r2r' 4«2
+ r2r'ktsingsin® + r2r'’k ¢’ cos 6 — rr't sin?@sin cos 0

+ r?r’ktsingsin® + r?t 2sin?sin?0 + r?r’t ¢’sin@sind cos 0

—rr'” @'sing cos20 + r2r'? @'k cos 8 + r2r't ¢'singsind cos 0
+12r'? @'?cos20 + r'*sin@sin?0 + rr't sin®@sin® cos 6

— rr'?@'singsin?0 + rr't sin®sind cos 6 + r2t 2sin?@cos20

— r2r'T @'singsin® cos 0 — rr’* @'singsin20 — r2r't ¢’singsind cos

2 2 .
+ r?r'“@'“sin%0

. 2 . 2 . .
= r?x?sin®@cos?0 + r?r'“k? + r?t %sin?@ + r2@’“ + 2r?x ¢’ cos 0 + 2r?r'k tsingsin®

—2rr"”" — 2rksing cos 0 + sin?@

ya da

E = r2(k%sin?¢ sin?0 + r'’k? + 1 2sin®@ + @'* + 2k¢’ cosd

(3.4)

+2r'ktsingsin®) — (2rr’’ + 2rxsingcos® — sin?)

F =g, = (x5,Xg) = —11'sin?@sinOcosO + r?r'xsingsind

+r21sin?sin?0 + r? @'r’sin@sinBcosO + rr'sin?@sinBcosd

+ r2tsin?cos?0 — r?r’ ¢’singsinBcosO
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dir. Islemler yapilirsa
F = r?tsin®¢ + r?r'xsingsin® (3.5)
bulunur.
G = gy, = (Xg,Xg) = r’sin@sin?0 + r?sin?@cos?0 = r?sin?¢. (3.6)
dir. Buradan

EG — F2 = ||xg X Xgl|? = g11822 — (g812)? = r2(rr"’ + rxsingcosd — sin@)? > 0

oldugundan

lIxs X Xgll = V811822 — (812)% = r(ir” + rksingcosd — sin?e)

olur. Boylece (3.2) bagintisindan M nin G Gauss doniistimiinii hesaplayabiliriz:

T N B
Xe X Xg = [Xs X§ X5| = (x2x3 — x3x})T + (—xix3)N + (xix})B
0 x§ X3

dir. Bu esitlikte (3.2) ve (3.3) degerleri yerine yazilirsa,

(x2x3 — x3x§) = rr'sin?@cos?6 — rr'xsingcosd — r?tsin?@sinOcoso
—r? @'r'sin@cos?0 + rr'sin?@sin?0 + r?tsin?@cosd — rr’ ¢’'singsin?0
= rr'sin?¢ — r?r’ @'sing — r?r’k sin@cosO

= —rr'(rr” + rksin@cosd — sin?)

(—x&x§) = —rsin@cosb(sin?¢ — rr’’ — rksingcos0)

= —rsin3@cosB — r?r’’sin@cos + r?ksin?@cos?0

= rsin@cosO(rr”’ + rksingcosd — sin?)

(xixg) = —rsingsind(sin?¢g — rr’”’ — rksingcos6)

= rsingsin@(rr”’ + rksingcosd — sin?)
olarak bulunur. Boylece M kanal yiizeyinin G Gauss doniisiimii:
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X X Xg

lIxs % el

(—rr’)(rr” + rksing@cosd — sin?@)T + (rsing@cosd)(rr”’ + rksingcosd — sin?@)N
- r(rr” + rksingcosd — sin?)

rsin@sin®(rr’”’ + rksing@cosd — sin®¢)B

r(rr” + rksingcosf — sin?)

veya

Xg X Xp . . . (37)
= ———— = (cos@)T + (singcosO)N + (singsin6)B
lIxs X ol

olarak bulunur. Simdi M nin ikinci temel formlarin1 hesaplayalim. Bunun i¢in G Gauss

dontisiimiiniin s ve 6 ya gore kismi tlirevleri,

Gg = —@'sin@T + cos@T’ + cos@@’cosON + sing@cosON’ + cos@@'sin6B
+sinsindB’

ya da

Gs = —(r"" + xsin@cos®)T — (r'k + r'@’'cos6 + T sin@sin6)N
+ (tsingcosd — r'¢’sin6)B
ve

Gg = (—sin@sin®)N + (sinpcosd)B.
dir. Béylece M nin ikinci temel formlarin1 L, M ve N ile gosterirsek,

L = —(Xs, Gg) = —1r(k?sin?@cos?6 + r'*ik>t?sin@ + @' + 2k’ cosd
+ 2r'ktsingsin®) + r”’ + ksingcoso
M = —(xg, Gg) = —(—r’sin?@sinBcosO + rr'ksing@sin® — rr’'¢’sing@sinBOcosO
+rtsin®@sin?0 + rr’@’sin@sinBcosd + r'sin?@sinBcosO + rrsin?@cos?0)
= —rtsin?¢ — rr'ksingsin®
ve

N = —(xg, Gg) = —(rsin®@sin?0 + rsin®qcos?08) = —rsin?¢
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seklinde olur. Ayrica yiizeyin li¢lincii temel formunun katsayilar1 da asagidaki gibidir:

e = (G, Gg) = r'? + k?sin?cos?0 + 2r"'xsingcosd + r'2x? + r'?¢p'?cos?0
+ t2sin?@sin?0 + 2r'?k’cosO + 2r'ktsingsinBcosO + t%sin?pcos?0

+ r'2¢'?sin?0 — 2r't¢'singsinBcosO

veya
e = k%sin?@cos?0 + r'?k? + t%sin@ + @'? + 2x@'cosO + 2r'kTsingsind
dir.
f = r'ksingsin® + r'@’sin@sinBcosO + tsin?sin?0 + t%sin?@cos?0
—r’@'sinsinBcosO
veya

f = (Gg, Gs) = TSin?@ + r'ksingsind
dir. Buradan da
g = (Gg, Gg) = (—singsinO)(—singsind) + (sin@cosO)(singpcosoO)
= sin®@sin?0 + sin®@cos?0
veya
g = (Gg, Gg) = sin®@(sin?0 + cos?0) = sin?

olarak elde edilir.
Daha sonra yilizeyin Gauss ve ortalama egriligi ylzeyin birinci ve ikinci temel formlariin
katsayilar1 asagidaki sekilde hesaplanir:

_ LN -— M?

EG — F?

oldugunu biliyoruz. Burada L, M, N, E, F, G ifadeleri yerine yazildiginda,

. 2 . 2 o
(—rk?sin?pcos?0 — rr’ “x? — rt?sin?@ — r@’“ — 2rk@’cosd — 2rr'ktsingsin®

K
r?(rr' + rksingcosd — sin?@)?

+1r" + ksin@cosB) (—rsin?@) — (—rtsin®@ — rr'ksin@sing)?

r2(rr' + rksingcosd — sinZ@)?

. . . . 2 . .
r2x?sin?@sin?@cos?0 + r2k?sin@cos?@ + rit?sin*@ + r?¢’“sin¢ + 2rk’sin?@cosd

r2(rr' + rksing@cosd — sin?)?
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+2r%r'ktsin3@sin® — rr”’sin?¢ — rxsin3@cos

r2(rr' + rksing@cosd — sin?)?

(r2t?sin*@ + 2r?r’ktsin3@sin® + r2x?cos?psin?@sin?0)

r2(rr’ + rksing@cosd — sin?)?

r?r’’2 + r2r"’ksin@cos8 — rr'’sin?@ + r?r" ksin@cosd + r?k?sin®@cos?0 — rxsin3@cos0

r2(rr' + rksingcosd — sin?@)?

_ (r"" + xsin@cos®) (r’r'’ + r’ksingcosd — rsing)

r2(rr' + rksingcosd — sin?@)?

r" + ksingcosO (3.8)

~ r(rr”’ + rxsing@cos® — sin2¢)

dir. Ortalama egriligi de,
i LG — 2MF + NE
~ 2(EG—F?)

bagintisindan

q 2 . 2 . .
. {(—rK?sin®¢cos?0 — rr’“k? — rt’sin?@ — rg’“ — 2rk¢’cos® — 2rr'kTsingsin®

2r2(rr” + rksingcos6 — sin?@)?

+1r"" + ksing@cosB) (rsin)} — 2{(—rtsin?¢p — rr'ksingsin®) (r’tsin?@ + r’r’k singsing)}

2r2(rr” + rksing@cosd — sin?@)?

N {(—rsin?@) (r?x®sin? cos?6 + r’r'*«k? + r2t 2sin?@ + r2@'? + 2r’k@’cosd + 2r’r'kTsingsin®

2r2(rr' + rxsing@cosd — sin?@)?

—2rr"" — 2rksing@cos8 + sin?)

2r2(rr’' + rxsin@cosd — sin?@)?

2 : : . :
—2r3r"* — 2r3r"ksingcosd + 2r?r’sin?¢ — 2r3r’’ksin@cos® — 2r3 k 2sin®@cos?0

2r2(rr'"’ + rxsin@cosd — sin?@)?
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2rZksin3@cos0 + r?r’”’sin@ + rksin3@cosd — rsin*

2r2(rr'"’ + rxsin@cosd — sin?@)?

(2rr"”" + 2rxsing@cos® — sin@) (—r?r” — r?ksingcos0 + rsin)

2r2(rr'"’ + rxsingcosd — sin?@)?

2rr"" + 2rxsing@cos® — sin?@ (3.9

~ =2r(rr” + r k sing cos 6 — sin2¢)

olarak hesaplanir.

Simdi de Weingarten doniisiimiine karsilik gelen matrisin bilesenlerini hesaplayalim:

MF — LG
411 T EG 2

{(—rtsin?@ — rr'ksingsin®) (r?tsin®¢ + r?r’ksingsin)}

a1 = . .
r?(rr’” + rxsin@cosd — sin?)?

. 2 : 2 o
{(—rk?sin®@cos?0 — rr'“k? — rt?sin?@ — r@’® — 2rke’cosd — 2rr'ktsingsin®

r?(rr’”’ + rxsingcosd — sin?)?

+r"" + xsing@cos0) (r? sinZ¢)}

r?(rr’ + rxsin@cosd — sin?)?

3.1 2.1

2 . . . . .
—r3r"° — r3r”ksin@cosd + r?r’’sin¢ — r3r”ksingcosd — r3x?sin®@cos?0 + r?ksin3¢cosd

r2(rr’” + rksingcosd — sin?)?

—r'" — ksin@cos6 (3.10)

a1 = - -
rr’’ + rksingcos® — sin?@

LF — ME
412 = G _ 2
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. 2 . 2 . .
{(—rx?sin?@cos?0 — rr’“x? — rt*sin@ — r@’“ — 2rk@’cosd — 2rr'ktsingsin®
A, = : .
12 r2(rr” + rxsingcosd — sin?)?

N +r"" + xsing@cos0) (r?tsin®g + r’r'ksingsin®)} — {(—rtsin?¢ — rr'ksingsing)

r2(rr” + rxsingcosd — sin?)?

. 2 . 2
(r?x?sin?@cos?0 + r’r’“x? + r?t %sinp + r2@’* + 2r¢k@’cos0

r?(rr” + rksingcosf — sin?)?

+2r?r'k tsingsin® — 2rr”’ — 2rksin@cosd + sin?@)}
r2(rr” + rxsing@cos6 — sin?)?

r?r’'tsin?@ + r?xtsin*@cosd — rtsin*@ + r?r'r"ksingsind
r2(rr” + rxsin@cosd — sin?)?

r?r’'k?sin3sinBcos® — rr'ksin3sin®d
r2(rr” + rxsing@cos6 — sin?)?

(tsin?@ + r'ksin3@sin®) (r’r” + r?ksingcosd — rsin®)
B r2(rr’ + rksingcos® — sinZ¢)?2

_ 1sin®@ + r'ksingsin® (3.11)
~ r(rr” + rksingcosd — sinZ¢)

ajp

NF — MG
421 T g F2

_ {(=rsin?@)(r*tsin®@ + r’r'ksingsin®)} — {(—rtsin’*¢ — rr'ksingsin®) (r>sin® )
B r2(rr’” + rxsin@cosd — sin?)?

(—r3tsin*@ — r3r’sin3 sin8) — (—r3tsin* — r3r'sin3@ sin 0)

r2(rr’” + rxsingcosd — sin?)?

30



dpyq = O (312)

MF — NE
422 T EG_F2

_ {(=rtsin®@ — rr'ksingsin®) (r*tsin’@ + r’r'xsinesin®)} — {(—rsin’)
B r2(rr’ + rksingcos® — sin?¢)2

. 2 . 2
(r?x?sin?@cos?0 + r?r’“x? + r?t %sin@ + r2¢@’" + 2r¢k@’cos0
r2(rr” + rxsingcos6 — sin?)?

+2r?r'ktsingsin® — 2rr”’ — 2rksing@cosd + sin?)
r?(rr” + rxsingcosd — sin?@)?

2 . . q . .
—r3r"° — r3k?sin?@cos?0 — rsin*@ — 2r3r’'ksing@cosO + 2r?r’’sin?¢ + 2r?ksin3@cosO

r2(rr” + rxsin@cosd — sin?)?

—r(rr” + risin@cos® — sin*@)? 1 (3.13)
r2(rr” + rksingcos® — sin2¢g)2 ~ r

dzy =

olarak elde edilir. Weingarten denklemlerindeki ifadeleri basitlestirelim. Buna gore,
P = rr” + rxsingcosd — sin?¢,
Q =r" + ksingcosb, (3.14)

R = tsin?¢ + r'ksingsin®,

seklinde alirsak, kanal ylizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri P, Q, R cinsinden sirasiyla

k=2
rP (3.15)
2P +sin®@
N —2rP

olarak ifade edilir. Ayni sekilde Weingarten doniisiimiine karsilik gelen matris ise,
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dir.

Lemma 3.1: Kanal yizeylerinin birinci, ikinci, ctncl temel formlar1 arasinda (3.14)

bagintilar1 yardimiyla,

r?(k2sin?@ cos20 + r'*k% + t 2sin?¢ + @' + 2x@’cosd + 2r'ktsingsinod)
B —r

L

y —(2rr"" + 2rxsingcosd — sin?)

i §

E+P
¥ —

—r

r?tsin?g + rr’k singsin® . L F
= = —rtsin“@ — rr'ksin@sin® = —

_ r’sine ., G
=——— = -rsinfp = —
L—Q M N
e = , f:—, g=—
—r —r —r

seklinde yazabiliriz.
P = rr” + rxsingcos® — sin?¢,
Q =r"" + ksingcosb,
denirse,
EG—F? =r?P?, LN—-M?=rPQ eg—f2=0Q?
olur.

Gauss diiniisiimiiniin hesaplanmasinda, 6nemli bir yeri olan asagidaki lemmay1 verelim:
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Lemma 3.2: M, (n+1)-boyutlu Oklid uzayinda bir hiperyiizey olsun. Bu durumda M nin G
Gauss dontigiimiiniin laplasyant,

AG = ||AglI2 G + n VH
dir. Burada AG, G nin laplasyani, VH, H ortalama egriligin gradienti, Ag M nin sekil
operatoridir ve ||Ag||? = iz(AgAg) ile ifade edilir [15,16].

Lemma 3.3: M, E2 de bir kanal yilizeyi olmak Uzere, f diferansiyellenebilir fonksiyonunun
gradienti:
1

Vi =
811822 — (81

)2 {(gZny — g1zft) dy + (_glzfy + gllft) at}:

dir. Burada {y, t} M nin yerel koordinat sistemidir ve bu durumda (dy, dy) = g;1 , {0y, 0¢) =
g12 Ve (0, 0) = g, dir. Burada fy, f; sirasiyla f nin y ve t ye gore kismi tiirevleridir [17].
Simdi kanal yilizeyinin Gauss doniisiimiiniin laplasyanini hesaplayalim:

[k olarak Weingarten doniisiimii (3.14) baginilari cinsinden,

r’Q? + P? + R?

”A(Gllz = rzpz

dir. Burada kolaylik saglamasi a¢isindan D = r2Q? + P? + R? seklinde almnirsa,

r’Q? + P2 + R? D
2p2 ~ 12p2

All? =

olur.
Ikinci olarak Lemma 3.3 ile (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) bagintilar1 yardimiyla ortalama

egriligin gradienti,

VH(x) = {(g22Hs — g12HG)X§}T

r2pz

1
+ 2p2 {(822Hs — g12Hg)xZ + (—g12Hs + g11Hg)xg IN

1
+ [2p2 {(g22Hs — 812Hg)x3 + (—g12Hs + g11He)x5 }B

seklinde ifade edilir. (3.9) bagintisindaki ortalama egriliginin s ye gore tirevi,
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(2r’ "4+ 2rr"" + 2r'ksin@cos6 + 2rk’sin@cos0
s (—2rP)?

2.1

N +2rkcos@@’cosd — 2sin@@’cos@) (—2r?r"" — 2r?ksingcos + 2rsin?@) — (2rr"”

(—2rP)?

2011

2rksin@cos® — sin?@) (—4rr'r”" — 2r?r’"" — 4rr'xsingcosd — 2r?k’sin@cos0
(—2rP)?

N —2r?kcos@@’cosd + 2r'sin?@ + 4rsin@@’cose
(—2rP)?

3.7 III

2
—4r?r'r"? — 4r?r'r""ksin@cos® + 4rr'r”sin?@ — 4r3r

— 4r31""ksingcosH
i, = 4r2p2

+4r%r"" sin@ — 4r?r'r" ksin@cosd® — 4r?r'k? sin@cos?0 + 4rr'x sin3¢ cos 6
4r2p2

—4r3r"x'singcosd — 4r3kx’ sin?@cos?0 + 4r?k’ sin3¢ cos 8 — 4r3r" kcos@@’cosO
4r2p?

N —4r3k?sin@@’'cos@cos?0 + 4r?x sin?@cos@@’cosd + 4r?r”’sin@@’cos@

4r2p2

++4r K sin?@q’cos@cos® — 4r sin@@’cos@ — (—8r?r'r "2 _ 8r2r'r’ ksingcosd
4r2p?

3.7 III 2011 2.0 II

— 4r3r""ksingcosO + 2rr
4r2P?

4rr'r" sin¢@ — 4r3r sin?¢ — 8r?r'r’"ksingcosf

—8r?r'x? sin@cos?0 + 4rr'x sin®@cosd — 4r3r’'k’singcosd — 4r3xk’ sin®@cos?0
4r2p?

2r%k’ sin®@cos® — 4r3r" k@’ cos@cosd — 4r3k?sin@@’ cos@cos?0 + 2r?k sin@@’ cos@cosd
4r2Pp2
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201

4 4rr'r” sin@ + 4rr'k sin@cosB — 2r’ sin*@ + 8r2r"'sing@’cos@ + 8r?k sin® @’ cos@cos

4r2p2

4r sin3 @@’ cosep)
4r2p2

dir. Buradan gerekli islemler yapilirsa,

4r?r'k? sin®@cos?0 — 4rr'x sin@cosO + 2r?k’ sin®@cos0
s 4r2p2

i 2 ’ ”2

10r%r'r""xsing@cos® — 4rr'r” sin®@ + 2rr
4r2Pp2

sin®¢ + 8r?r + 2r’ sin*g

2///

2r?r'k? sin?cos?0 — (2rr'x — r?«k’) sin3@cos® + 5r?r

r''ksingcoso
Hs = 2r2p2

N —2rr'r" sin@ + 4r?r'r’"?

2r2pz

+ r’ sin*g

olarak elde edilir. Ortalama egriligin 6 ya gore tirevi de,

N (—2rksingsin®) (—2r?r"” — 2r?k singcos0 + 2r sin?)
0~ 4r2p?
rr’’ + 2rksin@cos® — sin?@)(2r?ksingsin
2rr’" + 2rksi 0 in?@)(2r?xsi in®
4r2Pp2
_4r’r"xsingsin® + 4r°k? sin®psingsin® — 4r%« sin’ @sin®
0 4r2p2

4r3 ""ksingsin® + 4r3k? sin?@sin@cosd — 2r?x sin3@sind
4r2P?

2r?k sin3psin®  « sin3sin®

Ho = — =
0 4r2Pp2 2p2

olarak bulunur.
Yukarida elde edilen bagmtilar1 Lemma 3.2 denkleminde n = 2 olacak sekilde yerine

yazildiginda,
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1

AG = S{(r?Q% + P? + R*)cos@ + 2x5(g822Hs — 812He)}T
811822 — (812)
N 1 { (r?2Q? + P? + R?)sin¢cosH }
811822 — (812)? (+2(x2(g22Hs — g12Hp) + xg(—812Hs + 811He)
1 (r?Q? + P? + R?)sin¢sin®
+ 2 3 1 B
811822 — (812)% (+2(x5(g22Hs — g12He) + xg(—g12Hs + g11Hop)
dir.
(g22Hs — g12Hp) = U, (—g2Hs +g11He) =V
alinirsa,
AG = T (Dcosg + 2xIU)T
1 . 2 1
+ 552 (Dsingcosd + 2(x2U + x§V) )N
1 . . 3 2
+ Y (Dsm(psme + 2(x5U + XeV))B

elde edilir. Yukaridaki hesaplamalara gore asagidaki sonuglar ve teoremler verilebilir:
Teorem 3.2: Harmonik Gauss doniisiimiine sahip kanal yiizeyi yoktur[18].

Ispat: E3 de M kanal yiizeyinin Gauss doniisiimii harmonik ise, lemma 3.2 den AG = 0 dur.

. 5 . . 2 . r2Q%+P2+R? .
Bu ise ||Ag|l* = 0 ve H nin sabit olmasin1 gerektiririr. ||Ag||* = 0 yani — = 0 ise
bu takdirde P = Q = R = 0 demektir. Bu M nin regiiler olmasi ile gelisir. O halde AG = 0

olamaz. Yani harmonik Gauss doniistimiine sahip kanal yiizeyi yoktur.

Teorem 3.3: Oklid uzay E2 de, M yénlendirilmis kanal yiizeyinin birinci cesit noktasal 1-
tipli Gauss doniisiimiine sahip olmasi igin gerek ve yeter sart ortalama egriliginin sabit
olmasidir. Yani M asagidaki yiizeylerden birisi olur:

1) Katenoid;

ar’+r—c ar? +r cr cr
2)x(s,0) = t4| 1 [—F57—+ ——dr |, coso, sin® ¢,
ar’ +r ar’4+r—c ar+1 ar+1
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olacak sekilde ortalama egriligi sabit ve sifir olmayan donel yiizeydir. Burada a # 0 ve ¢ >

0 sabitleri icin

seklinde bir fonksiyondur [18].

Ispat: Lemma 3.2 den M kanal yiizeyi, sadece ortalama egriligi sabit oldugu durumda birinci
cesit noktasal 1-tipli Gauss doniisiimiine sahip oldugu agiktir. M yiizeyi katenoid ise H = 0
ve H =a(a € R — {0}) oldugu zaman M bir donel ylizeydir. Béylece (3.15) denklemi

_ 2P+ sinq (3.16)
- —rp ¢

olur. Gergekten P = rr”’ + rksing@cos8 — sin?¢ yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,
2P + sin?@ + 2arP =0
2(rr” + rx singcos8 — sin?¢) + sin?@ + 2ar(rr”’ + rx sin@cos® — sin?¢) = 0
2rr"”" + 2rx sin@cos® — 2sin?@ + sin + 2ar?r’ + 2ar?k sing@cos8 — 2arsin?¢ = 0
2rr” (1 + ar) — sin?@(1 + 2ar) + 2rx sing(1 + ar)cos® = 0

elde edilir. Bu ifade cos6 ya gore birinci dereceden bir polinom oldugundan

2rr”’ (1 + ar) — sin?(1 + 2ar) = 0
rksing(1 +ar) =0

elde edilir. Bu denklemde r’ = — cos@ yazilirsa,
2rr’(1+ar) — (1 —r'?)(1+2ar) =0

bulunur. Buradan s ye gore integral alinirsa.

dr_+ ar?2+r—c
ds  —. ar?+r (3.17)
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olur ve burada c > 0 integral alma isleminin sabitidir. Bu takdirde,

ds ar2+r
R [
dr ar?2+r—c
. ar?2+r—c
r=4|———
ar2+r

dir.Bu durumda

12 C
r'=1-—
arc+r
C
2
1—-r'“ = >
ar2 +r
sin?¢ = c
ar2 +r
. cr?
résin®e = —
ar2 +r

_ cr? , cr
rsing = = .
¢ ar?2 +r ar+1

olarak hesaplanir. Eger c(s) = (s,0,0), T = (1,0,0), N = (0,1,0), B = (0,0,1) g6z 6niine

alalim. Bu takdirde M kanal yuzeyinin
x(s,0) = (r(s)cose + s, r(s)singcos0, r(s)singsind).

parametrik denklemini

ar’+r—c ar? +r cr cr
x(s,0) = S| r |————+ ————dr |, coso, sin®
ar?+r ar’+r—c ar+1 ar+1

seklinde ifade edebiliriz.

Sonug 3.2: E3 de, yonlendirilmis kanal yiizeyi M birinci gesit noktasal 1-tipli Gauss

doniistimiine sahip olsun. Bu durumda M nin Gauss doniistimii G olmak Uzere:

B 4a%r? + 4ar + 2

r2

AG

G,(a € R)

dir.
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Ispat: Birinci cesit noktasal 1-tipli Gauss doniisiimiine sahip oldugundan M icin, AG = fG
dir. Bu durumda M bir donel ylzeydir. Buradan t(s) = 0 alabiliriz. Boylece

r’Q* + p2

f=1Agll* = —2pz

denklemi yazilabilir. (3.14) ve (3.16) bize sunu verir:
_ 2P+ sin®@
-~ =2rP
2P + sin?@
—P
P + sin?@
—P
P2 + sin*@ + 2P sin%¢
PZ
2P% + sin*@ + 2P sin?g
p2
4a’r? + 4ar+2 (P + sin?¢g)? + P2 r?2Q? + p?
r? - r2p2 ~ T rzp2

a

z2ar =

2ar+ 1 =

(2ar + 1)% =

(Qar+ 1)?+1=

Boylece

43%r? + 4ar + 2
f= L H
r

elde edilir.

Sonug 3.3: 3-boyutlu Oklid uzay E2 de, M yonlendirilmis kanal yiizeyi birinci gesit noktasal
1-tipli Gauss doniisiimiine sahip olsun. Yizeyin bir dairesel silindir olmasi i¢in gerek ve
yeter sart A # 0 sabit degeri i¢cin AG = AG dir.

Ispat: M yonlendirilmis kanal yiizeyinin AG = AG(A € R — {0}) sagladigim gz niine
alalim.Sonug 2.3 te f yerine A yazilirsa,

4a%r? + 4ar + 2

1'2
olur. a ve A sabit oldugu i¢in r de sabittir. Boylece M bir dairesel silindirdir. Tersi de agiktir.
Simdi f diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve C € E3 sifirdan farkl sabit bir vektdr olmak

uzere AG = f(G + C) sartin1 saglayan kanal yiizeylerini inceleyelim.

Teorem 3.4: M yonlendirilmis kanal yiizeyi, ikinci ¢esit noktasal 1-tipli Gauss doniistimiine

sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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x(s,0) = (r(s)cose + s, r(s)singcosb, r(s)singsind).

parametresiyle verilen kanal yiizeyinin bir donel yiizey olmasidir[18].

Ispat: AG = f(G + C) sartim saglayan M yonlendirilmis kanal yiizeyini goz dniine alalim.

C € E3 vektorunu, C;(i = 1,2,3) ler s nin bir fonksiyonu olmak Uizere,
C=CT+C,N+C;

seklinde alabiliriz.Burada C; = (C, T),C, = (C,N),C; = (C, B) dir. G, AG ve C degerleri

AG = f(G + C) de yerine yazilirsa,

AG

= p2 (Dcosg + 2xiU)T

1

+ r2p2

(Dsingcosd + 2(x2U + x§V) )N

1 i 3 2
+ Y (Dsm(psme + 2(xsU + XeV))B

= f(cos@ + C;)T + f(singcosd + C,)N + f(singsind + C3)B

dir. Boylece
Dcosg + 2x2U = r?P? f(cosg + Cy),
Dsingcos® + 2(x2U + x3V) = r2P? f(singcosd + C,),
Dsingsin® + 2(x3U + x3V = r?P? f(sin¢sin® + C3),

olur. Buradan da asagidakiler elde edilir:
_ Dcose + 2x3U
" 12P2 (cosgp + Cy)’ (3.18)

_ Dsingcos® + 2(x3U + x3V)

r?P2 (singcosd + C;) (3.19)

_ Dsingsin® + 2(x3U + x3V)
~ r2P2(singsin® + C3) (3.20)
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Simdi (3.19) ve (3.20) bagintilarindan ,

D sin?sinBcos + DsingsinOC, + 2Ux3C,

+2U(r’ sin®@sinBcosO + rt sin®@ cos?0 — rr’¢’sing@sinBcos0)

+2V(r sin?¢@ cos?8) + 2Vx3C,

= D sin?@sinBcosO + Dsing@cosOC; + 2UxZC;

+2U(r’ sin?sinBcosO — rr'ksingsin® — rt sin? sin?0 — rr’ ¢’singsinBcos) +

+2V(—r sin?¢ sin?0) + 2Vx§Cy

elde edilir.Burada D = r?Q? + P? + R%? = (P + sin¢)? + P? + RZ esitligi ile denklem ,
2U(rt sin?@ + rr'ksingsin® + x3C, — x2C3) + 2V (rsing + x3C; — x§Cs3)
= sin@(2P? + 2Psin?@ + sin*@ + R?)(C3cos0 — C,sin0)

olarak yazilabilir. (3.2), (3.3), (3.14) bagntilar1 yerine yazilirsa,

2(g,,Hg — g1,Hg) (rT sin?@ + rr'ksingsin® + x3C, — x2C3) + 2 (g;Hg — g12Hy)
(rsin?@ + rsin@cosOC, + rsingsin6Cs)
= sin @ [(rr” + rxsingcos8)? + (rr”’ + rxsingcos® — sin?g)? (3.21)
+(t sin? + r'ksingsin®)?](C;cos® — C,sin0)

olur. (3.2), (3.3), (3.4), (3.5),(3.6) bagmtilarindan (3.21) denklemiyle,
{r4K4sin5q)(2r2 -r'?)C; =0,

rtk*sin®@(2r? — r'?)C, = 0

elde edilir. Simdi M nin bir agik alt kiimesini O = {p € M|k(p) # 0} # @ gdz 6nline alalim.
O uzerinde r = 0 ve sing # 0 olursa, C, = C3 = 0 veya 2r? — r'2 = 0 olur. O halde
(3.21) bagintisinda C, = C3 = 0 yazilirsa,

r?(tsin?@ + r'ksingsin®)? = g, sin®@
ya da
r2(t sin? + r'ksingsin®)?
= [r?(x? sin®@ cos?8 + r'*k? + T 2 sin®@ + @' + 2K @' cosB + 2r'kTsinsing)

—(2rr” + 2rksingcos® — sin?@)] sin?¢
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elde edilir.Yukaridaki denklemde iki tarafin da cos® nin en biiyiik issiiniin katsayilar
karsilagtirihirsa  sin®@ + cos? = 0 elde edilir. Bu ise bir celiskidir. Diger yandan eger
2r2 — r'2 = 0 ise (3.21) denklemi,

s

r'Cs(=2rr'r" sin2g + r2r’”’ sin?@ + 4 r2r' r'’? + r' sin*@) = 0
olarak ifade edilir. Buradan (3.21) bagmtisinda 2r? — r'?2 = 0 alindiginda,
C;(24r* —6r2+1) =10

dir. Agikga goriildiigii gibi (24r* — 6r? + 1) # 0 oldugundan C; = 0 elde edilir. C; = 0
g0z 6nune alinirsa C, = 0 elde edilir ve bu ise O kiimesinin bos oldugu yani k = 0 olur. O
halde M donel yiizeydir.
Simdi c(s) = (s,0,0), T =(1,0,0), N =(0,1,0), B=(0,0,1) yi goz 6niine alalim. Bu
takdirde M yiizeyini,

x(s,0) = (r(s)cos@ + s, r(s)singcos0, r(s)singsind).
seklinde ifade edebiliriz. Buna gore C;(i = 1,2,3) sabittir ve c(s) nin burulma fonksiyonu 0

olur. k = 0 oldugu zaman denklem,

‘o (2P% + 2P sin?@ + sin*@) cos ¢ — 2r? sin®¢ P Hy
r2P2 (cosq + Cy) (3.22)

seklinde olur. Daha sonra

Dsingcos® + 2 r? sin?¢ Hg (r'singcos® — rr’¢’cos)
= r?P?f( sin@cosd + C,),
Dsingsin® + 2 r? sin?¢ Hg (r'singsin® — rr'¢’sin®)
= r?P%f(sin@sin® + Cs),
esitligi elde edilir. Buradar # 0,P # 0 ve f = f(s) oldugu i¢in C, = C; = 0 olur ve
Dsing + 2r? sin Hg (r'sing — rr'@’) = r?P?fsing

denklemi sadelestirilirse asagidaki elde edilir:

(e (2P?% + 2P sin?@ + sin*@) + 2r?H,P cose
r’p? (3.23)

(3.22) ile (3.23) birlikte gdz Oniine alinirsa,
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2r2 HP (1 — Cyr'") + C4(2P? + 2P sin% + sin*@) =0 (3.24)

olur veya (3.16) bagintisinda ile
2P + sin?+2rPH=0
sin?q

2P = —
1+rH

yerine yazildiginda

r?Hg (1 — C;r') = C,(rr'" — 1 + r'*)(2r2H2 + 2rH + 1),
elde edilir. Burada C; sifir olmayan bir sabittir. Ayrica(3.24), (3.23) bagintilari ile de,

—2H,
f =
C,P

olur. f # 0 oldugu i¢in ortalama egriligi sabit olamaz. AG = f(G+ C) de f# 0 ve C; # 0
oldugundan C = (C4,0,0) dir. Buradan da su sonuglar verilebilir:

Sonu¢ 3.4: M yonlendirilmis kanal yiizeyi, ikinci ¢esit noktasal 1-tipli Gauss doniisiimiine
sahip oldugunu kabul edelim. Bdylece ylizeyin Gauss doniisiimii olan G igin,

AG =f(G+ C)
dir. f+ 0, C; # 0 ve C; sabit oldugundan C = (C4, 0,0) olur.

Sonug 3.5: M yonlendirilmis kanal yiizeyi, donel ylizey oldugu durumda ikinci ¢esit noktasal
1-tipli Gauss doniisiimiine sahiptir; yani

x(s,0) = (r(s) + s, r(s)singcos0, r(s)singsin0d)
ile verilen yiizeyin bir donel olmasi igin gerek ve yeter sart sifir olmayan A sabiti ve C sabit
vektoru igin, AG = f(G + C) dir.
Yukarida elde edilen sonuglar ile kanal ylizeyinin yaricap fonksiyonu sabit alinirsa asagidaki
teoremler verilebilir:
Teorem 3.5: Harmonik Gauss doniigiimiine sahip yonlendirilmis tiipler yoktur [18].
Teorem 3.6: Bir yonlendirilmis kanal ylzeyi birinci ¢esit noktasal 1-tipli Gauss
doniistimiine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir dairesel silindir olmasidir [18].
Teorem 3.7: Ikinci gesit noktasal 1-tipli Gauss doniisiimiine veya noktasal 1-tipli (birinci

cesit veya ikinci ¢esit) Gauss doniisiimiine sahip olan yonlendirilmis tiipler yoktur[18].
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Teorem 3.8: ikinci gauss egriligi K; ve ortalama egriligi H olmak iizere, agilabilir

olmayan kanal yiizeyi asagidaki denklemi saglar[15]:

Kpn=H+-——=.
11 +4I‘2P2Q2

Burada R = Y'2_, uy cos® 8 ve uy(k = 0, 1, 2) min katsayilar1 asagidaki gibidir:

2112 : 2
Uy = 2rr’“r’’“sinh?¢ — rk?sinh®q + rr'r’’sinh*@ + r'“r”sinh*¢

+ rr'ktsinh®@sin 0 ;
= rr'2r"’ 3 i 5 el cinhSn:
u, = ksinh3@ + r'?ksinh®@ + rr'x’sinh®@;
u, = rr?sinh®e.
Gauss egriliginin tlirevleri sirasiyla,

2.0

_ (r"" + k'sin@cosd + kcos@sin®) (r’r” + r’ksin@cosd — rsinh?¢) — (r"”

K
s r2(rr’” + rxsingcosd — sin?)?

2 nr

+ 2rr'ksingcosd + r?x’sing@cosd — r2kcos@cosd

ksingcos®)(2rr'r” +r
+
r?(rr’” + rxsingcos6 — sin?)?

—r’ sin?¢ — 2rsingcosg)

r2(rr’” + rksingcosd — sin?)?

(rz 1 /// 2 nr 2 14

r'""ksing@cos® — rr’”’ sin@ +r
s r2p2

K'singcosO + r'kx’sin?@cos?0

2r""kcos@cosh + r?k?sing@cos@cos?0 — rksin?@coscos0)

r2p2

—rk’sin3@cosd + r

ZII 2//

rr'r”? 4+ r2r’'r" + 2rr'r"'ksingcosd + r
B r2p?

K'sing@cos6 + rer'’kcos@cosd

2 nr

2rr r’’singcos@ + 2rr'r" ksingcosd + r’r’"’ksin@cosd + 2rr'k?sin?@cos?0

r2p2
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+12KkK'sin?cos?0 + r’k?sin@cos@cos?0 — r'ksin®@cosd — 2rksin?@cos@cosd
r2p2

1..17

—2rr'k%sin?pcos?0 + (r'k — rk’)sin3@cosd — 5rr'r’'ksin@cosO + r'r’’sin@
r2p2

S

. 2
—rr'""’sin?¢ — 4rr'r"”

r2p2 ’

[(—ksin@sin®) (r’r” + r?ksing@cosd — rsin?@)] — [(r"" + xsin@cosO) (—r?ksingsing)]
BB

Ke=

(—r?r"ksingsin® — r?k?sin?@sinOcosO + rksin3@sin®) — (—r?r" ksingsin® — r?k?sin?@sinOcosO
B r2p?

rksin3gsin®  ksin3@sin®
0 r2p2 rP?

olarak elde edilir. Son olarak, Ky; ikinci gauss egriliginin kismi tiirevleri de sirasiyla,

1 (R a(r2p2Q?)

(K )s = Hs + W{g (r’P?Q?) — RT}'
oR I(r2P2Q?)

(Ki )o = He + m{% (r’P2Q*) — RT}

olarak hesaplanir. Burada,

OR 2 auk Kk
_ — _X 0;
ds Zkzo ds €0s

oR

30> (—2u,sin® + rr'xtsin®@)cos® — u;sinb;
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o(r?pP2Q?) 4+ ovy
— = E —cos' 0;
0s j=0 0s
a(r?P2Q?) 4 :
—_——— = —5j iV -1
70 sin® Ej=1]V] cos’™* 0

dir.
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4. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA KANAL YUZEYLERI

Bu bolimde, Minkowski uzay E3 de bir M kanal ylzeyinin Gauss doniisiimii
hesaplanacaktir. Bu doniisiim yardimiyla kanal yiizeyleri ile ilgili siniflandirmalar

yapilacaktir.

Tamm 4.1: 3-boyutlu Minkowski uzay E; de M kanal ylzeyi, pseudohiperbolik kiire
ailesinin bir zarfidir. {T, N, B} vektor alan1 tigliisii c(s) egrisi lizerindeki Frenet ¢atisidir. M

kanal yiizeyinin parametrik denklemi asagidaki sekilde verilir:
x(s,0) = c(s) + A(s,0)T(s) + u(s,0)N(s) + w(s,0)B(s) (4.1)

Burada A, p ve w s ve 0 nm diferansiyel fonksiyonlaridir ve ||x(s,8) — c(s)||? = er?(s),

(e = £1 veya 0) dir. c(s) egrisi merkez egrisidir ve r(s) yarigap fonksiyonudur[19].

Onerme 4.1: c(s) egrisi yay uzunlugu s ile parametrelestirilmis merkez egrisi ve c(s) egrisi

tizerindeki Frenet ¢atis1 {T, N, B} olmak (izere,

T'(s) = k(s)N(s)

N'(s) = —g;k(s)T(s) + &,T(s)B(s)

B'(s) = t(s)N(s)

yazilabilir. Burada T teget vektor alani, N ve B vektorleri de sirasiyla normal vektor alani,
binormal vektor alanidir. c(s) merkez egrisinin timelike egrisi oldugu durumda €; = ¢, =
—1, c(s) merkez egrisinin birinci tip spacelike egrisi oldugu durumda €; = €, = 1 ve c(s)
merkez egrisinin ikinci tip spacelike egrisi oldugu durumda ¢; = —&, = —1 olarak alinir.
k(s) ile t(s) fonksiyonlari sirasiyla c(s) egrisinin egriligi ve torsiyonu olarak
adlandirilir[13].

c(s) merkez egrisinin birinci ¢esit spacelike egrisi oldugu durumu inceleyelim. Tanim 4.1

de bu degerler,
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A(s) = r(s)r'(s),

u(s,8) = r(s) /1 + r'%(s)sinh#,
(s, 0) = r(s) /1 + r'2(s)cosh®,

yerine yazilirsa birinci gesit spacelike merkez egrisi igin M1l yiizeyinin parametrik
denklemi,

X(s,0) = c(s) + r(s)(r'(s)T + \/T’Z(s)sinheN + \/T’z(s)cosheB)
dir. Burada c(s) egrisinin yay uzunlugu s ile parametrelestirilmis merkez egrisidir ve r'(s) =

sinh dir. Buna gére M1! kanal ylzeyinin parametrik denklemi,
X(s,0) = c(s) + r(s)(sinhOT + cosh@sinhON + cosh@cosh6B) (4.2)

dir. Simdi bu yiizeyi Frenet elemanlari yardimi ile birinci, ikinci temel formlarini ve Gauss
doniisiimiinii hesaplayalim:

dax 4.3
Xs =50 = ¢’ + r'sinh@T + r’cosh@sinh®N + r’ cosh@coshOB + rcosh@'T (43)

+ rsinh@’sinhON + rsinh@@’cosh6B + rsinh@T’
+ rcoshsinhON’ + rcosh@cosh6B’

dir. Onerme 4.1 deki T’, N’, B’ degerleri (4.3) de yerine yazilirsa,
Xs = T(1 + r'sinh@ + rcosh@@’ — rkcosh@sinh8) + N(r’coshsinh6
+ rsinh@@’sinh® + rksinhg + rtcosh@cosh) + B(r' coshgcoshf
+ rsinh@@’cosh6 + rtcosh@sinh0)
seklinde yazilabilir. Burada,
x3 = rr”" + sinh?¢ — rkcoshsinh®

x2 = r'cosh@sinh® + rr’¢’sinh® + rr'x + rrcosh@coshd (4.4)

x3 = r’ cosh@cosh® + rrcosh@sinh® + rr’¢’cosh@

denilirse (4.3) denklemi,
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0x
stgzng + x2N + x3B

seklindedir.

0x

=55 = rcosh@coshON + rcosh@sinh6B

Xg

elde edilir. Burada

xg = rcoshcosh®,

Xg = coshesinh®, (4.5)
denilirse,
0x
Xe=%=XéN + x§B

olarak ifade edilebilir. Yukaridaki (4.4), (4.5) bagintilar1 g6z 6niine alinirsa birinci temel
formun katsayilar1 asagidaki sekilde ifade edilebilir:
E = (X, Xs) = r2@'? + cosh? + r?k?sinh?@ + 2rr” — 2r?k¢’sinh® — 2rxcosh@sinh8
+ r2r'*k%cosh?@ + r2t?cosh?@ + 2r2r'krcoshgcosh®
E = r?(x?cosh?@sinh?6 + r'*k? + @' + t2cosh?@ — 2¢'ksinh® + 2r'ktcoshocoshs)
+ cosh?@ + 2(rr"" — rkcosh@sinh®)
F = (x,,Xg) = rr’cosh?@sinhBcosh® + r?¢’sinhg@coshgsinhBcosh®
+ r2ksinh@cosh@cosh® + r2tcosh?@cosh?0 — (rr’cosh?@sinhBcosh0
+ r?¢'sinh@cosh@sinhBcosh® + r2tcosh?@sinh?0)
F = r?r'kcosh@cosh® + r?tcosh?¢

G = (xg,Xg) = r2cosh?@cosh?0 — r2cosh?@sinh?0 = r?cosh?¢
olur. Buradan
EG — F2 = r*r""? 4 r*k%cosh?@sinh?6 + rZcosh*¢ — 2r*r'"k cosh ¢ sinh 6
— 2r3kcosh3@ sinh 0 + 2r3r" cosh?@

EG — F? = r2(rr”" — rkcoshqsinh® + cosh?)?

olur. Buradan
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lIxs X Xg|| = VEG — F2 = r(rr”" — rkcosh@sinh® + cosh?)

bulunur. Simdi M1! nin G Gauss déniisiimiinii hesaplayalim:

G = Xs X Xg
lIxs X xgll

_ 1’ (rr” — rkcosh@sinh® + cosh?@)T + rcoshsinh8(rr” — rkcoshgsinh® + cosh?@)N
B (rr’" — rkcoshesinh® + coshZ¢)

N rcosh@cosh@(rr’" — rkcosh@sinh® + cosh?@)B

(rr"" — rkcoshgsinh6 + cosh? )

olarak bulunur. $imdi de ikinci temel form i¢in G Gauss doniisiimiiniin s ve 0 ya gore kismi
trevi:
Gg = cosh@@'T + sinh@T’ + sinh@@’sinhON + cosh@sinhON’ + sinh@¢’'cosh6B
+ cosh@cosh6B’
= cosh@@'T + ksinh@N + sinh@@’sinhON — kcosh@sinh8T + tcosh@sinh6B
+ sinh@’cosh®B + tcosh@coshON

= T(r" — xcoshgsinhB) + N(r'k + r’¢'sinh® + tcosh@cosh0)
+ B(tcosh@sinh6 + r'¢’coshb)

Gg = cosh@coshON + rcosh@sinh6B

dir. Yiizeyin ikinci temel formlar1 da asagidaki sekilde hesaplanir:

L = (xs, Gg) = —rr'*k2cosh?6 — rt2cosh?@ — 2rr'ktcosh@coshd — ro’* + rk¢’sinh@®

—r"" + kcosh@sinh® + rk¢’sinh® — rk?sinh?6

. . 2 2
= —r"" + kcosh@sinh8® — rk?cosh?@sinh?0 — rr’“k* — r@’“ — rt’cosh?¢

+ 2r@’ksinh® — 2rr'ktcosh@coshd
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L = (xs, Gg) = —r(k2cosh?¢psinh20 + r'*«k2 4+ ¢’ + 12cosh?p — 2¢'ksinh®
+ 2r'ktcosh@cosh® — (r"" — kcoshsinh0),
M = (xg, Gg) = —rr'kcosh@cosh® — rtcosh?,
N = (xg, Gg) = —(rcosh?@cosh?0 — rcosh?@sinh?@) = —rcosh?¢.

Onerme 4.2 : M1! kanal yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlar1 asagidaki esitlikleri

saglar:
E—P F G
L= , M=—, N=—
—-r —r —r
ve
P, = rr” — rkcoshesinh® + cosh?¢ = rQ; + cosh?¢,
Q; =r"" — xcoshsinh6
almirsa,

EG — F?2 =r?P;?, LN-—M?=—rP,Q,
seklindedir. Yukaridaki bagintilar yerine yazildiginda,

Lo r2(k2cosh?sinh?0 + r'*«k? 4+ ¢’ + t2cosh?¢ — 2¢'ksinh6 + 2r'ktcoshgcosho)

—r

N cosh?@ + 2(rr"” — rkcoshsinh®) — (rr” — rkcosh@sinh® + cosh? )

—r

L = —r(x?cosh?@sinh?6 + r'?k? + @' + t2cosh?@ — 2¢'ksinh® + 2r'ktcosh@coshd)
— (r"" — kcosh@sinh0)
_ r’r'kcosh@cosh® — r’tcosh?@

M= — = —rr'kcosh@cosh® — rrcosh?@

r?cosh?
N = _—r(P = —rcosh?¢
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IN-M2=— . ——
—r —r

E-P, G ( F )2 _EG—-P,G—F? r?P*—Pir’cosh?o
-] r2 r2

= P;(P, — cosh?*¢) = —rP,Q,

olur. Bu durumda Onerme 4.2 yardimryla M1! in gauss egriligi K ile ortalama egriligi H

asagidaki gibi ifade edilebilir:

LN - M? Q. @ (4.6)

= EG_FZ - r2P12 - El

EN—2FM +GL EG—F?+EG—F2—PG _ 2r’P? — r?P,cosh?e

2(EG—F2) 2r2(EG — F2) 2r4p, 2

_ r?P (2P, — cosh?@)  2P; — cosh?@ 4.7
B 2r*p; 2 4 2r?P;

Simdi ise c(s) merkez egrisinin ikinci ¢esit spacelike egrisi oldugu durumu inceleyelim. O
halde (4.1) deki ifadeler,
A(s) = r(s)r'(s)
u(s,0) = r(s)\/r’z(s)coshe
w(s,0) = r(s)\/T’z(s)sinhe

olarak alinirsa M12 kanal ytizeyinin parametrik denklemi:

X(s,0) = c(s) + r(s)(r'(s)T + /1 + r'2(s)coshON + /1 + r'?(s)sinh6B)

seklindedir. Burada c(s) egrisinin yay uzunlugu s ile parametrelestirilmis merkez egrisidir
ve r'(s) = sinhg dir. M2 kanal yiizeyinin yeniden diizenlenmis halde yazilis1 asagidaki
gibidir:

x(s,0) = c(s) + r(s)(sinh@T + cosh@coshON + cosh@sinh6B) (4.8)

Kanal ylizeyini Frenet elemanlar1 yardimi ile, ylizeyin birinci, ikinci temel formlarini ve

Gauss doniigiimiinii hesaplayalim:
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0x
Xs = =— = ¢’ + 1r'sinh@T + r’'cosh@coshON + r’ coshsinh6B + rcosh@@’T

Os (4.9)
+ rsinh@@’coshON + rsinh@@’'sinh6B + rsinhT’

+ rcosh@coshON’ + rcosh@sinh6B’
dir. Onerme 4.1 deki T’, N, B’ degerleri (4.9) de yerine yazilirsa,

Xs = T(1 + r'sinh@ + rcosh@@’ — rkcosh@sinh8®) + N(r’coshsinh6
+ rsinh@@’sinh6 + rksinhe + rtcoshcosh) + B(r' cosh@coshf
+ rsinh@@’cosh6 + rtcosh@sinh0)

seklinde yazilabilir. Burada,

X} = rr"” + cosh?@ — rkcosh@cosh®
x2 = r’coshqcosh® + rr'k + rr’¢’cosh8 + rr'k + rrcoshsinhf (4.10)
x3 = r'’ coshsinh® + rtcosh@cosh® + rr’¢’sinh®

denilirse (4.9) denklemi,

0x
xszgzng + x2N + x3B

dax
Xo =25 = rcosh@sinhON + rcoshqpcosh6B

elde edilir. Burada

Xp = rcosh@sinh®,

X4 = coshecosh8, (4.11)
denilirse,
0x
Xe=%=XéN + x3B

olarak ifade edilebilir. Yukaridaki (4.10), (4.11) numarali bagmntilari géz Oniine alinirsa

birinci temel formun katsayilar asagidaki sekilde ifade edilebilir:
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E = (x,Xs) = r¢@'? + cosh? + r?x%cosh?0 + 2rr"”’ + 2r?x¢’cosh® + 2rkcosh@cosh®

+ r'’k2sinh20 + r2t2cosh?¢ — 2r?r’ktcosh@sinhd

E =r?(¢' + k?cosh?@ + t2cosh?@ + 2¢'kcosh® + t2cosh?@) + 2rr" + cosh?@

+ r'*k2sinh20 — 2r2r'ktcosh@sinh6 + 2rkcoshgcoshd
F = (x5, Xg) = r?tcosh?@ — r?r'kcosh@sinh® = r?(tcosh?¢ — r'xcoshgsinh0)

G = (xg,Xg) = r?cosh?@sinh?0 — r?cosh?@cosh?0 = r?cosh?¢
olur. Buradan
EG — F2 = r*r""? + r*k2cosh?@cosh?0 + r2cosh*@ + 2r*r""kcosh@coshd
+ 2r3xcosh3@ cosh 0 + 2r3r’ cosh?@
EG — F? = r?(rr” + rkcoshgcosh® + cosh?)?

olur. Buradan da,

Ixs X Xg|l = VEG — F2 = r(rr” + rkcosh@cosh® + cosh?)
bulunur.

Simdi M2 nin G Gauss doniisiimiinii hesaplayalim:

G = Xs X Xg
lIxs % x|

—rr'(rr’" + rkcosh@cosh® + cosh?@)T — rcoshqcoshO(rr”’ + rkcoshgcosh® + cosh?¢@)N

r(rr” + rkcosh@cosh® + cosh?@)
rcosh@sinh8(rr” + rkcoshgcosh® + cosh?@)B

r(rr’” + rkcosh@cosh® + cosh?)

Xs X Xp . .
= ———— = —sinh@T — cosh@coshON — cosh@sinh6B
lIxs X gl

olarak bulunur. Simdi de ikinci temel form i¢in G gauss doniisiimiiniin s ye ve 0 ya gore
kismi tiirevi:
Gg = cosh@@'T + sinh@T' + sinh@@’coshON + cosh@coshON’ + sinh@¢’'sinh6B
+ cosh@sinh6B’
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= cosh@@'T — xsinh@N + sinh@@’coshON — kcosh@coshOT — tcosh@cosh6B
— sinh@@’sinhBB + tcosh@sinhON

= T(—r"" — xcosh@sinhB) + N(r'k — r'¢@’cosh6 + tcosh@sinh6)
+ B(—tcosh@coshB — r'¢’sinh®)

Gg = —cosh@sinhON — cosh@cosh6B
Yiizeyin ikinci temel formlar1 da asagidaki sekilde hesaplanir:
L = —(x5, Gg) = —r'*k2sinh?0 — rt2cosh?¢ + 2r'ktcoshgsinh® — r'* — 2rikg’coshd
— 1" + kcosh@cosh® — rk?cosh?6
M = —(Xg, Gs) = rr'kcosh@sinh® — rtcosh?¢

N = —(xg, Gg) = rcosh?@sinh?8 — rcosh?@cosh?06 = —rcosh?.

Onerme 4.3: M2 kanal yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlari asagidaki esitlikleri

saglar:
E—P, F G
L= , M=—, N=—
—r —r —r
ve
P, = rr”’ + rkcoshqcosh® + cosh?¢ = rQ, + cosh?¢,
» = 1" + kcosh@coshd
almirsa,

EG — F2 =r?P,>, LN -—M2=—rP,Q,
dir. Yukaridaki bagintilar yerine yazildiginda,

- (r2¢@’? + cosh?¢ + r?x2cosh?0 + 2rr”’ + 2rkcoshgcosh® + 2rZkq’ cosh®
—r

r’t?cosh?@ + r'?k?sinh?0 — 2r?r’ktcosh@sinh0) — (rr”” + rkcosh@cosh® + cosh?)

—-r
L = —rt?cosh?¢ — r'*k%sinh20 + 2r?r’'ktcosh@sinh® — r¢'* — r'"" — 2rkq’ cosh®

— kcosh@cosh® — rk?cosh?0
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r?(tcosh?¢ — r'xcoshgsinh®
= ( hi — hi ) = —rtcosh?@ + rr'kcosh@sinh0

r?cosh?
N = _—r(P = —rcosh?@

LN-M2=—2.—
—r —r

E-P, G ( F )2 _EG—P,G—F? r?P,® — Pr’cosh?q
-] r2 - r2

= P,(P; — cosh?@) = —rP,Q,

olur. Bu durumda Onerme 4.3 yardimryla M2 kanal yiizeyinin K gauss egriligi ve H

ortalama egriligi sirasiyla asagidaki gibi ifade edilebilir:

K _ LN - MZ . rpz(@z _ @2 (4.12)
~ EG—F2 r2p?2 1P,

EN—2FM +GL _ EG — F2 + EG — F2 — P,G _ 2r?P,? — r?P,cosh?¢
2(EG—F2) 2r2(EG — F?) B 2r4p,?
_ 1?P,(2P, — cosh’@) 2P, — cosh®¢ (4.13)
B 2r*p,” Bl 2r?P,

Teorem 4.1: M1 ve M12 kanal yuizeylerinin Gauss egriligi K , ortalama egriligi H olmak

uzere,

bagntisi vardir[22].
Ispat: M1 kanal yiizeyi icin (4.6) ve (4.7) bagmtilari kullanilarak teorem ispatlanir.
Teorem 4.2: M11(M12) kanal yiizeyinin agilabilir bir yiizey olmast icin, dairesel bir

silindirin veya dairesel bir koninin bir parc¢asina esdeger olmalidir[20].

Ispat: M! kanal yiizeyi acilabilir ise K = 0 olmalidir. Bu nedenle (4.6) bagintis ile,
r"" — kcosh@sinh6 = 0
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olur.Buradanr” = 0 ve x = 0 dir. ¢, Ve c, sabit olmak tizere r(s) = ¢;s + c, dir. M1! kanal

yliizeyi sirastyla dairesel bir silindir(c; = 0) veya dairesel bir koni(c; # 0) olur.
Teorem 4.3: M11(M12) kanal yiizeyi minimal ise,
x(s, 0) = (r(s)(sinh@(s) + s, r(s)cosh(s)sinh6, r(s)coshe(s)cosh)
olacak sekilde bir donel ylizeyin pargasidir[20].
Ispat: M11(M12) kanal yiizeyi minimal ise H = 0 olmalidir. (4.7) bagintist ile,
2P, — cosh?¢@ =0
elde edilir. Buradan,

2rr"" — 2rkcosh@sinh® + cosh? = 0

olur. Boylece rkcoshg =0 ve 2rr” + cosh?@ = 0 elde edilir. r# 0, coshg # 0

oldugundan x = 0 ve M11 bir donel ytizeydir. 2rr”” + cosh?¢@ = 0 denklemi ¢oziildiigiinde

’ r
s=czij C_rdr, (cg >r1,c0 ER)
1

elde edilir. Tersi de agiktir.

c(s) merkez egrisinin timelike egrisi oldugu durumu inceleyelim. O halde Tanim 4.1 de,

A(s) = r(s)r'(s)

u(s,8) = r(s) /r’z(s) — 1cos6
w(s,0) =r(s) ’r’z(s) — 1sin®

degerleri yerine yazilirsa M2 y(izeyinin parametrik denklemi,

X(s,0) = c(s) + r(s)(—r'(s)T + ’r’z(s) — 1cosON + ’r’z(s) — 1sin6B)

seklindedir. Burada c(s) egrisinin yay uzunlugu s ile parametrelestirilmis merkez egrisidir

ve —1'(s) = cosh ¢ dir. Buna gore M2 kanal yiizeyinin parametrik denklemi,
X(s,0) = c(s) + r(s)(cosheT + sinh@cosON + sinhsin6B) (4.14)

dir. Simdi bu yizeyi Frenet elemanlari yardimu ile birinci, ikinci temel formlarini ve gauss

dontistimiini hesaplayalim:
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dx (4.15)

Xs =50 = ¢’ + r'cosh@T + r'sinh@cosON + r’ sinhgsinOB + rsinh@@’'T

+ rcosh@’cosbN + rcosh@@’sin6B + rcosheT’
+ rsinhqcosON’ + rsinh@sin6B’

dir. Onerme 4.1 deki T', N, B’ degerleri (4.15) de yerine yazilirsa,

Xs = T(1 + r'coshg + rsinh@@’ — rksinh@cos0) + N(r'sinh@cosb + rcosh@@’cosd
+ rkcosh + rtsinh@sin®) + B(r’ sinhgsin® + rcosh@@’sin6

— rtsinhgcos0)
seklinde yazilabilir.
x3 = —rr” — sinh?@ + rksinh@cos
x2 = r'sinh@cosB — rr’¢’cos® — rr'k + rrsinh¢sin® (4.16)

x3 = r’ sinhgsin® — rtsinh@cos® — rr'¢’sind

denilirse (4.15) denklemi,
ox

Xg =%=XéT + x2N + x3B
0x
Xg = 30~ —rsinh@sinBN + rsinh@cos6B
denklemi elde edilir. Burada
Xg = —rsinhqsin®,
X4 = rsinhqcos6, (4.17)
denilirse,
ax
xezﬁzxéN + X%B

olarak ifade edilebilir. Yukaridaki (4.16), (4.17) numarali bagintilar géz Oniine alinirsa

birinci temel formun katsayilar asagidaki ifade edilebilir:
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E = (x5, Xs) = r2@'? + sinh?@ + r’k?cos?0 + 2rr’’ — 2rk¢’cos® — 2rksinhgcos0

+ r2r'°k2sinh2¢@ + r2t2sinh?¢ + 2r2r'ktsinhgsin®
F = r?r'ksinh@sin® + r?tsinh?¢

G = (xg,Xg) = r?sinh?@sin?0 — r?sinh?@cos?0 = r?sinh?¢
olur. Buradan
EG — F2 = r*r""? 4 r*k2sinh?@cos20 + r2sinh*¢ — 2r*r" ksinh@cosd
— 2r3ksinh3@ cos 8 + 2r3r”’sinh?¢

EG — F? = r2(rr” — rksinh@cos6 + sinh?)?

olur. Boylece,
Ixs X Xgl| = VEG — F2 = r(rr”" — rksinh@cos6 + sinh?@)
bulunur.

Simdi M2 nin G Gauss déniisiimiinii hesaplayalim:

| Xg X Xg

lIxs X Xl

rr’ (rr”’ — rxsinhgcos® + sinh?@)T — rsinh@cosO(rr’’ — rksinhgcosd + sinh?@)N
- r(rr’” — rksinh@cos6 + sinh?@)

__ rsinh@sin®(rr"” — rksinhgcosb + cosh?)B

r(rr” — rxsinhgcosO + sinh?¢)
veya

Xs X Xp . . .
= ———— = —cosh@T — sinh@cosON — sinh@sin6B
lIxs X Xell

olarak bulunur. Simdi de ikinci temel form i¢in G gauss doniisiimiiniin s ye ve 0 ya gore
kismi tiirevi:
Gg = —sinh@@'T — cosh@T' — cosh@@’'cosON — sinh@cosON’ — cosh@@’sin6B
— sinhsin6B’
= —sinh@@'T — kcosh@N — cosh@@'cosON — ksinh@cosOT + tsinh@cosOB
— cosh@@'sin6B — tsinh@sinON
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Gg = sinh@sinON — sinh@cos6B
dir. Yuzeyin ikinci temel formlar1 da asagidaki sekilde hesaplanir:

. : 2
L = —(xg, Gg) = —r"" + ksinh@cos® — rr'?k?sin?0 — rk?cos?0 — rq’

— rt?sinh?¢ + 2r¢’kcos® — 2rr'ktsinhsin®
M = —(Xg, Gs) = —rr'ksinhgsin® — rtsinh?¢
N = —(xg, Gg) = —(rsinh?@sin?0 — rsinh?@cos?0) = —rsinh?¢.

Onerme 4.4 : M2 kanal yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlar1 asagidaki esitlikleri

saglar:

ve
P; = rr” — rksinh@cos0 + sinh?¢@ = rQ; + sinh?¢,
Q3 =r"" — ksinhcosb
alinirsa
EG — F2 = r?P,%, LN —M? = r?P,Q,
olur. Yukaridaki esitlikler yerine yazildiginda,

Lo r?(k2cos20 + r'°k2sin?0 + ¢’ + t2sinh%@ — 2¢'k cos B + 2r'kt sinh ¢ sin 0)

—r

N sinh?@ + 2(rr” — rxsinh@cos®) — (rr’" — rksinh@cos® + sinh?)

—r

2 . 2 5.
L= —r@ " — rk?cos?8 + 2r¢@'x cos ® — rtsinh?¢ — rr’“k?sin?0

— 2rr'ktsinh@sin® — (r"” — ksinh@cos0)

r’r’ksinh@sin® + r?tsinh?¢ _ _ _—
M= . = —rr'ksinh@sin® — rtsinh“¢
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r?sinh?
N = _—r(p = —rsinh?¢@

IN-M2=—2.—
—r —r

E-P;, G ( F )2 _ EG—P;G—F? r?P,* — Pyr¥sinh?
-] r2 - r2

= P3(P; — sinh®@) = rP;Q;

esitlikleri saglanmigtir.Onerme 4.4 yardimiyla M2 nin Gauss egriligi K ile ortalama egriligi

H igin,

_LN-M? rPQs  Q (4.18)

= EG_F2 - I‘ZP32 - Eﬂ

EN—2FM +GL EG—F?+EG—F2— PG _ 2r’Py” — r?Pysinh?¢

2(EG—F2) 2r2(EG — F2) 2r*p,”

_ 1?P3(2P; — cosh’@) _ 2P; — sinh?@ (4.19)
B 2r4p;2 B 2r?P;

bagmtilar: verilebilir.

Teorem 4.4 : M2 nin Gauss egriligi K , ortalama egriligi H arasinda,

=3 ()
—er

bagntisi vardir[20].
Ispat: M2 kanal yiizeyi icin (4.18) ve (4.19) bagintilar1 kullanilarak, teorem ispatlanur.

Sonug 4.1: M2 kanal yiizeyi, sifirdan farkli sabit gauss egriligi olan bir kanal yiizeyi olsun.

O halde pozitif sabit gauss egriligi olan bir donel yiizey parametrik denklemi,
x(s,0) = (r(s)sinh(s)sin®, r(s)sinh@(s)cosO, r(s)cosh(s) + s),

burada r(s) igin,
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dir.
Boylece asagidaki sonug ve teoremleri verilebilir:
Sonug 4.2: M2 kanal yiizeyinin sifirdan farkl sabit ortalama egriligine sahip degildir.
Teorem 4.5: M2 kanal yiizeyi bir dairesel koni ise, agilabilir bir yiizeydir[20].
Ispat: M2 kanal yiizeyi agilaniir ise, K = 0 olmalidir. (4.18) bagntisi ile Q; = 0 elde
edilir. Daha sonra buradan,

r"" — xsinh@cosd = 0
olur. Buradan r”" = 0 ve x = 0 dir. ¢; Ve c, sabit olmak Uzere r(s) = c;s + ¢, dir. Eger
lc;| < 1 olursa denklemi bir geliski ifade eder. Bu nedenle, M2 kanal yiizeyi bir dairesel
koni(]c;| > 1) olur.

Teorem 4.6: Asagidaki M2 kanal ylizeyi minimal ise,
x(s, 0) = (r(s)(sinh@(s)sin®, r(s)sinh(s)cosH, r(s)cosh@(s + s)

olacak sekilde bir donel yiizeyin pargasidir.Buradaki r(s) igin,

, r
s=czij C_rdr, (cg >r1,c5 ER)
1

Simdi de c(s) merkez egrisinin null tipinde spacelike egrisi oldugu durumu inceleyelim. O

halde Tanim 4.1 de,

saglanir[20].

A(s) = r(s)r'(s) (4.20)
2u(s, 0)w(s,8) = —r2(s)(1 + r'%(s))

degerleri yerine yazilirsa M3 ylizeyinin parametrik denklemi,
X(s,0) = c(s) + r(s)r'(s)T + u(s,0)N + w(s, 6)B (4.21)

ile verilir. Simdi bu ylzeyi Frenet elemanlar1 yardimi ile birinci, ikinci temel formlarint ve

gauss dontlistimiinii hesaplayalim:
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0x
Xs = oo = ¢ 4+ T +rr"T+rr'T + uN + uN’ + 0B + 0B’

(4.22)

dir. T, N, B’ degerleri (4.22) de yerine yazilirsa,
Xg = T(l N w) + N(r' + p+ px) + B(ws — wk)
seklinde yazilabilir.

U,(s,0) =1+ r'? 4’ — W,
Vi(s,0) =11 + p+ pk, (4.23)
W, (s,0) = wg — wk

denilirse (4.22) denklemi,
Xg = Ul(S, G)T + Vl(S, G)N + W1(S, G)B
elde edilir. (4.20) numarali bagintidan

g = HWg
o= ——
® (4.24)
—11'(U; + ) — pwg
Hs = o
denilirse,
Xg = LleN + (DeB (425)

olarak ifade edilebilir. Yukaridaki (4.23), (4.25) numarali bagintilar géz Oniine alinirsa

birinci temel formun katsayilari asagidaki ifade edilebilir:

E=U?4+V,W, + VW, = U;% + 2V, W,,

F=pgW; + weVy,

G = 2|,le(.l)e.
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Buradan

2, 217 2
r<wg-U;
2 _
EG—F Y —
olur. M3 Un G Gauss doniisiimii:
Xs X Xg 1
=m=—;(rrT+uN+wB
S

olarak bulunur. Simdi de ikinci temel form i¢in G gauss doniigiimiiniin s ve 0 ya gore kismi

trevi:

1
Gs=;3{0ﬂ2—rU1+rTF+(ﬂu—rVJN4-@%0—F“ﬁﬁﬂ'

1
Go = —— (N + woB)
dir. Yuzeyin ikinci temel formlar1 da asagidaki sekilde hesaplanir:

1
Lz;ﬂhz—U1+2%Mh)

M = 28 (Y, — uW,)
_oorwl Hli

21 W
N = Ho e_
r

Onerme 4.5 : M13 kanal yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlar1 asagidaki esitlikleri

saglar:
E-U; F G
L= , M=-, N=-
r r r
ve
Y, =1+r?*-U; =w—r1r"
alinirsa,
2,5 2772 2
U we“U; Y.
EG-F2=—"—1, LN-M2=-——11
N )
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olur. Yukaridaki esitlikler yerine yazildiginda,

Lo U, + 2V, W, — Uy

1
== (U2 = Uy + 2V, W),

saglandig1 goriiliir. Onerme 4.5 yardimiyla M3 (in Gauss egriligi K ile ortalama egriligi H

icin agagidaki bagmtilar verilebilir.

CLN-M? Y, (4.26)

K - - )
EG—-F? r2U,

EN-2FM+GL Y, - U,
2(EG—F2)  2rU; ° (4.27)

Son olarak c(s) merkez egrisinin null egrisi oldugu durumu inceleyelim. O halde Tanim
4.1 de,

w(s) = r(s)r'(s), (4.28)
2)(s, 8)r(s)r'(s) + p2(s,0) = —r2(s)

degerleri yerine yazilirsa M3 yiizeyinin parametrik denklemi,

x(s,0) = c(s) + A(s,0)T + u(s, 0N + r(s)r'(s)B (4.29)
dir.
Onerme 4.6 : M2 kanal yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlar1 asagidaki esitlikleri
saglar:
E—-W, F G
L= , M=-, N=-
r r r
ve
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r2)g*W,2 Ao’ W, Y.
EG—F2=#, LN—M2=—9—222
W i

burada

2 2
W,=rr"—r""—pn, Y,=W,—1r""=rr"—pn

seklindedir. Bu esitlikler Onerme 4.5 deki gibi saglanmaktadir.
Boylece Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H sirasiyla asagidaki gibidir:

_LN-M? Y, (4.30)

~ EG—-F2 r2u,

EN-2FM+GL Y, - U,
2(EG—F2) — 2rU; ° (4.31)

Teorem 4.7 : M3 (in Gauss egriligi K ile ortalama egriligi H arasinda,

=3 (ke —3)
2 r r

bagintist vardir[20].
Ispat: M2 kanal yiizeyi icin (4.30) ve (4.31) bagintilar1 kullanilarak, teorem ispatlanur.

66



KAYNAKCA

[1] Do Carmo, M.P. (1976). Differential geometry of curves and surfaces, Prentice-Hall,

Inc., Englewood Cliffs, N.J., translated from the Portuguese.

[2] Hacisalihoglu, H.H. (2000). Diferensiyel Geometri, ciltCilt I,11, Ankara Universitesi,

Fen Fakiiltesi Yayinlari.

[3] Kuihnel, W. (2006). Differential geometry : curves - surfaces - manifolds, American
Mathematical Society, Providence, R.1.

[4] O’Neill, B. (2006). Elementary differential geometry, Elsevier Academic Press,
Amsterdam Boston.

[5] Hacisalihoglu, H.H. (1994). Diferensiyel Geometri. (2.Cilt, 2.Baski). Ankara
Universitesi Fen Fakiiltesi Yaymevi, Ankara, Tiirkiye.

[6] Gray, A. (1998). Modern Differential Geometry of Curves and Surfaces with
Mathematica. Second ed. CrcPress, 1053 p.,USA

[7] Hacisalihoglu, H.H. (2005). 2 ve 3 Boyutlu Uzaylarda Analitik Geometri. Ankara
Universitesi Fen Fakiiltesi, 453 s., Ankara.

[8] O’Neill, B. (2006). Elementary Diferential Geometry. Revised second ed. Academic
Press, 503 p.,USA.

[9] Greub, W. H. (1981). Linear Algebra, New York Heidelberg Berlin.

[10] Sodsiri, W. (2005). Ruled surfaces of weingarten type in minkowski 3-space (Doktora

Tezi).Katholieke University Leuven Belgium.

[11] Gunter, A. (1994).Canal surface versus normal ringedsurface, CAGD, 11, 475-476.
[12] Johnstone. (1993). A new intersection algorihm of cylides and swept surface using
circle decomposition CAGD 11, 1-24.

[13] Kim, Y.H., Liu, H., & Qian, J. (2016). Some characterizations of canal surfaces.
Bulletin of the Korean Mathematical Society, 53(2), 461-477.

[14] Gross, A. (1994). Analyzing generalized tubes. Spie, 422-433.

[15] Chen, B.-Y., Piccinni, P. (1987). Submanifolds with finite type Gauss map. Bull. Aust.
Math. Soc. 35, 161-186

[16] Dursun, U. (2007). Hypersurfaces with pointwise 1-type Gauss map. Taiwan. J. Math.
11, 1407-1416

67



[17] Kim, Y.H., Turgay, N.C. (2013).Classification of helicoidal surfaces with L1-pointwise
1-type Gauss map. Bull. Korean Math. Soc. 50, 1345-1356

[18] Qian, J., & Kim, Y. H. (2018). Some Classification of Canal Surfaces with the Gauss
Map. Bulletin of the Malaysian Mathematical Sciences Society, 42(6), 3261 -3272.

[19] Fu, X., Jung, S. D., Qian, J., & Su, M. (2019). Geometric characterizations of canal
surfaces in Minkowski 3-space I. Bulletin of the Korean Mathematical Society, 56(4), 867-
883.

[20] Qian, J., Su, M., Fu, X., & Jung, S. D. (2019). Geometric characterizations of canal
surfaces in Minkowski 3-space Il. Mathematics, 7(8), 703

68



OZGECMIS

Ad-Soyad : Hilal SAHIN

OGRENIM DURUMU

« Lisans : 2018, Inonii Universitesi, Egitim Fakiltesi, ilkdgretim Matematik
Ogretmenligi

69





