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TESEKKUR VE ONSOZ

Yiiksek lisans tezimin konusunun belirlenmesinde, arastirma asamasinda ve tamamlanma
siirecinde bana yardimci olan tez danismanim Sayin Do¢. Dr. Cumali YILDIRIM’ a bana
ayirdig1 zaman ve sagladig1 destek i¢in tesekkiirlerimi sunarim.

Egitim-6gretim hayatimda maddi ve manevi desteklerini benden esirgemeyen yiiksek lisans
tez asamasinda gostermis olduklar1 anlayis i¢in aileme minnettarim.



ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Hemen Hemen Hermityen Submersiyonlar ” baglikli bu
calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykiri diisecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan
yazildi@ina ve yararlandi@im biitiin kaynaklarin hem metin icinde hem de kaynakcada
yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Ayse ERDOGAN
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Yiiksek lisans tezi olarak sunulan bu calisma begs boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliim girig kismudir ve bu boliimde konuyla ilgili daha 6nce yapilan ¢alismalardan
bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, tez boyunca diger boliimlerde kullanilacak olan temel kavramlar, Riemann
manifoldlar1 ve kompleks manifoldlar verilmistir.

Uciincii boliimde, Riemann submersiyon geometrisi sunulmus olup ilk olarak O’Neill
tarafindan tanimlanan 7 ve A tensorleri tanitilmakta ve bu tensorlerin genel o6zellikleri,
geometrik anlamlar1 ve bu tensorler tizerindeki kovaryant tiirevleri incelenmektedir.

Dordiincii  bolimde, Hermityen manifold, hemen hemen Hermityen manifold ve
altmanifoldlar verildikten sonra hemen hemen Hermityen submersiyonlar incelenmistir. Daha
sonra Hermityen submersiyonlar ile Riemann submersiyonlarin temel tensorlerle iligkisi
incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Rieman manifold, temel tensorler, kovaryant tiirev, Riemann
submersiyon, hemen hemen Hermityen submersiyon
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The first chapter is the introduction and this chapter mentions previous work in the subject.

In the second chapter, the basic concepts, Riemannian manifolds and complex manifolds
that will be used in the other chapters throughout the sciencethesis are given.

In the third chapter, Riemannian submersion geometry is presented, firstly 7 and A tensors
defined by O’Neill are introduced and their general properties, geometric meanings and
covariant derivatives of these tensors are examined.

In the fourth chapter, the Hermitian manifold and its almost Hermitian and submanifolds
are examined. Then, the relationship of almost Hermitian submersions with the basic tensors of
Riemannian submersions was studied.
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submersions

vi



1. GIRIS

Manifoldlar teorisinde manifoldlarin geometrisini incelemede en sik kullanilan yontem iki
manifold arasinda uygun bir doniisiim tanimlamaktir. Bu tiir doniisiimler arasinda en 6nemlileri
immersiyonlar ve en ¢ok caligsma alani bulan submersiyonlardir. Submersiyonun kelime anlami
bir seyi tamamen saklamak ya da ortmektir. Fakat geometrideki anlami bir manifolddan bagka

bir manifolda uygun doniisiimlerle bazi yapilar1 aktarmaktir.

Riemann submersiyonlar ile ilgili calismalar O’Neill tarafindan 1966 yilindaki makalesi
ile baglatildi [1]. Bu makalede immersiyonlardaki ikinci temel form ve sekil operatoriine
karsilik, Riemann submersiyonlar i¢cin O’Neill tensorleri olarak adlandirilan 77 ve A temel
tensorleri tanimlandiktan sonra incelenmigtir. Bunlara ek olarak iki manifold arasindaki

submersiyonlardan yararlanarak egrilikleri karsilastirilmigtir.

Submersiyonlarla ilgili ¢alismalardan sonra, kompleks durumda iki hemen hemen
Hermityen manifold arasindaki holomorfik submersiyon kavrami 1976 yilinda B. Watson
tarafindan tanimlanmis ve calisilmigtir [2]. Watson hemen hemen Hermityen submersiyonda
total manifold iizerindeki kompleks yapiy1 taban manifoldu iizerine tasidigimi gosterdi. Elde
edilen bu sonu¢ keyfi olarak alinan bir hemen hemen Hermityen manifold iizerinde bu tiir

yapilar1 olusturmak i¢in Riemann submersiyon kavraminin kullanigh oldugunu gosterdi.

21. ylizyilin ikinci yarisindan itibaren manifoldlar teorisi biiylik bir gelisme gostermistir.
Manifoldlarin farkli 6zelliklerini ortaya c¢ikaran doniisiimlerden en ¢ok caligma alani bulan
submersiyon kavrami basta matematik ve fizik olmak {iizere, bir¢ok bilim dalinda uygulama

alan1 bulmustur.

Bu tezde ikinci ve iiclincii boliimde dordiincii boliimde kullanacagimiz temel kavramlar,
Riemann manifoldlar, kompleks manifoldlar ve Riemann submersiyonlar tanimlanmis ve
incelenmistir. Iki alt boliimden olusan dordiincii boliimde, birinci alt boliimde hemen hemen
Hermityen manifoldlar tamimlanmig ve bazi smiflar1 verilmisti. Hemen hemen Hermityen
manifold ile altmanifoldlarinin 7' konfigiirasyon tensorii ile olan baglantis1 agiklanmustir.
Ikinci altbolimde hemen hemen Hermityen submersiyonlar ve yapilar1 tanimlandiktan sonra
Hermityen submersiyonlar ile Riemann submersiyonlarin 7" ve A temel tensorleri ile olan iligkisi
incelenmigtir. Bu yiiksek lisans tezi ile ilgili amacimiz bu alanda temel tanim ve sonuclari
kavratmak, literatiire katki saglamak ve son olarak daha sonraki arastirmacilara onemli bir

kaynak olusturmaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 2.0.1. M bir diferensiyellenebir manifold ve p € M icin

Vp:C”(M,R) >R
f=Vp(f) = i:lea—xl_!p

doniisiimii icin A, L € R, Vf, g € C*(M,R) olmak iizere

1. Vy(Af+ug)=AV,(p)+ uv,(g) (Lineerlik)

2. Vy(f-g) =Vp(f)elp)+f(p)Vy (g) (Leibniz kurali)

Vp doniisiimii yukaridaki ozellikleri sagliyorsa bu doniisiime p noktasimin M manifoldu

lizerindeki tanjant vektorii denir [3].

Tamm 2.0.2. M diferensiyellenebilir manifoldunun p € M icin tanjant vektorler kiimesini
TP(M) = {Vp :C” (M,R) — R}

ile tamumlayalim. Bu kiime A € R, Vf € C* (M,R) olmak iizere

(—|—) : TP(M) X TP(M) — TP(M)
(Vp,Up) —)VP+UPIC°°(M,R) —R

(Vp‘l‘Up)[f] :Vp[f]‘l‘Up[f]

() : RXT, (M) — T, (M)
(A, V) = AV,
oyle ki, f € C=(M,R) — R icin
(AVp) (f) = AV, (f)

ozelliklerini saglar ise yani; toplama ve skalerle carpma islemleriyle tamimlanan M

manifoldunun p noktasindaki T,(M) vektor uzayina tanjant uzayi denir [3].



Tamm 2.0.3. M manifoldu difererensiyellenebilir olsun. M manifoldunda tanimlanan
X:M— |JT,(M)
pEM
X diferensiyellenebilir doniisiimiine vektor alant denir. M manifoldunun diferensiyellenebilir
biitiin vektor alanlarimin kiimesi (M) ile gosterilir. Tanjant vektorler ile vektor alaninin
baglantist bize vektor alanimin da C*(M,R) ile baglantili oldugunu gosterir. Bu baglanti ise

X exM), feC?(M,R) ve p e M olmak iizere

(X1)(p) =Xp(f)
seklindedir [4].

Tammm 2.0.4. M ve N sirasiyla m ve n boyutlu manifoldlar ve F : M — N bir doniisiim
olmak iizere, p € M noktasindaki harita (U,E) ve F(p) € N noktasimin komgulugundaki
harita (W,y) olsun. Eger & (U) C R™ den y (W) C R" kiimesine olan yo F o &~ doniigiimii

diferensiyellenebiliyorsa F doniisiimii p € M noktasinda diferensiyellenebilirdir denir [5].

Tanmm 2.0.5. M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve F : M — N diferensiyellenebilir
doniisiim olsun. X € T,(M) ve g € C*(N,R) icin F,,(X) vektoriine karsilik gelen F, :
Ty (M) — Tp(p) (N) doniigiimii F.p(X)(g) = X (goF) esitligini sagliyorsa tiirev doniigiimii
olarak tamimlanir [6].

Sonug 2.0.1. F : M™ — N" diferensiyellenebilir déniisiim olsun. F nin tiirev doniisiimii Fy

ve p € M™olmak iizere, M™ nin ve N" nin sirasiyla tanjant uzaylarmin standart bazlart

d d d J . . e e e e ..
{a—xl\p, “'Wmh” } ve {a—yl]F(p), '“a_y,,|F(P)} olsun. Buna gore F, lineer doniisiimiiniin matrisi,

%| %| %|
ox1 P dxp P oxy |P
%| %| %|
(J*F>p — ox1 P dxp P oxy |P
a.fn | afn | afn |
dx 1P dxp 1P dxpy |P nxm

olur. Bu matrise Jakobiyen matrisi denir [7].

Tanmmm 2.0.6. M diferensiyellenebilir bir manifold ve p € M olmak iizere, T,(M) vektor
uzaymn kotanjant uzayr T, (M) mn elemanlari, T),(M) den R ye lineer doniisiimlerdir. Bu
uzaya M manifoldunun p noktasindaki kotanjant uzay: (dual uzayi) denir. Kotanjant uzayinin
elemanlarina da p noktasindaki kotanjant vektorler denir. M manifoldunun her bir p noktasina
bir dual vektor karsilik getiren doniisiime kotanjant vektor alani (dual vektor alani) veya 1-form

denir [8].



Tanim 2.0.7. F : M — N C* doniisiim olsun. F. : T, (M) — Tg(p,) (N) tiirev doniisiimii olmak
lizere

F* . TF(p) (N*) — Tp (M*)

F, doniistimiiniin duali
F* (0F(p) (Xp) = Op(p) (Fe (X))

ile tanmimlanmir. Bu doniigiime geri cagirma doniisiimii (pull-back map) denir [5].

Onerme 2.0.1. Eger ¢ bir r—form ise

(d(P) <X07X17 Z XOa 5X7 -7Xr)) (201)

r+10<2 (=)™ ¢ ([X, X;] X0y oo Ky ooes Xy on X )

<i<j<r
burada " sembolii, terimin ihmal edildigi anlamina gelir. r = 1 ve r =2 durumlarni X ,Y,Z € y (M)

icin, ¢ bir 1—form ise,

2(de) (X,Y) ={X(9(Y)) =Y (¢ (X)) — ¢ ([X,Y])} (2.0.2)
¢ 2-form ise,
3(d9) =X (9(Y,2))+Y (9 (Z,X))+Z(¢ (X,Y)) (2.0.3)
-9 (X, Y],2) - ¢ ([v,2],.X) - ¢ ([2,X],Y)
seklindedir [9].

Tamm 2.0.8. M ve N C* manifoldlar ve F. : T, (M) — Tg(p,) (N) tiirev doniisiimii olmak iizere,

E.T, (M) min boyutu r ise F., tiirev doniigiimiiniin p noktasindaki ranki r olarak tammlanir [10].

Onerme 2.0.2. M ve N C* manifoldlar: sirastyla m ve n boyutlu ve F,. : T, (M) — Tk (p) (N) tiirev
doniigiimii olsun. Bu durumda ¥ p € M i¢cin rankF' = boyM = m ise F, birebirdir denir [10] .

Tamm 2.0.9. F : M — N bir C* déniisiim olsun. Bu durumda Np € M icin F,,, birebir ise F ye

immersiyon ve M manifolduna da immersed altmanifold denir [10].

Tamm 2.0.10. F : M — N doniisiimii bir immersiyon olsun. Bu durumda F birebir ise F ye

imbedding ve M manifolduna da imbedded altmanifold denir [10].

Tanmm 2.0.11. R nin bir I agik araligindan M manifolduna giden diferensiyellenebilir
bir a : I — M doniisiimiine M manifoldunda bir egri ve Yt € I icin Qy (%) # 0 ise

diferensiyellenebilir egri denir [6].



Tamm 2.0.12. M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde X,Y € x (M) olmak iizere
L1 (M) x x (M) — x (M)

(X,Y) — [X,Y]

oyle ki, Vg € C*(M,R) igin
X, Y]g=X(Yg) —Y(Xg)

seklinde tanimlanan [,] doniigiimiine Lie parantez operatorii denir [6].

Onerme 2.0.3. M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde X,Y,Z € y (M), A, € R ve f,g €
C*(M,R) olmak iizere, Lie parantez operatorii asagidaki ozellikleri saglar:

a) [X,Y]|=—[V,X]

b) [AX +uY,Z] = A[X,Z] +ulY,Z]

o [[X.,Y],Z]+[Y,Z],X]+[[Z,X],Y] = 0 (Jacobi 6zdesligi)

d) [fX,gY] = fg[X,Y]+ fX(g)Y —g¥(f)X [11].

Tamm 2.0.13. F : M — N diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. X vektor alant M manifoldu
ve X, vektor alanmi N manifoldu iizerinde vektor alanlart olmak iizere, p € M icin F, (X) = X, oF

esitliginde X ile X, vektor alanlarina F —bagl vektor alanlari denir [12].

Lemma 2.0.1. F : M — N diferensiyellenebilir doniisiim olmak iizere, X ile X, ve Y ile Y,

F—bagl vektor alanlary ise [X,Y] ile [X.,Y.] F—baghdir [12].

Tamm 2.0.14. M manifoldu iizerinde X bir vektor alani ve @, de 1—parametreli doniisiimlerin
grubu olsun. Eger K tensor alam M iizerinde bir tensor alant ise X vektor alanina gore Lie

tiirevi

1 g
(LxK), = lim~ [Kp — (§K) p]  pEM (2.0.4)
ile tanimlanir, burada @, T (9~ (p)) tensor cebirinden T (p) tensir cebirine izomorfizmadir ve
(@0), = Pdy-1(p)
ile tammhdr [5].

Lemma 2.0.2. M manifoldu iizerinde X bir vektor alant olmak iizere, Ly ifadesi X vektor

alanina gore Lie tiirevi olsun. Buna gore asagidaki esitlikler gecerlidir:

5



1. Lx, T (M) cebirinin bir tiirevidir, yani Lx lineer ve K,K' € T (M) i¢in
Ly (K®K') = (LxK) 2K +K & (LxK')
dur.
2. Ly, tensoriin mertebesini korur, yani Ly (T (M)) C T} (M).
3. Ly ile daraltma operatorii degisimlidir.
4. feC(M,R)icin Lxf =X (f).

5. Y €T (TM) igin
LyY = [X,Y] (2.0.5)

[5].
Tanim 2.0.15. M diferensiyellenebilir manifoldu m—boyutlu ve XY € x (M) olmak iizere
Vg (M) x 2 (M) = 2 (M)

(X,Y) = VxY

doniisiimii Xp = (x1,__Xm) € Ty (M) ve Y = (¥1,...,ym) |pvektor alanty; : M — R, 1 < j <m

icin y; diferensiyellenebilirdir. Bu durumda

Vx¥ =X, 1], -, Xp [ym]
seklinde tanumli ifadeye Y nin X e gore kovaryant tiirevi denir [7].

Tamm 2.0.16. M diferensiyellenebilir bir manifold, X ,Y,Z € y (M) ve f,g € C*(M,R) olmak
lizere

Vix (M) xx(M)—x (M)
(X,Y) — VxY
kovaryant tiirevi V M iizerinde asagidaki ozellikleri sagliyorsa afin veya lineer konneksiyon
denir:
1. Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ,

2. Vigxsgn)Z = fVxZ+gVyZ,



3. Vx (fY)=fVxY+X(f)Y [11].
Tamm 2.0.17. M diferensiyellenebilir bir manifold ve V, M de afin konneksiyon olmak iizere

T:xM)xx(M)— x(M) (2.0.6)

(X,Y) > T(X,Y)=VxY —VyX —[X,Y]
seklinde tanimli (1,2) tipindeki tensor alanina torsiyon tensoriidiir [11].
Tamm 2.0.18. M diferensiyellenebilir bir manifold ve V, M de afin konneksiyon olmak iizere

R:x (M) xx(M)xy(M)—x (M) (2.0.7)

(X, Y, Z) — R (X, Y) Z = vayz — Vyvxz — V[X,Y]Z
seklinde tanumly (1,3) tipindeki tensor alamina egrilik tensoriidiir [11].

Tamm 2.0.19. M diferensiyellenebilir bir manifold ve V, M de afin konneksiyon olmak iizere

T =0 olmast durumunda V afin konneksiyonu torsiyonsuzdur (burulmasiz) denir.
[X,Y] =VxY —VyX
dir. R = 0 olmast durumunda ise M manifoldu flattr (diizlemsel) denir
VixyZ=VxVyZ—VyVxZ
dir [5].
Lemma 2.0.3. M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde X ,Y,Z € y (M) olmak iizere
R(X,Y)Z4+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =0
ozdesligi 1.Bianchi Ozdesligidir [13].

Lemma 2.0.4. M diferensiyellenebilir manifoldu iizerindeki torsiyonsuz konneksiyonu 'V ve R, V

torsiyonsuz konneksiyonunun egrilik tensor alant olsun. Buna gore X,Y,Z € x (M) olmak iizere
(VxR) (Y,Z)+ (VyR)(Z,X)+ (VzR) (X,Y) =0

ozdesligi 2.Bianchi Ozdegligidir [13].



Lemma 2.0.5. M diferensiyellenebilir manifoldu iizerindeki afin konneksiyon V ve T tensor

alani olsun. Buna gire X,Y € x (M) olmak iizere
T(X,Y)=—T(Y,X)
esitligi gecerlidir [13].

Lemma 2.0.6. M diferensiyellenebilir manifoldu iizerindeki afin konneksiyonu V ve R tensor

alani olsun. Buna gore X ,Y,Z € x (M) olmak iizere
R(X,Y)Z=—-R(Y,X)Z
esitligi gecerlidir [13].
Tamm 2.0.20. M m—boyutlu bir manifold olmak iizere, p € M icin
D:M— T, (M)

D, CT,(M), boy(D,)=r

olarak tamml r—boyutlu D, altuzayin karsilik getiren D déniisiimiine distribiisyon (dagilim)

denir. X vektor alani igin X,, € D), ise X vektor alamina D distribiisyonuna aittir denir [10].

Tanim 2.0.21. M m—boyutlu diferensiyellenebilir manifold, D distribiisyonu r—boyutlu ve r <
m olsun. Eger X,Y € I'(D) i¢in [X,Y] € T'(D) ise D distribiisyonuna involutivedir denir [10].

Tamm 2.0.22. M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde D, r-boyutlu bir distribiisyon olsun.
N, M manifoldunun bir altmanifoldu olmak iizere, N altmanifoldunun her p noktasinda D), ile

tanjant uzayt ayni ise N ye D distribiisyonunun integral manifoldu denir. Yani

F:N—M

dir. Burada F immersiyon ve birebir oldugundan imbeddingdir. Ayrica D distribiisyonunun
N altmanifoldunu kapsayan bagka bir integral manifoldu yoksa bu manifolda distribiisyonun

maksimal integral manifoldu veya leaf denir [10].

Teorem 2.0.1. M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde D, r—boyutlu distribiisyon olsun.

Buna gore her involutive distribiisyon integrallenebilirdir [10].



Tanmim 2.0.23. M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde V afin konneksiyon olsun. Buna gore
X,Y € T'(D) olmak iizere
VxY el (D)

ise D distribiisyonuna paraleldir denir [10].

2.1 Riemann Manifoldlari

Tamm 2.1.1. M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde X,Y,Z vektor alanlarinin kiimesi ve
A, 1 € R olmak iizere
g x (M) xx (M) —C”(M,R)

ile tamumli (0,2) tipindeki tensor alam asagidaki sartlart saglvyorsa g bilineer doniisiimiine
Riemann metrigi (metrik tensér) ve Riemann metrigi g ile birlikte (M,g) olarak ifade edilen

manifolda da Riemann manifoldu denir:

1 g(X,Y)=g(¥,X)
2. VXveX #0i¢cing(X,X)>0

3. g(AX +nuY,Z) =g (X,Z)+ug(Y,Z)

(X, AY +uZ) = Ag(X,Y) + g (X.Z) 131,

Tamm 2.1.2. Riemann manifoldu M olmak iizere, X,, € T, (M) tanjant vektoriiniin uzunlugu
[1Xp] = /(X X),,

seklindedir [14].

Tanmm 2.1.3. Riemann manifoldu M ve p € M igin sifirdan farklt Xp,Yp € T, (M) tanjant

vektorleri arasindaki agi 0 olmak iizere
(XpYp) = |[Xp[| [|¥p|] cosb,0<6 <z
seklindedir [14].

Tamm 2.1.4. Riemann manifoldu M nin Riemann metrigi ,) olsun. T vektor alani {([a,b], o)}

atlas ile verilirse a ([a.b]) C M egrisinin yay uzunlugu

|a|2:/ab\/(T(t),T(t))dt, tel

seklindedir [14].



Tamm 2.1.5. M Riemann manifoldu iizerinde V lineer konneksiyon ve her X, Y, Z € x (M) olmak
lizere

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ)
esitliginde V lineer konneksiyonuna metrik konneksiyon (Riemann metrigi) denir [6].

Tammm 2.1.6. M Riemann manifoldu iizerindeki V lineer koneksiyonu asagidaki ozellikleri
sagliyorsa Riemann konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyonu olarak adlandirilir. Buna

gore X, Y.Z € x (M) olmak iizere

1. 'V simetriktir.

[X,Y] =VxY —VyX
2. V Riemann metrigi ile baglantilidir.

X(Y,Z) = (VxY,Z)+(Y,VxZ)

Riemann metriginden

X(Y,Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ) 2.1.1)
Y (Z,X) = (VyZ.X) + (Z,VyX) (2.1.2)
Z(X,Y) = (VzX,Y)+ (X,VzY) (2.1.3)

esitlikleri gecerlidir. Denklem (2.1.1) ve (2.1.2) toplanir ve (2.1.3) ¢tkarili, V nmin simetrik

ozelliginden
{X(Y,2)+Y(Z,X)—Z(X,Y)

22X = X2, v) — (,2),X) — (X.V],2)}

(2.1.4)

esitligi elde edilir ve bu esitlige Koszul formiilii denir [11].

Tammm 2.1.7. Riemann manifoldu M nin U komsulugunda x',...,x" koordinat sistemi ve

koordinat sisteminin belirledigi ortonormal ¢ati alamt {X, ..., X, } olsun.
n
Vx Xj= i_ZIF;kXi
olmak iizere
i’k USR
fonksiyonlarina Christoffel sembolleri denir [14].
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Tamm 2.1.8. M bir Riemann manifoldu olmak iizere
Ky (M) xx (M) xx(M)xx(M)—C"(MR)

(X,Y,U,V) > K(X,Y,U,V)=g(R(X,Y)U,V)

seklinde ifade edilen 4. basamaktan kovaryant tensor M iizerinde Riemann-Christoffel egrilik

tensoriidiir [14].

Teorem 2.1.1. M bir Riemann manifoldu, K Riemann egrilik tensorii ve V Riemann

konneksiyonu olmak iizere, asagidaki esitlikler gecerlidir:

1. K(X,Y,U,V)=—K(Y,X,U,V),
2. K(X,Y,U,V)=—K(X,Y,V,U),
3. K(X,Y,UV)=K(U,V,X,Y) [14].

Tamim 2.1.9. M Riemann manifoldu ve p € M icin T, (M) tanjant uzaymin 2-boyutlu bir altuzayt
M olsun. M nin bir tabami {X,Y } olmak iizere

g(R(X,Y)X,Y)
g(X,X)g(Y,Y)—g(X,Y)Z

K (M) =

seklinde ifade edilen ve reel sayrya karsilik gelen K (M) ye M nin kesit egriligi denir ve K (M)
degeri K (X,Y) ile gosterilir [14].

Teorem 2.1.2. M Riemann manifoldu ve p € M igin T, (M) tanjant uzayimin 2-boyutlu bir

altuzayt M olmak iizere, M nin kesit egriligi K (X,Y) icin asagidaki esitlikler gecerlidir:

1. K(X,Y)=K(Y,X),

2. K(X,Y)=K(AX,uY), A 40,1 £0, A, u € R

3. K(X,Y)=K(X+AY,Y),A€R

4. K(X,Y)=K(AX +puY,aX +BY), AB — po 0 [14].

Tammm 2.1.10. M m—>boyutlu Riemann manifoldu olsun. M iizerindeki ortonormal vektor
alanlari zy, ...,z ve X, Y € x (M) olmak iizere
S:x(M)xyx(M)—C”(M,R)
11



(X,Y) = S(X,Y)=izR(.,X)Y

olarak tamimli (2,0)-mertebeli doniisiim

n

S(X.Y)=Y g(R(z:,X)Y,z)
i=1

olarak ifade edilen tensor alanina Ricci tensorii denir [5].
Tanmm 2.1.11. M m—boyutlu Riemann manifoldu ve p € M noktasindaki tanjant uzay: T, (M)
olsun. x =z, T, (M) de bir birim vektor ve {z1,...,zm—1} ortonormal bir ¢ati ve x ortogonal

olmak iizere

1

Ricy (x) = mZ(R(xyzi)X,Zi% i=1,..,m
7

Ie,. I ,
K(p)= ;ZRZ% (zj) = EZXR (2ir2j) ziszj)s J=1yeem
J ij
kesit egriliklerinin toplamina sirastyla Ricci egriligi ve p noktasindaki skaler egrilik denir [11].

Tanmmm 2.1.12. M, M Riemann manifoldunun altmanifoldu olsun. Buna gére M nin ortalama
egrilik vektor alam

H =Y TgE (2.1.5)
i=1

olarak tamimlanir. Bu tammda {E\,....E,}, x (M) iizerinde ortonormal bazdir. Eger H = 0 ise

n

M, M nin minimal bir altmanifoldu ve T = 0 ise M, M nin tamamen jeodezik altmanifoldudur

[15].

2.2 Kompleks Manifoldlar

Tamm 2.2.1. V bir reel vektor uzayt olmak iizere, V nin komplekslestirilmesi olan V© (C) vektir

uzaywa V nin komplekslegtirilmis uzayt denir. VC iizerinde asagidaki islemleri tammlayabiliriz:

I X+ivev" icin gerek ve yeter sart X,Y €V,
2. X1+ +X+ih) =X1+X+i(1+Y2) (X1,X,Y1,1LeV),
3. (A+in)(X+iY)=AX —uY +i(uX+AY) (X, Y €V, A,u €R) [16].
Tamm 2.2.2. V bir reel vektor uzayi ve I birim doniisiim olsun.
J: V=V

J lineer endomorfizm doniisiimii V iizerinde J> = —I egitligini sagliyorsa J ye bir kompleks yapu
denir [16].
12



V reel vektor uzayi ve J kompleks yapi olsun. Kompleks bir ¢ = A + iy sayisinin V nin X

elemani ile carpimini su sekilde ifade edebiliriz:

X = (A+iu)X = AX + uJX.

O zaman V C (kompleks) iizerinde bir vektor uzayi olur. Bu da V nin reel boyutunun ¢ift
oldugunu gosterir. Tersi durumunda, n-boyutlu kompleks bir V vektor uzayi verildiginde J lineer
endomorfizmi tiim X elemanlari i¢in

JX =iX

olarak tamimlanir ve V reel vektor uzayr 2n-boyutlu olarak gbz Oniine alindifinda V nin

kompleks bir yapis1 J olur [16].

Tanmm 2.2.3. C" = {(zl,...,zn)} ise, burada 7* = x + iy*, (k=1,...,n) R =

{(xl, Xyl ...,y”)} olmak iizere
Jo: R* — R*

Jo (xl,...,x”,y17...,y") = (yl,...7y",—x1,...7—x")

doniigiimii tanumlanabilir. Jo, R*" iizerindeki kanonik kompleks yapi olarak adlandirilir ve
_ 0 I,
w5 0)

JO (xlayl'“?xnayn) = <_y17x1"'7_yn7xn)

matris olarak ifadesi

dir. Kanonik kompleks yapi bazen

seklinde de tanimlanir [16].

0 0 01
. 0O 0 10 . 4
Ornek 2.2.1. Jy) = 0 —10 0 bir kompleks yapt ve X = (x1,x2x3,x4) € R* olmak
-1 0 0 O
iizere J (X) esitligini hesaplarsak
0 0 0 1 X1 X4
. 0 0 1 0 X2 . X3
J(X) = 0 -1 00 x| | —x
-1 0 0 0 X4 —X1

Onerme 2.2.1. V 2n-boyutlu bir reel vektir uzayi ve J, V iizerinde kompleks yapist olsun. Buna
gore {X1,...,Xy } lineer bagimsiz vektorler ise {X1,...,X,,JX1,....,d Xy} V icin bir bazdir [13].
13



Teorem 2.2.1. V 2n-boyutlu bir reel vektor uzayi ve J, V iizerinde kompleks yapist olsun. V nin

bir bazi {X1,....Xn,JX1,...,J Xy, } ise

1 ) — 1 .
Zy = 5 (X —iJXk), Zi = 3 (Xk + iJX)

2

dir: V° nin bir bazi da {Zl,...,Zn,ZL...,Zn} (k=1,...,n) olmak iizere

esitligi gecerlidir [13].

ispat:

olmak tizere

olur. Buradan

elde edilir. Benzer olarak

elde edilir. Boylece denklem (2.2.1) ve (2.2.2) den VC nin iki alt kiimesi

ile ifade edilebilir.

JZy = iZy, IZ = —iZ

1 _ — 1 _
Z =5 (Xi —iJXy) , Zi = 3 (X +iJX;)
J(Zi) = 5 (IXy — i Xy)

(JXi+ iXp)

. G (X, — uxk))

J(Zi) = iZy

| ==

JZ) = —iZ;

yio = {Z cevC.Jz = iZ}

yol = {z cvC:.Jz = —iz}

(2.2.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

Tamm 2.2.4. V reel vektir uzayinin kotanjant uzayr V* in komplekslestirilmisi V*C olmak iizere

ile tammhdr [16].

V*C=w +iwy:V—C, X €V icin
X = (o0 +imm) (X) = @ (X) +im (X)

14
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Teorem 2.2.2. V reel vektor uzayimin kompleks yapisi J olsun. Buna gore V nin kotanjant uzayt

V* olmak iizere

J ViV

© = J* () (X) = 0 (J (X)) (223)

ile tammhdir [16].

Tamim 2.2.5. V reel vektor uzaymin kotanjant uzayr V* n komplekslestirilmisi V*C olsun.
Boylece
J' (o) =io (2.2.6)

ile tamimlanan @ elemanina (1,0) tipli denir ve bu formdaki altuzayi V g ile tanumlanr. V*Cnun
J'(w) =—iw (2.2.7)
ile tanimlanan @ elemanina (0, 1) tipli denir ve bu formdaki altuzay: Vy 1 ile tammlanir [16].

Tammm 2.2.6. C" ile R*" ozdes oldugundan C" 2n—boyutlu bir afin uzay gibi alinabilir. Buna

gore bir p noktasinda C" nin tanjant ve kotanjant uzaylart sirastyla Tgon (p) , Tgou (P)

0 0 d 0
{3_361‘1)’8_)71”7""’8_)6;{"7’8_));{“”} (2.2.8)
ve
{dxllp,dywp,,,,,dxk|p,dyk|p} (2.2.9)

standart bazlarina sahiptir. 75 = x* + iy* olmak iizere

i| _ ! i| _~i|
02" " 2 o oy ”

d 1[40 .0
a—zk|p:§{a—x]<|p+la—yk|p} (2.2.10)

ve

dz*|, = x|, + idy|,

dz|, = dx*|, —idy*|, (2.2.11)
dir. Bu durumda
o (o, 0
oxi'’ ozt oz’
d 2 0
8_yk|p_l{c9_zk|p_8_2k|p} (2.2.12)

15



ve
_1 k —k

dxk]p—i{dz ]p+dz |p}

1

21

i, = 5 {dt), —a), | (2.2.13)

olur. Boylece Tran (p), T;Zn (p) uzaylarimin standart bazlar strastyla
) d d d 1 =1 k =k

{a—zl|p,a—zl|p,..., a—zklp, 8_?k|p} N {dZ |p,dZ |p,dZ |p,dZ |p} dir []0]

Tanmm 2.2.7. Kompleks diizlem C" nin acik bir U altkiimesinde tanimli kompleks degerli

bir fonksiyon f olsun. Eger f(p) = ®(p) +i¥ (p) fonksiyonu reel ve imajiner kisumlart C!
siifindan ise f ye C' sumfindanduwr denir [10].

Tanim 2.2.8. C" nin acik bir U altkiimesinde tanimli kompleks degerli bir fonksiyon f olsun.
Az = Axy + iAyy icin p = zo € D noktasinda

hmf(Zo-l-AZk) —f (Zok)
A—0 AZk

limit degeri her k icin var ve z; ya Axy, Ay, dan bagimsiz ise kompleks degerli f fonksiyonuna
U iizerinde holomorfiktir denir. Bu durumda

o _ow a0 _ v
dxp  dyx dy  Oxy

Cauchy-Riemann denklemlerine sahip oluruz [10].

(2.2.14)

Tamm 2.2.9. M reel 2n—boyutlu Hausdorf uzayr ve {Uq} oc;, M nin agik bir kiimesi olsun. Bu
durumda her p € M icin
Ca:UaCM%WaCCn

homeomorfizmasi var ve Uq NUpg # & olmak iizere
Cap = naon[;l ‘Mg (UaﬂUﬁ) — Na (UamUﬁ)
C[Sa =g Orlo_z1 ‘MNa (Uoch/}) — 1 (UaﬂUB)
doniisiimleri holomorfik ise M ye bir kompleks manifold denir [10].

Tamm 2.2.10. M reel 2n—boyutlu bir kompleks manifold ve {aixk, aiﬂ}? T, (M) nin bir baz

olmak iizere

Jp: Tp (M) = T, (M)
P2 B
P\ox/) Ik

d d

ile tammlanan J doniisiimiine T, (M) iizerinde kompleks yapidir denir [17].
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Tamm 2.2.11. M reel 2n—boyutlu bir kompleks manifoldunun kotanjant uzayr T, (M) olsun.
p € U C M olmak iizere {dx*,dy*} T,y (M) nin bir bazidir. Bu durumda

T T (M) = T (M)

* k\ k
Jp (dx > = —dy
* k\ k
Ty () = dx
ile tamimlanan J* doniisiimiine T, (M) iizerinde kompleks yapidir denir [17].

Tanmmm 2.2.12. M bir manifold ve T, (M), p noktasindaki tanjant uzay olsun. Tp(C (M), T,(M)
tanjant uzaymin komplekslestirilmisidir ve bu uzayin elemanlarina p noktasindaki kompleks

tanjant vektorler denir [18].

Tanmm 2.2.13. M reel 2n—boyutlu bir kompleks manifoldunun tanjat uzay: T, (M) nin
komplekslestirilmisi Tp(C (M) olsun. Tp(C (M) nin bir bazi {a%k, a%k} olmak iizere

J . d
Jp (a—Zk) —la—Zk

J . d
Jp (&—Zk) = —la—zk

ile tamumlanan doniisiime T;C (M) iizerinde bir kompleks yapidir denir [13].

Tanmim 2.2.14. M reel 2n—boyutlu bir kompleks manifold iizerindeki tensor alant J, M nin her
p noktasinda

Jp:Tp (M) — Ty (M)

lineer diniisiimii J*> = —I egitligini saglyorsa J kompleks yaprya T, (M) iizerinde hemen hemen

kompleks yapt denir. (M,J) ikilisine de hemen hemen kompleks manifold denir [18].

0O 0O 0 001
0O O 0 010
Ornek 2.2.2. Jy = 8 8 _01 (1) 8 8 bir kompleks ve X = (x1,X2,X3,X4,X5,Xg) € RO
0O -1 0 0 0O
-1 0 0 000

olmak iizere, J (J (X)) esitligini hesaplayalim:

0 0 0 001\ /x X6
0 0 0 010/ x Xs

o 0o 0o 1o00]lxn]| | x
TX=19 0 1000 || x|~| -
0 -1 0 000 || x v

—1 0 0 00O X6 —X1

17



0O 0 O O0O01 X6 —X1
0O 0 O 010 X5 —Xx3
B 0O 0 O 100 X4 | —x3
TUE)=1 0 0 Z1000 || = |7 —x
0O -1 0 00O —X3 —X5
-1 0 0 000 —X1 —Xg
J(J (X)) =—-X
elde edilir. Buradan J* = —I oldugu goriiliir. Boylece J tensér alami hemen hemen kompleks

yapidir.

Teorem 2.2.3. M kompleks manifold olmak iizere, kompleks her manifold M iizerinde hemen

hemen kompleks bir yapi tasir [13].

Ispat: {z!,...,z"}, M nin U komsulugunda kompleks bir koordinat sistemi olsun. Bu durumda

Z=x+iyl j=1,... ,ndir. T, (M) nin bir endomorfizmasi olan J yi tanmimlayalim.

J d J J
/(aw) o (a) 3w

J nin taniminin, kompleks lokal koordinat sisteminin se¢cimine bagh olmadigini gosterelim.

T, (M) nin komplekslestirilmisi Tp(C (M) olsun. J yi TpC (M) ye genisletirsek

d\ .0 AN
f(a—zf) E f(a—zf) T
9 1(0 9N 9 _1(d 9
dz 2\ax '9yi) 9z~ 2\an ' oyl

Simdi {wl, ...,w”} M nin U komsulugunda bagka bir kompleks lokal koordinat sistemi

buradan
dir.

olsun. wk = uk +ivk, k=1,..,n T, (M) nin bir endomorfizmast olan J yi tammmlayalim.

J(9N_9 y(9\_ (92
duk ) vk’ avk ) duk

J yi Tp(C (M) ye genisletirsek

S(ON_ 0 s(oN_ .2
ok )~ owk T \owk ) T Tl owk

olur. M bir kompleks manifold oldugundan lokal koordinat sistemleri arasinda holomorfik f

fonksiyonu vardir.
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Boylece

d_
owk

sirastyla a%j ve aizf nin lineer bilesimi oldugundan

ON_. 0 (oN_ . a
ok ) owk T\ owk ) T T o

bulunur. Sonug olarak, J ve J aymidir ve J lokal koordinat sisteminden bagimsizdir. J> = —1

Dolayisiyla aiwk ve

oldugu agiktir.
Tamm 2.2.15. M ve M’ kompleks manifoldlar olmak iizere
foMJ)— (M',T)
doniisiimii f,oJ = J o [« ise f doniigiimiine hemen hemen komplekstir denir [18].
Onerme 2.2.2. M ve M kompleks manifoldlar olmak iizere
foM,J)— (M',J)

doniisiimiiniin holomorfik olmast icin gerek ve yeter sart f doniisiimiiniin hemen hemen kompleks

olmasidir [18].

Ispat: J ve J sirastyla M ve M’ manifoldlarinin kompleks yapilari ve p € M igin f(p) € M
noktalarinin komsuluklarinda tanimlanan lokal koordiant sistemleri sirasiyla {zy,...,z,} ve

{wi,...,w, } olsun. wy = uy + ivy olmak iizere

i (1 1
faj=a’ (x',..., 2"y, ..

favj= Bj ()cl,...,x",y1 , ...,y”)

+(aw) -2 (5 s (55)30) 0219
d dal\ 9 B\ 0
) UG () 2
elde edilir. (2.2.16 ) denklemlerine J uygulanirsa
() {5 s (50 w0 o217
() = {5 g (5 o0}
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fioJ (2.2.17) denklemi elde edilir. J o [+« uygulanirsa

A dal\ 9 [(apl\ 9
() 2 (50 3~ (50 2219
Nk dal\ 9 (9BI\ 9
I1(3) =2 (G 2 (52 o)

elde edilir. f,oJ = J o [+ esitligi goz oniine alinirsa (2.2.17) ve (2.2.18) denklemlerinden
dal 9B/ dal B/

e Iy ow  oxm

olur. Bunlar Cauchy-Riemann denklemleridir.

Tamm 2.2.16. D" (M), M manifoldunun r—formlarumun uzayt olsun. D" (M) nin komplekslesti-
rilmigi C" (M) nin reel r—formlart @, @, € D" (M) icin @ = @; + iw; olmak iizere, ® € C" (M)
yve kompleks r—form (anti-simetrik r—lineer doniisiim) denir. M manifoldu iizerinde kompleks

r—form @, p € M de A’T;C (M)

C C
T, (M) x..xT,(M)—C

seklinde gosterilir [13].

Tanmm 2.2.17. Kompleks r—formun daha genellestirilmisi olarak kompleks tensor alanini
reel tensor alanlarmmin komplekslestirilmisi olarak tamimlayabiliriz. Yani (r,s) mertebeli bir
kompleks tensor alani

T, :\Tf (M) x ... x Ty (M) XZ’;C (M) x ... x T;© (M) — C

~~ ~\~
r—tane s—tane

dir. T C (M) icin C (M) ifade edilirse, M iizerinde kompleks diferensiyel formlarin uzayt

CM)=C"(M) = Z Cri(M), C"(M)= ) CP(M)
p.q=0 prq=r

dir. CP1 (M) uzaymn elemanmina (p,q) tipinde kompleks form denir [13].

Tamm 2.2.18. M kompleks manifold olmak iizere, kompleks r—form ® (1,0) tipinde ise Z €
0,1

Ty, (M) igin gerek ve yeter sart @ (Z) = 0 ve aym sekilde o (0,1) tipinde ise Z € Tpl’0 (M) igin

0 (Z)=0dr[13].

Tanim 2.2.19. (M,J) hemen hemen kompleks bir manifold ve X,Y € x (M) olmak iizere
N(X,Y)=[JX,JY] - J[X,JY] - J[JX,Y] - [X,Y] (2.2.19)

olarak ifade edilen (1,2) tipindeki tensér alanina Nijenhuis (veya torsiyon) tensor alant denir
[16].
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Teorem 2.2.4. (M,J) hemen hemen kompleks manifoldu iizerindeki J hemen hemen kompleks

yapust integrallenebilirdir gerek ve yeter sart Nijenhuis tensor alan sifirdir [16].

Ispat: (x',...,x") M iizerinde lokal koordinat sistemi olsun. Bununla ilgili olarak N nin N

bilesenleri,
2n
=X (10T}~ It — 9+ i)
h=1

burada J j-, J nin bilegenlerini belirtir. J, M iizerinden kompleks bir yap1 ve J nin bilegenleri sabit

oldugundan N;k =0 dir.

Tamm 2.2.20. (M,J) hemen hemen kompleks manifoldu iizerindeki J hemen hemen kompleks

bir yapi olmak iizere, her X vektor alant icin
LxJ =0

olmast durumunda Ly ifadesi X e gore Lie tiirevidir ve X vektor alamina J hemen hemen

kompleks yapisinin infinitesimal otomorfizmi denir [13].

Onerme 2.2.3. (M,J) hemen hemen kompleks bir manifoldu iizerindeki J hemen hemen
kompleks bir yapt olmak iizere, X vektor alani infinitesimal otomorfizmdir gerek ve yeter sart
her X,Y vektor alanlart icin

X, JY] =J[X,Y]
esitligi gecerlidir [13].
ispat: (2.0.5) denkleminden M manifoldu iizerindeki X ve Y vektor alanlari icin

(LxJ)Y = LyJY —JLxY

= [X,JY]-J[X,Y]
J infinitesimal otomorfizm oldugundan ispat tamamlanir.

Onerme 2.2.4. (M,J) hemen hemen kompleks manifoldu iizerindeki J hemen hemen kompleks
bir yapt olsun. Bu durumda M manifoldu tizerindeki X vektor alani J hemen hemen kompleks
yapisimin infinitesimal otomorfizmi olmak iizere, JX J nin infinitesimal otomorfizmidir YY €

x (M) icin gerek ve yeter sart N (X,Y) = 0 olmasidir [13].
Ispat: =—>)JX, J nin infinitesimal otomorfizmi oldugundan

UX,JY] =J[JX,Y]
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dir. X, J nin infinitesimal otomorfizmi oldugundan da
X,JY] =J[X,Y]

olur. Bu ifadeye J uygulanirsa

J[X,JY] = —[X,Y] (2.2.20)

elde edilir. Boylece

N(X,Y)=J[JX,Y]+[X,Y]—J[JX,Y]—[X,Y]

=0

dir.

<=)X, J nin infinitesimal otomorfizmi oldugundan denklem (2.2.20) ve Nijenhuis tensor

alan1 taniminda kullanilirsa
(X, JY]+ [X,Y]|-J[JX,Y]—[X,Y]=0

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmais olur.
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3. RIEMANN SUBMERSIYONLAR

Bu boliimde submersiyon, Riemann submersiyon, O’Neill temel tensorleri, temel tensorlerin

geometrik anlami, kovaryant tiirevleri ve egrilikler iizerinde yapilan ¢aligmalar incelendi.

Tanm 3.0.1. (M™,g,,) ve (N",g,) Riemann manifoldlar:
F o (M™,gm) = (N", gn)
diferensiyellenebilir orten doniisiimii icin
rankF;, = boyN
esitliginde F doniisiimiine p € M noktasinda submersiyon (sigdirma) denir [19].

Tanim 3.0.2. (M™,g,,) ve (N",g,) Riemann manifoldlar: ve
F:(M" gm) — (N", gn)

submersiyon olsun. F, cekirdeginde bulunan liflere tegettir ve x € N icin F~ ! (x) = F kiimesi

M nin r = m — n boyutlu bir altmanifoldudur ve bu altmanifoldlara submersiyonun lifleri denir.

(M™, g,n) Riemann manifoldu herhangi bir p € M icin ¥V integrallenebilir distribiisyonu
¥, = ¢ekF,

olarak tanimlanir. V), distribiisyonuna dikey distribiisyonu (vertical) denir. Dikey distribiisyona

ortogonal olan

Ay = ()
ile tamml J¢,, distribiisyonuna da yatay distribiisyonu (horizontal) denir [19].

Teorem 3.0.1. F : M — N submersiyon ve p € M igin ¥,,, M manifoldunun dikey distribiisyonu
olmak iizere, F (p) = x ve her V), dikey distribiisyonu F~ ! (x) in tanjant uzayt ile ¢akigir [20].

ispat:
a:[0,1] = F~ ' (x)

bir egri ve v, T,F ~! (x) de bir vektér olmak iizere

a(0)=p, &' (0)=v
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olsun. # € [0,1] igin (F o &), = x oldugundan
Fol (0)=(Foa). (L) =0
’ - “\dt)

dir. Ayrica
v=0o'(0)€¥p
dir. Boylece T,F ! (x), ¥, dikey distribiisyonunun r = m — n boyutlu altuzayina doniisiir.

Tamm 3.0.3. F : M — N submersiyon olsun. M manifoldu iizerindeki dikey distribiisyona ait

olan X vektor alamina dikey vektor alani denir ve x* (M) ile gosterilir [20].

Tanim 3.0.4. F : M — N submersiyon olsun. M manifoldu iizerindeki yatay distribiisyona ait
olan X vektor alamina yatay vektor alant denir ve y" (M) ile gosterilir. 7, Riemann metrigi g
tarafindan belirlenen ¥ nin tamamlayan distribiisyonu olsun. Bu durumda p € M noktasinda

T, (M) = ¥, @ S, ortogonal ayrisimu vardur [20)].

Tamm 3.0.5. F : (M,g) — (N, g’) submersiyon olsun. x° (M), M iizerinde izdiisiiriilebilir vektor
alanlarimi gostersin. Buna gore M manifoldu iizerindeki X yatay vektor alant ile N manifoldu

iizerindeki X, vektor alani F —bagli ise

uzayt temel (basic) vektor alanidir [20)].

Tamm 3.0.6. F : (M,g) — (N,g') drten diferensiyellenebilir submersiyonu asagidaki sartlart
saglarsa F ye Riemann Submersiyonu denir:

1. F doniisiimii maksimal ranka sahiptir.

2. F, doniigiimii yatay vektor uzunluklarint korur. Yani

8p (X, Y) = gp(p (FpX,FpY) XY € #5, peM

ve F,, tiirev doniisiimii ¢, iizerinde lineer izometridir [19].

Ornek 3.0.1.
F:R* > R?

1
( xl,x2,X3,X4) — E (—X1 +Xx4,—X2 +X3)

24



tarafindan tamimlanan bir doniisiim olsun. F doniisiimiiniin Riemann submersiyon oldugunu

gosterelim. Oncelikle dogrudan islemlerle submersiyon oldugunu gisterelim.

_ 1 1
Fo=| Y2 01 (1) V2
0 ~75 7 0

elde edilir. Dolayisiyla, rankF, =2 = boyR? dir. Boylece F bir submersiyondur.

cekF, = ¥ =Span{V; = (1,0,0.1),V, = (0,1,1,0)}

ve

¥+ = =Span{H, = (—1,0,0,1),H, = (0,—1,1,0)}
elde edilir. Ayrica R*ve R? iizerindeki metrik tensirler g ve g' ile gosterilirse
g(H\,Hy) = ¢ (F.H,,F.Hy) =2
g (Ha Hy) = g (F.Hy, FiHy) =2
olur. Buna gore F doniisiimii bir Riemann submersiyondur.

Onerme 3.0.1. F : (M™,g,) — (N",g,) Riemann submersiyon, M ve N manifoldu iizerindeki
Riemann konneksiyonlart sirasiyla V ve V' olsun. X veY M manifoldu iizerindeki temel vektor

alanlari, X, ve Y, N iizerindeki vektorlerle F —bagl ise asagidakiler gecerlidir:

1. gm(X,Y)=g,(Xs,Ys)OF,
2. H[X,Y] temel vektor alan ile [X.,Y.| F —bagldr.
3. A (VxY) temel vektor alani ile Vg(*Y* F—baghdr.

4. Herhangi bir U € x" (M) icin, [X,U| dikey vektor alamidir [20].

3.1 Temel Tensorler

Tanim 3.1.1.
F:(M,g)— (N,g)

Riemann submersiyon ve (M, g) manifoldunun Riemann konneksiyonu V olsun.
T(E,F) =TgF =VygVF+VVypIF 3.1.1)

seklinde tammlanan tensire T temel tensor alani denir ve E,F € y (M) icin asagidaki dzellikleri
saglar:
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1. Tg lineer operatordiir.
2. Tg yatay ve dikey altuzaylarinin rollerini degistirir.

3. Tg =Ty, T dikey vektor alamidir [1].

Tanim 3.1.2.
F:(M,g)— (N,g)

Riemann submersiyon ve (M,g) manifoldunun Riemann konneksiyonu V olsun.
A(E,F)=ApgF =YV jpg JCF + 5N g VF (3.1.2)

seklinde tanimlanan tensére A temel tensér alani denir ve EF € y (M) icin asagidaki ozellikleri

saglar:

1. Ag lineer operatordiir.

2. Ag yatay ve dikey altuzaylarinin rollerini degistirir.

3. Ag = A _yg, A yatay vektor alamidir [1].

Lemma 3.1.1.

F:(M,g)— (N,g')

Riemann submersiyon, herhangi bir E,F,G € ) (M) olmak iizere

g(TeF,G) +g(TeG,F) =0 (3.1.3)

g(AgF,G)+g(AgG,F) =0 (3.1.4)
dir. Yani Ag ve Tg, g metrigine gore anti-simetrik operatorlerdir [20].
Tamm 3.1.3. (M, g) bir Riemann manifoldu olmak iizere, p € M icin U,V € T, (M) igin TgF (p)
ve AEF (p) M iizerindeki E,F vektor alanlarimin seciminden bagimsiz oldugundan E (p) = U,

F(p) =V dwr Buna gore T, (M) iizerindeki Ty ve Ay lineer operatirleri olarak goz dniine

alinabildiginden TgF (p) = TyV, AgF (p) = AyV olarak tamimlanr [20].

Onerme 3.1.1.

F:(M,g)— (N,g')

Riemann submersiyon olmak iizere
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1. U,V ey” (M) igin
IyV =TyU (3.1.5)

2. X,Y € x"(M) icin
AxY = —AyX (3.1.6)

3. ¥ yatay distribiisyon iizerine olan izdiisiim olmak iizere

1
AxY = E”i/[X,Y] (3.1.7)
esitlikleri gecerlidir [5].

Liflerin geometrik 6zellikleri ~ sembolii ile gosterilecektir. Dikey vektor alanlart U ve V igin
kovaryant tiirev VyU = ¥ VyU dir. Buna gore asagidaki lemma ile 7 ve A temel tensorlerinin

cesitli kovaryant tiirevlerle iliskisini verebiliriz.

Onerme 3.1.2.
F:(M,g)— (N,g)

Riemann submersiyon olmak iizere, X ,Y yatay vektor alanlari ve U,V dikey vektor alanlart icin
asagidaki esitlikler gecerlidir:

1. VyV =TyV+ VgV

2. VyX = VyuX+TyX,

3. VxU =AxU+ 7' VxU,

4. VxY = VxY +AxY dir.

Yukaridaki esitliklere ek olarak temel vektor alami X olmak iizere, [X,U| dikey vektor alani

oldugundan

VX = 7VxU =AxU

esitligi gecerlidir [1].
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3.2 T ve A Temel Tensorlerin Geometrik Anlanu
Teorem 3.2.1. (M,g) Riemann manifoldu iizerindeki yatay distribiisyon 7,
F:(M,g)— (N,g')

Riemann submersiyon olsun. Buna gore ¢ yatay distribiisyonu integrallenebilirdir gerek ve

yeter sart A = 0 olmasidir [21].

Ispat: X,Y € x" (M) i¢in A temel tensoriiniin tanimindan
AxY =7V VxY
ve
AxY —AyX =7V [X,Y]

dir ve ( 3.1.6) dan
20xY =V [X,Y]

olur. Buradan AxY = 0 ise .7 integrallenebilirdir. Tersine .7 integrallenebilirse AxY = 0 dur.
Burada U € x" (M) i¢in (3.1.4) den

g(AxY,U) = —g(AxU,Y)=0

olur. Bu ise AxU = O demektir. Yani Ax, M iizerinde sifirdir. Diger taraftan E € x (M) i¢in
Agp = A g oldugundan
Ay =0

esitlifinden A = 0 oldugu gosterilmis olur.

Tamm 3.2.1. (M, g) Riemann manifoldu iizerindeki yatay distribiisyon 7 ve dikey distribiisyon

V lizerine olan izdiisiimleri sirastyla v ve h,

F:(M,g)— (N,g')

Riemann submersiyon ve E,F € x (M) olmak iizere
ViF = v (VEvF) +h(VghF) (3.2.1)
olarak tanimli konneksiyona Schouten konneksiyonu denir [20].

Lemma 3.2.1.
F:(M,g)— (N,g)
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Riemann submersiyon ve E,F € x (M) olmak iizere
VgF =VgF + TgF +AgF (322)
dir [20].

Onerme 3.2.1.
F:(M,g)— (N,g')

Riemann submersiyon olsun. Buna gore x € N icin herhangi bir F~1 (x) lifi iizerinde bulunan
V Schouten konneksiyonu ile g Riemann metrik tensériinden indirgenen metrik tarafindan

belirlenen Riemann konneksiyonu ¢akisir [20].

Ispat: U,V € " (M) i¢in Schouten konneksiyonun tanimindan

VyV =v(VywVW) +h(VyhV) (3.2.3)

dir. Burada U ve V dikey vektor alanlart oldugundan

VyV =v(VyV) (3.2.4)
TyV =h(VyV), AyV =0

ve (3.2.2) denkleminden

VyV = VyV+TyV (3.2.5)

ifadesi elde edilir. Boylece 7 nin kisitlanmasi olan (3.2.5) denklemi x" (M) x x" (M)
herhangi bir lifin ikinci temel formuna karsilik gelmektedir. Bu denkleme Gauss doniisiimii

ve T ifadesine de ikinci temel form denir.

3.3 Temel Tensorlerin Kovaryant Tiirevleri

Tamm 3.3.1. (M, g) bir Riemann manifoldu ve E,F,H vektor alanlari olmak iizere
(VEA)pH = (VEA) (F,H) = Vg (AFH) —Ay,r (H) —Afp (VEH)

(VeT)pH = (VET) (F,H) = Vi (TrH) — Ty, ¢ (H) — Tr (VeH)

olarak tanimli ifadeler sirasiyla A ve T temel tensorlerinin kovaryant tiirevleridir [21].
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Lemma 3.3.1.
F:(M,g)— (N,g')

Riemann submersiyon, VA ve VT (1,1)-mertebeli tensér alanlart olsun. Buna gore X,Y €
X" (M) ve U,V € x" (M) icin asagidaki esitlikler gecerlidir:

1. (VyA)y, = —-Agyv,

2. (VXT)Y — _TAXY7

4. (VyT)y = —Try [1].

Ispat: 1.E, M iizerinde keyfi bir vektor alani olmak iizere, A temel tensdriin kovaryant tiirev
tanimindan

(VuA)y E =Vy (AvE) —Ay,y (E) — Ay (VyE)
Ax = A jpx yatay tensor alani ve V € x (M) igin Ay = A jy = 0 oldugundan
(VvA)y E = —Ay,y (E)
elde edilir. Burada Onerme (3.2.1) den
(VUA)V E =Aqyvivvyy) (E)
=Aryv (E)

ve Ay = A vy = 0 kullanilirsa

(VuA)y E = —Aryy (E)
elde edilir. 2, 3 ve 4 ispat1 benzer sekilde gosterilebilir.

Lemma 3.3.2.
F:(M,g)— (N,g')

Riemann submersiyon ve VA ve VT (1,1)-mertebeli tensor alanlart olsun. Buna gore X €

X" (M) ve U, V,W € x¥ (M) igin
g((VuA)x W) =g(TyV,AxW) — g (TuW,AxV)

dir [1].
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ispat: Tanim (3.3.1), Onerme(3.1.2), Lemma (3.1.1) den

g((VuA)x, W) =g (Vu (AxV), W) —g (Ay,x (V),W) —g(Ax (VuV),W)

esitligi sirasiyla diizenlenirse

g (VU (Axv) ,W) g (%VUAXV + TU (AXV) ,W)

g(HVyAXV. W) +g(Ty (AxV),W)
=g(Ty (AxV),W)
= —g(TyW,AxV)

olur.

g (Avyx (V)W) =g (Av,xV +ApxV,W)
(A%VUva W) + g(ATUXV7 W)

=8
=0

elde edilir. Son olarak

g(Ax (VyV), W) =g(Ax (TuV) +Ax (VVyV),W)
=g(Ax (TyV),W)

= —g(TyV,AxW)
bulunur. Bulunanlar sirasiyla A tensor alaninin kovaryant tiirev denkleminde yerine yazilirsa
=g (TyV,AxW) — g (TuW,AxV).
Lemma 3.3.3.
F:(M,g)— (N,g')
Riemann submersiyon, E € x (M), X,Y € x" (M) ve U,V € x" (M) olmak iizere
g((VeT)yV.X) =g((VET), U,X)
dir. Bu ifade VT tensor alanumin dikey distribiisyon iizerinde simetrik ve
g((VEA)x Y, V) =—g((VEA)y X, V)

ifadesi VA tensor alanimin yatay distribiisyon iizerinde anti-simetrik oldugunu gosterir [1].
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Ispat: Tanim (3.3.1)

g((VET)yV,X) =g (Ve (TuV),X) =g (Tv,u (V),X) —g(Ty (VEV),X)
esitlifinde denklem (3.1.5) ve 6nerme (3.1.2) den

§(Ve(TyV),X) =g (AVETyV + ¥V VETyV,X)

=g(VEWU,X)

elde edilir ve elde ettiklerimiz 7" tensor alaninin kovaryant tiirev denkleminde yerine yazilirsa

esitligi elde edilir. Digeri de benzer sekilde VA tensor alaninin yatay distribiisyon iizerinde

anti-simetrik oldugu gosterilir.

Lemma 3.3.4.
F:(M,g)— (N.g)
Riemann submersiyon olsun. Buna gore U dikey vektor alant ve & ifadesi X ,Y ve Z yatay vektor

alanlari iizerindeki toplami ifade ediyor ise,
(o} ((VzA)X Y,U) =0 (AXy, TUZ)
dir [1].

ispat: Bu denklem tensor denklemi oldugundan X,Y ve Z vektor alanlarini temel ve [X,Y],

[Y,Z], [Z,X] braketlerini dikey kabul edersek

—V[X,Y] =AxY
0zdesligi ve onerme (3.1.2) den

28([X,¥1,2],0) = g (AxY,2).)

g([AxY Z] U) g VAXyZ U) (VzAxY,U)

(
(

g (%VAXYz—l— TAXyZ U)
(

=& TAXyZ U )
elde edilir. Bu esitlik (3.1.3) den yani T nin g metrigine gore anti-simetrikliginden

g(VayyZ,U) = —g(Z,TayyU)
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elde edilir. (3.1.5) den 7, dikey distribiisyon iizerinde simetrik oldugundan
8(Va,yZ,U) = —g(Z,Ty (AxY))
olur. Tekrar g metrigine gore anti-simetriklik kullanilirsa
8(VayyZ,U) =g(TyZ,AxY)
dir. Buna gore son durumda
38([X.¥),2.U) = g (TyZ, AxY) ~ g (VoAxY.U)
denklemine Jacobi 6zdesligi uygulanirsa
0g(Vz(AxY),U)= og(TyZ,AxY)

elde edilir.

0g((VzA)xY,U) = 0¢(Vz(AxY),U)
esitligi gosterilirse ispat tamamlanmis olur.
g(Vz(AxY),U)—g((VZA)xY,U) = g (Ay,xY,U) + g (AxVzY,U).
Onerme (3.1.2) den esitligin sag tarafi 0 olacagindan
0g((VZA)y Y, U) =0g(Vz(AxY),U).

Onerme 3.3.1.
F:(M,g)— (N.g)

Riemann submersiyon olsun. Eger
1. A yatay tensor alant paralel ise A = 0 dir.
2. T dikey tensor alani paralel ise T = 0 dir [20].

Ispat: X, herhangi bir yatay vektor ve W, herhangi bir dikey vektdr alani icin A tensdr alanmin

kovaryant tiirev tanimi,(3.1.6) ve (3.1.4) den
g((VxA)y X, W) =g (Vx (AwX) , W) — g(Av,wX, W) — g(AwVxX W)
dir. A tensor alam yatay distribiisyon iizerinde tanimli oldugundan

g((VxA)y X, W) = —g(Ay,wX, W)
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esitligi Onerme ( 3.1.2) (3) den

= —g (Apuewrrvew)X, W)

= —g(Aa,wX, W) —g (Ayv,w,W)
= —g(Aa,wX, W)

= g (AxAxW,W)

dir. Bu durumda A yatay tensor alani paralel ise Ax dikey distribiisyon iizerinde AxW = 0 dir.

(3.1.4) den Y yatay vektor alani i¢in
8 (Axw,Y) = —g (AxY,W) =0

esitliginden AxY dikey distribiisyona ait vektor alant ve W keyfi bir dikey vektor alam
oldugundan AxY = 0 dir. Bu durumda M iizerinde Ax = O dir. Diger taraftan Ag = A g
oldugundan Ay = Ay = 0 dir. Boylece eger A paralel ise A = 0 dir. Ikinci esitlik de benzer

sekilde gosterilebilir.

3.4 Egrilikler

Tamm 34.1. (M,g) ve (N,g') Riemann manifoldlart ve (M,g) manifoldunun yatay
distribiisyonu ¢ olsun. Buna gore p € M icin R}(p) (fepXp, fepYp, fepZp) vektoriiniin yatay
gonderileni (lifti) R}, (X),Y,)Z, olmak iizere, (N,g") manifoldunun R' Riemann egriligi,
herhangi bir X,Y,Z € " (M) icin

Jop (R*(X,Y)Z) = R (fepXp, fupYp, fepZp)
seklindedir [20].
Teorem 3.4.1.
f:(M,g)— (N,g)

Riemann submersiyon olmak iizere, R,R sirasiyla M ve (f~'(x),8) lifinin Riemann egrilik

tensorleri olsun. Herhangi bir U,V,W,F € " (M) ve X € x" (M) i¢in

A

gRWU,V)W,F)=gRU,V)W,F)+g(TyW,TvF) — g (TyW, Ty F) 3.4.1)
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g(RUVIW,X) =g((VyT), W,X)—g((VyT), W,X) (3.4.2)

seklindeki (3.4.1) ve (3.4.2) denklemleri submersiyonlar i¢cin Gauss ve Codazzi denklemleri

olarak gdzoniine alinabilir [5].

Ispat: U,V,W ve F herhangi bir vektor dikey vektor alanlari icin

R(U,V)W = VyVyW —VyVyW — Vi )W (3.4.3)

dir. Lemma (3.1.1) ve 6nerme (3.1.2) den

VuVyW =Vy <TvW + ﬁvw> 3.4.4)
=V TyW + Ty TyW

—+ TU@\/W + @Uﬁvw

ve benzer olarak

Vy VW = #VyTyW + Ty TyW (3.4.5)

+ Tv@UW + @V@UW

veE

VigyW =Ty W + Vg W (3.4.6)

- %V[UJ/}W —|— @[U,V]W

dir. (3.4.4), (3.4.5) ve (3.4.6) denklemleri (3.4.3) esitli§inde yazilirsa

R(U, V)W = #VyTyW +TyTyW + Ty VyW (3.4.7)
+VyVyW — #VyTyW — Ty TyW
— TyVyW —VyVyW — AV )W
—Vig W
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(3.4.7) denkleminin her iki tarafi ' dikey vektor alani ile skaler carpilirsa

g(R(U,V)W,F)=g(VyVyW —VyVyW — Vi, | W, F)

+g(TyTyW,F) — g(TyTyW, F)

denkleminden (3.4.1) elde edilir. (3.4.2) denklemi de benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 3.4.2.

f:(M.g)— (N.g)
Riemann submersiyon, R,R swrasiyla (M,g) ve (N,g') manifoldlarimin Riemann egrilik
tensorleri olsun. Buna gore herhangi bir X,Y,Z,H € y" (M) ve U,V € x" (M) icin asagidaki

esitlikler gecerlidir:

g(R(X,Y)Z,H)=g(R(X,Y)Z,H) +2g(AxY,AzH) (3.4.8)

—8(AyZ,AxH) +g(AxZ,AyH)

gR(X,Y)Z,U)=g((VzA)xY,U) +g(AxY, Ty Z) (3.4.9)

—g(AyZ,TyX) — g (AzX, TyY)

gRX,Y)U,V)=g((VuA)xY,V)—g((VvA)yY,U) (3.4.10)
+g(AxU,AyV) — g (AxV,AyU)

—8(TyX, vY)+g(Ty X, TyY )

g(R(X,U)Y,V)=g((VxT), V,Y)+g((VyA)y Y,V) (3.4.11)

—g(TyX,TyY) + g (AxU,AyV)

dir [20].
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Ispat: (3.4.8) denklemini ispatlayalim. Bu denklem tensér denklemi oldugundan X,Y,Z temel

vektor alanlarim ve [X,Y], [Y,Z], [Z,X] Lie parantez operatorlerini dikey kabul edebiliriz.
[X,Y] = 24xY

ve onerme (3.0.1) den ' VxY temel vektor alani ile @x* Y, f-bagl oldugundan ﬁX*Y* vektor

alaninin yatay gonderilenini VxY seklinde yazabiliriz. Onerme (3.1.2) den
VyZ = #VyZ+AyvZ

= ﬁyZ+AyZ
elde edilir. (2.0.7) denklemi ve Onerme (3.1.2) den
VxVyZ =Vx (éyZ—FAyz)
= VxVyZ+AxVyZ +AxAyZ+ ¥ VxAyZ
elde edilir ve benzer olarak

VyVyZ = VyVyZ +AyVyZ +AyAxZ + V' VyAxZ

ve

V[X7Y}Z — %V[X7y]z+ YW[X’Y]Z

=29V gy Z+2TpyZ
=2A7AxY +2TxvZ
elde edilir. Buradan
R(X,Y)Z=VxVyZ—-VyVxZ-Vxy|Z (3.4.12)

=R (X, Y) Z+AxAyZ —AyAxZ —2A7AxY — 2TAXyZ
+ V' VxAyZ — V'VyAxZ +Axvyz —Ayvxz
olur. Boylece 7 [X,Y] = 0 oldugundan

f* [X,Y] :0:>6[XY]Z:0

(3.4.12) denkleminin sag ve sol tarafi H yatay vektor alani ile skaler carpilirsa
g(R(X,Y)Z,H)=g(R(X,Y)Z,H) +2g(AzH,AxY)
—g(AyAxZ,H)+ g(AxAyZ,H)
=g (R(X,Y)Z,H) +2g(AzH,AxY)
+8(AyH,AxZ) — g (AxH,AyZ)
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(3.4.8) denklemi gosterilmis olur.

Teorem 3.4.3.
f:(M,8)— (N,g')

Riemann submersiyonu olmak iizere, K,K,K swrast ile M, N ve (f~'(x),8.) lifinin kesit
egrilikleri olsun. Bu durumda X, Y ortonormal yatay vektorleri ve V.W ortonormal dikey

vektorleri igin

1. K(V,W) =K (V,W)+||[TyW|? - g(TyV, TwW),
2. K(X,Y) =K (X,¥)of—3||AxY|?,

3. K(X,W)=g((VxT)yW,X) + | TwX|> — |AxW|* dur [5].
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4. HEMEN HEMEN HERMITYEN SUBMERSIYONLAR

Bu boliimde birinci kisimda hemen hemen Hermityen manifoldlar ve altmanifoldlari, ikinci

kisimda ise hemen hemen Hermityen submersiyonlar incelendi.

4.1 Hemen Hemen Hermityen Manifoldlar ve Altmanifoldlar:

Tamm 4.1.1. (M,J) hemen hemen kompleks manifold iizerindeki Riemann metrigi g ve X,Y €
X (M) olmak iizere
gUX,JY)=¢g(X.Y)

seklinde tamiml g fonksiyonuna Hermityen metrik ve g Hermityen metrigi ile birlikte (M,J,g)

ifadesine de hemen hemen Hermityen manifold denir [13].

Onerme 4.1.1. M parakompakt manifold ise her hemen hemen kompleks manifold Hermityen

metrige sahiptir [13].

Ispat: M parakompakt oldugundan iizerinde g Riemann metrigi vardir ve X,Y € y (M) olmak
lizere

h(X,Y)=g(X,Y)+g(JX,JY) 4.1.1)

olarak tanimlanirsa

h(JX,JY)=g(JX,JY)+g(—X,-Y)
dir. g pozitif taniml1 oldugundan
h(JX,JY)=g(JX,JY)+g(X,Y) (4.1.2)

olur. (4.1.1) ve (4.1.2) den ispat tamamlanir.

(M,J) hemen hemen kompleks manifoldu iizerindeki g Hermityen metrigi ikinci mertebeden
kovaryant simetrik tensor alanimna (ic carpim) genisletilebilir. Bu durumda g tensor alanm

asagidaki ozelliklere sahiptir:

a) ZWeyxM)=g(ZW)=¢(ZW)
b) 0£Zex(M)=¢g(Z,Z) >0

¢ Zex"O(M),We ' (M) =g (z,W)=0
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d) ¢(Zj,Zx) = g(2,Z;) [13].

Tamm 4.1.2. (M,J,g) hemen hemen Hermityen manifold ve XY € x (M) olmak iizere

¢ (X,Y)=g(X,JY)

seklinde tanimli olan tensore temel 2—form veya Kihler form denir [13].

(4.1.3)

Lemma 4.1.1. (M,J,g) hemen hemen Hermityen manifold olsun. Buna gidre Riemann

konneksiyonunun kovaryant tiirevi V, temel 2—form ¢, Nijenhuis tensor alami N ve X,Y,Z €

X (M) olmak iizere

28 ((VxJ)Y,Z) =3d¢ (X,JY,JZ) —3d¢ (X,Y,Z) + g (JX,N (Y,Z))

esitligi gecerlidir [13].
ispat:
(VxJ)Y =VxJY —JVxY

ifadesi asagida kullanilirsa

(VxJ)JY = VxJ?Y —J((VxJ)Y +JVxY)
= —VxY —J(VxJ)Y —J*VxY

=—-J(VxJ)Y
¢ —temel 2-form ve Riemann konneksiyonundan

(Vx¢)(Y,2) =X (g(Y,JZ)) — g (Y,JVxZ) — g (VxY,JZ)
=g(Y,(VxJ)Z)
elde edilir. Diger taraftan

N(Y,Z2) = JY,JZ) - J|Y,JZ) - J[]Y,Z]) - |Y,Z]
= (VyyJZ—V;2JY)—J(VyJZ -V Y)
—J(VyyZ—=VzJY)—(VyZ—VzY)
= (Viy)Z+JIVyyZ— (Vi)Y —JIVY
—J(VyD)Z—J*VyZ+JV 7Y
— IV Z+J (V)Y +J*VzY —VyZ+ V¥
= (Vi) Z—(Vyz)Y +J (V)Y —J (VyJ)Z
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ve ¢ 2-form denkleminden

3d9 (X,Y,Z) =X (¢ (Y,2))+Y (¢ (2,X))+Z(¢ (X,Y))
_(P([X’Y] 7Z) _(P([sz] 7X) _(])([Z?X] ’Y)
=X (g(Y,JZ))+Y (¢(Z,JX))+Z(g(X,]Y))

—¢([X,Y],J2) —¢([¥,2],JX) — ¢([2,X],JY)
gerekli iglemler yapilirsa
3do (X,Y,Z2)=g(X,(V2))Y)+g(Y,(VxJ)Z)+g(Z,(VyJ)X) (4.1.8)
elde edilir. Benzer olarak
3do (X, JY,JZ)=g(X,(Vyz))JY)+g(JY,(VxJ)JZ)+g(JZ,(VyJ)X) (4.1.9)
dir. (4.1.6), (4.1.7),(4.1.8), (4.1.9) ve (4.1.5) denklemlerinden

3d¢ (X,Y,Z) —3d¢ (X,JY,JZ) :g(Y, (VXJ)Z)+g(Y, (VXJ)Z)
+8(Z,(Vy))X) =g (JZ,(VyyJ) X)
+g(X7(VZJ)Y) _g(X7(VJZJ)JY)
elde edilir.
g(Y, (VXJ)Z) = _g(<VXJ)Y7Z)

oldugu kullanilirsa

3de (X,Y,Z) —3do (X,JY,JZ) = —2g ((VxJ)Y,Z) — g (J (VyJ) Z,JX)
+8(Voy ) Z,JX) + g (JX,J (V2))Y) =g ((Vyz)) Y, JX)
=-2¢((Vx)Y,Z2)+g(JX,N(Y,Z))

bulunur.

Teorem 4.1.1. M hemen hemen kompleks manifoldu iizerinde J kompleks yapt ve g Hermityen
metrik olsun. V, g tarafindan tanmimlanan Riemann konneksiyonunun kovaryant tiirevi olmak

iizere, asagidaki denklemler birbirine denktir:

a) VJ/ =0,

b) Vo =0,
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¢) Hemen hemen kompleks yapi torsiyonsuzdur ve temel 2—form ¢ kapalidir, yani N = 0 ve

dp=0/[13].
Ispat: (4.1.6) dan X,Y,Z € y (M) olmak iizere
(Vx¢) (¥,2) = ¢ (Y, (VxJ)Z)
VJ = 0 gerek ve yeter sart V¢ = 0 dir. Buradan a < b dir.
V¢ =0ve (4.1.8) den d¢p =0 ve d¢ =0 ise N = 0 dir. Buradan b < ¢ dur.
Lemma (4.1.1) den VJ = 0 ve bundan dolay1 V¢ = 0. Buradan c < b dir.

Hemen hemen Hermityen manifoldlarin bazi simiflarini tanimlayalim. O zaman (M,J,g)

hemen hemen Hermityen manifold ise asagidaki tanimlar1 verebiliriz.

Tamm 4.1.3. (M,J) hemen hemen kompleks manifold ve X € x (M) olmak iizere
VxJ =0

seklinde tanimlanan M manifolduna Kdhler manifoldu denir [2].

Tamm 4.1.4. (M,J) hemen hemen kompleks manifold ve Kdhler formu kapali yani; d¢ = 0 ise

M manifolduna hemen hemen Kdihler manifoldu denir [2].
Tamm 4.1.5. (M,J) hemen hemen kompleks manifold ve X,Y € x (M) olmak iizere
(VxJ)Y +(VyJ)X =0
esitliginde M ye nearly Kdihler manifold denir. X ve Y esitliginde
(Vx))X =0
ise hemen hemen Tachibanadir [2].

Tanim 4.1.6. (M,J) hemen hemen kompleks manifold ve XY € y (M) olmak iizere
(Vx.])Y—f— (ij.])JY =0
esitliginde M ye quasi-Kéihler manifold denir [13].

Tanm 4.1.7. (M,J) hemen hemen kompleks manifold ve M nin bazi {E,...,E,,JE,....JE,}

olmak iizere
n

69 (X) = _Z {<VE,¢) (Ei, X) + (VJEi¢) (JE;i, X)}

i=1
esitligi gecerlidir. Buradan 6 ¢ = 0 ise M manifolduna hemen hemen semi-Kdihler manifold ve

diger taraftan ayrica N = 0 ise M manifolduna semi-Kdéhler manifold denir [13].
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Tamm 4.1.8. (M,J) hemen hemen kompleks manifold ve Nijenhuis tensérii 0 ise M manifolduna

Hermityen manifold denir [2].

M ve M Riemann manifoldlart ve M, M ye immersed (gomiilmiis) altmanifoldudur ve M
ye M den indirgenen Riemann yapisini verir. ) (M), M ve x (M), M iizerindeki vektor alanlart
olsun. y (M) ye dik ve tamamlayan vektor alanlar1 (ortogonal) x (M) olsun. Boylece dogrudan

toplam ayrismasi ¥ (M) = x (M) & x (M) dir [2].

Tamm 4.1.9. M ve M Riemann manifoldlarimin V ve V sirastyla Riemann konneksiyonlart olsun.

Altmanifold M nin immersiyon konfigiirasyon tensérii ve X,Y € x (M), Z € x (M)™ olmak iizere

T:x (M) x7 (M) =% M)

TxY =VyxY —VyY
ve

P2 (M) = x (M)

TxZ =PVxZX € x (M)
ortogonal izdiigiim doniisiimiidiir [15].
Onerme 4.1.2. M Riemann manifoldu, M ye gomiilmiis (immersed) bir altmanifold olsun. XY €
x (M) icin konfigiirasyon tensérii asadaki ézelliklere sahiptir.
a) Tx, altuzay x (M) ve x (M )L vektor alanlarini tersine gevirir,
b) TxY = Ty X,
¢) Tx anti-simetrik lineer operatorlerdir,

d) PRyy = Rxy — [Tx,Ty| burada Rxy ve Rxy swasiyla M ve M nin iizerindeki egrilik

tensorleridir [2].

Ispat: b) X,Y € x (M) olmak iizere, konfigiirasyon tensorii
TxY = VxY — VxY

Ve

TyX = VyX — Vy X
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taraf tarafa cikarilirsa
TxY — TyX = VxY — VyX +VyX — VxY

M C M oldugundan V, M nin indirgenen metrik tarafindan belirlenen Riemann konneksiyonu

oldugundan
VxY —VyX = [X,Y] = VyX — VxY
esitlifinden
TxY —TyX =0
IyY =Ty X

gosterilmis olur.

¢) M C M oldugundan V, M nin indirgenen metrik tarafindan belirlenen Riemann

konneksiyonu oldugundan X € x (M) ve Y,Z € x (M) igin

<§XY,Z> + <Yﬁxz> — X (Y,Z) = (VyY,Z) — (Y,VxZ)

ve
X(Y,Z) = <vXY,Z> n <Y, ?XZ>
=(IxY + VxY,Z)+ (Y, TxZ+ VxZ)
0=(IxY,Z)+ (Y, TxZ)
esitliginden
(IxY,Z) = — (TxZ,Y) (4.1.10)
elde edilir.

d) X,Y € x(M) icin, Gauss doniisiimii, egrilik tensorii ve P ortogonal izdiigtim
doniisiimiinden
PRxy = P (vm ViV ﬁm)

= PVxy]—PVxVy+PVyVx

= Vixy]—PVx (Vy +Ty) + PVy (Vx + Tx)

= Vixy) — PVxVy — PVxTy + PVyVx + PVyTx

=Vixy]— VxVy +VyVx = P(Vx +Tx) Ty + P(Vy + Ty) Tx

= Vixy]— VxVy + VyVx — PVxTy — PTxTy + PVyTx + PTy Tx

= Ryy — P|Tx, Ty]
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esitligi elde edilir. a) iddiasin1 da b) ve c) den gosterebiliriz.

Tanmim 4.1.10. M ve M hemen hemen Hermityen manifoldlar ve M, M ne gomiilmiis (immersed)
olsun. X € x (M) ve JX € x (M) icin J, M nin hemen hemen kompleks yapist ise M, M nin hemen
hemen Hermityen altmanifoldudur. Bu nedenle M ve M hemen hemen kompeks yapilart y (M)

iizerinde oldugundan her ikisinin de hemen hemen kompleks yapilarini J ile gosterebiliriz [15].

Onerme 4.1.3. M, M nin Kiihler altmanifoldu ve X,Y € x (M), Z € x (M) olmak iizere

1. TxJY =JTxY,
2. TYJZ = JTxZ,

3. TixZ=—-JIxZ [15].
Ispat: 1) T konfigiirasyon tensorii tanimimdan

TxJY = VxJY —VxJY
=JVxY —JVxY
=JTxY

esitligi elde edilir. 2) esitligi de benzer sekilde gosterilir.
3) Onerme (4.1.2) (b) ve (4.1.10) denkleminden
(TixZ,Y) = —(I)xY,Z)
=—(TyJX,Z)
=—-J(IyX,Z)
=—J(IxZ,Y)
esitligi elde edilir.

Onerme 4.1.4. M, M nin hemen hemen Hermityen bir altmanifoldudur. Eger

a) M quasi-Kihler ise M de quasi-Kdhlerdir.
b) M hemen hemen Kiihler ise M de hemen hemen Kdihlerdir:

¢) M hemen hemen Tachibana ise M de hemen hemen Tachibanadur.
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d) M Kdihler ise M de Kiihlerdir.

e) M Hermityen ise M de Hermityendir [2].

Ispat: a) M quasi-Kihler olsun.(4.1.4) denklemi ve 7 konfigiirasyon tensoriinden
0= (Vs ) ¥+ (Vs ) ¥
= VxJY —JVxY =V ;xY —JV,xJY

=TxJY +VxJY —JTxY —JVxY —TjxY —VxY —JTjxJY —JVxJY
esitligi ve onerme (4.1.3) den

0=VyxJY —JVxY —V,xY — IV xJY

0=(Vx)Y + (VyxJ)JY

elde edilir. M C M oldugundan M quasi-Kihler ise M de quasi-Kéhlerdir.

b) M hemen hemen Kihler oldugundan d¢ = O dir. (4.1.4), (4.1.8) denklemleri ve T

konfigiirasyon tensoriinden
0=g (Y, <vxj> Z) tg (Z, (VYJ) X) tg (X, (VZJ) Y)
—g (Y, VyJZ — ﬁxz> tg (ZiyJX - ﬁyx) s (X,?ZJY — ﬁﬂ)
=g (Y, VxJZ+TxJZ—J (VXZ+ TXZ))
+g (Z, VydX 4+ TyJX —J(VyX + TyX))

—|—g(X,Vz.]Y—|—T2JY —J(VzY—|— TzY))
esitligi elde edilir. Bu esitlige tekrar (4.1.4) denklemi uygulanirsa

0=g(Y,VxJZ —JVxZ+TxJZ — JVxZ — JT(Z)
+g (Y, (Vx))Z+TxJZ — JTxZ)
+4(Z,(Vy))X + TyJX —JTy X)

+g(X, (V)Y +TzJY —JT;Y)
esitli§i onerme (4.1.3) den
0=g(¥,(VxJ)Z) +8(Z.(VyJ)X) +g (X, (V2])Y)

elde edilir. M C M oldugundan M hemen hemen Kihler ise M de hemen hemen Kihlerdir.
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c) M hemen hemen Tachibana oldugundan <§XJ)X =0 dir. (4.1.4) denklemi ve T

konfigiirasyon tensoriinden
0= (Vx/)x
= VxJX —JVxX
TxJX +VxJX —JTxX —VxX

= (VxJ)X + TxJX — JTxX

esitligi onerme (4.1.3) den
0= (VxJ)X
esitligi elde edilir. M C M oldugundan M hemen hemen Tachibana ise M de hemen hemen

Tachibanadir.

d) M hemen hemen Kihler oldugundan VxJ = 0dir. (4.1.4) denkleminde ve T konfigiirasyon

tensoriinden
0= (?XJ) Y
= VyxJY —JVxY
=TxJY +VxJY —JIxY —JVxY

= (VxJ)Y + TxJY —JTxY

esitligi onerme ( 4.1.3) den
0= (VxJ)Y

esitligi elde edilir. M C M oldugundan M Kihler ise M de Kihlerdir.

e) M Hermityen manifold ise N = 0 dir. (4.1.7) ve (4.1.4) denklemleri ve T konfigiirasyon
tensoriinden X,Y € x (M) igin

N(X,Y)= (V,XJ> y - (%ﬂ) X+J (VYJ) X—J (VXJ> Y
0=V,xJY —JV;xY —VyJX +JV,;yX
—JVxJY —VxY +JVyJX +VyX
= TyxJY + VyxJY —JTjxY —JVxY — TjyJX —VyJX
+ITiyX +JV iy X —JTxJY —JVxJY —TxY — VY

+JTyJX +JVyJX + Ty X + VyX
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esitligi ve Onerme (4.1.3) den
(ij.])y — (VJYJ)X —J(VXJ>Y—|—J(VY]>X =0
esitliginden M C M oldugundan M Hermityen ise M de Hermityendir.

Onerme 4.1.5. M, quasi-Kdhler manifold M nin hemen hemen Hermityen bir altmanifoldudur:
Buna gore XY € x (M) icin
IxY +T;xJY =0

dir [15].

ispat: M quasi-Khler manifold oldugundan (V;d) Y + (%ﬂ) JY = 0 dir. (4.1.4) denklemi

ve T konfigiirasyon tanimindan
0= (?XJ) Y+ (6}){]) JY
=VxJY —JVxY —V;xY —JV,;xJY
=TxJY +VxJY —JTxY —JVxY

—T)xY —VxY —=JTixJY —JVxJY
esitligi diizenlenirse
0= (Vx))Y + (V,xJ)JY +TxJY
—TixY —J (IxY + TjxJY)
M quasi-Kihler manifold ve 6nerme (4.1.3) den sa§ taraf sol tarafa esit oldugundan
IxY + TjxJY = 0.

Tamm 4.1.11. M, M nin hemen hemen Hermityen bir altmanifoldu olsun. M hemen hemen

Hermityen manifoldu M hemen hemen Hermityen altmanifolduna gore ko-tiirevi 5P ye
g‘P (X) = _Z { (vEl¢) (Ei,X)+ <vJEz¢) (JEivX)}
i=1
kismi kotiirev denir. Burada {E\,...,E,,JE|,....,JE,} x (M) icin lokal J bazi ve X € ¥ (M) dir
[2].

Onerme 4.1.6. 5N¢ kismi kotiirev ve X € x (M) olmak iizere
59 (X) = (JH.X)

dir [15].
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Ispat: ¢ Kihler formu ve H ortalama egrilik vektor alam (2.1.5) denkleminden

n
Z { <VE J) (Ei,X) + (V,E,,J) (JEi,X)}
"

Z Tg,JE; — JTg,E; — Tyg,E; — JTg E;, X )
<JH X)

esitligi elde edilir.

Teorem 4.1.2. M, M nin hemen hemen Hermityen bir altmanifoldu olsun. Buna gore M minimal

bir altmanifolddur gerek ve yeter sart X € y (M )L olmak iizere
8¢ (X) =

esitligi gecerlidir [2].

Ispat: Onerme (4.1.6) dan ispatlanabilir.

Teorem 4.1.3. Bir quasi-Kdhler altmanifoldu minimaldir [15].

Ispat: Onerme (4.1.5) den

n
H =Y {TgEi+ T JE} =0
i=1

esitlifinden quasi-Kéhler altmanifoldu minimaldir.
4.2 Hemen Hemen Hermityen Submersiyonlar

Tamm 4.2.1. (Mzm,g,J) ve (an,h,J’) Hermityen manifoldlar olsun. f : M — B oOrten bir
diferensiyellenebilir doniisiimii asagidaki sartlart sagliyorsa Riemann submersiyonu olarak
adlandirilir. f Riemann submersiyonu f ye ek olarak (3) eklenirse f doniisiimiine hemen hemen

Hermityen submersiyon olarak adlandirilir.

1. f doniisiimii maksimal ranka sahiptir.
2. fy (cekf)* lineer izometridir.
3. f hemen hemen kompleks doniisiim ise
f «oJ=J "o f %

2]
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Tamm 4.2.2. f: (Mz’”,g,J) — (an,h,J' ) hemen hemen Hermityen submersiyon olsun. f,
cekirdeginde bulunan M iizerindeki liflere tegettir (y €Bigin, I, = f -1 (y)) ve dikey (vertical)

vektorler denir. Herhangi bir p € M icin 'V integrallenebilir distribiisyonu
vy = ek fip

ile tammlanan V), ye dikey distribiisyon denir. Dikey distribiisyona ortogonal olan
Hy= (Vo)

ile tamimli distribiisyona yatay distribiisyon denir. Total uzay M nin teget demetindeki dikey ve
yatay distribiisyonlar sirasiyla V (M) ve H (M) ile gisterilir ve ortogonal olan bir ayrismaya
sahip oldugundan

TM)=V(M)DH(M)

dir. Ortogonal olan projeksiyon doniisiimii sirasiyla
V:T(M)—V (M)

ve
H:T (M) — H(M)
ile gosterilir [2].
Ornek 4.2.1.
f:R* = R?
1
X1,X2,X3,X4) = —= (—X1 +X3,—X2 +X
f(1234)\/§(1324)

tarafindan tamimlanan bir doniigiim olsun. f doniisiimiiniin hemen hemen Hermityen

Submersiyon oldugunu gosterelim.

1. Bu doniigiimiin oncelikle submersiyon oldugunu gosterelim. Dogrudan iglemlerle

_ L 1
P v B A
* o —-L o L
V2 V2

elde edilir. rankf, = boyR? = 2 oldugundan f doniigiimii submersiyondur.

2. Riemann submersiyon oldugunu gosterelim. f| ( ) lineer izometri midir ?

cekF

cekf, =7, =Span{Vy = (1,0,1,0),V» = (0,1,0,1)}
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ve

(cekfs)" = = Span{H; = (1,0,~1,0), H, = (0,1,0,—1)}

alinabilir.

81 (HlaHl) =41 (f*Hlaf*Hl) =2

ve

82 (H27H2) =82 (f*H27f>kH2> =2

oldugundan f*|(§ekF ) lineer izometridir. Buradan f doniisiimii Riemann submersiyondur.

3. f doniisiimiiniin hemen hemen kompleks oldugunu gosterelim. R* ve R? iizerinde tamimlanan

kompleks yapilar sirastyla J ve J' géjz oniine alimirsa
J (x1,%2,X3,%4) = (—X2,X1, —X4,X3)

ve

J (x1,x2) = (—x2,x1)

J'o f.Hy = —/2dy, ve f.oJH| = —\/2dy, oldugundan f,.oJH, = J' o f.H; esitliginden f

doniisiimii hemen hemen Hermityen submersiyondur.

Onerme 4.2.1. f: (M m g J ) — (BZ”, h,J /) hemen hemen Hermityen submersiyon olsun. Buna

gore f tarafindan belirlenen yatay ve dikey distribiisyonlar J invaryanttir (degismez). Yani

J{V (M)} =V (M) ve J{H(M)} = H (M) [20].

Ispat: U € V (M) icin f hemen hemen kompleks oldugundan f, o JU = J' o f,U = 0 dir. Bu
nedenle JU € V(M) dir. X € H(M) ve JU €V (M) igin g (JX,U) = —g (X,JU) = 0 olacagindan
JX € H (M) elde edilir.

Onerme 4.2.2. f: (Mzm,g,J) — (an,h,.l’ ) hemen hemen Hermityen submersiyon olsun.
Buna gore F lifleri, 2m — 2n boyutundaki M nin hemen hemen kompleks bir sekilde gomiilii

altmanifoldlaridir [2].

Ispat: Dikey distribiisyon J—invaryant ve tamamen integrallanebilir oldugundan M den
indirgenen hemen hemen kompleks yapi ile bir F, lifi hemen hemen kompleks bir sekilde
gomiiliir. Yani V € V(M) igin f, o JV =J o £,V =0JV = 0 elde edilir. p € M i¢in T,,f ! ();
¥, =¢ekfip = Tof 1 (y) esitliginden ¥, =¢ekf., = T,f ' (y) = 2m — 2n M nin hemen hemen

kompleks bir sekilde gomiilii altmanifoldlaridir.
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Tanmm 4.2.3. f: (Mzm, g,J ) — (an,h,J' ) hemen hemen Hermityen submersiyon olsun. X yatay
vektor alani M iizerinde ve X, vektor alami B iizerinde vektor alanlart f—bagliysa X vektor

alanmina temel (basic) vektor alant denir [2].

Onerme 4.2.3. f: (Mzm,g,J) — (Bz",h,J’ ) hemen hemen Hermityen submersiyon ve X,Y M
lizerinde temel vektor alanlart olsun. O zaman

a) ¢g(X,Y)=h(X,,Ys)of;

b) JX temel vektor alani ile J'X, f—baghdur,

¢) J[X,Y] temel vektir alant ile [X,,Y.] f—baghdr,

d) JCVxY temel vektor alan ile VS(*Y* ile f—baghdr [2].
Ispat: a) p € M ve X,Y temel vektor alanlari igin

8p <X7Y) = hf(p) (f*X7f*Y)

= hy(p) (Xeo f,Yao f)
dir. Buradan
8p (X>Y) = hf(p) (X*,Y*) of
elde edilir.
b) Onerme (4.2.1) ve f hemen hemen kompleks doniisiim oldugundan
fudX =J f.X,
fdX =TX.of
elde edilir. Buradan JX temel vektor alan1 J'X, ile f—baghdur.
¢) X,Y temel vektor alanlart icin

= [f*X,f*Y]
= [X.,Yi]of

elde edilir.
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d) f bir lineer izometri, X (g(Y,Z)) = X (h(Ys,Zs)) o f ve S [X,Y] ile [X,Y.] f—bagh
oldugundan (2.1.4) Koszul esitliginden X.,Y,,Z, vektor alanlarinin yatay liftleri (gonderileni)
X,Y,Z olmak lizere

X (h(Ye,Zy)) + Y (h(Z,Xs)) — Zi (h (X, Ys))

28 (VxY,2) = —h (X, Z),Ye) — h([Ye, Ze] . X)) — h([Xe, Vo], Zs)

elde edilir. Burada sag taraf B manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu V' i¢in Koszul esitligi

oldugundan
28 (VXY Z)+2g(V VxY,Z) =2h(HVx Y, Z)o f+2h(V Vx Y, Z,)of
28 (HVXY,Z) =2h(HVx.Y,,Z)o f
esitligi elde edilir. Buradan 7°VxY ile VY Y, f—baghdir.

Total uzay M iizerinde tanimlanan belirli bir yapinin, lif altmanifoldlar1 (F;) ve taban

manifoldu (B) tizerindeki etkisini inceleyelim.

Teorem 4.2.1. f: (Mzm , 8, J ) — (BZ”7h,J’ ) hemen hemen Hermityen submersiyon olsun. Eger

a) M quasi-Kiihler ise F, de quasi-Kiihlerdir.

b) M hemen hemen Kdhler ise F, de hemen hemen Kiihlerdir.

¢) M hemen hemen Tachibana ise F, de hemen hemen Tachibanadir.
d) M Kdhler ise F, de Kiihlerdir.

e) M Hermityen ise Fy de Hermityendir [2].

Ispat: f: M — B hemen hemen Hermityen submersiyon olsun. y € B icin F, = f~!(y)
tizerindeki lif, (M, g) hemen hemen Hermityen manifoldunun r = 2m — 2n-boyutlu altmanifoldu
oldugundan 6nerme (4.1.4) iin ispat1 gibi gosterilebilir. d) yi ispatlayalim digerleri de benzer

sekilde gosterilebilir.

d) Swrastyla M Kihler ve Fy altmanifoldunun konneksiyonu V ve V olsun. M Kihler ise
VxJ = 0 dir. F, altmanifoldunun VxJ =0 oldugunu gosterelim. (4.1.4) denkleminden ve T
konfigiirasyon tensoriinden

(VxJ)Y =VxJY —JVxY
= TxJY +VxJY —JTxY —JVxY

_ (%ﬂ) Y + TxJY — JTxY
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Onerme (4.1.3) den
(¥x/)r =0
esitlidi elde edilir. F, C M oldugundan M Kihler ise F, de Kéhlerdir.

Teorem 4.2.2. f: (Mz’”, g,J) — (an,h,J’ ) hemen hemen Hermityen submersiyon olsun. Eger

a) M quasi-Kdhler ise B de quasi-Kdhler,
b) M hemen hemen Kdihler ise B de hemen hemen Kdhler,
¢) M hemen hemen Tachibana ise B de hemen hemen Tachibana,

d) M Kdihler ise B de Kdhler,

e) M Hermityen ise B de Hermityendir [2].

Ispat: Ilk olarak Kihler formu ¢ nin ¢ = f,¢’ temel vektor alanlar iizerinde oldugunu
gosteriyoruz. Eger M manifoldu iizerindeki X,Y temel vektor alanlar1 B manifoldu iizerindeki

X, Y, vektor alanlarina f — bagli ise 0 zaman
esitlifinden
elde edilir

b) Oncelikle b) iddasini ispatlayalim. ¢’ (X,Y) = f.¢’ (X,Y) f. diferensiyel formlarda d ile
degistiginden d¢ (X,Y) = fid' ¢’ (X,Y) = 0 oldugunu gorebiliriz. Buna gére M hemen hemen
Kihlerise d¢ (X,Y) = 0 dir. f Riemann submersiyon oldugundan f, lineer izometridir. Buradan
do (X,Y)=0ised ¢’ (X,Y) =0 dir. Bu nedenle M hemen hemen Kihler ise B de hemen hemen
Kihlerdir.

a) b) de oldugu gibi f; 1n diferensiyel formlarin ikinci derecesini (Kihler formu) korudugunu
gostermek yeterlidir. M quasi-Kéhler ise (VxJ)Y + (VyxJ)JY = 0 dir. Onerme (4.2.3) den
(Vi J) Y+ <V’JX*J ! ) J'Y, = 0 esitliginden M quasi-Kihler ise B de quasi-Kihlerdir.

¢) M hemen hemen Tachibana ise (VxJ)X = 0 dir. Onerme (4.2.3) c¢) den M iizerindeki
VY ile B iizerindeki VQ(*Y* f—bagh oldugundan (VxJ)X = 0 ise (V&*J’) X, =0 dir.
Buradan M hemen hemen Tachibana ise B de hemen hemen Tachibanadir.
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e) M Hermityen ise N (X,Y) = 0 dir. Denklem (4.1.7) ve Onerme (4.2.3) ¢) den 5#'VxY ile B
iizerindeki V Y, f—bagl oldugundan N (X,Y) =0ise N (X;,Y,) =0 dir. Buradan M Hermityen

ise B de Hermityendir.

d) Son olarak d) iddias1 b) ve e) den gelir. d¢ = 0 ise M hemen hemen Kihler ve N = 0 ise
M Hermityendir. Buradan Lemma (4.1.1) den VxJ = 0 elde edilir. M iizerindeki VxJ ile Vi J'
f—bagli oldugundan M Kihler ise B de Kihlerdir.

Teorem 4.2.3. f: (MZ'", g,J ) — (BZ”,h,J’ ) quasi-Kdhler submersiyon olsun. Buna gore U,V €
X' (M) veX,Y € x" (M) olmak iizere

a) TUJV = TJUV,

b) TjyX =—-JTyX,

C) Ax.]X = 0,

d) AxJY = —AyJX dir [2].

Ispat: a) Lifler holomorfik altmanifold oldugundan ve T konfigiirasyon tensorii iizerinde ikinci

temel form olarak hareket ettiginden quasi-Kéhler submersiyon tanimindan ve

(%J) V =VyIv —JVyv
denkleminden
0=VyJV—JVyV —V;uV —JV,;yJV (4.2.1)
elde edilir. Elde edilen denklemde 7 konfigiirasyon tensorii yerine yazilirsa
0=TyJV +VyJV —JTyV —JVyV
— TV —V,uV —JTiyJV —JIV,;uJV

= (Vud)V + (V) IV

+TyJV =JTyV — TV —JTpJV

denklemini diizenlersek

0=TyJV —JTyV - TiyV = JTjyJV (4.2.2)

denklemi ve 6nerme (4.2.1) den TyJV = TjyV esitligi elde edilir.
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b) Denklem (3.1.3), Onerme (4.2.1) ve g Hermityen metrik tanimindan
g(TiuX,W)=—g(TiyV,X) = —g(JTyX,V)

buradan TjyX = —JTy X esitligi elde edilir.

c) A temel tensor tammindan X € y" (M) igin AxX = 7 VxX dir. Denklem (4.2.1) de dikey
kismini kullanarak

0=AxJX —A;xX —JAxX —JA;xJX
buradan A yatay tensor alani paralel oldugundan AxJX = 0 esitligi elde edilir.
d) X,Y € x (M) icin c) esitligine benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 4.2.4. f: (Mzm,g,J) — (BZ”,h,J’ ) quasi-Kdhler submersiyon olsun. Buna gore XY €

2" (M) olmak iizere
a) AjxY =AxJY,
b) A;xV = —JAxV = AxJV dir [20].
ispat: a) A temel tensorii tanimindan ve denklem (4.2.1) de dikey kismin1 kullanarak
0=AxJY —JAxY —A,;xY — JA;xJY
denkleminden A;xY = AxJY esitligi elde edilir.
b) X € " (M) ve V € " (M) igin a) esitligine benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 4.2.5. f : (Mzm,g,J) — (an,h,J' ) nearly-Kdahler submersiyon olsun. Bu durumda

yatay distribiisyon integrallenebilir ve tamamen jeodeziktir [20].

ispat: X temel vektor alan1 ve V dikey vektor alan1 M {izerinde olmak iizere, onerme (3.0.1) ve
A temel tensoriintin tanimindan [X, V] = 0 oldugundan VxV = Vy X = AxV esitligi elde edilir.
Onerme (3.1.2) Vy X = AxV + Ty X denkleminden

(VyJ)X = VyJX —JVyX

=AxJV —JAxV.

Diger taraftan, f nearly-Kihler submersiyon oldugundan (VxJ)V = — (VyJ) X anlamina gelir.
Teorem (4.2.4) b) esitlifinin yatay kismi kullanilarak, —2JAxV = 2JAxV elde ederiz. Bundan

dolay1 A = 0 yani yatay distribiisyon integrallenebilir ve tamamen jeodeziktir.
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Teorem 4.2.6. f : (Mzm,g,J) — (Bz’l,h,J’ ) hemen hemen Tachibana submersiyon olsun. Bu
durumda X € y" (M) ve VW € x" (M) olmak iizere

a) TyJW =JTyWw,

b) TiyW =JTyW,

c) TyJX =JTyX dir [2].

Ispat: a) ve b) esitliklerini gostermek icin V € %" (M) igin f hemen hemen Tachibana
submersiyon oldugundan (VyJ)V = 0 dir. Bundan dolay1 Ty JV = JTyV esitligini gostermek
yeterlidir. T konfigiirasyon tensorii ve VyJV = (VyJ) +JVyV esitliginden
TyJV = VyJV —VyJV

- (?w) V4 IVyV — (Vyd)V —JVyV

=J <§VV + Vvv>

=JTyV
Tyy = JTyV elde edilir. Onerme (4.2.1) den J—invaryant oldugundan Tjy = JTyV = TjyV
esitlifinden a) ve b) iddialar1 gosterilmis olur.

c¢) iddias1 da a) ve b) iddalar1 gibi gosterilebilir.

Teorem 4.2.7. f : (Mz’",g,J) — (an,h,.]’ ) Kdihler submersiyon olsun. Bu durumda V dikey

vektor alani ve E herhangi bir vektor alant olmak iizere
TyJE = JTVE
dir [2].
Ispat: T konfigiirasyon tensorii ve f Kihler submersiyon oldugundan

TyJE = VyJE —VyJE
- (VVJ) E+JVyE — (VyJ)E — JVyE
=J <§VE + VvE>

— JTVE.
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