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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum “Lineer Olmayan Volterra Integral Denklem-
lerinin Cozlimlerinin Varligr” baglikli bu ¢alismanin bilimsel ahlak ve geleneklere
aykirt diisecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve yararlandigim
biitiin kaynaklarin, hem metin icinde hem de kaynakcada yontemine uygun bicimde
gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.

Osman KARAKURT
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Dort boliimden olusan bu tezin birinci boliimiinde, integral denklemler ve daha
onceden bilinmekte olan, lineer olmayan Volterra integral denklem tipleriyle ilgili
bilgi verildi.

Ikinci boliimde, diger boliimlerin daha kolay anlasilmasin1 saglayacak temel
tanimlar ve teoremler verildi. Lineer uzay, normlu uzay, topolojik uzay, siirekli ope-
rator ve kompaktlik gibi kavramlardan bahsedildi. Ayrica kompaktsizlik ol¢iisii ile
ilgili bilgi verildi.

Uciincii ve Dérdiincii boliimde, farkli tipten olan lineer olmayan Volterra in-
tegral denklemlerinin, sabit nokta teoremi kullanilarak, [0, 7] araliginda taniml1, reel
degerli ve siirekli fonksiyonlarin kiimesi olan C[0,7] Banach uzayinda ¢oziimiiniin
varlig1 incelendi. Bunu yaparken, lineer olmayan Volterra integral denkleminin
bilinen fonksiyonlarindan olan; kaynak terim, integral carpani ve c¢ekirdek teri-
mine iligkin hipotezler olusturulmus ve c¢oOziimiin varlifi ispatlanmigtir.  Ayrica,
bu boliimde, sonuglarin daha iyi anlagilmasimi saglayacak bazi uygulamalara yer
verilmisgtir.

ANAHTAR KELIMELER: Lineer olmayan Volterra integral denklemleri,
Kompaktsizlik dl¢iisii, Sabit nokta teoremi.
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The present thesis consists of four chapter. In the first chapter of this thesis, the
information was given about the integral equations and discussed types of nonlinear
Volterra integral equations previously.

In the second chapter, some basic definitions and theorems were given to un-
derstand other chapters easily. Basic concepts such as linear space, normed space,
topological space, continuous operator and compact set were given. It was also given
information about measure of noncompactness.

In the third and fourth chapter, the existence of the solution of the nonlinear
Volterra integral equations which are different type in the classical Banach space
C[0,T] that is consist of all real functions defined and continuous on the interval
[0, T] were investigated by using the fixed point theorem. In doing so, the hypotheses
about the source term, integral multiplier and kernel term which are defined as known
functions of nonlinear Volterra integral equation has been created and the existence of
the solution has been proof. Moreover, in this chapter, some applications were given
to understand the results more clearly.

KEYWORDS: Nonlinear Volterra integral equations, Measure of noncompact-
ness, Fixed point theorem.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

R : Reel sayilar climlesi,

Ry : [0,00) araligy,

N : Dogal sayilar ciimlesi,

C: Kompleks sayilar ciimlesi,

C(I) : I araliginda taniml, reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin uzayz,
BC(R4+,R) : R, da taniml, reel degerli, siirekli ve sinirli fonksiyonlarin uzayi,
sup : Supremum,

inf : Infimum,

maks : Maksimum,

E : Banach Uzay;,

D(T) : T doniisiimiiniin tanim ciimlesi,

R(T) : T doniisiimiiniin goriintii ciimlesi,

Mg : E Banach uzayimin bostan farkli ve sinirl alt climlelerinin ailesi,
Mg : E’nin bostan farkl ve 6n-kompakt alt ciimlelerinin ailesi,

A : A ciimlesinin kapanis,

B(x,r) : x merkezli ve r yarigapli agik yuvar,

Blx,r| : x merkezli ve r yaricapl kapali yuvar,

S(x,r) : x merkezli ve r yaricapl yuvar yiizeyi,

convX : X’iihtiva eden konveks ve kapali ciimlelerin en kii¢tig,

w(x,€) ¢ x’in, € > 0 sayisina karsilik gelen siireklilik modiilii.
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1. GIRIS

1.1. integral Denklemler

Integral isareti altinda bilinmeyen bir fonksiyonu ihtiva eden denklemler olarak
tanimlanan integral denklemler, uygulamali matematik ve matematiksel fizikteki bir
cok problemin doniistiigii en 6nemli denklem tiplerindendir. Bu denklemler, mate-
matiksel analizin giiniimiiz problemleri iizerine uygulanmasinda da onemli bir yere

sahiptir. Mesela, trafik arag teorisi ve biyoloji bilimindeki baz1 problemlerin ¢oziimii,

1
x(1) = £(t,x()) /0 u(t,s,x(s))ds, 1 € [0,1]

formundaki lineer olmayan fonksiyonel integral denkleme dayanir, [1], [2].

Integral denklemler, genelde integral sinirlarina gore Fredholm ve Volterra ol-
mak tizere iki tipten olusmaktadir. Fredholm integral denkleminde integralin sinirlari
sabittir. Volterra tipi integral denklemlerde ise integral sinirlarindan biri degiskendir,
[2].

Integral denklem tabiri, ilk olarak 1888 yilinda Bois Reymand tarafindan
kullanilmis olmakla beraber, bu denklemlere ilk olarak 1782 yilinda Laplace’in li-

neer fark denklemleri ve integral deklemlerin ¢oziimiinde kullandigi,

1= [ oty

integral doniisiimiinde rastlanmaktadir, [3].

Volterra tipi integral denklemlere ait caligmalar ilk olarak, 1860-1940
yillar1 arasinda yasamis olan Italyan matematikgilerinden Vito Volterra tarafindan

yapilmistir, [2].

X(1) = (Tx) (1) /O "ult,5,x(s))ds

Ve

(1) = £(t,x(1) /0 "ult,5,x(s))ds



formundaki lineer olmayan kuadratik Volterra tipi denklemlerin ¢oziilebilirligine dair

incelemeler daha once yapilmistir, [4], [S], [1].

Jozef Banas

)= £0)+ [ s s))ds 16

J. Banas ve M. Paslawska-Poludniak

X(0) = 1)+ | ule.sx(s))ds, (7],

J. Banas, J. Rocha, K. B. Sadarangani

K0 = (100 [ ule,s,at)ds, 5],

J. Banas ve B. Rzepka

x(t) = f(t,x(1)) +/Otu(t,s,x(s))ds, 18],

J. Banas ve A. Martinon

(1) = a(t) +x(1) /0 Cu(t,5,x(s))ds, 9,

J. Banas ve K. Sadarangani

x(t) =af(r) +f(t,x(t))/Otu(t,s,x(s))ds, [10],
J. Banas, J. Caballero, J. Rocha ve K. Sadarangani

x(1) = alt) + (Tx) (1) /O (e 5,x(s))ds, 1],
J. Banas, B. C. Dhage

B()
() = fle o)+ [ uts.xl(s)ds, [12]

J. Banas ve L. Olszowy

x(r) =a(t)+f(f,X(f))/Owu(t,w(S))dsa [13],

(1.1.1)

(1.1.2)

(1.1.3)

(1.1.4)



J. Banas ve B. Rzepka

(0) = p(O)+ F0.5(0) [ ule,s.2(s))ds, [14]

K. Maleknejad, K. Nouri, R. Mollapourasl

x(r) = f(t,x(au(2))) /Ot u(t,s,x(s))ds, [15],

J. Caballero, D. O’Regan ve K. Sadarangani
(1) = p(e) + F(0.2(0)) | ulr,s.x(5))ds, [16],

J. Caballero, J. Rocha ve K. Sadarangani

K1) = al)+(T2)0) [ 7(6(0.5)0(x(5)ds, (17, (1.1.5)

J. Caballero, B. Lopez ve K. Sadarangani

B()
X(0) = alt) + (Tx(0)) [ u(t,s,2(),2(h)ds, (18]
0
denklemlerini incelemistir.

Bu tezde ise; 3. boliimde

Y(t)
x(t) = a(a(t)) + (Tx)(B(r)) /0 v(t,T,x(M(1)))dr, 1 €1=1[0,M]

ve 4. bolimde de

() = (@) + () [ F005)0lx(s())ds, re1= 0.1
esitlikleriyle verilen lineer olmayan (nonhomojen kuadratik) Volterra tipi integral
denklemlerinin ¢oziilebilirligi incelendi. Dikkat edilirse; tezin 3. bdliimiinde ele
alacagimiz denklemde 6zel olarak: o : I — I fonksiyonu keyfi, a(r) =0, B(¢) =t =
v(¢) ve N(t) =t alindiginda (1.1.1) denklemi, a(z) =t = B(¢) = y(¢), n(t) =T ve
(Tx)(t) = x(¢) alindiginda (1.1.2) denklemi, a(z) =1, B(t) =1, y(t) =1, n(t) =T,
(Tx)(t) = f(t,x(¢t)) alindiginda (1.1.3) denklemi, a(z) =1¢, B(r) =1, y(t) =1t ve
N(s) = s alindiginda (1.1.4) denklemi elde edilir. Tezin 4. boliimiinde ele alacagimiz
denklemde de 6zel olarak o(t) =1, B(r) =1¢, y(t) =t ve g(s) = s alindiginda (1.1.5)
denklemi elde edilir. Boylece tezin 3. ve 4. boliimlerinde incelenmek iizere ele
alinan denklemler, 6nceden incelenen bazi1 denklemlerden daha genel denklem-

lerdir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, bundan sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi temel tanimlar

ile teoremler verildi.
2.1. Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. (Lineer Uzay) [19, syf. 69] Bos olmayan bir L ciimlesi ve bir F
cismi verilmis olsun. Eger x,y € L, A € F i¢in +(x,y) =x+y ve -(A,x) = Ax ile
tamimlanan 4+ : L X L — L ve -:[F x L — L fonksiyonlar1, her x,y,z€ L veA,B€F
icin asagidaki esitlikleri sagliyorsa, L ciimlesine, ' cismi {izerinde bir lineer uzay
(vektor uzay1) denir.
(a) x+y=y+x,
(b) (x+y)+z=x+(y+2),
(¢) Vx € L igin x+ 60 = 8 +x = x olacak sekilde bir 8 € L vardir,
(d) ¥x € Ligin x+ (—x) = (—x) +x = 6 olacak sekilde bir (—x) € L vardir,
() (A+B)x=Ax+PBx,
(£) Ax+y) =Ax+2y,
(g) (AB)x = A(Bx),
(h) Ix=

F =R olmasi halinde L’ye reel, F = C olmasi halinde ise L’ye kompleks lineer

uzay denir.

Tanim 2.1.2. (Topolojik Yapi) [20, syf. 23] X, bostan farkl bir kiime ve T da P(X)
in bir alt kiimesi olsun. Eger asagidaki aksiyomlar saglanirsa, T ya X iizerinde bir
topoloji (topolojik yapi) denir.

(t1) X,0€7

(t2) T dan alinan herhangi sayida elemanin birlesimi T ya aittir. Yani, V(A;);e; C T (1,
herhangi bir indis climlesi) i¢in J;c;A; € T dir.

(t3) T dan alinan sonlu sayida elemanin kesisimi T ya aittir. Yani, V(4;);c; C T (J,

sonlu indis kiimesi) i¢in ();c;A; € T dir.



Tamm 2.1.3. (Topolojik Uzay) [20, syf. 24] T topolojisi ile donatilmig X kiimesine

veya (X, 1) ikilisine topolojik uzay denir.

Tanmm 2.1.4. (Agk Kiime) [20, syf. 24] T nun her elemanina, X iizerinde 7T

tarafindan tanimlanan topolojiye gore bir acik kiime denir.

Tanimm 2.1.5. (Kapah Kiime) [20, syf. 24] X uzaymna gore tiimleyeni agik olan
kiimeye 7T tarafindan tanimlanan topolojiye gore kapah kiime denir. Yani; F C X

kapali < F¢ € T dur.

Tanim 2.1.6. (Kapanis) [20, syf. 66] X topolojik uzay ve A C X olsun. A nin tiim

kapali iist kiimelerinin arakesitine A’nin kapamsi denir ve A ile gosterilir.

Tanim 2.1.7. (Komsuluk) [21, syf. 45](X, 1) bir topolojik uzay ve A C X olsun. A
kiimesini kapsayan bir U agik kiimesinin her N iist kiimesine, A kiimesinin komgulugu
denir. Eger A = {x} ise, bu durumda x noktasini igeren U agik kiimesine de x in agik

komsulugu denir.

Tanim 2.1.8. (Siirekli fonksiyon) [20, syf. 81] (X,1) ve (X’,7’) iki topolojik uzay,
f: X — X’ bir fonksiyon ve xo € X olsun. X’ uzayinda f(xo) m her N’ komsulugu i¢in
f(N) C N’ olacak sekilde, X uzayinda x 1n bir N komgulugu varsa, f fonksiyonuna

xo noktasinda T ve T’ ye gore siireklidir denir.

Tamm 2.1.9. (Normlu Uzay) [19, syf. 103] X, bir lineer uzay olsun.

| -1l : X — R fonksiyonu, Vx,y € X ve Va € R i¢in asagidaki sartlar1 sagliyorsa, || - ||
fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X, || - ||) ikilisine de normlu uzay denir.

(@) [lx[| =0,

(i) [[x]|=0<x=6,

(iii) [Jax(| = [a/[lx]],

(iv) [lx+yll < [lxl[+ [lyll-

Tanim 2.1.10. (Yakmnsak Dizi) [22, syf. 75] (x,), (X, || -||) normlu uzayinda bir dizi
ve xo € X olsun. lim,_ ||x, —xo0|| = 0 ise (x,) dizisi xp noktasina yakinsiyor denir

ve X, — X veya lim,_,.x,, = xo seklinde gosterilir.



Tanim 2.1.11. [22, syf. 75] Bir (X, || - ||) normlu uzay1, xo € X noktasi ve pozitif r

sayis1 verilsin. O zaman

B(xg,r) ={xeX : ||x—xo| <r}
kiimesine xo merkezli r yaricaph a¢ik yuvar,

Blxo,r| ={x € X : [[x—x0|| < r}
kiimesine xo merkezli r yaricapl kapal yuvar ve

Sxo,r)={xeX :||x—x0|| =71}
kiimesine ise xp merkezli r yaricapli yuvar yiizeyi denir.

Tanim 2.1.12. (Cauchy Dizisi) [22, syf. 77] (x,), (X, || -||) normlu uzayinda bir dizi
olsun. Her € > 0 i¢in m,n > n oldugunda, ||x,, — x,|| < € olacak sekilde €’a bagl bir

ne dogal sayis1 bulunabiliyorsa (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tamim 2.1.13. (Banach Uzay) [22, syf. 82] (X, || -||) normlu uzayindaki her Cauchy
dizisi X igindeki bir noktaya yakinsiyorsa, bu (X, || - ||) normlu uzayma tam normlu

uzay veya Banach Uzayi denir.

[a,b] arahiginda tamimli, reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin Cla,b| lineer
uzayl, ||x|| = maks {|x(#)| : € [a,b]} normuna gore bir Banach uzayidir.

(xn) C Cla,b] ve lim,,_, x, = x olmasi halinde, her € > 0 sayis1 i¢in m > N oldugunda,
maks ;¢q,p) [Xm(t) —x(t)| <€
olacak sekilde €’a bagh bir N dogal sayisi bulunacagindan, her 7 € [a,b] i¢in
o (1) —x(1)] <&

olur. Bu ise, C[a,b] uzayindaki yakinsak bir dizinin ayn1 zamanda diizgiin yakinsak

oldugunu gosterir, [23, syf. 36-37].

Tamm 2.1.14. ( Operator) [23, syf. 82] Vektor uzaylar arasindaki doniigiimlere,

ozellikle normlu uzaylar arasindaki doniisiimlere operator denir.



Tamm 2.1.15. (Lineer Operator) [23, syf. 82] Asagidaki sartlar1 saglayan T
doniigiimiine bir lineer operator denir.

(i) T nin tanim bolgesi D (T) ve goriintii bolgesi R (T') bir vektor uzayidir.

(ii) Her x,y € ©(T) ve o skalar1 igin,

T(x+y)=Tx+Ty

T(ox) =alx
dir.
Tamm 2.1.16. (Bir Operatoriin Normu) [23, syf. 92]
7= sp I
x€D(T), x#0 [ ]l

esitligi ile tanmimlanan ||T || ye T operatoriiniin normu denir.

Tanim 2.1.17. (Bir operatoriin Bir Noktadaki Siirekliligi) [22, syf. 125] X ve Y
normlu uzaylari ve 7 : X — Y operatorii verilsin. Asagidakilerden biri saglandiginda,
T operatorii (doniigiimii) xo € ©(T') noktasinda siireklidir denir.

(a) Ve > 0 i¢in 38 = 8(€,x0) > 03 x € D(T) ve ||x —xp|| < & iken;
1T (x) =T (x0)|| <&,

(b) xp noktasina yakinsayan her (x,) C ©(7T) dizisi i¢in lim, e T (x,) =
T (xp) dr.

Tamm 2.1.18. (Siirekli Operator) [22, syf. 126] X ve Y normlu uzaylar olmak
tizere T : X — Y operatorii © (7))’ nin her noktasinda siirekli ise 7' operatorii ©(7)

tizerinde siireklidir denir.

Tamm 2.1.19. (Diizgiin Siirekli Operator) [24, syf. 336] X ve Y normlu uzay-
lar1 ve T : X — Y operatérii verilsin. Ve > 0i¢in 38 = 8(¢) > 0 > ||x —y|| < d ola-
cak sekildeki her x,y € ©(T) i¢in || T (x) — T (y)|| < € oluyorsa T’ye ©(T) iizerinde

diizgiin siireklidir denir.



Tanim 2.1.20. (Essiireklilik) [25, syf. 276] X C Cla,b] olsun. Bu durumda, Ve > 0
sayisina karsilik |r; — 1| < d esitsizligini saglayan her 71,7, € [a,b] ve her x € X igin

|x(#1) —x(t2)| < € olacak sekilde bir & > 0 say1s1 varsa X kiimesine egsiireklidir denir.

Tanim 2.1.21. (Konveks Kiime) [22, syf. 68] Bir X vektor uzayinin bir Y alt kiimesi

verilsin. Eger y;,y> € Y oldugunda
M={yeX:y=M1+(1-AN)y,, 0<A<I1}CY
oluyorsa, Y alt kiimesi digbiikeydir (konvekstir) denir.

Tanim 2.1.22. (Stmirh Operator) [22, syf. 127] X ve Y ikinormluuzay ve T : X —Y
operatdrii verilsin. Vx € D(T) igin || Tx|| < c||x|| olacak sekilde sabit bir ¢ > 0 sayisi

varsa T operatorii D(T) iizerinde sinirhidir denir.

Teorem 2.1.1. [22, Teorem 3.2.3 | X ve Y iki normlu uzay olsun. T : X — Y lineer o-
peratiriiniin D(T ) iizerinde sinirl olmasti icin gerekli ve yeterli kosul T operatoriiniin

D(T) iizerinde siirekli olmasidir.

Tamim 2.1.23. [22, syf. 223] (X,||-||) normlu uzayinda acik kiimelerin bir ailesi
D = (D )pen olsun. Eger bir E C X kiimesi i¢in E C (Jycp Dy, oluyorsa D ailesine
E kiimesinin bir agik ortiisii denir. Eger A9 C A sonlu ve E C Uyep, Dy, ise Dy =
(Dy)ren, ailesine E kiimesinin sonlu alt ortiisii ad1 verilir. E kiimesini 6rten D
ailesinin her kiimesinin ¢ap1 € > 0’dan biiyilik degilse D ortiisiine £ kiimesinin &-

ortiisi denir.

Teorem 2.1.2. [22, syf. 89] (X,|| -||) normlu uzay ve A C X olsun. x € A olmast igin

gerek ve yeter sart A icinde x’e yakinsayan bir (x,) dizisinin olmasidur.

Teorem 2.1.3. (Weierstrass Yaklasim Teoremi) [23, syf. 280] W, reel katsayili biitiin
polinomlarin ciimlesi olsun. Bu durumda, X = Cla,b] olacak sekilde sayilabilir bir

X C W ciimlesi vardrr.

Buna gore x € Cla,b] iken, Teorem 2.1.2°den, lim, X, = x yakinsamasi

diizgiin olacak sekilde polinomlarin bir (x,) dizisi vardir.



Tanim 2.1.24. (Kompakt Kiime) [22, syf. 224] (X, || -||) uzaymn bir altkiimesi E
olsun. Eger E kiimesinin her agik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa E kiimesine
X’ te kompakt kiime denir. Eger E kiimesinin E kapanis1 X te kompakt bir kiime
ise E’ye X’te bir on kompakt kiime veya relatif kompakt kiime denir. X kompakt
(6n kompakt) bir kiime ise (X, || - ||) normlu uzayma kompakt (6n kompakt) normlu

uzayi ad1 verilir.

Tanmm 2.1.25. (Dizisel Kompakt Kiime) [22, syf. 224] (X,||-||) uzayinin bir alt
kiimesi E olsun. E i¢indeki her dizinin, limiti £°de olan yakinsak bir alt dizisi varsa
E kiimesine, X te dizisel kompakt kiime denir. Eger E’nin E kapanis1 X te dizisel

kompakt kiime ise E’ye, X te dizisel on-kompakt kiime ad1 verilir.

Lemma 2.1.1. [22, syf. 225] (X,||-||) normlu uzayt ve E C X verilsin. E kiimesi

X ’te kompakt ise, bu kiime X ’te dizisel kompakt bir kiimedir.

2.2. Kompaktsizhk Olciileri

(E,||-||), bir reel Banach uzay1 olsun. X kiimesi E kiimesinin bos kiimeden
farkli bir alt kiimesi olsun. X ile X kiimesinin kapanisi, ConvX ile, X kiimesinin
konveks kapanigt gosterilir. X, Y kiimeleri E kiimesinin alt kiimeleri ise X ve Y

iizerindeki cebirsel islemler X +Y ve AX (A € R) ile gosterilir.

E kiimesinin bog olmayan ve smirh biitiin alt kiimelerinin ailesi g ile ve

2 nin relatif kompakt alt kiimelerinden olusan aile de g ile gosterilir, [26].

Tanmmm 2.2.1. (Daralma Doniisiimii(Operatorii)) [5] £ Banach uzaymin, bos
kiimeden farkli bir alt kiimesi M olsun. Ayrica T : M — E operatorii de sirh
kiimeleri sinirl kiimelere doniistiiren stirekli bir operator olsun. Eger T operatorii her-
hangi bir k > 0 sabiti, E de bir u kompaktsizlik 6l¢iisti ve M nin herhangi bir sinirlt X
alt kiimesi i¢in u(TX) < ku(X) esitsizligini saglarsa T operatorii Darbo sartini saglar
denir. Eger T operatorii, Darbo sartin1 £ < 1 icin saglarsa T operatOriine, u ye gore

bir daralma operatorii denir.



Eger u, Mg lizerinde reel degerli bir doniistim ise keru ile 9 nin
kerpy = {X € Mg : u(X) =0}

seklinde tanimlanan alt kiimelerinin ailesi gosterilir. Bu kiime; y doniisiimiiniin

cekirdegi olarak adlandirilir.

Tamm 2.2.2. [23, syf. 412] B kiimesi bir X metrik uzayinin alt kiimesi olsun ve
€ > 0 verilsin. Her z € B icin z noktasina uzaklig1 € dan kiiciik olan M, kiimesine ait

olan bir nokta varsa M C X kiimesine, B kiimesi i¢in bir €-ag denir.

Asagida kompaktsizlik dl¢iisii ile ilgili tanimlar verilecektir, [26].

Tanim 2.2.3. [26]. Bir u: Mg — R4 = [0,0) fonksiyonu, agagidaki sartlari saglarsa,
bu fonksiyona E’de bir kompaktsizlik dlg¢iisii denir.
(1) kerpy = {X € Mg : u(X) =0} # 0 ve keru C Ng’dir,
@)X CY = u(X) < p(Y),
(3) u(X) = u( Conv X) = u(X),
@ uAX +(1=1)Y) <Au(X)+ (1 =A)uY), Le]0,1],
(5) Eger (X;),(n=1,2,...),9Mg deki kapali kiimelerin, X, | C X, ve
lim, o0 (X)) = O sartlarini saglayan bir dizisi ise o zaman X.. = (,,_; X, kiimesi bos
degildir.
u Olgiisii asagidaki sartlart da sagladiginda u regiiler bir kompaktsizlik olciisii
olarak adlandirilir.
(6) u(X UY) = maks {u(X),u(Y)},
D uX +Y) < p(X)+pu(Y),
(8) A € Ri¢in p(AX) = [A|u(X),
(9) keru = Ng.

Kuratowski tarafindan tanimlanan

o(X) =inf{e > 0: X, cap1 € dan kii¢iik olan sonlu sayida kiime ile ortiilebilir. }
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kompaktsizlik Olciisiine Kuratowski kompaktsizhik olgiisii denir. Bu 0l¢iiniin
regiiler kompaktsizlik 6l¢iisii oldugu gosterilebilir, [27]. Bir diger énemli 6l¢ii olan

Hausdorff (veya yuvar) kompaktsizlik olciisii,
x(X) = inf{e > 0: X, E de sonlu €-aga sahiptir}

ile tamimlanir. 7 Ol¢iisii birgok kullanigh 6zelige sahiptir. Ayrica o ve ¥ Olciileri
VX € Mg icin

X(X) < aX) <2x(X)
esitsizliini saglar. Standart maksimum normu ile donatilmig olan C = Cla,b] ile;

[a, D] arahigindaki reel degerli biitiin siirekli fonksiyonlarin uzay1 belirtilir. Verilen bir

x € Cla,b] ve € > 0 i¢in w(x,€) ile gosterilen x in siireklilik modiilii,
w(x,€) = sup{|x(s) —x(t)| : s,¢ € [a,b], |s—1t| <€}
ile ifade edilir. Ayrica X € My, 5] igin,
w(X,€) = sup{w(x,e) :x € X}

ve

wo(X) = limw(X,€)

e—0

olmak tizere
X(X) = Zwo(X)
esitligini saglar.
Bu kistmda I = [a,b] sinirli aralidi iizerinde tanimlanan ve supremum normu
ile donatilmig olan biitiin reel degerli ve sinirli fonksiyonlarin B(I) uzayindaki bazi
kiimeleri inceleyecegiz. Ayrica C(I) = Cl[a,b] fonksiyon uzay1 iizerinde ¢alisacagiz.

x € B(I) fonksiyonu verilsin. € > 0 igin d(x,€) ve i(x,€),
d(x,€) = sup{|x(s) —x(t)| = [x(s) —x(t)] : s, €I, t <5, s—t <€}

veE

i(x,€) = sup{|x(s) —x(¢)| = [x(¢) —x(s)] :t,s €1, t <5, s—t <¢g}
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olarak tammlanir. € = b —a ise d(x) = d(x,b—a) ve
i(x) = i(x,b—a) seklinde yazilir. x fonksiyonu 7 aralifinda azalmayan ise Ve > 0 igin
d(x,€) = 0 dir. Benzer sekilde x fonksiyonu / aralifinda artmayan ise Ve > 0 i¢in

i(x,€) =0 dur, [26].

Teorem 2.2.1. x € B(I) ve € > 0 keyfi bir sabit olsun. d(x,€) = 0 ise x, I iizerinde

azalmayandir. Benzer sekilde i(x,€) = 0 ise x, I iizerinde artmayandir, [26].

Ispat. Kabul edelim ki € > 0 igin d(x,€) = 0 olsun. x in I iizerinde azalmayan
oldugunu gosterecegiz. Bunun aksini kabul edelim. Yani x, [ {izerinde azalan olsun.

Bu durumda &yle 7,5 € I vardir 8yle ki t < s ve x(f) > x(s) olur. s —¢ < € ise

e(s) = x(1)] = x(s) = x(0)] = x(t) = x(s) +x(t) = x(s) = 2(x(r) = x(s)) > O

olur. Boylece d(x,€) > 0 olur.

s—t > ¢olsun. [t,s] araligin,
I=np<n<npn<.<fp=s

noktalart yardimiyla n esit alt araliga bolelim. Burada n, % < ¢ olacak sekilde
secilmigtir.

{x(to),x(tl), ...,x(tn)}

dizisini gdozoniine alalim.
x(t) = x(t9) > x(ty) = x(s)

oldugu agiktir. i € {0,1,2,...,n — 1} olacak sekilde mevcut olan bir i indisi igin
x(t;) > x(ti+1) oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten bu 6ne siirdiigiimiiz esitsizlik
dogru olmasaydi o zaman Vi € {0, 1,2,...,n— 1} i¢in x(¢;) < x(t;41) esitsizligi gecerli
olurdu. Bu durumda x(fp) < x(#,) olurdu. Bu ise kabiiliimiizle ¢elisir. Bu nedenle
i, {0,1,2,...,n — 1} kiimesinden alinan bir indis olmak iizere, x(#;) > x(t;+1) olur.

tit1 —t; < € oldugundan,

d(x,8) > |x(tiv1) —x()| = [xe(tien) = x(0)] = 2(x(11) = x(ti41)) > 0
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olur. Bu ise ilk kabuliimiizle ¢eligir. Teoremin ikinci kismi1 da ayni1 yolla ispatlanabilir.

]

Teorem 2.2.2. x € B(I) ve € > 0 keyfi bir sabit olsun. O zaman x, I araliginda azal-

mayandir ancak ve ancak d(x,€) = 0 dir, [26].

Teorem 2.2.3. x € B(I) ve € > 0 keyfi bir sabit olsun. O zaman x, I araliginda art-

mayandir ancak ve ancak i(x,€) = 0 dir, [26].

Burada, d(x,€); x’in azalma modiilii ve i(x,€) x’in artma modiilii olarak ad-

landirlir.

X € Mp(py ve € > 0 icin d(X,€) ve do(X),
d(X,e) =sup{d(x,€):x € X}

veE

esitlikleriyle tanimlanir. Benzer sekilde i(X,€) ve ip(X),
i(X,e) =sup{i(x,e) :x € X}

veE

io(X) = limi(X,)

e—0

olarak tanimlanir. € — d(X,€) ve € — i(X, €) fonksiyonlar1 azalmayandir. Bu nedenle

do(X), ip(X) iyi tanimlidir, [26].

Teorem 2.2.4. € > 0 keyfi bir sabit olsun. O zaman d(X,€) =0 (i(X,€) = 0) ancak

ve ancak X teki biitiin fonksiyonlar I araliginda azalmayandir (artmayandir), [26].

Simdi B(I) uzaymn kapali bir alt uzay1 olan C = C(I) siirekli fonksiyonlar
uzayini ele alalim. X € ¢ ve € > 0 bir sabit olsun. Oyle 7,5 € I, t < s keyfi sabitleri

vardir ki s —¢ < € i¢in,

e(s) = x(1)] = [x(s) = x(2)] < 2[x(s) —x(1)] < 2w(x€)
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olur. Bu esitsizlik,

d(x,€) < 2w(x,¢)

oldugunu gosterir. Benzer sekilde,
i(x,€) < 2w(x,€)

olur. Burada w(x, €) siireklilik modiiliidiir. Yukaridaki esitsizlikler yardimiyla
do(X) < 2wo(X)

veE

i()(X) < 2W()(X)
esitsizliklerini elde ederiz, [26].

Teorem 2.2.5. C(I) uzayuun, I araligy iizerinde taniml biitiin egsiirekli fonksiyon-
lardan meydana gelen surlt bir alt kiimesi X ise o zaman do(X) = io(X) = 0 di,

[26].
Ornek 2.2.1. X C C[0, 1] kiimesi asagidaki sekilde tanimlansin.
X=Axy:x,(t) =t",n=1,2,...}.

Ve >0ven=1,2,...icin d(x,,€) = 0 dir. Dolayistyla d(X,€) =0 dir. Sonug olarak
do(X) = 0 dir. Diger taraftan wo(X) = 1 oldugu kolaylikla goriilebilir. Yukaridaki
drnekte do(X) ve io(X) fonksiyonlarmmin C(I) uzayinda bir kompaktsizlik élgiisii ol-

madiklary goriiliir. Ciinkii Tanim 2.2.3 in 1. aksiyomunu saglamazlar, [26].

Ornek 2.2.2. Y C C[—1,1] olmak iizere,
Y={yu:ya(t) =1, n=1,2,..}
kiimesini gozoniine alalim. wo(Y) =1, do(Y) =2 ve io(Y) = 2 oldugu goriilebilir.

do(X) ve ip(X) yardimyla C(I) uzaymda bir kompaktsizlik Ol¢iisii

tanimlanabilir. Simdi agagidaki teoremi ispatsiz olarak verelim.
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Teorem 2.2.6. X € Mic(y) keyfi bir kiime olmak iizere
$1d0(X) +i0(X) < wo(X) <
esitsizligi gecerlidir, [26].
Teorem 2.2.7. p: Mc ) — Ry olmak iizere
u(X) =do(X) +io(X)

seklinde tanimlanan u fonksiyonu C(I) uzayinda bir regiiler kompaktsizlik olgiistidiir.

Bu olgii ¥, Hausdorff olgiisiine denktir. Yani keyfi bir X € My kiimesi igin
2wo(X) < u(X) < 4dwo(X)
va da buna denk olarak
Ax(X) < u(X) < 8y (X)

tir. Ayrica
pa(X) = wo(X) +do(X)
ve

1i(X) = wo(X) +io(X)

esitlikleriyle tamimlanan p, ve y; fonksiyonlart C(I) uzayinda birer kompaktsizltk

olgiisiidiirler. Diger taraftan; her X € Mc(y) igin
wo(X) < pa(X) < 3wo(X)
ve
wo(X) < pi(X) < 3wo(X)

esitsizlikleri gecerlidir. Burada ug ve u; fonksiyonlart hemen hemen regiiler kom-
paktsizlik olgiileridir ve y Hausdorff olciisiine denktirler. Gercekten de yukarida
verilen fonksiyonlar regiiler kompaktsizlik ol¢iistiniin sekizinci sarti disindaki diger

sartlari saglarlar, [26].

15



3. KUADRATIK VOTERRA INTEGRAL DENKLEMLERININ BiR
SINIFININ MONOTON COZUMLERI

Bu boliimde,

V()
x(t) = a(o(t)) + (Tx)(B()) /0 v(t,T,x(n(1)))dt, t€l=[0,M]
lineer olmayan kuadratik Volterra integral denklemlerinin ¢dziimlerinin varli§ina dair

temel kavram ve teoremler verilerek, bazi uygulamalara deginilecektir.
3.1. Gosterimler, Tammlar ve Yardimer Sonuclar

Bu boliimde, daha sonra kullanacagimiz bazi sonuglar1 verecegiz. Kabul edelim

ki (E,]| .

), sonsuz boyutlu bir Banach uzay1 ve bu uzayin sifir elemani 6 olsun. x
merkezli r yarigapl kapali yuvar Blx, r| ile ve B[, r] yuvari da kisaca B, sembolii ile
gosterilir. Eger X kiimesi E’nin bir alt kiimesi ise o0 zaman X ve ConvX sembolleriyle,
sirastyla, X’in kapanisi1 ve konveks kapanisi gosterilir. Kiimeler iizerindeki cebirsel
islemler AX ve X +7Y ile, E kiimesinin bos olmayan ve sinirlt biitiin alt kiimelerinin

ailesi Mg ile ve on kompakt alt kiimelerinden olusan aile de g ile gosterilir, [9].

u, Tanim 2.2.3 deki gibi tanimlanan, E de bir kompaktsizlik ol¢iisii ve keru

ailesi de, ”u kompaktsizlik ol¢iisiiniin ¢ekirdegi” olsun. Simdi, asagidaki sabit nokta

teoremini verelim:

Teorem 3.1.1. Q,E Banach uzayinin bos olmayan, sumirli, kapalt ve konveks bir alt
kiimesi, F : Q — Q siirekli bir doniisiim ve u de E de bir kompaktsizlik ol¢iisii olsun.
X,Q’ nun bogs olmayan herhangi bir alt kiimesi, ve k € [0, 1) bir sabit olmak iizere,
u(FX) < ku(X) olsun. O zaman F’nin Q kiimesinde sabit biraktigi en az bir nokta
vardr, [9].

Uyan 3.1.1. Yukaridaki hipotezler altinda, F fonksiyonunun Q kiimesinde sabit

biraktigr noktalarin kiimesi, keru ailesinin bir elemanidir, [9].

Caligmalarimizi, [0, T] tizerinde tanimli, reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin

C[0,T] Banach uzayinda yapacagiz. Kolaylik olmasi agisindan I = [0, 7] ve
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C(I) = C[0,T] yazacagiz. C(I) uzayi iizerindeki norm,

x|| = maks {|x(¢)| : t € I}
normudur, [9].

X, C(I) nin bos olmayan, sabit ve sinirl bir alt kiimesi olsun. x € X ve € > 0

icin w(x, €) ile, x’in
w(x,€) =sup{|x(t) —x(s)|:t,s € L, |t —s| <€}
esitligiyle tanimh siireklilik modiiliinii gosterecegiz. Bunlara ilaveten;
w(X,€) =sup{w(x,&) :x € X}
ve
wo(X) = limw(X,¢€)

e—0

olarak tanimhdir. Ayrica,

i(x) =sup{|x(s) —x(t)| = [x(s) —x(2)] : t,s €1, t <s}

i(X) =sup{i(x):xeX}
olarak tanimlanir, [11]. Buna gore, asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 3.1.2.
i(X) = 0 < X teki fonksiyonlar I iizerinde azalmayandur, [11].
Ispat. =) :i(X) = 0 olsun. Buna gore Vx € X icin i(x) = 0 dur.
i(x) =0« 1,5 €I vet < s olan biitiin ¢ ve s ler i¢in

|x(s) — x(t)] — [x(s) —x(¢)] = 0 <t < s olan her 7 ve s i¢in x(s) > x(¢)
oldugundan x, [ lizerinde azalmayandir.

<) : x, I lizerinde azalmayan olsun. Yani ¢ < s olan her ¢, s € [ i¢in x(r) < x(s)

olsun. O zaman V¢,s € [ ve t < s igin

pe(s) = x(1)] = 0 = [x(s) —x(2)| - [x(s) = x(2)] = 0
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olup buradan,
i(x) = sup{|x(s) —x(¢)| — [x(s) —x(¢)] :t,s €I vet <5} =0
olacagindan,
i(X)=sup{i(x):xeX}=0

esitligine ulagiriz. ]

DMy ailesi tizerinde, u(X) = wo(X) +i(X) olarak tanimlanan u fonksiyonu bir
kompaktsizlik 6l¢iisiidiir. Bu 6l¢iiniin ¢ekirdegi keru # @ olup, elemanlari sinirli X

kiimeleridir. X teki fonksiyonlar / araliginda egsiireklidir ve azalmayandir, [11].
3.2. Temel Sonug

Bu kisimda,

V()
x(r) = a(a(r)) + (Tx)(B(t))/O v(t,t,x(M(1))dt, tel=1[0,M]  (3.2.1)
olarak verilen denklem iizerinde ¢alisacagiz.
(i) a,B,y,m: I — I siirekli ve o, B,y azalmayan fonksiyonlar olsun.

(ii) a € C(I) ve a, I araliginda azalmayan ve negatif olmayan bir fonksiyon

olsun.

(iii) v : I x I x R — R siirekli bir fonksiyon ve v: I x I x Ry — R, dir. Keyfi

bir T € I sabiti ve x € R i¢in t — v(z,7,x) fonksiyonu I araliginda azalmayandir.
(iv) Biitiin z,t € I ve x € R i¢in |v(z,7,x)| < f(|x|) esitsizligini saglayan
f R4 — R, olacak sekilde azalmayan bir f fonksiyonu vardir.
(v) T : C(I) — C(I) operatorii siireklidir. Ayrica T operatorii pozitif bir opera-
tordir. Yani x > 0ise 7x > 0 dir.
(vi) Her x € C(I) ve her t € I i¢in |(Tx)(t)| < c+d||x||? esitsizligini saglayan
ve negatif olmayan c, d ve p > 0 sabitleri vardir.
(vii) a(||a]]) + (¢ +drP)Mf(r) < r esitsizligini saglayan bir ro pozitif ¢oziimii

vardir.

18



(viii) T operatorii B;z da u kompaktsizlik 6l¢iisii ve 6 sabitiyle birlikte
u(TX) < 0u(X) sartini saglar, oyle ki M f(rp)0 < 1 dir.

Teorem 3.2.1. Yukaridaki (i)-(viii) hipotezleri altinda (3.2.1) denkleminin C(I) da en

az bir azalmayan x = x(t) ¢dziimii vardur.
Ispat. C(I) iizerinde V operatoriinii,

Y(t)
(Vx)(t) = a(or)) + (Tx) (B(2)) /O v(t,T,x(n(7)))dt

olarak tammlayalim. (i), (i), (iii) ve (v) hipotezlerinden dolay1, x € C([) igin Vx
de I arahig: iizerinde siireklidir. Yani V doniigiimii C(I) dan C(I) ya tanimli bir

doniistimdiir. Ayrica; (iv) ve (vi) hipotezlerini de aklimizda tutarak,
(1)
(VX)) < la(a(n))]+[(Tx)(B(2))] ’/O v(t,T,x(N(7)))d7
v(1)
< a(!\all)+(6+d\IXI\p)/0 f(x(m(t))])dr

(1)
a(!\all)+(c+d\lx|\”)/o f(llx[)dz
< a(flo) + (e +dl|x][")M £ ([[x]])

IN

olur. Su halde,
IVl < a(llod]) + (e +dllxl[”)Mf([|x[])

esitsizligini elde ederiz. (vii) sartin1 saglayan bir ro > ||x|| i¢in, ||Vx|| < ro dir. Bu da
V doniigtimiiniin B, dan B,,’a giden V : B,; — B, seklindeki bir doniisiim oldugunu

gosterir. By, yuvarinin B:B alt kiimesini gozoniine alalim.
By ={x€By:x(t)>0, tel}.

Bu kiime bos kiime degildir. Zira V¢ € I i¢in x(¢) = r( olarak tanimlanan x fonksiyonu
B;g kiimesinin elemamdir. B, sinirli oldugundan B:B da siirhidir. B:B kapal1 yuvari
konvekstir. Ciinkii x,y € B% olan her x,y, 0 <A <1 olan her A ve t € I olacak
sekildeki her ¢ icin

Ax(t)+(1—=A)y(t) >0
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olup,
Iay(1 =W < Al + (1= 2) [y < Aro+ (1= M)ro = 1o

olur. Ayrica B\ yuvari kapahidir. Ciinkii, x € B, ise

limx, =x
n—yoo

olacak sekilde bir (x,) C B}, C By, dizisi vardir. Her n € N ve her ¢ € I igin x, () > 0
ve

||xn, — x|| = maks ;er|x,(t) —x(¢)] = 0 (n — o)

oldugundan,

r}grgoxn (1) = x(1)

olur. Su halde; her ¢ € I igin x(r) > 0 olur. Boylece x € B/} dur. Diger taraftan (i), (i),
(iii) ve (v) kabullerinden dolay1 V doniisiimii B} dan B,/ ya bir déniisiimdiir. € > 0

bir sabit, x,y € B} keyfi elemanlar ve ||x — y|| < & olmak iizere,

(V3)(6) = (V)0
() V()
= ) [ v xE)de= (1)) [ visym)d

IN

() V()
(TBO) [ 5 m@)ds— () B) [ viezx(n(e)de

()

¥(r)
+ [Ty /0 T @)de— (1Y) (B() [ viezyn(m)de

0
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olup burada,

Bry(e) = sup{|v(z,7,x) —v(t,T,y)[ 1,1 €1, x, y€[0,r0], |x—y[ <€}

IN

IN

IN

IN

IA

IN

IN

Y(t)
[(Tx)(B(t)) — (Ty)(B(t))|/0 v(t,T,x(M(1)))|d7
Y(t)

[(Ty)(B())] /0 v(,7,x(n (7)) —v(7,7,y(n(1)))|d7

V()
(@)EO) [ bern@) - zym@)dr
(1)
(Tx=Ty)BO)| [ flro)de
()
(c+dlyl?) [ o matm(®) = vio,wyin(@) e

(t) (t)
I7x=1y]) [ fm)det e+ drt) [ Bo (et
I7x = TyMF(r0) + (e ) B (€)M

dir. Yukaridaki esitsizlikten,

esitsizliini elde ederiz. v fonksiyonunun 7 x I x [0, rp] kiimesi iizerinde diizgiin
siirekliliginden; € — 0 iken B, (€) — 0 olacagindan ve T operatériiniin siirekliliginden

dolay1 € — 0 iken, |Tx — Ty|| — 0 olacagindan V doniisiimii, B, kiimesi iizerinde

sureklidir.

Bos olmayan X C Brg kiimesini alalim. € > 0 keyfi bir sabit, x € X ve t,s €

[Vx=Vy|| < ||Tx—Tyl|Mf(ro) + (c +dry)MBy, (¢)
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[0,M] 6yle ki |t — s| < € olsun. Genelligi bozmaksizin ¢ < s alalim. O zaman

|(Vx)(s) = (V) (1)]

< Ja((s)) — (o))
Y(s) (1)
£ |6 [ v mxt@)dr— (T B0) [ vz
(s)
< wlaw(on®) + | [(TB) — (B [ v man(@)ds
Y(s) ¥(s)
+ |T0) [ s mx@)ds— @) [ vl )
() (1)
£ |TBO) [ vieramE)de—(TOE0) [ v x(ne)de
< wla,w(a,e))+|(Tx)(B \/ v(s,7,x(N(1)))|d7
+ |/ v(s,7,2(N (1)) = v(t, T, x(0(T)))|dT
+ (Tx)(B0)] /Y V()
< wlaw(one) +uTen®e) [ st erarg) [ g @
T+ (ctdrd) f(ro) Y(s) —¥(0)
< w(a,w(o,€))+w(Tx,w(B,e))Mf(ro) + (c+drg)M§,O(e)
T+ (ctdrd) (o) Y(s) —¥(0)

olur. Burada &, (€), &,,(€) = sup{|v(s,T,x)) —v(t,T,x))| : t,s,T € I,|s —t] <€, x€
[0, 0]}

seklinde tanimlamir. v fonksiyonu 7 x I x [0, rg] iizerinde ve ¥ fonksiyonu da /
lizerinde diizgiin siirekli olup, € — 0 i¢in &,,(€) — 0 ve (Y(s) —v(z)) — 0 olur.

Boylece,

[(Vx)(s) = (V) (1)]
< w(a,w(o,2)) +w(Tx,w(B,&))Mf(ro) + (c+drg)MEy(€)

+ (e+drg) f(ro)|y(s) —v(1)]
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esitsizligine ulagilir. Burada ¢ ve s ler lizerinden supremum alindiginda,

w(Vx,e) < w(a,w(o,€))+w(Tx,w(B,e))Mf(ro)+ (c -l—drg)M&,O (€)

+ (ctdrg)f(ro)w(v.€)
esitsizligi elde edilir. x ler lizerinden supremum alinarak da

w(VX,e) < w(a,w(a,g))+w(TX,w(B,e))Mf(ro)+ (c+drg)M§ro(£)

+ (c+drg)f(ro)w(r.e)
esitsizligine ulagilir. € — 0 i¢in
Wo(VX) < Mf(r())Wo(TX) (3.2.2)

esitsizligine ulasiriz. Diger taraftan x € X keyfi bir sabit, ¢,5 € I ve t < s olmak iizere,

(V2)(0)= (V)01 = (V)05 = 0]
o) +(T)B) [ vismx(n(a))de

()

~ (o)~ ()W) [ T (@)

0

¥(s)

- {0(06(8)) +(Tx)(BGs) [ vls,T,x(n(T)))dT

0
()

- afaln) - (B [ virtain(E)a]
< flalo(s)) ~a(e())| - (a(a(s)) ~ a(a0)

(s)
T [

0

V()
V(s 5 x((0)dr— (T (B0)) [ v(1.5.xn(1)ds

0

Y(s) Y(t)
- [(Txxms» | v mam@)as— (@) | v(mx(n(r)))dr]
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(5)
< (B ~ (T - (TB) ~ (O] [ vis.maim@)ae
(1)
# @B [ 06ma0®) - v tat@)as

Y(s)
+ /W) v(s,t,x(n(r)))dt}

(s) (1)
= @) | [ v rat@nas [ i)
< T ~ TG - (B - () B6)M ()

t

(B nin azalmayanlhigini da kullanarak) esitsizligini elde ederiz. Burada esitsizligin her

iki tarafinda t € I = [0, M] ler tizerinden supremum alarak,

i(Vx) < Mf(ro)sup[[(Tx)(B(s)) = (Tx)(B(1))| = [(Tx)(B(s)) = (Tx) (B(2))]]
< Mf(ro)i(Tx)

esitsizligini ve son esitsizlikte x ler lizerinden supremum alarak da,
i(VX) <Mf(rp)i(TX) (3.2.3)
esitsizligini elde ederiz. (3.2.2) ve (3.2.3) esitsizliklerinden,
u(VX) < Mf(ro)u(TX) < Mf(ro)Ou(X)
esitsizligini elde ederiz. (viii) hipotezinden
Mf(rg)0 < 1
oldugundan Teorem 3.1.1 den dolay1 ispat tamamlanmustir. [

Sonug 3.2.1. a pozitif ve f siirekli olmak iizere Teorem 3.2.1" in (vii) sarti haricindeki

biitiin sartlari saglansin. Ayrica
a(l[af) + (c+d)Mf(1) <1
olsun. Bu durumda teoremin hiikmii yine gecerli olur. Bunu gorelim:

h:[0,1] = R, h(r) = a(||o]]) + (¢ +drP)Mf(r) —r
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olarak tamimlanan h fonksiyonu siirekli olup,
h(0) = a([lof]) +eMf(0) >0
ve
h(1) =a(||lof]) + (c+d)Mf(1) =1 <0

olur. Boylece h(ro) = 0 olacak sekilde en az bir ry € (0,1) sayist vardir. Sonug
olarak Teorem 3.2.1" in biitiin sartlart saglandigindan (3.2.1) denkleminin en az bir

x =x(t) € B}, ¢coziimii vardur.

Ornek 3.2.1.

2 14+x2(1) [ sint + &)
+x()/ IEEE e rer=[0,1]
0

1) =—

x(t) 5 T 2 8+71
denklemini gozoniine alalim. Burada a(t) =12, B(t) =t, y(t) =12, n(t) =t* a(s) = £,
a(at)) = % olup, a fonksiyonu pozitif azalmayan bir fonksiyon ve ||a|| = 1,

a([lod]) = 5 tir

(t0.) sint + ¢*
v X)=——
5 Yy 8+T
ve
1+x%(t)
(1)) =—2
dir. Vt,t € I ve Vx € R icin
: X X |x]|
sint +e <1+e <1+e

vt = || s —g =5 = /(KD

oldugundan f(x) = HTEX olur. Simdi T operatoriiniin siirekli oldugunu gorelim.

xo € C(I) keyfi bir eleman olmak iizere,

x—xol|| < & iken;

L+x2(1)  1+x3(t
ITx—Txol| = maksie T
2 2
1
- Emakstel ‘Xz (t) - X% (t)|

= %makstel [[x(t) = x0(t)][x(t) +x0(t)]]
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ve
()] = (1) =x0(r) +x0(1)] < [x(t) =x0(t)| + [x0(1)] < [lx —xo]| + [|xoll
oldugundan,
(1) < 8+ [|xoll (3.2.4)
olur. (3.2.4) egitsizliginden,
() +x0(8)] < x(0)] + [xol| <8+ 2]lxo

olur. Boylece

1

T Txoll = smaksic [[x(0) ~xo(0) [x(1) + xo(0)]
< 38+ 2ol maksic (1) ~xo(0)

1
= 5(8+2{|xol[)llx — o

elde edilir.
1
5(64—2”)60”)5:8
alimirsa,

2 +2|x||8—26=0 = (8+|x0]|)>—|lx0l>—2e=0
= (3+|xoll)* = I|xoll* +2¢
= &+ [|xo|| = 1/ ||x0l|* +2¢

olacagindan,

8 = y/IIxol* +2& —[lxol| > 0

secilirse, T nin xo noktasinda siirekliligi goriiliir. xo, C(I) dan secilen keyfi bir eleman

oldugundan T, C(I) da siireklidir. Diger tarftan her x € C(I) ve hert € I icin

((Tx) (1) < c+d|x]|”, (p>0)
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esitsizligi saglamr. Ciinkii,

I 1 I 1 I 1
<5+ 3201 =5+ 5 k()P <

1+x%(t) )
S —— —_— —_— = - d:
‘ =22 2 —2+2”x”’c

2

dir.
a(llaf]) + (c+dr’)Mf(r) <r

esitsizligini saglayan bir ro pozitif ¢oziimii vardir. ||a| = 1, a(||a|]) = %, M=1 dir.
0,375018 < ro < 1,65394

esitsizligini saglayan herhangi bir ry sayisi,
I 1 I 1
= _ 1 r = - 2 <
5+8( +e)(2+2r)_r
esitsizliginin bir coziimiidiir. Ornegin ro = 1 bu egsitsizligin bir ¢oziimiidiir.

X+#0, XCB}, xeB}

A s 11 <t vety,tr €1 olmak iizere;

1+x2(t2) 1+x2(t1)
2 2

(Tx(0) — (Tx(n)| = ]

IA

3 (o) (o) () —x(0)

IN

(i) -+ (1)) (a2) — (o)
2+ ) (o) = o)

S2r)lx(e) —x(n)

VAN

IN

oldugundan,

sup_ [(Tx)(0)) = (Tx)(n))] < sup_ |x(t2) —x(n)
yani
w(Tx,€) < w(x,€)

olur. Boylece

supw(Tx,€) < supw(x,€)
xeX xeX
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olacagindan,

w(TX,e) <w(X,e¢)

ve su halde,
limw(7TX,¢) < limw(X,€)
e—0 e—0
yani
wo(TX) <wp(X) (3.2.5)

olur X #£0, X C B;g, X €E B;E, t <t vety,ty € I olmak iizere;

|[(Tx)(2) = (Tx) (11) | = [(Tx) (22) — (Tx) (11)]
1 +x2(l2) —1 —xz(l‘l) B {1 +x2(t2) —1 —xz(l‘])

2 2

< g o(e2) = x{e) i) )| = 5 (o) 1)) (x(02) 4 x(10)]

= S (R + ()] x02) = x(1) — (x(e2) —x00)
< S0l + JalDlbx() = a()| = (x02) —x(1))
< S2rolla(2) ()| — (x() (0

= |x(t2) —x(t1)| = [x(r2) — x(t1)]

olur. Boylece,

sup [[(Tx)(r2) — (Tx)(11)[ = [(Tx) (2) — (Tx) (11)]]

t1, hel
< sup [lx(r2) —x(tr)] = [x(2) — x(t1)]]
t1, hel
olup,
i(Tx) <i(x)
olacagindan,

supi(Tx) < supi(x)
xeX xeX
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ve boylece,
(TX) <i(X) (3.2.6)
esitsizligini elde ederiz. (3.2.5) ve (3.2.6) egitsizliklerinden,
u(TX) < u(X)
esitsizligine ulasiriz. Burada © = 1 alinabilir.
Mf(rg)0 < 1

dir. Zira®=1, ro=1,M=1ve f(1) 2% icin

_1+e

Mf(1)6=—

<1

dir. Boylece ele aldigimiz denklem biitiin hipotezlerimizi sagladigindan bu denklemin

B;z da azalmayan bir ¢oziimii vardrr.

Ornek 3.2.2.

x(t) dt

sin(t—1+2)  1423() [ tans + (%)
_ n /
5 7 0 2+7T

denklemini gozoniine alalim. Burada o(t) =t, B(t) =1, y(t) =3, n(z) = 12 olup,
a(t) = w fonksiyonu pozitif ve azalmayan bir fonksiyondur. a(||]|) = 1,

Vt,t €1l ve Vx € R igin,

|V(t>T7x)| =

tant +e*|  V34+e'  V3+el
< < = f(|x])
247 2 2

olup, f(x) = @ ve (Tx)(t) = HXT%) dir. T : C(I) — C(I)oldugu asikardir. Simdi,

T operatoriiniin siirekli oldugunu girelim. xo € C(I) keyfi bir eleman olmak iizere,

||x —xo|| < & iken,

14+x3()  1+x3(0)

Tx—Tx| = mak
ITx=Txol| = maksier|—— 7
1
== 7makS[eI|X3 (t) - X?) (t) |
1

= maksier[[x(t) = Xo (D] [x* () +x(t)x0() +x5(1)]
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olup,

W2 (0) +x(0)xo (1) +x5()] = [(x(£) = x0(2))* + 3x(1)xo (1))
< |(x(e) = x0(0))? 4 3[x(1)x0 (1))
< 8 +3x(r) —x0(r) +x0(r)||x0 (1))
< 8 438]|x0]| 4 3]|xo0?

esitsizliginden,

2 maksier[x(1) — x0(0) (1) + x(0x0(8) + 3(0)]

7
1

< 5 (87438 xol| + 38 xol|)
1

= (34 xol)” = [1xoll*)

1 1

= S+ ol = 5ol =e
1 1

= 5+ vl =&+ = bl

1
8+ lxoll = (7e+[lxoI*)7

Y

1
= 8= (Te+|xo)*)7 — |lxo] >0

secilirse, T nin xo noktasinda siirekliligi goriiliir. xo, C(I) dan secilen keyfi bir eleman

oldugundan T, C(I) da siireklidir.
((Tx) ()] < c+d|x]|”, (p>0)

esitsizligi saglamr. Ciinkii,

1
<

1
<3 +3lll ¢

| =
Il
QU
Il

1 I 1
20 = 5+ R0 <

7

1+x3(¢)
7

dir.
a(llal)) + (c+drP)Mf(r) < r

esitsizligini saglayan bir ry pozitif ¢oziimii vardir. ||| = 1, a(||a]|) = %, M=1 dir.

0,386812 <ryp <1,32116
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esitsizligini saglayan herhangi bir ry sayisi,

1 1 1 1
- 3 r _ _ 3 _ <
(2(\/_+e)) (7+7r)+5 <r
esitsizliginin bir coziimiidiir. Ornegin ry = 1 bu esitsizligin bir ¢oziimiidiir.
1, nel0,1], |n—n|<e 0#X CB;, =B olmak iizere

l—l—x3(t2) 1—|—X3(t1)
7 7

(Tx)(12) - (Tx) ()] = ‘

= 2R -2 )

< lale) (o) [lP0) +x()x(0) + 2 (0)

< 2hale) — )| ()] + ale)a(0)] + 0]
< 2lale) (o) Bl

< Zfalea) —x(n)

olur. t1, tr € I olmak iizere egitsizligin her iki tarafinda supremum alinirsa,

w(Tx,¢e) <

| W

w(x,€)
olur. Bu esitsizlikte x € X ler iizerinden supremum alinirsa,

3
7W(X,€)

w(TX,e) <

olur. Burada da € — 0 i¢in limit alinirsa,
3

wo(TX) < ?W()(X) (3.2.7)

esitsizligi elde edilir. t, tp € [0,1], 11 <1, 0 £ X C B;B = BT olmak iizere;

[(Tx)(t2) — (Tx)(11)| — [(Tx)(t2) — (Tx)(t1)]
1—|—x3(t2) 1—|—x3(t1) 1+x3(t2) 1+x3(t1)
77 B { 77

[ (12) =2 (11)| = %[’; (12) = (11)]

|(x(r2) = x(t1)) (P (2) + x(t2)x(t1) + X (11))

N =] ==
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1

= = (xl2) = (1)) (3 (12) Fx(r2)x(i) +2 (1))

= %(xz(tz) +x(2)x(nn) +2 (1)) [[x(r2) = x(11)] = (x(r2) —x(11))]

S IP() — x(0)] = (x(2) —x(1))
= l(e2) —00)| — (3(12) = x(0)]

IN

IN

olur. Bu egitsizlikte ty, ty € [0,1] ler iizerinden supremum alinirsa,
: 3.
i(Tx) < =i(x)
7
olur. Bu esitsizlikte x € X iizerinden supremum alinirsa,
. 3.
i(TX) < ?l<X) (3.2.8)
olur. (3.2.7) ve (3.2.8) esitsizliklerinden,
3
u(TX) < Zu(X)
olur. O halde 6 = % alinabilir r =1, 6 = % ve M =1 icin de
3
Mf (1)5 <1

elde edilir. Boylece ele aldigimiz denklem biitiin hipotezlerimizi sagladigindan bu

denklemin B% da azalmayan bir ¢oziimii vardir.
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4. LINEER OLMAYAN VOLTERRA INTEGRAL DENKLEMLERININ BiR
SINIFININ MONOTON COZUMLERI

Bu boliimde, bir 6nceki boliimdeki denklemden farkli tipten olan bir lineer ol-
mayan Volterra integral denkleminin hangi sartlarda monoton ¢dziimiiniin mevcut

olacagi incelenecektir.

4.1. Temel Hipotezler

() = (@) + () [ 0 )olx(s()ds, re1=[0.1] @11
lineer olmayan Volterra integral denklemini ele alalim. Burada,
(i) a,B,y: I — I siirekli ve azalmayan fonksiyonlar ve g : I — [ siirekli bir fonksiyon-
dur.
(ii) a € C(I) ve a, I araliginda azalmayan ve negatif olmayan bir fonksiyondur.
(iii) ¢ : I x I — R fonksiyonu 7 x I da siireklidir ve t — ¢(z,s), Vs € I (t sabit s ler
degisken) i¢in azalmayan bir fonksiyondur.
(iv) f : Im¢ — R siirekli fonksiyonu, kompakt olan /m¢ (¢ nin goriintii kiimesi)
tizerinde azalmayan bir fonksiyondur.
(v) @ : R — R siirekli fonksiyonu, ¢ : R, — R dur.
(vi) T : C(I) — C(I) operatorii siirekli ve pozitif (yani x > 0 ise Tx > 0) bir operator-
diir. Ayrica Vx e C(I) vet € I igin

[(Tx) (1) < ¢ +d]jx]|?

esitsizligini saglayan ve negatif olmayan c, d ve p > 0 sabitleri vardir.

(vii) a(||o|) + (c + dr§)|| f|Mg.r, < ro esitsizligini saglayan bir ry pozitif ¢dziimii
vardir (Burada My, ,, = maks{|@(u)| : u € [—rg,ro]} dur).

(viii) T operatorii Br+0 da sabit 0 ile birlikte u kompaktsizlik Sl¢iisii i¢in

u(TX) < Ou(X)

esitsizligini saglar (Burada || f||My ,, <1 dir).
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4.2. Temel Sonug

Bu kisimda dordiincii boliim girisinde verilen hipotezler altinda asagidaki teo-

remi verecegiz.

Teorem 4.2.1. Yukaridaki (i)-(viii) sartlart altinda (4.1.1) denkleminin C(I) da en

az bir azalmayan bir x = x(t) ¢dziimii vardur.
Ispat. C(I) uzayinda A ve B operatorlerini,
(1)
(Ax)(z) = a(au(z)) + (Tx) (B()) /OY F(0(,5))9(x(g(s)))ds
()
(Bx)(7) :/o F(0(,5))0(x(g(s)))ds

olarak tanimlayalim. x € C(I) ise Ax € C(I) oldugunu gorelim. Ax € C(I) oldugunu

gostermek i¢in, Bx € C(I) oldugunu gostermek yeterlidir. € > 0 bir sabit,
xeC(), ti,hel, 1H<th, h—1 <Ee

olsun. O zaman

|(Bx)(22) — (Bx)(11)]

¥(r2) V()

= [ rotsoteds — [ floten5)et(slo))ds
(12) (12)

< | [T s etesds - [T fow.5)et(els))ds
(12) (11)

| [ Aot snetetds - [T flote5)eta(els))ds

Y(t2)

< /0 £(0(2,5)) — F(0(t1,9)) | @(x(g(s)))|ds
Y(t2)

+ /Y £0(11.5))|l9(x(g(s)))lds

(1)

olur. f kompakt bolgede siirekli oldugundan || f|| vardir.

Wroo(e,) = supi|f(9(t2,5)) — f(0(t1,9))| i 12, 11, s€L, |p—11] <€}
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Mo, |x = maks{|@(u)| - u € [[[x[], [[x[[T}

alinirsa,

|(Bx)(t2) — (Bx)(t1)| < Wrop(e,\Me,|x|Y(t2) + || f | Mg, x) [¥(22) —¥(11)]

< Weog(e, )Mo x| Y(2) + [Lf | Mg w (Y, )
esitsizligini elde ederiz. Burada,
w(Y,€) = sup{|y(tz) =y(t1)|: i, el |r—t|<¢e}

dir.

fod fonksiyonunun /7 x [ iizerinde siirekli olmasindan ve y nin / da diizgiin
stirekliliginden € — 0 igin w4,y — 0 ve w(Y,€) — 0 oldugundan Bx € C(I) ve

a(at)) + (Tx)(B(¢)) € C(I) oldugundan Ax € C(I) olur. Ustelik, V¢ € I igin
()
[(A) ()] = |a(a)) + (T)C)(B(f))/oY f(0(,5))p(x(g(s)))ds
(1)

< a(||0€||)+(c+d|IXI|”)/O (02, )) [0(x(g(s)))ds]
< a(llo]) + (e +dlx|") £ Mg,x|

dir. Buna gore,

[Ax[| < a((lod]) + (c +dl[x[|) [ /| Mg,)x|
olur. Boylece ||x|| < rg ise (vii) hipotezinden dolayi,

1Ax[ < a([locl]) + (e +drg)[1Lf | Mg, < ro

esitsizligine ulagiriz. Sonug olarak A operatérii, B, = B[0,rp| yuvarindaki eleman-
lar1 yine B,, yuvarina tagir. Simdi de A operatoriiniin B, iizerinde siirekli oldugunu

gorelim. Bunun i¢in (x,), B[O, rg] da bir dizi olmak iizere, (x,) — x iken (Ax,) — Ax
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oldugunu gosterelim. V¢ € [ i¢in

| (Axy ) (1) — (Ax)(2)]
()
(Txn)(B(2)) /O F(0(2,5))0(xn(g(s)))ds

()
— (Tx)( t/ f(o(t,s))o(x(g(s)))ds

< |[(Txa)( / F(0(t,5))0(x,(g(s)))ds
) [ 000 e(0)ds
(1)
£ |TO) [ 700500 (e(s)ds
V()
~ (M) /0 £(0(1,5))0(x((5)))ds
< 1) B6) ~ BO) [ 17005 oas(5)lds
* ) / 011.5)) 10 g(5))) ~ 9x(g(s)))Ids

olur. B nin azalmayanligim da dikkate alarak,

[(Ax, ) (£)—(Ax) (1) |
< 1 Tox=Txl[ || £ [ Mep.r,

Y(t)
+ (etdrg)| f]] /O 0(xa(g(s)))—0(x(g(s)))|ds (4.2.1)

esitsizligini elde ederiz. ¢ fonksiyonu, [—rg, ro| izerinde diizgiin siirekli oldugundan

€ > 0igin, |ug —up| < dveuy, up € [—ro,ro) iken,

€
olu) = @)l < 5

olacak sekilde en az bir 8 > 0 vardir. Ayrica, & > 0ig¢in n > ng esitsizligini saglayan
biitiin n ler i¢in ||x, — x|| < d olacak sekilde bir ng € N vardir yani V¢ € [ igin
|, (1) —x(2)| < & dur.

Sonug olarak Vs € I i¢in

€
[9(xn(8(s5))) — @(x(g(s))] < 2c+dd)7l
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dir. Buna gore

€
Axy —Ax|| < ||Txy—Tx||||fMg.r, + (c+d) | fll=——5——
s —Axl < 750~ T3l Mg+ (e )5
€
< T = Tl LMoy + 5 (422

esitsizligini elde ederiz. T siirekli oldugundan Vn > n; icin

£
2[| f{|Mg,r,

esitsizligini saglayan en az bir n; € N vardir.

|Tx, — Tx|| <

Sonug olarak n > maks{ng,n; } olan her n i¢in (4.2.2) esitsizliginden,

€

€
A%, — A < FMrt =545 =

£
2[| f(|Mg,r, 2

esitsizligine ulagilir. Boylece A operatorii B, da siireklidir.

A operatdriinii B, 1n bir alt kiimesi olan

Bl ={x€B;:x(t)>0, tel}

olarak tanimlanan B:B izerinde tanimlayalim. B:B kiimesinin bostan farkli, sinirli,

kapal1 ve konveks bir kiime oldugu agiktir. x € B:B olsun. (x,) C By, ve x € By, olsun.
(n) = x = [lxall = llxll = lim [, || < ro = [lx]| < ro = x € By

(i), (ii), (iv), (v), (vi) hipotezlerinden ¢ € I i¢in x(z) > 0 ise (Ax)(¢) > 0 dir. Boylece
A operatorii B, daki elemanlar1 yine B} a tasir. Ustelik A operatdrii B! iizerinde
stireklidir.
0 #X C B;, &> 0 keyfi fakat sabit bir say1 71,, € I yle ki |t — 11| < € olsun.
Genelligi bozmayacagindan B operatoriiniin tanimindan,

¥(

1)
(Bx)(r2) = | f(0(12,5))0(x(8(s)))ds

ve

(1)
B)(0) = [ 000,9)((g()ds
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olup,

|(Ax)(12) — (Ax)(t1)]
= la(a(t2)) + (Tx)(B(r2)) (Bx)(t2) — a(a(r)) — (Tx)(B(r1)) (Bx)(11)]
< la(a(r2)) —a(a(t))| +|(Tx)(B(2)) (Bx) (t2) — (Tx) (B(t1)) (Bx) (12)]|
+ [(Tx)(B(11))(Bx)(r2) — (Tx) (B(t1)) (Bx) (t1)]
< la(a(r2)) —a(a(n))| + |(Tx)(B(2)) (Bx) (t2) — (Tx) (B(t1)) (Bx) (12)]|
) )]

IN -+
—
H
=
N
=
—
_
~—
=
s
=
~—
~~
&)
~
|
®
tal
~—

~—

w(a,w(oL,€)) +w(Tx, (w(B,e)))[lfl|Mg.r,(¥(r2))
(c+drg)[1£ Mg, ¥(t2) = ¥(11))]
w(a,w(a,e))) +w(Tx,w(B,e)) || f Mo,

(c+drg)llfMgrw(v.€)

IN +

+

olur. Burada,

w(a,€) = sup{la(t) —o(s)|:t,s €I |t —s| <e},

w(B,e) = sup{|B(r) —B(s)| : 1,5 €1 |t —s| < e}
ve
w(y,€) = sup{[y(t) =v(s)| : 1,5 €1 [t —s| <&}
dur. Boylece,
w(Ax,€) < w(a,w(a,e))) +w(Tx,w(B, &)l f[Mo.r + (c+drg) | £ Mo w(v.€)
olur. x € X ler ler lizerinden supremum alalim. Buna gore,

W(AX,S) < w(a,w(O(.,E))—|—W(TX,W([3,8))Hf||M(p7rO

+ (c+dr)| £ Morw(v.€)

dir. 7 fonksiyonu / kiimesi iizerinde diizgiin siirekli ve a fonksiyonu da [/ iizerinde

stirekli oldugundan € — 0 igin w(y,€) — 0 ve w(a,w(a,€))) — 0 elde edilir. Sonug
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olarak

wo(AX) < || fl|Mg,r,wo(TX) (4.2.3)

esitsizligini elde ederiz. 0 # X C B;B, xeX, t,tp €I vet; <t olsun. O zaman,

|(Ax)(12) = (Ax) ()] = [(Ax) (12) — (Ax) (11)]
= la(ofr2)) + (Tx)(B(r2)) (Bx)(12) — a(auftr)) — (Tx) (B(11)) (Bx) (11|
= (a(o(r2)) + (Tx)(B(r2))((Bx)(r2) — a(eu(rr)) — (Tx) (B(t1))) (Bx) (11)
< la(o(r2)) — a(otn))] = (a(o(r2)) — a(a(n)))]
+ |(Tx)(B(r2)) (Bx)(12) — (Tx) (B(11)) (Bx) (11)]
= ((Tx)(B(22)) (Bx)(r2) = (Tx) (B(t1))) (Bx)(11)
< (Tx) (B(22)) (Bx)(r2) — (Tx) (B(t1)) (Bx) (12) ]
+ |(Tx)(B(11)) (Bx)(12) — (Tx)(B(21)) (Bx) (11)]
= ((T%)(B(22)) (Bx)(r2) — (Tx) (B(11)) (Bx) (22))
= (Tx)(B(11))(Bx)(r2) = (Tx) (B(r1)) (Bx) (1)
< [I(Tx)(B(z2)) = (Tx)(B(r1)) | = ((Tx) (B(r2)) — (Tx) (B(21)))](Bx) (22)
+ (T (Be)[[(Bx)(2) — (Bx)(11)] — ((Bx)(12) — (Bx) (1))]

olur. Simdi, ((Bx)(t2) —

((Bx)(2) —

o

S

S

I
o\o

(1

¥

Y(r2

Y(t2

(2

Y(t2

(12)

f(o
f
f

f

(Bx)(t1)) > 0 oldugunu gosterelim.

(B2) (1))
(1)
(12:5)0(x(a(5))ds = [ F(0(01.5))9(x(2(5)ds
(12)
(12:5)0(x(a(5))ds = [ F(0(01.5))9(x(8(5)ds
(1)
001.9)0r(e(s))ds— [ F(0(01.9)0(x(e(5)))ds
0(12,5)) ~ £(0(01,5)))0(x(g(5))ds

(t1,5)) g(s)))ds

yazilabilir. ¢ — q)(t,s) fonksiyonu azalmayan oldugundan ¢(tp,s) > 0(t,s) dir.
Diger taraftan (iv) hipotezinden f(¢(2,s)) — f(0(¢1,s)) > 0 dir. Ayrica, x(g(s)) >0
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oldugundan @(x(g(s))) > 0 dir. O zaman

Y(t2)

/O (f(0(r2,5)) — f(0(11,5))) @(x(g(s))) = 0 (4.2.4)
esitsizligi gegerlidir. Diger yandan f > 0 ve ¢(x(g(s))) > 0 ve 7y azalmayan
oldugundan,

Y(t2)
[, 710s)e(x(a(s))ds >0 @25)
1
olur. (4.2.4) ve (4.2.5) esitsizliklerinden
Y(t2

0

) ¥(t)
F(9(12,5))p(x(g(s)))ds —/0 F(@(r1,5))0(x(g(s)))ds =0 (4.2.6)

esitsizligine,  nin azalmayanlig1 ve (4.2.6) esitsizligi de kullanilarak

|(Ax)(12) = (Ax) (11)]| = ((Ax) (12) = (Ax) (1))
< [(Tx)(B(22))—(Tx)(B(t1))|
(BT [ (0 )el(E(s))ds
< [[flIMg,,i(Tx)
esitsizligine ulagilir. Boylece f <1, olan 5,1, € I lar iizerinden supremum almirsa
i(Ax) < || f[|Mg,r,i(Tx)
olur. Sonug olarak x € B;: iizerinden supremum alinirsa,
i(AX) < || f||Mq.,i(TX) 4.2.7)
olur. (4.2.3) ve (4.2.7) esitsizliklerinden,
u(AX) = wo(AX)+i(AX)
< ([ flIMerywo(TX) 4 || f[|Me.ryi(TX)
= IfIMg,rou(TX)
< [ f 1M, Ou(X)

esitsizligini elde ederiz. || f||M¢ 0 < 1 olmas1 nedeniyle Teorem 3.1.1, (4.1.1) denk-
leminin bir x € Bg ¢Ozlimiiniin varhi§im garanti eder. Ayrica bu ¢6ziim, teoremde

verilen u kompaktsizlik 6l¢iisiiniin tanimina gore azalmayandir. [
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Ornek 4.2.1.

x(t)=1>+ @ /0 [ In(1++/1+s) )ﬁds (4.2.8)
denklemini gozoniine alalim. o(t) =12, B(t) =t, y(t) =1, g(s) = s olup,
(i) hipotezini saglarlar. 0(t,s), (iii) hipotezini saglar, f : [0,/2] — R, olup,
f(u) =1In(1+u), (iv) hipotezini saglar. ¢(x) = x2;+1’ (v) hipotezini saglar ve @(x)
maksimum degerini x = 0 iken alir. Burada g(s) = s dir. My, = ¢(0) = 1, (Tx)(t) =
(1) fll =In(1+/2).

s~ olup, c=0, d= % p=2dir a(t)=1% a(t)=t, a(||a|) =1,
Simdi, T operatdriiniin siirekli oldugunu gorelim. xo € C(I) keyfi bir eleman olmak

lizere, ||x —xo|| < & iken,
2(t)  x3(t
ITx—Txo| = maks | — Xl
5 5
1
— gmakstel ‘xz(t) — X(Z)(t)|
1
= gmakser [[x(t) = xo(t)[[x(t) +x0(t)]]
ve
()] = |x(t) —x0(t) +x0(1)| < |x(t) —x0(t)] + x0(2)]
< e =xol[ + [Ixoll < 8+ [|xoll (4.2.9)
olur. (4.2.9) esitsizliginden,
[x(2) +x0(2)[ < [x(2)] + [lxol| < 8+ 2|x0]| (4.2.10)

olur. (4.2.10) egitsizligini dikkate alarak,

ITx—Txoll = gmaksict () —xo(0) (1) + xo(0) ]
< %(8+2||x0||)makstel|x(t)—Xo(t)|
= L@+ 2]l vl
< L@+2ll)B=e
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denilirse,

& + 2|8 -5 =0 = (8+ ||xol|)* - |jx0]|> =56 =0

= (84 lxoll)* = flxolI® + 5¢

= 8+ [lxoll =/ llxol* +5¢

olur. 8 > 0 sayust,

3=/ |x0]|? +5e —||xo]| > 0

seklinde secilirse, T nin xo noktasinda siirekliligi goriiliir. xo, C(I) dan secilen keyfi

bir eleman oldugundan T, C(I) da siireklidir.
((Tx) ()] < c+d|x]|", (p>0)

esitsizligi saglamr. Ciinkii,

1

()| 1 1
—| < |x2(t)|:§|x(t)|2§§||x|]2, c=0,d=,, p=2

5 15

dir.
a(llo]) + (¢ +drP) | fl[ Mo, <1

esitsizligini saglayan bir ry pozitif ¢oziimii vardir. ||| = 1, a(||a||) = 1, M=1 dir.
1.29614 < r <4.37683

esitsizligini saglayan herhangi bir ro sayist,
1+ érzln(l +V2)<r

esitsizliginin bir coziimiidiir. Ornegin ry = 2 bu esitsizligin bir ¢oziimiidiir.

X #£0, XCBr(J{, xEBr(J{, t <ty vety,tr €I olmak iizere;

|(Tx)(12) = (Tx) (11)]
() ()

5 5

IN

(o) (o) (1) (1)
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IN

%(|x(t2)| + x(t0)]) 1x(r2) — x(11)]

1
< U+ [xIDlx(r2) = x(en)]
4
< lli) —x(n)
oldugundan,
4
sup [(Tx)(2) — (Tx)(t1)| < ¢ sup |x(r2) —x(t1)]
t1, hel t1, hel
boylece,
4
w(Tx,€) < gw(x, €)
olacagindan,
supw(Tx,€) < —supw(x,€)
xeX xeX
ve su halde,
4
w(TX,e) < gw(X,e)
olup,
limw(TX,¢e) < - limw(X,¢)
£—0 5e=0
yani,

Wo(TX) < §W0(X)

olur. X #£0, X C B;;, X e B:B, 1 <t vety, ty €l olmak iizere;

< ghe(r) —x(n)lIx(r) +x(1
= ()| () lbe(2) —x(1)] — (x(02) — x(e1)]
< gl el ) = (o)~ (xla2) — x(e0)]

< Sl = x()] ~ (x() = x(0))]
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ve boylece

(Tx)(2) — (Tx)(11)| = [(Tx) (12) — (Tx) (1)]

< SlI) —x(n)] — x(2) ~x(n)]

olur. Bu esitsizlikte t1,ty € I lar tizerinden supremum alinirsa,

sup {|(Tx)(r2) — (Tx)(01)| = [(Tx) (22) — (Tx) ()]}

t, el

< 3 sup {I(x(0) — (x(10) = [(x(02)) = (x()]}

51‘17 nel

olur. i nin tamimindan son esitsizlik

i(Tx) <

i(x)
olur. Yine burada x € X ler tizerinden supremum alinirsa,

4
supi(Tx) < —supi(x)
xeX xeX

ve
i(TX) < Zi(X) 4.2.12)
esitsizligini elde ederiz. (4.2.11) ve (4.2.12) esitsizliklerinden,
u(TX) < (%)

esitsizligine ulasiriz. Buradan, © = % alinabilecegi goriilmektedir. Ayrica My, = 1
ve ||| = In(1 +v/2) igin 8| f|Me, < 1 dir. O halde Teorem 3.2.1 e gore (4.2.8)

denkleminin ¢oziimii vardir.
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TARTISMA VE SONUC

1. Daha Onceleri,
t
x(t) = alt) + (Tx) (1) / v(t,t.x(v))dx, 1€ 1=[0,M]
0
denkleminin c¢Ozlimiiniin varligi, asagida belirtilen hipotezler altinda

incelenmistir, [11]. Bu hipotezler:

(i) a € C(I) ve a, I araliginda azalmayan ve negatif olmayan bir fonksiyon

olsun.
(ii) v: I x I x R — R siirekli bir fonksiyon ve

v:IxIxRy — Ry dir. Keyfi bir T € [ sabiti ve x € R, igin t — v(t,7,x)

fonksiyonu I araliginda azalmayandir.

(iii) Her 7,7 € I ve x € R i¢in |v(z,7,x)| < f(|x]) esitsizligini saglayan

f R4 — R, olacak sekilde azalmayan bir f fonksiyonu vardir.

(iv) T : C(I) — C(I) operatorii siireklidir. p kompaktsizlik olgiisii, 6 sabitiyle
birlikte u(7X) < Ou(X) sartin1 saglar. Ayrica T operatorii pozitif bir op-

eratordir. Yani x > O ise Tx > 0 dir.

(v) Her x € C(I) ve her r € I icin |(Tx)(t)| < c+d||x|| esitsizligini saglayan ve

negatif olmayan c ve d sabitleri vardir.

(vi) a(||a|]) + (¢ +dr)Mf(r) < r esitsizligini saglayan bir ry pozitif ¢oziimii
vardir. Ayrica M f(rp)0 < 1 dir.

Bu calismanin 3. boliimiinde ise:

x(t) = a(alt)) + (Tx)(B() /0 Mt (e T = [0.M](4.2.13)

denkleminin ¢6zlimiiniin varlif1; asagidaki hipotezler altinda, (teoremle) ifade

ve ispat edilmistir. Bu hipotezler:

(i) o, B,y,m: I — I siirekli ve a, B,y azalmayan fonksiyonlar olsun.
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(ii) @ € C(I) ve I aralifinda azalmayan ve negatif olmayan bir fonksiyon olsun.

(iii) v : I x I x R — R siirekli bir fonksiyon ve v: I x I x Ry — R dir. Keyfi bir

T € [ sabiti ve x € R i¢in t — v(¢,T,x) fonksiyonu I araliginda azalmayandir.

(iv) Her t,T € I ve x € Rigin |v(#,7,x)| < f(|x]) esitsizligini saglayan ve

azalmayan f : R, — R, fonksiyonu vardir.
(v) T : C(I) — C(I) operatorii siireklidir.
Ayrica T operatorii pozitif bir operatordiir. Yani x > 0 ise 7x > 0 dir.

(vi) Her x € C(I) ve her t € I i¢in |(Tx)(7)| < ¢ +d||x||? esitsizligini saglayan

ve negatif olmayan c, d ve p > 0 sabitleri vardir.

(vii) a(||a]) + (c+drP)M f(r) < r esitsizligini saglayan bir r( pozitif ¢oziimii

vardir.

(viii) 7 operatorii B% da u kompaktsizlik 6l¢iisii ve 0 sabitiyle birlikte
u(TX) < 0u(X) sartin1 saglar, 6yle ki M f(r9)0 < 1 dir.

. Yine daha onceleri

K1) = al)+(T)0) [ 7(6.)0x(s))ds, 11

denkleminin ¢Oziimiiniin varligit asagida belirtilen hipotezler altinda
incelenmistir, [17]. Bu hipotezler:

(i) a € C(I) ve I araliginda azalmayan ve negatif olmayan bir fonksiyondur.
(ii) 0 : I x I — R fonksiyonu / x I da siireklidir ve t — ¢(z,s), Vs € I (t sabit, s
ler degisken) icin azalmayan bir fonksiyondur.

(iii) f : Imd — R siirekli fonksiyonu, kompakt olan /m¢d (¢ nin goriintii
kiimesi) iizerinde azalmayan bir fonksiyondur.

(iv) ¢ : R — R siirekli fonksiyonu, ¢ : R, — R dur.

(v) T : C(I) — C(I) operatorii siireklidir. 7 operatdrii sabit 0 ile birlikte
u kompaktsizlik olgiisti igin u(7TX) < Ou(X) esitsizligini saglar. Ayrica T
operatorii pozitif bir operatordiir. Yani x > 0ise 7Tx > 0 dur.

(vi) Vxe C(I) vet € I igin |(Tx)(t)| < c+d||x| esitsizligini saglayan ve negatif
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olmayan c ve d sabitleri vardir.

(vii) a(||al|) + (c +dro)||fl|Mg.r, < ro esitsizligini saglayan bir ro pozitif
¢cOziimii vardir.

Burada 0|| f||Mg,, <1 veMyg,,, = maks{|@(u)|:u &€ [—r9,r0]} dir.

Bu tezin 4. boliimiinde ise:

() = a(@(0) + (B0 [ F005)olx(s())ds, 1= 0.1
denkleminin, asagida verilen hipotezler altinda ¢6ziimiiniin mevcut oldugu,
(teoremle) ifade ve ispat edilmistir. Bu hipotezler:

(i) o,B,y: I — I siirekli ve azalmayan fonksiyonlar ve g : I — I siirekli bir
fonksiyondur.
(ii) a € C(I) ve a, I araliginda azalmayan ve negatif olmayan bir fonksiyondur.
(iii) 0 : I x I — R fonksiyonu 7 x I da siireklidir ve t — §(¢,s), Vs € I (t sabit,
s ler degisken) i¢in azalmayan bir fonksiyondur.
(iv) f: Imd¢ — R siirekli fonksiyonu, kompakt olan Im¢ (¢ nin goriintii
kiimesi) iizerinde azalmayan bir fonksiyondur.
(v) ¢ : R — R siirekli fonksiyonu, ¢ : R, — R dur.
(vi) T : C(I) — C(I) operatorii siireklidir. Ayrica T operatorii pozitif bir opera-
tordiir. Yani x > 0 ise Tx > 0 dir. Vx € C(I) vet € I igin

((Tx) ()] < c+d|x]|”
esitsizligini saglayan ve negatif olmayan c, d ve p > 0 sabitleri vardir.
(vii) a(||a||) + (c+drP)|| f|| My, < r esitsizligini saglayan bir rq pozitif ¢oziimii
vardir.
(viii) T operatorii B:B da sabit 0 ile birlikte u kompaktsizlik 6l¢iisii i¢in

u(TX) < Ou(X)

esitsizligini saglar. Burada 0|/ f||My,, < 1 ve My, = maks{|Q(u)| :u €
[—10,10]} dir. Sonug olarak tezin 3. ve 4. bdliimlerinde incelenmek iizere
ele alinan denklemler, 6nceden incelenen bazi denklemlerden daha genel denk-

lemlerdir.
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